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Resumo

SANTOS, Felipe Albino dos. Algebras de Krichever-Novikov superelipticas. 2021.
Tese de Doutorado em Matematica - Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

Este trabalho apresenta um estudo das algebras de Krichever-Novikov supere-
lipticas. Seja p(t) € C[t] um polindmio com raizes distintas e g uma algebra de Lie
simples de dimensao finita sobre os complexos. E apresentada uma descri¢io em
termos de geradores e relacdes da extensdo central universal para a adlgebra de Lie
afim supereliptica g ® R em que R = C[t,t,u] em que u™ = p(t) (m € IN). Dos
geradores e relacdes apresentados emergem familias de polindmios. E apresentada
uma andlise destas familias e obtém-se desta andlise uma familia de polindmios que
satisfazem determinada equacdo diferencial de ordem 4. Mostra-se que tal familia
é de polindmios ortogonais ndo-cldssicos. Além disso, neste trabalho é definida a
algebra de Heisenberg hipereliptica como a subdlgebra de Heisenberg da édlgebra
hipereliptica lago de Krichever-Novikov. E estabelecido um critério de irredutibili-
dade explicito para médulos ¢-Verma para estas algebras. Cada capitulo descreve
de forma concisa eventos e personagens da Histéria da Matematica relacionada aos
tépicos apresentados.

Palavras-chave: Algebras de Krichever-Novikov; algebras superelipticas; dlgebras
multiponto; dlgebras hiperelipticas; polindmios ortogonais; médulos ¢-Verma.
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Abstract

SANTOS, Felipe Albino dos. Krichever-Novikov superelliptic algebras. 2021. Tese
(Doutorado em Matematica) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
S3o Paulo, Sao Paulo, 2021.

The present work addresses the Krichever-Novikov superelliptic algebras. Let
p(t) € CJ[t] be a polynomial with distinct roots and g a simple Lie algebra over
the complex numbers. The universal central extension of the infinite dimensional
superelliptic affine Lie algebra g ® R in which R = C[t, ¢!, u] where u™ = p(t)
(m € IN) is described in terms of generators and relations. This description leads
to special families of polynomials. We show that these polynomials satisfy certain
fourth order differential equations and conclude that they are orthogonal and non-
classical polynomials. Furthermore, we define the hyperelliptic Heisenberg algebra
as the Heisenberg subalgebra of a hypereliptic loop Krichever-Novikov algebra and
we stabilish a explicit irreducibility criteria for ¢-Verma modules for these algebras.
Each chapter provides a short description of events and characters from the History
of Mathematics related to the presented topics.

Palavras-chave: Krichever-Novikov algebras; superelliptic algebras; multi-point al-
gebras; orthogonal polynomials; hyperelliptic algebras; ¢-Verma modules.


http://www.ime.usp.br
http://www.usp.br
http://www.usp.br




vii

Agradecimentos

Durante os meus tltimos anos de estudo, tive a grande oportunidade de contar
com pessoas que cruzaram rapidamente o meu caminho de forma passageira, com
pessoas que entraram definitivamente na minha vida pessoal e profissional e com
pessoas que sempre estiveram e sempre estardo comigo. Todas essas pessoas contri-
buiram de forma fundamental e tinica neste trabalho e no meu crescimento pessoal.

Em primeiro lugar, agradeco a minha familia pelo apoio incondicional. Contar
com o amparo dos meus familiares foi crucial para trilhar esta trajetéria com éxito.
Obrigado pelo incentivo, amor e compreensdo em todos os momentos.

Agradeco aos meus amigos que sempre me acompanharam. Obrigado por esta-
rem nas ocasides mais especiais da minha vida pessoal e da minha vida académica.
O apoio dos amigos teve grande impacto positivo na redacdo deste trabalho.

Agradeco ao meu orientador Vyacheslav Futorny pela sua orientagdo e liberdade
na conducdo do trabalho durante os tltimos 7 anos de trabalho juntos desde a ini-
ciagao cientifica, também sou grato pela proposta de trabalhar neste tema e pelas
oportunidades oferecidas durante o vinculo que mantivemos.






Conteudo

Resumo

Abstract

Agradecimentos

1 Introdugio

2 Algebras de Lie

2.1

2.2

2.3

DefinicOes bésicas . . . . . . . . ...
21.1 Subédlgebraseideais . ... ............... .. ...
212 HomomorfismodelLie . . . . ... ... ... ... ......
2.13 AlgebrasdeLiesimples . . .. .. .................
214 Somasdiretas . . . ... ... L
2.1.5 Algebras envelopantes universais . . .. .............
2.1.6 O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) . . . ... ... ..
2.1.7 Algebrasgraduadas . ... ... ..................
Representacdes de dlgebrasde Lie . . . .. ... ... ..........
221 Representagdesemoédulos. . . . ... ..o oL
222 Formade Cartan-Killing . . ... ..................
Algebrasde Lieafim . .. ... .......................
2.3.1 Algebras de Kac-Moody e algebras de Lie afim . . . . . ... ..
232 DiagramasdeDynkin . ... ... ... ... ... .. ......

3 Algebras de Krichever-Novikov

3.1
3.2
3.3
34
3.5

3.6
3.7

3.8

Curvasalgébricas . . . . ... ... .. ... .. o o
Superficiesde Riemann. . . . .. ... ... ... ... ......
Fungdes meromorfas . . . .. ... ... ... .. ... L
Algebrascorrentes . . . ... ...
A situagdo de Krichever-Novikov . . . . . . ... ... ... ... ....
351 Ocasol-ponto . ........ ... ... ......
3.5.2 Asituagdo de Krichever-Novikov generalizada . .. ... ...
Quasegraduagdo. . . . . ... ... ...
Extensdes centrais universais de dlgebras de Krichever-Novikov . . . .
3.7.1 Complexos e cohomologia. . . .. ... ..............
372 Extensdescentrais . ... ................ . ... ..
3.7.3 Algebras multiponto de génerozero . . . . . ... ........
3.74 Algebras de género maior ouigualazero . . . .. ........
Algebras de Lie afim superelipticas . . . . . ... .............

iX

iii

vii



4 Polinémios Ortogonais 39
4.1 Polindmios ortogonais . . . . . ... ... .. .o oL 40
42 Polindbmios ortogonais associados . . . . . . ... Lo Lo 42
4.3 Algebras DJKM e polindmios ortogonais . . . . . .. ... ........ 43

431 Casoelipticol. ... ... ... ... ... . ... . .. 43
432 Casoeliptico2. ... .. ... ... ... .. .. . . 44
4.4 Algebras de Krichever-Novikov superelipticas e polindmios ortogonais 45
441 Casol ... ... . ... .. 46
442 Caso2 . ... 46
443 Caso3 . . ... e 47
444 Casod . ... . 47
445 Equagdes diferenciais paraosCasosle2 ... ... ....... 48
4.4.6 Polindmios ultraesféricos associados . . . . . .. ... ... ... 58
447 Ortogonalidadede P_y,eP 3, . ... ... ............ 60

5 Representacdes de dlgebras de Krichever-Novikov 63
51 MoédulosdeVerma . . ... ... ... ... . L. 64
52 Mobdulos pVerma . . . ... .. . 65

52.1 Mboédulos de Verma imagindrios . . . . .. ... ... ... .... 65
52.2 Modulos ¢ Verma para subdlgebras de Heisenberg . . . . . . . 66
5.3 Mbodulos irredutiveis para subalgebras de Heisenberg . . . . . . .. .. 67
5.4 A dlgebra de Lie hipereliptica . . . ... .. ... .. ... ........ 67
5.5 Subélgebra de Heisenberg hipereliptica . . . .. ... ... ... .. .. 69
5.6 Modulos pVerma para a subélgebra de Heisenberg hipereliptica . . . . 70

6 Perspectivas futuras e consideragoes finais 73
6.1 Perspectivas futuras . . . ... ... ... . L oL oL 73
6.2 Consideragdes finais . . . . . . ... ... .o 74

Bibliografia 75



xi

Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3
34

4.1

I Krichever. . . . . . . . e 17
S.Novikov . . . . . e 17
Esferade Riemann . . . . . . . . . . . . . e 18
TOro . . . e e e e 19
G.Szegb . . ... 39






xiii

Dedicado a minha familia.






Capitulo 1

Introducao

Nas udltimas décadas, as dlgebras de Lie de dimensdo infinita tem se provado um
rico campo de pesquisa. As &lgebras de Krichever-Novikov sdo exemplos de &l-
gebras de Lie de dimensdo infinita que foram introduzidas no estudo de teoria de
cordas no espago de Minkowski em [KIN87] e [KIN88]. Essas dlgebras foram estuda-
das de forma profunda nos tltimos anos por diversos autores, conforme é possivel
observar em [Sch14b] e nas suas referéncias. O objetivo deste trabalho é estudar o
caso supereliptico das algebras de Krichever-Novikov.

Seja g uma 4lgebra de Lie complexa e de dimensio finita,e G = g ® C[t, ¢t !] a 4l-
gebra laco de g com relacdes de comutatividade dadas por [x® f,y ®g] = [x,y] ® fg,
parax,y € ge f,g € C[t,t"!]. Denotaremos G a extensdo central universal de G, que
é uma algebra de Kac-Moody ndo torcida de g. Na construcdo da élgebra lago, pode-
mos substituir a 4lgebra de polindmios de Laurent C[t,t~!] por outra dlgebra com-
plexa, associativa e comutativa, digamos R, e considerar a extensdo central universal
de g ® R. Quando R é o anel de fungdes meromorfas numa superficie de Riemann
fixa com uma quantidade finita de polos, a dlgebra G é chamada dlgebra laco afim de
Krichever-Novikov ou dlgebra corrente de Krichever-Novikov. A construgdo deste tipo de
algebra quando considerado o anel de fung¢des racionais na esfera de Riemann que
sdo regulares exceto numa quantidade finita de pontos é particularmente relevante
para o estudo de estruturas de médulo tensor para dlgebras de Lie afim ([KL91],
[KL94]). Estas algebras de Lie que generalizam as algebras de Kac-Moody néo torci-
das, sdo chamadas de dlgebras N-ponto ou multiponto e sdo exemplos de dlgebras de
Krichever-Novikov de género zero. Em [Bre94], Bremner descreve o centro C da ex-
tensdo central universal G de dlgebras N-ponto e determina sua dimensio. Quando
R é o0 anel de fung¢des regulares sobre curvas hiperelipticas com 2, 3 ou 4 pontos re-
movidos, é determinada uma base para C, e no caso em que curvas elipticas com 2
pontos removidos, é calculado o cociclo universal G x G — C. Utilizando resultados
obtidos nos trabalhos de Bremner, os autores Cox e Jurisich obtém em [C]14] uma
descricdo explicita da extensdo central universal da dlgebra corrente 3-ponto em que
g = sl(2,C) e, além disso, constroem de forma explicita realizagdes para estas &l-
gebras utilizando operadores diferenciais. Em [Bre95], Bremner constréi a extensao
central universal das algebras corrente 4-ponto.

Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa consideraram a extensao central universal de
g®C[t,t 71, u] com u? = (> — b?)(t?> — c2), b € C\ {—c,c} no seu trabalho sobre a
equagdo de Landau-Lifshitz em [Dat+83a]. A &lgebra obtida é chamada de dlgebra
DJKM e é um exemplo de dlgebra de Krichever-Novikov com género diferente de
zero. As extensdes centrais universais de algebras DJKM sdo descritas em [CF11].
Uma realizagdo dessas dlgebras em termos de operadores diferenciais parciais sdo
construidas em [C]14] para g = s[(2,C) e em [CFM14] para g genérica. O estudo das
extensdes centrais universais de dlgebras DJKM culminou em descobertas de novas
familias de polindmios ortogonais em [CFT13].
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Algebras de Lie afim elipticas formam outra familia de algebras de Krichever-Novi-
kov. Estas algebras sdo as extensdes centrais universais de algebras de Lie g ® R,
em que R = C[t,t !, u] e u?> = k(t) € C[t] é uma curva eliptica. A descrigdo ex-
plicita destas estruturas em termos de geradores e relagdes de comutatividade foi
estudada por Bremner em [Bre94] e [Bre95]. No caso de algebras de Lie da forma
g ® R em que R é o anel das fung¢des regulares definidas em uma curva algébrica
com uma quantidade enumeravel de pontos removidos, Bremner calculou a dimen-
sdo da extensdo central universal associada, o que ofereceu ferramentas necessarias
para a construgado de realiza¢des de corpos livres de dlgebras afim elipticas 4-ponto
em [C]14], [CF11], [Cox16].

Algebras de Lie afim hiperelipticas formam uma familia de 4lgebras de Krichever-
Novikov com a &lgebra hipereliptica R = C[t,t "}, u], em que u? = k(t) € C[t] é
uma curva com género maior que 1. As curvas hiperelipticas sdo o caso mais sim-
ples de curvas superelipticas u™ = k(t), com k(t) € C[t] e m > 2 (isto significa que
toda curva eliptica ou hipereliptica é supereliptica). As dlgebras de Lie superelipti-
cas foram estudadas recentemente por Cox, Guo, Lu and Zhao em [Cox+17]. Uma
pergunta natural que emerge do contexto geométrico de curvas algébricas é:

Pergunta 1: A teoria desenvolvida para curvas hiperelipticas pode ser estendida
para o caso das curvas superelipticas? (veja [BSZ15] e [MS19]).

Considerando ¢ = g ® R, em que R é uma éalgebra de fung¢des supereliptica,
por um resultado de Kassel [Kas84], sabemos que o centro C de G, a extensdo central
universal de G, é linearmente isomorfo a Qllz /dR, o espaco dos diferenciais de Kdhler
de R moédulo formas exatas. Bremner [Bre94] respondeu aos seguintes problemas
sobre as dlgebras de Lie elipticas:

(1) Qual é uma descricdo explicita de C? Qual é a dimenséo de C?
(2) Como descrever explicitamente uma base para C?
(3) Calcule o cociclo universal G x G — C explicitamente.

Inspirado por trabalhos anteriores como os citados nesta introdugéo e, especial-
mente munido de motivagdo proveniente da Pergunta 1, o desenvolvimento deste
texto apresenta respostas para estas perguntas para o caso de dlgebras de Lie afim su-
perelipticas g @ R, em que R = C[t,t~ 1, u], u™ = P ja;t, ap = 1, com pelo menos ag
ou a1 ndo nulo e Y7 ; a;t' sendo um polindmio sem raizes miltiplas (veja o Teorema
3.8.5 e 0 Teorema 3.8.10). O resultado compde o trabalho que foi recentemente aceito
para publicagdo em Communcations in Algebra, [San p].

Teorema 1: Os diferenciais t~1dt, com t~1u!dt,..., t—Puldt (em que omiti-

mos t~Puldt se a9 = 0), com | € {1,2,...,m — 1}, formam uma base de
Ok /dR que tem dimensdo D(m — 1) + 1 (ou (D — 1)(m — 1) + 1 se ag = 0).
Além disso, calculamos o cociclo universal § x G — C explicitamente.

Conforme ja dito, para descrever as extensdes centrais universais de algebras
DJKM sdo necessdrios quatro familias de polindmios que aparecem como coefici-
entes nas férmulas que definem as relagdes de comutatividade. Estes polindmios
respeitam relagdes de recursividade obtidas em [CF11]. Duas destas familias de po-
lindmios sdo dadas em termos de integrais elipticas e as outras duas familias sdo
varia¢des de polindmios ultra-esféricos. Estes polindmios sdo profundamente es-
tudados em [CFT13] e 14 sdo descritas equagdes diferenciais de ordem 4 satisfeitas
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por estas duas familias elipticas, além provar que esses polindmios sdo ortogonais
e ndo-classicos. A partir do estudo dos cociclos universais das algebras superelip-
ticas, obtém-se familias de polindmios. Sendo assim, é natural enunciar a seguinte
pergunta:

Pergunta 2: A partir das familias de polindmios obtidas durante o estudo das
relagdes de comutatividade de dlgebras de Krichever-Novikov do tipo superelipti-
cas, é possivel obter familias de polindmios ortogonais ndo-cldssicos que satisfazem
equagdes diferenciais de ordem maior que 2?

Considerando o caso da curva supereliptica u® = #* — 2ct + 1, sdo descritas fa-
milias de polindmios ortogonais nao classicos que satisfazem determinada equacdo
diferencial linear ordindria de quarta ordem exibindo o célculo diretamente (veja
Teorema 4.4.1, Teorema 4.4.2, Teorema 4.4.4 e Teorema 4.4.3).

Teorema 2: H4 uma familia de polindmios que surge nos coeficientes das
relagdes de comutatividade para algebras de Krichever-Novikov superelip-
ticas, considerando o caso da curva supereliptica u® = t* — 2ct + 1 e certas
condigdes iniciais é ortogonal, ndo cldssica e satisfaz a seguinte equacao di-
ferencial de ordem 4:

144 (¢ — 1)° P, + 1440¢ (¢ — 1) P,®
— 8 (c* (9n* +30n — 421) — 3n(3n + 10) + 183) P}/
—24c (9n* +30n — 61) P, + (n —1)(n +3)(3n +1)(3n + 13)P, = 0

No contexto de Teoria de Representacdes, as algebras de Lie afim oferecem uma
complexa gama de propriedades. As algebras de Lie afim possuem médulos irre-
dutiveis que contém espagos de peso de dimensao finita e infinita, sendo que a clas-
sificacdo de médulos irredutiveis é conhecida apenas para médulos com espago de
peso de dimensédo finita e para algumas subcategorias de médulos induzidos com
apenas alguns espacos de peso de dimensao finita. Inspirado por [Bek+13] conside-
ramos subalgebras de Heisenberg de 4lgebras de Krichever-Novikov hiperelipticas e
determinamos critérios de irredutibilidade para médulos conhecidos como médulos
do tipo ¢-Verma.

Seja g uma 4lgebra de Lie afim e h sua subédlgebra de Cartan usual, considere Cc
o centro desta dlgebra, em que ¢ é o elemento central canonico. Seja V um g-médulo
de peso, isto &, V = @,,cp- Vi, em que V, = {v € V|hv = p(h)v paratodoh € h}.
Se V é irredutivel, entdo c age como um escalar em V e é chamado de nivel de V.

Pergunta 3: Quais sdo os critérios de irredutibilidade para médulos ¢-Verma de
subélgebras de Heisenberg hiperelipticas?

Dada uma élgebra de Lie afim g, o subespago L = Cc ® D,cz\ (0} 9ns € uma

subalgebra de Heisenberg. Seja ¢ : N — =+ uma fungdo arbitrdria definida em IN.
Os seguintes subespagos sdo subalgebras abelianas

L; = @ Ons | © @ 9—mo

neN,p(n)==+ meN,p(m)=F

I +
L=L,®Cc®L,
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é uma decomposicado triangular para L. Seja Cv uma representacdo de dimensao 1
de Cc @ L, em que cv = av paraalgum a € C e L, = 0. O mé6dulo do tipo ¢-Verma
é o médulo induzido dado por

Mg,p = U(L) Du(cesry) €V

em que U(A) denota a édlgebra envelopante universal de A. O Teorema 5.6.2 esta-
belece um critério de irredutibilidade para médulos ¢-Verma para subdlgebras de
Heisenberg hiperelipticas, respondendo a Pergunta 3. O resultado compde o traba-
lho publicado em arXiv, [San17a] e generaliza os resultados obtidos em [San17b]

Teorema 3: M; , € irredutivel se e somente se possui nivel nao nulo.

Além de apresentar novos resultados, espera-se que este trabalho sirva como ma-
terial de consulta para estudantes interessados em dlgebras de Krichever-Novikov.
Tentou-se, na medida que foi possivel, manter a linguagem acessivel e contemplar
a maior parte das defini¢des que ndo sdo elementares. O texto apresenta excertos
histéricos e notas de rodapé com a modesta intengdo de - para mais do que regis-
trar os saberes desenvolvidos durante a redagdo deste trabalho - permitir uma visao
mais ampla dos personagens e fatos envolvidos no processo de produgéo cientifica
da Matematica ao longo da Histdria, propiciar motivagdo e um breve afastamento
dos termos duros que inevitavelmente permeiam a maior parte das paginas.



Capitulo 2

Algebras de Lie

Neste capitulo percorremos defini¢des fundamentais para o trabalho que serd desen-
volvido nos capitulos subsequentes. Também apresentamos alguns exemplos que
serdo utilizados nos préximos capitulos e resultados que serdo aplicados em outros
contextos.
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2.1 Defini¢oes basicas

Considere K um corpo e seja L um espacgo K-vetorial
Definicdo 2.1.1 Uma aplicagdo bilinear [ , ]: L x L — L. Satisfazendo

1. Propriedade antissimétrica:

VxeL, [x,x]=0.
2. Identidade de Jacobi *:
vy, y,ze L, [yl 2]+ [y 2] 2] + [[z 4], y] = 0.
é chamada de colchete de Lie (ou produto de Lie) para L.
Definigdo 2.1.2 Opar (L,[ , |) é chamado de dlgebra de Lie.
Exemplo 2.1.3 Se (A, -) é uma dlgebra associativa, entdo (A,[ , ]) com o produto

v,y ==x-y—y-x (2.1)

como produto de Lie é uma dlgebra de Lie. O produto definido em (2.1) é denominado comu-
tador.

Exemplo 2.1.4 Considere gl(n, K) dlgebra formada por matrizes quadradas n x n, com en-
tradas em K e com o comutador. Esta dlgebra é denominada algebra de Lie especial linear.

Exemplo 2.1.5 Considere End(V) = {¢ : V — V|¢ é linear} a élgebra dos endomor-
fismos lineares com produto dado pela composicio destas aplicagoes. A dlgebra End(V')
com o comutador define uma dlgebra de Lie denotada comumente por gL(V).

Exemplo 2.1.6 Considere sl(n,C), o conjunto das matrizes complexas n x n com trago 0.
Note que s((2,C) tem uma base formada por

(01 /00 L_ (10
—\o o) 7=\1 o) “\o -1)°
O conjunto sl(2,C) com o produto
[h, X] = 2x, [hly] = _2]/’ [X, ]/] =h
¢é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 2.1.7 Suponha que a é uma dlgebra de Lie sobre C que possui um subespago ¢ de
dimensdo 1 com as seguintes propriedades

[a,a] = ¢,
[a,c] = (0).

A dlgebra a munida de uma aplicacio bilinear antissimétrica ndo degenerada  em a/c é
denominada dlgebra de Heisenberg”.

Podemos também descrever uma dlgebra de Heisenberg como sendo uma dlgebra b gerada
por {ay|n € Z\ {0}} U {b}, onde b é central e [ay, an| = mdy, —nb.

LCarl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) foi um matemético alemdo com contribuicdes em funcdes
elipticas, dindmica, equagdes diferenciais e teoria dos niimeros.

2Werner Karl Heisenberg (1901-1976) foi um fisico tedrico aleméo que recebeu o Nobel de fisica em
1932.
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d;j € o delta de Kronecker®. A definicio do d;; € a seguinte:

{o sei#j,

0ij = Y

lsei=j.

2.1.1 Subalgebras e ideais

Defini¢do 2.1.8 Dada uma dlgebra de Lie (L, [ , |), definimos que

a. Um subespago vetorial M de L é chamado de subalgebra de Lie se
[M,M] C M.

b. Um subespaco M de L é chamado de ideal (de Lie) de L se

[M,L] C M.
c. Adlgebrade Lie L é chamada de abeliana se
[L,L] = {0}.
Exemplo 2.1.9 Sdo subidlgebras de gl(n, C)
sl(n,C): = {Xegl(nC)|tr(X)=0}e
so(n,C): = {Xe€gl(nO)|X=-X}

Exemplo 2.1.10 Todo ideal de Lie é também uma subdlgebra de Lie. Para toda dlgebra de
Lie L temos os seguintes ideais.

1. O centro que é definido por
C(L)y={xeLlV¥yeL:[xy] =0}
2. A subalgebra derivada definida por
L':=[L,L] == ([x,y]x,y € L.

2.1.2 Homomorfismo de Lie

Dadas duas algebras de Lie (L,[ , ]M]) e (M, (L,[ , ]®]), uma aplicacio linear
¢ : L = M é chamada de homomorfismo de Lie se respeita a estrutura da 4lgebra
de Lie, isto é, se

vry el [p(x), )] = ¢(lx, V).
O ntcleo deste homomorfismo ker ¢ é um ideal de L e a imagem deste homomor-
fismo Im¢ é uma subalgebra de M. Considerando i como a inclusdo natural, pode-
mos obter a seguinte sequéncia exata curta:

O*>ker<p*i>LL1m¢*>0.

Sabendo que dado um ideal ] de L, o espago quociente L/ ] tem um produto de Lie
natural dado por
x mod J,y mod J]:=[x,y] mod ],

podemos obter também uma sequéncia exata curta da seguinte forma:
0 — J %L % L/)] — 0

em que v é a projecdo naturalde Lem L/].

3Leopold Kronecker(1823 - 1891) foi um matematico alemao com contribui¢des em algebra, teoria
dos nameros e no estudo de continuidade de fungoes.
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2.1.3 Algebras de Lie simples

Uma é&lgebra de Lie L é chamada de simples se, e somente se, L ndo é abeliana e s6
possui ideais triviais (isto é, s6 possui como ideais 0 e L). Portanto, para élgebras de
Lie simples, o centro e a subdlgebra derivada sdo ideais triviais.

Uma élgebra de Lie L é chamada de perfeita se L' = [L,L] = L. Em particular,
dlgebras de Lie simples sdo perfeitas.

2.1.4 Somas diretas

Dadas duas algebras de Lie (L,[ , |V])e (M, (L,[ , ]?]), definimos a 4lgebra de
Lie soma direta como o espago vetorial L & M com o produto

[(h,m1), (I, m2)] := ([lh, 2], [m1, ma])

em que l,l, € L e my,my € M. Note que L e M sdo ideais de L © M.
Uma algebra de Lie de dimenséo finita é chamada semisimples se L for a soma
direta de dlgebras de Lie simples L;,i =1,..., M

L=Li®L® - -®Lu.

Uma 4lgebra de Lie é chamada redutivel, se L for a soma de uma algebra de Lie
abeliana com uma 4lgebra de Lie semisimples.

2.1.5 Algebras envelopantes universais

Dada uma élgebra de Lie L podemos construir uma élgebra U(L) associativa e com
unidade de forma que sua algebra comutadora (U(L), [ , ]() possui L como su-
bélgebra. Para isso, consideramos L como espago vetorial e construimos a dlgebra
tensorial T(L) com produto induzido pelo concatenamento dos tensores, isto é, por
exemplo:

xRY) - ZRWRU) =xRYRzR WX U.

Considere | um ideal bilateral gerado por (x1 ® xp — X2 ® x1 — [x1, X2]) com x1, X2 €
L. A algebra envelopante universal é definida como a algebra associativa U(L) da
seguinte forma:

Temos a inclusao
¢:L— U(L), comx+— x mod J.

Levando em consideragdo a algebra U(L) definida com o produto de Lie dado pelo
comutador, teremos que ¢ serd um homomorfismo de Lie. Portanto, L pode ser
interpretada como uma subdélgebra de U(L).

E importante notar que dada uma algebra associativa A com unidade, se existir
um homomorfismo de Lie

pL=(AL, )
entdo existe um tinico homomorfismo de dlgebras associativas

~

P:U(L) — Atalque Po¢=1.

Por outro lado, dado um homomorfismo de &lgebras ¢ : U(L) — A, existe um
homomorfismo de Lie p = o, : L — (A,[ , ]). Portanto podemos dizer que a
algebra envelopante universal obedece a seguinte relagdo universal.
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Exemplo 2.1.11 A dlgebra envelopante universal U(sl(2,C)) é a dlgebra gerada pore, f, h
com relagoes dadas por

he — eh = 2e, hf — fh = -2f, ef —fe=nh.

2.1.6 O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

O Teorema a seguir tem importantes aplicagdes em Teoria de Representagdes, seu
nome é uma homenagem aos matematicos Poincaré*, Garrett Birkhoff> e Ernst Witt®.

Teorema 2.1.12 (PBW) Seja g uma dlgebra de Lie com uma K-base {x;|j € ]} indexada
num conjunto totalmente ordenado J. Seja U(g) a digebra envelopante universal de g e i a
aplicagao K-linear candnica de g em U(g), entio

i(xj,)i(xg,) - - - i(xj,) (22)
onde ji < jo < -+ < ju, n € Zxy, junto com 1 € K forma uma base de U(g).

Aqui i denota um homomorfismo de 4lgebras i : g — U(g) tal que

@) i([x,y]) = i(x)i(y) —i(y)i(x), para todo x,y € g.

(ii) Dada uma &lgebra associativa A e qualquer homomorfismo de algebras de Lie
f g — Lie(A) existe um tinico homomorfismo de algebras f’ : U(g) — A tal
que o diagrama

u@ - a
iT ;
g

é comutativo.

2.1.7 Algebras graduadas

Seja V um K-espago vetorial de dimenséo finita e Q um grupo abeliano e aditivo.
Entenderemos por uma graduagido de V por Q uma familia {V*},co de subespa-
cos de V tais que V = @ e V*. Diremos também que V' é graduado por Q ou
Q-graduado. Cada subespago V* é um subespago homogéneo de grau « e cada ele-
mento v € V* é dito homogéneo (de grau «). Estenderemos esta nogdo para o caso
de élgebras.

Definicao 2.1.13 Seja £ uma dlgebra de Lie. Diremos que L é uma algebra de Lie gra-
duada se

4Jules Henri Poincaré (1854 - 1912) foi um matematico, fisico e filésofo da ciéncia francés.
5Garrett Birkhoff (1911 — 1996) foi um matematico estadunidense.
Ernst Witt (1911 - 1991) foi um matemético alemao conhecido por suas contribuicdes em 4lgebra.
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1. L é um espago vetorial soma direta

L= L.

nez
2. Paratodom,n € Z,
[ﬁn/ Em] - £m+n-

Os elementos L, sio chamados de elementos homogéneos de grau n e L,, é chamado
de subespaco homogéneo de grau n.

Uma graduacdo do tipo L = L & (0) é denominada graduacdo trivial. Toda algebra
admite tal tipo de graduagéo.

2.2 Representacoes de dlgebras de Lie

2.21 Representacdes e modulos

Dada uma élgebra de Lie L e um K-espago vetorial V, uma a¢ao de Lie de Lem V é
dada por uma aplicagdo bilinear

LxV =V, (x,0)—~x-0,

tal que Vx,y, € L, Vv € V teremos que

yl-o=x-(y-0) —y-(x-0) (2.3)

Denominamos V de médulo de Lie sobre L (ou simplesmente L—moédulo) com es-
trutura de médulo dada pela acdo.

De forma equivalente, podemos interpretar uma a¢do de Lie de outra forma.
Fixando x € L, considere aplica¢do v — (])x(v) = X - U, em que, naturalmente, ¢, €
End(V). A condigdo (2.3) é equivalente a aplicagdo ¢ : L — gI(V) em que x — ¢y
é um homomorfismo de Lie. Podemos dizer que a estrutura de um moédulo de Lie
em V corresponde a um homomorfismo de Lie ¢ : L — gI(V). Este homomorfismo
é chamado de representacdo de Lie e V é chamado de espaco da representacao.

Exemplo 2.2.1 Toda dlgebra de Lie pode operar em si mesma através da seguinte aplicagio:
L L
ad : x — —8l(L)
y = adx(y) = [x,y].

A aplicagdo ad é um homomorfismo de Lie e esta representagio é chamada de representagio
adjunta. Note que o kernel de uma representagio adjunta é o centro da dlgebra de Lie.
Considere s1(2) conforme visto no Exemplo 2.1.6 considerando a base x, y, h, temos que

20 0 0 -2 0 0 00
ad(h)={0 0 0|, adlx)=(0 0 1|, adly)=|-1 0 0].
0 0 =2 0 0 O 0 20

Definicao 2.2.2 Seja V um L-médulo. Dizemos que V é um médulo irredutivel se para
todo W C V, tal que U(L)W C V, termos que W = (0) ou W = V.

Definigao 2.2.3 Seja V um L-mddulo. Dizemos que V é um médulo indecomponivel se
ndo existem W1, Wy C 'V ndo triviais (isto é, W1, Wy # 0 e Wi, Wy # V) invariantes em
relagdo a L tais que V. = Wy @ Wh.
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Note que todo médulo irredutivel é indecomponivel, no entanto nem todo médulo
indecomponivel é irredutivel.

Definicdo 2.2.4 Se L é uma dlgebra graduada e M é um L-médulo, dizemos que M é um
modulo graduado se

1. M é um espaco vetorial soma direta

M= @ M,.

nez

2. Para todom,n € Z,
En . Mm g Mern-

Os elementos M, siio chamados de elementos homogéneos de grau n e M,, é chamado
de subespaco homogéneo de grau n.

2.2.2 Forma de Cartan-Killing

Defini¢ao 2.2.5 Uma aplicacio simétrica bilinear da forma B : L x L — K é chamada de
invariante se

B(lx, ), z) = B, [y, 2])
Vx,y € L.

Para algebras de Lie de dimensé&o finita, a forma de Cartan-Killing é a aplicagdo
B(x,y) := tr(ady o ad,), (2.4)

em que x,y € L. A forma de Cartan-Killing é uma aplicacdo simétrica bilinear e
invariante.
Se uma algebra de Lie é simples, entdo a forma de Cartan-Killing é ndo-degenerada.

Exemplo 2.2.6 Considere o Exemplo 2.2.1. Teremos que

i)

|
oo
o ®o
o o e

é a forma de Killing que tem determinante igual a —128 e, é ndo degenerada.

2.3 Algebras de Lie afim

2.3.1 Algebras de Kac-Moody e dlgebras de Lie afim

Seja A = (ai]-)?jzl uma matriz complexa, n X n de posto ¢. Vamos associd-la a uma
algebra de Lie complexa g(A). A matriz A é chamada de matriz de Cartan genera-
lizada se satisfizer as seguintes condigdes.

ajp =2parai=1,...,n;
a;j sdo inteiros ndo positivos para i # j;
a;j = 0 implica que a;; = 0.
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2 -3

Exemplo 2.3.1 A matriz G = (_ 1 9

) ¢é uma matriz de Cartan.

Uma realizagio da matriz A é uma tripla (h,I1,IT1") em que h é uma espago vetorial
complexo, IT = {ay,...,a,} C h* e ITY = {af,...,a,} sdo conjuntos indexados em
h* e b satisfazendo as seguintes condicdes

os conjuntos IT e IT"sd0 linearmente independentes;
<(le,a]'> = 4ij, (l,] =1,.. .,TZ);
n—{=dimbh—n.

Proposicdo 2.3.2 ([Kac94], Proposicao 1.1) Existe uma iinica realizagdo, a menos de iso-
morfismos, para cada matriz n x n. O isomorfismo é vinico se det A # 0

Dizemos que o conjunto IT é a base de raizes e que IT" é a base de coraizes. Os
elementos de I'T sdao chamados de raizes simples e os elementos de [TV sdo chamados
de coraizes simples . Podemos também definir

Q=Y 1Za;, Qi =Y 1 Zu;.

O reticulado Q é chamado de reticulado de raizes. Para cada a« = ) ;kia; € Q,

o nuimero hta := ) ; k; é chamado de peso de a. O espago Q+ pode nos ajudar a
introduzir uma relagdo de ordem parcial > em h* definindo que A > use A —u €
Qy.

Seja A = (a;;) uma matriz complexa n x n e (b,II,IIV) uma realizagio de A.
Vamos introduzir uma 4lgebra de Lie auxiliar §(A) com geradorese;, f; (i =1,...,n)
e b, e as seguintes relagdes:

lei, fi] = 5ij04,'v, (i,j=1,...,n),
[h,W'] =0, (h, W' €p),
(h,ei] = (i, he, 25)
[h’f[i]:_<ai/h>ﬁ (i:]-/-'-/n;heb)'

Pela unicidade da realiza¢do de A, garantida pela Proposi¢do 2.3.2, é claro que §(A)
depende apenas de A.

Denotaremos por i (respectivamente por fi_) a subalgebra de §(A) gerada por
ei, ..., e, (respectivamente fi, ..., f,). Temos que

Teorema 2.3.3 ([Kac94], Teorema 1.2) 1. §(A) = fi_ @ h @ i como espagos vetori-
ais.

2. iy e fi_ sdo livremente gerados respectivamente por ey, ...,eq € fi,..., fn.

3. Com respeito a by a dlgebra §( A) tem uma decomposi¢io em espagos de raizes

3(A) = @ o[ DbD Z Oa
aEQy x€Qy
a0 a#0

em que §o = {x € §(A)|[h, x] = a(h)x}, dim§, < c0oe§, C AL paraay € Qy.

4. Existe uma tinico ideal maximal T em §(A) dentre os ideais intersectando b trivial-
mente. Além disso,
T=(tNA-)® (TNiyg).
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Sejam fi; e fi_ espagos livremente gerados respectivamente porey, ..., e, € f1,..., fu.
O Teorema 2.3.3 nos garante que existe uma decomposic¢do para (§)(A) como espago
vetorial. Esta decomposigdo é chamada de decomposigao triangular de (§)(A).

Exemplo 2.3.4 Se g = sl(n,C), n > 1, considere g a subdlgebra das matrizes triangula-
res estritamente superiores e g_ a subdlgebra das matrizes triangulares estritamente inferio-
res (isto é, matrizes com entradas (a;j) nio nulas exclusivamente quando i > j). Considere )
a subdlgebra das matrizes diagonais em gl(n, C) e considere hy = b N sl(n, C). Teremos que
sl(n,C) = g & b @ g4 é uma decomposicio triangular de g.

Considere A uma matriz n X n. Seja (h,IL,I1") uma realizagdo de A e seja §(A) a
algebra de Lie com geradores ¢;, f; (i = 1,...,n) e h, com relacdes definidas por
(2.5). Utilizando o Teorema 2.3.3, temos que a aplicacdo ) — §(A) é injetiva. Seja T
o ideal maximal de §(A) que intersecta b trivialmente (conforme o Teorema 2.3.3) e
definemos

9(A) =g§(A)/T.

A matriz A é chamada de matriz de Cartan da algebra de Lie g(A) e n é chamado
de posto de g(A).

A élgebra de Lie g(A) cuja matriz de Cartan é generalizada é chamada de dlgebra
de Kac-Moody.

A subélgebra h de g(A) é chamada de subdlgebra de Cartan. Os elementos ¢;, f;
(i=1,...,n)sdo chamados de geradores Chevalley7.

Quando uma matriz de Cartan generalizada ¢é tal que todos os seus menores
principais sdo positivos e det A = 0 (A é automaticamente indecomponivel) é cha-
mada de matriz de Cartan afim. A élgebra de Kac-Mody associada a uma matriz
de Cartan afim é chamada de algebras de Lie afim. Toda algebra de Lie afim possui
uma élgebra de Heisenberg como subélgebra.

2.3.2 Diagramas de Dynkin

Uma forma eficiente e visual de representar as matrizes de Cartan é utilizando um
grafo I', isto é, um conjunto finito de vértices conectados por um certo ntiimero de
arestas. Assumindo que I' é conexo (todo ponto pode ser conectado a outro por
um caminho de arestas) e que nado possui auto-lagos (arestas de um vértice para si
mesmo), suponha que os vértices de I sdo numerados por inteiros 1,..., N. Entdo
podemos relacionar a I' uma matriz Ry = (7;;) que é N x N, em que r;; é o nimero de
vértices conectando os pontos i e j. Essa matriz é obviamente simétrica e é chamada
de matriz de adjacéncia.

Defina a matriz Ar = 2I — Rr, em que I é a matriz identidade. T' é chamado
Diagrama de Dynkin se Ar é positiva definida, isto é, todos seus menores principais
sdo positivos. Sendo assim, toda matriz de Cartan pode ser representada por um
diagrama de Dynkin.

Diagramas de Dynkin aparecem em diversas dreas da Matemdtica como, por
exemplo, na teoria de singularidades, dlgebras de Lie, teoria de representagdes, geo-
metria algébrica e Fisica-Matematica.

I' é um diagrama de Dynkin se, e somente se, é um dos seguintes grafos:

Ay: o — o0-:v0 — 0o — ©

’Claude Chevalley (1909 — 1984) foi um matemaético francés com contribui¢des em teoria dos nu-
meros, geometria algébrica, teoria dos corpos de classes, teoria dos grupos finitos e teoria dos grupos
algébricos. Foi membro fundador do grupo Nicolas Bourbaki.
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Dn o — o o — o — ©
o
Eq o o o o o
o
E- o o o o o o
o
Eg o o o o o o o

Considere A = (”ij)?j:l uma matiz de Cartan generalizada. Podemos associar

a A um grafo S(A), chamado diagrama de Dynkin de A da seguinte forma. Se
aja; < 4 e |a;j| > |aj|, os vértices i e j sao conectados por |a;;| linhas e essas linhas
sdo dotadas de uma seta apontando para i se |a;j| > 1. Se a;ja;; > 4, os vértices i e j
sao conectados por uma linha em negrito com um par ordenado de inteiros |a;;/, |a;;].
Note que A é indecomponivel se e somente se S(A) é um grafo conexo. Além disso
A determina o diagrama de Dynkin S(A) de maneira que diremos que S(A) sera
dito afim ou finito se A for desse tipo.

Exemplo 2.3.5 Considere G = ( 2 _3>. Note que a;ja;; < 4 e |a;| > |aj|, portanto

-1 2
os vértices 1 e 2 devem ser conectados por |a;;| = 3 linhas e essas linhas devem ser dotadas
de uma seta apontando para 2.

O diagrama de Dynkin associado a G é

0= o0
1 2

E possivel apresentar os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de Cartan
generalizadas do tipo finito. Antes de apresentar, € importante estabelecer que:

1. Os vértices dos diagramas a seguir sdo rotulados pelos simbolos a1, ..., «a;;

2. Cadadiagrama X l( ) 6 obtido do diagrama X; adicionando um vértice, rotulado
por ap, mantendo o restante dos rétulos ja existentes nos vértices originais; Os
ntimeros entre parénteses na tabela a seguir representam det A;

3. Os rétulos numéricos nas tabelas a seguir sdo os coeficientes de uma depen-
déncia linear entre as colunas de A.
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Teorema 2.3.6 ([Kac94], p. 43) Os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de Cartan
generalizadas do tipo finito sdo:

A O—O0—++ —O0—0
A ) a1«
31(122) O—O0— ++ — O =0
X1 X2 Xj—1
Cz(123) O—O0— +«++ — O <0
o1 2 X1 &
O
| “
Dl(l>4) O—0— — O —20
X1 X2 X2 QK11
)
| %6
E¢ O—O0—0O0—0—0
X1 X3 X3 X4 X5
)
| %
E; O—O0—O0—0—0—0
X1 X2 X3 (1%} X5 Ko
)
&g
Eg O—O0—0—0—0—0—0
o1 [15) o3 N4 o5 173 144
L O—0O0=0—0
X1 X2 X3 (1%}
Gy O= 0
X1 X2

Teorema 2.3.7 ([Kac94], pp. 44 - 45) Os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de
Cartan generalizadas afim sdo:

Agl) 0<—=0
1 1
ol
W7~ 04...7\070
A= 2)
1 1 1 1
e
1
Bz(l)(123) 0O—0—0— 0= 0
1 2 2 2 2
cV(i>2) 0=0— " —0<«0
1 2 2 1
o o
1 1
DM (1 > 4) 0—0—0— 0—o0
1 2 2 2 1
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O—0= 0
1 2 3
O—O0—0=0—0
1 2 3 4 2
o
‘1
o
‘2
0O—0—0—0—0
1 2 3 2 1
¢
2

O—O0—0O0—0O0—0—0—0

2 3 4 3 2 1

O
3

O—O0—O0—O0—0O0—0—0—0

3 4 5 6 4 2

2 1
O R=N¢
%) a1
2 2 2 1
O <= 00— —O0—0
& M a1 K
1
o
&0
1 2 2 1
O—O0—0— — O o
| [£%) a3 X1 &
1 1 1 1
O &= 0— — O @)
| a1 X1 &

1 2 3 2 1
O—O0O—0«=0—0
2%} X1 2%} X3 X4

Uma élgebra de Kac-Moody afim associada a uma matriz de Cartan generalizada do

(1)

tipo X; ' € denominada adlgebra de Kac-Moody afim néo torcida.
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Capitulo 3

Algebras de Krichever-Novikov

Ha varios objetos em Matematica que recebem o tltimo sobrenome do matemaético
russo Igor Moiseevich Krichever (1950 - ). Durante seu doutorado, Igor foi orientado
pelo matematico, também russo, Sergei Petrovich Novikov (1938 - ), laureado com
a Medalha Fields em 1970. Os dois estudiosos firmaram uma duradoura parceria
de colaboragcéo e foi trabalhando em conjunto que compuseram as algebras que hoje
recebem seus nomes.

As élgebras de Krichever-Novikov sdo exemplos de
algebras de Lie de dimensdo infinita cujos componen-
tes sdo objetos meromorfos numa superficie de Riemann
compacta que sdo holomorfos fora de um conjunto fixo
de pontos. Estas dlgebras generalizam as algebras de Vi-
rasoro!. A 4lgebra de Virasoro tem papel extremamente
importante em &lgebra pois, além de aparecer em Mate-
matica, também tem relevancia em Fisica. Foi estudando
aplicagdes da dlgebra de Virasoro que Krichever e Novi-
kov deram um passo além do que ja era bem estabelecido
e em 1987 publicaram [KN87] apresentando as estrutu-
ras que hoje sdo conhecidas por algebras de Krichever-
Novikov.

FIGURA 3.1: I. Krichever

Estas dlgebras tem sido objeto de estudo de matema-
ticos e fisicos nas tltimas décadas. Do ponto de vista ma-
temdtico, Martin Schlichenmaier destaca-se por ter de-
senvolvido a teoria das algebras de Krichever-Novikov
em contextos mais generalizados (veja, por exemplo,
[Sch90b], [Sch90a], [Sch03], [Sch07]) e também por ter
contribuido com a publica¢do de um livro ([Sch14b]) em
que organiza os progressos alcancados nos tltimos anos.
As algebras de Krichever-Novikov continuam a desper-
tar interesse da academia e ainda ha muitas perguntas
sobre as propriedades destas estruturas.

Este capitulo apresenta como resultado principal uma descrigdo, em termos de
geradores e relagdes, da extensdo central universal da dlgebra de Lie afim supere-
liptica de dimensao infinita g ® R com a élgebra de Lie simples de dimensao finita
g e anel de coordenadas R = C|[t,t71,u], em que u™ = p(t) e p(t) é um polindémio
com raizes distintas. Este resultado revela, para o caso supereliptico, a descri¢do que
era conhecida exclusivamente para o caso hipereliptico das algebras de Krichever-
Novikov (veja [Bre94]) e sera publicado em Communications in Algebra ([San p]).

FIGURA 3.2: S. Novikov

IMiguel Angel Virasoro (1940 - ) é um fisico argentino que foi presidente do Centro Internacional
de Fisica Teérica Abdus Salam (ICTP).
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3.1 Curvas algébricas

Uma curva algébrica plana afim é conjunto de zeros de um polindmio de duas va-
ridveis. Uma curva algébrica projetiva é o conjunto de zeros de um polindémio ho-
mogéneo de trés varidveis no plano projetivo. De forma mais genérica, uma curva
algébrica, é uma variedade algébrica de dimensao 1.

Exemplo 3.1.1 Uma curva eliptica em C é formada pelas solugdes (x,y) de
v =x+ax+b

em que a,b € C. Além disso, a curva deve ser do tipo nio singular, isto é, nio deve possuir
auto-intersegoes ou ciispides (ponto na curva em que um ponto em movimento deve reverter
sua diregio: "bico”).

Exemplo 3.1.2 Uma curva supereliptica em C é uma curva algébrica definida por uma
equagio da forma
y" = f)

em que m > 2 é um inteiro e f é um polindmio com grau d > 3 e coeficientes em C. Podemos
dizer que uma curva supereliptica é uma curva projetiva suave definida por esta equagdio.
Note que se m = 2 e d = 3, obtemos uma curva eliptica. Caso m = 2 e d > 5 a curva obtida
é chamada de curva hipereliptica.

3.2 Superficies de Riemann

Uma superficie de Riemann? ¥ é uma variedade complexa, 1-dimensional. A me-
nos de mencgdo contrdria, neste trabalho consideraremos que as superficies de Ri-
emann sdo compactas. As superficies de Riemann, do ponto de vista topolégico,
podem ser classificadas pelo seu género ¢ = g(X) que pode ser compreendido, de
forma intuitiva, como a quantidade de "buracos"que hd em X.

Exemplo 3.2.1 A esfera de Riemann é a iinica superficie de Riemann compacta de género 0.
Iremos denotar esta superficie por S2.

0

FIGURA 3.3: Esfera de Riemann

Exemplo 3.2.2 O toro é uma superficie de Riemann de género 1.

Superficies de Riemann compactas podem ser descritas como curvas projetivas
suaves em C.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) foi um matematico alemio com contribuices
fundamentais para a andlise e a geometria diferencial
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FIGURA 3.4: Toro

3.3 Fung¢6es meromorfas

Antes de partir para as préximas defini¢oes, faz-se necessario recordar trés conceitos
fundamentais.

1. Polo ¢ uma singularidade do tipo % em z = 0.

2. Fungdes holomorfas sdo fung¢des definidas sobre abertos U C C com valores
em C que sdo diferencidveis em cada ponto zp € U.

3. Fung¢des meromorfas sao definidas sobre abertos U C C com valores em C
que sdo holomorfas em todo U, exceto por um conjunto de pontos isolados,
que sdo os polos da fungao.

Por defini¢do uma variedade complexa ¥ admite uma cobertura por cartas coor-
denadas (Uj, z;)icj. As coordenadas z; estdo relacionadas a mudancas de coordena-
das holomorfas z; = z;(z;). No contexto deste trabalho, é importante compreender
o que sdo fung¢des holomorfas numa superficie de Riemann. Fungdes holomorfas
podem ser definidas localmente como fungdes holomorfas quando aplicadas nas co-
ordenadas z;. Esta no¢do pode ser estendida para obtermos fun¢des meromorfas.

3.4 Algebras correntes

Para as construgdes a seguir, serdo importantes dados geométricos preestabelecidos.
O par (%, A) denota uma superficie de Riemann X enquanto que A denota um sub-
conjunto de pontos em X que serdo utilizados para construir uma algebra de fun¢des
meromorfas em X, holomorfas fora de A C X que serd denotada por A e é comu-
mente chamada de algebra de fungdes.

A algebra de fungdes tem uma base {A,, = z"|n € Z}. Note que

[Am, An] = Amsn
0 que nos mostra que A é graduada.

Exemplo 3.4.1 Considere a dupla (S*>, A) em que A = {0,00}. A digebra A é formada
pelos polinémios de Laurent definidos sobre a esfera de Riemann, isto é, A = C[t,t1].

Diremos que as dlgebras obtidas a partir destes dados geométricos pré estabeleci-
dos tem género ¢ = g(X). Como notamos no Exemplo 3.2.1, a esfera de Riemann
tem género 0 e por consequéncia a algebra dos polindmios de Laurent definida no
Exemplo 3.4.1 tem género 0.
Considere g uma algebra de Lie de dimenséao finita. A dlgebra corrente associada
a g é dada por
§=gRA=gxC[tt ]
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Os elementos de g podem ser descritos como somas de x ® " com x € g. Quando g
é uma 4lgebra de matrizes, g pode ser descrita como uma algebra de matrizes cujas
entradas sdo polindmios de Laurent. A estrutura de Lie é dada pela seguinte relacéo:

x@t"yt"] =[xyl

para todos x,y € g, t",t" € gem,n € Z. A édlgebra g herda uma graduagao da
graduacdo de A.

Generalizaremos a construgdo de uma algebra de Lie corrente para uma de gé-
nero maior.

Definicao 3.4.2 Uma algebra corrente de género maior (também chamada de dlgebra
multiponto, ou dlgebra N-ponto, em que N = #A) associada a uma dlgebra de Lie g e aos
dados geométricos (¥, A) é a dlgebra de Lie g = g(A) = §(X, A) dada, como espago vetorial
pela dlgebra tensor § = g ®¢ A com o seguinte produto de Lie

kefyeg=kyef-g
para todos x,y € ge f,g € A

E facil verificar que g é uma dlgebra de Lie. Os elementos de g podem ser interpre-
tados como fun¢des meromorfas de ¥ em g que sdo holomorfas fora de A.

Podemos replicar esta construcdo para qualquer dlgebra comutativa e associativa
A.

Lembre-se de que se a dlgebra g é tal que [g, g] = g, entdo dizemos que g é perfeita
(veja a Segdo 2.1.3).

Proposicdo 3.4.3 ([Sch14b], Proposicdo 9.2) Se g é uma dlgebra de Lie perfeita de dimen-
sdo finita, entdo a dlgebra corrente § também é perfeita. Em particular, se g é semisimples §
é perfeita.

Quando néo for necessdrio mencionar, os dados geométricos serdo suprimidos.

3.5 A situacao de Krichever-Novikov

3.5.1 O caso 1-ponto

A escolha natural ao considerar uma generalizacdo de uma 4lgebra de Lie corrente
é tomar A consistindo de um tnico ponto em X, digamos A = {P}. Teremos que
X\ {P} é uma superficie de Riemann aberta (isto é, uma superficie de Riemann sem
fronteira). Para esta situagdo, ndo é possivel aplicar a no¢do usual de graduagdo nas
algebras obtidas. Discutiremos como lidar com estruturas que nado admitem tal gra-
duagdo usual na Sec¢do 3.6 na qual serd apresentada a "quasegraduacdo”. Entretanto,
530 necessarios ao menos dois pontos em A para fixarmos uma quasegraduacao. Na
Definic¢do 3.5.2, impomos que do caso 1-ponto ndo é possivel compor uma algebra
do tipo Krichever-Novikov.

3.5.2 A ssituacdo de Krichever-Novikov generalizada

No trabalho de Krichever e Novikov ( [KN87] ), originalmente é considerado o caso
em que A possui 2 pontos. Conforme ja mencionado, no decorrer deste trabalho
serdo apresentadas outras situagdes.

Dividiremos o conjunto A em dois subconjuntos: I, os pontos de entrada e O
pontos de saida, de forma que A = I U O. Esta divisado serd utilizada para construir-
mos a quasegraduacao.

A seguir, veja outro exemplo de dlgebra em que #A = 2.
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Exemplo 3.5.1 Considere a dlgebra L que possui base dada por e, = z”“d%,n €cZe
equagoes de estrutura

len, em] = (m —n)eyim.

Esta é a dlgebra formada por campos de vetores na esfera de Riemann holomorfos fora de O e
oo e é conhecida como algebra de Witt ou dlgebra de Virasoro sem elemento central.

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, as dlgebras de Krichever-Novi-
kov sdo exemplos de dlgebras de Lie de dimens&o infinita cujos componentes sdo
objetos meromorfos numa superficie de Riemann compacta que sdo holomorfos fora
de um conjunto finito de pontos. Consideraremos a seguinte definigdo para algebras
de Krichever-Novikov.

Definicao 3.5.2 Dada uma superficie de Riemann X e um conjunto finito de pontos A em
%, dividido em dois subconjuntos de pontos I e O, em que A = U O, #A > 2, entdo as
dlgebras do tipo A e g sio dlgebras de Krichever-Novikov.

Em [Sch14b] é possivel obter uma definicdo mais generalizada de algebras de
Krichever-Novikov, bem como exemplos mais amplos. No entanto, a Definigdo 3.5.2
cobre todos os casos que serdo trabalhados neste e nos proximos capitulos, sem a
necessidade de uma investigagio ainda mais profunda em aspectos geométricos. E
importante registrar que o que deve ser chamado de uma élgebra do tipo Krichever-
Novikov, ndo é a apenas a algebra, mas a élgebra junto com uma quasegraduagao
escolhida. Por essa razdo e para que fique preciso do que se trata uma dlgebra do tipo
Krichever-Novikov, serd esclarecido na préxima segao o que é uma quasegraduagao.

3.6 Quasegraduacao

Além de continuar a denotar por X uma superficie de Riemann compacta de género
g = g(X) e por A um subconjunto finito de X, indicaremos por N a cardinalidade do
conjunto A, isto é, N := #A. Assumiremos que N > 2 a menos de mengado contréria
e continuaremos a dividir o conjunto A em dois subconjuntos disjuntos de forma
que A = I UO, da mesma forma que foi apresentada na Subsecdo 3.5. Por dltimo,
consideraremos que

K :=#I, M := #0 e, por definigdo, N = K + M.
Descreveremos os conjuntos I e O desta forma:

I=(P,...,Px)eO=(Q1,...,Qm)

as n-uplas de pontos disjuntos (que podem ser chamados de pontuagdes ou pontos
marcados) na superficie de Riemann. Assumiremos que P; # Q; para todo par (i, j).
Conforme ja mencionado, os pontos em I serdo chamados de pontos de entrada e os
pontos em O serdo chamados de pontos de saida e a decomposigdo de A em pontos
de entrada e saida é chamada de cisdo de A.

Segundo [Sch14b], hd uma interpretacdo para esta cisdo em Teoria de Cordas:
2 corresponde a folha de Universo, o conjunto I corresponde as cordas livres e os
pontos em O correspondem as cordas livres de saida. Este tipo de interpretacdo
aqui tem o objetivo de registrar para o leitor o vinculo forte que a teoria algébrica
desenvolvida aqui tem com a Fisica Matematica.
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Daqui em diante, quando mencionada a expressdo situacao classica, estaremos
nos referindo a seguinte configuragdo:

Y =5% emquel ={0}eO = {co}.

Na situagdo cldssica, em situagdes com géneros maiores, ou quando considerando
mais que dois pontos marcados, ndo é possivel obter uma graduagao das dlgebras
obtidas que ndo seja a trivial. Defronte a esta questdo, Krichever e Novikov em
[KN87] introduziram um conceito mais fraco do que a graduagdo nomeado quasi-
graduation. Este conceito foi estendido por outros autores considerando casos com
mais que dois pontos marcados (veja, por exemplo, [Sch90a]). Este tipo de gradu-
acdo sera construido levando em consideracdo a cisdo de A e, neste trabalho, esta
expressdo é traduzida para quasegraduacao.

Defini¢do 3.6.1 1. Seja £ uma dlgebra de Lie. Diremos que L é uma algebra de Lie
quasegraduada se

(a) L éum espago vetorial soma direta

L= L.

nez
(b) dim L, < co.
(c) Existem constantes Ly e L; tais que
n+m+L2
h=n+m—L4

Os elementos L,, sido chamados de elementos homogéneos de grau ne L, é
chamado de subespago homogéneo de grau n.

2. Se L é uma dlgebra graduada e M é um L-médulo, dizemos que M é um médulo
quasegraduado se

(a) M é um espaco vetorial soma direta

M= @ M,.
nez
(b) dim M, < o0
(c) Existem constantes My, My € Z tais que

n—+m+ My

h=n+m—M,;

Os elementos M,, sido chamados de elementos homogéneos de grau n e M, é
chamado de subespago homogéneo de grau n.

3. Quando nem todos subespagos homogéneos sio de dimensdo finita, a estrutura é cha-
mada de fracamente quasegraduada.

4. Quando as dimensoes sdo limitadas, independente de n, a estrutura é chamada de
fortemente quasegraduada.
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Para efeito de comparagdo com a defini¢do de graduacao, observe a Defini¢ao 2.1.13
e a Defini¢do 2.2.4.

Proposicdo 3.6.2 ([Sch14b], Proposicdo 3.12) As dlgebras de Krichever-Novikov do tipo
A sio fortemente quasegraduadas.

Veja a seguir um exemplo de dlgebra fortemente quasegraduada.

Exemplo 3.6.3 Seja g = g ® A a dlgebra corrente do tipo Krichever-Novikov associada a
dlgebra de Lie de dimensdo finita g. Considere A, subconjunto de A formado por elementos
f de grau deg f = n, por exemplo

t2+5t" € Ay, pois deg(t 2 +5t") =7.
Admita que a dimensdo de A,, é K e que o género de A, é Ry. Definindo
O =g ® Ay,

obteremos que
g:= @gn/ dimg, = K-dimg
ne
n+m-+Rq

(G, G €
h=n-+m

Portanto, g é uma dlgebra fortemente quasegraduada.

Podemos construir uma quasegraduagdo de A = @,cz(.A), induzida por determi-
nada cisdo, induzindo uma quasegraduacao

g= @ (8)n
nez
em que §, = g ® A,, via deg(§n) := n. A quase-graduacido depende crucialmente
da cisdo de A em I UO. De fato, cisdes diferentes, podem fornecer quase-graduagoes
diferentes. Para detalhes técnicos relacionados a quase-graduagdes, veja [Sch14b].

3.7 ExtensoOes centrais universais de dlgebras de Krichever-
Novikov

Segundo [Sch14b], extensdes centrais aparecem naturalmente no contexto de quan-
tizagdes da Teoria de Campos Classica. Nesta secdo é apresentada uma defini¢do
destas estruturas algébricas.

3.7.1 Complexos e cohomologia

Defini¢ao 3.7.1 Uma sequéncia de objetos C; com i € Z, de uma categoria abeliana C e
morfismos d; : C; — Ci1 é chamada um complexo se a composigio de dois morfismos
consecutivos é zero. Os morfismos consecutivos sio chamados de diferenciais.

Exemplo 3.7.2 O complexo de de Rham?® ¢é obtido considerando que C,, é 0 espago das m-
formas diferenciais. Esta é a razdo para a utilizacdo do termo "diferenciais”, na definigio
anterior.

3Georges de Rham (1903 — 1990) foi um matematico suico, conhecido por seu trabalho sobre topo-
logia diferencial.
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A cohomologia de um complexo é H' = Ker(d;)/Im(d;_1)

Podemos considerar complexos sobre estruturas como grupos abelianos, espagos
vetoriais ou modulos sobre um anel. Nesses casos, os elementos Ker(d;) sdo chama-
dos i-cociclos, os elementos de Im(d;_1) sdo chamados de i-colimites e os elementos
em H'(C) sdo chamados de i-ésimas classes de cohomologia.

Exemplo 3.7.3 Uma sequéncia exata curta é um complexo da seguinte forma
0—X—Y—27Z—0. (3.1)

em que X — Y deve ser injetor, Y — Z deve ser sobrejetor e Y /X — Z deve ser um
isomorfismo.

Podemos interpretar a sequéncia exata curta (3.1) como uma extensao Y de Z por X.

3.7.2 Extensoes centrais

Seja L uma 4lgebra de Lie. Uma extensdo central (unidimensional) L de L ¢ o ele-
mento do meio na sequéncia exata curta de algebras de Lie

0—CHTHhHL—0 (3.2)

em que i(C) é central em L.
Duas extensdes centrais sdo L1 e L, sdo equivalentes se existe um isomorfismo
de algebras de Lie ¢ : Ly — L, tal que o diagrama

0 —C %0 "L —o

e

OHCAL\QALHO

comuta.
Em (3.2), sempre é possivel encontrar s : L — L que cinde a sequéncia, isto é
pos =idr.

Definicao 3.7.4 Uma extensdo central LdeL

0—KSTHL—0

¢ dita uma extensdo central universal se para toda extensio central L' de L (com termo
central K')

i/

0K LT 5L 5o

existe um 1inico par de homomorfismos de Lie (¢, ¢o) : (K, L) — (K',L') tal que o diagrama

comuta.

Teorema 3.7.5 ([Sch14b], Teorema 6.98) Toda dlgebra de Lie perfeita admite extensdo cen-
tral universal.
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Para encerrar esta segdo, enunciaremos um teorema fundamental para o principal
resultado deste capitulo. Trata-se de um teorema de Kassel, publicado em [KL82] e
que oferece uma descri¢do da extensdo central universal do tipo de dlgebras de Lie
em que estamos interessados nestas segdes.

Teorema 3.7.6 ([KL82]) Considere g uma dlgebra de Lie complexa, simples e de dimensio
finita e R uma dlgebra complexa, comutativa e associativa. Temos que § = (g ® R) &
QL /dR é a extensio central universal de g ® R, em que Q% /dR ¢é o espago de diferenciais
de Kihler de R médulo formas exatas.

Para compreender o Teorema 3.7.6 é necessdrio retomar a defini¢do do espago dos
diferenciais de Kihler*. E possivel construi-lo de forma relativamente simples.

Defini¢ao 3.7.7 Seja K o submédulo do médulo R ® R gerado por elementos 1 ® fg — f &
§—89® f, emque f,g € R. Considere F = R® R um R-médulo a esquerda com agio
flg®@h) = fg@hemque f,g,h € R. O médulo quociente O = F/K é 0 médulo de
diferenciais de Kdihler de R.

Denotaremos o elemento f ® ¢ + K de Q} por fdg. Definiremos uma aplicagéo d :
R — Qk pord(f) = 1® f + K. Os elementos no subespago dR = d(R) sdo chamados
diferenciais exatos. Denotaremos a coclasse fdg médulo dR por fdg. As relagdes de
comutatividade para (g ® R) & QL /dR sdo

x® fy®gl =[xyl ®fg+ (x,y)fdg,
[x® f,w] =0,

emquex,y€g, f,g€Rewe OL/dRe (x,y) denota a forma de Cartan-Killing em
g, conforme definida em (2.4) (daqui em diante representada omitindo ).

3.7.3 Algebras multiponto de género zero
O caso 4-ponto

Considere g uma algebra de Lie complexa de dimensao finita e simples. Seja Py =
{a1,a,a3,a4} o conjunto formado por quatro pontos distintos na esfera de Riemann.
O anel 4-ponto R4 é o anel das fungdes racionais na esfera de Riemann com polos
permitidos somente no conjunto Py.

Definicao 3.7.8 Escrevendo ay = a, 0 anel 4-ponto Ry = Cls, s, (s —1)71,

(s —a)~lla € C\ {0,1}] é o anel das funcdes racionais na esfera de Riemann com polos
permitidos somente em {ay,a,a3,a4} = {00,0,1,a}. Similarmente, o anel das fungoes
racionais na esfera de Riemann com polos permitidos somente em um conjunto de N pontos
serd chamado anel N-ponto e serd denotado por Ry.

Proposigao 3.7.9 ([Bre95], Proposigao 1.1) Considere S, 0 anel C[t,t~1, u] em que u> =

2 — 2bt + 2. Temos que Ry = Sy, escolhendo
a=({b+1)/(b—1)eC\{0,1}oub=(a+1)/(a—1)eC\{-1,1}.

A proposicdo anterior nos assegura que R4 é um anel isomorfo a um anel do tipo
Clt,t L u]l/(u™ —p(t)),emquem € Nep(t) € C[t].

4Erich Kihler (1906 - 2000) foi um matemético alemao com contribuicdes significativas em geome-
tria.
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Definicdo 3.7.10 O espago vetorial Ay := g ® Ra munido das relagdes de comutatividade
x@fy®gl =[xyl ®fg
emquex,y,c ge f,g € Ry é uma dlgebra de Lie denominada dlgebra lago 4-ponto.
A partir daqui consideraremos

wo = t71dt, w_:=t"2udt, e wq = t"ludt.

Definigao 3.7.11 A extensio central universal de Ay, a dlgebra de Lie definida por
Ay = (9@ Ry) @& O, /dRy,

é chamada de dlgebra afim 4-ponto.
Dada uma dlgebra de Lie complexa de dimensdo finita g e Ry um anel N-ponto, vamos
denominar como dlgebra afim N-ponto a dlgebra de Lie dada por (g ® Ry) & Q}{N /dRN.

E possivel determinar uma base finita para o centro de Aj4.

Teorema 3.7.12 ([Bre95], Teorema 3.3) O espaco 0}24 /dRy tem base {wo, w_, w4 }.

Além disso, é possivel descrever as rela¢des satisfeitas pelos elementos da base de
As, que sdo x ® t", x ® t"u, wy, e w+. Para apresentar tais relagdes, é necessario defi-
nir uma familia de polindmios Qk () dados em termos dos polindmios ultraesféricos
de Gegenbauer P}(veja 0 Exemplo 4.1.2 para retomar polindmios ultraesféricos de

Gegenbauer). Consideremos Py (b) = P, 12(b) e definamos para b # =1,
_ _Be+2(p)
Qulb) ===~

em que k € N U {0}.
Teorema 3.7.13 ([Bre95], Teorema 3.6) A dlgebra afim 4-ponto Agtemuma Z./ 27-gradua-
¢ido em que

Jﬁozg@C[t,t’l]@Cwo e :4\41 :g®C[t,t’1]u@Cw_€BCw+.

Um conjunto gerador de Ay consiste dos elementos x @ ti e x @ 1~ 2u em quex € g, i €Z,
jEZ+ %, com 0s elementos centrais wg, Wy, e w-_.

—0
A subdlgebra par Ay € uma dlgebra de Lie afim de Kac-Moody ndo torcida com as se-
guintes relagdes de comutatividade.

[x ® ti,y ® tj] =[x,y ® HH 4 diyjo(x,y)jwo.
As relagdes de comutatividade dos dois elementos de J/Izl resultam em elementos em f/lzo:
X ®H 20,y @ U] = [x,y] @ (F771 — 2pH 4 i)
—2jbwy,,sei+j=0,
+(X,y) %(]_1)600,,58‘14—]‘ =1,
0,,seli+jl>2.
O subespago impar 2[\41 éum @O-médulo com relagdes dadas por
@t 2y @] = [yl © (12
Qs (0) (beoy +w-)seitj > %
+ (x,y){ jwesei+j==+3;
jQﬂ;];%(b)(war +bw_)sei+j< —3.
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O caso 3-ponto

Nesta subseg¢do, considere g = s((2,C). Seja P3 = {ay,a2,a3} o conjunto formado
por trés pontos distintos na esfera de Riemann. O anel 3-ponto é o anel das fung¢des
racionais na esfera de Riemann com polos permitidos somente no conjunto Ps.

Os anéis 3-ponto se apresentam de, pelo menos, trés formas:

S3 := Cls,s7 L, (s—1)71Y,
Ry := C[t,t L ul(u®— (* +4t))e
Az = A= C[( 22k, z(22 - )|k € Z).

E possivel verificar que ha um isomorfismo entre esses trés anéis (veja [C]14]).

Teorema 3.7.14 ([C]14], Proposig¢do 2.2) Uma base para Q}Qs /dR3 é{wy := t71dt, wy :
t~ludt}.

Denotaremos a algebra lago 3-ponto g ® R3 por A3 e a adlgebra afim 3-ponto, a ex-
tensdo central universal de A3, por As.

Teorema 3.7.15 ([C]J14], Teorema 2.4) A dlgebra afim 3-ponto Az é isomorfa a dlgebra
dada por geradores e relagdes abaixo. Considere os geradores ey, 3,11, fus f,}, hy,, h%, n € Z,wy, wq
e relagdes dadas por

[Xm, Xu] = [xm,xl] =[xk, x] =0, parax =e,f,

(i, hy] = =2mby,—pwo = (n — m) 8y, —nwo,

[h11n/ h%] = 2((” + 1)‘5m+n,72 + (411 + 2)5m+n,—1)w0 = (n - m)<5m+n,72 + 45m+n,—1)w0/

[h, B = —2mby a1,

(Wi, xm] = |wj,wj]=0parax=e,f,hei,jc{0,1},

lem, fn] = hman — My, —nwo,

len fal = Puryn — M0, -n01 = ey, ful,

leh, fal = Mpins2 + Sni1 + (14 1)8psn—2 + (41 +2)6pn,—1)wo
= hmins2 +4hpin + %(n — 1) (mtn,—2 + 40m-4n,—1)wo,

[hm,en] = 2emtn,

[h,el] = Zem+n =:[h},en],

[hlmfeilq] = 2emin+2 + 8emint1,

(s fu] = —2fmtn,s

[hm/f;ﬂ = _2f7}1+n = [h}ufm]/

[hgn/ rﬂ = —2fmin+2 — 8fmint1,

para todo m,n € Z.

3.7.4 Algebras de género maior ou igual a zero
O caso hipereliptico

As élgebras de Lie lago hiperelipticas formam uma familia de algebras de Krichever-
Novikov. Os resultados que serdo apresentados nesta subsegdao tém papel funda-
mental para o desenvolvimento da subsecdo 3.8, pois alguns dos resultados apre-
sentados aqui sdo 14 estendidos.
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Para construir as dlgebras de Lie lago hiperelipticas, é necessario definir o anel
hipereliptico.

Defini¢do 3.7.16 O anel hipereliptico Ry é o anel formado pelas fungoes hiperelipticas,
istoé, Ry = C[t,t 7, u] em que u> = k(t) € C[t]. A equagio u> = p(t) define uma curva
hipereliptica.

Definicao 3.7.17 O espago vetorial Ay := g ® Ry, munido das relagdes de comutatividade
xefyeg=[xylefg
emquex,y € ge f,g € Ry éuma dlgebra de Lie denominada dlgebra lago hipereliptica
Definicdo 3.7.18 A extensio central universal de Ay, a dlgebra de Lie definida por
Ap = (g®@Ry) @ Q}{H/dRHI
é chamada de dlgebra afim hipereliptica.

A dimensdo e a descri¢do explicita da base para o centro de ﬁ;{ é conhecida, consi-
derando o caso em que p(t) = Y2 a;t' € C[t,t'] de tal forma que ap = 1 e ag, 4y
nao sdo ambos nulos.

Teorema 3.7.19 ([Bre94], Teorema 2.1) A dimensio do centro Q}QH /ARy da extensio cen-
tral universal de g @ Ry é 2g +n — 1, em que g é o género da curva algébrica dada por
u? = k(t) vista como uma superficie de Riemann com n pontos distintos removidos.

Teorema 3.7.20 ([Bre94], Teorema 3.4) Uma base para OOk /dR é dada por t—1dt e
t=ludt ..., t—Pudt, em que omitimos t—Pudt se ag = 0.

O caso eliptico

Seja X uma curva algébrica complexa compacta nao singular de género 1. Denotando
por X o quociente do plano complexo C pelo reticulado A = Z & ZA combase {1, A}
em que ImA > 0°. Por conveniéncia identificaremos um elemento z € C e o ponto
correspondente z + A.

Definicao 3.7.21 O anel eliptico Rg é o anel formado por todas as fungdes meromorfas %,
holomorfas fora do conjunto {0, u} em que p = 3(1+ A)

Proposigdo 3.7.22 ([Bre94], Proposicio 4.1) Seb = —6m/(12m* — 60 Lzep\ 10y &%),
entdo R 2 C[t,t71,u]/(u? — (£ — 2082 + t)).

Definicdo 3.7.23 O espago vetorial Ag := g ® Rg, munido das relagdes de comutatividade
xefyogl=lnylefg
emquex,y € ge f,g € Rg é uma dlgebra de Lie denominada dlgebra lago eliptica.
Definicao 3.7.24 A extensio central universal de Ag, a dlgebra de Lie definida por
Ag = (g ® Rg) & Qk, /dRg,

é chamada de dlgebra afim eliptica.

5 Aqui ImA indica a parte imaginaria de A
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A descrigdo de uma base para o centro de Af também é conhecida. Para apresentar
tais relagdes é necessario definir as seguintes familias de polinémios py(b), gx(b) com
k € Z de forma que

t=2udt = p(b)t-—1udt + g (b)t2udt.

Lema 3.7.25 ([Bre94], Lema 4.4) Os polinémios pi(b) e qi(b) sdo polindmios de Pollaczek
com pardmetros A = —=1/2, 0 =0, B = —1 ey = 1/2. As condigdes iniciais sio

po(b) =0, pi(b) =1, qo(b) =1, e 71(b) =0. 3.3)

A descricdo de Af é apresentada a seguir. Consideremos wy = t~1dt, w, = t~ludt e
w_ =t 2udt.

Teorema 3.7.26 ([Bre94], Teorema 4.6) A dlgebra afim eliptica Ag temuma Z./ 27Z-graduagio
em que

ZLEO =g ®C[t,t’1] @ Cuwy, e f/lz-l =g ®C[t,t’1]u P Cwy ®Cw-_.

Um conjunto gerador de Ag consiste dos elementos x @ t' e x @ " Lu, em que x € g,

. . —0
i,j € Z, com os elementos centrais wy, w4 and w_. A subdlgebra par Ag  é uma dlgebra de
Lie afim de Kac-Moody ndo torcida com as seguintes relacoes de comutatividade

e @t u,y @ 0] =[xyl @ (71— 208 4 i)
—2jbwy, sei+j =0

+ (x,y) %(]— Dwo, seli+jl=1
0, seli+j| > 2.

O subespago impar ]lz-l éum fl}o—médulo com relagdes dadas por

@ T,y @ ] = [x,y] @ 4 (x,9)] (e (0o + s (D)oo ).

O caso DJKM

Nesta subsecdo, apresentaremos a dlgebra de Lie afim de Date-Jimbo-Kashiwara-
Miwa, ou simplesmente dlgebra afim DJKM . Considere, nesta subsecdo, g uma &l-
gebra de Lie complexa de dimensdo finita e simples.

Definicdo 3.7.27 O anel DJKM Rpjkum é definido por Rpjxm = Clt, t71,u]/ (u? — (12 —
a®)(t* — b?)), em que a # +b sio constantes complexas nio nulas. Apesar de o anel DJKM
satisfazer a curva supereliptica u*> = (t* — a®)(t* — b?), as motivagdes para definigio desta
estrutura vem do trabalho de Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa sobre a equagdo de Landau-
Lifshitz em [Dat+83b]. Este anel é do tipo supereliptico.

Definigao 3.7.28 O espago vetorial Apjxkm = g @ Rpjxm, munido das relagdes de comu-
tatividade

ke fyed=xylefs
emquex,y € ge f,g € Rpjxm é uma dlgebra de Lie denominada dlgebra laco DJKM

Nos concentraremos no estudo da extensdo central universal da 4lgebra de Lie g ®
Rpjkm-
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Defini¢ao 3.7.29 A extensio central universal de Apjxm, a dlgebra de Lie definida por

Apjxm := (8 ® Rpjkm) © Q}QD]KM/dRD]KMr
é chamada de dlgebra afim DJKM.

De forma muito parecida que nos casos anteriores, é necessario definir uma fa-
milia de polindmios Py := P¢(c) dados por recursividade, para descrever as relagdes

de comutatividade em %- Esta familia é dada pela seguinte relacdo
(6 + 2k) Py (c) = 4kcPy_»(c) — 2(k — 3) Pc_4(c) (34)

em quec = (a®>+b%)/2ek > 0.

Em posse do Teorema 3.7.20,temos que {t~1dt, t—1udt, t—2udt, t-3udt, t—*udt} é
uma base para Q}QD;KM/dRDfKM‘ Seja wy = t~1dt e w_y = tFudt parak = 1,2,3,4.
Temos o seguinte teorema que descreve as relagdes de comutatividade nesta dlgebra.

Teorema 3.7.30 ((CF11], Teorema 4.0.2) Seja (-, ) a forma de Killing em g e defina ;;(c) €
Ql

Rojxa COMMO
Wiyj-2 para i+j=1,0,-1,-2,
(c) = P 3ij2(c)(w-3+cw_1) para i+j=2n—1>3,necZ,
$ijle) = P 3ij2(c)(cw 3+ w-1) para i+j=-2n+1<-3,neZ,
P_yjipjj—2(C)w-sa+ Pjiyj2(c)w—2) para |i+jl=2n>2,n¢€Z.

A dlgebra de Lie fg]K\M tem uma Z./2Z-graduagio

— —0 —1

Apjgkm = Apjkm @ Apjkm

em que
_— 0 1
Apikm = (9®CJt,t77]) ® Cwy,
—1
Apixm = (9@ Cltt u) ® Cw_g ® Cw_3® Cw_p B Cw-_7.

O colchete de Lie é dado por

et yel] = [xyl @+ y)w,
[x o t”lu,y . tfflu] _ [x, y] ® (ti+j+2 _ ettt + ti+j72>
+(0i4j, -2+ 1) +2¢j6ij0 + (j = 1éiyj2) (x, y)wo,
ot tuyer] = [xylue 4 y)g;(c).

—_—
Também é conhecida uma descricdo para a algebra Apjxm.

Teorema 3.7.31 ([CJ14], Teorema 3) A dlgebra de Lie DJKM D é isomorfa a seguinte dl-
gebra dada por geradores e relagdes. Considere os geradores
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en,e%,fn,f%, hy, hl,n € Z,wo,w_1,w_o,w_3,w_4 e relacdes dadas por

(X, Xn] = [xm,xh] =[x}, x] =0, parax =e, f,
[hm, b)) = —2mby—nwo = (1 — m)6y,—nwo,
hh, ] = 2((n+2)8min,—a —2c(n+1)0min 2 + 1mino)wo,
o, ] o= —=2mn(c),
[wi, Xm] = |wiwy] =0parax=e, f hei,jc{0,1},
lem, fu] 1= Hmin — MOy, —nwy,
[em/frﬂ = h‘}n+n — MPun(c) =: [e,lwfn],
[e‘}n/frﬂ = Mpinsa — 2¢hmint2 + Rign
+((n+2)0msn,—a —2c(n+1)0pmsn,—2 + Ndmin0)wo,
(m,en] = 2emin,
[hm,e,lq] = Zeiwn =: [hi,em],
[h%q, ei] = 2eminta —ACCmini2 + 2€min,
[y fn] 2= —2fmn,
[hm,f,ﬂ = _Zfr}z-i-n = [h}z,fm],
P fa] o= —2fmsnta +4Cfmint2 — 2fumsn,

para todo m,n € Z.

3.8 Algebras de Lie afim superelipticas

As curvas hiperelipticas sdo o caso mais simples de curvas superelipticas u™ = k(t),
emquek(t) € Clt,t L, ulem > 2.

Dado que as algebras superelipticas sdo uma generalizacdo das dlgebras hipe-
relipticas, hd uma pergunta natural que motiva este trabalho de pesquisa: a teoria
desenvolvida para curvas hiperelipticas pode ser estendida para o caso das curvas
superelipticas?

Apesar do tratamento algébrico que este trabalho empenha, a intui¢do geomé-
trica e geométrica-algébrica permeia todo o percurso até aqui. Por este motivo, an-
tes de tratar do contexto algébrico, é importante destacar que esta pergunta também
emerge do contexto da geometria-algébrica. Em trabalho recente de Beshaj, Shaska,
Zhupa em [BSZ15] e de Malmendier e Shaska em [MS19] é exibido que a teoria das
curvas elipticas e hiperelipticas pode ser estendida naturalmente para todas as cur-
vas superelipticas.

Considere as algebras superelipticas a seguir:

Ry (k) = C[t,t 7L ulu™ = k(t)] e
S(k) = C[t, ulu™ = k(t)].

O seguinte resultado oferece as condigdes necessdrias e suficientes em termos das
multiplicidades de raizes de k(t) para que R, (k) = Der(R,,(P)) e Sy (k) = Der (S (P))
sejam algebras de Lie simples de dimensao infinita.

Teorema 3.8.1 ([Cox+17], Teorema 4) Suponha que m > 2 e deg(k) > 1.

a) A dlgebra de Lie S, (k) é simples se, e somente se, k(t) nio tem raizes miiltiplas.
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b) A dlgebra de Lie R, (k) é simples se, e somente se, k(t) ndo tem raizes miiltiplas nio
nulas e k(t) # ct” para todoc € C\ {0} er € Z em que mdc(r,m) # 1.

Assumindo que R, (k) e Sy (k) sdo simples, é possivel determinar as extensdes cen-
trais universais destas adlgebras.

Teorema 3.8.2 ([Cox+17], Teorema 9) Suponha que R = Ry, (k) com m > 2 e k(t) =
th(t —ay) -+ (t —ap) para algum L € Z, D € N e complexos ay,...,ap € C\ {0}
dois a dois distintos. Entdo a extensio central universal de R, (k) é Ry, (k) @& R/9(R) com
colchetes dados por

[f9,89] = fa(g)d — gd(f) +a(f)a(3(g)),Vf,g € R
em que 0 = \”’/k(t)m—lﬁ. Além disso,
dim(R/9(R)) =1+ D(m —1). (3.5)

Considere, a partir daqui, R := C[t,t"!,u] em que u™ € CJt], com m > 2. Sobre o
polindmio u™ = p(t) € C[t], vamos assumir que

D .
p(t) =) a;t (3.6)
i=0

comD € N, {ay,...,ap} C Csendo 4 e a; ndo ambos nulos e com ap = 1. Também
vamos impor que p(t) tem raizes distintas de multiplicidade 1, isto é,

p(t) = (t—ar) - (t—ap)

emque {ay,...,ap} C C,sendo estes a;s dois a dois distintos. Observe que se ag # 0
o polindmio p(t) tem D raizes ndo nulas de multiplicidade igual a 1. Caso a9 = 0,
teremos que p(t) possui (D — 1) raizes ndo nulas. Esta observacao serd utilizada em
breve quando exibirmos a dimensdo de Q% /dR.

E facil ver que R tem uma base consistindo de totu, tu?, . Hum 1 comi € Z.
Note também que u™ = p(t) define uma curva supereliptica. Se definirmos R’ para
CJt, t~!]u!, entdo podemos observar a seguinte Z /mZ-graduacio para o anel R:

R=R'@R'@..-@R" . (3.7)

Além disso, considere aqui g uma 4lgebra de Lie complexa, simples e de dimensédo
finita. As dlgebras G = g ® R sdo exemplos de élgebras superelipticas afim. A
Z./mZ-graduacao de R dada em (3.7) induz em G uma estrutura de dlgebra de Lie
Z./ mZ-graduada definindo

G'=g®R emqueic {0,1,...,m—1}.

Definindo § como a extensdo central universal de g, entdo como espagos vetoriais
temos que ¢ = G @ C, em que C é o nicleo do homomorfismo sobrejetor de §
em G. Isto significa que C é o centro de G. Utilizando o Teorema 3.7.6, sabemos
que o centro C de G é linearmente isomorfo a Qr/dR, o espaco de diferenciais de
Kahler de R médulo diferenciais exatos. Conforme vimos na Sec¢ao 3.7.4, no contexto
das élgebras de Lie elipticas afim, sdo conhecidos os seguintes aspectos sobre estas
estruturas:

1. uma descri¢do de C, em particular sua dimensao,
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2. uma base para C, e
3. o cociclo universal G x G — C explicitamente.

Estudaremos estas trés situagdes para o caso mais geral de dlgebras de Lie supere-
lipticas afim, retomando a pergunta destacada no inicio desta subsec¢do, queremos
investigar o que podemos estender para o caso de curvas superelipticas. Verificare-
mos a seguir que é possivel estender alguns resultados obtidos do o caso hiperelip-
tico para o caso supereliptico.

Como seguiremos utilizando as defini¢des e notagdes estabelecidas quando cons-
truimos o espago dos diferenciais de Kahler no inicio deste capitulo, vamos retoma-
las:

1. K é o submédulo de R ® R gerado por elementos 1 ® fg — f® ¢ —g¢® f;

2. F = R® R é um R-moédulo a esquerda com agdo f(g®h) = fg®h em que
f,&heER;

Q}{ = F/K é o mé6dulo de diferenciais de R;

Denotaremos o elemento f ® g + K de Q% por fdg;

AR

Definiremos uma aplicagiod : R — Qk pord(f) =1® f + K;

o

Denotaremos a coclasse fdg médulo dR por fdg.

Como é possivel realizar R como C|[t, ¢!, ¥/p(t)] identificando u com {/p(t), entdo
Rim(p) = Ru(p)d e dimQk/dR = dim R/9R. Como consequéncia direta da equa-
¢do (3.5), e observando o polindmio (3.6), temos o primeiro e mais simples resultado:

14+ D(m—1)seay #0;

dim Qf /dR =
im Ok / {1+(D—1)(m—1)se110:0.

Para demonstrar, basta observar que quando a9 = 0, o polindmio p(t) “ganha” uma
raiz zero e “perde” uma raiz ndo nula.

Lema 3.8.3 Q& é gerado pelos diferenciais tu*dt e t'u'du em quei € Z,k € {0,1,...,m —
1}, el €{0,1,...,m—2}.

Demonstragdo: Temos que mostrar que qualquer elemento de R ® R é congruente
médulo K a um elemento no espago gerado por tuf @ t e tiu' @ u comi € Z, k €
{0,1,...,m—1},el € {0,1,...,m —2}. Note que, por indugéo

d(tu') = j~Yulde + 10w du. (3.8)

Como K é‘um submoédulo de R ® R, podemos multiplicar cada um dos membros de
(3.8) por tu* obtendo

tukd(Hut) = jiti=—tyk g 4 ity =gy,

Como u" tdu = Ld(u™) = tu" ldu = LD+ D14t + L(D — 1)ap_1#+P2dt +
s %altidt. Isso nos mostra que qualquer elemento na base de R ® R é igual a
um elemento no espago gerado por t'ufdt e tu'du em que k € {0,1,...,m — 1} e
1€{0,1,...,m—2}. O

Lema 3.8.4 Q& ¢ gerado pelos diferenciais tidt, tudt, ..., tu™"'dt, em que i € Z, juntos
com tP~Yuldu, ..., tuldu, uldu (aqui omitimos ulduseag =0), coml € {0,1,...,m—2}.
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Demonstracdo: Temos que %ud (u™) = u"du. Como u™ = Y'r_, art* entdo,

D 1 D
Z —kapt*Tudt — Z at*du = 0. (3.9)
k=1 M k=0

Multiplicando a equacéo (3.9) por t' obtemos
D 1 . D .
Y —kapt T udt — Y apt du = 0. (3.10)
k=1 k=0

Caso ag # 0. Parai > 0, a férmula (3.10) mostra que (como ap = 1) #*+Pdu é com-
binacao linear de #+P~1du, ..., t'du e elementos da forma t/udt. Se i < 0, temos que
(como ay # 0) t'du é combinacio linear de elementos da forma t*'du, - - - ,#*Pdu e
elementos da forma t/udt. Portanto, por indugéo, temos que os elementos da forma
tidu sdo iguais a combinagdes lineares de du, . . ., tP~1dy e elementos da forma Hudt.

Caso a9 = 0 entdo parai > 0, H+Pdy é igual a combinagéo linear de elementos
H+D=1gy, ..., t1du e elementos da forma tudt, e para i < 0, como a; # 0, t+ldu
é igual a combinacdo linear de 24y ... t#*tPdy e elementos da forma tudt. O
restante do argumento é similar.

Podemos multiplicar a férmula (3.9) por t'u! para obter que

D D

1 ‘ .
Y. Skapt M g — Y gl du = . (3.11)
k=1 ™M k=0

Similarmente, utilizando indugdo podemos mostrar que elementos da forma t'u'du
sdo combinacdes lineares de wldu, ..., P 1uldu (em que omitimos uldu se ay = 0),
e elementos da forma /u!dt. Utilizando o Lema 3.8.3 completamos a demonstragio.
O

Munidos do Lema 3.8.4 e a equagdo (3.5), temos condi¢des de descrever uma base
finita para Q% /dR.

Teorema 3.8.5 Uma base finita para Q% /dR ¢é dada por t—1dt com t=tuldt,..., t~Puldt
(em que omitimos t~Puldt se ag = 0), com 1 € {1,2,...,m —1}.

Demonstragdo: Da Z/mZ-graduagéo de Q% e dR resulta que

m—1
Ok/dR = P (Qk)'/d(RY) (3.12)
i=0

em que se k > 1, (QL)*/d(RK) = (Hukdt, tP-1uk"1du, ..., tuk—1du, uk—1du | j € Z)
(omitimos uk—1du se ag = 0) e (%) /d(R%) := (Hidt | j € Z).

Analisaremos primeiro o espago (Q%)%/d(R). Temos que d(t') = it'~1dt para
todo i € Z. A partir disso, obtemos que +~1dt = 0 (mod dR) para i # 0. Portanto
(Q})°/d(R?) é gerado por t—1dt.

Agora, vamos considerar o espago (Q0%)!/d(R!). Este espaco é gerado por tudt
etP—1du, ..., tdu (e du se ag # 0). Temos que d(tu) = it'Ludt + t'du, portanto,

t'du = —it' ludt (mod dR). (3.13)



3.8. Algebras de Lie afim superelipticas 35

Entdo, nés precisamos considerar apenas os elementos do tipo t'udt. Nés vamos
mostrar que moédulo dR cada um destes elementos é congruente a uma combinagao
linear finita de elementos listados no enunciado do Teorema 3.8.5.

Primeiro suponha que ay # 0. Temos que t ludt = —(1/i)t'du (mod dR)
para i # 0. Pela férmula (3.10), sabemos que t'du é uma combinacdo linear de
-y, ..., #Pdu e tudt, ..., #+P~1dt. Utilizando (3.13), vemos que t'du, portanto
- ludt, é congruente médulo dR a um elemento gerado por Hudt, ..., #1014t
Utilizando a indugéo, vemos que parai < —D — 1, o elemento #~'udt é congruente
modulo dR a uma combinacio linear de t~Pudt, ..., t ludt.

Temos também que P~ 1udt = —(1/(i +d))t*Pdu (mod dR) parai # —d.
Pela férmula (3.10), novamente, obtemos que +*Pdu é uma combinacao linear de
HP=1g4y . Hdu e #1P1ydt, ... tudt. O coeficiente de #1P~1udt nessa combi-
nagao linear é (D/m); portanto, podemos resolver para t'*P~1udt, mostrando que
ti+P=1ydt é congruente médulo dR a uma combinacéo linear dos mesmos elementos
(excluindo #+P~1ydt). Pela férmula (3.13) vemos que HHD1ydt ¢ congruente mo-
dulo dR a uma combinacao linear de HHD=2y4r . Hlydt. Definindoj=i+D —1
e usando indugdo, vemos que para j > 0 (isto é i > —D + 1), o elemento Hudt é
congruente médulo dR & uma combinagdo linear de t~Yudt, ... t~Pudt.

A demonstragdo para o caso em que 29 = 0 (e a1 # 0) é similar.

Consideraremos, agora, os espacos (Q})!/d(R)) em que I € {2,3,...,m —1}.
Cada (Q%)!/d(R") é gerado por tiu'dt e tP~1u!"du, ..., tu!"1du (e u''du se ag # 0).
Temos que d(t*1u!) = (i + 1)tu!dt + 1 u'~1du, endo

tuldt = ._—ltf+1ul—1du (mod dR). (3.14)
i+1
Entédo, nds precisamos considerar apenas os elementos do tipo t'u‘du.

Suponha que a9 # 0. Teremos que tu!~'du = (—i/l)#~'uldt (mod dR) para
i # 0. Pela féormula (3.11), sabemos que t'u'~'du é uma combinacio linear de
=gy, . Py dy e tuldt, . .., TP~ 1yl dt. Utilizando (3.14), vemos que
ti+1y!=1dy, e portanto t'u'dt também, é congruente médulo dR a um elemento ge-
rado por uma combinagao linear de t'u'dt, ..., t#+P~1y!dt. Utilizando indugao, ob-
temos que parai < —D — 1, o elemento H1ylde é congruente médulo dR a uma
combinacdo linear de tDulde, . Yulde.

Temos que t+P~1yldt = —(1/(i + D))#*Pu!~1du (mod dR) para i # —D. Pela
férmula (3.11), novamente, mostramos que #+Dy =14y é uma combinacdo linear
de #0-1y! =gy, .. tu'"Ydu e #tP-Yyldt, ... tuldt. O coeficiente de ++tP—1uldt
nessa combinacio linear é D /m; portanto, podemos resolver para t+P~14/~1dt, mos-
trando que P~ 1u!~1dt ¢ congruente médulo dR a uma combinagao linear dos mes-
mos elementos (excluindo #7P~14/=14t). Pela férmula (3.14) temos que D “Lyldt
é congruente médulo dR a uma combinagdo linear de FD=2ylgr . -1yl dt. Defi-
nindo j =i + D — 1 e usando indugéo, teremos que paraj > 0 (istoéi > —D +1),0
elemento tu!dt é congruente médulo dR a uma combinagdo linear de lulde, .
t~Puldt.

A demonstragdo para o caso em que a9 = 0 (and a; # 0) é similar.

Portanto, (Q})!/d(R') é gerado por t~1uldt,..., t~Puldt (em que omitimos t~Puldt
se agp = 0). A equagdo (3.5) completa a demonstragéo. O

Para tornar as relagdes de comutatividade em § explicitas, nés precisamos cal-
cular fdg para todos elementos da base f,g € R. Note que fdg é sempre uma
combinagdo linear de elementos da base de Q}Q /dR. Pelo Teorema 3.8.5 nés sabemos
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que os elementos t—1dt, e t—1uldt,. .., t~Puldt (em que omitimos t~Puldt se ag = 0),
com! € {1,2,...,m — 1} nos ddo uma base para Q}Q/dR.
Primeiro, apresentaremos a descrigdo dos cociclos que contribuem para a parte
impar da élgebra de Lie afim supereliptica.
Sejam
woy = m e CL)Z',]' = Huldt sej # 0. (315)

Proposigao 3.8.6 ([Bre94], Proposigdo 4.2) Sejab = —6m/(12m?> — 60 Yeen\ {0} 4?2,
entdo para i, j € Z, temos que

tid(tj) = j5i+]"0w0.

(j+3)wo, sei+j=—1;
—2jbwy, sei+j=0;

tH=lud(H1u) = 3.16
N G- D sei v =1 10
Oseli+j| > 2.
Proposicdo 3.8.7 Parai,j€ Zel, 1 € {1,2,...,m — 1}, temos que
t'u ld(t]u 2) = L+h Wigj—1]+1,- (3.17)
Demonstragdo: O resultado segue da seguinte relacdo
tiuhd(tul) =jtti-lyh+hdt 4 L Huh+h-1dy
=jtHi—lyh+bdt 4 1, <_Z_]) HHi—1yl+1 gy
h+1
— (] _ lz(l—+_])> tl'+]‘*1ull+lzdt
L +1
_ (fh=il HH—1yh+h gt
h+1h
O

Lema 3.8.8 Se R = C[t,t~!,u] com u™ = p(t) € C[t] com grau D, entio vale que

D—1< <kl+(—D+1+n+k)m
— Uk

fruldt =
! D DI+ (1 +n)m

> ) t~Dntkyldr (mod dR)  (3.18)
k=0

ou

I {21?1 Eak g’wgg kgl gt (mod dR) seagp #0en < —D —1;
t"u'dt = "

Yo, K(Uintk)m) ) pntkylgt (mod dR) seag = 0en < —D — 1.

T\ G (FDm)

paran € Z\{-1,-2,--- ,—D} (oun € Z\{-1,-2,--- ,—D+1},seap = 0).
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Demonstracio: Expandindo d(t+*u'), temos que
— <Hl—k> tHR1yldt = #+% = 1dy (mod dR)

a equagdo (3.11) implica que

D D
1. .

Y —kapt T uldt + Y a T ldt = 0 (mod dR)
m

k=0 k=0
ou b
Y <kl+(llnj—k)m> t+5=1yldt = 0 (mod dR).
k=0
O que nos da (3.18). ]

Definimos a sequéncia de polinomios em D -+ 3 parametros
Pyuni(ag,a1,...,ap_1) := Pyporn > —D, m,l € Z, e ap,ay,...,ap—1 € C da se-
guinte forma:

D-1
(DI + (14 n)ym)P, = Y (—ag (kl + (=D 4+ 1+ n+k)m)) P_ppik (3.19)
k=0
com condig¢des iniciais
P_p=t"Puldt,P_p.q =t7Pldt,... Py =t"Nldt (3.20)

Podemos verificar que, paran > 0

94l dt = Py;
thuldt = py;
Puldt = Py;
Buldt = Ps;
t"uldt = P,.

Caso ap # 0 definimos uma sequéncia de polindmios em D + 3 parametros
Qmuni(ao,a1,...,ap_1) == Quparan < —D—1,m,l € Z, eay,a3,...,ap_1 € C por

D

(a0 (14 m)m)Qu = 3 (—ay (K + (14 n + k)m)) Qu (321)
k=1

com as seguintes condi¢des iniciais
Q_p =tPuldt,Q_p1 =tPWldt,...,Q 1 =+ Yildt. (3.22)
Podemos também verificar que, paran < —D —1eay # 0,
fuldt = Q.
Caso a9 = 0 definimos uma sequéncia de polindmios em D + 3 parametros
Ryni(ao,a1,...,ap—1) :=Ryparan < —D —1,m,l € Z eagp,a1,...,ap_1 € C por

a1(l + (1 +n+ 1)1’1’1)Rn = i (—ak (kl + (1 +n+ k)m)) Rn+k
k=2
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com as seguintes condicdes iniciais
R_pi1 =t Pldt, R_pip = 7P 2uldt, .. Ry =+~ Yldr.
Podemos verificar que, paran < —D —1eag =0,

t"uldt = R,,.

O Teorema 3.8.5 nos da que t~1dt, com t~1uldt,.. ., t~Puldt (em que omitimos ¢t~ Puldt
seap = 0),com! € {1,2,...,m — 1} é uma base para Q}Q/dR. E facil verificar que
as condigdes iniciais em (3.20), (3.22) e (3.20) nos da que cada familia P,, Q, e R, é
dada por uma combinacdo linear explicita desses elementos da base.

Proposigao 3.8.9 Seja

Pi+j—1 S€i+j > —D+1;

Pij =4 Qirj1sei+j< —Deag#0;
Riyj1sei+j< —Deay=0.

entdo,

tuld(t) = jy.

Demonstragio: A demonstracdo segue do fato de que t'u'd(t/) = jtti~luldt e da
definicdo de P,, Q, e R,,. ]

Agora é possivel dar uma descri¢do explicita das relagdes de comutatividade em
g.
Teorema 3.8.10 A dlgebra de Lie supereliptica afim G tem uma Z./ mZ-graduacio tal que

G* =g C[t,t '] @ Cuwy, ¢' =g C[tt ] @Cw il

A subalgebra G° é uma dlgebra de Lie Kac-Moody afim ndo torcida com relacdes de comuta-
tividade
x@t,yt] =[xy @F ]®51+]0(x y)jwo.

As relacdes de comutatividade em G sio

. 4 " il — il
[x @ tult,y @ Pu] = [x,y] @ (Fu"2) + (x,y) (Jzi i ;22> Witj1)y 41

sely +1h <m—1. Quando l; +1, >m —1,

[x@tul,y @ tHu?) = [x,y] ® Za pitkyhth=m ) (o, y) th =il Witj 1+
k=0 L+

O subespaco G' é um G°-médulo com relagdes dadas por

[x @ ",y @ ] =[x,y @ (FTu" ) + (x,y) ;.
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Capitulo 4

Polindmios Ortogonais

A origem do estudo de polindmios ortogonais pode ser atribuida ao trabalho do
matemadtico francés Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833) sobre o movimento pla-
netdrio. Os polindmios de Legendre sdo exemplos de polindmios ortogonais com
uma vasta gama de aplicag¢des. O interesse pelo estudo de polindmios ortogonais foi
crescente desde entdo e o trabalho do matematico hiingaro-americano Gabor Szegd
(1895 - 1985) veio a consagrar este topico como de grande interesse pela comunidade
cientifica.

Apesar deste trabalho ser centrado no estudo de estruturas algébricas, ¢ impor-
tante salientar que os polindmios ortogonais possuem uma relagao forte com varios
campos importantes de andlise. Além disso, algumas familias de polinémios orto-
gonais se mostraram significantes em problemas de mecanica quantica e matemaética
estatistica.

Polindmios ortogonais estdo relacionados a varias
dreas importantes da andlise, trigonometria, hipergeo-
metria, fun¢des de Bessel, func¢des elipticas e também
aparecem na teoria de equacdes diferenciais e de equa-
¢Oes integrais e durante o estudo das relagdes de comu-
tatividade de alguns exemplos de algebras de Krichever-
Novikov, emergem relac¢des de recursividade que podem
ser relacionadas a polindmios ortogonais.

A extensdo central universal das dlgebras DJKM pos-
sui relagdes de comutatividade descritas por expressdes
que dependem da definigdo de quatro familias de polino-
mios ([CF11]). Duas destas familias sdo dadas em termos
de integrais elipticas e as outras duas sdo variacdes de
polindmios ultraesféricos ([CFT13]) sendo que as fami-
lias dadas por integrais elipticas satisfazem equagdes diferenciais lineares de ordem
4 e sdo formadas por polindmios ortogonais ndo-classicos. Neste capitulo apresen-
taremos de forma concisa estes resultados ja conhecidos.

Este capitulo apresenta como resultado principal a existéncia de uma nova fami-
lia de polindmios ortogonais nao-classicos, originéria das relagdes de recursividade
obtidas no estudo das 4lgebras de Krichever-Novikov superelipticas (ver Secéo 3.8),
que satisfaz certa equacao diferencial de ordem 4.

FIGURA 4.1: G. Szeg6
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4.1 Polindmios ortogonais

Suponha que w > 0 é uma fungdo real definida num subconjunto suficientemente
grande de (a,b), entdo

/ab w(x)dx > 0.

Se ha uma sequéncia de polindmios { P, (x)}5_, em que P,(x) tem grau n, tal que

/b P, (x)Py(x)w(x)dx = 0 paran # m,

entdo {P,(x)} é chamada de familia (ou sequéncia) de polinémios ortogonais com
respeito a funcdo peso w em (a,b).

Exemplo 4.1.1 Os polindémios de Jacobi, p{P) (x), sdo polindmios ortogonais com res-
peito & fungio de peso (1 — x)*(1 + x)P com (a« > —1,8 > —1) em (—1,1). Considerare-
mos as familias definidas pela relagio de recursividade
200 +1)(n+a+p+1)(2n +a+ )P (x)
= (2n+a+B+1)(@®— B + (2n+a+ B)sx) PP (x)—
2(n +a)(n+ B)(2n+a+ B+2)PL% (x),

em que (m), é o simbolo de Pochhammer *, que é definido por

- oy (m+n—-1)!

(m)y =m(m+1)---(m+n 1)—7“”_1)!

Os polindmios de Jacobi y = P,gf"ﬁ ) (x) satisfazem a segquinte equagdo diferencial linear ho-
mogeénea de segunda ordem:

A—x)y" +(B—a—(a+B+2)x)y +n(n+a+p+1)y=0,

em que a derivagdo é com respeito d x.
Quando a = B os polindmios de Jacobi sdo chamados de polindmios ultra-esféricos.

Exemplo 4.1.2 Os polinémios (ultra-esféricos) de Gegenbauer?, {Q,SA) (x)} sdo defini-
dos para um inteiro n e sio dados em termos de polindmios de Jacobi (veja o Exemplo 4.1.1)
da seguinte forma

I'(A+3) T(n+2)) p(A-1/2A-1/2)

M)y —
QM) = CEmERIL

(x)
em que I'(z) indica a fun¢do Gamma complexa com parte real positiva, que é definida por

T(z) :/ e ' at.
0

xZ)A—l/Z em

{Q}x)} é uma familia de polindmios ortogonais com respeito a (1 —
(—1,1).

Leo August Pochhammer (1841 - 1920) foi um matematico alemé&o conhecido por seu trabalho em
fungdes especiais.

2Leopold Bernhard Gegenbauer (1849- 1903) foi um matematico austriaco com contribuicdes signi-
ficativas em algebra.
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Estes polindmios satisfazem a sequinte equagdo diferencial ordindria de sequnda ordem
(1—22)y" — A+ 1D)xy +n(n+21)y =0

em que a derivagio é com respeito a x. Além disso, estes polindmios também podem ser dados
em termos da sequinte fungio geradora

1

o A(A)
= Qi (x)t".
(T

Exemplo 4.1.3 Considere a > |b| pardmetros reais. Escreveremos
n(6) = acos(f) + b
~ 2sin(6)

e definiremos os polindmios de Pollaczek® P,(x;a,b) como sendo dados pela sequinte
fungdo geradora

f(x,w) =f(cos(), w) = i Py(x;a,b)w"

0
=(1- wei@)—%ﬂ'h 0 (1- we—ie)—z—ih(e)
ou ainda, de forma alternativa:

[ee]

flx,w) =1 —2xw—|—w2)_% exp {(ax—l—b) ) %m m1(x)}

m=1

em que Uy,_1 denota o caso especial de polindmio de Gegenbauer com A = 1 (também conhe-
cido como polindmio de Chebyshev* de sequndo tipo). Os polindmios de Pollaczek satisfazem
a segquinte relagdo de recorréncia.

nPy(x) = [(2n — 14 2a)x + 2b|P,_1(x) — (n — 1)P,_»,
paran =2,3,4,... eemque Py = 1e Py = (2a + 1)x + 2b. Note que estes polindmios, sdo

um caso especial dos polindmios ultra-esféricos quando a = b = 0.

Exemplo 4.1.4 Os polinémios de Laguerre® {LSZ“)} so definidos para & > —1 por
/ e_xx"‘L,(f)(x)L,gf)(x)dx =T(a;+1) <n : “) Snm
0
paran,m =0,1,2,....

Além disso, é necessdrio que o coeficiente x™ de Lff‘)(x) de grau n tenha sinal (—1)".

Temos as segquintes equagdes diferenciais
' @1 -x)y oy =0, y=L"(x),

" / & o 27 (@)
Xz +(x+1)z+(n++1—)z:0, z=e *x"2L}Y (x),

2 4x
1)/2 1—-a% 1
u + (n i (D‘;_ )/ + 43; - 4> u=0, U= e"‘/zx(“l)/ZL,(f)(x),

1_ 2
1w
o+ <4n + 20 42— x>+ 4x2> v =0, v =e 2 LW (x2).

3Félix Pollaczek (1892 - 1981) foi um matemético e engenheiro austro-francés com contribuicdes
significativas em teoria dos niimeros, andlise matematica, fisica matematica e teoria de probabilidades.

4Pafnuti Chebyshev (1821 - 1894) foi um matematico russo com contribuigdes em probabilidade e
estatistica, mecanica e teoria dos nameros.

5Edmond Nicolas Laguerre (1834 - 1886) foi um matematico francés com contribuicdes significativas
em geometria, andlise complexa e polindmios ortogonais.
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Uma condigdo necessdria e suficiente para que
xy' + (e +1—x)y + Ay =0,

tenha solugdo polinomial é que A = n. Além disso, L,(f‘) (x) é a tinica solugdo polinomial.

4.2 Polindmios ortogonais associados

Considere {P,(x)} uma familia de polindmios ortogonais monicos gerada pela se-
guinte relacdo de recursividade

XPy(x) = Pyy1(x) + anPy(x) + BnPu-1(x) (4.1)

com n > 0, um inteiro e
Py(x) =1, Pi(x)=x—wp

em que a, éreal, paran > 0e B, > 0paran > 0.

Os polinémios associados {P,(x;c)} de ordem ¢ de P,(x) sdo polindbmios satis-
tazendo as equagdes (4.1) e, substituindo n por n + ¢ dados pela seguinte condicdo
inicial

Po(x;c) =1, Pi(x;c) = x — ac.
Polindmios ortogonais associados ndo satisfazem a mesma funcdo de peso que o
polindmio a que se associam.

Exemplo 4.2.1 Sequindo [Ism05], temos que os polinémios de Jacobi associados P,S“’ﬁ ) (x;0)
tem a sequinte forma explicita

(vy+20)(a+c+1),
(7 + c)un!

i e+ 7 +20) (1—x\*
= c+l Jk(@+c+1) \ 2

k—nn+vy+k+2,a+c¢,c

(D‘ ﬂ)(x,c) _

4 B3

—_
~

a+k+c+1,k+c+1,v+2c—1
em que 4F3 denota uma fung¢do hipergeométrica definida da sequinte forma

. at, ..., ar .| = iMZ—
o, T B by, bt
bi,...,bs "=

em que (a1, ...,am)n = [1jL1(a;j)n (conhecido como fatorial multishifted) definido em ter-
mos de fatoriais shifted (a), =T (a+n)/T(a).

Observacao: Definimos como polindmios ortogonais cldssicos os polindmios
ortogonais que sdo mais comumente utilizados: polindmios de Jacobi (incluindo os
casos ultra-esféricos), polindmios de Pollaczek, polindmios de Laguerre, por exem-
plo. Polindmios ortogonais associados nao sdao polindmios classicos.
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4.3 Algebras DJKM e polinémios ortogonais

Para descrever as relagdes de comutatividade para as algebras DJKM foi necessario
definir a familia de polindmios dada por (3.4):

(6 +2k)Py(c) = 4kcPy2(c) — 2(k — 3) Py _4(c)
em que ¢ = (a®> +b?)/2 ek > 0. Fixe

P(c,z):= Y P(c)z2™* =Y P_a(c)Z".

k>—4 k>0

Rearranjando os termos obtemos que

0 = Yio(6+2k)Pi(c)z" — 4c Lymo kPr2(€)2" + 2 Yoo (k — 3) Py (c)2"
= (—2z7%+8cz2—6)P(c,z) + (2273 —dcz 1 +22) L P(c,2)
+(2z7% —8cz72)P_4(c) — 4cP_3(c)z~' —2P_5(c)z=% — 4P_1(c)z L.

Portanto, P(c, z) deve satisfazer a equacao diferencial

d 3z —4z2 +1 2(P_1+cP_3)z% + P_z% + (4cz> — 1)P_y4

' 2 T T p(e,z) =
dz (c,2) 25 —2cz3 +z (c2) 25 —2cz3 +z

Esta equagédo tem fator integrante dado por

() = .
# 21— 2022 + 24

Podemos impor determinadas condi¢des iniciais para estudar esta familia de polino-
mios, como observado em [CFT13]. A ideia é fixar 3 parametros iguais a zero e outro
parametro igual a 1 com o objetivo de alcancar equagdes diferenciais ordindrias de
grau 4. Os casos analisados serdo apresentados a seguir.

4.3.1 Caso eliptico1l

Considere que P_3(c) = P_5(c) = P_1(c) = 0e P_4(c) = 1, entdo teremos a seguinte
fungao geradora

Poy(c,z) = Y Pyi(c)z®™ =Y P_yp_4(c)Z",
k>—4 k>0

definida em termos de uma integral eliptica

4cz? —1
P_4(c,z) =zV1—2cz2 + 24 ez dz.
22(z

4 — 2022 +1)3/2

Re-indexando as familias de polindmios P_4 , temos que

4ez? —1 -
P_4(c,z) =21 —2cz% + z* / 20 72 dz = Z%)P,M(c)z”
n=

42072 +1

1
=14zt + %26 + %(3262 —5)z8 + %C(SC2 —3)z1°

(OB TE)
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Isso significa que agora P_4(c) = 1, P_41(c) = P_45(c) = P_43(c) = 0. Além de
P_40(c), os primeiros polindmios ndo nulos em ¢ sdo

4 202 —
P_ya(c) =1,P4p(c) = ?Cfpfas(C) = (3C355)
_ 16 2 _ (2048¢* — 1248¢% + 75)
P410(€) = 755¢(8¢* = 3),P-12(c) = — o
Note que, partindo da funcdo geradora,
Z) = Z P*4,k Z+4 prﬁlk alC
k>4 k>0
o 4CQ(3/2)(0) o0 (3/2)(C> B
=21 — 222 + 74 2l () opp1 v Yn (€) apa
zV/1—2cz2 +z <n;o DT 7;_02”_12 ,

em que Q,(f‘) (¢) é o polindmio de Gegenbauer de ordem 7 (veja o Exemplo 4.1.2).

Teorema 4.3.1 ([(CFT13], Teorema 3.1.1) Os polindmios P_y \ satisfazem a seguinte equa-
¢do diferencial:

16(c? — 1)2P{™ +160c(c? — 1)P" — 8(c2(n? — 4n — 46) — n? + 4n + 22) P’
—24c(n® — 4n — 6)P), + (n — 4)*n*P, = 0.

Teorema 4.3.2 ([CFT13], Coroldrio 4.0.2) Os polinémios P_4 , sdo ortogonais nio-cldssi-
cos.

4.3.2 Caso eliptico 2

Considere que P_4(c) = P_3(c) = P_1(c) = 0e P_»(c) = 1, entdo teremos a seguinte
fungdo geradora definida em termos de uma integral eliptica

(c,z —Z\/1—2C22+Z4/ dz.

2cz2 +1)3/2

Re-indexando as familias de polindmios P_y , temos que

1_2CZZ+Z4/ 2cz2—|—13/2 ZP_Z”

Isso significa que agora P_5,(c) = 1, P_3(c) = P_21(c) = P_p0(c) = 0. Além de
P_55(c), os primeiros polindmios ndo nulos em ¢ sdo

1 8¢
Pf e 1 P, = — Pﬁ [
2,2(0) ’ 2,6(C) 5’ 2,8(0) 35’
—7 4+ 32¢2 8c(—29 + 64¢?
P_510(c) = glpfz,u(c) = ( )

105 1155 ’

entao

1 8¢ (=7 —|—32c2) 80(—29+64c2)
2 6 8 10 12 14
P_y(c,z)=z"+ 52 + 35z + 10 z 1155 224+ 0(z*).
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Teorema 4.3.3 ([CFT13], Teorema 3.2.1) Os polindmios P_, j satisfazem a seguinte equa-
¢cdo diferencial:

16(c — 1)2P\) 4+ 160c(c? — 1)P” — 8(c2(n? — 4n — 42) — n? + 4n + 18) P
—24c(n® —4n —2)P) 4 (n — 6)(n — 2)*(n +2)P, = 0.

Teorema 4.3.4 ([CFT13], Teorema 5.0.5) Os polindmios P_; j sio ortogonais com respeito
a alguma fungdo peso.

4.4 Algebras de Krichever-Novikov superelipticas e poliné-
mios ortogonais

Para descrever as algebras superelipticas foi necessario considerar a familia de po-
lindbmios dada por (3.18):

R-1 kI+(-D+1+n+k)m
nol g, — _ ~D+n+tk, 1
tu'dt = 1;:0 < ak< DI+ (1+n) ))t u'dt (mod dR).

De forma a estudar uma varia¢do do caso apresentado na subsecdo anterior, inicia-
remos considerando a curva dada por u” = t* —2ct> + Tem quec € C\ {—1,1} e
m > 2. Fixandol =1lecoma; =a3 =0,a9) = a4 = 1 e a, = —2c, teremos

2c((i +2)m + 2)t+tludt = imti—ludt + (— (i + 4)m — 4)¢+3udt
e se fizermos n = i + 3 obtemos que
(mn +m+4)t"udt = 2c(m(n — 1) 4+ 2)#*2udt — m(n — 3)t"*udt.

Considere Py := Py(c) a familia de polindmios em c satisfazendo a seguinte relagdo
de recursividade

(mn+m+4)P,(c) =2c(m(n—1)+2)Py_2(c) —m(n — 3)P,_4(c) (4.2)
paran > 0. Além disso, definamos

P(c,z) ==Y Pu(c)z"™* =) Py_s(c)z",

n>—4 n>0

e entdo apos o rearranjar os termos, teremos que

[ee]

0= iom(n —3)z"Py_4(c) — (2¢) Zo(mn —m+2)z"P,_»(c)

+ Y (mn+m+4)z"P,(c)
n=0
= (2c(3m —2)z> — 3mz* —3m + 4) P(c,z)(z %) + Py (2¢(2 — 3m)z* +3m — 4) z~*
2P_3 (—2c(m —1)z> +m —2)
3

d
B, Py 4 Bl -3
m( 2cz" +z +1> dZP(c,z)z +
m—4)P_ 4p_
i 2) 21
z z
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Portanto, P(c, z) deve satisfazer a seguinte equacdo diferencial

—6cmz? + 4cz® + 3mz* + 3m — 4
mz (—2cz% +z4 4+ 1)
—(2c(2=3m)z> +3m —4) z7*P_, — 2 (—2c(m — 1)z + m — 2) 2 3P_3 — (m — 4)z *P_r + 4z 'P_4

mz=3 (—2cz2 +z4 +1)

%P(c,z) — P(c,z) =

Esta equagdo possui fator integrante dado por

(2) = ex / B —60mz? + 4cz? + 3mz* + 3m — 4dz
Hlz) =exp mz (—2cz? +z* +1)

~exp ((4 ~3m)log(z) _ log (2% +24 +1) )

m m

1
_2374/711(_2622 + Z4 + 1)1/111 '

A seguir analisaremos o que obtém-se ap6s impor algumas condigdes iniciais. Em
especial, trataremos primeiramente o caso em que m = 3 com a expectativa de,
futuramente, obter resultados similares para o caso genérico.

441 Casol

Considere que P_y = P_3 = P_, = 0 e P_; = 1 e a seguinte func¢do geradora.

z)i= Y Poyp(0)z"™ =) Pqpa(

k>—4 k>0

Esta funcdo geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

1/ dzn1
P 1(c,z):= 23 ( 2c2% + 7 —|—1) m/ 2 ——dz.
m(—2cz2 +z4 + 1)

Em particular, se m = 3 teremos que

P4(c 223/ 2022 + A + 1 4z dz.
)4/3

—2cz2 +z4 +1

4.4.2 Caso?2

Considere que P_y = P_, = P_; = 0 e P_3 = 1 e a seguinte fung¢do geradora.

)= Y Poai(0)z™ =Y Pgiu

k>—4 k>0
Esta fung¢do geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

4
1/ m—3 4 2 1 1) — 2 4
P_3(c,z) := 23_% (—2czz+z4+1) m/z (Z (c(m )+1) : m—+ )dz.
711(—2022+z4+1)frl

Em particular, se m = 3 teremos que

4 21
P_3(c,z) := 23/ —2c22 + 24 + / c ) 73 dz.

325/3 (—2¢cz2 + 24 + 1)




4.4. Algebras de Krichever-Novikov superelipticas e polinémios ortogonais 47

4.4.3 Caso3

Considere que P_y = P_3 = P_; = 0 e P_; = 1 e a seguinte fungdo geradora.

= Y Pooi(0)z?* =Y P i ulc)

k>—4 k>0

Esta fungdo geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

dz.

4
S I 2, A 1/m (4—m)zn?
P_o(c,z):=2""m (—2cz +z +1> / ywre,
Jom (—2cz2 + 244 1)

Em particular, se m = 3 teremos que

1
_ 5/33 2 4
P_o(c,z):=2"""/—2cz2 +z4 + 1 / 4/3dz,

322/3 (=2¢cz2 4+ z4 + 1)

entdo
P_3(c,z) =(28 (¢~ 1))~

2 2 11 1.Z. 2 2 z?
(7(2c 3)2R(c,z)P1< 6<c+\/c 1)Z,C+m

711 z?
3cz'R(c,2)F1 255,75 — 2-1) 25, ———
+ 3¢z (cz)1<633 (c—i— c >z o c2—1>

6
re28 (1) ) S £§><c>—7z2<c<z2—zc>+1>>,

aqui Q(j\l) /»(c) denota o polindmio de Gegenbauer com A = —1/2, ¢; é uma cons-

"6

tante arbitraria, R(c,z) é um "polindmio"® em c e z definido da seguinte maneira,

Roa) = (VET-0)2141) (1= (VAT ) )

e Fi(a;b;c;d) denota a fungdo hipergeométrica de Appell”. A fungdo F; é definida
para |x| < 1e |y| <1 de forma que

i (a)ern(bl)m(bz)n xmyn.

F ﬂ,bl,bg;c,x, —
( y) m,n=0 (C)m+nm!1’l!

44.4 Caso4

Considere que P_3 = P_, = P_; = 0 e P_4 = 1 e a seguinte fung¢do geradora.

= Y Pyi(0)z? =Y Pypulc)

k>—4 k>0

Esta fungdo geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

1/m 20(3m —2)22 — 3m + 4) zin 4
P_4(c,z) := 23 (—2cz2 +2z4 4 1) / (2 ) 1) - dz.
m(—2cz2 +z4 +1)n "

63 rigor nao é um polindmio pois aparecem raizes terceiras

7 Paul Appell (1855 - 1930) foi um matematico francés e reitor da Universidade de Paris



48 Capitulo 4. Polinémios Ortogonais

Em particular, se m = 3 teremos que

2 _
P_4(c,z) := =253/ 2022 + Z4 + / l4cz" =5 dz,

328/3 (—2c22 + 24 + 1)*/°

entao

P_4(c,z) =(28 (> —1))~"
1117 z
2 A 2 2 c
< 63cz°R(c,z)F <6’3’3’6'<C+ ¢ 1)Z’C+m)
1

7 3 z?
272*R(c,2)F1 | 7530 35— 2-1) 2%, ———
+27z (cz)1<6 (c—|— c )z o c2—1>

6
+c128 (¢ — 1) izzn+%Q( %)( )+7<402+9022—9Z4 —4))
1 n .

4.4.5 Equacgdes diferenciais para os Casos 1 e 2

Nesta se¢do continuaremos o estudo do caso particular m = 3, desta forma, faz
sentido observar que, com m = 3 teremos a seguinte relagdo de recursividade.

(7+3n)P,(c) = =3(n —3)Py_4a(c) +2¢(2+3(—1+n))Py_2(c). (4.3)

Para encontrar uma equagdo diferencial linear de ordem 4 que os polindmios do tipo
P_1, e P_3, satisfazem utiliza-se a mesma estratégia encontrada no artigo [CFT13].

Caso 1

Reindexaremos os polindmios da seguinte forma:

(4 53 2, 4 1/3/ z'/3
P_l(c'z)_<3>z sy (—2c22 + 24 +1) 73 ¢ ZP”
2c25 2627 1 1
=23 4 7(:: 1 CSZ + %(20) (14c* - 3) 2 + 53 (2¢%) (20¢* —9) !
4 2 13 14
+ 7935 (2¢) (520¢* — 360¢* 427) 23 4 O (1)

Isto significa que de agora em diante, P_13 =1, P_190 = P_11 = P_1» = 0. Além de
P_13, 0s primeiros polindmios ndo nulos desta familia sdo

2c 2¢2
P—1,5(C) 5’ P_1,7(C) =5
% _ 2 2 2
Po19(c) = zzc (146 = 3), Pon(e) = g5 (202 -9),
2
eP_113(c) = @C(SZOC —360c% + 27).

O objetivo é encontrar familias de equagdes diferenciais lineares em c que estes po-
lindmios satisfazem. Iniciaremos o estudo, considerando a seguinte fun¢do geradora

4 "
Pi(c,z) == ) 223(—2c22 4+ 2* + 1)1/3/ z
3 (=2cz2 +z4+1

1/3

)47 dz

_ (% 25/3(—202% + 24 + 1 1/32 ( )(C)22n+1/3
3 2n+1/3 ’
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em que Q,(f) (¢) é o polindmio de Gegenbauer de ordem n. Estes polindmios satisfa-
zem a seguinte equagdo diferencial linear de segunda ordem:

(1-8) (@@)" = S (@) + (n+ 5 ) n0l0) =0,

Reescrevendo a equacdo expandida de P_1(c, z), obtemos que

3 5/3 2, 4 1/3 4/3) Qi (c) S2n+1/3
- - _ n+
(4> z (—2cz"+z"+1)"/°P_4 2 2n 1/3 , (4.4)

e aplicando o operador diferencial L := (1 — ¢?) % Ued

¢do acima, obtemos que

L(Q¥(0)) =(1—c2)( #0)" - Se (@)
— (n+8/3)nQ}*"” (0).

7 no lado direito da equa-

Chegamos a

L (i 514/3)(C) 2n+1/3> i ( (3n+8) (4/3)(C)) ZZn+1/3

= 2n+1/3 — 3(2n+1/3)

=

i . 5 > (4/3)( )2 173
L\ 2 qenr) 1)~

_1 . _ 5 7? (4/3) 2n+1/3
_2,1;)( "ot 2) n(0)z

_5 s " "
- ZQEIM)( 2n+1/3 _ Z Q4/3 L2n+1/3

=0
=5 S1/3 (4/3 2n _1 4/3 4/3) 2n—1
Ffgener) o g

n=0
4/3
Z ) 2n+1/3
2n+ 1/3
5z71/3 5 1
=-— z + = dz

4(—2e22+ 24+ 1D)Y3 120 22/3 (e 4 24 4 1)

_Lapd 1
47 0z \(—2e2+44+1)Y3 )

Entdo, o membro direito da igualdade (4.4) se torna

5 P z!/3 (14cz* + z* — 15)
4(@BEA(2c2 + A+ DP) T g (ae2 42t 1)
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Aplicando o operador diferencial L ao membro esquerdo de (4.4), obtemos
3P_5(c,z) z1/3 (14c%22 — 11c (24 4+ 1) + 822)
L 5/3 2 4 173 ) — 773 P_5(c,z)
4253 (=22 + 24 4+ 1) 6 (—2cz2 +z4 +1)
18¢%z% — 11c (z* + 1) + 422
475/3 (=222 + 24 +1)*?

> Pl_z(C,Z)

3 (C2 — 1) 1
T <_4Z5/3(_2C22 AL 1)1/3) P25 (c, 2).

Consequentemente
z'/3 (14c%2% — 11c (24 + 1) + 822
( ( 7)/3 ) Pa(e,z)+
6(—2cz22+z4+1)

18c%z% — 11c (z* + 1) + 422\ , 3(c2-1) "
5 i3 | Pralez) - 425/3(—0ca2 1 4 1 1)1/3 PZ5(c )
425/3 (—2cz2 + 24 + 1) 29/3(—2cz2 4+ 24 4 1)

_ 5 P2 + Z1/3 (14022 +z4— 15)
T s ) A a7

que nos da que

22 (14c2? +2* —15) = (~32%2* +38¢ (0 + 2) — 152° — 142" — 15) Pa(c,2)
+3 (18c222 —11c (24 + 1) + 422) (—2c22 + 2%+ 1) P’ ,(c,2)
—9(c*—-1) (—Zcz2 + 24+ 1)2 P’5(c,z).

Expandindo esta féormula detalhadamente e denotando P_; ; por P_; obtemos que

0= —15P,_g +38cP;_¢ + (—32c> — 14) P,_4 + 38cP,_» — 15D,
—33cP}_g + (—108c®> — 90c) P, + (120c* +12) P, _,
+ (120¢* +12) Pj,_, — 33¢P,
+9(1—¢*) (P g+2(2c*+1) P/, —4cP] ¢ —4cP) , + P)).

(4.5)

Agora, mudaremos n para n + 4 e diferenciaremos as rela¢des de recursividade da-
das por (4.2),

0=2c(3n—1)Py,_2+3(3—n)Py_s — (3n+7)P,,
para obter que
0=2c(3n+11)Py4p —3(n+1)P, — (3n +19) Py 14, (4.6)

0=2c(3n+11)P, , —3(n+1)P, + (=3n —19)P, 4+ (6n +22)Pyia,  (4.7)

0 =2c(3n+ 11)P,’1’+2 +43n + 11)P,/l+2 —3(n+1)P) — (3n+ 19)P,’1’+4. (4.8)
Fazendo com que n = n — 8 na tdltima equacgao, teremos que

0=2c(3n—13)P) ¢ +4(3n —13)P,_ —3(n—7)P)_ g+ (5—3n)P)/_,.
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Multiplicando a equacdo (4.5) por (—7 + n) e adicionando-a a 3(1 — ¢?) multiplicado
pela equagdo acima, obtemos que

0=—15(n—7)P,_g —33c(n —7)P_4
+38c(n — 7)Py_g + 12 (c*(7n — 57) +4(n — 5)) Ph_¢ + 6¢ (c* — 1) (3n —29)P}/_¢
—2(16¢* +7) (n — 7)Py_g — 18¢ (6¢* +5) (n — 7)P,,_,
—3(c*—1) (12¢*(n—7) +3n—37) P},
+38c(n —7)Py—p +12 (10c* + 1) (n — 7)P,_, + 36¢ (* — 1) (n = 7)P}_,
—15(n—7)P, —33c(n —7)P, — 9 (c* — 1) (n — 7)Py.
Fazendo com que n = n — 8 em (4.7), obtemos que
0=2c(3n—13)P,_¢ —3(n—7)P,_g+ (5—3n)P,_, + (6n —26)P,_q.
Multiplicando esta equagdo por (—11c) e adicionando-a a tltima equagéo, teremos
que
0=—15(n—7)Py_s
+4c(5 — 7n)Py_¢ + (2¢*(9n — 199) +48(n — 5)) Pj_¢ + 6¢ (c* — 1) (3n — 29) P
—2(1662+7) (n —7)Py—_g + ¢ (—108¢*(n — 7) — 57n + 575) P,,_,
=3(*=1)(12*(n—7)+3n—37) P,
+38¢c(n — 7)Py_ + 12 (10c? + 1) (n — 7)P,,_, + 36¢ (c* — 1) (n — 7) P,
—15(n—7)P, — 33c(n —7)P, —9 (c* — 1) (n — 7)P}.
Fazendo com que n = n — 8 em (4.6), obtemos que
0=2c(3n—13)P,_¢ —3(n—7)Py_g + (5 —3n)P,_4.

Finalmente, se multiplicarmos esta altima equagédo por (—5) e adicionando-a & equa-
¢do anterior, teremos que

0= (2c*(9n —199) +48(n — 5)) Pj_¢ + 6¢ (c* — 1) (3n —29) Py,
+ (=32¢*(n —7) +n +73) Py_s + ¢ (—108¢*(n — 7) — 57n + 575) P} _,
—3(c*—1) (12c*(n—7)+3n—37) P,
+2¢(75 — 29n) Py + 38¢(n — 7)Py_p + 12 (10c* + 1) (n — 7) P} _,
+36c (¢ —1) (n—7)P)_,
—9(c*=1) (n—7)P) —33c(n—7)P, — 15(n — 7)Py.

Esta é uma equagdo sem P,_g. Agora nds faremos procedimento similar para elimi-
nar os termos do tipo P,_¢. Fazendo com que n = n — 6 em (4.8), teremos que

0=2c(3n—13)P,_¢—3(n—7)P,_g+ (5—3n)P,_, + (6n —26)P,_s.
Multiplicando esta equagdo por (2¢ (¢ — 1) (3n — 29)) e adicionando-a a (—5 + n)
multiplicado pela equagédo anterior, obtemos que

0 =2c(n —5)(75 —29n)Py_¢ + (n — 5) (2c*(9n — 199) + 48(n — 5)) P _
+(n—5) (=32c*(n —7) +n+73) Py

— ¢ (4c*(9(n — 12)n +539) + n(129n — 1724) + 4499) P, _,

— (c*—1) (448¢* +3(n—5)(3n —37)) P,

+38¢c(n—7)(n —5)Py_n + 12 (10c* + 1) (n — 7)(n — 5)P,_,

+2¢ (c* — 1) (3n(3n — 44) 4+ 659)P)_,

—15(n —7)(n —5)P, —33c(n —7)(n —5)P, =9 (c* — 1) (n—7)(n — 5)Py.
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De (4.7), com n = n — 6 temos que
0=2c(B3n—7)P,_, —3(n—5)P,_¢+ (—3n—1)P,_, + (6bn —14)P, 4

Multiplicando esta equagéo por (2c¢?(9n — 199) +48(n — 5)) e adicionando-a a equa-
¢do anterior multiplicada por 3, obtemos que
0=+6c(n—5)(75—29n)P,_¢
+ 114c(n = 7)(n — 5)Py_3
+2 (c*(3n(51n — 524) + 6499) — 6(n — 5)(9n +25)) P;_,
+6¢c (¢ —1) (3n(3n —44) + 659)P;_,
+ (4c2(3(n — 124)n + 553) + 3(n — 5)(97n — 151)) P, _4
— ¢ (448¢%(3n +2) + 9n(11n — 340) + 10137) P,,_,
—3(c*—1) (448c* +3(n —5)(3n — 37)) Py,
—45(n—7)(n —5)Py; —99¢(n —7)(n — 5)P,
—27(c*=1) (n—7)(n—5)P;.

De (4.6), com n = n — 6 temos que
0=2c(3n—7)P,_4—3(n—5)Py—6+ (—3n—1)P,_»

Multiplicando esta equacdo por 2¢(75 — 29n) e adicionando-a a equagdo anterior,
obtemos que

0= (112c*(n(2 — 3n) + 1) + 3(n — 5)(97n — 151)) P4
— ¢ (448¢*(3n +2) + 9n(11n — 340) + 10137)
—3(c* — 1) (448c* 4+ 3(n — 5)(3n — 37))
+32¢(n(9n — 55) + 120) P,
+2 (c*(3n(51n — 524) + 6499) — 6(n — 5)(9n +25)) P _,
+6¢ (c* — 1) (3n(3n — 44) + 659)P;,_,
—45(n —7)(n—5)Py; —99¢(n —7)(n —5)P,
—27(c*=1) (n—7)(n—5)P).

A equagdo acima ndo tem indice n — 6. Agora, queremos eliminar os indices n — 4.
De (4.8) com n = n — 4 obtemos que

0=2c(3n—1)P" 5+ (12n —4)P, ,+ (9—3n)P/ .+ (—3n —7)P.

Multiplicando esta equagao por (c? — 1) (448¢% + 3(n — 5)(3n — 37)) e adicionando-
aa (3 — n) multiplicado pela equagédo anterior, obtemos que

0=+ (3—n) (112c*(n(2 —3n) + 1) + 3(n — 5)(97n — 151)) P,_4
—c(3—n) (448¢*(3n +2) + 9n(11n — 340) + 10137) P, _,
2 (896c4(3n —1) +c*(n(3(359 — 33n)n — 10261) + 19283) + 672(n — 5)(n — 1)) ! s
—32¢(n —3)(n(9n —55) +120)P,_»
+8%c (¢ —1) (*(3n —1) —3(n—4)) P}/,
+45(n—7)(n—5)(n —3)Py, +99¢c(n —7)(n—5)(n—3)P,
—448 (¢* 1) (*(3n+7) —3(n—5)) P/
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De (4.7) com n = n — 4 obtemos que
0=2c(B3n—1)P,_,+(9—3n)P,_,+ (—3n—7)P, + (6n —2)P,_».

Multiplicando esta equagéo por ¢ (448¢2(3n + 2) + 9n(11n — 340) + 10137) e adicio-
nando-a a equagado anterior multiplicada por 3 obtemos que

0=3(3 —n) (112c*(n(2 —3n) + 1) +3(n — 5)(97n — 151)) P,_4

+2¢ (448¢* (9n® + 3n — 2) — 3n(n(45n + 1781) — 6597) + 7143) P,
+ 448 (2c4(3n —1)(3n+8) + 32 (n(4 — 9n) +71) + 9(n — 5)(n — 1)) P,
+2688c (c* —1) (*(Bn—1) —3(n—4)) P/,
+135(n —7)(n —5)(n —3)P,
—448¢ (*(3n +2)(3n +7) — 9n(n + 3) +228) P,
— 1344 (> — 1) (c*(3n+7) —3(n —5)) Py

De (4.6) com n = n — 4 obtemos que

0=2c(3n—1)P,_»+ (9 —3n)Py_s + (=31 —7)P,.

Multiplicando esta equagdo por — (112¢%(n(2 —3n) + 1) + 3(n — 5)(97n — 151)) e
adicionando-a a equagao anterior, obtemos que

0=224c(n+1)(3n+7) (*(3n —1) —3(n —4)) P,_»
+ 448 (2c4(3n —1)(3n + 8) +3c%(n(4 — 9n) +71) +9(n —5)(n — 1)) '
+2688c (c* —1) (*(Bn—1) —3(n —4)) Py
) —

—112(n —1)(3n +1) (c? (3n+7 3(n — ))
— 448¢ (c*(3n +2)(3n +7) — 9n(n + 3) +228) P,
— 1344 (> —1) (¢*(3n+7) —3(n—5)) Py,

que pode ser reescrita como

0=+2c(n+1)3n+7) (*(3n—1) —3(n—4)) P,_»
—|—4<2c4(3n—1)(3n—|—8)—|—3c2(n(4—9n)—|—71)+9(n—5)(n—1)> '
+24c (¢ —1) (*(Bn—1)—3(n—4)) P/,
+(1-n)(Bn+1)(*Bn+7)—3(n—5)) P,

—4c (c*(3n+2)(3n +7) —9n(n +3) +228) P,
—12(c=1) (*(Bn+7) —3(n—5)) Py.

(4.9)

Agora reduzimos o problema a analisar uma equacao diferencial com apenas indices
do tipo n e n — 2. Para reduzir isto a uma equacao diferencial linear ordinaria com
indice apenas n, precisaremos de mais equacdes para cancelar todos os termos que
ndo tenham apenas indice n. De (4.8) com n = n — 2 obtemos que

0 =2¢(3n+5)P! +4(3n+5)P. + (3—3n)P!_, + (—=3n — 13)P/,,.
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Multiplicando esta tltima equacéo por —8¢ (¢? — 1) (c?(3n — 1) — 3(n — 4)) e adicionando-
a a equagdo anterior multiplicada por (1 — n) obtemos que
=—2c(n+1)(Bn+7)(n—1) (*(3n — 1) = 3(n —4)) Py
+4(1-n (2 (31— 1)(3n + 8) + 3c2(n(4 — 9n) +71) +9(n—5)(n—1)) P,
+8c(c?—1) (3n+13) (*(3n —1) —3(n —4)) Py,
+(Bn+1)(n—1)*(*Bn+7) —3(n—5)) P,
+4c (—8c*(3n —1)(3n +5) + 2(n(9n(n + 18) — 85) — 534) — 9n(n(n + 10) — 47) +252) P,
+4 (A1) (—4c4(3n —1)(3n+5) +92(n(5n — 8) — 29) — 9(n — 5)(n — 1)) P

De (4.7) com n = n — 2 obtemos que
0=2c(3n+5)P, + (3—3n)D,_, + (—3n —13)P;_, + (61 4 10)P,.
Multiplicando esta equagdo por
4(9(=5+n)(—=1+n) +2c*(—1+3n)(8 4 3n) +3c*(71 + (4 — 9n)n))
e adicionando-a a equagdo anterior multiplicada por (—3) obtemos que

0=+6c(n—1)(n+1)(3n+7) (c*(3n —1) —3(n—4)) P,»
+4(—3n—13) <2c4(3n —1)(3n+8) +3c2(n(4—9n) +71) +9(n — 5)(n — 1)) P,
—24c (> —1) Bn+13) (*(3n — 1) —3(n—4)) P},
+ (16¢*(3n — 1) (3n + 5) (31 + 8) — 3c2(n(n(3n(3n + 74) + 232) — 1854) — 2833)
+9(n—>5)(n—1)(n+3)(3n+13))P,
+4(43n —1)(3n +5)(3n + 14) +3c3(n(551 — 3n(21n + 76)) + 1244)
+9c(n(n(9n +4) — 171) — 34)) P,

—12(2—1) (—4c4(3n —1)(3n 4 5) +9c2(n(5n — 8) —29) — 9(n — 5)(n — 1)) P
Agora vamos eliminar os termos do tipo P,_, multiplicando (4.6) comn =n — 2
0=2c(3n+5)P, + (3—3n)Py_2+ (—=3n —13) P>
por
2c(n+1)(3n+7) (*(3n —1) — 3(n — 4))

e adicionando-a a equagdo anterior para obter

0=—2c(n+1)Bn+7)(3n+13) (*(3n —1) —3(n —4)) Pyso
+4(—3n—13) <2c4(3n —1)(3n+8) +3c2(n(4 — 9n) +71) +9(n — 5)(n — 1)) P,
—24c (*—1) (3n+13) (*(3n—1) —3(n —4)) P/,
+ (n+3)(3n+13) (4c4(3n —1)(31+5) +9c2(n(8 — 51) +29) +9(n — 5)(n — 1)) P,

+4(4c®(3n — 1)(3n +5) (3n 4 14) + 3¢ (n(551 — 3n(21n + 76)) + 1244)
+9c(n(n(9n +4) —171) — 34))P,,

—12(2—1) (—4c4(3n —1)(3n+5) +9¢2(n(51 — 8) — 29) — 9(n — 5)(n — 1)) P/
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Fazendo n = n — 2 na equagdo acima, obtemos que

0=(n+1)3n+7) <4c4(3n(3n —8)+7) —9c2(n(5n —28) +7) +9(n — 7)(n — 3)) Pus

+4(4c® (27n® — 171n 4 56) + 3¢ (n(3n(50 — 21n) + 707) — 266)
+9c(n(n(9n — 50) — 79) +252))P,_,

—12(c* — 1) (—4c*(3n(3n — 8) +7) + 9c*(n(5n — 28) +7)
—9(n—7)(n—3))P/,

—2c(n—1)(Bn+1)(3n+7) (c*(3n —7) —3(n—6)) P,

+4(-3n-7) <2c4(3n —7)(3n+2) +3c*(n(40 — 9n) +27) +9(n — 7)(n — 3)) P

—24c (> —1) (Bn+7) (c*(3n —7) —3(n—6)) P;.
Podemos comparar esta equagdo a equagdo (4.9)

0=+2c(n+1)(3n+7) (c*(3n —1) —3(n —4)) Py_»
+4 <2c4(3n —1)(3n+8) +32(n(4—9n) +71) +9(n — 5)(n — 1)) '
+24c (> —1) (*Bn—1)—-3(n—4)) P/,
+(1—=n)Bn+1)(*(Bn+7) —3(n—5)) P,
—4c (*(3n+2)(3n +7) — 9n(n +3) +228) P,
—12(*—1) (*(Bn+7) —3(n—5)) P}

(4.10)
O nosso objetivo é eliminar os termos do tipo P/ ,, os termos do tipo P, _, e final-
mente os termos P,,_» para chegar em uma equagéo diferencial com apenas P, e suas
derivadas. Primeiro iremos diminuir o grau de ¢ no polindmio em frente de P}/ ,
Multiplicaremos esta equagdo por c¢(14 — 61) e adicionaremos ela a equagdo anterior

para obter

0=-3n-7)(n+1)Bn+7) (*(Bn+13) —3n+9) Py
—12¢ (c*(n —7)(3n +8)(3n + 13) — 91 + 5791 — 966) P,_,
—36(c*—1) (n—7) (*(3n+13) —3n+9)
+66¢c(n—7)(n—1)3n+1)P,
+12(n—7) (¢ (9n* — 6n +179) — 9n* + 6n + 63) P,
+792¢ (¢ —1) (n —7)Py.

Caso n # 7, teremos que

0=—(n+1)(3n+7) (c*(3n+13) —3n+9) P,»
—4c(*(3n+8)(3n+13) —9n(n+7) +138) P, _,
—12(c* = 1) (*Bn+13) —3n+9) Py,
+264c (2 — 1) P/

+4 (c* (9n* — 61+ 179) — 9n* + 61 + 63) P,
+22¢(n—1)(3n+1)P,.

4.11)

Diminuiremos o grau do polindmio em ¢ em frente de P}/ , mais uma vez multi-
plicando a equagdo anterior por (2c(—1+ 3n)) e adicionando o resultado & (4.10)
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multiplicada por (13 + 3n) para obter

0=—66c(n—5)(n+1)Bn+7)P,—»
—12(n—5) (c* (9n* +30n +203) —3(n —1)(3n +13)) P, _,
—792c (> —1) (n —5)P}_,
—3(n—5)(n—1)(3n+1) (3c*(n—3) —3n —13) P,
+12¢c(n —5) (3¢*(n — 3)(3n — 4) — 9n* + 391 + 206) P,
—36(c*—1) (n—5) (3c*(n —3) —3n—13) P;.

Portanto, se n # 5 e n # 7, teremos que

0=—66c(n+1)(31+7)Py 2
— 12 (c* (9n* 4+ 30n +203) —3(n — 1)(3n + 13)) P, _,
—792¢ (¢* —1) P},
+12¢ (3¢*(n — 3)(3n — 4) — 9n* + 391 + 206) P,
—36(c*—1) (3c*(n—3) —3n —13) P/
—3(n—1)(3n+1) (3c*(n — 3) — 3n — 13) Py.

(4.12)

Podemos reescrever a equacgdo acima como

0=—22c(n+1)(Bn+7)P,—»
+ (12(n — 1)(3n + 13) — 4c* (9n* + 301 +203)) P,
—264c (¢ —1) P},
—(n—1)(3n+1) (3c*(n—3) —3n—13) P,
+4c (3¢*(n — 3)(3n — 4) — 9n® + 391 + 206) P,
—12(c*—1) (3c*(n—3) —3n—13) D).
Abaixamos o grau de ¢ no polindmio em frente de P/’ , mais uma vez multiplicando
esta ultima equagdo por (c(13 + 3n)) e adicionando & equagdo (4.11) multiplicada
por (—22) para obter
0=—66(n—3)(n+1)(3n+7)P2
—12¢(n —3) (3¢*(n — 1)(3n + 13) — 3n(3n + 10) + 281) P,_,
—792(c*—1) (n—3)P}_,
+12(n —3) (¢*(3n —4) (*(3n +13) —3n —35) +22(3n +7)) P,
—36c (c* — 1) (n—3) (c*(3n +13) — 3n — 35) P/
—3c(n—3)(n—1)(3n+1) (*(3n +13) — 3n — 35) P,.

Portanto, se n # 5, n # 7 e n # 3 teremos que

0=—22(n+1)(3n+7)P,_»
—4c (3¢*(n —1)(3n +13) — 3n(3n + 10) + 281) P,_,
—264(c*-1) P,
—c(n—1)(3n+1) (c*(3n+13) — 3n — 35) P,
+ (4c*(3n —4) (*(3n +13) —3n — 35) +88(3n + 7)) P,
—12¢ (¢* — 1) (c*(3n +13) —3n — 35) P;/.

(4.13)
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Agora queremos eliminar os termos com P)_,. Isso sera feito multiplicando a equa-
¢do anterior por (—3c¢) e adicionando o resultado a equagéo (4.12) para obter

0=3(c2—1)"(n—1)(3n+1)(3n +13)P,
—12c (2= 1) (3n — 4)(3n + 13)P,
+36 (c2—1)° (3n+13)P!
+36 (2 —1)" (n—1)(3n+13)P,_,.
Comoce C\{-1,1}en#5n#7,n#3en # —13/3 teremos que
0=12(c*—1) P}/ +4c(4—3n)P, +12(n —1)P)_,+ (n—1)(3n+1)P,.  (4.14)
Se diferenciarmos esta equagdo em relagdo a c, obteremos que
0=12(c2—1) P +4c(10 — 3n) P! + (n — 3)(3n — 5) P, + 12(n — 1)P/__,.
Agora, eliminaremos o termo do tipo P;,_,. Multiplicaremos a equagédo anterior por
22(1 — ¢?) e a adicionaremos a (4.13) multiplicada por (—1 + 1) para obter
0=—22(n—1)(n+1)(3n+7)P,_,
—4c(n—1) (3¢*(n —1)(3n +13) — 3n(3n + 10) +281) P, _,
—c(n—1)*(3n+1) (c*(3n + 13) — 3n — 35) P,
+(22(c*=1) (n—3)(3n—5) + (n—1)
(4c*(3n —4) (c*(3n +13) — 3n — 35) +88(3n+7))) P,
+4c (2 —1) (=3c*(n — 1)(3n + 13) + 9n* + 30n + 115) P}/
+264 (2—1)7P,0).
Multiplicando a equacgao (4.14) por
(—c (9¢*n® + 30c*n — 39¢* — 9n? — 30m + 281))

e adicionando-a a (—3) multiplicado a equagédo anterior, obtemos que

O=+6(n—-1)(n+1)Bn+7)P,—»
—2c(n—1)(3n+1)(3n +8)P,
(2¢*(9n(3n + 10) — 173) — 6 (9n* +30n — 43)) P,
—432c (c*—1) P}
—72(2-1)"P,®.
Se diferenciarmos a equagdo acima em relagdo a ¢ obtemos que
0=3(n—1)(n+1)Bn+7)P,_,— (n—1)(3n+1)(3n+8)P,
+¢(n(199 —9(n — 4)n) — 338)P,,
+ (c*(9n(3n + 10) — 821) — 9n(3n + 10) + 345) P,/
~36(c—1)* P, —360c (2 —1) P,®.
Agora, multiplicando esta equagdo por (—4) e adicionando-a a equagéo (4.14) mul-

tiplicada por (n + 1)(3n + 7) obtemos uma equagédo diferencial ordindria linear de
ordem 4 satisfeita pelos polindmios P,. Provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.4.1 Os polindmios P, = P_1 , satisfazem a sequinte equagdo diferencial linear
ordindria de ordem 4.

144 (> = 1)* P, + 1440c (¢ — 1) P,®

— 8 (c* (9n* +30n — 421) — 3n(3n + 10) + 183) P/

—24¢ (9n* +30n — 61) P, + (n —1)(n +3)(3n +1)(3n + 13) P, = 0.
Caso 2
Reindexaremos os polindmios P_3, da seguinte forma:

4 1/3 0
P_3(c,z) =223/ —2cz2 + 24 +1 / 3 z e dz =) P_3,(c)z".
n=0

—2cz2 4+ z4 41

Isto significa que P_37 = 1,e P39 = P30 = P33 = P_34 = 0 e P_3, satisfaz a
seguinte relacdo de recursividade

(7 +3n)P,(c) = =3(n —3)Py_4a(c) +2¢(2+3(—1+n))Py_2(c).

Os primeiros polindmios ndo nulos em c sdo

3 3c
P_35(c) 5 P_37(c) = 5
3 3
P 39(c) = = (14¢* - 3), P_311(c) =€ (20c* —9),

e P_313(c) = 3/935(27 — 360c? + 520c*)

e entao,
P_3(c,z) =z + 32 + 3¢z’ - El (14c* —3)2° + l(?;c) (20c? —9) z1
—3\E ey 5 ' 55 55
3 4 2 13 14
+ o5 <5200 360c +27>z +o<z )

Depois de uma andlise muito similar e tdo longa quanto a do Caso 1 chegamos no
seguinte resultado que expressa a mesma equacao diferencial de ordem 4.

Teorema 4.4.2 Os polindmios P, = P_3, satisfazem a sequinte equagdo diferencial linear
ordindria de ordem 4.

144 (¢ —1)* P, + 1440¢ (¢ — 1) P,
— 8 (c® (9n* +30n — 421) — 3n(3n + 10) + 183) P/
— 24c (9n* 4+ 30n — 61) P, + (n —1)(n +3)(3n + 1)(3n + 13) P, = 0.

4.4.6 Polinémios ultraesféricos associados
Os polindmios P_1 , e P_3 , satisfazem a seguinte relagdo de recursividade
(3n —5)P;,_4 =2c¢(3n —13)Py—6 + 3(7 — n)P,_g

Note que, em ambos o0s casos os polindmios com indices pares sao nulos. Agora,
vamos reescrever a equagdo aicma com n = 2n + 1 e considerando gs(c) := Pasys.
Entdo teremos que

(6n —2)gy—4 = 4c(3n —5)g,—5 + 3(6 — 21)qu—6
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em que gs = gs(c). Reescrevendo novamente considerando n = n + 5, obtemos que
2c(3n 4+ 10)g, = (31 + 6)gu_1 + (31 + 14) 11 (4.15)

Para o caso g; = P_37s45 temos que

go2=P3;=1, qo=P 35 = %,
q1=Ps;="%, g2 = P39 = 2 (14c* - 3),
g3 = P_311 = 2 (20c2 = 9), qs = P_313 = 535 (520c* — 360c? 4 27) .

Mostraremos que esta familia é um caso especial de polindmios ultraesféricos asso-
. . v 21 PN .
ciados. Para c e v duas constantes complexas, seja C,S )( X; ¢) a familia de polindmios

ultraesféricos associados com condigdes iniciais Cg’l) (x;c) =0e C(()V) (x;c) = 1 defi-
nidos como a familia que satisfaz a seguinte relagdo

2x(n+v+c)C (x;¢) = (n+c+1)C (xie) + v+ n+c—1)C, (x;0).

Entdo definindo na equacdo acima c = 11/3 e v = —1/3 obtemos a mesma relagao
de recursividade descrita em (4.15). Portanto, podemos concluir que os polindmios
do tipo P_3 , sdo um caso especial de polindmios ultraesféricos associados.

Considere a, B, c € C constantes e os polindmios de Jacobi associados P,sa’ﬁ ) (x;¢)
definidos como a familia que satisfaz a seguinte relagdo de recursividade

2+ 1)(n+e+7)(2n+2 47— pray

=2n+2c+9)(2n+2c+vy—-1)2n+2c+y+1)x
+r=1D(r—=26-1))px
—2m+ct+y—p-1m+c+p)(2n+2c+7+1)pp,

emquen € N,y =a+p+1, PE“l’ﬁ) (x;c) = O;Pé“’ﬁ) (x;¢) = 1. Seguindo [CFT13], é
possivel verificar que os polindmios ultraesféricos associados se relacionam com os
polindmios de Jacobi ultraesféricos por intermédio da seguinte relagdo

(U+C+ %)Yl )

P2 A (i By = v to), x:P)

A funcéo peso para os polindmios ultraesféricos associados também é conhecida e é

dada por

(2sint)?P~ 1T (A + )
2nT(2B+ )T (y+1

2 L2
pleost) = F LR -pr+pie)
para0 <t < meemqueF (a,b;c;z) é afungdo hipergeométrica

21:1 (61, b,‘ c, Z) = i)(a)(z)(f)”zn'

Teorema 4.4.3 Os polindémios P_3 ,sdo polindmios ortogonais nio-classicos.
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Demonstragdo: Resgatando o que ja foi apresentado na Segdo 4.2, os polindmios
de Jacobi associados satisfazem a seguinte equagdo diferencial de ordem quatro

Ao(x)y") + A1 (x)y" + Az (x)y" + As(x)y + As(x)y =0,

em que
Ap(x) = (1 —x2)%,
Aq(x) = 10x(x* — 1),

Az(x) =3(1 —x)(2K+2C +9* =5) —6(K+ C+ay+p—2),
nn+2)(n+y+2c)(n+y+2c—2),

K=@n+c)(ntvr+ec), C=(c-1)(ct+a+p)

No caso dos polindmios g,,(x) = P_3a,45(x) = C;/3(x,11/3) paran > —1, a
equacao diferencial de ordem 4 que chegamos tem a forma

(96(n(3n +20) + 16) — 16x*(6n(3n + 20) — 23)) q/1
+144 (2 — 1)% g, + 1440x (x* — 1) g, — 48x(6n(3n +20) + 157)q),
+16(n+2)(n+4)(3n+8)(3n +14)q, = 0.

Para n = 2 temos que g2(x) = 3(14x? — 3), juntando esta informagdo a equagdo

acima, obtemos que
16x> —3 = 0.

Teremos quec =11/3,v=-1/3,a == -5/6ey=-2/3

Az(x) = = (—6n(3n +20) (x> — 1) — x(73x +462) + 304)

O| =

Az(x) = —%(611(311 +20) +253)x

As(s) =n(n+2) <n+ 134) <n+ 230>

Quando n = 2 vemos que A(x) é diferente do coeficiente correspondente e g»(x) =
2 (14x? — 3) ndo satisfaz a equagdo acima. Entdo as familias de equagdes diferenciais
de ordem 4 encontradas neste trabalho sdo diferentes daquelas apresentadas por
Ismail em [Ism05] para polindmios ultraesféricos associados, confirmando o que foi
observado em [CFT13]. O

Procedendo de forma similar podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.4 Os polindmios P_; ,sdo polindmios ortogonais nio-cldssicos.

4.4.7 Ortogonalidadede P_;,eP_3,

Os polindémios do P_; , e P_3 , satisfazem a mesma relacdo de recursividade e equa-
¢do diferencial de ordem 4, mas tem condig¢des iniciais diferentes. Sendo assim, sabe-
mos imediatamente que sdo polindmios ultraesféricos associados. Aqui provaremos
de forma independente que estes polindmios sdo ortogonais. Considerando que
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gs(c) = P_12s4+1, desejamos polindmios com indice n igual ao grau do polindmio,
entdo iremos definir que
4, =4qn-1, n=0.

e ignorando os "primeiros"dois polindmios 41 e g, teremos que

22

qgo=1 qlz%/ 4 = %5 73:%C(14C2_3)

e tendo a relacdo de comutatividade para P, dada por
(Bn+7)P, =2c(3n —1)P,_2 +3(3 —n)P,_4,

entdo
(B3n+7)P, =2c¢(3n —1)Py—2 +3(3—n)P,_4,

ou

2c(3n + 4)Jn41 = 3ndn + (314 8)Gni2,

em que os polindmios 7, sdo de grau n em c. Considere o seguinte resultado.

Teorema 4.4.5 ((CFT13], Teorema 5.0.4) Seja {p,,n > 0} uma sequéncia de polindmios
em que py, é um polindmio de grau n satisfazendo a sequinte relagio de recursividade

XPn = An1Pns1 + bnpn + cn—1pn-1,n =0,1,2,...,

para niimeros complexos a,y1, by, c,—1, n = 0,1,2,... e p_1 = 0. Entdo {pn,n > 0}
é uma sequéncia de polindmios ortonormais com respeito a uma (iinica) fungdo de peso se e
somente se b, € Rec, = 41 7 0 para todon > 0.

Teorema 4.4.6 Os polindmios P_q ,(c) sdo ortogonais com respeito a alguma fungdo de
peso.

Demonstragdo: Para mostrar que estes polindmios sdo ortogonais é suficiente ve-
rificar a existéncia de uma familia de polindmios ortogonais f, e constantes A, tais
que g, = A, fy para todo n. Temos a seguinte relacdo de recursividade para f:

2c(3n +4) fus1Ane1 = 3nfudy + (31 4 8) furoAnio

ou
(31 + 8) fut2Ans2 (3n) furn
2030+ 4 A1 2031+ 4)Ayie

Cf n+1 =
paran > 0. Considere

A, = o C18) fuiada
T 2Butd) A’ T2 T T 2@Bn44)A

Entdo A,, = C,,_1 se e somente se

(B =1 +8)furihuss _ (3n)fuks

2(3(n—1) + 4)A, 2(3n + 4) Ay

" o ((Bn+4)(Bn+5)fu1) /\%-&-1'

" 3n(3n+1)fx

Tomando Ay = 1 podemos encontrar uma familia de constantes A,, que satisfazem
esta relagdo. Portanto, pelo Teorema 4.4.5, os polindmios f, formam uma familia de
polindmios ortogonais em relagdo a alguma medida e portanto, os polindmios sdo
ortogonais. O

A
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De forma similar podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.7 Os polindmios P_3,/(c) sdo ortogonais com respeito a alguma fungio de
peso.

O leitor pode desejar comparar as equagdes diferenciais obtidas em [CFT13] e
neste trabalho.
Equacoes obtidas do caso DJKM
Em [CFT13] é obtida uma familia de polindmios ortogonais e ndo-cldssicos que sa-
tisfaz a seguinte equagdo diferencial de ordem quatro:
16(c2 — 1)2P{™ +160c(c? — 1)P" — 8(c2(n? — 4n — 42) — n? + 4n + 18) P’
—24c(n® —4n —2)P, + (n — 6)(n —2)*(n +2)P, = 0.
Além disso, no mesmo trabalho é obtida uma familia de polindmios ortogonais e
ndo-cldssicos que satisfaz a seguinte equagdo diferencial de ordem quatro:
16(c2 — 1)2P{™ +160c(c? — 1)P" — 8(c2(n? — 4n — 46) — n? + 4n + 22) P’
—24c¢(n® —4n — 6)P, + (n — 4)*n*P, = 0.

Equacao obtida neste trabalho

Neste trabalho sdo obtidas duas familias de polindmios ortogonais e nao-classicos
que satisfazem a seguinte equagdo diferencial de ordem quatro

144 (¢ —1)° P, + 1440¢ (¢ — 1) P,®

— 8 (c* (9n* +30n — 421) — 3n(3n + 10) + 183) P/
—24c¢ (9n* +30n — 61) P + (n — 1) (n +3)(3n + 1) (3n + 13) P, = 0.
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Capitulo 5

Representacoes de algebras de
Krichever-Novikov

As élgebras de Lie afim sdo o tipo de dlgebras de dimensdo infinita de Kac-Moody
mais estudadas. Uma das razdes pelo interesse por estas algebras é a rica teoria de
representacdes que pode ser desenvolvida de forma ainda mais complexa do que
a de élgebras de Lie simples de dimensao finita. Em particular, as algebras de Lie
afim possuem moédulos irredutiveis que contém espagos de peso de dimensao finita
e infinita, algo que nao pode ocorrer no contexto de algebras de dimensio finita. E
possivel decompor as dlgebras de Lie afim em parti¢des que ndo sdo padrdo (veja
[Fut97]). A cada particdo é possivel corresponder uma subalgebra de Borel e é possi-
vel formar representagdes induzidas por médulos de dimensdo 1 dessas subélgebras
de Borel. Estes médulos obtidos sdo chamados de médulos do tipo Verma e foram
estudados a principio por Jakobsen e Kac (veja [JK89]) e por Futorny (veja [Fut96] e
[Fut97]).

A classificacdo de médulos irredutiveis é conhecida apenas para médulos com
espagos de peso de dimensdo finita (veja [FT01]) e para algumas subcategorias de
modulos induzidos com apenas alguns espagos de peso de dimens&o infinita. Neste
capitulo, seguindo o trabalho de Bekkert, Benkart, Futorny e Kashuba (veja [Bek+13]),
definimos a algebra hipereliptica de Heisenberg como a subélgebra de uma élgebra
de Krichever-Novikov hipereliptica. Esta estrutura possui espagos de peso com di-
mensao infinita. Consideramos algebras do tipo Borel diferentes das usuais, par-
tindo de uma decomposicdo de g ndo-usual. Esta dlgebra é determinada por uma
fungdo ¢ que atribui a cada inteiro um sinal + ou —.

Neste capitulo generalizamos os resultados obtidos em [San17b] e damos os cri-
térios de irredutibilidade para médulos ¢-Verma para dlgebras de Krichever-Novikov
hiperelipticas, obtendo que estas dlgebras - como esperado - possuem médulos irre-
dutiveis se e somente se possuem nivel ndo nulo.
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5.1 Mobdulos de Verma

Nesta Secdo, serdo dadas definigdes para possibilitar a construgdo dos médulos de
Verma. Seja g uma algebra de Lie complexa, simples e com decomposicdo triangular

g=9g-DbDgy,

em que h é uma élgebra de Lie abeliana. Dada uma representagdo 7 : h — gl(M) de
h num C-espago M, se ¢ € h*, um vetor v € M é chamado vetor de peso, com peso
¢, se para todo 1 € b tivermos que

Utilizando estes objetos, podemos construir um submédulo gerado por v. Considere
agora que 77 é uma representacdo de U(g) em M. O espago dado por

mt(U(g))v := {m(u)vlu € U(g)}

€ o menor submoédulo de M que contém v e é chamado de submédulo de M gerado
por v.

Estamos interessados em construir médulos de peso méximo, para isso é neces-
sario definir o que é um vetor de peso maximo. Um vetor ndonulo v € M é chamado
vetor de peso maximo para g se

1. v é um vetor de peso em relagdo a agdo de sua dlgebra de Cartan b.
2. m(x)v = 0 para todo x € g.

Um g-médulo M é dito um médulo de peso maximo se M é gerado por um vetor
v de peso maximo. O peso A € h* do vetor de peso maximo v é chamado peso
maximo de M e chamamos o par (A, v) um par de peso mdximo de M.

Seja M um médulo de peso maximo com vetor de peso méximo v e peso maximo
A. Suponha que g tem base {x;};c; de vetores de raizes indexados num conjunto
totalmente ordenado J. Para cada j € | denotaremos por 1; a raiz correspondente a
xj, isto € x; € gy, Sabemos que

ny

ij i v

comk > 0, ij > ij1 > -+ > i, nj € Zso € um vetor de peso de M de peso A +
n1y1 + - - - + ngyg e esses vetores de peso geram como espago vetorial M o médulo
de peso maximo M.

Definigdo 5.1.1 Seja A € b*. Um mddulo de peso mdximo M(A) para g com peso mdximo
sendo o par (A,v..) é chamado médulo de Verma' se para todo médulo de peso mdximo M
com o par de peso mdximo sendo (A, v) existe um homomorfismo de g-médulos 1 : M(A) —
M tal que vy — .

Exemplo 5.1.2 Considere x, y e h base candnica de s1(2; C) (veja Exemplo 2.1.6).

U E S (O P S (A |

IDaya-Nand Verma (1933 - 2012) foi um matematico indiano que apresentou a construcdo dos mé-
dulos que hoje recebem seu nome em sua tese de doutorado sob orientagdo de Nathan Jacobson na
Universidade de Yale.
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com subdlgebra de Cartan gerada por h. Seja A definido por A(h) = m em que m é um
niimero complexo arbitrdrio. O médulo de Verma com peso mdximo A é gerado pelos vetores
linearmente independentes vy, v1,va, . .. e a agio

y-0j=0j11; x-0;=j(m—(j—1))vj_1; h-vj=(m—2j)o;

Exemplo 5.1.3 Seja a = a_ @ Cc @ ay uma dlgebra de Heisenberg (veja o Exemplo 2.1.7)
com uma anti-involugio o e bases {a;}, {0 (a;)} (j € Z) para a, e a_ tal que [a;, 0 (ay)] =
dic, k € Z. Seja w € b* e M(A) o médulo de Verma para a com peso mdximo sendo
o par (A, vy). Entdo M(A) = @,en M(A)A " é a decomposicio em espagos de peso
correspondente de M(A). Além disso, se A é o aniquilador de v, entdo M(A) = U(a_) -
v, A=U(a ) vy

Considere novamente g uma &lgebra de Lie afim e ) sua subalgebra de Cartan usual
e 3 = Cc o centro desta dlgebra, em que c é o elemento central candnico. Se V é
irredutivel, entdo c age como um escalar em V e é chamado de nivel de V.

5.2 Moédulos pVerma

Podemos descrever g como

g=h® P o
ach*\{0}

em que g, = {x € g|[h,x] = a(h)x,Vh € bh}Esta decomposi¢do é denominada
decomposi¢dao em espacos de raizes em relacdo a h (sua subélgebra de Cartan) (veja
Subsegdo 2.3.1).

Apesar de na Subsecdo 2.3.1 ser apresentada uma definicdo de decomposigdo
triangular de uma algebra de Lie, hd uma forma alternativa de obter tal decompo-
sicdo. O conjunto A = {a € h*|g, # (0)} é denominado sistema de raizes de g
e este conjunto tem uma particdio A = A, UA_ em raizes positivas e negativas,
em que A- = —A,. Caso S C A seja um conjunto tal que SU (—S) = A e que
SN (—S) = @, diremos que S é um conjunto que admite uma parti¢do. Uma parti-
¢do A = SU (—S) é dita uma parti¢do fechada se sempre que a,f € Sea + € A
tivermos que a 4 B € S. Para qualquer S determinando uma parti¢do de A, os espa-
GOS gs = Dycsu € -5 = Dac—s0a 530 subdlgebrasdegeg = g_s D h D gs é uma
decomposicao triangular de g.

5.2.1 Médulos de Verma imaginarios

Seja A = SU (—S) uma parti¢do fechada de A. Pelo teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt (veja Teorema 2.1.12), a decomposicdo triangular g = g_s © h @ gs de g determi-
nada por S fornece uma decomposicdo triangular da algebra envelopante universal
U(g) de g dada por U(g) = U(g_s) @ U(h) ® U(gs). Considere bs = h @ gs a 4l-
gebra de Borel associada. O funcional linear A € h* é estendido para a élgebra de
Borel por um homomorfismo de élgebras também denotado A em U(h) e U(bg) com
valores indo para zero em gs. A cada A deste tipo, corresponde um U(bs) médulo
um-dimensional Cv em que xv = A(x)v para todo x € U(bg). O médulo induzido

Ms(A) = U(g) ®ues) Co,

é um médulo do tipo Verma definido em [Cox94] e [FS93].
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5.2.2 Médulos ¢ Verma para subdlgebras de Heisenberg

Dada uma matriz de Cartan do tipo afim A = (aij)fszl associada a g, podemos
construir um diagrama de Dynkin de A (ver Secdo 2.3.2) . A partir do diagrama de
Dynkin correspondente, considere

l
0= Zaiai
i=0

em que os 4;'s sdo exatamente as etiquetas dos vértices do diagrama e «; sdo os
elementos da base de raizes de g. O elemento J é denominado raiz imaginaria indi-
visivel.

Se h é subélgebra de Cartan de g, considere IT = {ay, ..., a;} 0 seu conjunto de
raizes simples e [TV = {ay,..., &)} 0 seu conjunto de corraizes simples. O elemento

)
c=Y ala)
i=0

é chamado elemento central candnico e até o final deste capitulo serd denotado
simplesmente como c.

Tomando A o espago das raizes positivas do sistema de raizes de g, podemos
descrevé-lo como Ay = AT U A, sendo AT o espaco das raizes imaginarias, sabe-
mos que A" = {né|n € Z-o}

O subespaco L := Cc @ D,ez\ {0} 9ns forma uma subdlgebra de Heisenberg da
algebra g. Entdo, [x,y] = {(x,y)c para x € gus, ¥ € @gns, em que {(x,y) é uma
forma bilinear antissimétrica com {(gms, gns) = 0 para n # —m e cuja restri¢do
para gm,; X gus € ndo degenerada para todo m # 0. Podemos fazer a decomposigao
triangular de L de forma que L~ & Cc ® LT, em que LT = @,,cn 91s-

Considere uma fungdo ¢ : N — {+} e defina os espagos

L, = B o] @ B aw- (5.1)

nelN,p(n)=+ meN,p(m)=7F
Estes espacgos sdo subdlgebras abelianas de L e
71— +
L=L,®CcahL,

€ uma decomposigdo triangular de L.
Se Cv é uma representagdo de dimensao 1 de Cc & L, com cv = av para algum
escalara € Ce L$v = 0, definimos o0 médulo ¢-Verma induzido por

Nao é dificil perceber que quando ¢(n) = +,Vn € IN, teremos a decomposi¢do
triangular usual de L em (5.1) e o médulo de Verma de L em (5.2) (compare com a
Defini¢do 5.1.1). A seguir, apresentaremos um critério de irredutibilidade para estes
modulos obtido em [Bek+13].

Proposigao 5.2.1 ([Bek+13], Proposicao 3.3) M, (a) é irredutivel se, e somente se, a 7#
0.
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5.3 Moédulos irredutiveis para subalgebras de Heisenberg

Parte da motivac¢do para o estudo de &lgebras n-ponto, é a generalizagdo da cons-
trucdo de algebras lago. A Proposigdo 5.2.1 pode ser aplicada nas algebras lago de
5[(2,C) de forma a obter médulos de ¢-Verma irredutiveis (veja [Kac94]).

Seja G a algebra lago de sl(2,C) definida por G = s(2,C) ® C[t,+!]. Considera-
remos uma extensio desta algebra, § = s((2,C) ® C[t,t~'] © Ck, em que Ck é uma
dlgebra de Lie de dimensao 1 e abeliana. O colchete de § é dado por

[f(#) @ x + pk, g(t) @y +vk] = f(£)g(t) @ [x,ylg + ¢(f(H) @ x, g(H) @)k (5.3)

em que ¢ é uma funcdo ¢ : § x § — C tal que

20 @ g0 99 i= (1 @ g o)

para f,g € C[t,t Y e x,y € 51(2,C).

A subalgebra de Heisenberg de § é L := h ® C[t,t~!] @ Ck, em que b é a subal-
gebra de Cartan de s((2,C). Considere a seguinte dlgebra de Heisenberg dada pelo
espaco H = Ck ® @jcz\ {0} Cei, em que ¢; sdo geradores tais que [e;, ej] = 6;_jk, e
lej, k| = O paratodoi > 1etodo j. A subdlgebra de Heisenberg L, da Secdo 5.2, pode
ser descrita como H escolhendo uma base ortogonal em cada espago de raizes gi; e
uma base dual em g_j; para cadaj > 1.

Sabemos que b, a dlgebra de Cartan de sl(2,C), tem dimens&o 1. Seja

¢: (h@C[t,t—l] @Ck) — (Ck@ (& Cei)

ieZ\{0}

aplicacéo linear tal que
p(ht"+a) =a+e,

emqueh € hea € Ck. Como ¢ define um isomorfismo, podemos diretamente
aplicar a Proposigdo 5.2.1 obtendo assim médulos de Verma e ¢-Verma irredutiveis
para essa extensdo de dlgebra lago para sl(2,C).

5.4 A algebra de Lie hipereliptica

A algebra de Lie hipereliptica é uma familia de dlgebras de Krichever-Novikov su-
perelipticas e ja foi apresentada na Subsegdo 3.7.4, no entanto, cabe aqui retomar
as principais defini¢des e resultados para formular de forma prética os objetivos
centrais deste capitulo sem que o leitor tenha de recorrer a sucessivas consultas as
definicoes e resultados no Capitulo 3.

Nesta secdo estudaremos a extensdo central universal da dlgebra de Lie s((2,C)
®@Rem que R = C[t*!,u:u? = p(t)],com p(t) = t(t —a1) - -- (t — o) = Y ait' €
C[t], a;’s sdo numeros complexos ndo nulos dois a dois distintos e 4,1 = 1. Usando
o Teorema 3.7.6, é possivel descrever a extensdo central universal de s((2,C) ® R.

As relagdes de comutatividade de § = (g @ R) & QL /dR sdo

(x® fyogl =[x ®fg+ (x,y)fdge
[x® f,w] =0,

emquex,ycg f,g€ER we Q}{/dR, (+,-) denota a forma de Killing de g.
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O Teorema 3.7.20 nos garante que, neste caso, {¢~1dt, t~ludt,..., t~"udt} é uma
base para Q% /dR.
Fixemos

wp = t~1dt e wy 1= t~kudt

emquel <k<r.

Definiremos familias de polindmios que possibilitam descrever § em termos de
suas relagdes de comutatividade. Considere m = 2 e ap = 0, definemos Py; :=
Pk,i(al,..., a), k > —r,—r < i < —1 polindmios em a; satisfazendo as seguintes
relagdes de recursividade:

r

(Zk +7r+ 3)Pk,i = — 2(3] -+ 2k — 2r)a]-Pk,r+j,1li
j=1
para k > 0 com a condigdo inicial P;; = d;;, —r < 1,1 < —1. Além disso, definiremos

Qi satisfazendo
r+1
(2m —3)a1Qui = | Y_ (3] — 2m)ajQu_j41,
j=2
com as condig¢des iniciais Q,,; = 0, —;paral <m <re—r <i < —1.
Teorema 5.4.1 ([CI18], Teorema 5.1) Seja a; # 0. Seja g uma dlgebra de Lie simples

de dimensio finita sobre os niimeros complexos com forma de Killing (-,-) e para a =
(a1, ...,a,) defina ;j(a) € Qg /dR por

) Xet P, ki sei+j>—r+1,
ij(a) = Y0 i
f—1 Qi ji1,-kwi  caso contrdrio.

A extensdo central universal da dlgebra de Lie hipereliptica g @ R é um dlgebra de Lie Z./ 2Z-
graduada

g=g"og
em que

r

' = (g@C[t,t7]) ® Cwy, §' = (g®C[t,t |u) & P(Cwy)
k=1

com colchetes dados por
[x @,y © ] =[x, ylt™* + 6;4j0j (x, y)wo,
(x® i,y @ ] =[x, y] @ £¥7p (1) +k2 (7 3%) s
[x® tu,y@t] =[x, ylu®tu +j(3;,y)¢ij(a).

Esta dlgebra é denominada algebra de Lie hipereliptica para o caso s((2,C).
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5.5 Subalgebra de Heisenberg hipereliptica

Seja b a subdalgebra de Cartan de s[(2,C). A algebra s[(2,C) ® R, é a subdlgebra de
Heisenberg de §. A algebra de Lie com geradores by, b,ln, me Z,1;,i€{0,1,..r}e
relagdes

[bm, b ] = 2n(5m+n 010, (54)

(b, bu] = (1/2)(n = m)a_ (4 Lo, (5.5)

[b;lnz bn] =2n Z (((Sm—i-n—lz—r)pm—l—n—l,—k + <5m+n—1<—r)Q—m—n+1,—k) 1k1 (5-6)
k=1

(b, 1) = [by, 1] = [1,1]] = 0, (5.7)

emquei,j€ {0,..r} ek € Zédenominada algebra de Heisenberg hipereliptica e
serd denotada por .

Seja ¢ uma fungdo de Z em {+} tal que ¢(n) = + < ¢(—n) = —. Considere
by =1 Y (Cb,+Cb,) @ | ). (Cbu+Cb,)
HEZ<0 mEZ>0
p(n)=F p(m)==

6 = b0+cb0+21C

i=0
Como consequéncia das relagdes definidas em (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), temos que
by := b0 @ b é uma subélgebra do tipo Borel.

Lema 5.5.1 Seja V = Covy @& Cvy uma representagio 2 dimensional de b, em que ngvi =0
parai = 0,1. Suponha que A, u,v, XV, %0 € Cparaj € {1,...,r} sdo tais que

bo-vo=Avg , bl-vo=pvo+vor , ljw; = xjv;
bo-v1 =Avy , bl v1=vv9+uvr , 1lov; = Kov;,

parai € {0,1}. Entdo,

T
Y (Pusn-1,-1)xk =0, sem+n>—r+1,e
k=1
.

Z(Q,m,nﬂl,k))(k = 0 caso contrdrio.
k=1

Demonstragao: Como b, age como multiplicagdo por um escalar param,n € Z, a
primeira relagdo (5.4) estd satisfeita. A segunda relacdo (5.5) também est4 satisfeita.
Caso n = 0, entdo como by age como multiplicagdo por escalar, a relacdo (5.6) ndo
implica em uma condicdo para A, j1, v, xj, 7, %0 € C, a terceira relagdo implica uma
condigéo sobre yx; de forma que

=2n Z ((5m+n277+1)Pm+n71,7k + (5m+n<7r+1)Qfmfn+1,fk) 1kv
k=1
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5.6 Mobdulos pVerma para a subdlgebra de Heisenberg hipe-
reliptica

Considere o seguinte §-médulo ¢-Verma induzido
M@,(P = LI(@) ®6¢ Co.

Dado um inteiro 7, considere que

+ sen>0,
sgn(n): — sen<0

Lema 5.6.1 Sem,n € Z\ {0}, p(m) = sgn(m) e p(n) # sgn(n), entdo

b (ba)'0 =(21150) 8y (b)),

bu(b})'0 =0,

8o =11/2)05) (1 ) (G
by (bn)'0 =0

Demonstracdo: Usando o Lema 5.5.1 e as relagdes que definem a subdlgebra de
Heisenberg hipereliptica (veja a Se¢do 5.5) temos que

bm(bn)lv =[bm, (bn)l]v +W
=1(by)' " [bm, bu]o
:(ZanO)‘Sm—‘rn,O((bn)lil)U.

b (610 =[bu, (01)']o + (Y50
—1(51)! " b, B0
=0

by (bn)'v =[by, (b,)'T0 + ()70
=1(0;)"" by, by

=(1/2)(txo) ((n = m)a_ i) ) (1) )0

by (bn)' =[by, (ba)")0 + (B30
=1(b,)![b, by]v
=0

O

Considerando os resultados alcangados até aqui, podemos demonstrar um crité-
rio de irredutibilidade para o médulo Mg .

Teorema 5.6.2 My, ¢ irredutivel se, e somente se, ko 7 0.
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Demonstragido: Defina

(Mgghn=weMp:w=|Y ¢@p) ] o [I @)Filo
(a,B) i€Z\{0} i€Z\{0}
p(i)#sgn(i)  @(j)#sgn(n)

Yait) B :n,V(Ec,B)}.
i ]

Dizemos que deg(w) = nse w € (Mggy),. Suponha que xg # 0 e procedamos por
indugdo em deg(w).

1. Suponha que deg(w) = 1, entdo

w = Z ¢ibi + Z Czlbzl v
i€eZ icZ
(i) #sgn(i) (i) #sgn(i)

em que apenas uma quantidade finita de ¢;, ¢! € C sdo ndo nulos.

(a) Se ¢!s sdo todos nulos, entdo existe &}, # 0 para algum m € Z tal que
¢(m) # sgn(m). Seja x € b tal que x = bL . Temos que

xw=x Y, gblv=01/2x Y. Gilk—m)a_ im0
ieZ keZ
(i) #sgn(i) (i) #sgn(i)

(b) Se hé algum ¢ ndo nulo, seja x € 6$ tal que x = b_j. Teremos que

xw=x Y  Zbv= 2Kk
icZ
@(i)#sgn(i)

Portanto, em ambos 0s casos, temos que existe x € ﬁ;ﬁ tal que xw # 0 e
deg(xw) = 0.

2. Suponha que para todo v € M;, com grau n, existe y € §T tal que yw # 0
e deg(yw) = 0. Suponha também que deg(w) = n + 1, assim um elemento
arbitrario Mg, com este grau pode ser descrito como

v=| L W™+ L deh
ieZ ieZ
(i) #sgn(i) p(i)#sgn(i)

+Y ¢@p JI o TI ®)F|o
(@,B) =/ jEZ
(i) #sgn(i) ¢(j)#sgn(f)
em que, a := {agp,ay, ...,a;} com a; € Z e de forma que apenas uma quantidade
finita de a;, &;, c'jil e &(&, B) sdo ndo nulos.
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(@) Caso haja &(a,B) # 0, entdo seja &(k,I) # 0 e considere m o maior in-
dice com k,, # 0e x € h;f tal que x = b_,,. Além disso, reorganize os
mondmios de forma que, com as constantes apropriadas,

w = Yy gt Yy, &phnt
i€Z\{0} i€Z\{0}
o(i) #sgn(i) @(i) #sgn(i)

+Y &g JI o TI @)P|o
(a,p) icz\{o}  icz\{0}
g(i)#sgn(i)  g(i)#sgnli)

= Y &MV Y dehemy

i€Z\{0} icZ\{0}

o(i)#sgn(i) @(i)#sgn(i)
+ Y &apby T1 b T1 ()P
(a,B) i€zZ\{0,m} jez\{0}

p(i)#sgn(i)  ¢(j)#sgn(j)

+ Y app [T b TI @)% o
(a,B) i€z\{0,m} jez\{0}
p(i)#£sgn(i)  @(j)#sgn(f)

Aplicando x em w teremos que

xw = &En2xo(n+1)mblo+0
+ Y C@PBb-mby  TT b ] (b})ﬁfv
(a,B) icZ\{om}  icZ\{0}

g()#sgn() (i) £sgn(i)
+ Y b @By TT b TT ()P0

(@B) i€Z\{0m} j€Z\{0}
p(i)Fsgn(i)  ¢(j)#sgn(j)

= 5,4121(0( + )mb”
+ Zga Blam(@mo)byr =TT b T (b)Po.

i€Z\{0,m} jez\{0}
p(i)#sgn(i)  ¢(j)#sgn(j)

Entdo xw # 0 e deg(xw) = n.
(b) Caso &(&,B) =0,V (&,p).
(b.i) Se existe &y # 0 entdo seja x = b_y e xw = 2k (n + 1)k}!b}}v.
(b.ii) Se todos os &;’s sdo iguais a zero, entdo eixste um x!, para algum
m € Z tal que ¢(m) # sgn(m). Seja x = bl ,,. Teremos que

= (1/2)m+ 1k Y Gk ma_ g (5"
keZ
o(i)#5gn(i)

Portanto xw # 0 e deg(xw) = n.

Como xp # 0 temos que o submédulo gerado por w contém v e consequentemente é
todo Mg . Entretanto w € um elemento arbitrario nao nulo, consequentemente Mg,
é um moédulo irredutivel, neste caso.

Caso kg = 0 entdo Ny := Dz (0} (Mj,)n € um submddulo proprio. O
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Capitulo 6

Perspectivas futuras e
consideracoes finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram estudados essencialmente trés as-
pectos das dlgebras de Krichever-Novikov:

1. A extensdo central universal de dlgebras de Krichever-Novikov superelipticas;

2. Familias de polindmios ortogonais nao-classicos satisfazendo determinadas
equagdes diferenciais de ordem maior que 2 que surgem como coeficientes nas
relagdes de comutatividade de algebras de Krichever-Novikov superelipticas;

3. Médulos ¢-Verma irredutiveis para subélgebras de Heisenberg de dlgebras de
Krichever-Novikov hiperelipticas.

Este estudo foi motivado pelas perguntas enunciadas na Introdugao:

Pergunta 1: A teoria desenvolvida para curvas hiperelipticas pode ser estendida
para o caso das curvas superelipticas?

Pergunta 2: A partir das familias de polindmios obtidas durante o estudo das
relagdes de comutatividade de dlgebras de Krichever-Novikov do tipo superelipti-
cas, é possivel obter familias de polindmios ortogonais ndo-classicos que satisfazem
equagoes diferenciais de ordem maior que 2?

Pergunta 3: Quais sdo os critérios de irredutibilidade para médulos ¢-Verma de
subalgebras de Heisenberg hiperelipticas?

O objetivo deste capitulo é apresentar perspectivas futuras de pesquisa nessa
drea e apresentar consideragdes finais deste trabalho.

6.1 Perspectivas futuras

Os resultados obtidos durante o desenvolvimento desta tese nos leva a algumas
questdes naturais que podem ser investigadas em oportunidade futura e forma or-
ganizadas nas perguntas a seguir.

Pergunta 4: Partindo do Teorema 3.8.10 é possivel estudar realizagdes de alge-
bras de Krichever-Novikov superelipticas do tipo s[(2,C) ® R & Qr/dR aplicando
as mesmas estratégias vistas em [C]14] e [Cox08]?
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Pergunta 5: Utilizando a estratégia aplicada na Secdo 4.3 é possivel obter fami-
lias de polindmios ortogonais ndo-classicos que satisfazem determinadas equagdes
diferenciais de ordem maior que 2 considerando curvas do tipo u™ = t* — 2ct? 4+ 1
comm > 27?

Pergunta 6: H4 outras familias de polindmios do tipo u™ = p(t) que podem for-
necer familias de polindmios ortogonais nao-cldssicos que satisfazem determinadas
equagdes diferenciais de ordem maior que 2 utilizando as rela¢des de recursividade
advindas de 4lgebras de Krichever-Novikov superelipticas?

Pergunta 7: No Capitulo 5 sdo estabelecidos critérios de irredutibilidade para
médulos ¢ Verma para subélgebras de Heisenberg hiperelipticas. E possivel esten-
der esta estratégias para médulos sobre algebras de Krichever-Novikov superelipti-
cas em geral?

A tese apresentada, motiva-me a conjecturar que as perguntas acima podem
ser respondidas de forma afirmativa. Neste caso, conseguiriamos responder a Per-
gunta 1 (neste contexto) mostrando que o que ja foi desenvolvido para dlgebras de
Krichever-Novikov no caso hipereliptico pode ser estendido para o caso superelip-
tico geral.

6.2 Consideragoes finais

Este trabalho introduz trés resultados principais distribuidos em trés capitulos. Os
resultados apresentados no Capitulo 3, sdo completamente vinculados ao aspecto
geométrico das estruturas algébricas em questdo. S6 é possivel assegurar-se de que
o conjunto gerador encontrado é uma base, pois a dimensao do espago é conhe-
cida gracas a propriedades geométricas. O que é apresentado no Capitulo 4 conecta
os resultados algébricos obtidos a partir de propriedades geométricas com fungdes
especiais e equagdes diferenciais, confirmando a poténcia deste tema de pesquisa
como conexao entre diferentes dreas da Matematica. Por tltimo, o estudo do critério
de irredutibilidade para médulos de subédlgebras de Heisenberg de algebras hipe-
relipticas feito no Capitulo 5, apresenta como os resultados obtidos anteriormente
para o caso hipereliptico ainda oferecem desdobramentos novos. Todos estas desco-
bertas podem ser conectadas e, no futuro, aprofundadas levando em consideragao
as perguntas apresentadas na se¢do anterior.

As élgebras de Krichever-Novikov continuam a despertar grande interesse dos
fisicos pelas suas aplicagdes, no entanto, estas estruturas também sdo muito impor-
tantes do ponto de vista da Matemdtica Pura pois fornecem uma grande quantidade
de élgebras de Lie de dimens&o infinita que sdo "controldveis"pela sua natureza ge-
ométrica. Esta caracteristica nos motiva a continuar o estudo destas estruturas co-
nectando os achados com diversas dreas do conhecimento matemaético, como ja vem
sendo feito nas tltimas décadas.
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