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Resumo

SANTOS, Felipe Albino dos. Álgebras de Krichever-Novikov superelípticas. 2021.
Tese de Doutorado em Matemática - Instituto de Matemática e Estatística, Universi-
dade de São Paulo, São Paulo, 2021.

Este trabalho apresenta um estudo das álgebras de Krichever-Novikov supere-
lípticas. Seja p(t) ∈ C[t] um polinômio com raízes distintas e g uma álgebra de Lie
simples de dimensão finita sobre os complexos. É apresentada uma descrição em
termos de geradores e relações da extensão central universal para a álgebra de Lie
afim superelíptica g⊗ R em que R = C[t, t−1, u] em que um = p(t) (m ∈ N). Dos
geradores e relações apresentados emergem famílias de polinômios. É apresentada
uma análise destas famílias e obtém-se desta análise uma família de polinômios que
satisfazem determinada equação diferencial de ordem 4. Mostra-se que tal família
é de polinômios ortogonais não-clássicos. Além disso, neste trabalho é definida a
álgebra de Heisenberg hiperelíptica como a subálgebra de Heisenberg da álgebra
hiperelíptica laço de Krichever-Novikov. É estabelecido um critério de irredutibili-
dade explícito para módulos ϕ-Verma para estas álgebras. Cada capítulo descreve
de forma concisa eventos e personagens da História da Matemática relacionada aos
tópicos apresentados.

Palavras-chave: Álgebras de Krichever-Novikov; álgebras superelípticas; álgebras
multiponto; álgebras hiperelípticas; polinômios ortogonais; módulos ϕ-Verma.
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Abstract

SANTOS, Felipe Albino dos. Krichever-Novikov superelliptic algebras. 2021. Tese
(Doutorado em Matemática) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de
São Paulo, São Paulo, 2021.

The present work addresses the Krichever-Novikov superelliptic algebras. Let
p(t) ∈ C[t] be a polynomial with distinct roots and g a simple Lie algebra over
the complex numbers. The universal central extension of the infinite dimensional
superelliptic affine Lie algebra g ⊗ R in which R = C[t, t−1, u] where um = p(t)
(m ∈ N) is described in terms of generators and relations. This description leads
to special families of polynomials. We show that these polynomials satisfy certain
fourth order differential equations and conclude that they are orthogonal and non-
classical polynomials. Furthermore, we define the hyperelliptic Heisenberg algebra
as the Heisenberg subalgebra of a hypereliptic loop Krichever-Novikov algebra and
we stabilish a explicit irreducibility criteria for ϕ-Verma modules for these algebras.
Each chapter provides a short description of events and characters from the History
of Mathematics related to the presented topics.

Palavras-chave: Krichever-Novikov algebras; superelliptic algebras; multi-point al-
gebras; orthogonal polynomials; hyperelliptic algebras; ϕ-Verma modules.
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Capítulo 1

Introdução

Nas últimas décadas, as álgebras de Lie de dimensão infinita tem se provado um
rico campo de pesquisa. As álgebras de Krichever-Novikov são exemplos de ál-
gebras de Lie de dimensão infinita que foram introduzidas no estudo de teoria de
cordas no espaço de Minkowski em [KN87] e [KN88]. Essas álgebras foram estuda-
das de forma profunda nos últimos anos por diversos autores, conforme é possível
observar em [Sch14b] e nas suas referências. O objetivo deste trabalho é estudar o
caso superelíptico das álgebras de Krichever-Novikov.

Seja g uma álgebra de Lie complexa e de dimensão finita, e G = g⊗C[t, t−1] a ál-
gebra laço de g com relações de comutatividade dadas por [x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g,
para x, y ∈ g e f , g ∈ C[t, t−1]. Denotaremos Ĝ a extensão central universal de G, que
é uma álgebra de Kac-Moody não torcida de g. Na construção da álgebra laço, pode-
mos substituir a álgebra de polinômios de Laurent C[t, t−1] por outra álgebra com-
plexa, associativa e comutativa, digamos R, e considerar a extensão central universal
de g⊗ R. Quando R é o anel de funções meromorfas numa superfície de Riemann
fixa com uma quantidade finita de polos, a álgebra Ĝ é chamada álgebra laço afim de
Krichever-Novikov ou álgebra corrente de Krichever-Novikov. A construção deste tipo de
álgebra quando considerado o anel de funções racionais na esfera de Riemann que
são regulares exceto numa quantidade finita de pontos é particularmente relevante
para o estudo de estruturas de módulo tensor para álgebras de Lie afim ([KL91],
[KL94]). Estas álgebras de Lie que generalizam as álgebras de Kac-Moody não torci-
das, são chamadas de álgebras N-ponto ou multiponto e são exemplos de álgebras de
Krichever-Novikov de gênero zero. Em [Bre94], Bremner descreve o centro C da ex-
tensão central universal Ĝ de álgebras N-ponto e determina sua dimensão. Quando
R é o anel de funções regulares sobre curvas hiperelípticas com 2, 3 ou 4 pontos re-
movidos, é determinada uma base para C, e no caso em que curvas elípticas com 2
pontos removidos, é calculado o cociclo universal Ĝ × Ĝ → C. Utilizando resultados
obtidos nos trabalhos de Bremner, os autores Cox e Jurisich obtém em [CJ14] uma
descrição explícita da extensão central universal da álgebra corrente 3-ponto em que
g = sl(2, C) e, além disso, constroem de forma explícita realizações para estas ál-
gebras utilizando operadores diferenciais. Em [Bre95], Bremner constrói a extensão
central universal das álgebras corrente 4-ponto.

Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa consideraram a extensão central universal de
g⊗ C[t, t−1, u] com u2 = (t2 − b2)(t2 − c2), b ∈ C \ {−c, c} no seu trabalho sobre a
equação de Landau-Lifshitz em [Dat+83a]. A álgebra obtida é chamada de álgebra
DJKM e é um exemplo de álgebra de Krichever-Novikov com gênero diferente de
zero. As extensões centrais universais de álgebras DJKM são descritas em [CF11].
Uma realização dessas álgebras em termos de operadores diferenciais parciais são
construídas em [CJ14] para g = sl(2, C) e em [CFM14] para g genérica. O estudo das
extensões centrais universais de álgebras DJKM culminou em descobertas de novas
famílias de polinômios ortogonais em [CFT13].
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Álgebras de Lie afim elípticas formam outra família de álgebras de Krichever-Novi-
kov. Estas álgebras são as extensões centrais universais de álgebras de Lie g ⊗ R,
em que R = C[t, t−1, u] e u2 = k(t) ∈ C[t] é uma curva elíptica. A descrição ex-
plícita destas estruturas em termos de geradores e relações de comutatividade foi
estudada por Bremner em [Bre94] e [Bre95]. No caso de álgebras de Lie da forma
g⊗ R em que R é o anel das funções regulares definidas em uma curva algébrica
com uma quantidade enumerável de pontos removidos, Bremner calculou a dimen-
são da extensão central universal associada, o que ofereceu ferramentas necessárias
para a construção de realizações de corpos livres de álgebras afim elípticas 4-ponto
em [CJ14], [CF11], [Cox16].

Álgebras de Lie afim hiperelípticas formam uma família de álgebras de Krichever-
Novikov com a álgebra hiperelíptica R = C[t, t−1, u], em que u2 = k(t) ∈ C[t] é
uma curva com gênero maior que 1. As curvas hiperelípticas são o caso mais sim-
ples de curvas superelípticas um = k(t), com k(t) ∈ C[t] e m ≥ 2 (isto significa que
toda curva elíptica ou hiperelíptica é superelíptica). As álgebras de Lie superelípti-
cas foram estudadas recentemente por Cox, Guo, Lu and Zhao em [Cox+17]. Uma
pergunta natural que emerge do contexto geométrico de curvas algébricas é:

Pergunta 1: A teoria desenvolvida para curvas hiperelípticas pode ser estendida
para o caso das curvas superelípticas? (veja [BSZ15] e [MS19]).

Considerando G = g ⊗ R, em que R é uma álgebra de funções superelíptica,
por um resultado de Kassel [Kas84], sabemos que o centro C de Ĝ, a extensão central
universal de G, é linearmente isomorfo à Ω1

R/dR, o espaço dos diferenciais de Kähler
de R módulo formas exatas. Bremner [Bre94] respondeu aos seguintes problemas
sobre as álgebras de Lie elípticas:

(1) Qual é uma descrição explícita de C? Qual é a dimensão de C?

(2) Como descrever explicitamente uma base para C?

(3) Calcule o cociclo universal Ĝ × Ĝ → C explicitamente.

Inspirado por trabalhos anteriores como os citados nesta introdução e, especial-
mente munido de motivação proveniente da Pergunta 1, o desenvolvimento deste
texto apresenta respostas para estas perguntas para o caso de álgebras de Lie afim su-
perelípticas g⊗ R, em que R = C[t, t−1, u], um = ∑D

i=0 aiti, aD = 1, com pelo menos a0
ou a1 não nulo e ∑D

i=0 aiti sendo um polinômio sem raízes múltiplas (veja o Teorema
3.8.5 e o Teorema 3.8.10). O resultado compõe o trabalho que foi recentemente aceito
para publicação em Communcations in Algebra, [San p].

Teorema 1: Os diferenciais t−1dt, com t−1uldt,. . . , t−Duldt (em que omiti-
mos t−Duldt se a0 = 0), com l ∈ {1, 2, . . . , m − 1}, formam uma base de
Ω1

R/dR que tem dimensão D(m− 1) + 1 (ou (D− 1)(m− 1) + 1 se a0 = 0).
Além disso, calculamos o cociclo universal Ĝ × Ĝ → C explicitamente.

Conforme já dito, para descrever as extensões centrais universais de álgebras
DJKM são necessários quatro famílias de polinômios que aparecem como coefici-
entes nas fórmulas que definem as relações de comutatividade. Estes polinômios
respeitam relações de recursividade obtidas em [CF11]. Duas destas famílias de po-
linômios são dadas em termos de integrais elípticas e as outras duas famílias são
variações de polinômios ultra-esféricos. Estes polinômios são profundamente es-
tudados em [CFT13] e lá são descritas equações diferenciais de ordem 4 satisfeitas
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por estas duas famílias elípticas, além provar que esses polinômios são ortogonais
e não-clássicos. A partir do estudo dos cociclos universais das álgebras superelíp-
ticas, obtém-se famílias de polinômios. Sendo assim, é natural enunciar a seguinte
pergunta:

Pergunta 2: À partir das famílias de polinômios obtidas durante o estudo das
relações de comutatividade de álgebras de Krichever-Novikov do tipo superelípti-
cas, é possível obter famílias de polinômios ortogonais não-clássicos que satisfazem
equações diferenciais de ordem maior que 2?

Considerando o caso da curva superelíptica u3 = t4 − 2ct + 1, são descritas fa-
mílias de polinômios ortogonais não clássicos que satisfazem determinada equação
diferencial linear ordinária de quarta ordem exibindo o cálculo diretamente (veja
Teorema 4.4.1, Teorema 4.4.2, Teorema 4.4.4 e Teorema 4.4.3).

Teorema 2: Há uma família de polinômios que surge nos coeficientes das
relações de comutatividade para álgebras de Krichever-Novikov superelíp-
ticas, considerando o caso da curva superelíptica u3 = t4 − 2ct + 1 e certas
condições iniciais é ortogonal, não clássica e satisfaz a seguinte equação di-
ferencial de ordem 4:

144
(
c2 − 1

)2
Pn

(4) + 1440c
(
c2 − 1

)
Pn

(3)

− 8
(
c2 (9n2 + 30n− 421

)
− 3n(3n + 10) + 183

)
P′′n

− 24c
(
9n2 + 30n− 61

)
P′n + (n− 1)(n + 3)(3n + 1)(3n + 13)Pn = 0

No contexto de Teoria de Representações, as álgebras de Lie afim oferecem uma
complexa gama de propriedades. As álgebras de Lie afim possuem módulos irre-
dutíveis que contém espaços de peso de dimensão finita e infinita, sendo que a clas-
sificação de módulos irredutíveis é conhecida apenas para módulos com espaço de
peso de dimensão finita e para algumas subcategorias de módulos induzidos com
apenas alguns espaços de peso de dimensão finita. Inspirado por [Bek+13] conside-
ramos subálgebras de Heisenberg de álgebras de Krichever-Novikov hiperelípticas e
determinamos critérios de irredutibilidade para módulos conhecidos como módulos
do tipo ϕ-Verma.

Seja g uma álgebra de Lie afim e h sua subálgebra de Cartan usual, considere Cc
o centro desta álgebra, em que c é o elemento central canônico. Seja V um g-módulo
de peso, isto é, V =

⊕
µ∈h∗ Vµ, em que Vµ = {v ∈ V|hv = µ(h)v para todo h ∈ h}.

Se V é irredutível, então c age como um escalar em V e é chamado de nível de V.

Pergunta 3: Quais são os critérios de irredutibilidade para módulos ϕ-Verma de
subálgebras de Heisenberg hiperelípticas?

Dada uma álgebra de Lie afim g, o subespaço L = Cc ⊕⊕n∈Z\{0} gnδ é uma
subálgebra de Heisenberg. Seja ϕ : N → ± uma função arbitrária definida em N.
Os seguintes subespaços são subálgebras abelianas

L±ϕ =

 ⊕
n∈N,ϕ(n)=±

gnδ

⊕
 ⊕

m∈N,ϕ(m)=∓
g−mδ


e

L = L−ϕ ⊕Cc⊕ L+
ϕ
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é uma decomposição triangular para L. Seja Cv uma representação de dimensão 1
de Cc⊕ L+

ϕ em que cv = av para algum a ∈ C e L+
ϕ = 0. O módulo do tipo ϕ-Verma

é o módulo induzido dado por

Mg,ϕ = U(L)⊗U(Cc⊕L+
ϕ )

Cv

em que U(A) denota a álgebra envelopante universal de A. O Teorema 5.6.2 esta-
belece um critério de irredutibilidade para módulos ϕ-Verma para subálgebras de
Heisenberg hiperelípticas, respondendo à Pergunta 3. O resultado compõe o traba-
lho publicado em arXiv, [San17a] e generaliza os resultados obtidos em [San17b]

Teorema 3: Mĝ,ϕ é irredutível se e somente se possui nível não nulo.

Além de apresentar novos resultados, espera-se que este trabalho sirva como ma-
terial de consulta para estudantes interessados em álgebras de Krichever-Novikov.
Tentou-se, na medida que foi possível, manter a linguagem acessível e contemplar
a maior parte das definições que não são elementares. O texto apresenta excertos
históricos e notas de rodapé com a modesta intenção de - para mais do que regis-
trar os saberes desenvolvidos durante a redação deste trabalho - permitir uma visão
mais ampla dos personagens e fatos envolvidos no processo de produção científica
da Matemática ao longo da História, propiciar motivação e um breve afastamento
dos termos duros que inevitavelmente permeiam a maior parte das páginas.
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Capítulo 2

Álgebras de Lie

Neste capítulo percorremos definições fundamentais para o trabalho que será desen-
volvido nos capítulos subsequentes. Também apresentamos alguns exemplos que
serão utilizados nos próximos capítulos e resultados que serão aplicados em outros
contextos.
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2.1 Definições básicas

Considere K um corpo e seja L um espaço K-vetorial

Definição 2.1.1 Uma aplicação bilinear [ , ] : L× L 7→ L. Satisfazendo

1. Propriedade antissimétrica:

∀x ∈ L, [x, x] = 0.

2. Identidade de Jacobi 1:

∀x, y, z ∈ L, [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0.

é chamada de colchete de Lie (ou produto de Lie) para L.

Definição 2.1.2 O par (L, [ , ]) é chamado de álgebra de Lie.

Exemplo 2.1.3 Se (A, ·) é uma álgebra associativa, então (A, [ , ]) com o produto

[x, y] := x · y− y · x (2.1)

como produto de Lie é uma álgebra de Lie. O produto definido em (2.1) é denominado comu-
tador.

Exemplo 2.1.4 Considere gl(n, K) álgebra formada por matrizes quadradas n× n, com en-
tradas em K e com o comutador. Esta álgebra é denominada álgebra de Lie especial linear.

Exemplo 2.1.5 Considere End(V) = {ϕ : V → V|ϕ é linear} a álgebra dos endomor-
fismos lineares com produto dado pela composição destas aplicações. A álgebra End(V)
com o comutador define uma álgebra de Lie denotada comumente por gl(V).

Exemplo 2.1.6 Considere sl(n, C), o conjunto das matrizes complexas n× n com traço 0.
Note que sl(2, C) tem uma base formada por

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
.

O conjunto sl(2, C) com o produto

[h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h

é uma álgebra de Lie.

Exemplo 2.1.7 Suponha que a é uma álgebra de Lie sobre C que possui um subespaço c de
dimensão 1 com as seguintes propriedades

[a, a] = c,
[a, c] = (0).

A álgebra a munida de uma aplicação bilinear antissimétrica não degenerada ψ em a/c é
denominada álgebra de Heisenberg2.

Podemos também descrever uma álgebra de Heisenberg como sendo uma álgebra ĥ gerada
por {an|n ∈ Z \ {0}} ∪ {b}, onde b é central e [am, an] = mδm,−nb.

1Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) foi um matemático alemão com contribuições em funções
elípticas, dinâmica, equações diferenciais e teoria dos números.

2Werner Karl Heisenberg (1901-1976) foi um físico teórico alemão que recebeu o Nobel de física em
1932.
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δi,j é o delta de Kronecker3. A definição do δi,j é a seguinte:

δi,j =

{
0 se i 6= j,
1 se i = j.

2.1.1 Subálgebras e ideais

Definição 2.1.8 Dada uma álgebra de Lie (L, [ , ]), definimos que

a. Um subespaço vetorial M de L é chamado de subálgebra de Lie se

[M, M] ⊂ M.

b. Um subespaço M de L é chamado de ideal (de Lie) de L se

[M, L] ⊂ M.

c. A álgebra de Lie L é chamada de abeliana se

[L, L] = {0}.

Exemplo 2.1.9 São subálgebras de gl(n, C)

sl(n, C) : = {X ∈ gl(n, C)|tr(X) = 0} e
so(n, C) : = {X ∈ gl(n, C)|tX = −X}

Exemplo 2.1.10 Todo ideal de Lie é também uma subálgebra de Lie. Para toda álgebra de
Lie L temos os seguintes ideais.

1. O centro que é definido por

C(L) = {x ∈ L|∀y ∈ L : [x, y] = 0}.

2. A subálgebra derivada definida por

L′ := [L, L] := 〈[x, y]|x, y ∈ L〉K.

2.1.2 Homomorfismo de Lie

Dadas duas álgebras de Lie (L, [ , ](1)]) e (M, (L, [ , ](2)]), uma aplicação linear
φ : L → M é chamada de homomorfismo de Lie se respeita a estrutura da álgebra
de Lie, isto é, se

∀x, y ∈ L [φ(x), φ(y)](2) = φ([x, y](1)).

O núcleo deste homomorfismo ker φ é um ideal de L e a imagem deste homomor-
fismo Imφ é uma subálgebra de M. Considerando i como a inclusão natural, pode-
mos obter a seguinte sequência exata curta:

0 ker φ L Imφ 0.i φ

Sabendo que dado um ideal J de L, o espaço quociente L/J tem um produto de Lie
natural dado por

[x mod J, y mod J] := [x, y] mod J,

podemos obter também uma sequência exata curta da seguinte forma:

0 J L L/J 0,i ν

em que ν é a projeção natural de L em L/J.
3Leopold Kronecker(1823 - 1891) foi um matemático alemão com contribuições em álgebra, teoria

dos números e no estudo de continuidade de funções.
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2.1.3 Álgebras de Lie simples

Uma álgebra de Lie L é chamada de simples se, e somente se, L não é abeliana e só
possui ideais triviais (isto é, só possui como ideais 0 e L). Portanto, para álgebras de
Lie simples, o centro e a subálgebra derivada são ideais triviais.

Uma álgebra de Lie L é chamada de perfeita se L′ = [L, L] = L. Em particular,
álgebras de Lie simples são perfeitas.

2.1.4 Somas diretas

Dadas duas álgebras de Lie (L, [ , ](1)]) e (M, (L, [ , ](2)]), definimos a álgebra de
Lie soma direta como o espaço vetorial L⊕M com o produto

[(l1, m1), (l2, m2)] := ([l1, l2], [m1, m2])

em que l1, l2 ∈ L e m1, m2 ∈ M. Note que L e M são ideais de L⊕M.
Uma álgebra de Lie de dimensão finita é chamada semisimples se L for a soma

direta de álgebras de Lie simples Li, i = 1, . . . , M

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ LM.

Uma álgebra de Lie é chamada redutível, se L for a soma de uma álgebra de Lie
abeliana com uma álgebra de Lie semisimples.

2.1.5 Álgebras envelopantes universais

Dada uma álgebra de Lie L podemos construir uma álgebra U(L) associativa e com
unidade de forma que sua álgebra comutadora (U(L), [ , ](1)) possui L como su-
bálgebra. Para isso, consideramos L como espaço vetorial e construímos a álgebra
tensorial T(L) com produto induzido pelo concatenamento dos tensores, isto é, por
exemplo:

(x⊗ y) · (z⊗ w⊗ u) := x⊗ y⊗ z⊗ w⊗ u.

Considere J um ideal bilateral gerado por (x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x1 − [x1, x2]) com x1, x2 ∈
L. A álgebra envelopante universal é definida como a álgebra associativa U(L) da
seguinte forma:

U(L) = T(L)/J.

Temos a inclusão
φ : L→ U(L), com x 7→ x mod J.

Levando em consideração a álgebra U(L) definida com o produto de Lie dado pelo
comutador, teremos que φ será um homomorfismo de Lie. Portanto, L pode ser
interpretada como uma subálgebra de U(L).

É importante notar que dada uma álgebra associativa A com unidade, se existir
um homomorfismo de Lie

ψ : L→ (A, [ , ]),

então existe um único homomorfismo de álgebras associativas

ψ̂ : U(L)→ A tal que ψ̂ ◦ φ = ψ.

Por outro lado, dado um homomorfismo de álgebras ψ̂ : U(L) → A, existe um
homomorfismo de Lie ψ = ψ̂ ◦ φ, ψ : L → (A, [ , ]). Portanto podemos dizer que a
álgebra envelopante universal obedece a seguinte relação universal.
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L U(L)

A

φ

ψ

ψ̂

Exemplo 2.1.11 A álgebra envelopante universal U(sl(2, C)) é a álgebra gerada por e, f , h
com relações dadas por

he− eh = 2e, h f − f h = −2 f , e f − f e = h.

2.1.6 O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

O Teorema a seguir tem importantes aplicações em Teoria de Representações, seu
nome é uma homenagem aos matemáticos Poincaré4, Garrett Birkhoff5 e Ernst Witt6.

Teorema 2.1.12 (PBW) Seja g uma álgebra de Lie com uma K-base {xj|j ∈ J} indexada
num conjunto totalmente ordenado J. Seja U(g) a álgebra envelopante universal de g e i a
aplicaçao K-linear canônica de g em U(g), então

i(xj1)i(xj2) · · · i(xjn) (2.2)

onde j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jn, n ∈ Z>0, junto com 1 ∈ K forma uma base de U(g).

Aqui i denota um homomorfismo de álgebras i : g 7→ U(g) tal que

(i) i([x, y]) = i(x)i(y)− i(y)i(x), para todo x, y ∈ g.

(ii) Dada uma álgebra associativa A e qualquer homomorfismo de álgebras de Lie
f : g → Lie(A) existe um único homomorfismo de álgebras f ′ : U(g) 7→ A tal
que o diagrama

U(g) A

g

f ′

i f

é comutativo.

2.1.7 Álgebras graduadas

Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e Q um grupo abeliano e aditivo.
Entenderemos por uma graduação de V por Q uma família {Vα}α∈Q de subespa-
ços de V tais que V =

⊕
α∈Q Vα. Diremos também que V é graduado por Q ou

Q-graduado. Cada subespaço Vα é um subespaço homogêneo de grau α e cada ele-
mento v ∈ Vα é dito homogêneo (de grau α). Estenderemos esta noção para o caso
de álgebras.

Definição 2.1.13 Seja L uma álgebra de Lie. Diremos que L é uma álgebra de Lie gra-
duada se

4Jules Henri Poincaré (1854 - 1912) foi um matemático, físico e filósofo da ciência francês.
5Garrett Birkhoff (1911 – 1996) foi um matemático estadunidense.
6Ernst Witt (1911 - 1991) foi um matemático alemão conhecido por suas contribuições em álgebra.
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1. L é um espaço vetorial soma direta

L =
⊕
n∈Z

Ln.

2. Para todo m, n ∈ Z,
[Ln,Lm] ⊆ Lm+n.

Os elementosLn são chamados de elementos homogêneos de grau n eLn é chamado
de subespaço homogêneo de grau n.

Uma graduação do tipo L = L⊕ (0) é denominada graduação trivial. Toda álgebra
admite tal tipo de graduação.

2.2 Representações de álgebras de Lie

2.2.1 Representações e módulos

Dada uma álgebra de Lie L e um K-espaço vetorial V, uma ação de Lie de L em V é
dada por uma aplicação bilinear

L×V → V, (x, v) 7→ x · v,

tal que ∀x, y,∈ L, ∀v ∈ V teremos que

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v). (2.3)

Denominamos V de módulo de Lie sobre L (ou simplesmente L−módulo) com es-
trutura de módulo dada pela ação.

De forma equivalente, podemos interpretar uma ação de Lie de outra forma.
Fixando x ∈ L, considere aplicação v 7→ φx(v) := x · v, em que, naturalmente, φx ∈
End(V). A condição (2.3) é equivalente a aplicação φ : L → gl(V) em que x 7→ φx
é um homomorfismo de Lie. Podemos dizer que a estrutura de um módulo de Lie
em V corresponde a um homomorfismo de Lie φ : L → gl(V). Este homomorfismo
é chamado de representação de Lie e V é chamado de espaço da representação.

Exemplo 2.2.1 Toda álgebra de Lie pode operar em si mesma através da seguinte aplicação:

ad : x 7→
{

L→ gl(L)
y 7→ adx(y) := [x, y].

A aplicação ad é um homomorfismo de Lie e esta representação é chamada de representação
adjunta. Note que o kernel de uma representação adjunta é o centro da álgebra de Lie.

Considere sl(2) conforme visto no Exemplo 2.1.6 considerando a base x, y, h, temos que

ad(h) =

2 0 0
0 0 0
0 0 −2

 , ad(x) =

0 −2 0
0 0 1
0 0 0

 , ad(y) =

 0 0 0
−1 0 0
0 2 0

 .

Definição 2.2.2 Seja V um L-módulo. Dizemos que V é um módulo irredutível se para
todo W ⊂ V, tal que U(L)W ⊂ V, termos que W = (0) ou W = V.

Definição 2.2.3 Seja V um L-módulo. Dizemos que V é um módulo indecomponível se
não existem W1, W2 ⊂ V não triviais (isto é, W1, W2 6= 0 e W1, W2 6= V) invariantes em
relação a L tais que V = W1 ⊕W2.
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Note que todo módulo irredutível é indecomponível, no entanto nem todo módulo
indecomponível é irredutível.

Definição 2.2.4 Se L é uma álgebra graduada eM é um L-módulo, dizemos queM é um
módulo graduado se

1. M é um espaço vetorial soma direta

M =
⊕
n∈Z

Mn.

2. Para todo m, n ∈ Z,
Ln ·Mm ⊆Mm+n.

Os elementosMn são chamados de elementos homogêneos de grau n eMn é chamado
de subespaço homogêneo de grau n.

2.2.2 Forma de Cartan-Killing

Definição 2.2.5 Uma aplicação simétrica bilinear da forma β : L× L → K é chamada de
invariante se

β([x, y], z) = β(x, [y, z])

∀x, y ∈ L.

Para álgebras de Lie de dimensão finita, a forma de Cartan-Killing é a aplicação

β(x, y) := tr(adx ◦ ady), (2.4)

em que x, y ∈ L. A forma de Cartan-Killing é uma aplicação simétrica bilinear e
invariante.

Se uma álgebra de Lie é simples, então a forma de Cartan-Killing é não-degenerada.

Exemplo 2.2.6 Considere o Exemplo 2.2.1. Teremos que

β =

0 0 4
0 8 0
4 0 0


é a forma de Killing que tem determinante igual a −128 e, é não degenerada.

2.3 Álgebras de Lie afim

2.3.1 Álgebras de Kac-Moody e álgebras de Lie afim

Seja A = (aij)
n
i,j=1 uma matriz complexa, n× n de posto `. Vamos associá-la a uma

álgebra de Lie complexa g(A). A matriz A é chamada de matriz de Cartan genera-
lizada se satisfizer as seguintes condições.

a11 = 2 para i = 1, . . . , n;
aij são inteiros não positivos para i 6= j;

aij = 0 implica que aji = 0.
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Exemplo 2.3.1 A matriz G =

(
2 −3
−1 2

)
é uma matriz de Cartan.

Uma realização da matriz A é uma tripla (h, Π, Π∨) em que h é uma espaço vetorial
complexo, Π = {α1, . . . , αn} ⊂ h∗ e Π∨ = {α∨1 , . . . , α∨n } são conjuntos indexados em
h∗ e h satisfazendo as seguintes condições

os conjuntos Π e Π∨são linearmente independentes;
〈α∨i , αj〉 = aij, (i, j = 1, . . . , n);

n− ` = dim h− n.

Proposição 2.3.2 ([Kac94], Proposição 1.1) Existe uma única realização, a menos de iso-
morfismos, para cada matriz n× n. O isomorfismo é único se det A 6= 0

Dizemos que o conjunto Π é a base de raízes e que Π∨ é a base de coraízes. Os
elementos de Π são chamados de raízes simples e os elementos de Π∨ são chamados
de coraízes simples . Podemos também definir

Q = ∑n
i=1 Zαi, Q+ = ∑n

i=1 Z+αi.

O reticulado Q é chamado de reticulado de raízes. Para cada α = ∑i kiαi ∈ Q,
o número htα := ∑i ki é chamado de peso de α. O espaço Q+ pode nos ajudar a
introduzir uma relação de ordem parcial ≥ em h∗ definindo que λ ≥ µ se λ− µ ∈
Q+.

Seja A = (aij) uma matriz complexa n × n e (h, Π, Π∨) uma realização de A.
Vamos introduzir uma álgebra de Lie auxiliar g̃(A) com geradores ei, fi (i = 1, . . . , n)
e h, e as seguintes relações:

[ei, f j] = δijα
∨
i , (i, j = 1, . . . , n),

[h, h′] = 0, (h, h′ ∈ h),
[h, ei] = 〈αi, h〉ei,
[h, fi] = −〈αi, h〉 fi (i = 1, . . . , n; h ∈ h).

(2.5)

Pela unicidade da realização de A, garantida pela Proposição 2.3.2, é claro que g̃(A)
depende apenas de A.

Denotaremos por ñ+ (respectivamente por ñ−) a subálgebra de g̃(A) gerada por
e1, . . . , en (respectivamente f1, . . . , fn). Temos que

Teorema 2.3.3 ([Kac94], Teorema 1.2) 1. g̃(A) = ñ− ⊕ h⊕ ñ+ como espaços vetori-
ais.

2. ñ+ e ñ− são livremente gerados respectivamente por e1, . . . , en e f1, . . . , fn.

3. Com respeito a h a álgebra g̃(A) tem uma decomposição em espaços de raízes

g̃(A) =

⊕
α∈Q+
α 6=0

g̃−α

⊕ h⊕

 ∑
α∈Q+
α 6=0

g̃α


em que g̃α = {x ∈ g̃(A)|[h, x] = α(h)x}, dim g̃α < ∞ e g̃α ⊂ ñ± para α± ∈ Q+.

4. Existe uma único ideal maximal τ em g̃(A) dentre os ideais intersectando h trivial-
mente. Além disso,

τ = (τ ∩ ñ−)⊕ (τ ∩ ñ+).
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Sejam ñ+ e ñ− espaços livremente gerados respectivamente por e1, . . . , en e f1, . . . , fn.
O Teorema 2.3.3 nos garante que existe uma decomposição para (g̃)(A) como espaço
vetorial. Esta decomposição é chamada de decomposição triangular de (g̃)(A).

Exemplo 2.3.4 Se g = sl(n, C), n > 1, considere g+ a subálgebra das matrizes triangula-
res estritamente superiores e g− a subálgebra das matrizes triangulares estritamente inferio-
res (isto é, matrizes com entradas (aij) não nulas exclusivamente quando i > j). Considere ĥ
a subálgebra das matrizes diagonais em gl(n, C) e considere h = ĥ ∩ sl(n, C). Teremos que
sl(n, C) = g− ⊕ h⊕ g+ é uma decomposição triangular de g.

Considere A uma matriz n × n. Seja (h, Π, Π∨) uma realização de A e seja g̃(A) a
álgebra de Lie com geradores ei, fi (i = 1, . . . , n) e h, com relações definidas por
(2.5). Utilizando o Teorema 2.3.3, temos que a aplicacão h → g̃(A) é injetiva. Seja τ
o ideal maximal de g̃(A) que intersecta h trivialmente (conforme o Teorema 2.3.3) e
definemos

g(A) = g̃(A)/τ.

A matriz A é chamada de matriz de Cartan da álgebra de Lie g(A) e n é chamado
de posto de g(A).

A álgebra de Lie g(A) cuja matriz de Cartan é generalizada é chamada de álgebra
de Kac-Moody.

A subálgebra h de g(A) é chamada de subálgebra de Cartan. Os elementos ei, fi
(i = 1, . . . , n) são chamados de geradores Chevalley7.

Quando uma matriz de Cartan generalizada é tal que todos os seus menores
principais são positivos e det A = 0 (A é automaticamente indecomponível) é cha-
mada de matriz de Cartan afim. A álgebra de Kac-Mody associada a uma matriz
de Cartan afim é chamada de álgebras de Lie afim. Toda álgebra de Lie afim possui
uma álgebra de Heisenberg como subálgebra.

2.3.2 Diagramas de Dynkin

Uma forma eficiente e visual de representar as matrizes de Cartan é utilizando um
grafo Γ, isto é, um conjunto finito de vértices conectados por um certo número de
arestas. Assumindo que Γ é conexo (todo ponto pode ser conectado a outro por
um caminho de arestas) e que não possui auto-laços (arestas de um vértice para si
mesmo), suponha que os vértices de Γ são numerados por inteiros 1, . . . , N. Então
podemos relacionar a Γ uma matriz RΓ = (rij) que é N×N, em que rij é o número de
vértices conectando os pontos i e j. Essa matriz é obviamente simétrica e é chamada
de matriz de adjacência.

Defina a matriz AΓ = 2I − RΓ, em que I é a matriz identidade. Γ é chamado
Diagrama de Dynkin se AΓ é positiva definida, isto é, todos seus menores principais
são positivos. Sendo assim, toda matriz de Cartan pode ser representada por um
diagrama de Dynkin.

Diagramas de Dynkin aparecem em diversas áreas da Matemática como, por
exemplo, na teoria de singularidades, álgebras de Lie, teoria de representações, geo-
metria algébrica e Física-Matemática.

Γ é um diagrama de Dynkin se, e somente se, é um dos seguintes grafos:

AN : ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦

7Claude Chevalley (1909 – 1984) foi um matemático francês com contribuições em teoria dos nú-
meros, geometria algébrica, teoria dos corpos de classes, teoria dos grupos finitos e teoria dos grupos
algébricos. Foi membro fundador do grupo Nicolas Bourbaki.



14 Capítulo 2. Álgebras de Lie

DN : ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦

◦

E6: ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

E7: ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

E8: ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

Considere A = (aij)
n
i,j=l uma matiz de Cartan generalizada. Podemos associar

a A um grafo S(A), chamado diagrama de Dynkin de A da seguinte forma. Se
aijaij ≤ 4 e |aij| ≥ |aji|, os vértices i e j são conectados por |aij| linhas e essas linhas
são dotadas de uma seta apontando para i se |aij| > 1. Se aijaji > 4, os vértices i e j
são conectados por uma linha em negrito com um par ordenado de inteiros |aij|, |aji|.
Note que A é indecomponível se e somente se S(A) é um grafo conexo. Além disso
A determina o diagrama de Dynkin S(A) de maneira que diremos que S(A) será
dito afim ou finito se A for desse tipo.

Exemplo 2.3.5 Considere G =

(
2 −3
−1 2

)
. Note que aijaij ≤ 4 e |aij| ≥ |aji|, portanto

os vértices 1 e 2 devem ser conectados por |aij| = 3 linhas e essas linhas devem ser dotadas
de uma seta apontando para 2.

O diagrama de Dynkin associado a G é

◦
1
V ◦

2

É possível apresentar os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de Cartan
generalizadas do tipo finito. Antes de apresentar, é importante estabelecer que:

1. Os vértices dos diagramas a seguir são rotulados pelos símbolos α1, . . . , αl ;

2. Cada diagrama X(1)
l é obtido do diagrama Xl adicionando um vértice, rotulado

por α0, mantendo o restante dos rótulos já existentes nos vértices originais; Os
números entre parênteses na tabela a seguir representam det A;

3. Os rótulos numéricos nas tabelas a seguir são os coeficientes de uma depen-
dência linear entre as colunas de A.
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Teorema 2.3.6 ([Kac94], p. 43) Os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de Cartan
generalizadas do tipo finito são:

Al α1 α2

. . .
αl−1 αl

Bl(l ≥ 2)
α1 α2

. . .
αl−1 αl
⇒

Cl(l ≥ 3)
α1 α2

. . .
αl−1 αl
⇐

Dl(l ≥ 4)
α1 α2

. . .
αl−2 αl−1

αl

E6 α1 α2 α3 α4 α5

α6

E7 α1 α2 α3 α4 α5 α6

α7

E8 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

F4 α1 α2 α3 α4
⇒

G2 α1 α2
V

Teorema 2.3.7 ([Kac94], pp. 44 - 45) Os diagramas de Dynkin de todas as matrizes de
Cartan generalizadas afim são:

A(1)
1 1 1

⇐⇒

A(1)
l (l ≥ 2)

1 1
. . .

1 1

1

B(1)
l (l ≥ 3)

1 2 2
. . .

2 2

1
⇒

C(1)
l (l ≥ 2)

1 2
. . .

2 1
⇒ ⇐

D(1)
l (l ≥ 4)

1 2 2
. . .

2 1

1 1
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G(1)
2 1 2 3

V

F(1)
4 1 2 3 4 2

⇒

E(1)
6 1 2 3 2 1

2

1

E(1)
7 1 2 3 4 3 2 1

2

E(1)
8 1 2 3 4 5 6 4 2

3

A(2)
2

2

α0

1

α1

A(2)
2l (l ≥ 2)

2

α0

2

α1

. . .
2

αl−1

1

αl
⇐

A(2)
2l−1(l ≥ 3)

1

α1 α2

2 2

α3

. . .
2

αl−1

1

αl
⇐

α0

1

D(2)
l+1(l ≥ 2)

1

α1

1

α1

. . .
1

αl−1

1

αl
⇐ ⇒

E(2)
6

1

α0

2

α1

3

α2

2

α3

1

α4
⇐

D(3)
4

1

α0

2

α1

1

α2
W

Uma álgebra de Kac-Moody afim associada à uma matriz de Cartan generalizada do
tipo X(1)

l é denominada álgebra de Kac-Moody afim não torcida.
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Capítulo 3

Álgebras de Krichever-Novikov

Há vários objetos em Matemática que recebem o último sobrenome do matemático
russo Igor Moiseevich Krichever (1950 - ). Durante seu doutorado, Igor foi orientado
pelo matemático, também russo, Sergei Petrovich Novikov (1938 - ), laureado com
a Medalha Fields em 1970. Os dois estudiosos firmaram uma duradoura parceria
de colaboração e foi trabalhando em conjunto que compuseram as álgebras que hoje
recebem seus nomes.

FIGURA 3.1: I. Krichever

As álgebras de Krichever-Novikov são exemplos de
álgebras de Lie de dimensão infinita cujos componen-
tes são objetos meromorfos numa superfície de Riemann
compacta que são holomorfos fora de um conjunto fixo
de pontos. Estas álgebras generalizam as álgebras de Vi-
rasoro1. A álgebra de Virasoro tem papel extremamente
importante em álgebra pois, além de aparecer em Mate-
mática, também tem relevância em Física. Foi estudando
aplicações da álgebra de Virasoro que Krichever e Novi-
kov deram um passo além do que já era bem estabelecido
e em 1987 publicaram [KN87] apresentando as estrutu-
ras que hoje são conhecidas por álgebras de Krichever-
Novikov.

FIGURA 3.2: S. Novikov

Estas álgebras tem sido objeto de estudo de matemá-
ticos e físicos nas últimas décadas. Do ponto de vista ma-
temático, Martin Schlichenmaier destaca-se por ter de-
senvolvido a teoria das álgebras de Krichever-Novikov
em contextos mais generalizados (veja, por exemplo,
[Sch90b], [Sch90a], [Sch03], [Sch07]) e também por ter
contribuído com a publicação de um livro ([Sch14b]) em
que organiza os progressos alcançados nos últimos anos.
As álgebras de Krichever-Novikov continuam a desper-
tar interesse da academia e ainda há muitas perguntas

sobre as propriedades destas estruturas.
Este capítulo apresenta como resultado principal uma descrição, em termos de

geradores e relações, da extensão central universal da álgebra de Lie afim supere-
líptica de dimensão infinita g⊗ R com a álgebra de Lie simples de dimensão finita
g e anel de coordenadas R = C[t, t−1, u], em que um = p(t) e p(t) é um polinômio
com raízes distintas. Este resultado revela, para o caso superelíptico, a descrição que
era conhecida exclusivamente para o caso hiperelíptico das álgebras de Krichever-
Novikov (veja [Bre94]) e será publicado em Communications in Algebra ([San p]).

1Miguel Ángel Virasoro (1940 - ) é um físico argentino que foi presidente do Centro Internacional
de Física Teórica Abdus Salam (ICTP).
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3.1 Curvas algébricas

Uma curva algébrica plana afim é conjunto de zeros de um polinômio de duas va-
riáveis. Uma curva algébrica projetiva é o conjunto de zeros de um polinômio ho-
mogêneo de três variáveis no plano projetivo. De forma mais genérica, uma curva
algébrica, é uma variedade algébrica de dimensão 1.

Exemplo 3.1.1 Uma curva elíptica em C é formada pelas soluções (x, y) de

y2 = x3 + ax + b

em que a, b ∈ C. Além disso, a curva deve ser do tipo não singular, isto é, não deve possuir
auto-interseções ou cúspides (ponto na curva em que um ponto em movimento deve reverter
sua direção: "bico").

Exemplo 3.1.2 Uma curva superelíptica em C é uma curva algébrica definida por uma
equação da forma

ym = f (x)

em que m ≥ 2 é um inteiro e f é um polinômio com grau d ≥ 3 e coeficientes em C. Podemos
dizer que uma curva superelíptica é uma curva projetiva suave definida por esta equação.
Note que se m = 2 e d = 3, obtemos uma curva elíptica. Caso m = 2 e d ≥ 5 a curva obtida
é chamada de curva hiperelíptica.

3.2 Superfícies de Riemann

Uma superfície de Riemann2 Σ é uma variedade complexa, 1-dimensional. A me-
nos de menção contrária, neste trabalho consideraremos que as superfícies de Ri-
emann são compactas. As superfícies de Riemann, do ponto de vista topológico,
podem ser classificadas pelo seu gênero g = g(Σ) que pode ser compreendido, de
forma intuitiva, como a quantidade de "buracos"que há em Σ.

Exemplo 3.2.1 A esfera de Riemann é a única superfície de Riemann compacta de gênero 0.
Iremos denotar esta superfície por S2.

∞

1−1

0

FIGURA 3.3: Esfera de Riemann

Exemplo 3.2.2 O toro é uma superfície de Riemann de gênero 1.

Superfícies de Riemann compactas podem ser descritas como curvas projetivas
suaves em C.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) foi um matemático alemão com contribuições
fundamentais para a análise e a geometria diferencial
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FIGURA 3.4: Toro

3.3 Funções meromorfas

Antes de partir para as próximas definições, faz-se necessário recordar três conceitos
fundamentais.

1. Polo é uma singularidade do tipo 1
zn em z = 0.

2. Funções holomorfas são funções definidas sobre abertos U ⊂ C com valores
em C que são diferenciáveis em cada ponto z0 ∈ U.

3. Funções meromorfas são definidas sobre abertos U ⊂ C com valores em C

que são holomorfas em todo U, exceto por um conjunto de pontos isolados,
que são os polos da função.

Por definição uma variedade complexa Σ admite uma cobertura por cartas coor-
denadas (Ui, zi)i∈J . As coordenadas zi estão relacionadas a mudanças de coordena-
das holomorfas zj = zj(zi). No contexto deste trabalho, é importante compreender
o que são funções holomorfas numa superfície de Riemann. Funções holomorfas
podem ser definidas localmente como funções holomorfas quando aplicadas nas co-
ordenadas zi. Esta noção pode ser estendida para obtermos funções meromorfas.

3.4 Álgebras correntes

Para as construções a seguir, serão importantes dados geométricos preestabelecidos.
O par (Σ, A) denota uma superfície de Riemann Σ enquanto que A denota um sub-
conjunto de pontos em Σ que serão utilizados para construir uma álgebra de funções
meromorfas em Σ, holomorfas fora de A ⊂ Σ que será denotada por A e é comu-
mente chamada de álgebra de funções.

A álgebra de funções tem uma base {An = zn|n ∈ Z}. Note que

[Am, An] = Am+n

o que nos mostra que A é graduada.

Exemplo 3.4.1 Considere a dupla (S2, A) em que A = {0, ∞}. A álgebra A é formada
pelos polinômios de Laurent definidos sobre a esfera de Riemann, isto é, A = C[t, t−1].

Diremos que as álgebras obtidas a partir destes dados geométricos pré estabeleci-
dos tem gênero g = g(Σ). Como notamos no Exemplo 3.2.1, a esfera de Riemann
tem gênero 0 e por consequência a álgebra dos polinômios de Laurent definida no
Exemplo 3.4.1 tem gênero 0.

Considere g uma álgebra de Lie de dimensão finita. A álgebra corrente associada
à g é dada por

g = g⊗A = g⊗C[t, t−1].
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Os elementos de g podem ser descritos como somas de x⊗ tn com x ∈ g. Quando g
é uma álgebra de matrizes, g pode ser descrita como uma álgebra de matrizes cujas
entradas são polinômios de Laurent. A estrutura de Lie é dada pela seguinte relação:

[x⊗ tm, y⊗ tn] = [x, y]⊗ tm+n

para todos x, y ∈ g, tm, tn ∈ g e m, n ∈ Z. A álgebra g herda uma graduação da
graduação de A.

Generalizaremos a construção de uma álgebra de Lie corrente para uma de gê-
nero maior.

Definição 3.4.2 Uma álgebra corrente de gênero maior (também chamada de álgebra
multiponto, ou álgebra N-ponto, em que N = #A) associada a uma álgebra de Lie g e aos
dados geométricos (Σ, A) é a álgebra de Lie g = g(A) = g(Σ, A) dada, como espaço vetorial
pela álgebra tensor g = g⊗C A com o seguinte produto de Lie

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f · g

para todos x, y ∈ g e f , g ∈ A.

É fácil verificar que g é uma álgebra de Lie. Os elementos de g podem ser interpre-
tados como funções meromorfas de Σ em g que são holomorfas fora de A.

Podemos replicar esta construção para qualquer álgebra comutativa e associativa
A.

Lembre-se de que se a álgebra g é tal que [g, g] = g, então dizemos que g é perfeita
(veja a Seção 2.1.3).

Proposição 3.4.3 ([Sch14b], Proposição 9.2) Se g é uma álgebra de Lie perfeita de dimen-
são finita, então a álgebra corrente ḡ também é perfeita. Em particular, se g é semisimples ḡ
é perfeita.

Quando não for necessário mencionar, os dados geométricos serão suprimidos.

3.5 A situação de Krichever-Novikov

3.5.1 O caso 1-ponto

A escolha natural ao considerar uma generalização de uma álgebra de Lie corrente
é tomar A consistindo de um único ponto em Σ, digamos A = {P}. Teremos que
Σ \ {P} é uma superfície de Riemann aberta (isto é, uma superfície de Riemann sem
fronteira). Para esta situação, não é possível aplicar a noção usual de graduação nas
álgebras obtidas. Discutiremos como lidar com estruturas que não admitem tal gra-
duação usual na Seção 3.6 na qual será apresentada a "quasegraduação". Entretanto,
são necessários ao menos dois pontos em A para fixarmos uma quasegraduação. Na
Definição 3.5.2, impomos que do caso 1-ponto não é possível compor uma álgebra
do tipo Krichever-Novikov.

3.5.2 A situação de Krichever-Novikov generalizada

No trabalho de Krichever e Novikov ( [KN87] ), originalmente é considerado o caso
em que A possui 2 pontos. Conforme já mencionado, no decorrer deste trabalho
serão apresentadas outras situações.

Dividiremos o conjunto A em dois subconjuntos: I, os pontos de entrada e O
pontos de saída, de forma que A = I ∪O. Esta divisão será utilizada para construir-
mos a quasegraduação.

A seguir, veja outro exemplo de álgebra em que #A = 2.
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Exemplo 3.5.1 Considere a álgebra L que possui base dada por en = zn+1 d
dz , n ∈ Z e

equações de estrutura
[en, em] = (m− n)en+m.

Esta é a álgebra formada por campos de vetores na esfera de Riemann holomorfos fora de 0 e
∞ e é conhecida como álgebra de Witt ou álgebra de Virasoro sem elemento central.

Conforme mencionado no início deste capítulo, as álgebras de Krichever-Novi-
kov são exemplos de álgebras de Lie de dimensão infinita cujos componentes são
objetos meromorfos numa superfície de Riemann compacta que são holomorfos fora
de um conjunto finito de pontos. Consideraremos a seguinte definição para álgebras
de Krichever-Novikov.

Definição 3.5.2 Dada uma superfície de Riemann Σ e um conjunto finito de pontos A em
Σ, dividido em dois subconjuntos de pontos I e O, em que A = I ∪O, #A ≥ 2, então as
álgebras do tipo A e g são álgebras de Krichever-Novikov.

Em [Sch14b] é possível obter uma definição mais generalizada de álgebras de
Krichever-Novikov, bem como exemplos mais amplos. No entanto, a Definição 3.5.2
cobre todos os casos que serão trabalhados neste e nos próximos capítulos, sem a
necessidade de uma investigação ainda mais profunda em aspectos geométricos. É
importante registrar que o que deve ser chamado de uma álgebra do tipo Krichever-
Novikov, não é a apenas a álgebra, mas a álgebra junto com uma quasegraduação
escolhida. Por essa razão e para que fique preciso do que se trata uma álgebra do tipo
Krichever-Novikov, será esclarecido na próxima seção o que é uma quasegraduação.

3.6 Quasegraduação

Além de continuar a denotar por Σ uma superfície de Riemann compacta de gênero
g = g(Σ) e por A um subconjunto finito de Σ, indicaremos por N a cardinalidade do
conjunto A, isto é, N := #A. Assumiremos que N ≥ 2 a menos de menção contrária
e continuaremos a dividir o conjunto A em dois subconjuntos disjuntos de forma
que A = I ∪O, da mesma forma que foi apresentada na Subseção 3.5. Por último,
consideraremos que

K := #I, M := #O e, por definição, N = K + M.

Descreveremos os conjuntos I e O desta forma:

I = (P1, . . . , PK) e O = (Q1, . . . , QM)

as n-uplas de pontos disjuntos (que podem ser chamados de pontuações ou pontos
marcados) na superfície de Riemann. Assumiremos que Pi 6= Qj para todo par (i, j).
Conforme já mencionado, os pontos em I serão chamados de pontos de entrada e os
pontos em O serão chamados de pontos de saída e a decomposição de A em pontos
de entrada e saída é chamada de cisão de A.

Segundo [Sch14b], há uma interpretação para esta cisão em Teoria de Cordas:
Σ corresponde à folha de Universo, o conjunto I corresponde às cordas livres e os
pontos em O correspondem às cordas livres de saída. Este tipo de interpretação
aqui tem o objetivo de registrar para o leitor o vínculo forte que a teoria algébrica
desenvolvida aqui tem com a Física Matemática.
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Daqui em diante, quando mencionada a expressão situação clássica, estaremos
nos referindo à seguinte configuração:

Σ = S2, em que I = {0} e O = {∞}.

Na situação clássica, em situações com gêneros maiores, ou quando considerando
mais que dois pontos marcados, não é possível obter uma graduação das álgebras
obtidas que não seja a trivial. Defronte à esta questão, Krichever e Novikov em
[KN87] introduziram um conceito mais fraco do que a graduação nomeado quasi-
graduation. Este conceito foi estendido por outros autores considerando casos com
mais que dois pontos marcados (veja, por exemplo, [Sch90a]). Este tipo de gradu-
ação será construído levando em consideração a cisão de A e, neste trabalho, esta
expressão é traduzida para quasegraduação.

Definição 3.6.1 1. Seja L uma álgebra de Lie. Diremos que L é uma álgebra de Lie
quasegraduada se

(a) L é um espaço vetorial soma direta

L =
⊕
n∈Z

Ln.

(b) dimLn < ∞.

(c) Existem constantes L1 e L2 tais que

[Ln,Lm] ⊆
n+m+L2⊕

h=n+m−L1

Lh.

Os elementos Ln são chamados de elementos homogêneos de grau n e Ln é
chamado de subespaço homogêneo de grau n.

2. Se L é uma álgebra graduada e M é um L-módulo, dizemos que M é um módulo
quasegraduado se

(a) M é um espaço vetorial soma direta

M =
⊕
n∈Z

Mn.

(b) dimMn < ∞

(c) Existem constantes M1, M2 ∈ Z tais que

Ln ·Mm ⊆
n+m+M2⊕

h=n+m−M1

Mh.

Os elementos Mn são chamados de elementos homogêneos de grau n e Mn é
chamado de subespaço homogêneo de grau n.

3. Quando nem todos subespaços homogêneos são de dimensão finita, a estrutura é cha-
mada de fracamente quasegraduada.

4. Quando as dimensões são limitadas, independente de n, a estrutura é chamada de
fortemente quasegraduada.
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Para efeito de comparação com a definição de graduação, observe a Definição 2.1.13
e a Definição 2.2.4.

Proposição 3.6.2 ([Sch14b], Proposição 3.12) As álgebras de Krichever-Novikov do tipo
A são fortemente quasegraduadas.

Veja a seguir um exemplo de álgebra fortemente quasegraduada.

Exemplo 3.6.3 Seja g = g⊗A a álgebra corrente do tipo Krichever-Novikov associada à
álgebra de Lie de dimensão finita g. Considere An subconjunto de A formado por elementos
f de grau deg f = n, por exemplo

t−2 + 5t7 ∈ A7, pois deg(t−2 + 5t7) = 7.

Admita que a dimensão de An é K e que o gênero de An é R1. Definindo

gn := g⊗An,

obteremos que
g :=

⊕
n∈Z

gn, dim gn = K · dim g

e

[gn, gm] ⊆
n+m+R1⊕
h=n+m

Portanto, g é uma álgebra fortemente quasegraduada.

Podemos construir uma quasegraduação de A = ⊕n∈Z(A)n induzida por determi-
nada cisão, induzindo uma quasegraduação

ḡ =
⊕
n∈Z

(ḡ)n

em que ḡn = g⊗An, via deg(ḡn) := n. A quase-graduação depende crucialmente
da cisão de A em I ∪O. De fato, cisões diferentes, podem fornecer quase-graduações
diferentes. Para detalhes técnicos relacionados à quase-graduações, veja [Sch14b].

3.7 Extensões centrais universais de álgebras de Krichever-
Novikov

Segundo [Sch14b], extensões centrais aparecem naturalmente no contexto de quan-
tizações da Teoria de Campos Clássica. Nesta seção é apresentada uma definição
destas estruturas algébricas.

3.7.1 Complexos e cohomologia

Definição 3.7.1 Uma sequência de objetos Ci com i ∈ Z, de uma categoria abeliana C e
morfismos di : Ci → Ci+1 é chamada um complexo se a composição de dois morfismos
consecutivos é zero. Os morfismos consecutivos são chamados de diferenciais.

Exemplo 3.7.2 O complexo de de Rham3 é obtido considerando que Cm é o espaço das m-
formas diferenciais. Esta é a razão para a utilização do termo "diferenciais", na definição
anterior.

3Georges de Rham (1903 – 1990) foi um matemático suíço, conhecido por seu trabalho sobre topo-
logia diferencial.
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A cohomologia de um complexo é Hi = Ker(di)/Im(di−1)
Podemos considerar complexos sobre estruturas como grupos abelianos, espaços

vetoriais ou módulos sobre um anel. Nesses casos, os elementos Ker(di) são chama-
dos i-cociclos, os elementos de Im(di−1) são chamados de i-colimites e os elementos
em Hi(C) são chamados de i-ésimas classes de cohomologia.

Exemplo 3.7.3 Uma sequência exata curta é um complexo da seguinte forma

0 −→ X −→ Y −→ Z −→ 0. (3.1)

em que X −→ Y deve ser injetor, Y −→ Z deve ser sobrejetor e Y/X −→ Z deve ser um
isomorfismo.

Podemos interpretar a sequência exata curta (3.1) como uma extensão Y de Z por X.

3.7.2 Extensões centrais

Seja L uma álgebra de Lie. Uma extensão central (unidimensional) L̂ de L é o ele-
mento do meio na sequência exata curta de álgebras de Lie

0 −→ C
i−→ L̂

p−→ L −→ 0 (3.2)

em que i(C) é central em L̂.
Duas extensões centrais são L̂1 e L̂2 são equivalentes se existe um isomorfismo

de algebras de Lie ϕ : L̂1 → L̂2 tal que o diagrama

0 C L̂1 L 0

0 C L̂2 L 0

i1

ϕ

p1

i2 p2

comuta.
Em (3.2), sempre é possível encontrar s : L → L̂ que cinde a sequência, isto é

p ◦ s = idL.

Definição 3.7.4 Uma extensão central L̂ de L

0 −→ K i−→ L̂
p−→ L −→ 0

é dita uma extensão central universal se para toda extensão central L̂′ de L (com termo
central K′)

0 −→ K′ i′−→ L̂′
p−→ L −→ 0

existe um único par de homomorfismos de Lie (φ, φ0) : (K, L̂) 7→ (K′, L̂′) tal que o diagrama

0 K L̂ L 0

0 K′ L̂′ L 0

i

φ0 φ

π

i′ π′

comuta.

Teorema 3.7.5 ([Sch14b], Teorema 6.98) Toda álgebra de Lie perfeita admite extensão cen-
tral universal.
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Para encerrar esta seção, enunciaremos um teorema fundamental para o principal
resultado deste capítulo. Trata-se de um teorema de Kassel, publicado em [KL82] e
que oferece uma descrição da extensão central universal do tipo de álgebras de Lie
em que estamos interessados nestas seções.

Teorema 3.7.6 ([KL82]) Considere g uma álgebra de Lie complexa, simples e de dimensão
finita e R uma álgebra complexa, comutativa e associativa. Temos que ĝ = (g ⊗ R) ⊕
Ω1

R/dR é a extensão central universal de g⊗ R, em que Ω1
R/dR é o espaço de diferenciais

de Kähler de R módulo formas exatas.

Para compreender o Teorema 3.7.6 é necessário retomar a definição do espaço dos
diferenciais de Kähler4. É possível construí-lo de forma relativamente simples.

Definição 3.7.7 Seja K o submódulo do módulo R⊗ R gerado por elementos 1⊗ f g− f ⊗
g − g ⊗ f , em que f , g ∈ R. Considere F = R ⊗ R um R-módulo à esquerda com ação
f (g⊗ h) = f g⊗ h em que f , g, h ∈ R. O módulo quociente Ω1

R = F/K é o módulo de
diferenciais de Kähler de R.

Denotaremos o elemento f ⊗ g + K de Ω1
R por f dg. Definiremos uma aplicação d :

R→ Ω1
R por d( f ) = 1⊗ f +K. Os elementos no subespaço dR = d(R) são chamados

diferenciais exatos. Denotaremos a coclasse f dg módulo dR por f dg. As relações de
comutatividade para (g⊗ R)⊕Ω1

R/dR são

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g + (x, y) f dg,
[x⊗ f , ω] = 0,

em que x, y ∈ g, f , g ∈ R e ω ∈ Ω1
R/dR e (x, y) denota a forma de Cartan-Killing em

g, conforme definida em (2.4) (daqui em diante representada omitindo β).

3.7.3 Álgebras multiponto de gênero zero

O caso 4-ponto

Considere g uma álgebra de Lie complexa de dimensão finita e simples. Seja P4 =
{a1, a2, a3, a4} o conjunto formado por quatro pontos distintos na esfera de Riemann.
O anel 4-ponto R4 é o anel das funções racionais na esfera de Riemann com polos
permitidos somente no conjunto P4.

Definição 3.7.8 Escrevendo a4 = a, o anel 4-ponto R4 = C[s, s−1, (s− 1)−1,
(s − a)−1|a ∈ C \ {0, 1}] é o anel das funções racionais na esfera de Riemann com polos
permitidos somente em {a1, a2, a3, a4} = {∞, 0, 1, a}. Similarmente, o anel das funções
racionais na esfera de Riemann com polos permitidos somente em um conjunto de N pontos
será chamado anel N-ponto e será denotado por RN .

Proposição 3.7.9 ([Bre95], Proposição 1.1) Considere Sb o anel C[t, t−1, u] em que u2 =
t2 − 2bt + 2. Temos que R4

∼= Sb, escolhendo
a = (b + 1)/(b− 1) ∈ C \ {0, 1} ou b = (a + 1)/(a− 1) ∈ C \ {−1, 1}.

A proposição anterior nos assegura que R4 é um anel isomorfo a um anel do tipo
C[t, t−1, u]/〈um − p(t)〉, em que m ∈N e p(t) ∈ C[t].

4Erich Kähler (1906 - 2000) foi um matemático alemão com contribuições significativas em geome-
tria.
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Definição 3.7.10 O espaço vetorial A4 := g⊗ R4 munido das relações de comutatividade

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g

em que x, y,∈ g e f , g ∈ R4 é uma álgebra de Lie denominada álgebra laço 4-ponto.

A partir daqui consideraremos

ω0 := t−1dt, ω− := t−2udt, e ω+ := t−1udt.

Definição 3.7.11 A extensão central universal de A4, a álgebra de Lie definida por

Â4 := (g⊗ R4)⊕Ω1
R4

/dR4,

é chamada de álgebra afim 4-ponto.
Dada uma álgebra de Lie complexa de dimensão finita g e RN um anel N-ponto, vamos

denominar como álgebra afim N-ponto a álgebra de Lie dada por (g⊗ RN)⊕Ω1
RN

/dRN .

É possível determinar uma base finita para o centro de Â4.

Teorema 3.7.12 ([Bre95], Teorema 3.3) O espaço Ω1
R4

/dR4 tem base {ω0, ω−, ω+}.
Além disso, é possível descrever as relações satisfeitas pelos elementos da base de
Â4, que são x⊗ tn, x⊗ tnu, ω0, e ω±. Para apresentar tais relações, é necessário defi-
nir uma família de polinômios Qk(b) dados em termos dos polinômios ultraesféricos
de Gegenbauer Pλ

k (veja o Exemplo 4.1.2 para retomar polinômios ultraesféricos de
Gegenbauer). Consideremos Pk(b) = P−1/2

k (b) e definamos para b 6= ±1,

Qk(b) := −Pk + 2(b)
b2 − 1

em que k ∈N∪ {0}.
Teorema 3.7.13 ([Bre95], Teorema 3.6) A álgebra afim 4-ponto Â4 tem uma Z/2Z-gradua-
ção em que

Â4
0
= g⊗C[t, t−1]⊕Cω0 e Â4

1
= g⊗C[t, t−1]u⊕Cω− ⊕Cω+.

Um conjunto gerador de Â4 consiste dos elementos x⊗ ti e x⊗ tj− 1
2 u em que x ∈ g, i ∈ Z,

j ∈ Z + 1
2 , com os elementos centrais ω0, ω+, e ω−.

A subálgebra par Â4
0

é uma álgebra de Lie afim de Kac-Moody não torcida com as se-
guintes relações de comutatividade.

[x⊗ ti, y⊗ tj] = [x, y]⊗ ti+j + δi+j,0(x, y)jω0.

As relações de comutatividade dos dois elementos de Â4
1

resultam em elementos em Â4
0
:

[x⊗ ti− 1
2 u, y⊗ tj− 1

2 u] = [x, y]⊗ (ti+j−1 − 2bti+j + ti+j+1)

+ (x, y)


−2jbω0, , se i + j = 0,
1
2 (j− i)ω0, , se |i + j| = 1,
0, , se |i + j| ≥ 2.

O subespaço ímpar Â4
1

é um Â4
0
-módulo com relações dadas por

[x⊗ ti− 1
2 u, y⊗ tj] = [x, y]⊗ (ti+j− 1

2 u)

+ (x, y)


jQi+j− 3

2
(b)(bω+ + ω−) se i + j ≥ 3

2 ;

jω± se i + j = ± 1
2 ;

jQ−i−j− 3
2
(b)(bω+ + bω−) se i + j ≤ − 3

2 .
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O caso 3-ponto

Nesta subseção, considere g = sl(2, C). Seja P3 = {a1, a2, a3} o conjunto formado
por três pontos distintos na esfera de Riemann. O anel 3-ponto é o anel das funções
racionais na esfera de Riemann com polos permitidos somente no conjunto P3.

Os anéis 3-ponto se apresentam de, pelo menos, três formas:

S3 := C[s, s−1, (s− 1)−1],
R3 := C[t, t−1, u]〈u2 − (t2 + 4t)〉 e
A3 := Aa = C[(z2 − a2)k, z(z2 − a2)k|k ∈ Z].

É possível verificar que há um isomorfismo entre esses três anéis (veja [CJ14]).

Teorema 3.7.14 ([CJ14], Proposição 2.2) Uma base para Ω1
R3

/dR3 é {ω0 := t−1dt, ω1 :=
t−1udt}.

Denotaremos a álgebra laço 3-ponto g⊗ R3 por A3 e a álgebra afim 3-ponto, a ex-
tensão central universal de A3, por Â3.

Teorema 3.7.15 ([CJ14], Teorema 2.4) A álgebra afim 3-ponto Â3 é isomorfa à álgebra
dada por geradores e relações abaixo. Considere os geradores en, e1

n, fn, f 1
n , hn, h1

n, n ∈ Z, w0, w1
e relações dadas por

[xm, xn] := [xm, x1
n] = [x1

m, x1
n] = 0, para x = e, f ,

[hm, hn] := −2mδm,−nω0 = (n−m)δm,−nω0,
[h1

m, h1
n] := 2((n + 1)δm+n,−2 + (4n + 2)δm+n,−1)ω0 = (n−m)(δm+n,−2 + 4δm+n,−1)ω0,

[hm, h1
n] := −2mδm,nω1,

[ωi, xm] := [ωi, ωj] = 0 para x = e, f , h e i, j ∈ {0, 1},
[em, fn] := hm+n −mδm,−nω0,
[em, f 1

n ] := h1
m+n −mδm,−nω1 =: [e1

m, fn],
[e1

m, f 1
n ] := hm+n+2 + 4hm+n+1 + ((n + 1)δm+n,−2 + (4n + 2)δm+n,−1)ω0

= hm+n+2 + 4hm+n+1 +
1
2
(n−m)(δm+n,−2 + 4δm+n,−1)ω0,

[hm, en] := 2em+n,
[hm, e1

n] := 2e1
m+n =: [h1

n, em],
[h1

m, e1
n] := 2em+n+2 + 8em+n+1,

[hm, fn] := −2 fm+n,
[hm, f 1

n ] := −2 f 1
m+n =: [h1

n, fm],
[h1

m, f 1
n ] := −2 fm+n+2 − 8 fm+n+1,

para todo m, n ∈ Z.

3.7.4 Álgebras de gênero maior ou igual a zero

O caso hiperelíptico

As álgebras de Lie laço hiperelípticas formam uma família de álgebras de Krichever-
Novikov. Os resultados que serão apresentados nesta subseção têm papel funda-
mental para o desenvolvimento da subseção 3.8, pois alguns dos resultados apre-
sentados aqui são lá estendidos.
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Para construir as álgebras de Lie laço hiperelípticas, é necessário definir o anel
hiperelíptico.

Definição 3.7.16 O anel hiperelíptico RH é o anel formado pelas funções hiperelípticas,
isto é, RH = C[t, t−1, u] em que u2 = k(t) ∈ C[t]. A equação u2 = p(t) define uma curva
hiperelíptica.

Definição 3.7.17 O espaço vetorial AH := g⊗ RH, munido das relações de comutatividade

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g

em que x, y ∈ g e f , g ∈ RH é uma álgebra de Lie denominada álgebra laço hiperelíptica

Definição 3.7.18 A extensão central universal de AH, a álgebra de Lie definida por

ÂH := (g⊗ RH)⊕Ω1
RH

/dRH,

é chamada de álgebra afim hiperelíptica.

A dimensão e a descrição explícita da base para o centro de ÂH é conhecida, consi-
derando o caso em que p(t) = ∑D

i=0 aiti ∈ C[t, t−1] de tal forma que aD = 1 e a0, a1
não são ambos nulos.

Teorema 3.7.19 ([Bre94], Teorema 2.1) A dimensão do centro Ω1
RH

/dRH da extensão cen-
tral universal de g⊗ RH é 2g + n − 1, em que g é o gênero da curva algébrica dada por
u2 = k(t) vista como uma superfície de Riemann com n pontos distintos removidos.

Teorema 3.7.20 ([Bre94], Teorema 3.4) Uma base para Ω1
R/dR é dada por t−1dt e

t−1udt . . . , t−Dudt, em que omitimos t−Dudt se a0 = 0.

O caso elíptico

Seja Σ uma curva algébrica complexa compacta não singular de gênero 1. Denotando
por Σ o quociente do plano complexo C pelo reticulado Λ = Z⊕Zλ com base {1, λ}
em que Imλ > 05. Por conveniência identificaremos um elemento z ∈ C e o ponto
correspondente z + Λ.

Definição 3.7.21 O anel elíptico RE é o anel formado por todas as funções meromorfas Σ,
holomorfas fora do conjunto {0, µ} em que µ = 1

2 (1 + λ)

Proposição 3.7.22 ([Bre94], Proposição 4.1) Se b = −6m/(12m2− 60 ∑ξ∈Λ\{0} ξ−4)2,
então R ∼= C[t, t−1, u]/〈u2 − (t3 − 2bt2 + t)〉.

Definição 3.7.23 O espaço vetorial AE := g⊗ RE, munido das relações de comutatividade

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g

em que x, y ∈ g e f , g ∈ RE é uma álgebra de Lie denominada álgebra laço elíptica.

Definição 3.7.24 A extensão central universal de AE, a álgebra de Lie definida por

ÂE := (g⊗ RE)⊕Ω1
RE

/dRE,

é chamada de álgebra afim elíptica.

5Aqui Imλ indica a parte imaginária de λ
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A descrição de uma base para o centro de ÂE também é conhecida. Para apresentar
tais relações é necessário definir as seguintes famílias de polinômios pk(b), qk(b) com
k ∈ Z de forma que

tk−2udt = pk(b)tk−1udt + qk(b)t−2udt.

Lema 3.7.25 ([Bre94], Lema 4.4) Os polinômios pk(b) e qk(b) são polinômios de Pollaczek
com parâmetros λ = −1/2, α = 0, β = −1 e γ = 1/2. As condições iniciais são

p0(b) = 0, p1(b) = 1, q0(b) = 1, e q1(b) = 0. (3.3)

A descrição de ÂE é apresentada a seguir. Consideremos ω0 = t−1dt, ω+ = t−1udt e
ω− = t−2udt.

Teorema 3.7.26 ([Bre94], Teorema 4.6) A álgebra afim elíptica ÂE tem uma Z/2Z-graduação
em que

ÂE
0
= g⊗C[t, t−1]⊕Cω0, e ÂE

1
= g⊗C[t, t−1]u⊕Cω+ ⊕Cω−.

Um conjunto gerador de ÂE consiste dos elementos x ⊗ ti e x ⊗ tj−1u, em que x ∈ g,

i, j ∈ Z, com os elementos centrais ω0, ω+ and ω−. A subálgebra par ÂE
0

é uma álgebra de
Lie afim de Kac-Moody não torcida com as seguintes relações de comutatividade

[x⊗ ti−1u, y⊗ tj−1u] = [x, y]⊗ (ti+j−1 − 2bti+j + ti+j+1)

+ (x, y)


−2jbω0, se i + j = 0
1
2 (j− 1)ω0, se |i + j| = 1
0, se |i + j| ≥ 2.

O subespaço ímpar ÂE
1

é um ÂE
0
-módulo com relações dadas por

[x⊗ ti−1u, y⊗ tju] = [x, y]⊗ ti+j−1u + (x, y)j(p|i+j|(b)ω+ + q|i+j|(b)ω−).

O caso DJKM

Nesta subseção, apresentaremos a álgebra de Lie afim de Date-Jimbo-Kashiwara-
Miwa, ou simplesmente álgebra afim DJKM . Considere, nesta subseção, g uma ál-
gebra de Lie complexa de dimensão finita e simples.

Definição 3.7.27 O anel DJKM RDJKM é definido por RDJKM = C[t, t−1, u]/〈u2− (t2−
a2)(t2 − b2)〉, em que a 6= ±b são constantes complexas não nulas. Apesar de o anel DJKM
satisfazer a curva superelíptica u2 = (t2 − a2)(t2 − b2), as motivações para definição desta
estrutura vem do trabalho de Date, Jimbo, Kashiwara e Miwa sobre a equação de Landau-
Lifshitz em [Dat+83b]. Este anel é do tipo superelíptico.

Definição 3.7.28 O espaço vetorial ADJKM = g⊗ RDJKM, munido das relações de comu-
tatividade

[x⊗ f , y⊗ g] = [x, y]⊗ f g

em que x, y ∈ g e f , g ∈ RDJKM é uma álgebra de Lie denominada álgebra laço DJKM

Nos concentraremos no estudo da extensão central universal da álgebra de Lie g⊗
RDJKM.
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Definição 3.7.29 A extensão central universal de ADJKM, a álgebra de Lie definida por

ÂDJKM := (g⊗ RDJKM)⊕Ω1
RDJKM

/dRDJKM,

é chamada de álgebra afim DJKM.

De forma muito parecida que nos casos anteriores, é necessário definir uma fa-
mília de polinômios Pk := Pk(c) dados por recursividade, para descrever as relações
de comutatividade em ÂDJKM. Esta família é dada pela seguinte relação

(6 + 2k)Pk(c) = 4kcPk−2(c)− 2(k− 3)Pk−4(c) (3.4)

em que c = (a2 + b2)/2 e k ≥ 0.
Em posse do Teorema 3.7.20,temos que {t−1dt, t−1udt, t−2udt, t−3udt, t−4udt} é

uma base para Ω1
RDJKM

/dRDJKM. Seja ω0 = t−1dt e ω−k = t−kudt para k = 1, 2, 3, 4.
Temos o seguinte teorema que descreve as relações de comutatividade nesta álgebra.

Teorema 3.7.30 ([CF11], Teorema 4.0.2) Seja (·, ·) a forma de Killing em g e defina ψij(c) ∈
Ω1

RDJKM
como

ψij(c) =


ωi+j−2 para i + j = 1, 0,−1,−2,
P−3,i+j−2(c)(ω−3 + cω−1) para i + j = 2n− 1 ≥ 3, n ∈ Z,
P−3,i+j−2(c)(cω−3 + ω−1) para i + j = −2n + 1 ≤ −3, n ∈ Z,
P−4,|i+j|−2(c)ω−4 + P|i+j|−2(c)ω−2) para |i + j| = 2n ≥ 2, n ∈ Z.

A álgebra de Lie ÂDJKM tem uma Z/2Z-graduação

ÂDJKM = ÂDJKM
0
⊕ ÂDJKM

1

em que

ÂDJKM
0

= (g⊗C[t, t−1])⊕Cω0,

ÂDJKM
1

= (g⊗C[t, t−1]u)⊕Cω−4 ⊕Cω−3 ⊕Cω−2 ⊕Cω−1.

O colchete de Lie é dado por

[x⊗ ti, y⊗ tj] = [x, y]⊗ ti+j + δi+j,0 j(x, y)ω0,

[x⊗ ti−1u, y⊗ tj−1u] = [x, y]⊗ (ti+j+2 − 2cti+j + ti+j−2)

+(δi+j,−2(j + 1) + 2cjδi+j,0 + (j− 1)δi+j,2)(x, y)ω0,

[x⊗ ti−1u, y⊗ tj] = [x, y]u⊗ ti+j−1 + j(x, y)ψij(c).

Também é conhecida uma descrição para a álgebra ÂDJKM.

Teorema 3.7.31 ([CJ14], Teorema 3) A álgebra de Lie DJKM D é isomorfa à seguinte ál-
gebra dada por geradores e relações. Considere os geradores
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en, e1
n, fn, f 1

n , hn, h1
n, n ∈ Z, w0, w−1, w−2, w−3, w−4 e relações dadas por

[xm, xn] := [xm, x1
n] = [x1

m, x1
n] = 0, para x = e, f ,

[hm, hn] := −2mδm,−nω0 = (n−m)δm,−nω0,
[h1

m, h1
n] := 2((n + 2)δm+n,−4 − 2c(n + 1)δm+n,−2 + nδm+n,0)ω0,

[hm, h1
n] := −2mψm,n(c),

[ωi, xm] := [ωi, ωk] = 0 para x = e, f , h e i, j ∈ {0, 1},
[em, fn] := hm+n −mδm,−nω0,
[em, f 1

n ] := h1
m+n −mψmn(c) =: [e1

m, fn],
[e1

m, f 1
n ] := hm+n+4 − 2chm+n+2 + hm+n

+((n + 2)δm+n,−4 − 2c(n + 1)δm+n,−2 + nδm+n,0)ω0,
[hm, en] := 2em+n,
[hm, e1

n] := 2e1
m+n =: [h1

n, em],
[h1

m, e1
n] := 2em+n+4 − 4cem+n+2 + 2em+n,

[hm, fn] := −2 fm+n,
[hm, f 1

n ] := −2 f 1
m+n =: [h1

n, fm],
[h1

m, f 1
n ] := −2 fm+n+4 + 4c fm+n+2 − 2 fm+n,

para todo m, n ∈ Z.

3.8 Álgebras de Lie afim superelípticas

As curvas hiperelípticas são o caso mais simples de curvas superelípticas um = k(t),
em que k(t) ∈ C[t, t−1, u] e m ≥ 2.

Dado que as álgebras superelípticas são uma generalização das álgebras hipe-
relípticas, há uma pergunta natural que motiva este trabalho de pesquisa: a teoria
desenvolvida para curvas hiperelípticas pode ser estendida para o caso das curvas
superelípticas?

Apesar do tratamento algébrico que este trabalho empenha, a intuição geomé-
trica e geométrica-algébrica permeia todo o percurso até aqui. Por este motivo, an-
tes de tratar do contexto algébrico, é importante destacar que esta pergunta também
emerge do contexto da geometria-algébrica. Em trabalho recente de Beshaj, Shaska,
Zhupa em [BSZ15] e de Malmendier e Shaska em [MS19] é exibido que a teoria das
curvas elípticas e hiperelípticas pode ser estendida naturalmente para todas as cur-
vas superelípticas.

Considere as álgebras superelípticas a seguir:

Rm(k) = C[t, t−1, u|um = k(t)] e
Sm(k) = C[t, u|um = k(t)].

O seguinte resultado oferece as condições necessárias e suficientes em termos das
multiplicidades de raízes de k(t) para queRm(k) = Der(Rm(P)) e Sm(k) = Der(Sm(P))
sejam álgebras de Lie simples de dimensão infinita.

Teorema 3.8.1 ([Cox+17], Teorema 4) Suponha que m ≥ 2 e deg(k) ≥ 1.

a) A álgebra de Lie Sm(k) é simples se, e somente se, k(t) não tem raízes múltiplas.
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b) A álgebra de Lie Rm(k) é simples se, e somente se, k(t) não tem raízes múltiplas não
nulas e k(t) 6= ctr para todo c ∈ C \ {0} e r ∈ Z+ em que mdc(r, m) 6= 1.

Assumindo queRm(k) e Sm(k) são simples, é possível determinar as extensões cen-
trais universais destas álgebras.

Teorema 3.8.2 ([Cox+17], Teorema 9) Suponha que R = Rm(k) com m ≥ 2 e k(t) =
tL(t − α1) · · · (t − αD) para algum L ∈ Z, D ∈ N e complexos α1, . . . , αD ∈ C \ {0}
dois a dois distintos. Então a extensão central universal deRm(k) éRm(k)⊕ R/∂(R) com
colchetes dados por

[ f ∂, g∂] = f ∂(g)∂− g∂( f ) + ∂( f )∂(∂(g)), ∀ f , g ∈ R

em que ∂ = m
√

k(t)m−1 d
dt . Além disso,

dim(R/∂(R)) = 1 + D(m− 1). (3.5)

Considere, a partir daqui, R := C[t, t−1, u] em que um ∈ C[t], com m ≥ 2. Sobre o
polinômio um = p(t) ∈ C[t], vamos assumir que

p(t) =
D

∑
i=0

aiti (3.6)

com D ∈N, {a1, . . . , aD} ⊂ C sendo a0 e a1 não ambos nulos e com aD = 1. Também
vamos impor que p(t) tem raízes distintas de multiplicidade 1, isto é,

p(t) = (t− α1) · · · (t− αD)

em que {α1, . . . , αD} ⊂ C, sendo estes αis dois a dois distintos. Observe que se a0 6= 0
o polinômio p(t) tem D raízes não nulas de multiplicidade igual a 1. Caso a0 = 0,
teremos que p(t) possui (D− 1) raízes não nulas. Esta observação será utilizada em
breve quando exibirmos a dimensão de Ω1

R/dR.
É fácil ver que R tem uma base consistindo de ti, tiu, tiu2, . . . , tium−1 com i ∈ Z.

Note também que um = p(t) define uma curva superelíptica. Se definirmos Ri para
C[t, t−1]ui, então podemos observar a seguinte Z/mZ-graduação para o anel R:

R = R0 ⊕ R1 ⊕ · · · ⊕ Rm−1. (3.7)

Além disso, considere aqui g uma álgebra de Lie complexa, simples e de dimensão
finita. As álgebras G = g ⊗ R são exemplos de álgebras superelípticas afim. A
Z/mZ-graduação de R dada em (3.7) induz em G uma estrutura de álgebra de Lie
Z/mZ-graduada definindo

G i = g⊗ Ri em que i ∈ {0, 1, . . . , m− 1}.

Definindo Ĝ como a extensão central universal de G, então como espaços vetoriais
temos que Ĝ = G ⊕ C, em que C é o núcleo do homomorfismo sobrejetor de Ĝ
em G. Isto significa que C é o centro de Ĝ. Utilizando o Teorema 3.7.6, sabemos
que o centro C de Ĝ é linearmente isomorfo a ΩR/dR, o espaço de diferenciais de
Kähler de R módulo diferenciais exatos. Conforme vimos na Seção 3.7.4, no contexto
das álgebras de Lie elípticas afim, são conhecidos os seguintes aspectos sobre estas
estruturas:

1. uma descrição de C, em particular sua dimensão,
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2. uma base para C, e

3. o cociclo universal Ĝ × Ĝ → C explicitamente.

Estudaremos estas três situações para o caso mais geral de álgebras de Lie supere-
lípticas afim, retomando a pergunta destacada no início desta subseção, queremos
investigar o que podemos estender para o caso de curvas superelípticas. Verificare-
mos a seguir que é possível estender alguns resultados obtidos do o caso hiperelíp-
tico para o caso superelíptico.

Como seguiremos utilizando as definições e notações estabelecidas quando cons-
truímos o espaço dos diferenciais de Kähler no inicio deste capítulo, vamos retomá-
las:

1. K é o submódulo de R⊗ R gerado por elementos 1⊗ f g− f ⊗ g− g⊗ f ;

2. F = R ⊗ R é um R-módulo à esquerda com ação f (g ⊗ h) = f g ⊗ h em que
f , g, h ∈ R;

3. Ω1
R = F/K é o módulo de diferenciais de R;

4. Denotaremos o elemento f ⊗ g + K de Ω1
R por f dg;

5. Definiremos uma aplicação d : R→ Ω1
R por d( f ) = 1⊗ f + K;

6. Denotaremos a coclasse f dg módulo dR por f dg.

Como é possível realizar R como C[t, t−1, m
√

p(t)] identificando u com m
√

p(t), então
Rm(p) = Rm(p)∂ e dim Ω1

R/dR = dim R/∂R. Como consequência direta da equa-
ção (3.5), e observando o polinômio (3.6), temos o primeiro e mais simples resultado:

dim Ω1
R/dR =

{
1 + D(m− 1) se a0 6= 0;
1 + (D− 1)(m− 1) se a0 = 0.

Para demonstrar, basta observar que quando a0 = 0, o polinômio p(t) “ganha” uma
raiz zero e “perde” uma raiz não nula.

Lema 3.8.3 Ω1
R é gerado pelos diferenciais tiukdt e tiuldu em que i ∈ Z, k ∈ {0, 1, . . . , m−

1}, e l ∈ {0, 1, . . . , m− 2}.

Demonstração: Temos que mostrar que qualquer elemento de R⊗ R é congruente
módulo K a um elemento no espaço gerado por tiuk ⊗ t e tiul ⊗ u com i ∈ Z, k ∈
{0, 1, . . . , m− 1}, e l ∈ {0, 1, . . . , m− 2}. Note que, por indução

d(tjul) = jtj−1uldt + ltjul−1du. (3.8)

Como K é um submódulo de R⊗ R, podemos multiplicar cada um dos membros de
(3.8) por tiuk obtendo

tiukd(tjul) = jti+j−1uk+ldt + lti+juk+l−1du.

Como um−1du = 1
m d(um) ⇒ tium−1du = 1

m Dti+D−1dt + 1
m (D − 1)aD−1ti+D−2dt +

· · · + 1
m a1tidt. Isso nos mostra que qualquer elemento na base de R ⊗ R é igual a

um elemento no espaço gerado por tiukdt e tiuldu em que k ∈ {0, 1, . . . , m − 1} e
l ∈ {0, 1, . . . , m− 2}. �

Lema 3.8.4 Ω1
R é gerado pelos diferenciais tidt, tiudt, . . . , tium−1dt, em que i ∈ Z, juntos

com tD−1uldu, . . . , tuldu, uldu (aqui omitimos uldu se a0 = 0), com l ∈ {0, 1, . . . , m− 2}.
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Demonstração: Temos que 1
m ud(um) = umdu. Como um = ∑D

k=0 aktk então,

D

∑
k=1

1
m

kaktk−1udt−
D

∑
k=0

aktkdu = 0. (3.9)

Multiplicando a equação (3.9) por ti obtemos

D

∑
k=1

1
m

kakti+k−1udt−
D

∑
k=0

akti+kdu = 0. (3.10)

Caso a0 6= 0. Para i ≥ 0, a fórmula (3.10) mostra que (como aD = 1) ti+Ddu é com-
binação linear de ti+D−1du, . . . , tidu e elementos da forma tjudt. Se i < 0, temos que
(como a0 6= 0) tidu é combinação linear de elementos da forma ti+1du, · · · , ti+Ddu e
elementos da forma tjudt. Portanto, por indução, temos que os elementos da forma
tidu são iguais a combinações lineares de du, . . . , tD−1du e elementos da forma tjudt.

Caso a0 = 0 então para i ≥ 0, ti+Ddu é igual a combinação linear de elementos
ti+D−1du, . . . , ti+1du e elementos da forma tjudt, e para i < 0, como a1 6= 0, ti+1du
é igual a combinação linear de ti+2du, . . . , ti+Ddu e elementos da forma tjudt. O
restante do argumento é similar.

Podemos multiplicar a fórmula (3.9) por tiul para obter que

D

∑
k=1

1
m

kakti+k−1u1+ldt−
D

∑
k=0

akti+kuldu = 0. (3.11)

Similarmente, utilizando indução podemos mostrar que elementos da forma tiuldu
são combinações lineares de uldu, . . . , tD−1uldu (em que omitimos uldu se a0 = 0),
e elementos da forma tjuldt. Utilizando o Lema 3.8.3 completamos a demonstração.
�

Munidos do Lema 3.8.4 e a equação (3.5), temos condições de descrever uma base
finita para Ω1

R/dR.

Teorema 3.8.5 Uma base finita para Ω1
R/dR é dada por t−1dt com t−1uldt,. . . , t−Duldt

(em que omitimos t−Duldt se a0 = 0), com l ∈ {1, 2, . . . , m− 1}.

Demonstração: Da Z/mZ-graduação de Ω1
R e dR resulta que

Ω1
R/dR =

m−1⊕
i=0

(Ω1
R)

i/d(Ri) (3.12)

em que se k ≥ 1, (Ω1
R)

k/d(Rk) = 〈tjukdt, tD−1uk−1du, . . . , tuk−1du, uk−1du | j ∈ Z〉
(omitimos uk−1du se a0 = 0) e (Ω1

R)
0/d(R0) := 〈tjdt | j ∈ Z〉.

Analisaremos primeiro o espaço (Ω1
R)

0/d(R0). Temos que d(ti) = iti−1dt para
todo i ∈ Z. A partir disso, obtemos que ti−1dt ≡ 0 (mod dR) para i 6= 0. Portanto
(Ω1

R)
0/d(R0) é gerado por t−1dt.

Agora, vamos considerar o espaço (Ω1
R)

1/d(R1). Este espaço é gerado por tiudt
e tD−1du, . . . , tdu (e du se a0 6= 0). Temos que d(tiu) = iti−1udt + tidu, portanto,

tidu ≡ −iti−1udt (mod dR). (3.13)
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Então, nós precisamos considerar apenas os elementos do tipo tiudt. Nós vamos
mostrar que módulo dR cada um destes elementos é congruente à uma combinação
linear finita de elementos listados no enunciado do Teorema 3.8.5.

Primeiro suponha que a0 6= 0. Temos que ti−1udt ≡ −(1/i)tidu (mod dR)
para i 6= 0. Pela fórmula (3.10), sabemos que tidu é uma combinação linear de
ti+1du, . . . , ti+Ddu e tiudt, . . . , ti+D−1dt. Utilizando (3.13), vemos que tidu, portanto
ti−1udt, é congruente módulo dR a um elemento gerado por tiudt, . . . , ti+D−1udt.
Utilizando a indução, vemos que para i ≤ −D− 1, o elemento ti−1udt é congruente
módulo dR a uma combinação linear de t−Dudt, . . . , t−1udt.

Temos também que ti+D−1udt ≡ −(1/(i + d))ti+Ddu (mod dR) para i 6= −d.
Pela fórmula (3.10), novamente, obtemos que ti+Ddu é uma combinação linear de
ti+D−1du, . . . , tidu e ti+D−1udt, . . . , tiudt. O coeficiente de ti+D−1udt nessa combi-
nação linear é (D/m); portanto, podemos resolver para ti+D−1udt, mostrando que
ti+D−1udt é congruente módulo dR a uma combinação linear dos mesmos elementos
(excluindo ti+D−1udt). Pela fórmula (3.13) vemos que ti+D−1udt é congruente mó-
dulo dR a uma combinação linear de ti+D−2udt, . . . , ti−1udt. Definindo j = i + D− 1
e usando indução, vemos que para j ≥ 0 (isto é i ≥ −D + 1), o elemento tjudt é
congruente módulo dR à uma combinação linear de t−1udt, . . . , t−Dudt.

A demonstração para o caso em que a0 = 0 (e a1 6= 0) é similar.
Consideraremos, agora, os espaços (Ω1

R)
l/d(Rl) em que l ∈ {2, 3, . . . , m − 1}.

Cada (Ω1
R)

l/d(Rl) é gerado por tiuldt e tD−1ul−1du, . . . , tul−1du (e ul−1du se a0 6= 0).
Temos que d(ti+1ul) = (i + 1)tiuldt + lti+1ul−1du, enão

tiuldt ≡ −l
i + 1

ti+1ul−1du (mod dR). (3.14)

Então, nós precisamos considerar apenas os elementos do tipo tiuldu.
Suponha que a0 6= 0. Teremos que tiul−1du ≡ (−i/l)ti−1uldt (mod dR) para

i 6= 0. Pela fórmula (3.11), sabemos que tiul−1du é uma combinação linear de
ti+1ul−1du, . . . , ti+Dul−1du e tiuldt, . . . , ti+D−1uldt. Utilizando (3.14), vemos que
ti+1ul−1du, e portanto tiuldt também, é congruente módulo dR a um elemento ge-
rado por uma combinação linear de tiuldt, . . . , ti+D−1uldt. Utilizando indução, ob-
temos que para i ≤ −D − 1, o elemento ti−1uldt é congruente módulo dR a uma
combinação linear de t−Duldt, . . . , t−1uldt.

Temos que ti+D−1uldt ≡ −(l/(i + D))ti+Dul−1du (mod dR) para i 6= −D. Pela
fórmula (3.11), novamente, mostramos que ti+Dul−1du é uma combinação linear
de ti+D−1ul−1du, . . . , tiul−1du e ti+D−1uldt, . . . , tiuldt. O coeficiente de ti+D−1uldt
nessa combinação linear é D/m; portanto, podemos resolver para ti+D−1ul−1dt, mos-
trando que ti+D−1ul−1dt é congruente módulo dR a uma combinação linear dos mes-
mos elementos (excluindo ti+D−1ul−1dt). Pela fórmula (3.14) temos que ti+D−1uldt
é congruente módulo dR a uma combinação linear de ti+D−2uldt, . . . , ti−1uldt. Defi-
nindo j = i + D− 1 e usando indução, teremos que para j ≥ 0 (isto é i ≥ −D + 1), o
elemento tjuldt é congruente módulo dR a uma combinação linear de t−1uldt, . . . ,
t−Duldt.

A demonstração para o caso em que a0 = 0 (and a1 6= 0) é similar.

Portanto, (Ω1
R)

l/d(Rl) é gerado por t−1uldt,. . . , t−Duldt (em que omitimos t−Duldt
se a0 = 0). A equação (3.5) completa a demonstração. �

Para tornar as relações de comutatividade em Ĝ explícitas, nós precisamos cal-
cular f dg para todos elementos da base f , g ∈ R. Note que f dg é sempre uma
combinação linear de elementos da base de Ω1

R/dR. Pelo Teorema 3.8.5 nós sabemos



36 Capítulo 3. Álgebras de Krichever-Novikov

que os elementos t−1dt, e t−1uldt,. . . , t−Duldt (em que omitimos t−Duldt se a0 = 0),
com l ∈ {1, 2, . . . , m− 1} nos dão uma base para Ω1

R/dR.
Primeiro, apresentaremos a descrição dos cociclos que contribuem para a parte

ímpar da álgebra de Lie afim superelíptica.
Sejam

ω0 = t−1dt e ωi,j = tiujdt se j 6= 0. (3.15)

Proposição 3.8.6 ([Bre94], Proposição 4.2) Seja b = −6m/(12m2− 60 ∑ξ∈Λ\{0} ξ−4)2,
então para i, j ∈ Z, temos que

tid(tj) = jδi+j,0ω0.

e

ti−1ud(tj−1u) =



(
j + 1

2

)
ω0, se i + j = −1;

−2jbω0, se i + j = 0;
(j− 1

2 )ω0, se i + j = 1;
0 se |i + j| ≥ 2.

(3.16)

Proposição 3.8.7 Para i, j ∈ Z e l1, l2 ∈ {1, 2, . . . , m− 1}, temos que

tiul1 d(tjul2) =

(
jl1 − il2
l1 + l2

)
ωi+j−1,l1+l2 . (3.17)

Demonstração: O resultado segue da seguinte relação

tiul1 d(tjul2) =jti+j−1ul1+l2 dt + l2ti+jul1+l2−1du

≡jti+j−1ul1+l2 dt + l2

(
−i− j
l1 + l2

)
ti+j−1ul1+l2 dt

=

(
j− l2(i + j)

l1 + l2

)
ti+j−1ul1+l2 dt

=

(
jl1 − il2
l1 + l2

)
ti+j−1ul1+l2 dt.

�

Lema 3.8.8 Se R = C[t, t−1, u] com um = p(t) ∈ C[t] com grau D, então vale que

tnuldt ≡
D−1

∑
k=0

(
−ak

(
kl + (−D + 1 + n + k)m

Dl + (1 + n)m

))
t−D+n+kuldt (mod dR) (3.18)

ou

tnuldt ≡

∑D
k=1

(
−ak

(
kl+(1+n+k)m

a0(1+n)m

))
tn+kuldt (mod dR) se a0 6= 0 e n ≤ −D− 1;

∑D
k=2

(
−ak

(
kl+(1+n+k)m
a1(l+(i+1)m)

))
tn+kuldt (mod dR) se a0 = 0 e n ≤ −D− 1.

para n ∈ Z \ {−1,−2, · · · ,−D} (ou n ∈ Z \ {−1,−2, · · · ,−D + 1}, se a0 = 0).
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Demonstração: Expandindo d(ti+kul), temos que

−
(

i + k
l

)
ti+k−1uldt ≡ ti+kul−1du (mod dR)

a equação (3.11) implica que

D

∑
k=0

1
m

kakti+k−1uldt +
D

∑
k=0

akti+k−1uldt ≡ 0 (mod dR)

ou
D

∑
k=0

ak

(
kl + (i + k)m

lm

)
ti+k−1uldt ≡ 0 (mod dR).

O que nos dá (3.18). �

Definimos a sequência de polinômios em D + 3 parâmetros
Pm,n,l(a0, a1, . . . , aD−1) := Pn por n ≥ −D, m, l ∈ Z+ e a0, a1, . . . , aD−1 ∈ C da se-
guinte forma:

(Dl + (1 + n)m)Pn =
D−1

∑
k=0

(−ak (kl + (−D + 1 + n + k)m)) P−D+n+k (3.19)

com condições iniciais

P−D = t−Duldt, P−D+1 = t−D+1uldt, . . . , P−1 = t−1uldt (3.20)

Podemos verificar que, para n ≥ 0

t0uldt = P0;

t1uldt = P1;

t2uldt = P2;

t3uldt = P3;
...

tnuldt = Pn.

Caso a0 6= 0 definimos uma sequência de polinômios em D + 3 parâmetros
Qm,n,l(a0, a1, . . . , aD−1) := Qn para n ≤ −D− 1, m, l ∈ Z+ e a0, a1, . . . , aD−1 ∈ C por

(a0(1 + n)m)Qn =
D

∑
k=1

(−ak (kl + (1 + n + k)m)) Qn+k (3.21)

com as seguintes condições iniciais

Q−D = t−Duldt, Q−D+1 = t−D+1uldt, . . . , Q−1 = t−1uldt. (3.22)

Podemos também verificar que, para n ≤ −D− 1 e a0 6= 0,

tnuldt = Qn.

Caso a0 = 0 definimos uma sequência de polinômios em D + 3 parâmetros
Rm,n,l(a0, a1, . . . , aD−1) := Rn para n ≤ −D− 1, m, l ∈ Z+ e a0, a1, . . . , aD−1 ∈ C por

a1(l + (1 + n + 1)m)Rn =
D

∑
k=2

(−ak (kl + (1 + n + k)m)) Rn+k
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com as seguintes condições iniciais

R−D+1 = t−D+1uldt, R−D+2 = t−D+2uldt, . . . , R−1 = t−1uldt.

Podemos verificar que, para n ≤ −D− 1 e a0 = 0,

tnuldt = Rn.

O Teorema 3.8.5 nos dá que t−1dt, com t−1uldt,. . . , t−Duldt (em que omitimos t−Duldt
se a0 = 0), com l ∈ {1, 2, . . . , m− 1} é uma base para Ω1

R/dR. É fácil verificar que
as condições iniciais em (3.20), (3.22) e (3.20) nos dá que cada família Pn, Qn e Rn é
dada por uma combinação linear explícita desses elementos da base.

Proposição 3.8.9 Seja

ψi,j =


Pi+j−1 se i + j ≥ −D + 1;
Qi+j−1 se i + j ≤ −D e a0 6= 0;
Ri+j−1 se i + j ≤ −D e a0 = 0.

então,
tiuld(tj) = jψi,j.

Demonstração: A demonstração segue do fato de que tiuld(tj) = jti+j−1uldt e da
definição de Pn, Qn e Rn. �

Agora é possível dar uma descrição explícita das relações de comutatividade em
Ĝ.

Teorema 3.8.10 A álgebra de Lie superelíptica afim Ĝ tem uma Z/mZ-graduação tal que

Ĝ0 = g⊗C[t, t−1]⊕Cω0, Ĝ l = g⊗C[t, t−1]ul
D⊕

n=1

Cω−n,l .

A subalgebra Ĝ0 é uma álgebra de Lie Kac-Moody afim não torcida com relações de comuta-
tividade

[x⊗ ti, y⊗ tj] = [x, y]⊗ ti+j ⊕ δi+j,0(x, y)jω0.

As relações de comutatividade em Ĝ são

[x⊗ tiul1 , y⊗ tjul2 ] = [x, y]⊗ (ti+jul1+l2) + (x, y)
(

jl1 − il2
l1 + l2

)
ωi+j−1,l1+l2 ,

se l1 + l2 ≤ m− 1. Quando l1 + l2 > m− 1,

[x⊗ tiul1 , y⊗ tjul2 ] = [x, y]⊗
(

D

∑
k=0

akti+j+kul1+l2−m

)
+ (x, y)

(
jl1 − il2
l1 + l2

)
ωi+j−1,l1+l2 .

O subespaço Ĝ l é um Ĝ0-módulo com relações dadas por

[x⊗ tiun, y⊗ tj] =[x, y]⊗ (ti+jun+1) + (x, y)jψi,j.
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Capítulo 4

Polinômios Ortogonais

A origem do estudo de polinômios ortogonais pode ser atribuída ao trabalho do
matemático francês Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833) sobre o movimento pla-
netário. Os polinômios de Legendre são exemplos de polinômios ortogonais com
uma vasta gama de aplicações. O interesse pelo estudo de polinômios ortogonais foi
crescente desde então e o trabalho do matemático húngaro-americano Gábor Szegő
(1895 - 1985) veio a consagrar este tópico como de grande interesse pela comunidade
científica.

Apesar deste trabalho ser centrado no estudo de estruturas algébricas, é impor-
tante salientar que os polinômios ortogonais possuem uma relação forte com vários
campos importantes de análise. Além disso, algumas famílias de polinômios orto-
gonais se mostraram significantes em problemas de mecânica quântica e matemática
estatística.

FIGURA 4.1: G. Szegő

Polinômios ortogonais estão relacionados à várias
áreas importantes da análise, trigonometria, hipergeo-
metria, funções de Bessel, funções elípticas e também
aparecem na teoria de equações diferenciais e de equa-
ções integrais e durante o estudo das relações de comu-
tatividade de alguns exemplos de álgebras de Krichever-
Novikov, emergem relações de recursividade que podem
ser relacionadas à polinômios ortogonais.

A extensão central universal das álgebras DJKM pos-
sui relações de comutatividade descritas por expressões
que dependem da definição de quatro famílias de polinô-
mios ([CF11]). Duas destas famílias são dadas em termos
de integrais elípticas e as outras duas são variações de
polinômios ultraesféricos ([CFT13]) sendo que as famí-

lias dadas por integrais elípticas satisfazem equações diferenciais lineares de ordem
4 e são formadas por polinômios ortogonais não-clássicos. Neste capítulo apresen-
taremos de forma concisa estes resultados já conhecidos.

Este capítulo apresenta como resultado principal a existência de uma nova famí-
lia de polinômios ortogonais não-clássicos, originária das relações de recursividade
obtidas no estudo das álgebras de Krichever-Novikov superelípticas (ver Seção 3.8),
que satisfaz certa equação diferencial de ordem 4.



40 Capítulo 4. Polinômios Ortogonais

4.1 Polinômios ortogonais

Suponha que w > 0 é uma função real definida num subconjunto suficientemente
grande de (a, b), então ∫ b

a
w(x)dx > 0.

Se há uma sequência de polinômios {Pn(x)}∞
n=0 em que Pn(x) tem grau n, tal que∫ b

a
Pn(x)Pm(x)w(x)dx = 0 para n 6= m,

então {Pn(x)} é chamada de família (ou sequência) de polinômios ortogonais com
respeito à função peso w em (a, b).

Exemplo 4.1.1 Os polinômios de Jacobi, P(α,β)
n (x), são polinômios ortogonais com res-

peito à função de peso (1− x)α(1 + x)β com (α > −1, β > −1) em (−1, 1). Considerare-
mos as famílias definidas pela relação de recursividade

2(n + 1)(n + α + β + 1)(2n + α + β)P(α,β)
n+1 (x)

= ((2n + α + β + 1)(α2 − β2) + (2n + α + β)3x)P(α,β)
n (x)−

2(n + α)(n + β)(2n + α + β + 2)P(α,β)
n−1 (x),

em que (m)n é o símbolo de Pochhammer 1, que é definido por

(m)n = m(m + 1) · · · (m + n− 1) =
(m + n− 1)!
(m− 1)!

.

Os polinômios de Jacobi y = P(α,β)
m (x) satisfazem a seguinte equação diferencial linear ho-

mogênea de segunda ordem:

(1− x2)y′′ + (β− α− (α + β + 2)x)y′ + n(n + α + β + 1)y = 0,

em que a derivação é com respeito à x.
Quando α = β os polinômios de Jacobi são chamados de polinômios ultra-esféricos.

Exemplo 4.1.2 Os polinômios (ultra-esféricos) de Gegenbauer2, {Q(λ)
n (x)} são defini-

dos para um inteiro n e são dados em termos de polinômios de Jacobi (veja o Exemplo 4.1.1)
da seguinte forma

Q(λ)
n (x) =

Γ
(
λ + 1

2

)
Γ(2λ)

Γ(n + 2λ)

Γ(n + λ + 1
2 )

P(λ−1/2,λ−1/2)
n (x)

em que Γ(z) indica a função Gamma complexa com parte real positiva, que é definida por

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt.

{Qλ
n(x)} é uma família de polinômios ortogonais com respeito a (1 − x2)λ−1/2 em

(−1, 1).

1Leo August Pochhammer (1841 - 1920) foi um matemático alemão conhecido por seu trabalho em
funções especiais.

2Leopold Bernhard Gegenbauer (1849- 1903) foi um matemático austríaco com contribuições signi-
ficativas em álgebra.
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Estes polinômios satisfazem a seguinte equação diferencial ordinária de segunda ordem

(1− x2)y′′ − (2λ + 1)xy′ + n(n + 2λ)y = 0

em que a derivação é com respeito a x. Além disso, estes polinômios também podem ser dados
em termos da seguinte função geradora

1
(1− 2xt + t2)λ

=
∞

∑
n=0

Q(λ)
n (x)tn.

Exemplo 4.1.3 Considere a > |b| parâmetros reais. Escreveremos

h(θ) =
a cos(θ) + b

2 sin(θ)

e definiremos os polinômios de Pollaczek3 Pn(x; a, b) como sendo dados pela seguinte
função geradora

f (x, w) = f (cos(θ), w) =
∞

∑
n=0

Pn(x; a, b)wn

=(1− weiθ)−
1
2+ih(θ)(1− we−iθ)−

1
2−ih(θ)

ou ainda, de forma alternativa:

f (x, w) = (1− 2xw + w2)−
1
2 exp

{
(ax + b)

∞

∑
m=1

wm

m
Um−1(x)

}
em que Um−1 denota o caso especial de polinômio de Gegenbauer com λ = 1 (também conhe-
cido como polinômio de Chebyshev4 de segundo tipo). Os polinômios de Pollaczek satisfazem
a seguinte relação de recorrência.

nPn(x) = [(2n− 1 + 2a)x + 2b]Pn−1(x)− (n− 1)Pn−2,

para n = 2, 3, 4, . . . e em que P0 = 1 e P1 = (2a + 1)x + 2b. Note que estes polinômios, são
um caso especial dos polinômios ultra-esféricos quando a = b = 0.

Exemplo 4.1.4 Os polinômios de Laguerre5 {L(α)
n } são definidos para α > −1 por∫ ∞

0
e−xxαL(α)

n (x)L(α)
m (x)dx = Γ(α1 + 1)

(
n + α

n

)
δnm

para n, m = 0, 1, 2, . . . .
Além disso, é necessário que o coeficiente xn de L(α)

n (x) de grau n tenha sinal (−1)n.
Temos as seguintes equações diferenciais

xy′′ + (α + 1− x)y′ + ny = 0, y = L(α)
n (x),

xz′′ + (x + 1)z′ +
(

n +
α

2
+ 1− α2

4x

)
z = 0, z = e−xxα/2L(α)

n (x),

u′′ +
(

n + (α + 1)/2
x

+
1− α2

4x2 −
1
4

)
u = 0, u = e−x/2x(α+1)/2L(α)

n (x),

v′′ +

(
4n + 2α + 2− x2 +

1
4 − α2

x2

)
v = 0, v = e−x2/2xα+ 1

2 L(α)
n (x2).

3Félix Pollaczek (1892 - 1981) foi um matemático e engenheiro austro-francês com contribuições
significativas em teoria dos números, análise matemática, física matemática e teoria de probabilidades.

4Pafnuti Chebyshev (1821 - 1894) foi um matemático russo com contribuições em probabilidade e
estatística, mecânica e teoria dos números.

5Edmond Nicolas Laguerre (1834 - 1886) foi um matemático francês com contribuições significativas
em geometria, análise complexa e polinômios ortogonais.
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Uma condição necessária e suficiente para que

xy′′ + (α + 1− x)y′ + λy = 0,

tenha solução polinomial é que λ = n. Além disso, L(α)
n (x) é a única solução polinomial.

4.2 Polinômios ortogonais associados

Considere {Pn(x)} uma família de polinômios ortogonais mônicos gerada pela se-
guinte relação de recursividade

xPn(x) = Pn+1(x) + αnPn(x) + βnPn−1(x) (4.1)

com n > 0, um inteiro e

P0(x) = 1, P1(x) = x− α0

em que αn é real, para n ≥ 0 e βn > 0 para n > 0.
Os polinômios associados {Pn(x; c)} de ordem c de Pn(x) são polinômios satis-

fazendo as equações (4.1) e, substituindo n por n + c dados pela seguinte condição
inicial

P0(x; c) = 1, P1(x; c) = x− αc.

Polinômios ortogonais associados não satisfazem à mesma função de peso que o
polinômio a que se associam.

Exemplo 4.2.1 Seguindo [Ism05], temos que os polinômios de Jacobi associados P(α,β)
n (x; c)

tem a seguinte forma explícita

P(α,β)
n (x; c) =

(γ + 2c)n(α + c + 1)n

(γ + c)nn!

·
n

∑
k=0

(−n)k(n + γ + 2c)k

(c + 1)k(α + c + 1)k

(
1− x

2

)k

·4 F3

 k− n, n + γ + k + 2c, α + c, c
1

α + k + c + 1, k + c + 1, γ + 2c− 1

 ,

em que 4F3 denota uma função hipergeométrica definida da seguinte forma

rFs

a1, . . . , ar
z

b1, . . . , bs

 =
∞

∑
n=0

(a1, . . . , ar)n

(b1, . . . , bs)n

zn

n!
,

em que (a1, . . . , am)n = ∏m
j=1(aj)n (conhecido como fatorial multishifted) definido em ter-

mos de fatoriais shifted (a)n = Γ(a + n)/Γ(a).

Observação: Definimos como polinômios ortogonais clássicos os polinômios
ortogonais que são mais comumente utilizados: polinômios de Jacobi (incluindo os
casos ultra-esféricos), polinômios de Pollaczek, polinômios de Laguerre, por exem-
plo. Polinômios ortogonais associados não são polinômios clássicos.
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4.3 Álgebras DJKM e polinômios ortogonais

Para descrever as relações de comutatividade para as álgebras DJKM foi necessário
definir a família de polinômios dada por (3.4):

(6 + 2k)Pk(c) = 4kcPk−2(c)− 2(k− 3)Pk−4(c)

em que c = (a2 + b2)/2 e k ≥ 0. Fixe

P(c, z) := ∑
k≥−4

Pk(c)zz+4 = ∑
k≥0

Pk−4(c)zk.

Rearranjando os termos obtemos que

0 = ∑k≥0(6 + 2k)Pk(c)zk − 4c ∑k≥0 kPk−2(c)zk + 2 ∑k≥0(k− 3)Pk−4(c)zk

= (−2z−4 + 8cz−2 − 6)P(c, z) + (2z−3 − 4cz−1 + 2z) d
dz P(c, z)

+(2z−4 − 8cz−2)P−4(c)− 4cP−3(c)z−1 − 2P−2(c)z−2 − 4P−1(c)z−1.

Portanto, P(c, z) deve satisfazer a equação diferencial

d
dz

P(c, z)− 3z4 − 4z2 + 1
z5 − 2cz3 + z

P(c, z) =
2(P−1 + cP−3)z3 + P−2z2 + (4cz2 − 1)P−4

z5 − 2cz3 + z
.

Esta equação tem fator integrante dado por

µ(z) =
1

z
√

1− 2cz2 + z4
.

Podemos impor determinadas condições iniciais para estudar esta família de polinô-
mios, como observado em [CFT13]. A ideia é fixar 3 parâmetros iguais a zero e outro
parâmetro igual a 1 com o objetivo de alcançar equações diferenciais ordinárias de
grau 4. Os casos analisados serão apresentados a seguir.

4.3.1 Caso elíptico 1

Considere que P−3(c) = P−2(c) = P−1(c) = 0 e P−4(c) = 1, então teremos a seguinte
função geradora

P−4(c, z) := ∑
k≥−4

P−4,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−4,k−4(c)zk,

definida em termos de uma integral elíptica

P−4(c, z) = z
√

1− 2cz2 + z4
∫ 4cz2 − 1

z2(z4 − 2cz2 + 1)3/2 dz.

Re-indexando as famílias de polinômios P−4,k, temos que

P−4(c, z) =z
√

1− 2cz2 + z4
∫ 4cz2 − 1

z2(z4 − 2cz2 + 1)3/2 dz =
∞

∑
n=0

P−4,n(c)zn

=1 + z4 +
4c
5

z6 +
1
35

(32c2 − 5)z8 +
16

105
c(8c2 − 3)z10

− (2048c4 − 1248c2 + 75)
1155

z12 + O(z14).
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Isso significa que agora P−4,0(c) = 1, P−4,1(c) = P−4,2(c) = P−4,3(c) = 0. Além de
P−4,0(c), os primeiros polinômios não nulos em c são

P−4,4(c) = 1, P−4,6(c) =
4c
5

,P−4,8(c) =
(32c2 − 5)

35
,

P−4,10(c) =
16
105

c(8c2 − 3),P−4,12(c) = −
(2048c4 − 1248c2 + 75)

1155
.

Note que, partindo da função geradora,

P−4(c, z) := ∑
k≥−4

P−4,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−4,k−4(c)zk

=z
√

1− 2cz2 + z4

(
∞

∑
n=0

4cQ(3/2)
n (c)

2n + 1
z2n+1 −

∞

∑
n=0

Q(3/2)
n (c)
2n− 1

z2n−1

)
,

em que Q(λ)
n (c) é o polinômio de Gegenbauer de ordem n (veja o Exemplo 4.1.2).

Teorema 4.3.1 ([CFT13], Teorema 3.1.1) Os polinômios P−4,k satisfazem a seguinte equa-
ção diferencial:

16(c2 − 1)2P(iv)
n + 160c(c2 − 1)P′′′n − 8(c2(n2 − 4n− 46)− n2 + 4n + 22)P′′n

− 24c(n2 − 4n− 6)P′n + (n− 4)2n2Pn = 0.

Teorema 4.3.2 ([CFT13], Corolário 4.0.2) Os polinômios P−4,n são ortogonais não-clássi-
cos.

4.3.2 Caso elíptico 2

Considere que P−4(c) = P−3(c) = P−1(c) = 0 e P−2(c) = 1, então teremos a seguinte
função geradora definida em termos de uma integral elíptica

P−2(c, z) = z
√

1− 2cz2 + z4
∫ 1

(z4 − 2cz2 + 1)3/2 dz.

Re-indexando as famílias de polinômios P−4,k, temos que

P−2(c, z) =z
√

1− 2cz2 + z4
∫ 1

(z4 − 2cz2 + 1)3/2 dz =
∞

∑
n=0

P−2,n(c)zn.

Isso significa que agora P−2,2(c) = 1, P−2,3(c) = P−2,1(c) = P−2,0(c) = 0. Além de
P−2,3(c), os primeiros polinômios não nulos em c são

P−2,2(c) = 1, P−2,6(c) =
1
5

,P−2,8(c) =
8c
35

,

P−2,10(c) =
(−7 + 32c2)

105
,P−2,12(c) =

8c(−29 + 64c2)

1155
,

então

P−2(c, z) = z2 +
1
5

z6 +
8c
35

z8 +
(−7 + 32c2)

105
z10 − 8c(−29 + 64c2)

1155
z12 + O(z14).
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Teorema 4.3.3 ([CFT13], Teorema 3.2.1) Os polinômios P−2,k satisfazem a seguinte equa-
ção diferencial:

16(c2 − 1)2P(iv)
n + 160c(c2 − 1)P′′′n − 8(c2(n2 − 4n− 42)− n2 + 4n + 18)P′′n

− 24c(n2 − 4n− 2)P′n + (n− 6)(n− 2)2(n + 2)Pn = 0.

Teorema 4.3.4 ([CFT13], Teorema 5.0.5) Os polinômios P−2,k são ortogonais com respeito
a alguma função peso.

4.4 Álgebras de Krichever-Novikov superelípticas e polinô-
mios ortogonais

Para descrever as álgebras superelípticas foi necessário considerar a família de po-
linômios dada por (3.18):

tnuldt ≡
D−1

∑
k=0

(
−ak

(
kl + (−D + 1 + n + k)m

Dl + (1 + n)m

))
t−D+n+kuldt (mod dR).

De forma a estudar uma variação do caso apresentado na subseção anterior, inicia-
remos considerando a curva dada por um = t4 − 2ct2 + 1 em que c ∈ C \ {−1, 1} e
m ≥ 2. Fixando l = 1 e com a1 = a3 = 0, a0 = a4 = 1 e a2 = −2c, teremos

2c((i + 2)m + 2)ti+1udt = imti−1udt + (−(i + 4)m− 4)ti+3udt

e se fizermos n = i + 3 obtemos que

(mn + m + 4)tnudt = 2c(m(n− 1) + 2)tn−2udt−m(n− 3)tn−4udt.

Considere Pk := Pk(c) a família de polinômios em c satisfazendo a seguinte relação
de recursividade

(mn + m + 4)Pn(c) = 2c(m(n− 1) + 2)Pn−2(c)−m(n− 3)Pn−4(c) (4.2)

para n ≥ 0. Além disso, definamos

P(c, z) := ∑
n≥−4

Pn(c)zn+4 = ∑
n≥0

Pn−4(c)zn,

e então após o rearranjar os termos, teremos que

0 =
∞

∑
n=0

m(n− 3)znPn−4(c)− (2c)
∞

∑
n=0

(mn−m + 2)znPn−2(c)

+
∞

∑
n=0

(mn + m + 4)znPn(c)

=
(

2c(3m− 2)z2 − 3mz4 − 3m + 4
)

P(c, z)(z−4) + P−4
(
2c(2− 3m)z2 + 3m− 4

)
z−4

m
(
−2cz2 + z4 + 1

) d
dz

P(c, z)z−3 +
2P−3

(
−2c(m− 1)z2 + m− 2

)
z3

+
(m− 4)P−2

z2 − 4P−1

z
.
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Portanto, P(c, z) deve satisfazer a seguinte equação diferencial

d
dz

P(c, z)− −6cmz2 + 4cz2 + 3mz4 + 3m− 4
mz (−2cz2 + z4 + 1)

P(c, z) =

−
(
2c(2− 3m)z2 + 3m− 4

)
z−4P−4 − 2

(
−2c(m− 1)z2 + m− 2

)
z−3P−3 − (m− 4)z−2P−2 + 4z−1P−1

mz−3 (−2cz2 + z4 + 1)

Esta equação possui fator integrante dado por

µ(z) = exp
(∫
−−6cmz2 + 4cz2 + 3mz4 + 3m− 4

mz (−2cz2 + z4 + 1)
dz
)

= exp

(
(4− 3m) log(z)

m
−

log
(
−2cz2 + z4 + 1

)
m

)

=
1

z3−4/m(−2cz2 + z4 + 1)1/m .

A seguir analisaremos o que obtém-se após impor algumas condições iniciais. Em
especial, trataremos primeiramente o caso em que m = 3 com a expectativa de,
futuramente, obter resultados similares para o caso genérico.

4.4.1 Caso 1

Considere que P−4 = P−3 = P−2 = 0 e P−1 = 1 e a seguinte função geradora.

P−1(c, z) := ∑
k≥−4

P−1,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−1,k−4(c)zk.

Esta função geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

P−1(c, z) := z3− 4
m

(
−2cz2 + z4 + 1

)1/m ∫ 4z
4
m−1

m (−2cz2 + z4 + 1)
1
m+1

dz.

Em particular, se m = 3 teremos que

P−1(c, z) := z5/3 3
√
−2cz2 + z4 + 1

∫ 4 3
√

z

3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz.

4.4.2 Caso 2

Considere que P−4 = P−2 = P−1 = 0 e P−3 = 1 e a seguinte função geradora.

P−3(c, z) := ∑
k≥−4

P−3,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−3,k−4(c)zk.

Esta função geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

P−3(c, z) := z3− 4
m

(
−2cz2 + z4 + 1

)1/m ∫ z
4
m−3 (4z2(c(m− 1) + 1)− 2m + 4

)
m (−2cz2 + z4 + 1)

1
m+1

dz.

Em particular, se m = 3 teremos que

P−3(c, z) := z5/3 3
√
−2cz2 + z4 + 1

∫ 2
(
4cz2 − 1

)
3z5/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz.
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4.4.3 Caso 3

Considere que P−4 = P−3 = P−1 = 0 e P−2 = 1 e a seguinte função geradora.

P−2(c, z) := ∑
k≥−4

P−2,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−2,k−4(c)zk.

Esta função geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

P−2(c, z) := z3− 4
m

(
−2cz2 + z4 + 1

)1/m ∫ (4−m)z
4
m−2

m (−2cz2 + z4 + 1)
1
m+1

dz.

Em particular, se m = 3 teremos que

P−2(c, z) := z5/3 3
√
−2cz2 + z4 + 1

∫ 1

3z2/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz,

então

P−2(c, z) =(28
(
c2 − 1

)
)−1(

7
(
2c2 − 3

)
z2R(c, z)F1

(
1
6

;
1
3

,
1
3

;
7
6

;
(

c +
√

c2 − 1
)

z2,
z2

c +
√

c2 − 1

)
+ 3cz4R(c, z)F1

(
7
6

;
1
3

,
1
3

;
13
6

;
(

c +
√

c2 − 1
)

z2,
z2

c +
√

c2 − 1

)
+c128

(
c2 − 1

) ∞

∑
n=0

z2n+ 5
3 Q(− 1

3 )
n (c)− 7z2 (c (z2 − 2c

)
+ 1
))

,

aqui Q(λ)
−1/2(c) denota o polinômio de Gegenbauer com λ = −1/2, c1 é uma cons-

tante arbitrária, R(c, z) é um "polinômio"6 em c e z definido da seguinte maneira,

R(c, z) =
(((√

c2 − 1− c
)

z2 + 1
) (

1−
(√

c2 − 1 + c
)

z2
))1/3

e F1(a; b; c; d) denota a função hipergeométrica de Appell7. A função F1 é definida
para |x| < 1 e |y| < 1 de forma que

F1(a, b1, b2; c, x, y) =
∞

∑
m,n=0

(a)m+n(b1)m(b2)n

(c)m+nm!n!
xmyn.

4.4.4 Caso 4

Considere que P−3 = P−2 = P−1 = 0 e P−4 = 1 e a seguinte função geradora.

P−4(c, z) := ∑
k≥−4

P−4,k(c)zz+4 = ∑
k≥0

P−4,k−4(c)zk.

Esta função geradora deve ser definida em termos da seguinte integral.

P−4(c, z) := z3− 4
m

(
−2cz2 + z4 + 1

)1/m ∫ (
2c(3m− 2)z2 − 3m + 4

)
z

4
m−4

m (−2cz2 + z4 + 1)
1
m+1

dz.

6à rigor não é um polinômio pois aparecem raízes terceiras
7 Paul Appell (1855 - 1930) foi um matemático francês e reitor da Universidade de Paris
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Em particular, se m = 3 teremos que

P−4(c, z) := z5/3 3
√
−2cz2 + z4 + 1

∫ 14cz2 − 5

3z8/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz,

então

P−4(c, z) =(28
(
c2 − 1

)
)−1(

−63cz2R(c, z)F1

(
1
6

;
1
3

,
1
3

;
7
6

;
(

c +
√

c2 − 1
)

z2,
z2

c +
√

c2 − 1

)
+ 27z4R(c, z)F1

(
7
6

;
1
3

,
1
3

;
13
6

;
(

c +
√

c2 − 1
)

z2,
z2

c +
√

c2 − 1

)
+c128

(
c2 − 1

) ∞

∑
n=0

z2n+ 5
3 Q(− 1

3 )
n (c) + 7

(
4c2 + 9cz2 − 9z4 − 4

))
.

4.4.5 Equações diferenciais para os Casos 1 e 2

Nesta seção continuaremos o estudo do caso particular m = 3, desta forma, faz
sentido observar que, com m = 3 teremos a seguinte relação de recursividade.

(7 + 3n)Pn(c) = −3(n− 3)Pn−4(c) + 2c(2 + 3(−1 + n))Pn−2(c). (4.3)

Para encontrar uma equação diferencial linear de ordem 4 que os polinômios do tipo
P−1,n e P−3,n satisfazem utiliza-se a mesma estratégia encontrada no artigo [CFT13].

Caso 1

Reindexaremos os polinômios da seguinte forma:

P−1(c, z) =
(

4
3

)
z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

∫ z1/3

(−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz =
∞

∑
n=0

Pnzn

=z3 +
2cz5

5
+

2c2z7

5
+

1
55

(2c)
(
14c2 − 3

)
z9 +

1
55
(
2c2) (20c2 − 9

)
z11

+
1

935
(2c)

(
520c4 − 360c2 + 27

)
z13 + O

(
z14
)

Isto significa que de agora em diante, P−1,3 = 1, P−1,0 = P−1,1 = P−1,2 = 0. Além de
P−1,3, os primeiros polinômios não nulos desta família são

P−1,5(c) =
2c
5

, P−1,7(c) =
2c2

5
,

P−1,9(c) =
2

55
c
(
14c2 − 3

)
, P−1,11(c) =

2
55

c2 (20c2 − 9
)

,

e P−1,13(c) =
2

935
c(520c4 − 360c2 + 27).

O objetivo é encontrar famílias de equações diferenciais lineares em c que estes po-
linômios satisfazem. Iniciaremos o estudo, considerando a seguinte função geradora

P−1(c, z) =
(

4
3

)
z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

∫ z1/3

(−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz

=

(
4
3

)
z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)

2n + 1/3
z2n+1/3,
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em que Q(λ)
n (c) é o polinômio de Gegenbauer de ordem n. Estes polinômios satisfa-

zem a seguinte equação diferencial linear de segunda ordem:

(
1− c2) (Q(4/3)

n (c)
)′′
− 11

3
c
(

Q(4/3)
n (c)

)′
+

(
n +

8
3

)
nQ(4/3)

n (c) = 0.

Reescrevendo a equação expandida de P−1(c, z), obtemos que(
3
4

)
z−5/3(−2cz2 + z4 + 1)−1/3P−1(c, z) =

∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)

2n + 1/3
z2n+1/3, (4.4)

e aplicando o operador diferencial L := (1− c2) d2

dc2 − 11
3 c d

dc no lado direito da equa-
ção acima, obtemos que

L
(

Q(4/3)
n (c)

)
=
(
1− c2) (Q(4/3)

n (c)
)′′
− 11

3
c
(

Q(4/3)
n (c)

)′
=− (n + 8/3)nQ(4/3)

n (c).

Chegamos a

L

(
∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)

2n + 1/3
z2n+1/3

)
=

∞

∑
n=0
−

(
n(3n + 8)Q(4/3)

n (c)
)

3 (2n + 1/3)
z2n+1/3

=
∞

∑
n=0

(
−n

2
+

5
4(6n + 1)

− 5
4

)
Q(4/3)

n (c)z2n+1/3

=
1
2

∞

∑
n=0

(
−n +

5
2(6n + 1)

− 5
2

)
Q(4/3)

n (c)z2n+1/3

=
−5
4

∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)z2n+1/3 − 1

2

∞

∑
n=0

nQ(4/3)
n (c)z2n+1/3

+
5
12

∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)

2n + 1/3
z2n+1/3

=
−5
4

z1/3

(
∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)z2n

)
− 1

2
z4/3

(
∞

∑
n=0

nQ(4/3)
n (c)z2n−1

)

+
5
12

∞

∑
n=0

Q(4/3)
n (c)

2n + 1/3
z2n+1/3

=− 5z1/3

4 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 +
5
12

∫ 1

z2/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz

− 1
4

z4/3 ∂

∂z

(
1

(−2cz2 + z4 + 1)4/3

)
.

Então, o membro direito da igualdade (4.4) se torna

5
4 (z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3)

P−4 +
z1/3 (14cz2 + z4 − 15

)
12 (−2cz2 + z4 + 1)7/3 .
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Aplicando o operador diferencial L ao membro esquerdo de (4.4), obtemos

L
(

3P−2(c, z)
4z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

)
=

(
z1/3 (14c2z2 − 11c

(
z4 + 1

)
+ 8z2)

6 (−2cz2 + z4 + 1)7/3

)
P−2(c, z)

+

(
18c2z2 − 11c

(
z4 + 1

)
+ 4z2

4z5/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3

)
P′−2(c, z)

+

(
−

3
(
c2 − 1

)
4z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

)
P′′−2(c, z).

Consequentemente(
z1/3 (14c2z2 − 11c

(
z4 + 1

)
+ 8z2)

6 (−2cz2 + z4 + 1)7/3

)
P−2(c, z)+(

18c2z2 − 11c
(
z4 + 1

)
+ 4z2

4z5/3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3

)
P′−2(c, z)−

(
3
(
c2 − 1

)
4z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

)
P′′−2(c, z)

=

(
5

4z5/3(−2cz2 + z4 + 1)1/3

)
P−2(c, z) +

z1/3 (14cz2 + z4 − 15
)

12 (−2cz2 + z4 + 1)7/3 ,

que nos dá que

z2
(

14cz2 + z4 − 15
)
=
(
−32c2z4 + 38c

(
z6 + z2)− 15z8 − 14z4 − 15

)
P−2(c, z)

+ 3
(

18c2z2 − 11c
(

z4 + 1
)
+ 4z2

) (
−2cz2 + z4 + 1

)
P′−2(c, z)

− 9
(
c2 − 1

) (
−2cz2 + z4 + 1

)2
P′′−2(c, z).

Expandindo esta fórmula detalhadamente e denotando P−1,k por P−1 obtemos que

0 =− 15Pn−8 + 38cPn−6 +
(
−32c2 − 14

)
Pn−4 + 38cPn−2 − 15Pn

− 33cP′n−8 +
(
−108c3 − 90c

)
P′n−4 +

(
120c2 + 12

)
P′n−6

+
(
120c2 + 12

)
P′n−2 − 33cP′n

+ 9
(
1− c2) (P′′n−8 + 2

(
2c2 + 1

)
P′′n−4 − 4cP′′n−6 − 4cP′′n−2 + P′′n

)
.

(4.5)

Agora, mudaremos n para n + 4 e diferenciaremos as relações de recursividade da-
das por (4.2),

0 = 2c(3n− 1)Pn−2 + 3(3− n)Pn−4 − (3n + 7)Pn,

para obter que

0 = 2c(3n + 11)Pn+2 − 3(n + 1)Pn − (3n + 19)Pn+4, (4.6)

0 = 2c(3n + 11)P′n+2 − 3(n + 1)P′n + (−3n− 19)P′n+4 + (6n + 22)Pn+2, (4.7)

e

0 = 2c(3n + 11)P′′n+2 + 4(3n + 11)P′n+2 − 3(n + 1)P′′n − (3n + 19)P′′n+4. (4.8)

Fazendo com que n = n− 8 na última equação, teremos que

0 = 2c(3n− 13)P′′n−6 + 4(3n− 13)P′n−6 − 3(n− 7)P′′n−8 + (5− 3n)P′′n−4.
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Multiplicando a equação (4.5) por (−7+ n) e adicionando-a à 3(1− c2) multiplicado
pela equação acima, obtemos que

0 =− 15(n− 7)Pn−8 − 33c(n− 7)P′n−8

+ 38c(n− 7)Pn−6 + 12
(
c2(7n− 57) + 4(n− 5)

)
P′n−6 + 6c

(
c2 − 1

)
(3n− 29)P′′n−6

− 2
(
16c2 + 7

)
(n− 7)Pn−4 − 18c

(
6c2 + 5

)
(n− 7)P′n−4

− 3
(
c2 − 1

) (
12c2(n− 7) + 3n− 37

)
P′′n−4

+ 38c(n− 7)Pn−2 + 12
(
10c2 + 1

)
(n− 7)P′n−2 + 36c

(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n−2

− 15(n− 7)Pn − 33c(n− 7)P′n − 9
(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n .

Fazendo com que n = n− 8 em (4.7), obtemos que

0 = 2c(3n− 13)P′n−6 − 3(n− 7)P′n−8 + (5− 3n)P′n−4 + (6n− 26)Pn−6.

Multiplicando esta equação por (−11c) e adicionando-a à última equação, teremos
que

0 =− 15(n− 7)Pn−8

+ 4c(5− 7n)Pn−6 +
(
2c2(9n− 199) + 48(n− 5)

)
P′n−6 + 6c

(
c2 − 1

)
(3n− 29)P′′n−6

− 2
(
16c2 + 7

)
(n− 7)Pn−4 + c

(
−108c2(n− 7)− 57n + 575

)
P′n−4

− 3
(
c2 − 1

) (
12c2(n− 7) + 3n− 37

)
P′′n−4

+ 38c(n− 7)Pn−2 + 12
(
10c2 + 1

)
(n− 7)P′n−2 + 36c

(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n−2

− 15(n− 7)Pn − 33c(n− 7)P′n − 9
(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n .

Fazendo com que n = n− 8 em (4.6), obtemos que

0 = 2c(3n− 13)Pn−6 − 3(n− 7)Pn−8 + (5− 3n)Pn−4.

Finalmente, se multiplicarmos esta última equação por (−5) e adicionando-a à equa-
ção anterior, teremos que

0 =
(
2c2(9n− 199) + 48(n− 5)

)
P′n−6 + 6c

(
c2 − 1

)
(3n− 29)P′′n−6

+
(
−32c2(n− 7) + n + 73

)
Pn−4 + c

(
−108c2(n− 7)− 57n + 575

)
P′n−4

− 3
(
c2 − 1

) (
12c2(n− 7) + 3n− 37

)
P′′n−4

+ 2c(75− 29n)Pn−6 + 38c(n− 7)Pn−2 + 12
(
10c2 + 1

)
(n− 7)P′n−2

+ 36c
(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n−2

− 9
(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n − 33c(n− 7)P′n − 15(n− 7)Pn.

Esta é uma equação sem Pn−8. Agora nós faremos procedimento similar para elimi-
nar os termos do tipo Pn−6. Fazendo com que n = n− 6 em (4.8), teremos que

0 = 2c(3n− 13)P′n−6 − 3(n− 7)P′n−8 + (5− 3n)P′n−4 + (6n− 26)Pn−6.

Multiplicando esta equação por (2c
(
c2 − 1

)
(3n− 29)) e adicionando-a à (−5 + n)

multiplicado pela equação anterior, obtemos que

0 =2c(n− 5)(75− 29n)Pn−6 + (n− 5)
(
2c2(9n− 199) + 48(n− 5)

)
P′n−6

+ (n− 5)
(
−32c2(n− 7) + n + 73

)
Pn−4

− c
(
4c2(9(n− 12)n + 539) + n(129n− 1724) + 4499

)
P′n−4

−
(
c2 − 1

) (
448c2 + 3(n− 5)(3n− 37)

)
P′′n−4

+ 38c(n− 7)(n− 5)Pn−2 + 12
(
10c2 + 1

)
(n− 7)(n− 5)P′n−2

+ 2c
(
c2 − 1

)
(3n(3n− 44) + 659)P′′n−2

− 15(n− 7)(n− 5)Pn − 33c(n− 7)(n− 5)P′n − 9
(
c2 − 1

)
(n− 7)(n− 5)P′′n .
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De (4.7), com n = n− 6 temos que

0 = 2c(3n− 7)P′n−4 − 3(n− 5)P′n−6 + (−3n− 1)P′n−2 + (6n− 14)Pn−4.

Multiplicando esta equação por (2c2(9n− 199) + 48(n− 5)) e adicionando-a à equa-
ção anterior multiplicada por 3, obtemos que

0 =+ 6c(n− 5)(75− 29n)Pn−6

+ 114c(n− 7)(n− 5)Pn−2

+ 2
(
c2(3n(51n− 524) + 6499)− 6(n− 5)(9n + 25)

)
P′n−2

+ 6c
(
c2 − 1

)
(3n(3n− 44) + 659)P′′n−2

+
(
4c2(3(n− 124)n + 553) + 3(n− 5)(97n− 151)

)
Pn−4

− c
(
448c2(3n + 2) + 9n(11n− 340) + 10137

)
P′n−4

− 3
(
c2 − 1

) (
448c2 + 3(n− 5)(3n− 37)

)
P′′n−4

− 45(n− 7)(n− 5)Pn − 99c(n− 7)(n− 5)P′n
− 27

(
c2 − 1

)
(n− 7)(n− 5)P′′n .

De (4.6), com n = n− 6 temos que

0 = 2c(3n− 7)Pn−4 − 3(n− 5)Pn−6 + (−3n− 1)Pn−2.

Multiplicando esta equação por 2c(75 − 29n) e adicionando-a à equação anterior,
obtemos que

0 =
(
112c2(n(2− 3n) + 1) + 3(n− 5)(97n− 151)

)
Pn−4

− c
(
448c2(3n + 2) + 9n(11n− 340) + 10137

)
P′n−4

− 3
(
c2 − 1

) (
448c2 + 3(n− 5)(3n− 37)

)
P′′n−4

+ 32c(n(9n− 55) + 120)Pn−2

+ 2
(
c2(3n(51n− 524) + 6499)− 6(n− 5)(9n + 25)

)
P′n−2

+ 6c
(
c2 − 1

)
(3n(3n− 44) + 659)P′′n−2

− 45(n− 7)(n− 5)Pn − 99c(n− 7)(n− 5)P′n
− 27

(
c2 − 1

)
(n− 7)(n− 5)P′′n .

A equação acima não tem índice n− 6. Agora, queremos eliminar os índices n− 4.
De (4.8) com n = n− 4 obtemos que

0 = 2c(3n− 1)P′′n−2 + (12n− 4)P′n−2 + (9− 3n)P′′n−4 + (−3n− 7)P′′n .

Multiplicando esta equação por
(
c2 − 1

) (
448c2 + 3(n− 5)(3n− 37)

)
e adicionando-

a à (3− n) multiplicado pela equação anterior, obtemos que

0 =+ (3− n)
(
112c2(n(2− 3n) + 1) + 3(n− 5)(97n− 151)

)
Pn−4

− c(3− n)
(
448c2(3n + 2) + 9n(11n− 340) + 10137

)
P′n−4

+ 2
(

896c4(3n− 1) + c2(n(3(359− 33n)n− 10261) + 19283) + 672(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

− 32c(n− 3)(n(9n− 55) + 120)Pn−2

+ 896c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n−2

+ 45(n− 7)(n− 5)(n− 3)Pn + 99c(n− 7)(n− 5)(n− 3)P′n
− 448

(
c2 − 1

) (
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
P′′n .
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De (4.7) com n = n− 4 obtemos que

0 = 2c(3n− 1)P′n−2 + (9− 3n)P′n−4 + (−3n− 7)P′n + (6n− 2)Pn−2.

Multiplicando esta equação por c
(
448c2(3n + 2) + 9n(11n− 340) + 10137

)
e adicio-

nando-a à equação anterior multiplicada por 3 obtemos que

0 =3(3− n)
(
112c2(n(2− 3n) + 1) + 3(n− 5)(97n− 151)

)
Pn−4

+ 2c
(
448c2 (9n2 + 3n− 2

)
− 3n(n(45n + 1781)− 6597) + 7143

)
Pn−2

+ 448
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

+ 2688c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n−2

+ 135(n− 7)(n− 5)(n− 3)Pn

− 448c
(
c2(3n + 2)(3n + 7)− 9n(n + 3) + 228

)
P′n

− 1344
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
P′′n .

De (4.6) com n = n− 4 obtemos que

0 = 2c(3n− 1)Pn−2 + (9− 3n)Pn−4 + (−3n− 7)Pn.

Multiplicando esta equação por −
(
112c2(n(2− 3n) + 1) + 3(n− 5)(97n− 151)

)
e

adicionando-a à equação anterior, obtemos que

0 =224c(n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn−2

+ 448
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

+ 2688c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n−2

− 112(n− 1)(3n + 1)
(
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
Pn

− 448c
(
c2(3n + 2)(3n + 7)− 9n(n + 3) + 228

)
P′n

− 1344
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
P′′n ,

que pode ser reescrita como

0 =+ 2c(n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn−2

+ 4
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

+ 24c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n−2

+ (1− n)(3n + 1)
(
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
Pn

− 4c
(
c2(3n + 2)(3n + 7)− 9n(n + 3) + 228

)
P′n

− 12
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
P′′n .

(4.9)

Agora reduzimos o problema a analisar uma equação diferencial com apenas índices
do tipo n e n− 2. Para reduzir isto a uma equação diferencial linear ordinária com
índice apenas n, precisaremos de mais equações para cancelar todos os termos que
não tenham apenas índice n. De (4.8) com n = n− 2 obtemos que

0 = 2c(3n + 5)P′′n + 4(3n + 5)P′n + (3− 3n)P′′n−2 + (−3n− 13)P′′n+2.
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Multiplicando esta última equação por−8c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
e adicionando-

a à equação anterior multiplicada por (1− n) obtemos que

0 =− 2c(n + 1)(3n + 7)(n− 1)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn−2

+ 4(1− n)
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

+ 8c
(
c2 − 1

)
(3n + 13)

(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n+2

+ (3n + 1)(n− 1)2 (c2(3n + 7)− 3(n− 5)
)

Pn

+ 4c
(
−8c4(3n− 1)(3n + 5) + c2(n(9n(n + 18)− 85)− 534)− 9n(n(n + 10)− 47) + 252

)
P′n

+ 4
(
c2 − 1

) (
−4c4(3n− 1)(3n + 5) + 9c2(n(5n− 8)− 29)− 9(n− 5)(n− 1)

)
P′′n .

De (4.7) com n = n− 2 obtemos que

0 = 2c(3n + 5)P′n + (3− 3n)P′n−2 + (−3n− 13)P′n+2 + (6n + 10)Pn.

Multiplicando esta equação por

4(9(−5 + n)(−1 + n) + 2c4(−1 + 3n)(8 + 3n) + 3c2(71 + (4− 9n)n))

e adicionando-a à equação anterior multiplicada por (−3) obtemos que

0 =+ 6c(n− 1)(n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn−2

+ 4(−3n− 13)
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n+2

− 24c
(
c2 − 1

)
(3n + 13)

(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n+2

+ (16c4(3n− 1)(3n + 5)(3n + 8)− 3c2(n(n(3n(3n + 74) + 232)− 1854)− 2833)
+ 9(n− 5)(n− 1)(n + 3)(3n + 13))Pn

+ 4(4c5(3n− 1)(3n + 5)(3n + 14) + 3c3(n(551− 3n(21n + 76)) + 1244)
+ 9c(n(n(9n + 4)− 171)− 34))P′n

− 12
(
c2 − 1

) (
−4c4(3n− 1)(3n + 5) + 9c2(n(5n− 8)− 29)− 9(n− 5)(n− 1)

)
P′′n .

Agora vamos eliminar os termos do tipo Pn−2 multiplicando (4.6) com n = n− 2

0 = 2c(3n + 5)Pn + (3− 3n)Pn−2 + (−3n− 13)Pn+2

por
2c(n + 1)(3n + 7)

(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
e adicionando-a à equação anterior para obter

0 =− 2c(n + 1)(3n + 7)(3n + 13)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn+2

+ 4(−3n− 13)
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n+2

− 24c
(
c2 − 1

)
(3n + 13)

(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n+2

+ (n + 3)(3n + 13)
(

4c4(3n− 1)(3n + 5) + 9c2(n(8− 5n) + 29) + 9(n− 5)(n− 1)
)

Pn

+ 4(4c5(3n− 1)(3n + 5)(3n + 14) + 3c3(n(551− 3n(21n + 76)) + 1244)
+ 9c(n(n(9n + 4)− 171)− 34))P′n

− 12
(
c2 − 1

) (
−4c4(3n− 1)(3n + 5) + 9c2(n(5n− 8)− 29)− 9(n− 5)(n− 1)

)
P′′n .
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Fazendo n = n− 2 na equação acima, obtemos que

0 =(n + 1)(3n + 7)
(

4c4(3n(3n− 8) + 7)− 9c2(n(5n− 28) + 7) + 9(n− 7)(n− 3)
)

Pn−2

+ 4(4c5 (27n3 − 171n + 56
)
+ 3c3(n(3n(50− 21n) + 707)− 266)

+ 9c(n(n(9n− 50)− 79) + 252))P′n−2

− 12
(
c2 − 1

)
(−4c4(3n(3n− 8) + 7) + 9c2(n(5n− 28) + 7)

− 9(n− 7)(n− 3))P′′n−2

− 2c(n− 1)(3n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n− 7)− 3(n− 6)

)
Pn

+ 4(−3n− 7)
(

2c4(3n− 7)(3n + 2) + 3c2(n(40− 9n) + 27) + 9(n− 7)(n− 3)
)

P′n

− 24c
(
c2 − 1

)
(3n + 7)

(
c2(3n− 7)− 3(n− 6)

)
P′′n .

Podemos comparar esta equação à equação (4.9)

0 =+ 2c(n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
Pn−2

+ 4
(

2c4(3n− 1)(3n + 8) + 3c2(n(4− 9n) + 71) + 9(n− 5)(n− 1)
)

P′n−2

+ 24c
(
c2 − 1

) (
c2(3n− 1)− 3(n− 4)

)
P′′n−2

+ (1− n)(3n + 1)
(
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
Pn

− 4c
(
c2(3n + 2)(3n + 7)− 9n(n + 3) + 228

)
P′n

− 12
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 7)− 3(n− 5)

)
P′′n .

(4.10)
O nosso objetivo é eliminar os termos do tipo P′′n−2, os termos do tipo P′n−2 e final-
mente os termos Pn−2 para chegar em uma equação diferencial com apenas Pn e suas
derivadas. Primeiro iremos diminuir o grau de c no polinômio em frente de P′′n−2.
Multiplicaremos esta equação por c(14− 6n) e adicionaremos ela à equação anterior
para obter

0 =− 3(n− 7)(n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n + 13)− 3n + 9

)
Pn−2

− 12c
(
c2(n− 7)(3n + 8)(3n + 13)− 9n3 + 579n− 966

)
P′n−2

− 36
(
c2 − 1

)
(n− 7)

(
c2(3n + 13)− 3n + 9

)
P′′n−2

+ 66c(n− 7)(n− 1)(3n + 1)Pn

+ 12(n− 7)
(
c2 (9n2 − 6n + 179

)
− 9n2 + 6n + 63

)
P′n

+ 792c
(
c2 − 1

)
(n− 7)P′′n .

Caso n 6= 7, teremos que

0 =− (n + 1)(3n + 7)
(
c2(3n + 13)− 3n + 9

)
Pn−2

− 4c
(
c2(3n + 8)(3n + 13)− 9n(n + 7) + 138

)
P′n−2

− 12
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 13)− 3n + 9

)
P′′n−2

+ 264c
(
c2 − 1

)
P′′n

+ 4
(
c2 (9n2 − 6n + 179

)
− 9n2 + 6n + 63

)
P′n

+ 22c(n− 1)(3n + 1)Pn.

(4.11)

Diminuiremos o grau do polinômio em c em frente de P′′n−2 mais uma vez multi-
plicando a equação anterior por (2c(−1 + 3n)) e adicionando o resultado à (4.10)
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multiplicada por (13 + 3n) para obter

0 =− 66c(n− 5)(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 12(n− 5)
(
c2 (9n2 + 30n + 203

)
− 3(n− 1)(3n + 13)

)
P′n−2

− 792c
(
c2 − 1

)
(n− 5)P′′n−2

− 3(n− 5)(n− 1)(3n + 1)
(
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
Pn

+ 12c(n− 5)
(
3c2(n− 3)(3n− 4)− 9n2 + 39n + 206

)
P′n

− 36
(
c2 − 1

)
(n− 5)

(
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
P′′n .

Portanto, se n 6= 5 e n 6= 7, teremos que

0 =− 66c(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 12
(
c2 (9n2 + 30n + 203

)
− 3(n− 1)(3n + 13)

)
P′n−2

− 792c
(
c2 − 1

)
P′′n−2

+ 12c
(
3c2(n− 3)(3n− 4)− 9n2 + 39n + 206

)
P′n

− 36
(
c2 − 1

) (
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
P′′n

− 3(n− 1)(3n + 1)
(
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
Pn.

(4.12)

Podemos reescrever a equação acima como

0 =− 22c(n + 1)(3n + 7)Pn−2

+
(
12(n− 1)(3n + 13)− 4c2 (9n2 + 30n + 203

))
P′n−2

− 264c
(
c2 − 1

)
P′′n−2

− (n− 1)(3n + 1)
(
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
Pn

+ 4c
(
3c2(n− 3)(3n− 4)− 9n2 + 39n + 206

)
P′n

− 12
(
c2 − 1

) (
3c2(n− 3)− 3n− 13

)
P′′n .

Abaixamos o grau de c no polinômio em frente de P′′n−2 mais uma vez multiplicando
esta última equação por (c(13 + 3n)) e adicionando à equação (4.11) multiplicada
por (−22) para obter

0 =− 66(n− 3)(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 12c(n− 3)
(
3c2(n− 1)(3n + 13)− 3n(3n + 10) + 281

)
P′n−2

− 792
(
c2 − 1

)
(n− 3)P′′n−2

+ 12(n− 3)
(
c2(3n− 4)

(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
+ 22(3n + 7)

)
P′n

− 36c
(
c2 − 1

)
(n− 3)

(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
P′′n

− 3c(n− 3)(n− 1)(3n + 1)
(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
Pn.

Portanto, se n 6= 5, n 6= 7 e n 6= 3 teremos que

0 =− 22(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 4c
(
3c2(n− 1)(3n + 13)− 3n(3n + 10) + 281

)
P′n−2

− 264
(
c2 − 1

)
P′′n−2

− c(n− 1)(3n + 1)
(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
Pn

+
(
4c2(3n− 4)

(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
+ 88(3n + 7)

)
P′n

− 12c
(
c2 − 1

) (
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
P′′n .

(4.13)
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Agora queremos eliminar os termos com P′′n−2. Isso será feito multiplicando a equa-
ção anterior por (−3c) e adicionando o resultado à equação (4.12) para obter

0 =3
(
c2 − 1

)2
(n− 1)(3n + 1)(3n + 13)Pn

− 12c
(
c2 − 1

)2
(3n− 4)(3n + 13)P′n

+ 36
(
c2 − 1

)3
(3n + 13)P′′n

+ 36
(
c2 − 1

)2
(n− 1)(3n + 13)P′n−2.

Como c ∈ C \ {−1, 1} e n 6= 5, n 6= 7, n 6= 3 e n 6= −13/3 teremos que

0 = 12
(
c2 − 1

)
P′′n + 4c(4− 3n)P′n + 12(n− 1)P′n−2 + (n− 1)(3n + 1)Pn. (4.14)

Se diferenciarmos esta equação em relação à c, obteremos que

0 = 12
(
c2 − 1

)
P(3)

n + 4c(10− 3n)P′′n + (n− 3)(3n− 5)P′n + 12(n− 1)P′′n−2.

Agora, eliminaremos o termo do tipo P′n−2. Multiplicaremos a equação anterior por
22(1− c2) e a adicionaremos à (4.13) multiplicada por (−1 + n) para obter

0 =− 22(n− 1)(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 4c(n− 1)
(
3c2(n− 1)(3n + 13)− 3n(3n + 10) + 281

)
P′n−2

− c(n− 1)2(3n + 1)
(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
Pn

+ (22
(
c2 − 1

)
(n− 3)(3n− 5) + (n− 1)(

4c2(3n− 4)
(
c2(3n + 13)− 3n− 35

)
+ 88(3n + 7)

)
)P′n

+ 4c
(
c2 − 1

) (
−3c2(n− 1)(3n + 13) + 9n2 + 30n + 115

)
P′′n

+ 264
(
c2 − 1

)2
Pn

(3).

Multiplicando a equação (4.14) por

(−c
(
9c2n2 + 30c2n− 39c2 − 9n2 − 30n + 281

)
)

e adicionando-a à (−3) multiplicado à equação anterior, obtemos que

0 =+ 6(n− 1)(n + 1)(3n + 7)Pn−2

− 2c(n− 1)(3n + 1)(3n + 8)Pn(
2c2(9n(3n + 10)− 173)− 6

(
9n2 + 30n− 43

))
P′n

− 432c
(
c2 − 1

)
P′′n

− 72
(
c2 − 1

)2
Pn

(3).

Se diferenciarmos a equação acima em relação à c obtemos que

0 =3(n− 1)(n + 1)(3n + 7)P′n−2 − (n− 1)(3n + 1)(3n + 8)Pn

+ c(n(199− 9(n− 4)n)− 338)P′n
+
(
c2(9n(3n + 10)− 821)− 9n(3n + 10) + 345

)
P′′n

− 36
(
c2 − 1

)2
Pn

(4) − 360c
(
c2 − 1

)
Pn

(3).

Agora, multiplicando esta equação por (−4) e adicionando-a à equação (4.14) mul-
tiplicada por (n + 1)(3n + 7) obtemos uma equação diferencial ordinária linear de
ordem 4 satisfeita pelos polinômios Pn. Provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.4.1 Os polinômios Pn = P−1,n satisfazem a seguinte equação diferencial linear
ordinária de ordem 4.

144
(
c2 − 1

)2
Pn

(4) + 1440c
(
c2 − 1

)
Pn

(3)

− 8
(
c2 (9n2 + 30n− 421

)
− 3n(3n + 10) + 183

)
P′′n

− 24c
(
9n2 + 30n− 61

)
P′n + (n− 1)(n + 3)(3n + 1)(3n + 13)Pn = 0.

Caso 2

Reindexaremos os polinômios P−3,n da seguinte forma:

P−3(c, z) := z5/3 3
√
−2cz2 + z4 + 1

∫ 4z1/3

3 (−2cz2 + z4 + 1)4/3 dz =
∞

∑
n=0

P−3,n(c)zn.

Isto significa que P−3,1 = 1, e P−3,0 = P−3,2 = P−3,3 = P−3,4 = 0 e P−3,n satisfaz a
seguinte relação de recursividade

(7 + 3n)Pn(c) = −3(n− 3)Pn−4(c) + 2c(2 + 3(−1 + n))Pn−2(c).

Os primeiros polinômios não nulos em c são

P−3,5(c) =
3
5

, P−3,7(c) =
3c
5

,

P−3,9(c) =
3

55
(
14c2 − 3

)
, P−3,11(c) =

3
55

c
(
20c2 − 9

)
,

e P−3,13(c) = 3/935(27− 360c2 + 520c4)

e então,

P−3(c, z) =z +
3z5

5
+

3cz7

5
+

3
55
(
14c2 − 3

)
z9 +

1
55

(3c)
(
20c2 − 9

)
z11

+
3

935

(
520c4 − 360c2 + 27

)
z13 + O

(
z14
)

.

Depois de uma análise muito similar e tão longa quanto a do Caso 1 chegamos no
seguinte resultado que expressa a mesma equação diferencial de ordem 4.

Teorema 4.4.2 Os polinômios Pn = P−3,n satisfazem a seguinte equação diferencial linear
ordinária de ordem 4.

144
(
c2 − 1

)2
Pn

(4) + 1440c
(
c2 − 1

)
Pn

(3)

− 8
(
c2 (9n2 + 30n− 421

)
− 3n(3n + 10) + 183

)
P′′n

− 24c
(
9n2 + 30n− 61

)
P′n + (n− 1)(n + 3)(3n + 1)(3n + 13)Pn = 0.

4.4.6 Polinômios ultraesféricos associados

Os polinômios P−1,n e P−3,n satisfazem a seguinte relação de recursividade

(3n− 5)Pn−4 = 2c(3n− 13)Pn−6 + 3(7− n)Pn−8

Note que, em ambos os casos os polinômios com índices pares são nulos. Agora,
vamos reescrever a equação aicma com n = 2n + 1 e considerando qs(c) := P2s+5.
Então teremos que

(6n− 2)qn−4 = 4c(3n− 5)qn−5 + 3(6− 2n)qn−6
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em que qs = qs(c). Reescrevendo novamente considerando n = n + 5, obtemos que

2c(3n + 10)qn = (3n + 6)qn−1 + (3n + 14)qn+1 (4.15)

Para o caso qs = P−3,2s+5 temos que

q−2 = P−3,1 = 1, q0 = P−3,5 = 3
5 ,

q1 = P−3,7 = 3c
5 , q2 = P−3,9 = 3

55

(
14c2 − 3

)
,

q3 = P−3,11 = 3
55 c
(
20c2 − 9

)
, q4 = P−3,13 = 3

935

(
520c4 − 360c2 + 27

)
.

Mostraremos que esta família é um caso especial de polinômios ultraesféricos asso-
ciados. Para c e ν duas constantes complexas, seja C(ν)

n (χ; c) a família de polinômios
ultraesféricos associados com condições iniciais C(ν)

−1 (χ; c) = 0 e C(ν)
0 (χ; c) = 1 defi-

nidos como a família que satisfaz a seguinte relação

2χ(n + ν + c)C(ν)
n (χ; c) = (n + c + 1)C(ν)

n+1(χ; c) + (2ν + n + c− 1)C(ν)
n−1(χ; c).

Então definindo na equação acima c = 11/3 e ν = −1/3 obtemos a mesma relação
de recursividade descrita em (4.15). Portanto, podemos concluir que os polinômios
do tipo P−3,n são um caso especial de polinômios ultraesféricos associados.

Considere α, β, c ∈ C constantes e os polinômios de Jacobi associados P(α,β)
n (χ; c)

definidos como a família que satisfaz a seguinte relação de recursividade

2(n + c + 1)(n + c + γ)(2n + 2c + γ− 1)pn+1

= (2n + 2c + γ)((2n + 2c + γ− 1)(2n + 2c + γ + 1)χ
+(γ− 1)(γ− 2β− 1))pn

−2(n + c + γ− β− 1)(n + c + β)(2n + 2c + γ + 1)pn−1,

em que n ∈ N, γ = α + β + 1, P(α,β)
−1 (χ; c) = 0;P(α,β)

0 (χ; c) = 1. Seguindo [CFT13], é
possível verificar que os polinômios ultraesféricos associados se relacionam com os
polinômios de Jacobi ultraesféricos por intermédio da seguinte relação

P(ν−1/2,ν−1/2)
n (χ; β) =

(ν + c + 1
2 )n

(2ν + c)n
C(ν)

n (χ; β).

A função peso para os polinômios ultraesféricos associados também é conhecida e é
dada por

ρ(cos t) =
(2 sin t)2β−1(Γ(λ + γ))2

2πΓ(2β + γ)Γ(γ + 1)

∣∣∣2F1(1− β, γ; γ + β; e2it)
∣∣∣2

para 0 ≤ t ≤ π e em que 2F1(a, b; c; z) é a função hipergeométrica

2F1(a, b; c, z) =
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n
zn.

Teorema 4.4.3 Os polinômios P−3,nsão polinômios ortogonais não-classicos.
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Demonstração: Resgatando o que já foi apresentado na Seção 4.2, os polinômios
de Jacobi associados satisfazem a seguinte equação diferencial de ordem quatro

A0(x)y(iv) + A1(x)y′′′ + A2(x)y′′ + A3(x)y′ + A4(x)y = 0,

em que

A0(x) = (1− x2)2,

A1(x) = 10x(x2 − 1),

A2(x) = −(1− x)2(2K + 2C + γ2 − 25) + 2(1− x)(2K + 2C + 2αγ) + 2(α + 1)− 26,

A3(x) = 3(1− x)(2K + 2C + γ2 − 5)− 6(K + C + αγ + β− 2),
A4(x) = n(n + 2)(n + γ + 2c)(n + γ + 2c− 2),

em que
K = (n + c)(n + γ + c), C = (c− 1)(c + α + β).

No caso dos polinômios qn(x) = P−3,2n+5(x) = C−1/3
n (x, 11/3) para n ≥ −1, a

equação diferencial de ordem 4 que chegamos tem a forma(
96(n(3n + 20) + 16)− 16x2(6n(3n + 20)− 23)

)
q′′n

+ 144
(
x2 − 1

)2
qn

(4) + 1440x
(
x2 − 1

)
qn

(3) − 48x(6n(3n + 20) + 157)q′n
+ 16(n + 2)(n + 4)(3n + 8)(3n + 14)qn = 0.

Para n = 2 temos que q2(x) = 3
55 (14x2 − 3), juntando esta informação à equação

acima, obtemos que
16x2 − 3 = 0.

Teremos que c = 11/3, ν = −1/3, α = β = −5/6 e γ = −2/3

A2(x) =
1
9
(
−6n(3n + 20)

(
x2 − 1

)
− x(73x + 462) + 304

)
A3(x) = −1

3
(6n(3n + 20) + 253)x

A4(s) = n(n + 2)
(

n +
14
3

)(
n +

20
3

)
Quando n = 2 vemos que A2(x) é diferente do coeficiente correspondente e q2(x) =
3

55 (14x2− 3) não satisfaz a equação acima. Então as famílias de equações diferenciais
de ordem 4 encontradas neste trabalho são diferentes daquelas apresentadas por
Ismail em [Ism05] para polinômios ultraesféricos associados, confirmando o que foi
observado em [CFT13]. �

Procedendo de forma similar podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.4 Os polinômios P−1,nsão polinômios ortogonais não-clássicos.

4.4.7 Ortogonalidade de P−1,n e P−3,n

Os polinômios do P−1,n e P−3,n satisfazem a mesma relação de recursividade e equa-
ção diferencial de ordem 4, mas tem condições iniciais diferentes. Sendo assim, sabe-
mos imediatamente que são polinômios ultraesféricos associados. Aqui provaremos
de forma independente que estes polinômios são ortogonais. Considerando que
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qs(c) = P−1,2s+1, desejamos polinômios com índice n igual ao grau do polinômio,
então iremos definir que

qn := qn−1, n ≥ 0.

e ignorando os "primeiros"dois polinômios q−1 e q0, teremos que

q0 = 1, q1 = 2c
5 , q2 = 2c2

5 , q3 = 2
55 c
(
14c2 − 3

)
e tendo a relação de comutatividade para Pn dada por

(3n + 7)Pn = 2c(3n− 1)Pn−2 + 3(3− n)Pn−4,

então
(3n + 7)Pn = 2c(3n− 1)Pn−2 + 3(3− n)Pn−4,

ou
2c(3n + 4)q̄n+1 = 3nq̄n + (3n + 8)q̄n+2,

em que os polinômios q̄n são de grau n em c. Considere o seguinte resultado.

Teorema 4.4.5 ([CFT13] , Teorema 5.0.4) Seja {pn, n ≥ 0} uma sequência de polinômios
em que pn é um polinômio de grau n satisfazendo a seguinte relação de recursividade

χpn = an+1 pn+1 + bn pn + cn−1 pn−1, n = 0, 1, 2, . . . ,

para números complexos an+1, bn, cn−1, n = 0, 1, 2, . . . e p−1 = 0. Então {pn, n ≥ 0}
é uma sequência de polinômios ortonormais com respeito a uma (única) função de peso se e
somente se bn ∈ R e cn = ān+1 6= 0 para todo n ≥ 0.

Teorema 4.4.6 Os polinômios P−1,n(c) são ortogonais com respeito a alguma função de
peso.

Demonstração: Para mostrar que estes polinômios são ortogonais é suficiente ve-
rificar a existência de uma família de polinômios ortogonais fn e constantes λn tais
que qn = λn fn para todo n. Temos a seguinte relação de recursividade para fn:

2c(3n + 4) fn+1λn+1 = 3n fnλn + (3n + 8) fn+2λn+2

ou

c fn+1 =
(3n + 8) fn+2λn+2

2(3n + 4)λn+1
+

(3n) fnλn

2(3n + 4)λn+1

para n ≥ 0. Considere

An = (3n) fnλn
2(3n+4)λn+1

, Cn+2 = (3n+8) fn+2λn+2
2(3n+4)λn+1

.

Então An = Cn−1 se e somente se

(3(n− 1) + 8) fn+1λn+1

2(3(n− 1) + 4)λn
=

(3n) fnλn

2(3n + 4)λn+1

ou

λ2
n =

((3n + 4)(3n + 5) fn+1) λ2
n+1

3n(3n + 1) fn
.

Tomando λ0 = 1 podemos encontrar uma família de constantes λn que satisfazem
esta relação. Portanto, pelo Teorema 4.4.5, os polinômios fn formam uma família de
polinômios ortogonais em relação à alguma medida e portanto, os polinômios são
ortogonais. �
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De forma similar podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.7 Os polinômios P−3,n(c) são ortogonais com respeito a alguma função de
peso.

O leitor pode desejar comparar as equações diferenciais obtidas em [CFT13] e
neste trabalho.

Equações obtidas do caso DJKM

Em [CFT13] é obtida uma família de polinômios ortogonais e não-clássicos que sa-
tisfaz a seguinte equação diferencial de ordem quatro:

16(c2 − 1)2P(iv)
n + 160c(c2 − 1)P′′′n − 8(c2(n2 − 4n− 42)− n2 + 4n + 18)P′′n

− 24c(n2 − 4n− 2)P′n + (n− 6)(n− 2)2(n + 2)Pn = 0.

Além disso, no mesmo trabalho é obtida uma família de polinômios ortogonais e
não-clássicos que satisfaz a seguinte equação diferencial de ordem quatro:

16(c2 − 1)2P(iv)
n + 160c(c2 − 1)P′′′n − 8(c2(n2 − 4n− 46)− n2 + 4n + 22)P′′n

− 24c(n2 − 4n− 6)P′n + (n− 4)2n2Pn = 0.

Equação obtida neste trabalho

Neste trabalho são obtidas duas famílias de polinômios ortogonais e não-clássicos
que satisfazem a seguinte equação diferencial de ordem quatro

144
(
c2 − 1

)2
Pn

(4) + 1440c
(
c2 − 1

)
Pn

(3)

− 8
(
c2 (9n2 + 30n− 421

)
− 3n(3n + 10) + 183

)
P′′n

− 24c
(
9n2 + 30n− 61

)
P′n + (n− 1)(n + 3)(3n + 1)(3n + 13)Pn = 0.
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Capítulo 5

Representações de álgebras de
Krichever-Novikov

As álgebras de Lie afim são o tipo de álgebras de dimensão infinita de Kac-Moody
mais estudadas. Uma das razões pelo interesse por estas álgebras é a rica teoria de
representações que pode ser desenvolvida de forma ainda mais complexa do que
a de álgebras de Lie simples de dimensão finita. Em particular, as álgebras de Lie
afim possuem módulos irredutíveis que contém espaços de peso de dimensão finita
e infinita, algo que não pode ocorrer no contexto de álgebras de dimensão finita. É
possível decompor as álgebras de Lie afim em partições que não são padrão (veja
[Fut97]). A cada partição é possível corresponder uma subálgebra de Borel e é possí-
vel formar representações induzidas por módulos de dimensão 1 dessas subálgebras
de Borel. Estes módulos obtidos são chamados de módulos do tipo Verma e foram
estudados a princípio por Jakobsen e Kac (veja [JK89]) e por Futorny (veja [Fut96] e
[Fut97]).

A classificação de módulos irredutíveis é conhecida apenas para módulos com
espaços de peso de dimensão finita (veja [FT01]) e para algumas subcategorias de
módulos induzidos com apenas alguns espaços de peso de dimensão infinita. Neste
capítulo, seguindo o trabalho de Bekkert, Benkart, Futorny e Kashuba (veja [Bek+13]),
definimos a álgebra hiperelíptica de Heisenberg como a subálgebra de uma álgebra
de Krichever-Novikov hiperelíptica. Esta estrutura possui espaços de peso com di-
mensão infinita. Consideramos álgebras do tipo Borel diferentes das usuais, par-
tindo de uma decomposição de g não-usual. Esta álgebra é determinada por uma
função ϕ que atribui a cada inteiro um sinal + ou −.

Neste capítulo generalizamos os resultados obtidos em [San17b] e damos os cri-
térios de irredutibilidade para módulos ϕ-Verma para álgebras de Krichever-Novikov
hiperelípticas, obtendo que estas álgebras - como esperado - possuem módulos irre-
dutíveis se e somente se possuem nível não nulo.
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5.1 Módulos de Verma

Nesta Seção, serão dadas definições para possibilitar a construção dos módulos de
Verma. Seja g uma álgebra de Lie complexa, simples e com decomposição triangular

g = g− ⊕ h⊕ g+,

em que h é uma álgebra de Lie abeliana. Dada uma representação π : h→ gl(M) de
h num C-espaço M, se φ ∈ h∗, um vetor v ∈ M é chamado vetor de peso, com peso
φ, se para todo h ∈ h tivermos que

π(h)v = φ(h)v.

Utilizando estes objetos, podemos construir um submódulo gerado por v. Considere
agora que π é uma representação de U(g) em M. O espaço dado por

π(U(g))v := {π(u)v|u ∈ U(g)}

é o menor submódulo de M que contém v e é chamado de submódulo de M gerado
por v.

Estamos interessados em construir módulos de peso máximo, para isso é neces-
sário definir o que é um vetor de peso máximo. Um vetor não nulo v ∈ M é chamado
vetor de peso máximo para g se

1. v é um vetor de peso em relação à ação de sua álgebra de Cartan h.

2. π(x)v = 0 para todo x ∈ g+.

Um g-módulo M é dito um módulo de peso máximo se M é gerado por um vetor
v de peso máximo. O peso λ ∈ h∗ do vetor de peso máximo v é chamado peso
máximo de M e chamamos o par (λ, v) um par de peso máximo de M.

Seja M um módulo de peso máximo com vetor de peso máximo v e peso máximo
λ. Suponha que g− tem base {xj}j∈J de vetores de raízes indexados num conjunto
totalmente ordenado J. Para cada j ∈ J denotaremos por γj a raiz correspondente a
xj, isto é xj ∈ gγj . Sabemos que

xnk
ij · · · · · x

n1
i1
· v

com k ≥ 0, ij > ij−1 > · · · > i1, nj ∈ Z>0 é um vetor de peso de M de peso λ +
n1γ1 + · · ·+ nkγk e esses vetores de peso geram como espaço vetorial M o módulo
de peso máximo M.

Definição 5.1.1 Seja λ ∈ h∗. Um módulo de peso máximo M(λ) para g com peso máximo
sendo o par (λ, v+) é chamado módulo de Verma1 se para todo módulo de peso máximo M
com o par de peso máximo sendo (λ, v) existe um homomorfismo de g-módulos η : M(λ)→
M tal que v+ 7→ v.

Exemplo 5.1.2 Considere x, y e h base canônica de sl(2; C) (veja Exemplo 2.1.6).

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
.

1Daya-Nand Verma (1933 - 2012) foi um matemático indiano que apresentou a construção dos mó-
dulos que hoje recebem seu nome em sua tese de doutorado sob orientação de Nathan Jacobson na
Universidade de Yale.
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com subálgebra de Cartan gerada por h. Seja λ definido por λ(h) = m em que m é um
número complexo arbitrário. O módulo de Verma com peso máximo λ é gerado pelos vetores
linearmente independentes v0, v1, v2, . . . e a ação

y · vj = vj+1; x · vj = j(m− (j− 1))vj−1; h · vj = (m− 2j)vj.

Exemplo 5.1.3 Seja a = a− ⊕Cc⊕ a+ uma álgebra de Heisenberg (veja o Exemplo 2.1.7)
com uma anti-involução σ e bases {aj}, {σ(aj)} (j ∈ Z) para a+ e a− tal que [aj, σ(ak)] =
δjkc, k ∈ Z. Seja α ∈ h∗ e M(λ) o módulo de Verma para a com peso máximo sendo
o par (λ, v+). Então M(λ) =

⊕
n∈N M(λ)λ−nα é a decomposição em espaços de peso

correspondente de M(λ). Além disso, se Â é o aniquilador de v+, então M(λ) = U(a−) ·
v+ Â = U(a−) · v+.

Considere novamente g uma álgebra de Lie afim e h sua subálgebra de Cartan usual
e z = Cc o centro desta álgebra, em que c é o elemento central canônico. Se V é
irredutível, então c age como um escalar em V e é chamado de nível de V.

5.2 Módulos ϕVerma

Podemos descrever g como
g = h⊕

⊕
α∈h∗\{0}

gα,

em que gα = {x ∈ g|[h, x] = α(h)x, ∀h ∈ h}.Esta decomposição é denominada
decomposição em espaços de raízes em relação a h (sua subálgebra de Cartan) (veja
Subseção 2.3.1).

Apesar de na Subseção 2.3.1 ser apresentada uma definição de decomposição
triangular de uma álgebra de Lie, há uma forma alternativa de obter tal decompo-
sição. O conjunto ∆ = {α ∈ h∗|gα 6= (0)} é denominado sistema de raízes de g
e este conjunto tem uma partição ∆ = ∆+ ∪ ∆− em raízes positivas e negativas,
em que ∆− = −∆+. Caso S ⊆ ∆ seja um conjunto tal que S ∪ (−S) = ∆ e que
S ∩ (−S) = ∅, diremos que S é um conjunto que admite uma partição. Uma parti-
ção ∆ = S ∪ (−S) é dita uma partição fechada se sempre que α, β ∈ S e α + β ∈ ∆
tivermos que α + β ∈ S. Para qualquer S determinando uma partição de ∆, os espa-
ços gS = ⊕α∈Sgα e g−S = ⊕α∈−Sgα são subálgebras de g e g = g−S ⊕ h⊕ gS é uma
decomposição triangular de g.

5.2.1 Módulos de Verma imaginários

Seja ∆ = S ∪ (−S) uma partição fechada de ∆. Pelo teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt (veja Teorema 2.1.12), a decomposição triangular g = g−S⊕ h⊕ gS de g determi-
nada por S fornece uma decomposição triangular da álgebra envelopante universal
U(g) de g dada por U(g) = U(g−S) ⊗U(h) ⊗U(gS). Considere bS = h⊕ gS a ál-
gebra de Borel associada. O funcional linear λ ∈ h∗ é estendido para a álgebra de
Borel por um homomorfismo de álgebras também denotado λ em U(h) e U(bS) com
valores indo para zero em gS. A cada λ deste tipo, corresponde um U(bS) módulo
um-dimensional Cv em que xv = λ(x)v para todo x ∈ U(bS). O módulo induzido

MS(λ) = U(g)⊗U(bS) Cv,

é um módulo do tipo Verma definido em [Cox94] e [FS93].
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5.2.2 Módulos ϕ Verma para subálgebras de Heisenberg

Dada uma matriz de Cartan do tipo afim A = (aij)
n
i,j=1 associada a g, podemos

construir um diagrama de Dynkin de A (ver Seção 2.3.2) . A partir do diagrama de
Dynkin correspondente, considere

δ =
l

∑
i=0

aiαi

em que os ai’s são exatamente as etiquetas dos vértices do diagrama e αi são os
elementos da base de raízes de g. O elemento δ é denominado raiz imaginária indi-
visível.

Se h é subálgebra de Cartan de g, considere Π = {α0, . . . , αl} o seu conjunto de
raízes simples e Π∨ = {α∨0 , . . . , α∨l } o seu conjunto de corraízes simples. O elemento

c =
l

∑
i=0

a∨i α∨i

é chamado elemento central canônico e até o final deste capítulo será denotado
simplesmente como c.

Tomando ∆+ o espaço das raízes positivas do sistema de raízes de g, podemos
descrevê-lo como ∆+ = ∆im

+ ∪ ∆re
+, sendo ∆im

+ o espaço das raízes imaginárias, sabe-
mos que ∆im

+ = {nδ|n ∈ Z>0}.
O subespaço L := Cc ⊕⊕n∈Z\{0} gnδ forma uma subálgebra de Heisenberg da

álgebra g. Então, [x, y] = ζ(x, y)c para x ∈ gmδ, y ∈ gnδ, em que ζ(x, y) é uma
forma bilinear antissimétrica com ζ(gmδ, gnδ) = 0 para n 6= −m e cuja restrição
para gmδ × gnδ é não degenerada para todo m 6= 0. Podemos fazer a decomposição
triangular de L de forma que L− ⊕Cc⊕ L+, em que L± =

⊕
n∈N g±nδ.

Considere uma função ϕ : N→ {±} e defina os espaços

L±ϕ =

 ⊕
n∈N,ϕ(n)=±

gnδ

⊕
 ⊕

m∈N,ϕ(m)=∓
g−mδ

 . (5.1)

Estes espaços são subálgebras abelianas de L e

L = L−ϕ ⊕Cc⊕ L+
ϕ

é uma decomposição triangular de L.
Se Cν é uma representação de dimensão 1 de Cc⊕ L+

ϕ com cν = aν para algum
escalar a ∈ C e L+

ϕ ν = 0, definimos o módulo ϕ-Verma induzido por

Mϕ(a) = U(L)⊗U(Cc⊗L+
ϕ )

Cν. (5.2)

Não é difícil perceber que quando ϕ(n) = +, ∀n ∈ N, teremos a decomposição
triangular usual de L em (5.1) e o módulo de Verma de L em (5.2) (compare com a
Definição 5.1.1). A seguir, apresentaremos um critério de irredutibilidade para estes
módulos obtido em [Bek+13].

Proposição 5.2.1 ([Bek+13], Proposição 3.3) Mϕ(a) é irredutível se, e somente se, a 6=
0.
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5.3 Módulos irredutíveis para subálgebras de Heisenberg

Parte da motivação para o estudo de álgebras n-ponto, é a generalização da cons-
trução de álgebras laço. A Proposição 5.2.1 pode ser aplicada nas álgebras laço de
sl(2, C) de forma a obter módulos de ϕ-Verma irredutíveis (veja [Kac94]).

Seja G a álgebra laço de sl(2, C) definida por G = sl(2, C)⊗C[t, t−1]. Considera-
remos uma extensão desta álgebra, Ĝ = sl(2, C)⊗ C[t, t−1]⊕ Ck, em que Ck é uma
álgebra de Lie de dimensão 1 e abeliana. O colchete de Ĝ é dado por

[ f (t)⊗ x + µk, g(t)⊗ y + νk] = f (t)g(t)⊗ [x, y]g + φ( f (t)⊗ x, g(t)⊗ y)k (5.3)

em que φ é uma função φ : G× G→ C tal que

φ( f (t)⊗ x, g(t)⊗ y) :=
(

t
d
dt

f (t)⊗ x, g(t)⊗ y
)

para f , g ∈ C[t, t−1] e x, y ∈ sl(2, C).
A subálgebra de Heisenberg de Ĝ é L := h⊗ C[t, t−1]⊕ Ck, em que h é a subál-

gebra de Cartan de sl(2, C). Considere a seguinte álgebra de Heisenberg dada pelo
espaço H = Ck ⊕⊕i∈Z\{0} Cei, em que ei são geradores tais que [ei, ej] = δi,−jk, e
[ej, k] = 0 para todo i ≥ 1 e todo j. A subálgebra de Heisenberg L, da Seção 5.2, pode
ser descrita como H escolhendo uma base ortogonal em cada espaço de raízes gkδ e
uma base dual em g−kδ para cada j ≥ 1.

Sabemos que h, a álgebra de Cartan de sl(2, C), tem dimensão 1. Seja

ϕ :
(
h⊗ C[t, t−1]⊕Ck

)
7→

Ck⊕
⊕

i∈Z\{0}
Cei


aplicação linear tal que

ϕ(htn + a) = a + en

em que h ∈ h e a ∈ Ck. Como ϕ define um isomorfismo, podemos diretamente
aplicar a Proposição 5.2.1 obtendo assim módulos de Verma e ϕ-Verma irredutíveis
para essa extensão de álgebra laço para sl(2, C).

5.4 A álgebra de Lie hiperelíptica

A álgebra de Lie hiperelíptica é uma família de álgebras de Krichever-Novikov su-
perelípticas e já foi apresentada na Subseção 3.7.4, no entanto, cabe aqui retomar
as principais definições e resultados para formular de forma prática os objetivos
centrais deste capítulo sem que o leitor tenha de recorrer a sucessivas consultas às
definições e resultados no Capítulo 3.

Nesta seção estudaremos a extensão central universal da álgebra de Lie sl(2, C)
⊗R em que R = C[t±1, u : u2 = p(t)], com p(t) = t(t− α1) · · · (t− αr) = ∑r+1

i=1 aiti ∈
C[t], αi’s são números complexos não nulos dois a dois distintos e ar+1 = 1. Usando
o Teorema 3.7.6, é possível descrever a extensão central universal de sl(2, C)⊗ R.

As relações de comutatividade de ĝ = (g⊗ R)⊕Ω1
R/dR são

[x⊗ f , y⊗ g] = [xy]⊗ f g + (x, y) f dg e
[x⊗ f , ω] = 0,

em que x, y ∈ g, f , g ∈ R, ω ∈ Ω1
R/dR, (·, ·) denota a forma de Killing de g.
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O Teorema 3.7.20 nos garante que, neste caso, {t−1dt, t−1udt, . . . , t−rudt} é uma
base para Ω1

R/dR.
Fixemos

ω0 := t−1dt e ωk := t−kudt

em que 1 ≤ k ≤ r.
Definiremos famílias de polinômios que possibilitam descrever ĝ em termos de

suas relações de comutatividade. Considere m = 2 e a0 = 0, definemos Pk,i :=
Pk,i(a1, ..., ar), k ≥ −r,−r ≤ i ≤ −1 polinômios em ai satisfazendo as seguintes
relações de recursividade:

(2k + r + 3)Pk,i = −
r

∑
j=1

(3j + 2k− 2r)ajPk−r+j−1,i

para k ≥ 0 com a condição inicial Pl,i = δl,i, −r ≤ i, l ≤ −1. Além disso, definiremos
Qm,i satisfazendo

(2m− 3)a1Qm,i =

(
r+1

∑
j=2

(3j− 2m)ajQm−j+1,i

)

com as condições iniciais Qm,i = δm,−i para 1 ≤ m ≤ r e −r ≤ i ≤ −1.

Teorema 5.4.1 ([CI18], Teorema 5.1) Seja a1 6= 0. Seja g uma álgebra de Lie simples
de dimensão finita sobre os números complexos com forma de Killing (·, ·) e para a =
(a1, . . . , ar) defina ψij(a) ∈ Ω1

R/dR por

ψij(a) =

{
∑r

k=1 Pi+j−1,−kωk se i + j ≥ −r + 1,

∑r
k=1 Q−i−j+1,−kωk caso contrário.

A extensão central universal da álgebra de Lie hiperelíptica g⊗R é um álgebra de Lie Z/2Z-
graduada

ĝ = ĝ0 ⊕ ĝ1

em que

ĝ0 = (g⊗C[t, t−1])⊕Cω0, ĝ1 = (g⊗C[t, t−1]u)⊕
r⊕

k=1

(Cωk)

com colchetes dados por

[x⊗ ti, y⊗ tj] =[x, y]ti+j + δi+j,0 j(x, y)ω0,

[x⊗ tiu, y⊗ tju] =[x, y]⊗ ti+j p(t) +
r+1

∑
k=1

(
j +

1
2

k
)

akδi+j,−kω0,

[x⊗ tiu, y⊗ tj] =[x, y]u⊗ ti+ju + j(x, y)ψij(a).

Esta álgebra é denominada álgebra de Lie hiperelíptica para o caso sl(2, C).
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5.5 Subálgebra de Heisenberg hiperelíptica

Seja h a subálgebra de Cartan de sl(2, C). A álgebra sl(2, C)⊗ R, é a subálgebra de
Heisenberg de ĝ. A álgebra de Lie com geradores bm, b1

m, m ∈ Z, 1i, i ∈ {0, 1, ..., r} e
relações

[bm, bn] = 2nδm+n,010, (5.4)

[b1
m, b1

n] = (1/2)(n−m)a−(m+n)10, (5.5)

[b1
m, bn] = 2n

r

∑
k=1

((δm+n−1≥−r)Pm+n−1,−k + (δm+n−1<−r)Q−m−n+1,−k) 1k, (5.6)

[bm, 1i] = [b1
m, 1i] = [1i, 1j] = 0, (5.7)

em que i, j ∈ {0, ..., r} e k ∈ Z é denominada álgebra de Heisenberg hiperelíptica e
será denotada por ĥ.

Seja ϕ uma função de Z em {±} tal que ϕ(n) = +⇔ ϕ(−n) = −. Considere

ĥ±ϕ =

 ∑
n∈Z<0
ϕ(n)=∓

(Cbn + Cb1
n)

⊕
 ∑

m∈Z>0
ϕ(m)=±

(Cbm + Cb1
m)


e

ĥ0 = Cb0 +C b1
0 +

r

∑
i=0

1iC.

Como consequência das relações definidas em (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), temos que
b̂ϕ := ĥ0 ⊕ ĥ+ϕ é uma subálgebra do tipo Borel.

Lema 5.5.1 Seja V = Cv0 ⊕Cv1 uma representação 2 dimensional de b̂ , em que ĥ+ϕ vi = 0
para i = 0, 1. Suponha que λ, µ, ν, χj, γ, κ0 ∈ C para j ∈ {1, . . . , r} são tais que

b0 · v0 = λv0 , b1
0 · v0 = µv0 + νv1 , 1jvi = χjvi,

b0 · v1 = λv1 , b1
0 · v1 = γv0 + µv1 , 10vi = κ0vi,

para i ∈ {0, 1}. Então,

r

∑
k=1

(Pm+n−1,−k)χk = 0, se m + n ≥ −r + 1, e

r

∑
k=1

(Q−m−n+1,−k)χk = 0 caso contrário.

Demonstração: Como bm age como multiplicação por um escalar para m, n ∈ Z, a
primeira relação (5.4) está satisfeita. A segunda relação (5.5) também está satisfeita.
Caso n = 0, então como b0 age como multiplicação por escalar, a relação (5.6) não
implica em uma condição para λ, µ, ν, χj, γ, κ0 ∈ C, a terceira relação implica uma
condição sobre χj de forma que

0 = b1
mbnvi − bnb1

mvi = [b1
m, bn]v

= 2n
r

∑
k=1

((δm+n≥−r+1)Pm+n−1,−k + (δm+n<−r+1)Q−m−n+1,−k) 1kv

�



70 Capítulo 5. Representações de álgebras de Krichever-Novikov

5.6 Módulos ϕVerma para a subálgebra de Heisenberg hipe-
relíptica

Considere o seguinte ĝ-módulo ϕ-Verma induzido

Mĝ,ϕ = U(ĝ)⊗b̂ϕ
Cv.

Dado um inteiro n, considere que

sgn(n) =

{
+ se n > 0,
− se n < 0.

Lema 5.6.1 Se m, n ∈ Z \ {0}, ϕ(m) = sgn(m) e ϕ(n) 6= sgn(n), então

bm(bn)
lv =(2lnκ0)δm+n,0((bn)

l−1)v,

bm(b1
n)

lv =0,

b1
m(b

1
n)

lv =(1/2)(lκ0)
(
(n−m)a−(m+n)

)
((b1

n)
l−1)v,

b1
m(bn)

lv =0.

Demonstração: Usando o Lema 5.5.1 e as relações que definem a subálgebra de
Heisenberg hiperelíptica (veja a Seção 5.5) temos que

bm(bn)
lv =[bm, (bn)

l ]v +�����
(bn)

lbmv

=l(bn)
l−1[bm, bn]v

=(2lnκ0)δm+n,0((bn)
l−1)v.

bm(b1
n)

lv =[bm, (b1
n)

l ]v +�����
(b1

n)
lbmv

=l(b1
n)

l−1[bm, b1
n]v

=0

b1
m(b

1
n)

lv =[b1
m, (b1

n)
l ]v +�����

(b1
n)

lb1
mv

=l(b1
n)

l−1[b1
m, b1

n]v

=(1/2)(lκ0)
(
(n−m)a−(m+n)

)
((b1

n)
l−1)v.

b1
m(bn)

l =[b1
m, (bn)

l ]v +�����
(bn)

lb1
mv

=l(bn)
l−1[b1

m, bn]v
=0

�

Considerando os resultados alcançados até aqui, podemos demonstrar um crité-
rio de irredutibilidade para o módulo Mĝ,ϕ.

Teorema 5.6.2 Mĝ,ϕ é irredutível se, e somente se, κ0 6= 0.
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Demonstração: Defina

(Mĝ,ϕ)n =

w ∈ Mĝ,ϕ : w =

 ∑
(ᾱ,β̄)

ξ(ᾱ, β̄) ∏
i∈Z\{0}

ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

i∈Z\{0}
ϕ(j) 6=sgn(n)

(b1
j )

β j

 v,

∑
i

αi + ∑
j

β j = n, ∀(ᾱ, β̄)

}
.

Dizemos que deg(w) = n se w ∈ (Mĝ,ϕ)n. Suponha que κ0 6= 0 e procedamos por
indução em deg(w).

1. Suponha que deg(w) = 1, então

w =

 ∑
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξibi + ∑
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
i b1

i

 v

em que apenas uma quantidade finita de ξi, ξ1
i ∈ C são não nulos.

(a) Se ξ ′is são todos nulos, então existe ξ1
m 6= 0 para algum m ∈ Z tal que

ϕ(m) 6= sgn(m). Seja x ∈ ĥ+ϕ tal que x = b1
−m. Temos que

xw = x ∑
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
i b1

i v = (1/2)κ0 ∑
k∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
k(k−m)a−(k+m)v.

(b) Se há algum ξk não nulo, seja x ∈ ĥ+ϕ tal que x = b−k. Teremos que

xw = x ∑
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξibiv = 2κ0kξkv.

Portanto, em ambos os casos, temos que existe x ∈ ĥ+ϕ tal que xw 6= 0 e
deg(xw) = 0.

2. Suponha que para todo v ∈ Mĝ,ϕ com grau n, existe y ∈ ĥ+ tal que yw 6= 0
e deg(yw) = 0. Suponha também que deg(w) = n + 1, assim um elemento
arbitrário Mĝ,ϕ com este grau pode ser descrito como

w =

 ∑
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξib
(n+1)
i + ∑

i∈Z
ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
i (b

1
i )

(n+1)

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ(ᾱ, β̄) ∏
i∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

j∈Z

ϕ(j) 6=sgn(j)

(b1
j )

β j

 v

em que, a := {a0, a2, ..., al} com ai ∈ Z e de forma que apenas uma quantidade
finita de ai, ξi, ξ1

i e ξ(ᾱ, β̄) são não nulos.
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(a) Caso haja ξ(ᾱ, β̄) 6= 0, então seja ξ(k̄, l̄) 6= 0 e considere m o maior ín-
dice com km 6= 0 e x ∈ ĥ+ϕ tal que x = b−m. Além disso, reorganize os
monômios de forma que, com as constantes apropriadas,

w =

 ∑
i∈Z\{0}

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξib
(n+1)
i + ∑

i∈Z\{0}
ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
i (b

1
i )

(n+1)

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ(ᾱ, β̄) ∏
i∈Z\{0}

ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

i∈Z\{0}
ϕ(i) 6=sgn(i)

(b1
j )

β j

 v

=

 ∑
i∈Z\{0}

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ̃ib
(n+1)
i + ∑

i∈Z\{0}
ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ̃1
i (b

1
i )

(n+1)

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ̃(ᾱ, β̄)bαm
m ∏

i∈Z\{0,m}
ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

j∈Z\{0}
ϕ(j) 6=sgn(j)

(b1
j )

β j

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ̃(ᾱ, β̄)b
αi0
i0 ∏

i∈Z\{0,m}
ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

j∈Z\{0}
ϕ(j) 6=sgn(j)

(b1
j )

β j

 v.

Aplicando x em w teremos que

xw = ξ̃m2κ0(n + 1)mbn
mv + 0

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ̃(ᾱ, β̄)b−mbαm
m ∏

i∈Z\{0,m}
ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

i∈Z\{0}
ϕ(i) 6=sgn(i)

(b1
j )

β j v

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ̃b−mb
αi0
i0
(ᾱ, β̄)bαm

m ∏
i∈Z\{0,m}
ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

j∈Z\{0}
ϕ(j) 6=sgn(j)

(b1
j )

β j v

= ξ̃m2κ0(n + 1)mbn
mv

+ ∑
(ᾱ,β̄)

ξ̃(ᾱ, β̄)αm(2mκ0)bαm−1
m ∏

i∈Z\{0,m}
ϕ(i) 6=sgn(i)

bαi
i ∏

j∈Z\{0}
ϕ(j) 6=sgn(j)

(b1
j )

β j v.

Então xw 6= 0 e deg(xw) = n.
(b) Caso ξ(ᾱ, β̄) = 0, ∀(ᾱ, β̄).

(b.i) Se existe ξk 6= 0 então seja x = b−k e xw = 2κ0(n + 1)kξn
k bn

k v.
(b.ii) Se todos os ξi’s são iguais a zero, então eixste um χ1

m para algum
m ∈ Z tal que ϕ(m) 6= sgn(m). Seja x = b1

−m. Teremos que

xw = (1/2)(n + 1)κ0 ∑
k∈Z

ϕ(i) 6=sgn(i)

ξ1
k(k−m)a−(k+m)(bk)

nv.

Portanto xw 6= 0 e deg(xw) = n.

Como κ0 6= 0 temos que o submódulo gerado por w contém v e consequentemente é
todo Mĝ,ϕ. Entretanto w é um elemento arbitrário não nulo, consequentemente Mĝ,ϕ
é um módulo irredutível, neste caso.

Caso κ0 = 0 então Nĝ,ϕ :=
⊕

n∈Z\{0}(Mĝ,ϕ)n é um submódulo próprio. �
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Capítulo 6

Perspectivas futuras e
considerações finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram estudados essencialmente três as-
pectos das álgebras de Krichever-Novikov:

1. A extensão central universal de álgebras de Krichever-Novikov superelípticas;

2. Famílias de polinômios ortogonais não-clássicos satisfazendo determinadas
equações diferenciais de ordem maior que 2 que surgem como coeficientes nas
relações de comutatividade de álgebras de Krichever-Novikov superelípticas;

3. Módulos ϕ-Verma irredutíveis para subálgebras de Heisenberg de álgebras de
Krichever-Novikov hiperelípticas.

Este estudo foi motivado pelas perguntas enunciadas na Introdução:

Pergunta 1: A teoria desenvolvida para curvas hiperelípticas pode ser estendida
para o caso das curvas superelípticas?

Pergunta 2: À partir das famílias de polinômios obtidas durante o estudo das
relações de comutatividade de álgebras de Krichever-Novikov do tipo superelípti-
cas, é possível obter famílias de polinômios ortogonais não-clássicos que satisfazem
equações diferenciais de ordem maior que 2?

Pergunta 3: Quais são os critérios de irredutibilidade para módulos ϕ-Verma de
subálgebras de Heisenberg hiperelípticas?

O objetivo deste capítulo é apresentar perspectivas futuras de pesquisa nessa
área e apresentar considerações finais deste trabalho.

6.1 Perspectivas futuras

Os resultados obtidos durante o desenvolvimento desta tese nos leva a algumas
questões naturais que podem ser investigadas em oportunidade futura e forma or-
ganizadas nas perguntas a seguir.

Pergunta 4: Partindo do Teorema 3.8.10 é possível estudar realizações de álge-
bras de Krichever-Novikov superelípticas do tipo sl(2, C)⊗ R⊕ΩR/dR aplicando
as mesmas estratégias vistas em [CJ14] e [Cox08]?
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Pergunta 5: Utilizando a estratégia aplicada na Seção 4.3 é possível obter famí-
lias de polinômios ortogonais não-clássicos que satisfazem determinadas equações
diferenciais de ordem maior que 2 considerando curvas do tipo um = t4 − 2ct2 + 1
com m ≥ 2?

Pergunta 6: Há outras famílias de polinômios do tipo um = p(t) que podem for-
necer famílias de polinômios ortogonais não-clássicos que satisfazem determinadas
equações diferenciais de ordem maior que 2 utilizando as relações de recursividade
advindas de álgebras de Krichever-Novikov superelípticas?

Pergunta 7: No Capítulo 5 são estabelecidos critérios de irredutibilidade para
módulos ϕ Verma para subálgebras de Heisenberg hiperelípticas. É possível esten-
der esta estratégias para módulos sobre álgebras de Krichever-Novikov superelípti-
cas em geral?

A tese apresentada, motiva-me a conjecturar que as perguntas acima podem
ser respondidas de forma afirmativa. Neste caso, conseguiríamos responder à Per-
gunta 1 (neste contexto) mostrando que o que já foi desenvolvido para álgebras de
Krichever-Novikov no caso hiperelíptico pode ser estendido para o caso superelíp-
tico geral.

6.2 Considerações finais

Este trabalho introduz três resultados principais distribuídos em três capítulos. Os
resultados apresentados no Capítulo 3, são completamente vinculados ao aspecto
geométrico das estruturas algébricas em questão. Só é possível assegurar-se de que
o conjunto gerador encontrado é uma base, pois a dimensão do espaço é conhe-
cida graças à propriedades geométricas. O que é apresentado no Capítulo 4 conecta
os resultados algébricos obtidos à partir de propriedades geométricas com funções
especiais e equações diferenciais, confirmando a potência deste tema de pesquisa
como conexão entre diferentes áreas da Matemática. Por último, o estudo do critério
de irredutibilidade para módulos de subálgebras de Heisenberg de álgebras hipe-
relípticas feito no Capítulo 5, apresenta como os resultados obtidos anteriormente
para o caso hiperelíptico ainda oferecem desdobramentos novos. Todos estas desco-
bertas podem ser conectadas e, no futuro, aprofundadas levando em consideração
as perguntas apresentadas na seção anterior.

As álgebras de Krichever-Novikov continuam a despertar grande interesse dos
físicos pelas suas aplicações, no entanto, estas estruturas também são muito impor-
tantes do ponto de vista da Matemática Pura pois fornecem uma grande quantidade
de álgebras de Lie de dimensão infinita que são "controláveis"pela sua natureza ge-
ométrica. Esta característica nos motiva a continuar o estudo destas estruturas co-
nectando os achados com diversas áreas do conhecimento matemático, como já vem
sendo feito nas últimas décadas.
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