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Resumo

Neste trabalho, provamos um teorema de imersões isométricas em va-
riedades Lorentzianas homogêneas tridimensionais, usando a teoria de G-
estruturas. Tais variedades são aquelas consideradas na classificação das 3-
variedades Lorentzianas homogêneas de Dumitrescu e Zeghib ([11]). Prova-
mos também um teorema de rigidez isométrica para hipersuperfícies em va-
riedades semi-Riemannianas com G-estrutura infinitesimalmente homogêne-
as. No caso particular em que o ambiente são variedades semi-Riemannianas
produtos do tipo Qn

c × R ou variedades Riemannianas homogêneas tridi-
mensionais, provamos o mesmo teorema de rigidez isométrica, porém com
hipóteses mais fracas.
Palavras-chave: Imersões isométricas, G-estruturas, Rigidez isométrica.
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Abstract

In this work we prove an isometric embedding theorem in homogeneous
Lorentzian manifolds of dimension 3, that were recently classified by Du-
mitrescu and Zeghib in [11]. We also prove a rigidity result of isometric
embeddings of hypersurfaces in semi-Riemannian manifolds endowed with
an infinitesimally homogeneous G-structure. In the special case that the
semi-Riemannian manifolds are produtcs of the type Qn

c ×R, or Riemannian
homogeneous 3-manifolds, the result is proven under wear assumptions.
Keywords: Isometric embeddings, G-structures, isometric rigidity.
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Introdução

Uma imersão isométrica entre duas variedades Riemannianas (M, g),
(M, g) é uma aplicação diferenciável f : M → M , cuja diferencial dfx :
TxM → Tf(x)M é injetora para todo x ∈ M , e tal que

gf(x)

(
dfx(X),dfx(Y )

)
= gx(X, Y ),

para todo x ∈ M e para quaisquer X,Y ∈ TxM . Dado uma imersão
isométrica f : M → M , as relações entre as métricas Riemannianas de
M e M se exprimem por meio da segunda forma fundamental. Entre estas
relações, a mais importante é provavelmente a fórmula de Gauss que gene-
raliza a curvatura Gaussiana de uma superfície regular S ⊂ R3 e exprime a
diferença entre as curvaturas de M e M por meio de expressões construídas
a partir da segunda forma fundamental. Baseado nas fórmulas de Gauss e
Weingarten, são obtidas as equações de Gauss, Codazzi e Ricci da imersão
isométrica f , que relacionam a curvatura do ambiente com a curvatura da
subvariedade, a curvatura do fibrado normal e a segunda forma fundamental
(e suas derivadas covariantes). Tais equações são condições necessárias para
a existência de imersões isométricas. No caso em que o ambiente M é uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante, o clássico Teorema
Fundamental para Subvariedades garante que as equações acima são também
condições suficientes para determinar unicamente as subvariedades de uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional constante (ver [7], [33]).

É natural tentar generalizar o Teorema Fundamental para Subvariedades
para variedades Riemannianas mais gerais, ou para variedades semi-Rieman-
nianas, ou seja, variedades munidas de um tensor métrico não definido po-
sitivo. Dependendo do contexto, condições suficientes para a existência de
uma imersão isométrica envolvem hipóteses adicionais. Em [26], os autores
desenvolveram uma teoria que unifica vários teoremas de imersões isométri-
cas que aparecem na literatura clássica [7] e também alguns resultados re-
centes (ver, por exemplo, [9], [10]) sobre existência de imersões isométricas
em variedades Riemannianas mais gerais. O ponto de partida da teoria
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desenvolvida foi a interpretação dessas hipóteses adicionais necessárias em
termos de G-estruturas e da inner torsion, que é um tipo de derivada covari-
ante da G-estrutura. O resultado central de [26] é um teorema de imersões
afins em variedades afins infinitesimalmente homogêneas munidas de uma G-
estrutura. Infinitesimalmente homogênea significa que a curvatura e a torção
da conexão, bem como a inner torsion da G-estrutura, pode ser escritos uni-
camente em termos da G-estrutura; mais precisamente, são constantes nos
referenciais que pertencem a G-estrutura.

A fim de entendermos melhor o conceito de homogeneidade infinitesimal,
consideremos alguns exemplos. Inicialmente, consideremos o caso em que
(Mn, g) é uma variedade Riemanniana, ∇ é a conexão de Levi-Civita de
(M, g), G é o grupo ortogonal O(Rn) e a G-estrutura é dada pelo conjunto
dos referenciais ortonormais. Como a conexão ∇ é compatível com g, o ten-
sor de torção de ∇ e a inner torsion dessa G-estrutura são nulos. A condição
para que o tensor de curvatura seja constante nos referenciais ortonormais é
equivalente à condição de que M tenha curvatura seccional constante. Neste
caso, portanto, o teorema de [26] reproduz o clássico Teorema Fundamen-
tal para Subvariedades em variedades Riemannianas de curvatura seccional
constante.

Outro exemplo interessante de G-estrutura considerado em [26] é o caso
de variedades Riemannianas munidas de um campo de Killing ξ. Aqui G é o
grupo ortogonal O(Rn−1), e a G-estrutura consiste de todos os referenciais
ortonormais cujo último vetor é ξ. Neste caso, os autores obtêm um teo-
rema de imersão isométrica em variedades Riemannianas com a propriedade
de que o tensor de curvatura e a derivada covariante do campo vetorial em
um ponto arbitrário x podem ser escritos somente em termos da métrica
Riemanniana em x e do vetor ξ(x). Este é o caso de exemplos importantes
como, por exemplo, todas as variedades que são produtos Riemannianos de
uma forma espacial com uma cópia de R, bem como todas as variedades Rie-
mannianas homogêneas, simplesmente conexas, tridimensionais, cujo grupo
de isometrias tem dimensão 4. Estes exemplos estão considerados em [9] e
[10].

Outros dois exemplos são considerados. Primeiro, os autores conside-
ram imersões isométricas em grupos de Lie munidos de uma métrica semi-
Riemanniana invariante à esquerda. Tais variedades têm uma 1-estrutura
natural, dada pela escolha de um referencial ortonormal invariante à es-
querda. Claramente o tensor de curvatura é constante neste referencial e a
inner torsion da 1-estrutura é simplesmente o tensor de Christoffel associado
a este referencial, que também é constante. Outro exemplo considerado é
o caso de imersões isométricas em produtos de variedades com curvatura
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seccional constante. Neste caso, a G-estrutura considerada consiste dos re-
ferenciais ortonormais adaptados a tal produto. Mais geralmente, produtos
de variedaes afins infinitesimalmente homogêneas com G-estruturas são in-
finitesimalmente homogêneas.

Um dos objetivos deste trabalho é provar um teorema de imersão iso-
métrica em 3-variedades Lorentzianas homogêneas. Mais precisamente, usa-
mos a teoria desenvolvida em [26], interpretando as condições suficientes
para existência de imersões isométricas, para provar um teorema de imer-
são isométrica em variedades Lorentzianas homogêneas tridimensionais (cf.
Teoremas 5.2.7, 5.3.7 e 5.4.5).

Antes de explicarmos o enunciado dos Teoremas, faremos uma pequena
discussão a título de motivação. A teoria de classificação das variedades
Riemannianas tridimensionais foi estabelecida por Thruston (ver [34]), onde
o autor prova que existem apenas oito geometrias Riemannianas maximais.
Em [30], Scott descreve cada uma dessas oito geometrias. Mais precisa-
mente, o teorema de classificação de Thruston diz que qualquer geometria
tridimensional maximal, simplesmente conexa e que admite um quociente
compacto é equivalente a uma das geometrias (Iso(X), X), onde X é uma
das seguintes variedades: R3, H3, S3, S2 × R, H2 × R, S̃L2(R), Nil ou Sol
(ver [30, Teorema 5.1]). Tais variedades são caracterizadas por seu grupo de
isometrias ter dimensão 3, 4 ou 6 (ver maiores detalhes no capítulo 5).

O caso Lorentziano, em analogia ao caso Riemanniano e no qual estamos
interessados, tem sido estudado recentemente. Em [11], os autores provam
que existem somente quatro geometrias Lorentzianas maximais. Mais pre-
cisamente, toda geometria Lorentziana maximal, compacta, conexa, tridi-
mensional, é equivalente a uma das seguintes geometrias: Minkowski, anti-
de Sitter, Heisenberg-Lorentz ou Sol-Lorentz. Os modelos de tais geometrias
são R3, S̃L2(R), Nil ou Sol, respectivamente. Nosso interesse reside nos
grupos de Lie Nil e Sol, por não terem curvatura seccional constante.

O grupo de Heisenberg Nil (cf. Exemplo 1.4.8) é considerado com a
métrica Lorentziana invariante à esquerda

g = −dx2 + dy2 + (dz − xdy)2;

g é geodesicamente completa e seu grupo de isometrias tem dimensão 4.
Neste caso, o grupo Nil é munido com uma SO(2)-estrutura, determinada
pela escolha de um campo de Killing E1. Obtemos, assim, um teorema
de imersão isométrica no grupo Nil, onde prescrevemos o fibrado normal,
a conexão normal, a segunda forma fundamental, a projeção do campo E1

sobre TM e a componente normal de E1 (cf. Teorema 5.2.7).
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O grupo de Lie Sol (cf. Exemplo 1.4.9) é munido de uma métrica Lo-
rentziana invariante à esquerda g, cujo grupo de isometrias tem dimensão 4.
Além disso, Sol é identificado com um espaço homogêneo K/H, onde K é um
grupo de Lie, H é um subgrupo fechado de K e a métrica g é Sol-invariante
(cf. Teorema 5.4.1). Neste caso, o grupo Sol, identificado com o quociente
K/H, é munido de uma Ad(H)-estrutura; obtemos, assim, um teorema de
imersão isométrica no grupo de Lie Sol.

Outro problema considerado em Geometria Diferencial é a questão de
rigidez isométrica. Dizemos que duas imersões isométricas f : M → M
e g : M → M são congruentes se existe uma isometria σ : M → M tal
que g = σ ◦ f . Uma imersão isométrica f : M → M é dita ser rígida se
f é congruente com qualquer outra imersão isométrica g : M → M . Um
resultado importante é um teorema de Allendoerfer [1], para o caso em que
o ambiente é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
Qn+k

c . Mais precisamente, toda imersão isométrica f : Mn → Qn+k
c , com

n ≥ 3, cujo número tipo τf satisfaz τf (x) ≥ 3, para todo x ∈ M , é rígida.
Abordagens desse problema, com essas hipóteses, podem ser encontradas em
[7], [18], [29]. Outros resultados podem ser obtidos quando a subvariedade
satisfaz condições mais fortes, como compacidade, completude, curvatura
média constante, fibrado normal flat, dentre outras (ver, por exemplo, [2],
[5], [8]).

Em nosso trabalho provamos também um teorema semelhante ao Teo-
rema de Allendoerfer [1] para o caso de imersões isométricas que preservam
G-estrutura. Mais precisamente, para o caso de hipersuperfícies de varie-
dades semi-Riemannianas infinitesimalmente homogêneas com G-estrutura
fixada (cf. Teorema 6.3.5). No caso particular em que o ambiente são va-
riedades semi-Riemannianas da forma Qn

c ×R ou variedades Riemannianas
homogêneas tridimensionais, provamos o mesmo teorema de rigidez, porém
com hipóteses mais fracas (cf. Teorema 6.4.1 e Teorema 6.4.2).

Finalizamos esta introdução com uma breve descrição do conteúdo de
cada capítulo. Os Capítulos 1 e 2 foram incluídos para tornar a leitura
tão auto-suficiente quanto possível. Embora o conteúdo de tais capítulos
seja um assunto clássico na literatura, julgamos importante desenvolver um
texto auto-contido, o que justifica um pouco a inclusão de tais capítulos.

O Capítulo 1, por ser bem elementar, está praticamente ausente de
demonstrações. Porém, tomamos o cuidado de indicar ao leitor referên-
cias onde estas podem ser encontradas. Na Seção 1.1 apresentamos algumas
definições básicas da teoria de variedades diferenciáveis. Nas Seções 1.2 e 1.3
falamos de álgebras de Lie e grupos de Lie. Enfatizamos as Subseções 1.3.1,
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1.3.2 e 1.3.3, onde discutimos produto semi-direto de grupos de Lie, grupos
de Lie nilpotentes e grupos de Lie solúveis, respectivamente. As definições
e resultados aí discutidos são usados naturalmente no Capítulo 5. Na Seção
1.4 listamos os grupos de Lie clássicos que serão usados no texto, bem como
suas respectivas álgebras de Lie. Nas Seções 1.5 e 1.6 falamos de espaços
homogêneos da forma K/H, onde K é um grupo de Lie e H é um subgrupo
fechado de K. O resultado principal é o Lema 1.6.7, que estabelece uma cor-
respondência entre métricas K-invariantes em K/H e os produtos escalares
Ad(H)-invariantes em k/g.

O Capítulo 2 é dedicado ao estudo dos espaços fibrados e conexões. Emb-
ora este também seja um capítulo elementar, procuramos manter a exposição
essencialmente auto-contida. Uma exceção é feita a alguns resultados das
Seções 2.4 e 2.5 (a demonstração do Teorema 2.4.10, por exemplo, passa
pela construção do fibrado associado e nosso objetivo aqui não se estende a
tais construções) que são enunciados sem demonstração; estas podem ser en-
contradas em livros de Geometria Diferencial, como [17] e [18]. Na Seção 2.1
falamos de fibrado principal, onde nos detemos apenas nas definições princi-
pais e alguns exemplos. Na Subseção 2.1.1 falamos de subfibrados principais;
a Subseção 2.1.2 é dedicada aos morfismos de fibrados principais e na Sub-
seção 2.1.3 falamos de pull-back de fibrados principais. Os fibrados vetoriais
são estudados na Seção 2.2, onde listamos alguns exemplos que são utiliza-
dos no texto. As Subseções 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 contemplam o estudo
dos invariantes dos fibrados vetoriais, como seções, morfismos, pull-back e
subfibrados vetoriais.

A Seção 2.3 é dedicada ao estudo de conexões em fibrados principais;
enfatizamos aqui a correspondência entre conexões em fibrados principais e
formas de conexão. Na Seção 2.4 falamos de conexões em fibrados vetoriais,
onde definimos o tensor de Christoffel de uma conexão relativo a uma seção
local fixada. Enfatizamos uma correspondência entre conexões em fibrados
vetoriais e conexões em fibrados principais. Na Subseção 2.4.1 falamos de
conexão em fibrado vetorial quociente, onde definimos a segunda forma fun-
damental de um subfibrado vetorial. Ela é essencialmente útil para o cálculo
da inner torsion de alguns exemplos de G-estruturas (cf. Seção 3.3). Na
Seção 2.5 estudamos a forma de curvatura; o objetivo é apenas fixar a lin-
guagem e explicitar a relação existente entre o tensor de curvatura de uma
conexão em um fibrado vetorial e a forma de conexão correspondente. Esta
relação é utilizada na Seção 2.6, onde estudamos as conexões K-invariantes
em espaços homogêneos K/H. O resultado principal é o Lema 2.6.2, que es-
tabelece uma correspondência entre conexões K-invariantes em K/H e apli-
cações lineares λ : m → gl(m), onde m é um subespaço de k, com k = h⊕m. A
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Subseção 2.6.1 contempla o caso particular em que a conexão K-invariante é
a conexão de Levi-Civita de alguma métrica semi-Riemanniana K-invariante
em K/H; neste caso, obtemos uma expressão simples para a aplicação λ (cf.
Teorema 2.6.7).

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo de G-estruturas e da inner torsion.
Na Seção 3.2 definimos G-estrutura em fibrados vetoriais e listamos alguns
exemplos de G-estruturas, que são utilizados no texto. A Seção 3.3 é dedica-
da ao estudo da inner torsion de uma G-estrutura. A inner torsion de uma
G-estrutura foi definida em [26], e pode ser vista como um tipo de derivada
covariante da G-estrutura dada. Enfatizamos o Lema 3.3.7, que proporciona
um método simples para o cálculo da inner torsion em termos do tensor
de Christoffel. Na Seção 3.4 apresentamos o cálculo da inner torsion de G-
estruturas em espaços homogêneos em termos da aplicação linear λ, dada
pelo Lema 2.6.2.

No Capítulo 4 estudamos a teoria básica de imersões isométricas. Na
Seção 4.2 estudamos as componentes de uma conexão; mais precisamente, a
expressão da conexão em um fibrado vetorial que é dado como soma direta
de dois subfibrados vetoriais. Na Seção 4.3 revemos as equações fundamen-
tais de uma imersão isométrica, ou seja, as equações de Gauss, Codazzi
e Ricci, analisando os casos de curvatura seccional constante e o caso de
codimensão 1. A Seção 4.4 é dedicada ao estudo das variedades infinitesi-
malmente homogêneas (cf. Definição 4.4.1). Discutimos também o conceito
de G-homogeneidade que, a menos de hipóteses topológicas, é equivalente ao
conceito de homogeneidade infinitesimal (cf. Lema 4.4.6 e Lema 4.4.7). Lis-
tamos também vários exemplos de tais variedades que são usadas no texto.
A Seção 4.5 é dedicada ao estudo do teorema (cf. Teorema 4.5.2) que garante
existência de imersões isométricas que preservam G-estrutura em variedades
semi-Riemannianas munidas de G-estrutura. Este teorema foi provado em
[26] em um contexto mais geral, mais precisamente no contexto de imersões
afins (ver [26, Teorema 7.4]). Apresentamos também alguns exemplos de
aplicações do Teorema 4.5.2.

O Capítulo 5 é dedicado ao estudo de imersões isométricas em varieda-
des Lorentzianas tridimensionais. A Seção 5.1 é de carácter inteiramente
motivador. Falamos rapidamente do Teorema de Classificação de Thurston
e do Teorema de Classificação Lorentziana, do qual estamos interessados.
O caso Lorentziano foi provado recentemente (ver [11]), onde os autores
mostram que existem somente quatro geometrias Lorentzianas maximais, a
saber: Minkowski, anti-de Sitter, Heisenberg-Lorentz e Sol-Lorentz. A idéia
central é usar a teoria desenvolvida em [26], interpretando as condições su-
ficientes para existência de imersões isométricas, e provar um teorema de
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imersão isométrica em tais espaços. A Seção 5.2 é dedicada ao grupo de
Heisenberg Nil. Na Subseção 5.2.1 estudamos alguns preliminares de Nil, ex-
plicitando seu tensor de curvatura. Na Subseção 5.2.2 estudamos as equações
de compatibilidade para superfícies em Nil e, finalmente, na Subseção 5.2.3,
provamos um teorema de imersão isométrica em Nil. Mais precisamente,
fixado um campo de Killing E1 ∈ Γ(TNil), provamos o seguinte:

Teorema 1 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 2, ∇
sua conexão de Levi-Civita, E = TM × R o fibrado vetorial trivial sobre
M munido de uma métrica semi-Riemanniana gE, ∇E uma conexão em E
gE-compatível, α uma seção diferenciável simétrica de Lin2(TM ; E). De-
notemos por ĝ a métrica semi-Riemanniana no fibrado Ê = TM ⊕ E dada
pela soma direta ortogonal de g e gE, e consideremos a conexão ∇̂ em Ê
cujas componentes são ∇, ∇E e α. Sejam T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) tais
que ‖T‖2 +ν2 = 1. Suponha que a terna

(
M, α, (T, ν)

)
satisfaça as equações

de compatibilidade da Definição 5.2.6. Então, para quaisquer xo ∈ M e
yo ∈ Nil, existem uma vizinhança U de xo em M e uma imersão isométrica
f : U → Nil tal que o operador de Weingarten A de f em relação ao normal
N é dado por

df ◦A ◦ df−1 (1)

e tal que

E1 = df(T ) + νN. (2)

Além disso, se M é conexa e simplesmente conexa, existe uma imersão
isométrica global f : M → Nil satisfazendo (1) e (2).

A Seção 5.3 é dedicada ao grupo de Lie SL2(R). A métrica Lorentziana
considerada em SL2(R), bem como em R3, torna SL2(R) uma variedade de
curvatura seccional constante. Embora para esses espaços teoremas de imer-
são isométrica sejam bem conhecidos na literatura clássica, o teorema apre-
sentado aqui é semelhante ao Teorema 1 e, portanto, diferente daquele apre-
sentado na teoria clássica. Isso justifica um pouco esta seção. Na Subseção
5.3.1 estudamos alguns preliminares de SL2(R); a Subseção 5.3.2 consiste
das equações de compatibilidade para superfícies em SL2(R) e na Subseção
5.3.3 provamos um teorema de imersão isométrica em SL2(R), semelhante ao
Teorema 1. Finalmente, na Seção 5.4 estudamos o grupo de Lie Sol. A Sub-
seção 5.4.1 consiste de preliminares, onde enfatizamos o Teorema 5.4.1, que
identifica o grupo Sol com um espaço homogêneo K/H. Provamos também
que o grupo de isometrias de Sol tem dimensão igual a 4 e explicitamos seu
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tensor de curvatura. Na Subseção 5.4.2 provamos um teorema de imersão
isométrica em Sol (cf. Teorema 5.4.5). O teorema é, ainda, um resultado
abstrato, se comparado ao Teorema 1.

Finalmente, no Capítulo 6 estudamos o problema de rigidez isométrica
para hipersuperfícies em variedades semi-Riemannianas munidas de G-es-
trutura. A Seção 6.1 é de carácter inteiramente introdutório, onde esta-
belecemos as definições e resultados clássicos. Na Seção ?? definimos os
conceitos de G-congruência e G-rigidez isométrica para imersões isométri-
cas que preservam G-estrutura. Provamos um resultado de G-congruência
para o caso particular em que as imersões isométricas têm os mesmos dados
prescritos (cf. Lema 6.2.3). Na Seção 6.2 provamos um teorema abstrato
de G-rigidez para hipersuperfícies que preservam G-estrutura em variedades
semi-Riemannianas munidas de G-estrutura. Mais precisamente, provamos
o seguinte:

Teorema 2 Seja (f, S) uma imersão isométrica de Mn em M que preserva
G-estrutura tal que rank(Ax) ≥ 3, para todo x ∈ M . Suponha, além disso,
que M é conexa e orientável, e (M,∇, P ) é globalmente homogênea. Então
(f, S) é G-rígida.

Na Seção 6.4 estudamos o problema de G-rigidez isométrica quando o
espaço ambiente são variedades da forma Qn

c × R ou variedades Riemanni-
anas homogêneas tridimensionais. Neste caso, a G-estrutura considerada em
Ê = TM ⊕E é caracterizada pela escolha de um campo T ∈ Γ(TM) e uma
função ν ∈ C∞(M) tais que ||T ||2 + ν2 = 1. Assim, para estes ambientes,
provamos um teorema de rigidez com hipóteses mais fracas. Mais precisa-
mente, denotando por M uma variedade da forma Qn

c ×R ou uma variedade
Riemanniana homogênea tridimensional, temos:

Teorema 3 Seja (f, S) uma imersão isométrica que preserva G-estrutura
de M em M . Se o conjunto {x ∈ M : ν(x) 6= 0} é denso em M , então (f, S)
é G-rígida.



Capítulo 1

Variedades e Grupos de Lie

1.1 Variedades diferenciáveis

Uma carta local em um conjunto arbitrário M é uma aplicação bijetora
ϕ : U → ϕ(U), onde U é um subconjunto arbitrário de M e ϕ(U) é um
subconjunto aberto de algum espaço Euclidiano Rn. Dados duas cartas
locais ϕ : U → ϕ(U) e ψ : V → ψ(V ) em M , a aplicação de transição de ϕ
para ψ é a aplicação bijetora

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ). (1.1)

Dizemos que ϕ e ψ são compatíveis se ϕ(U∩V ) e ψ(U∩V ) são ambos abertos
em Rn e a aplicação de transição (1.1) é um difeomorfismo diferenciável.
Note que ϕ e ψ são compatíveis quando U ∩ V = ∅. Um atlas no conjunto
M é um conjunto A de cartas locais em M , duas a duas compatíveis, cujos
domínios formam uma cobertura do conjunto M .

Se duas cartas locais ϕ e ψ em M são compatíveis com todas as cartas
locais que pertencem a um atlas A em M , então ϕ e ψ são compatíveis.
Assim, todo atlas A em M está contido em um único atlas maximal, que
consiste de todas as cartas locais em M que são compatíveis com todas as
cartas locais de A. Um atlas maximal em um conjunto M é chamado uma
estrutura diferenciável em M .

Um atlas A em um conjunto M induz uma única topologia τ em M tal
que, para toda carta local ϕ : U → ϕ(U) que pertence a A, o conjunto U
é aberto em (M, τ) e a aplicação ϕ é um homeomorfismo. Tal topologia
consiste de todos os subconjuntos A de M tais que ϕ(U ∩ A) é aberto em
Rn, para toda carta local ϕ : U → ϕ(U) que pertence a A. A topologia τ

1
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será chamada a topologia induzida pelo atlas A. Se A e A′ são atlas em M ,
com A ⊂ A′ , então A e A′ induzem a mesma topologia em M .

Definição 1.1.1 Uma variedade diferenciável é um par (M,A), onde M é
um conjunto e A é um atlas maximal em M cuja topologia induzida τ por
A é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Denotaremos simplesmente por Mn uma variedade diferenciável, suben-
tendendo o atlas maximal A dado na Definição 1.1.1. Assim, o termo carta
local em M passa a significar uma carta local que pertence a A.

O Lema seguinte, que será útil ao estudarmos os espaços fibrados, permi-
te-nos transportar a estrutura diferenciável de uma variedade diferenciável
M para um conjunto N quando temos uma família de bijeções em corres-
pondência. Mais precisamente, temos:

Lema 1.1.2 Sejam M um conjunto e {ϕi}i∈I uma família de bijeções defini-
das em subconjuntos Ui ⊂ M e tomando valores em variedades diferenciáveis
Ni. Assuma que M =

⋃
i∈I Ui e que ϕi e ϕj são compatíveis para quaisquer

i, j ∈ I, ou seja, ϕi(Ui ∩ Uj) é aberto em Ni, ϕj(Ui ∩ Uj) é aberto em Nj e
a aplicação de transição

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)

é diferenciável. Então, existe uma única estrutura diferenciável no conjunto
M tal que, para todo i ∈ I, o conjunto Ui é aberto em M e ϕi : Ui → Ni é
um difeomorfismo diferenciável.

Demonstração. A idéia da demonstração consiste no seguinte. Para cada
i ∈ I, consideremos

Ai = {ψij : Vij → ψij(Vij) ⊂ Rn}j∈Ii

uma estrutura diferenciável na variedade diferenciável Ni. Um cálculo sim-
ples mostra que o conjunto

A0 = {φij = ψij ◦ ϕi|ϕ−1
i (Vij)

: ϕ−1
i (Vij) → ψij(Vij)}i∈I,j∈Ii

é um atlas no conjunto M . Então, o único atlas maximal A que contém A0

é uma estrutura diferenciável em M que satisfaz as propriedades exigidas.
Para mostrar a unicidade da estrutura diferenciável, sejam A e A′ duas
estruturas diferenciáveis em M que tornam cada subconjunto Ui aberto em
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M e cada ϕi um difeomorfismo diferenciável. Seja A|Ui (resp., A′|Ui) a
estrutura diferenciável induzida por A (resp., por A′) em Ui. Temos, então,
o seguinte diagrama comutativo:

(Ui,A|Ui)
Id //

ϕi
$$III

III
III

I
(Ui,A′|Ui)

ϕi
zztttttttttt

Ni

onde ambas as flechas ϕi são difeomorfismos diferenciáveis. Isso mostra
que a aplicação identidade Id : (M,A) → (M,A′), restrita ao aberto Ui,
é um difeomorfismo diferenciável. Como M =

⋃
i∈I Ui, segue que Id é um

difeomorfismo diferenciável e, portanto, A = A′. 2

Um subconjunto N de uma variedade diferenciável Mn é chamado uma
subvariedade mergulhada de M se, para todo x ∈ N , existe uma carta local
ϕ : U → ϕ(U) de M , com x ∈ U , satisfazendo ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩Rk para
um mesmo espaço Euclidiano Rk, 0 ≤ k ≤ n. A carta local ϕ : U → ϕ(U) é
chamada uma carta de subvariedade para N . Diremos também que

ϕ|U∩N : U ∩N → ϕ(U) ∩Rk (1.2)

é a carta induzida por ϕ em N .
As cartas induzidas (1.2) em N determinam um atlas em N ; a topologia

de N será então induzida da topologia de M . A aplicação inclusão i : N → M
será, neste caso, um mergulho, i.e., uma imersão diferenciável que é também
um homeomorfismo sobre sua imagem (com a topologia induzida do contra-
domínio).

Uma subvariedade imersa de N em M é uma variedade diferenciável N
tal que N ⊂ M como conjunto de modo que a aplicação inclusão i : N → M
seja uma imersão diferenciável. Observe que um mesmo subconjunto N ⊂ M
pode ter várias estruturas diferenciáveis que o tornam uma subvariedade
imersa de M . No entanto, fixada uma topologia em N , existe no máximo
uma estrutura diferenciável compatível com essa topologia que torna N uma
subvariedade imersa de M (ver Lema 1.1.3).

Se N e M são variedades diferenciáveis arbitrárias e f : N → M é uma
imersão diferenciável injetora então existe uma única estrutura diferenciável
em f(N) que torna f : N → f(N) um difeomorfismo diferenciável. Segue
então que f(N) é uma subvariedade imersa de M . Se f for um mergulho
então f(N) será uma subvariedade mergulhada de M .
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Lema 1.1.3 Sejam M , N variedades diferenciáveis, P ⊂ N uma subvarie-
dade mergulhada e f : M → N uma aplicação diferenciável, com f(M) ⊂ P .
Então, existe uma única aplicação diferenciável f0 : M → P que torna o
diagrama

M
f //

f0 $$JJJJJJJJJJ N

P

i

OO (1.3)

comutativo, onde i : P → N denota a aplicação inclusão.

Demonstração. Ver [36, Teorema 1.32]. 2

Dizemos que a aplicação f0, dada no Lema 1.1.3, é obtida de f por
mudança de contra-domínio.

Observação 1.1.4 O Lema 1.1.3 não vale, em geral, se N é apenas uma
subvariedade imersa de M . Porém, mesmo nesse caso, podemos concluir que
f0 é diferenciável ser supormos que f0 seja contínua (ver [36, Teorema 1.32]).

Observação 1.1.5 Subvariedades imersas N ⊂ M para as quais a diferen-
ciabilidade de f implica na diferenciabilidade de f0 em (1.3) são conheci-
das como subvariedades quase-mergulhadas. Exemplos de tais subvariedades
são as subvariedades integrais de distribuições involutivas (ver [36, Teorema
1.62]) e as subvariedades imersas que são também subgrupos abstratos de
um grupo de Lie (ver [36, Teorema 3.20 e Corolário (b) do Teorema 3.19]).

Proposição 1.1.6 Sejam M,N variedades diferenciáveis e f : M → N uma
aplicação. Então, f é um mergulho diferenciável se, e somente se, para todo
x ∈ M , existe uma vizinhança U de f(x) em N tal que f−1(U) é aberto em
M e f |f−1(U) : f−1(U) → N é um mergulho diferenciável.

Demonstração. Se f é um mergulho diferenciável, basta tomar U =
f(M), para cada x ∈ U . Reciprocamente, dado x ∈ M , existe, por hipótese,
uma vizinhança U de f(x) em N tal que f−1(U) é aberto em M e f |f−1(U) :
f−1(U) → N é um mergulho diferenciável. Disso decorre que f : M → N
é uma imersão diferenciável. Resta mostrar apenas que f : M → f(M) é
aberta. Mas isso segue do fato de que f : M → f(M) é, localmente, uma
aplicação aberta. 2
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Observação 1.1.7 Se f : M → N é uma submersão diferenciável, segue da
forma local das submersões que, para todo x ∈ M , existem uma vizinhança
U de f(x) em N e uma aplicação diferenciável s : U → M tal que f ◦ s é a
aplicação de inclusão. A aplicação s é chamada uma seção local diferenciável
de f .

1.2 Álgebras de Lie

Um espaço vetorial g sobre um corpo K de característica 0 é chamado
uma álgebra de Lie sobre K se existe uma aplicação bilinear anti-simétrica

(X, Y ) ∈ g× g 7−→ [X, Y ] ∈ g

que satisfaz a seguinte propriedade:

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0, (1.4)

para quaisquer X, Y, Z ∈ g. Dados X,Y ∈ g, o elemento [X, Y ] ∈ g é
chamado o colchete de Lie de X e Y . A relação (1.4) é conhecida como a
identidade de Jacobi.

Seja g uma álgebra de Lie sobre K. Dados dois subespaços vetoriais a, b
de g, denotemos por [a, b] o subespaço gerado por [X, Y ], com X ∈ a e Y ∈ b.
Um subespaço vetorial h de g é chamado uma subálgebra de g se [h, h] ⊆ h;
é chamado um ideal se [g, h] ⊆ h.

Sejam g, h álgebras de Lie sobre K. Uma aplicação linear σ : g → h é
chamada um homomorfismo de álgebras de Lie se σ preserva a operação de
colchete, ou seja, se

[σ(X), σ(Y )] = σ([X, Y ]), (1.5)

para quaisquer X,Y ∈ g. Um homomorfismo de álgebras de Lie σ : g → h

que também é um isomorfismo (de espaços vetoriais) é chamado um isomor-
fismo de álgebras de Lie. Quando h = g, um isomorfismo de álgebras de Lie
σ : g → g é chamado um automorfismo de g. Se σ : g → h é um homomor-
fismo de álgebras de Lie, então σ(g) é uma subálgebra de h e o núcleo de σ
é um ideal em g.

Reciprocamente, seja g uma álgebra de Lie sobre K e h um ideal de
g. Sejam g/h o espaço vetorial quociente e π : g → g/h a aplicação linear
quociente. Dados X = π(X) e Y = π(Y ), defina:

[X, Y ] = π([X,Y ]), (1.6)
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para quaisquer X, Y ∈ g. Um cálculo simples mostra que (1.6) está bem
definido e torna g/h uma álgebra de Lie sobre K com esta definição de
colchete. Assim, π é um homomorfismo de álgebras de Lie, cujo núcleo é h;
g/h é chamado o quociente de g por h.

Exemplo 1.2.1 Sejam g1, . . . , gn álgebras de Lie sobre K. Então,

g = g1 × · · · × gn

torna-se uma álgebra de Lie sobre K com a operação:

[(X1, . . . , Xn), (Y1, . . . , Yn)] = ([X1, Y1], . . . , [Xn, Yn]),

para quaisquer Xi, Yi ∈ gi, 1 ≤ i ≤ n; g é chamada o produto das álgebras
de Lie gi, 1 ≤ i ≤ n.

Exemplo 1.2.2 Seja g um espaço vetorial sobre K de dimensão finita.
Definindo [X,Y ] = 0, para quaisquer X,Y ∈ g, g torna-se uma álgebra
de Lie sobre K. Uma álgebra de Lie g sobre K que satisfaz [g, g] = {0} é
chamada abeliana.

Exemplo 1.2.3 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita e
consideremos Lin(V ) o espaço vetorial dos endomorfismos de V . Dados
X,Y ∈ Lin(V ), definimos

[X,Y ] = XY − Y X. (1.7)

Com esta operação de colchete, o espaço vetorial Lin(V ) torna-se uma ál-
gebra de Lie sobre K, usualmente denotada por gl(V ). Mais precisamente,
o espaço vetorial das matrizes n × n sobre K torna-se uma álgebra de Lie
sobre K definindo-se a operação de colchete por (1.7).

Exemplo 1.2.4 Seja g uma álgebra de Lie sobre K. Um endomorfismo
D : g → g é chamado uma derivação de g se

D([X, Y ]) = [D(X), Y ] + [X, D(Y )], (1.8)

para quaisquer X, Y ∈ g. Se D1 e D2 são derivações de g então

[D1, D2] = D1D2 −D2D1

é também uma derivação de g. Se g tem dimensão finita então o conjunto
das derivações de g é uma subálgebra de gl(g).
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Exemplo 1.2.5 Dado uma variedade diferenciável M de dimensão n, de-
notemos por Γ(TM) o espaço vetorial dos campos vetoriais diferenciáveis de
M . O conjunto Γ(TM), munido do colchete de Lie de campos vetoriais, é
uma álgebra de Lie sobre R, em geral de dimensão infinita.

Sejam g uma álgebra de Lie sobre K e V um espaço vetorial sobre K,
não necessariamente de dimensão finita. Uma representação de g em V é
uma aplicação linear σ : g → Lin(V ) que satisfaz:

σ([X,Y ]) = σ(X)σ(Y )− σ(Y )σ(X), (1.9)

para quaisquer X, Y ∈ g. Se V tem dimensão finita, a condição (1.9) é
equivalente a dizer que σ é um homomorfismo de álgebras de Lie de g sobre
gl(V ).

Exemplo 1.2.6 Seja g uma álgebra de Lie sobreK. Dado X ∈ g, denotemos
por

adX : g → g (1.10)

o endomorfismo de g definido por

adX(Y ) = [X, Y ], (1.11)

para todo Y ∈ g. Um cálculo simples mostra que adX é uma derivação de g

e a aplicação

X ∈ g 7−→ adX ∈ Lin(g) (1.12)

é uma representação de g em g, chamada a representação adjunta de g. Note
que g é abeliana se, e somente se, adX = 0, para todo X ∈ g. O núcleo da
representação adjunta, chamado o centro de g, é o conjunto de todos os
X ∈ g tais que [X,Y ] = 0, para todo Y ∈ g.

Exemplo 1.2.7 Sejam g, h álgebras de Lie sobre K e σ : h → Lin(g) uma
representação de h em g tal que σ(Y ) é uma derivação de g para todo Y ∈ h.
Dados X, X ′ ∈ g e Y, Y ′ ∈ h, definimos:

[(X,Y ), (X ′, Y ′)] = ([X, X ′] + σ(Y )X ′ − σ(Y ′)X, [Y, Y ′]). (1.13)

O espaço vetorial g × h, munido da operação (1.13), torna-se uma álgebra
de Lie sobre K, chamada o produto semi-direto de g e h em relação à repre-
sentação σ. Esta álgebra de Lie será denotada por h n g, subentendendo a
representação σ. Se σ = 0, obtemos o produto direto das álgebras de Lie g

e h, como no Exemplo 1.2.1.
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Definição 1.2.8 Um produto escalar 〈·, ·〉 em um espaço vetorial V é uma
forma bilinear simétrica não-degenerada em V .

Definição 1.2.9 A forma de Killing de uma álgebra de Lie g é a aplicação
〈·, ·〉 : g× g → R definida por

〈X, Y 〉 = tr(adX ◦ adY ), (1.14)

para quaisquer X, Y ∈ g.

Lema 1.2.10 A forma de Killing 〈·, ·〉 de g é uma forma bilinear simétrica
que é invariante sob todos os automorfismos de g.

Demonstração. 〈·, ·〉 é bilinear pois a aplicação X ∈ g 7−→ adX ∈ gl(g)
é linear; é simétrica pois tr(AB) = tr(BA). Seja σ : g → g um automor-
fismo de g. Por definição, temos σ([X,Y ]) = [σ(X), σ(Y )], para quaisquer
X,Y ∈ g, ou seja, σ ◦ adX = adσ(X) ◦ σ. Assim, adσ(X) = σ ◦ adX ◦ σ−1.
Como tr(ABA−1) = tr(B), segue que 〈σ(X), σ(Y )〉 = 〈X,Y 〉, para quais-
quer X, Y ∈ g. 2

1.3 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G munida de uma estru-
tura de grupo de modo que a aplicação

(g, h) ∈ G×G 7−→ gh−1 ∈ G (1.15)

é diferenciável. O elemento identidade de G será denotado por 1 ∈ G. De
(1.15) decorre que as translações à esquerda

Lg : G → G (1.16)

e as translações à direita

Rg : G → G, (1.17)

definidas por Lg(h) = gh e Rg(h) = hg, para todo h ∈ G, são difeomorfismos.
O automorfismo interno de G associado a g é o difeomorfismo

Ig : G → G (1.18)

definido por Ig(h) = ghg−1, para todo h ∈ G.



CAPÍTULO 1. VARIEDADES E GRUPOS DE LIE 9

Seja G um grupo de Lie. Um campo vetorial X (não necessariamente
diferenciável) em G é chamado invariante à esquerda se, para cada g ∈ G,
X é Lg-relacionado com X, ou seja, se

dLg(h) ·X(h) = X(gh), (1.19)

para quaisquer g, h ∈ G. Para isso, basta que dLg(1) · X(1) = X(g), para
todo g ∈ G. De fato, dado h ∈ G, temos:

dLg(h) ·X(h) = dLg(h)(dLh(1) ·X(1))
= d(Lg ◦ Lh)(1) ·X(1) = dLgh(1) ·X(1)
= X(gh).

Denotemos por g o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes
à esquerda de G. Com a operação usual de soma de campos vetoriais, g

torna-se um subespaço vetorial de Γ(TG) e a aplicação

X ∈ g 7−→ X(1) ∈ T1G (1.20)

é um isomorfismo linear (ver [36, Proposição 3.7]). Consequentemente,

dim (g) = dim(T1G) = dim(G).

Além disso, campos vetoriais invariantes à esquerda são diferenciáveis, o
colchete de Lie [X, Y ] pertence a g se X, Y ∈ g, e g torna-se uma álgebra de
Lie sob a operação do colchete de Lie de campos vetoriais.

Dado um grupo de Lie G, definimos a álgebra de Lie de G como sendo a
álgebra de Lie g dos campos vetoriais invariantes à esquerda em G. Alter-
nativamente, podemos definir a álgebra de Lie de G como o espaço tangente
de G no elemento identidade 1 ∈ G, exigindo que o isomorfismo (1.20) seja
um isomorfismo de álgebras de Lie.

Sejam G, H grupos de Lie. Uma aplicação ρ : G → H é um homomor-
fismo de grupos de Lie se ρ é um homomorfismo (de grupos abstratos) que é
também contínuo; disso decorre que ρ é automaticamente diferenciável (ver
[36, Teorema 3.39]). Quando H = GL(V ), para algum espaço vetorial real
V de dimensão finita, um homomorfismo ρ : G → GL(V ) é chamado uma
representação de G em V . Um homomorfismo ρ : G → H que é também
um difeomorfismo é chamado um isomorfismo de grupos de Lie. Quando
G = H, um isomorfismo ρ : G → G é chamado um automorfismo de grupos
de Lie.
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Seja ρ : G → H um homomorfismo de grupos de Lie. Como ρ(1G) = 1H ,
a identificação natural (1.20) faz com que a transformação linear dρ(1G) :
T1GG → T1H H induza uma transformação linear de g em h, que também
será denotada por dρ. Assim, dρ(X) é o único campo vetorial invariante à
esquerda em H tal que

dρ(X)(1H) = dρ(X(1G)),

para todo X ∈ g. Além disso, dρ : g → h é um homomorfismo de álgebras
de Lie (ver [36, Teorema 3.14]).

Sejam G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie. Um subgrupo a 1-
parâmetro de G é um homomorfismo ρ : R→ G. Dado X ∈ g, a aplicação

λ
d
dt
7−→ λX

é um homomorfismo da álgebra de Lie de R sobre g. Como R é simplesmente
conexo, existe um único subgrupo a 1-parâmetro (ver [36, Teorema 3.27]) de
G

expX : R→ G

tal que

d expX

(
λ

d
dt

)
= λX.

Ou seja, t ∈ R 7−→ expX(t) ∈ G é o único subgrupo a 1-parâmetro de G tal
que expX(0) = X(1). Definimos a aplicação exponencial de G

exp : g → G

por
exp(X) = expX(1),

para todo X ∈ g. A aplicação exponencial é diferenciável e d exp : g →
T1G é a aplicação identidade (com a identificação (1.20)); assim exp é um
difeomorfismo local de uma vizinhança de 0 ∈ g sobre uma vizinhança de
1 ∈ G (ver [36, Teorema 3.31]).

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de Lie de G é uma subvariedade
imersa H ⊂ G que é também um subgrupo abstrato de G. Assim, H torna-
se também um grupo de Lie com a operação de grupo induzida por G (ver
[36, Teorema 3.20]). Um subgrupo de Lie H de G é uma subvariedade
mergulhada de G se, e somente se, H é fechado em G (ver [36, Teorema
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3.21]). Além disso, todo subgrupo (abstrato) fechado H ⊂ G é um subgrupo
de Lie de G (ver [36, Teorema 3.42]).

Se H é um subgrupo de Lie de G então a diferencial da aplicação inclusão
i : H → G permite indentificar a álgebra de Lie h de H com uma subálgebra
de g. Explicitamente, temos (ver [36, Proposição 3.33]):

h = {X ∈ g : exp(tX) ∈ H,∀t ∈ R}.

Todo subgrupo discreto H ⊂ G é um subgrupo de Lie mergulhado (e
fechado) de G, com dim(H) = 0. Neste caso, tem-se h = {0}.

Lema 1.3.1 Sejam G um grupo de Lie, V um espaço vetorial real de di-
mensão finita e ρ : G → GL(V ) uma representação de G em V . Se W é
um subespaço vetorial de V tal que ρ(g)(W ) = W , para todo g ∈ G, en-
tão dρ1(X)(W ) ⊂ W , para todo X ∈ g. Reciprocamente, se G é conexo e
dρ1(X)(W ) ⊂ W , para todo X ∈ g, então ρ(g)(W ) = W , para todo g ∈ G.

Demonstração. Suponha que ρ(g)(W ) = W , para todo g ∈ G. Isso
significa que ρ(g) ∈ GL(V ; W ), para todo g ∈ G (cf. notação no Exemplo
1.4.4). Assim, podemos considerar ρ com contra-domínio GL(V ; W ) (cf.
Lema 1.1.3) e, portanto, a diferencial dρ1 tem contra-domínio gl(V ; W ),
i.e., dρ1(g) ⊂ gl(V ; W ). Isso significa que dρ1(X)(W ) ⊂ W , para todo
X ∈ g. Reciprocamente, suponha dρ1(X)(W ) ⊂ W , para todo X ∈ g, e
consideremos o seguinte diagrama comutativo:

G
ρ //

exp

²²

GL(V )

exp

²²
g

dρ1

// gl(V )

(1.21)

(ver [36, Teorema 3.32]). Como G é conexo, G é gerado por exp(g). Assim,
podemos supor, sem perda de generalidade, que g ∈ G é da forma g =
exp(X), X ∈ g. Como exp

(
gl(V ; W )

) ⊂ GL(V ; W ), a comutatividade do
diagrama (1.21) implica que ρ(g) ∈ GL(V ; W ), para todo g ∈ G, concluindo
a prova. 2

1.3.1 Produto semi-direto de grupos de Lie

Sejam G,H grupos de Lie e ρ : H → Aut(G) um homomorfismo de
grupos de Lie. Para cada h ∈ H, denotemos por ρh ∈ Aut(G) a imagem de
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h por ρ. Dados g1, g2 ∈ G e h1, h2 ∈ H, definimos uma operação no produto
G×H por:

(g1, h1) · (g2, h2) =
(
g1ρh1(g2), h1h2

)
. (1.22)

O conjunto G × H, munido da operação (1.22), torna-se um grupo de Lie,
chamado o produto semi-direto de G e H em relação ao homomorfismo ρ, e
será denotado por H nG, subentendendo o homomorfismo ρ.

O elemento identidade de H nG é 1 = (1G, 1H) e o elemento inverso de
(g, h) ∈ H nG é

(g, h)−1 =
(
ρh−1(g−1), h−1

)
.

De (1.22) segue que G é um subgrupo normal de H n G. Além disso, se
todo ρh é o automorfismo identidade, então HnG é simplesmente o produto
direto usual G×H de grupos de Lie.

Sejam g, h as álgebras de Lie de G e H, respectivamente. Para cada
h ∈ H, a aplicação τh = dρh(1G) : g → g é um automorfismo de g que
satisfaz:

ρh

(
exp(X)

)
= exp

(
τh(X)

)
, (1.23)

para todo X ∈ g. De (1.23) e do fato que ρ : H → Aut(G) é um homomor-
fismo segue que

τ : H → GL(g)

definida por τ(h) = τh, para todo h ∈ H, é um homomorfismo de grupos de
Lie. Denotemos por σ a diferencial de τ no elemento identidade 1H ∈ H.
Como cada τh é um automorfismo de g, segue que σ(Y ) é uma derivação de
g, para todo Y ∈ h. Assim, podemos formar o produto semi-direto

hn g (1.24)

(cf. Exemplo 1.2.7), chamado o produto semi-direto associado com H nG.

Lema 1.3.2 Existe um isomorfismo natural da álgebra de Lie de HnG com
a álgebra de Lie (1.24).

Demonstração. Dados g ∈ G e h ∈ H, denotemos por

g′ = (g, 1H) e h′ = (1G, h)

e consideremos

G′ = G× {1H} e H ′ = {1G} ×H.
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Para quaisquer g1, g2 ∈ G e h1, h2 ∈ H temos:

(g1, h1)(g2, h2)(g1, h1)−1 =
(
g1ρh1(g2)ρh1h2h−1

1
(g−1

1 ), h1h2h
−1
1

)
.

Isso implica que G′ é um subgrupo normal fechado de H n G, H ′ é um
subgrupo fechado de H nG e

h′g′(h′)−1 = ρh(g)′. (1.25)

Denotemos por a a álgebra de Lie de H n G, e sejam g′, h′ as álgebras de
Lie de G′ e H ′, respectivamente; g′ é um ideal de a e

g′ + h′ = a e g′ ∩ h′ = {0}.

Sejam X 7−→ X ′ (resp. Y 7−→ Y ′) o isomorfismo de g sobre g′ (resp. h sobre
h′) correspondente ao isomorfismo g 7−→ g′ (resp. h 7−→ h′) de G sobre G′

(resp. H sobre H ′). De (1.25) segue que
(
exp(τh(X))

)′ = h′ exp(X ′)(h′)−1,

para quaisquer h ∈ H e X ∈ g, do qual concluimos que

τh(X)′ = Adh′(X ′). (1.26)

Diferenciando a relação (1.26), obtemos:
(
σ(Y )X

)′ = [Y ′, X ′], (1.27)

para quaisquer Y ∈ h e X ∈ g. A equação (1.27) implica que a aplicação

(X, Y ) 7−→ X ′ + Y ′

é um isomorfismo de álgebras de Lie de hn g sobre a. 2

Quando G e H são simplesmente conexos, vale a recíproca do Lema 1.3.2.
Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 1.3.3 Sejam G, H grupos de Lie simplesmente conexos com álgebras
de Lie g e h, respectivamente, e σ : h → gl(g) uma representação de h em
g tal que σ(Y ) é uma derivação de g, para todo Y ∈ h. Então, existe um
único homomorfismo de grupos de Lie ρ : H → Aut(G) tal que a álgebra de
Lie hn g é o produto semi-direto associado com H nG.
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Demonstração. Como H é simplesmente conexo, existe uma represen-
tação τ : H → GL(g) de H em g cuja diferencial é σ. Por outro lado,
como cada τh é um automorfismo de g e G é simplesmente conexo, τh é
a diferencial de um único automorfismo ρh de G. Além disso, a aplicação
ρ : H → Aut(G), assim definida, é um homomorfismo de grupos de Lie.
Podemos, assim, formar o produto semi-direto H nG associado a ρ. Clara-
mente hn g é o produto semi-direto associado com H nG. 2

O produto semi-direto H nG, dado no Lema 1.3.3, é chamado o produto
semi-direto associado com hn g. Finalizamos esta subseção com o seguinte:

Teorema 1.3.4 Seja g uma álgebra de Lie sobre R ou C. Então, existe um
grupo de Lie simplesmente conexo G cuja álgebra de Lie é isomorfa a g.

Demonstração. Ver [35, Teorema 3.15.1] ou [36, Teorema 3.28]. 2

1.3.2 Grupos de Lie nilpotentes

Uma álgebra de Lie g sobre K é chamada nilpotente se, para cada X ∈ g,
adX : g → g é um endomorfismo nilpotente. Toda álgebra de Lie abeliana é
nilpotente. Mais geralmente, sejam V um espaço vetorial de dimensão finita
sobre K e g uma subálgebra de gl(V ) consistindo de elementos nilpotentes.
Então, g é nilpotente e existe uma base {e1, . . . , en} de V em termos da qual
todos os endomorfismos X ∈ g são expressos por matrizes com zeros abaixo
da diagonal principal.

Seja g uma álgebra de Lie nilpotente de dimensão finita. Definimos,
indutivamente, uma sequência de subconjuntos gi de g como segue:

g0 = {0},
gi = {X ∈ g : [X, g] ⊆ gi−1} ,

(1.28)

para i ≥ 1. Cada gi é um ideal em g, gs = g para algum inteiro s, com
1 ≤ s ≤ dim(g) e gi ⊆ gi+1, 0 ≤ i ≤ s− 1 (ver [35, Teorema 3.5.4]).

Definimos também, indutivamente, uma sequência Ckg, k ≥ 0, como
segue:

C0g = g,

Ckg = [g, Ck−1g],
(1.29)

para k ≥ 1. A série
C0g ⊃ C1g ⊃ C2g ⊃ . . .

é chamada a série decrescente central de g.
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Proposição 1.3.5 Uma álgebra de Lie g de dimensão finita é nilpotente se,
e somente se, Ckg = {0} para algum k ≥ 1.

Demonstração. Dados X ∈ g e k ≥ 1, temos que (adX)k(g) ⊂ Ckg.
Assim, se Ckg = {0}, para algum k ≥ 1, então adX é nilpotente para todo
X ∈ g, mostrando que g é nilpotente. Reciprocamente, suponha g nilpotente.
Seja gi, 1 ≤ i ≤ s, os ideais definidos em (1.28). Claramente temos

C1g ⊆ gs−1, C2g ⊆ gs−2, . . . ,

assim Csg = {0}. 2

Corolário 1.3.6 Toda álgebra de Lie nilpotente g 6= {0} tem centro não-
nulo.

Demonstração. Se Ckg = {0}, para algum k ≥ 1, então Ck−1g está
contido no centro de g. 2

Definição 1.3.7 Um grupo de Lie G é chamado nilpotente se sua álgebra de
Lie g é nilpotente. O menor inteiro k, dado na Proposição 1.3.5, é chamado
o índice de nilpotência do grupo G.

Teorema 1.3.8 Seja G um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo.
Então, exp : g → G é um difeomorfismo diferenciável. Se H é um subgrupo
de Lie de G e h é a correspondente subálgebra de g, então H é fechado em
G, é simplesmente conexo e H = exp(h).

Demonstração. Ver [35, Teorema 3.6.2]. 2

1.3.3 Grupos de Lie solúveis

Seja g uma álgebra de Lie sobre K. O espaço vetorial

Dg = [g, g] = span {[X, Y ] : X, Y ∈ g}
é uma subálgebra de g, chamada a álgebra derivada de g. Definimos Dkg,
k ≥ 0, indutivamente, como segue:

D0g = g,

Dkg = D(Dk−1g),
(1.30)

para k ≥ 1. Se h é uma subálgebra de g, Dh = [h, h] também é uma
subálgebra de g, de modo que (1.30) define uma sequência

g ⊇ D1g ⊇ D2g ⊇ . . .

de subálgebras de g. Dkg é chamado a k-ésima álgebra derivada de g.
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Proposição 1.3.9 Se h é um ideal de g então Dkh são ideais de g, k ≥ 1.
Se D é uma derivação de g que deixa h invariante, então D deixa cada Dkh

invariante. Em particular, os Dkg são ideais de g invariantes sob qualquer
derivação de g. Além disso, as álgebras Dkg/Dk+1g são abelianas, k ≥ 0.

Demonstração. Se X, Y ∈ h e Z ∈ g, então [Z, [X,Y ]] = −[X, [Y,Z]] −
[Y, [Z, X]]. Assim, Dh é um ideal de g. Se D é uma derivação de g com
D(h) = h, então D([X, Y ]) = [D(X), Y ]+[X, D(Y )], mostrando que D(Dh) =
Dh. Por indução sobre k, segue a afirmação. Finalmente, dados X, Y ∈ g,
temos [X, Y ] ∈ Dg, mostrando que g/Dg é abeliana. Por indução sobre k
segue que Dkg/Dk+1g é abeliana. 2

Definição 1.3.10 Uma álgebra de Lie g é chamada solúvel se Dkg = {0},
para algum inteiro k ≥ 0. Um grupo de Lie G é chamado solúvel se sua
álgebra de Lie g é solúvel. O menor inteiro k, tal que Dkg = {0}, é chamado
o índice de solubilidade de G.

Se g 6= {0} é uma álgebra de Lie solúvel, com índice de solubilidade igual
a k, então Dk−1g é um ideal abeliano não-nulo em g. Se a é um subespaço
de g, com Dg ⊆ a ⊆ g, então [g, a] ⊆ Dg ⊆ a, logo a é um ideal de g.
Em particular, quando g é solúvel, podemos escolher ideais a em g com
dim(g/a) = 1.

Os lemas seguintes nos dão caracterizações de álgebras de Lie solúveis.

Lema 1.3.11 Uma álgebra de Lie g é solúvel se, e somente se, para cada
ideal h 6= {0} em g existe um ideal h1 de h de codimensão 1.

Demonstração. Ver [14, Lema 3.2.1]. 2

Lema 1.3.12 Uma álgebra de Lie g é solúvel se, e somente se, existem ideais
g0 = g, g1, . . . , gs+1 = {0}, tais que gk+1 ⊆ gk e gk/gk+1 é abeliana, para
0 ≤ k ≤ s.

Demonstração. Se g é solúvel, basta definir gk = Dkg, k ≥ 0, como em
(1.30). Reciprocamente, sejam g0, g1, . . . , gs+1 como no enunciado. Como
gk+1/gk é abeliano tem-se Dgk ⊆ gk+1. Assim, Dkg ⊆ gk, k ≥ 0, mostrando
que Ds+1g = {0}, ou seja, g é solúvel. 2

Corolário 1.3.13 Todo grupo de Lie nilpotente G é solúvel.
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Demonstração. Seja g a álgebra de Lie de G. Consideremos os ideais gk

de g definidos em (1.28). Como Dgk ⊆ [g, gk] ⊆ gk+1, gk+1/gk é abeliana
para k ≥ 0. Como g0 = {0} e gs = g, para algum s ≥ 1 suficientemente
grande, g é solúvel pelo Lema 1.3.12. 2

Lema 1.3.14 Uma álgebra de Lie g é solúvel se, e somente se,

〈X, [Y, Z]〉 = 0,

para quaisquer X, Y, Z ∈ g, onde 〈·, ·〉 denota a forma de Killing de g (cf.
Definição 1.2.9). Em particular, se a forma de Killing de g é identicamente
nula, então g é solúvel.

Demonstração. Ver [35, Teorema 3.9.1]. 2

1.4 Grupos de Lie clássicos

Nesta seção apresentaremos os grupos de Lie clássicos e suas álgebras de
Lie que serão utilizados no texto. Tais grupos e álgebras serão constituídos
por matrizes reais (ou por operadores lineares sobre R). Os espaços vetoriais
considerados abaixo serão sempre de dimensão finita.

Exemplo 1.4.1 A reta real R é um grupo de Lie com a operação de soma de
números reais. Os campos vetoriais invariantes à esquerda são simplesmente
os campos vetoriais constantes λ

(
d
dt

)
, λ ∈ R. O colchete de quaisquer dois

de tais campos vetoriais é nulo.

Exemplo 1.4.2 Dado um espaço vetorial real V , denotemos por GL(V ) o
grupo de todos os isomorfismos lineares (sobre R) de V . Sua álgebra de
Lie, denotada por gl(V ), coincide com o espaço vetorial Lin(V ) dos endo-
morfismos lineares de V . Dizemos que GL(V ) é o grupo linear geral de V .
Podemos identificar GL(Rn) com o grupo das matrizes reais invertíveis n×n
e gl(Rn) com a álgebra de Lie das matrizes reais n× n.

Exemplo 1.4.3 Dado um espaço vetorial real V , denotemos por GL+(V ) o
subgrupo de GL(V ) formado pelos isomorfismos lineares de V que preservam
orientação, i.e., pelos isomorfismos lineares de determinante positivo. Segue
que GL+(V ) é aberto em GL(V ) e, assim, sua álgebra de Lie coincide com
a álgebra de Lie gl(V ) de GL(V ). Identificamos GL+(Rn) com o grupo
das matrizes reais com determinante positivo. O grupo GL(Rn) tem duas
componentes conexas: GL+(Rn) e seu complementar.
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Exemplo 1.4.4 Sejam V um espaço vetorial real, W ⊂ V um subespa-
ço vetorial e consideremos GL(V ; W ) o sugbrupo de GL(V ) formado pelos
isomorfismos lineares T : V → V tais que T (W ) = W . A álgebra de Lie
gl(V ; W ) de GL(V ; W ) é a subálgebra de Lie de gl(V ) formada por todos os
endomorfismos lineares T : V → V tais que T (W ) ⊂ W .

Exemplo 1.4.5 Dado um espaço vetorial real V , denotemos por SL(V ) o
subgrupo fechado de GL(V ) formado pelos isomorfismos lineares de V com
determinante igual a 1. O grupo SL(V ) é chamado o grupo linear especial de
V . Sua álgebra de Lie sl(V ) ⊂ gl(V ) é formada pelos endomorfismos lineares
de V de traço zero. Denotaremos por SL(Rn) = SLn(R) e sl(Rn) = sln(R).
Assim, podemos identificar SLn(R) com o grupo das matrizes reais n × n
com determinante igual a 1, e sln(R) com a álgebra de Lie das matrizes reais
n× n de traço nulo. Além disso, SLn(R) é um grupo de Lie conexo.

Exemplo 1.4.6 Seja V um espaço vetorial real munido de um produto es-
calar g de índice r. Denotemos por Or(V, g) (ou, simplesmente, por Or(V ),
subentendendo o produto escalar g) o subgrupo fechado de GL(V ) formado
pelos isomorfismos lineares de V que são ortogonais em relação a g. Or(V )
é chamado o grupo ortogonal de V relativo a g. A álgebra de Lie de Or(V ),
denotada por or(V ), é a subálgebra de gl(V ) formada pelos endomorfismos
lineares de V que são anti-simétricos em relação a g. Se V = Rn e g = 〈·, ·〉
é a forma bilinear de Minkowski de índice r, i.e.,

〈x, y〉 =
n−r∑

i=1

xiyi −
n∑

i=n−r+1

xiyi,

para quaisquer x, y ∈ Rn, então Or(Rn) é o grupo das matrizes reais n ×
n que são ortogonais em relação a 〈·, ·〉, e or(Rn) é a álgebra de Lie das
matrizes reais n × n que são anti-simétricas em relação a 〈·, ·〉. Além disso,
o grupo Or(Rn) é compacto pois é fechado e limitado no espaço Euclidiano
das matrizes reais n×n. Quando r = 0, i.e., g é um produto escalar definido
positivo, denotaremos por Or(V ) = O(V ) e or(V ) = o(V ).

Exemplo 1.4.7 Seja V um espaço vetorial real munido de um produto es-
calar g de índice r. Denotemos por SOr(V ) o subgrupo de GL(V ) definido
por

SOr(V ) = Or(V ) ∩ SL(V ) = Or(V ) ∩GL+(V ).

SOr(V ) é chamado o grupo ortogonal especial. Sua álgebra de Lie, denotada
por sor(V ), coincide com or(V ), pois SOr(V ) é aberto em Or(V ). O grupo
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SOr(Rn) é conexo e Or(Rn) tem duas componentes conexas: SOr(Rn) e seu
complementar.

Exemplo 1.4.8 O grupo de Heisenberg de dimensão 3, denotado por Nil3
(ou, simplesmente, por Nil), é o subgrupo do grupo das matrizes reais 3× 3
definido por

Nil =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 : x, y, z ∈ R



 , (1.31)

com a multiplicação usual de matrizes. Assim, identificando a matriz (1.31)
com a terna (x, y, z) ∈ R3, temos:

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′ + xy′).

O elemento identidade de Nil é 0 = (0, 0, 0) e o elemento inverso de (x, y, z)
é (x, y, z)−1 = (−x,−y, xy − z). Dados a, b ∈ Nil, com a = (x, y, z) e
b = (x′, y′, z′), o comutador [a, b] dos elementos a e b é igual a

[a, b] = aba−1b−1 = (0, 0, xy′ − yx′),

onde xy′ − yx′ 6= 0, em geral. Por exemplo, se a = (1, 0, 0) e b = (0, 1, 0),
temos [a, b] = (0, 0, 1) 6= 0. Isso mostra que Nil não é abeliano. Por outro
lado, dados a, b, c ∈ Nil, o duplo comutador de a, b, c é igual a

[[a, b], c] = (0, 0, 0),

ou seja, Nil é um grupo de Lie nilpotente com índice de nilpotência igual a 2.
Cada ponto (x, y, z) ∈ Nil pode ser visto como uma translação (à esquerda)
da identidade a esse ponto como sendo:

(x, y, z) · (0, 0, 0) = (x, y, z),

ou seja, L(x,y,z)(0) = (x, y, z). Então, as direções coordenadas Euclidianas
são transladadas para:

(x, y, z) · (s, 0, 0) = (x + s, y, z),
(x, y, z) · (0, s, 0) = (x, y + s, z + xs),
(x, y, z) · (0, 0, s) = (x, y, z + s).
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Diferenciando (em relação a s), obtemos os campos vetoriais:

E1 =
∂

∂x
,

E2 =
∂

∂y
+ x

∂

∂z
,

E3 =
∂

∂z
,

(1.32)

que são campos vetoriais invariantes à esquerda, por construção. Portanto,
a álgebra de Lie de Nil, denotada por nil, é gerada pelos campos vetoriais
E1, E2, E3, dados em (1.32), cujos colchetes de Lie são dados por:

[E1, E2] = E3 e [E3, E2] = [E3, E1] = 0.

Exemplo 1.4.9 O grupo de Lie Sol3 (ou, simplesmente, Sol) é o produto
semi-direto RnR2, onde z ∈ R age em R2 através da aplicação ρz definida
por

ρz(x, y) = (ezx, e−zy), (1.33)

para quaisquer x, y ∈ R. Para cada z ∈ R, ρz é um isomorfismo linear de R2.
Identificando Sol com R3, de modo que o plano-xy corresponda ao subgrupo
normal R2, a multiplicação do grupo Sol, induzida por (1.33), é dada por

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x + ezx′, y + e−zy′, z + z′), (1.34)

para quaisquer (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3 (cf. (1.13)). Claramente, (0, 0, 0) é
o elemento identidade de Sol, e o elemento inverso é

(x, y, z)−1 = (−e−zx,−ezy,−z).

A ação à esquerda do grupo Sol nas direções coordendas Euclidianas produz:

(x, y, z) · (s, 0, 0) = (x + ezs, y, z),
(x, y, z) · (0, s, 0) = (x, y + e−zs, z),
(x, y, z) · (0, 0, s) = (x, y, z + s).

Diferenciando em relação a s, obtemos os campos vetoriais:

E1 = ez ∂

∂x
,

E2 = e−z ∂

∂y
,

E3 =
∂

∂z
,

(1.35)
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que são campos invariantes à esquerda, por construção. Portanto, a álgebra
de Lie do grupo de Lie Sol, denotada por sol, é gerada pelos campos vetoriais
E1, E2, E3 dados em (1.35), cujos colchetes de Lie são dados por

[E3, E1] = E1, [E3, E2] = −E2, [E1, E2] = 0. (1.36)

O grupo Sol é um grupo de Lie solúvel. De fato, de (1.36), a álgebra derivada
Dsol é dada por

Dsol = [sol, sol] = span{E1, E2}.
Novamente, usando (1.36), a álgebra derivada D2sol é igual a

D2sol = span{[E1, E2]} = {0}.

Portanto, Sol é um grupo de Lie solúvel, com índice de solubilidade igual a
2.

1.5 Variedades homogêneas

Sejam G um grupo e M um conjunto arbitrário. Uma ação à esquerda
de G em M é uma aplicação

(g, x) ∈ G×M 7−→ g · x ∈ M (1.37)

tal que g1(g2 · x) = (g1g2) · x e 1 · x = x, para quaisquer g1, g2 ∈ G e x ∈ M .
Dado uma ação à esquerda de G em M , obtemos, para cada elemento

x ∈ M , uma aplicação

βx : G → M (1.38)

definida pela ação no elemento x ∈ M , i.e., βx(g) = g · x, para todo g ∈ G
e, para cada g ∈ G, obtemos uma bijeção

γg : M → M (1.39)

correspondente à ação do elemento g ∈ G, i.e., γg(x) = g · x, para todo
x ∈ M .

Se Bij(M) denota o grupo das bijeções de M , munido com a operação
de composição, então a aplicação

g ∈ G 7−→ γg ∈ Bij(M) (1.40)

é um homomorfismo de grupos.
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Para cada x ∈ M , definimos a G-órbita (ou, simplesmente, a órbita) de
x relativo a ação de G por:

G(x) = {g · x : g ∈ G} = βx(G). (1.41)

As órbitas da ação de G em M constituem uma partição do conjunto M .
Definimos também o subgrupo de isotropia do elemento x ∈ M por:

Gx = {g ∈ G : g · x = x} = β−1
x (x); (1.42)

claramente Gx é um subgrupo de G.

Dizemos que ação de G em M é transitiva quando G(x) = M para algum
(e, portanto, para todo) x ∈ M . Dizemos que a ação de G em M é livre
quando Gx = {1}, para todo x ∈ M . Dizemos também que a ação de G em
M é efetiva quando o homomorfismo (1.40) é bijetor, i.e., quando

⋂

x∈M

Gx = {1}.

Se H é um subgrupo de G, denotemos por G/H o conjunto das classes
laterais à esquerda de H em G:

G/H = {gH : g ∈ G},
onde

gH = {gh : h ∈ H}
é a classe lateral à esquerda do elemento g ∈ G. Temos uma ação natural de
G em G/H dada por:

(g1, g2) ∈ G×G/H 7−→ (g1g2)H ∈ G/H; (1.43)

a ação (1.43) é chamada a ação por translação à esquerda de G nas classes
laterais à esquerda de H. A ação (1.43) é sempre transitiva.

Se G age à esquerda em M então, para cada x ∈ M , a aplicação βx,
definida em (1.38), passa ao quociente e define uma bijeção

βx : G/Gx → G(x) (1.44)

dada por βx(gGx) = g · x, onde Gx denota o subgrupo de isotropia do
elemento x ∈ M . Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

G //βx //

π

²²

G(x)

G/Gx

βx

88rrrrrrrrrr

onde π : G → G/Gx denota a aplicação quociente.
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Observação 1.5.1 De forma similar, define-se uma ação à direita de G em
M como sendo uma aplicação

(x, g) ∈ M ×G 7−→ x · g ∈ M (1.45)

satisfazendo (x · g1) · g2 = x · (g1g2) e x · 1 = x, para quaisquer g1, g2 ∈ G
e x ∈ M . Uma teoria totalmente análoga à de ações à esquerda pode ser
desenvolvida para ações à direita; de fato, à uma ação à direita (1.45) pode-se
sempre associar uma ação à esquerda definida por

(g, x) ∈ G×M 7−→ x · g−1 ∈ M.

Note que na teoria de ações à direita, para que a bijeção (1.44) esteja bem
definida deve-se entender o quociente G/H como o conjunto de classes late-
rais à direita Hg, g ∈ G, onde

Hg = {hg : g ∈ G}.

Sejam agora G um grupo de Lie, M uma variedade diferenciável e supo-
nha que G age à esquerda em M ; neste contexto suporemos que aplicação
(1.37) é diferenciável. Se H é um subgrupo fechado de G então existe uma
única estrutura de variedade diferenciável no conjunto G/H tal que a apli-
cação quociente

π : G → G/H

é uma submersão diferenciável (ver [36, Teorema 3.58]). O núcleo da dife-
rencial dπ1 é precisamente a álgebra de Lie h de H, de modo que o espaço
tangente a G/H no elemento identidade 1H pode ser identificado com o
espaço quociente g/h. Observe que, como π é sobrejetora e aberta (ver [3,
Teorema 3.7.12]), segue que G/H possui a topologia quociente da topologia
de G.

Se um grupo de Lie G age à esquerda numa variedade diferenciável M en-
tão, para cada x ∈ M , o subgrupo de isotropia Gx é um subgrupo fechado de
G, donde temos uma estrutura de variedade diferenciável em G/Gx. Assim,
para cada x ∈ M , a órbita G(x) possui uma única estrutura de variedade
diferenciável que torna a bijeção βx, definida em (1.44), um difeomorfismo
diferenciável1. Com essa estrutura, G(x) torna-se uma subvariedade imersa
de M e o espaço tangente TxG(x) coincide com a imagem da aplicação

dβx(1) : g → TxM

1Escolhendo-se outro ponto y ∈ G(x), com G(x) = G(y), então a estrutura de variedade
diferenciável induzida em G(x) por βy coincide com a estrutura induzida por βx.
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(ver [36, Teorema 3.62]). Em particular, se G age transitivamente em M
então, para cada x ∈ M , a aplicação (1.44) é um difeomorfismo diferenciável
de G/Gx sobre M . Além disso, a aplicação βx, dada em (1.38), é uma
submersão sobrejetora.

Definição 1.5.2 Variedades diferenciáveis da forma G/H, onde G é um
grupo de Lie, H é um subgrupo fechado de G e a estrutura diferenciável
em G/H é a única que torna a projeção π : G → G/H uma submersão
diferenciável, são chamadas variedades homogêneas.

Se G é um grupo de Lie e H um subgrupo normal fechado de G então a
variedade homogênea G/H, com sua estrutura natural de grupo, é um grupo
de Lie (ver [36, Teorema 3.64]).

O Lema seguinte estabelece a conexão entre subgrupos normais de G e
ideais em sua álgebra de Lie g.

Lema 1.5.3 Sejam G um grupo de Lie com álgebra de Lie g, H um subgrupo
de Lie de G e h a correspondente subálgebra de g. Então, H é um subgrupo
normal de G se, e somente se, h é um ideal de g.

Demonstração. Ver [35, Teorema 2.13.4]. 2

1.6 Métricas semi-Riemannianas G-invariantes

Consideremos uma ação à esquerda de um grupo de Lie G em uma va-
riedade diferenciável M .

Definição 1.6.1 Dizemos que uma métrica semi-Riemanniana em M é G-
invariante se, para todo g ∈ G, a aplicação γg : M → M , definida em (1.39),
é uma isometria. Dizemos também que a ação de G preserva a métrica
semi-Riemanniana.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e consideremos a ação transi-
tiva de um grupo de Lie G em M que preserva a métrica semi-Riemanniana.
Dado um ponto x ∈ M , seja H o subgrupo de isotropia de x. Então, o
difeomorfismo βx : G/H → M , definido em (1.44), define uma única métrica
semi-Riemanniana em G/H que o torna uma isometria. A ação de G em M
corresponde então à ação de G em G/H por translação à esquerda:

g · hH = (gh)H.
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Além disso, a métrica semi-Riemanniana em G/H também é G-invariante
(em relação à ação de G por translação à esquerda).

Seguindo a Definição 1.5.2, não distinguiremos M de G/H e considera-
remos apenas variedades semi-Riemannianas G/H, onde G é um grupo de
Lie, H é um subgrupo fechado de G e a métrica semi-Riemanniana é G-
invariante, estando subentendido que a ação considerada de G em G/H é
por translação à esquerda.

Dado g ∈ G, denotemos por

Lg : G/H → G/H (1.46)

a translação à esquerda dada pela ação de g em G/H, i.e., Lg(hH) = (gh)H.
Denotemos também por

Adg : g → g (1.47)

a diferencial do automorfismo interno Ig : G → G, definido em (1.18), no
elemento identidade 1 ∈ G; Adg é um isomorfismo de álgebras de Lie para
todo g ∈ G. A aplicação

Ad : G → GL(g), (1.48)

definida por Ad(g) = Adg, para todo g ∈ G, é uma representação de G em
g, chamada a representação adjunta de G em g. Sua diferencial no elemento
identidade 1 ∈ G coincide com a representação adjunta de g em g, i.e.,
d(Ad)(1) = ad. Mais precisamente, dados X, Y ∈ g, temos:

[X, Y ] = lim
t→0

1
t

(
Adρ(t)Y − Y

)
, (1.49)

onde ρ(t) = exp(tX), t ∈ R, é o subgrupo a 1-parâmetro de X (ver [36,
Proposição 3.47]).

Definição 1.6.2 Um objeto definido na álgebra de Lie g de G é chamado
Ad(H)-invariante se ele é preservado por Adh : g → g, para todo h ∈ H.

Seja h ⊂ g a álgebra de Lie de H.

Lema 1.6.3 Se uma forma bilinear simétrica 〈·, ·〉 em g é Ad(H)-invariante,
então

〈[X,Y ], Z〉 = −〈Y, [X,Z]〉, (1.50)

para todo X ∈ h e para quaisquer Y, Z ∈ g. A recíproca vale se H é conexo.
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Demonstração. Pela fórmula de Polarização, a equação (1.50) é equiva-
lente a

〈[Y, X], X〉 = 0, (1.51)

para quaisquer Y ∈ h e X ∈ g. Supondo 〈·, ·〉 Ad(H)-invariante, a função

f(t) = 〈Adρ(t)X, Adρ(t)X〉

é constante, igual a 〈X, X〉, onde ρ(t) = exp(tY ) é o subgrupo a 1-parâmetro
de Y . Por outro lado, usando (1.49), temos:

〈[Y,X], X〉 = f ′(t) = 0,

verificando (1.51) e, consequentemente, mostrando a igualdade (1.50). Reci-
procamente, suponhamos válido (1.50). Como exp é um difeomorfismo local
de uma vizinhança de 0 ∈ g sobre uma vizinhança de 1 ∈ G, segue que 〈·, ·〉 é
Adh-invariante para todo h em alguma vizinhança U da identidade 1H ∈ H.
Agora, como H é conexo e h ∈ H 7−→ Adh ∈ GL(g) é um homeomorfismo,
o resultado segue do fato2 que todo elemento de H pode ser expresso como
um produto finito de elementos de U . 2

Observação 1.6.4 A equação (1.50) afirma que AdX é anti-simétrico em
relação a 〈·, ·〉, para todo X ∈ h.

Exemplo 1.6.5 A forma de Killing 〈·, ·〉 de g, definida no Exemplo 1.2.9, é
Ad(G)-invariante. De fato, a identidade de Jacobi (1.4) mostra que

ad[X,Y ] = [adX , adY ],

para quaisquer X, Y ∈ g. Assim, dados X,Y, Z ∈ g, temos:

〈[X,Y ], Z〉 = tr
(
ad[X,Y ]adZ

)
= tr

(
[adX , adY ]adZ

)

= tr
(
adXadY adZ

)− tr
(
adY adXadZ

)

= −tr
(
adY adXadZ

)
+ tr

(
adY adZadX

)

= −tr
(
adY (adXadZ − adZadX)

)
= −tr

(
adY [adX , adZ ]

)

= −tr
(
adY ad[X,Z]

)
= −〈Y, [X, Z]〉.

2Aqui, estamos usando o caso particular de um fato mais geral: Sejam G um grupo
de Lie e G0 a componente conexa de G que contém o elemento identidade 1 ∈ G. Dado
qualquer vizinhança U de 1 ∈ G, todo elemento de G0 pode ser expresso como um produto
finito de elementos de U (ver [36, Proposição 3.18]).
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Seja G/H um espaço homogêneo. Fixemos um subespaço m de g com
g = h ⊕ m e denotemos por prh : g → h e prm : g → m as projeções
correspondentes. A restrição da diferencial dπ(1) a m é um isomorfismo linear
entre m e T1H(G/H). Assim, identificaremos T1H(G/H) com m através deste
isomorfismo.

Dado h ∈ H, temos Ih(H) ⊂ H, donde Adh(h) ⊂ h e, portanto, temos
um isomorfismo induzido

Adh : m → m, (1.52)

definido por:
Adh = prm ◦Adh|m.

A aplicação

Ad : H → GL(m), (1.53)

definida por Ad(h) = Adh, para todo h ∈ H, é uma representação de H em
m, chamada a representação isotrópica de H em m. A diferencial de Ad no
elemento identidade será denotada por

ad : h → gl(m). (1.54)

Temos:
adX(Y ) = prm([X, Y ]),

para quaisquer X ∈ h e Y ∈ m. Além disso, diferenciando o seguinte dia-
grama comutativo

G
Ih //

π
²²

G

π
²²

G/H
Lh

// G/H

(1.55)

no elemento identidade, obtemos:

dLh(1H) = Adh, (1.56)

para todo h ∈ H.

Com a notação fixada acima, temos um Corolário imediato do Lema
1.6.3:
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Corolário 1.6.6 Sejam G/H um espaço homogêneo e m um subespaço de
g, com g = h ⊕ m. Se uma forma bilinear simétrica 〈·, ·〉 em m é Ad(H)-
invariante então

〈prm([X,Y ]), Z〉 = −〈Y,prm([X, Z])〉, (1.57)

para quaisquer X ∈ h e Y,Z ∈ m. A recíproca vale se H é conexo.

Lema 1.6.7 Existe uma correspondência biunívoca entre as métricas semi-
Riemannianas G-invariantes em G/H e os produtos escalares Ad(H)-invari-
antes 〈·, ·〉 em m. A Ad(H)-invariância de 〈·, ·〉 implica

〈prm([X,Y ]), Z〉 = −〈Y,prm([X, Z])〉,
para quaisquer X ∈ h e Y,Z ∈ m. A recíproca vale se H é conexo.

Demonstração. Seja 〈·, ·〉 um produto escalar Ad(H)-invariante em m.
Exigindo-se que o isomorfismo dπ(1)|m : m → T1H(G/H) seja uma isometria,
determinamos um produto escalar 〈·, ·〉1H em T1H(G/H). O fato que 〈·, ·〉
é Ad(H)-invariante significa que o isomorfismo Adh é uma isometria, para
todo h ∈ H. Porém, (1.56) implica que dLh(1H) é uma isometria linear, para
todo h ∈ H. Usaremos este fato para estender 〈·, ·〉1H a todo espaço G/H de
maneira G-invariante. Sejam g1, g2 ∈ G tais que Lg1(1H) = x = Lg2(1H).
Mostremos que o pull-back de 〈·, ·〉1H pelos isomorfismos

dLg−1
1

(1H), dLg−1
2

(1H) : Tx(G/H) → T1H(G/H)

define o mesmo produto escalar 〈·, ·〉x em Tx(G/H). De fato, Lg1(1H) =
Lg2(1H) significa que g1H = g2H, ou seja, g−1

2 g1 = h ∈ H. Temos Lh =
Lg−1

2
◦ Lg1 . Assim, dados X, Y ∈ Tx(G/H), temos:

〈dLg−1
1

(1H) ·X, dLg−1
1

(1H) · Y 〉
= 〈dLh(1H)dLg−1

1
(1H) ·X, dLh(1H)dLg−1

1
(1H) · Y 〉

= 〈dLg−1
2

(1H) ·X, dLg−1
2

(1H) · Y 〉.
A métrica 〈·, ·〉 em G/H, assim obtida, claramente é G-invariante. A diferen-
ciabilidade de 〈·, ·〉 segue da existência de seções locais (ver Observação 1.1.7).
Reciprocamente, seja 〈·, ·〉 uma métrica G-invariante em G/H. Disso decorre
que os isomorfismos dLh(1H) são isometrias lineares, para todo h ∈ H.
Exigindo-se que dπ(1)|m : m → T1H(G/H) seja uma isometria e usando
(1.56), o pull-back de 〈·, ·〉1H por dπ(1)|m determina um produto escalar
Ad(H)-invariante em m. A segunda parte do Lema segue diretamente do
Corolário 1.6.6. 2
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Observação 1.6.8 O Lema 1.6.7 é um caso particular de uma correspon-
dência biunívoca natural entre os tensores G-invariantes do tipo (r, s) em
G/H e os tensores Ad(H)-invariantes do tipo (r, s) em m.



Capítulo 2

Espaços Fibrados e Conexões

2.1 Fibrados principais

Sejam M uma variedade diferenciável, G um grupo de Lie, P um conjunto
e Π : P → M uma aplicação. Para cada x ∈ M , denotemos por Px o
subconjunto Π−1(x) de P , chamado a fibra de P sobre x. Assumimos que,
para cada x ∈ M , temos uma ação à direita livre e transitiva do grupo G na
fibra Px. Note que isso é equivalente a assumir que Π é sobrejetora e que é
dado uma ação à direita

(p, g) ∈ P ×G 7→ p · g ∈ P (2.1)

de G em P tal que Π(p · g) = Π(p), para quaisquer p ∈ P e g ∈ G, e tal que,
para quaisquer p, q ∈ P , com Π(p) = Π(q), existe um único g ∈ G tal que
p · g = q.

Uma seção local de Π é uma aplicação s : U → P , onde U ⊂ M é um
subconjunto aberto, tal que Π ◦ s é a aplicação de inclusão. Dados duas
seções locais s1 : U1 → P e s2 : U2 → P , existe uma única aplicação

g : U1 ∩ U2 → G (2.2)

tal que s2(x) = s1(x) · g(x), para todo x ∈ U1 ∩ U2; a aplicação (2.2) é
chamada a aplicação de transição de s1 para s2. As seções locais s1 e s2 são
chamadas seções locais compatíveis se a aplicação (2.2) é diferenciável.

Um atlas de seções locais de Π é um conjunto A de seções locais de Π,
duas a duas compatíveis, cujos domínios formam uma cobertura do conjunto
M . Qualquer atlas A de seções locais de Π está contido em um único atlas
maximal Amax de seções locais de Π.

30
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Definição 2.1.1 Um G-fibrado principal consiste dos seguintes objetos: um
conjunto P , chamado o espaço total; uma variedade diferenciável M , chama-
da o espaço base; uma aplicação Π : P → M , chamada a projeção; um grupo
de Lie G, chamado o grupo estrutural; uma ação à direita livre e transitiva
do grupo G em cada fibra Px e um atlas maximal Amax de seções locais de
Π.

Um G-fibrado principal será denotado por P (M, Π, G). Caso não exista
perigo de confusão, denotaremos o G-fibrado principal simplesmente por P
e diremos apenas fibrado principal, subentendendo todos os dados descritos
na Definição 2.1.1.

Seja P (M, Π, G) um G-fibrado principal. Dado uma seção local s : U →
P de P , a aplicação

βs : U ×G → Π−1(U) ⊂ P, (2.3)

definida por
βs(x, g) = s(x) · g,

para quaisquer x ∈ U e g ∈ G, é uma bijeção. Além disso, se s1 : U1 → P e
s2 : U2 → P são seções locais de P pertencentes a Amax, então a aplicação
de transição de β−1

s1
para β−1

s2
,

β−1
s2
◦ βs1 : β−1

s1

(
Π−1(U1 ∩ U2)

) → β−1
s2

(
Π−1(U1 ∩ U2)

)
,

é dada por

(β−1
s2
◦ βs1)(x, h) = (x, g(x) · h), (2.4)

para quaisquer x ∈ U1 ∩ U2 e h ∈ G, onde g : U1 ∩ U2 → G é a aplicação
de transição de s2 para s1. De (2.4) segue que β−1

s2
◦ βs1 é diferenciável

e, pelo Lema 1.1.2, existe uma única estrutura diferenciável no conjunto P
tal que, para toda seção local s : U → P pertencente a Amax, o conjunto
Π−1(U) é aberto em P e a aplicação βs, definida em (2.3), é um difeomor-
fismo diferenciável. O fato de que as topologias de M e G são Hausdorff
e satisfazem o segundo axioma da enumerabilidade implicam que a topolo-
gia de P é também Hausdorff e segundo enumerável. Portanto, P é uma
variedade diferenciável.

Além disso, temos a seguinte:
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Proposição 2.1.2 Seja P (M, Π, G) um fibrado principal, onde P está mu-
nido da estrutura diferenciável descrita acima. Então, a ação à direita (2.1)
é diferenciável; a projeção Π : P → M é uma submersão diferenciável;
para todo x ∈ M , a fibra Px é uma subvariedade mergulhada de P ; para
quaisquer x ∈ M e p ∈ Px, a aplicação βp : G → Px (cf. (1.38)) é um difeo-
morfismo diferenciável; toda seção local s : U → P pertencente a Amax é
uma aplicação diferenciável e, reciprocamente, toda seção local diferenciável
s : U → P pertence a Amax.

Exemplo 2.1.3 Sejam M uma variedade diferenciável, G um grupo de Lie
e P0 um conjunto. Suponha que G age à direita no conjunto P0 de forma
livre e transitiva. Definimos P = M × P0. Denotemos por Π : P → M a
projeção sobre o primeiro fator e definimos uma ação à direita de G em P
por

(x, p) · g = (x, p · g),

para quaisquer x ∈ M , p ∈ P0 e g ∈ G. Para todo p ∈ P0, a aplicação
sp : M → P , definida por sp(x) = (x, p), é uma seção global de Π e o
conjunto {sp : p ∈ P0} é um atlas de seções de Π. Assim, P é um G-fibrado
principal, chamado o fibrado principal trivial. A estrutura diferenciável de
P = M × P0, como fibrado principal, coincide com a estrutura diferenciável
canônica dada pelo produto de variedades diferenciáveis.

Exemplo 2.1.4 Seja P (M, Π, G) um fibrado principal. Dado um subcon-
junto aberto U ⊂ M , denotemos por

P |U = Π−1(U) ⊂ P.

A ação à direita de G em P restringe-se a uma ação à direita de G em
P |U . Além disso, a projeção Π restringe-se a uma aplicação (que também
denotaremos por Π) de P |U em U . O conjunto P |U é então um G-fibrado
principal sobre a variedade diferenciável U , cujo atlas maximal de seções
locais consiste de todas as seções locais diferenciáveis de P com domínio
contido em U ; P |U é chamado a restrição de P ao aberto U . Claramente
P |U é um subconjunto aberto de P e a estrutura diferenciável de P |U , como
fibrado principal, coincide com a estrutura diferenciável induzida por P .

Exemplo 2.1.5 Sejam G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de
G. Consideremos a aplicação quociente Π : G → G/H e a ação de H em
G por translações à direita. Para cada x ∈ G/H, a fibra Π−1(x) é uma
classe lateral à esquerda de H em G, logo a ação de H em Π−1(x) é livre e
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transitiva. Se s1 : U1 → G e s2 : U2 → G são seções locais diferenciáveis de
Π então a aplicação de transição h : U1 ∩ U2 → H é dada por:

h(x) = s1(x)−1 · s2(x),

para todo x ∈ U1 ∩ U2 e, portanto, é diferenciável. Assim, o conjunto de
todas as seções locais diferenciáveis de Π é um atlas de seções locais de Π
e Π : G → G/H é um H-fibrado principal munido com o atlas de todas as
seções locais diferenciáveis de Π. Além disso, a estrutura diferenciável em G
induzida por tal atlas coincide com a estrutura diferenciável original de G.

2.1.1 Subfibrados principais

Seja P (M, Π, G) um fibrado principal e consideremos um subgrupo de
Lie H de G.

Definição 2.1.6 Um H-subfibrado principal de P é um suconjunto Q de P
tal que, para todo x ∈ M , Qx = Px ∩Q é uma H-órbita e existe uma seção
local diferenciável s : U → P de P , com x ∈ U e s(U) ⊂ Q.

A ação à direita de G em P restringe-se a uma ação à direita de H em
Q. Considerando a restrição da projeção Π : P → M a Q (que também
será denotada por Π), segue que Q é um H-fibrado principal sobre M , cujo
atlas maximal consiste de todas as seções locais s : U → Q de Q tais que
i ◦ s : U → P é uma seção local diferenciável de P , onde i : Q → P denota a
aplicação de inclusão1.

Um H-subfibrado principal de P será denotado por Q(M, Π,H). Não
havendo perigo de confusão, o subfibrado principal será denotado simples-
mente por Q.

Seja Q um subfibrado principal de P . O conjunto Q, sendo o espaço
total de um fibrado principal, tem uma estrutura diferenciável. Analisemos
a relação entre as estruturas diferenciáveis de Q e de P . Se s : U → Q é
uma seção local diferenciável de Q então i ◦ s : U → P é uma seção local
diferenciável de P . Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

U ×G
βi◦s // P |U

U ×H
βs

//

inclusão

OO

Q|U
inclusão

OO

1A compatibilidade entre seções locais de Q segue do Lema 1.1.3 e da Observação 1.1.5.
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Como as flechas horizontais são difeomorfismos diferenciáveis segue que a
aplicação inclusão i : Q → P é uma imersão2 diferenciável e, portanto, Q é
uma subvariedade imersa de P .

Seja P (M, Π, G) um fibrado principal. Dados x ∈ M e p ∈ Px, o espaço
tangente TpPx é um subespaço de TpP , chamado o espaço vertical de P no
ponto p. Denotemos

Verp(P ) = TpPx.

Claramente, Verp(P ) = Ker(dΠp). Como a aplicação βp : G → Px é um
difeomorfismo diferenciável, sua diferencial no elemento identidade 1 ∈ G é
um isomorfismo

dβp(1) : g → Verp(P ). (2.5)

O isomorfismo (2.5) é chamado o isomorfismo canônico de g em Verp(P ).
Diferenciando a ação à direita (2.1) em relação a primeira variável, obte-

mos uma ação à direita de G no fibrado tangente TP . De forma mais ex-
plícita, para quaisquer g ∈ G e v ∈ TP , temos:

v · g = dγg(v) ∈ TP,

onde γg : P → P é o difeomorfismo diferenciável dado pela ação de g em P
(cf. (1.39)). Como γg : P → P transforma fibras em fibras, a ação de G em
TP transforma espaços verticais em espaços verticais, ou seja,

dγg(Verp(P )) = Verp·g(P ), (2.6)

para quaisquer p ∈ P e g ∈ G. Temos, assim, o seguinte diagrama comuta-
tivo:

Verp(P )
ação de g // Verp·g(P )

g

dβp(1)

OO

Adg−1

// g

dβp·g(1)

OO
(2.7)

onde Ad : G → GL(g) denota a representação adjunta de G em g definida
em (1.48).

2A aplicação de inclusão i : Q → P é um mergulho diferenciável se, e somente se, H é
um subgrupo de Lie mergulhado de G (cf. Seção 1.3).
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2.1.2 Morfismos de fibrados principais

Sejam P , Q fibrados principais sobre uma mesma variedade diferenciável
M e com grupos estruturais G e H, respectivamente. Um morfismo de
fibrados principais é uma aplicação diferenciável φ : P → Q, satisfazendo
φ(Px) ⊂ Qx, para todo x ∈ M , de modo que existe um homomorfismo de
grupos φ0 : G → H tal que, para todo x ∈ M , a aplicação φx = φ|Px : Px →
Qx satisfaz:

φx(p · g) = φx(p) · φ0(g),

para quaisquer p ∈ Px e g ∈ G.

O homomorfismo φ0 : G → H é unicamente determinado pelo morfismo
de fibrados principais φ : P → Q. Fixados x ∈ M e p ∈ Px, a comutatividade
do diagrama

Px
φx // Qx

G
φ0

//

βp

OO

H

βφx(p)

OO

mostra que a diferenciabilidade de φ implica na diferenciabilidade de φ0.
Assim, φ0 é de fato um homomorfismo de grupos de Lie, chamado o homo-
morfismo subjacente de φ.

A composição φ◦ψ dos morfismos de fibrados principais φ e ψ com homo-
morfismos subjacentes φ0 e ψ0, respectivamente, é um morfismo de fibrados
principais com homomorfismo subjacente φ0 ◦ ψ0. Um morfismo de fibrados
principais φ é bijetor se, e somente se, seu homomorfismo subjacente φ0 é
bijetor. Um morfismo bijetor de fibrados principais é chamado um isomor-
fismo de fibrados principais. Se φ é um isomorfismo de fibrados principais
com homomorfismo subjacente φ0 então φ é um difeomorfismo diferenciável
e φ−1 é também um isomorfismo de fibrados principais com homomorfismo
subjacente φ−1

0 .

Exemplo 2.1.7 Se Q(M, Π,H) é um subfibrado principal de P (M, Π, G)
então a aplicação inclusão i : Q → P é um morfismo de fibrados principais
cujo homomorfismo subjacente é a aplicação inclusão de H em G.

Lema 2.1.8 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, Q um conjunto, Π′ :
Q → M uma aplicação, H um grupo de Lie e assuma que é dado uma ação
diferenciável à direita de H em cada fibra Qx de forma livre e transitiva.
Sejam φ0 : G → H um homomorfismo de grupos de Lie e φ : P → Q uma
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aplicação tal que φ(Px) ⊂ Qx e φx(p · g) = φx(p) · φ0(g), para quaisquer
x ∈ M , p ∈ Px e g ∈ G. Então, existe um único atlas maximal de seções
locais de Π′ que torna φ : P → Q um morfismo de fibrados principais.

Demonstração. Consideremos o seguinte conjunto de seções locais de Π′:

A = {φ ◦ s : s é seção local diferenciável de P}.
Mostremos que A é um atlas de seções locais de Π′. Claramente os domínios
das seções locais de A formam uma cobertura de M . Além disso, se s1 :
U1 → P e s2 : U2 → P são seções locais diferenciáveis de P com aplicação de
transição g : U1∩U2 → G, então a aplicação de transição de φ◦s1 para φ◦s2

é φ0 ◦ g : U1 ∩U2 → H. Assim, φ ◦ s1 e φ ◦ s2 são compatíveis e A é um atlas
de seções locais de Π′. Finalmente, observe que um atlas maximal Amax de
seções locais de Π′ torna φ : P → Q um morfismo de fibrados principais se,
e somente se, Amax é o atlas maximal de seções locais de Π′ contendo A. 2

2.1.3 Pull-back de fibrados principais

Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, N uma variedade diferenciável
e f : N → M uma aplicação diferenciável. O pull-back de P por f é o
conjunto f∗P definido por

f∗P =
⋃

y∈N

({y} × Pf(y)).

A restrição a f∗P da projeção sobre o primeiro fator define uma aplicação
Π1 : f∗P → N e a restrição a f∗P da projeção sobre o segundo fator define
uma aplicação f : f∗P → P , de modo que o diagrama seguinte comuta:

f∗P
f //

Π1

²²

P

Π
²²

N
f

// M

O pull-back f∗P é precisamente o subconjunto de N ×P onde as aplicações
Π ◦ f e f ◦Π1 coincidem. Além disso, a aplicação (Π1, f) : f∗P → N × P é
simplesmente a aplicação de inclusão. Isso motiva o seguinte:

Lema 2.1.9 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, N uma variedade di-
ferenciável e f : N → M uma aplicação diferenciável. Dados um conjunto
X e aplicações τ1 : X → N , τ2 : X → P com Π ◦ τ2 = f ◦ τ1, existe uma
única aplicação τ : X → f∗P tal que Π1 ◦ τ = τ1 e f ◦ τ = τ2.
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Demonstração. A hipótese Π ◦ τ2 = f ◦ τ1 significa que a imagem da
aplicação (τ1, τ2) : X → N ×P está contida em f∗P . Como (Π1, f) : f∗P →
N × P é a aplicação de inclusão, existe uma única aplicação τ : X → f∗P
tal que

(Π1, f) ◦ τ = (τ1, τ2). (2.8)

Porém, a igualdade em (2.8) é equivalente a Π1 ◦ τ = τ1 e f ◦ τ = τ2. 2

Mostraremos agora que f∗P é um G-fibrado principal sobre N . Para
cada y ∈ N , identifiquemos a fibra (f∗P )y = {y}×Pf(y) de f∗P com a fibra
Pf(y) de P . Sob esta identificação, o grupo G age à direita em cada fibra
de f∗P de forma livre e transitiva. O próximo passo é definir um atlas de
seções locais de Π1 : f∗P → N .

Definição 2.1.10 Uma seção local de P ao longo de f é uma aplicação
σ : V → P , definida em um subconjunto aberto V de N , tal que Π◦σ = f |V .

Se s : U → P é uma seção local de P então a composta s◦f : f−1(U) → P
é uma seção local de P ao longo de f . Além disso, se σ : V → f∗P é uma
seção local de Π1 : f∗P → N , então f ◦σ : V → P é uma seção local de P ao
longo de f . Por outro lado, se σ : V → P é uma seção local de P ao longo
de f , existe uma única seção local σ : V → f∗P de Π1 : f∗P → N tal que
f ◦ σ = σ. De fato, tomando X = V , τ1 : V → N a aplicação de inclusão e
τ2 = σ então σ é a aplicação σ dada pelo Lema 2.1.9. O seguinte diagrama
comutativo ilustra a relação entre σ e σ.

f∗P
f // P

Π
²²

N
f

//

σ

OO
σ

==zzzzzzzz
M

(2.9)

Seja então s : U → P uma seção local diferenciável de P . Defina

σ = s ◦ f : f−1(U) → P (2.10)

e considere

σ : f−1(U) → f∗P (2.11)

a única seção local de P tal que f ◦ σ = σ. Mostremos que o conjunto

A = {σ : σ = s ◦ f e s é uma seção local diferenciável de P} (2.12)
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é um atlas de seções locais de Π1 : f∗P → N . De fato, sejam s1 : U1 → P
e s2 : U2 → P seções locais diferenciáveis de P com aplicação de transição
g : U1 ∩ U2 → G. Defina σi = si ◦ f , i = 1, 2, e considere as seções locais
σi : f−1(Ui) → f∗P de Π1 : f∗P → N tais que f ◦ σi = σi, i = 1, 2. A
aplicação de transição de σ1 para σ2 é a aplicação

g ◦ f : f−1(U1 ∩ U2) → G,

o que mostra que as seções locais σ1 e σ2 são compatíveis. Isso implica que o
conjunto (2.12) é um atlas de seções locais de f∗P . Considerando f∗P com
o único atlas maximal de seções locais contendo (2.12), f∗P torna-se de fato
um G-fibrado principal sobre N .

Exemplo 2.1.11 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, Q um H-subfi-
brado principal de P e f : N → M uma aplicação diferenciável. Então, f∗Q
é um H-subfibrado principal de f∗P . De fato, como cada fibra (f∗Q)y de
f∗Q está identificada com a fibra Qf(y) de Q, segue que (f∗Q)y é uma H-
órbita. Além disso, dado y ∈ N , seja s : U → P uma seção local diferenciável
de P , com f(y) ∈ U e s(U) ⊂ Q. Definindo σ : f−1(U) → f∗P , como em
(2.11), temos que y ∈ f−1(U) e σ(f−1(U)) ⊂ f∗Q. Portanto, f∗Q é um
H-subfibrado principal de f∗P .

2.2 Fibrados vetoriais

Sejam E um conjunto, M uma variedade diferenciável e π : E → M uma
aplicação. Para cada x ∈ M , denotemos por Ex o subconjunto π−1(x) de
E, chamado a fibra de E sobre x. Assumimos que, para cada x ∈ M , a fibra
Ex tem uma estrutura de espaço vetorial real isomorfa a Rn.

Dado x ∈ M , denotemos por FR(Ex) o conjunto de todos os isomorfismos
lineares de Rn em Ex (também chamados de referenciais de Ex). Note que
o grupo de Lie GL(Rn) age à direita em FR(Ex) de forma livre e transitiva.
Definimos

FR(E) =
⋃

x∈M

FR(Ex)

e consideremos a aplicação Π : FR(E) → M que transforma FR(Ex) sobre
x, para todo x ∈ M .

Definição 2.2.1 Um fibrado vetorial consiste dos seguintes objetos: um
conjunto E, chamado o espaço total ; uma variedade diferenciável M , cha-
mada o espaço base; uma aplicação π : E → M , chamada a projeção; uma
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estrutura de espaço vetorial real em cada fibra Ex tal que Ex e Rn sejam
espaços vetoriais reais isomorfos; um atlas maximal Amax de seções locais de
Π : FR(E) → M .

O atlas maximalAmax torna Π : FR(E) → M um GL(Rn)-fibrado princi-
pal, chamado o fibrado principal dos referenciais de E. O espaço Euclidiano
Rn é chamado a fibra típica do fibrado vetorial. Um fibrado vetorial será
denotado por (E, π, M,Rn). Caso não exista perigo de confusão, denotare-
mos o fibrado vetorial simplesmente por E, subentendendo todos os dados
descritos na Definição 2.2.1.

Definiremos agora uma estrutura diferenciável no espaço total de um
fibrado vetorial E. Toda seção local diferenciável s : U → FR(E) define
uma bijeção

βs : U ×Rn → π−1(U) ⊂ E, (2.13)

dada por
βs(x, v) = s(x) · v,

para quaisquer x ∈ U e v ∈ Rn. A aplicação βs, definida em (2.13), é
chamada a trivialização local de E correspondente à seção local s.

Sejam s1 : U1 → FR(E) e s2 : U2 → FR(E) seções locais diferenciáveis
de FR(E). Então, a aplicação de transição de β−1

s1
para β−1

s2
,

β−1
s2
◦ βs1 : β−1

s1

(
π−1(U1 ∩ U2)

) → β−1
s2

(
π−1(U1 ∩ U2)

)

é dada por
(β−1

s2
◦ βs1)(x, v) = (x, g(x) · v),

para quaisquer x ∈ U1∩U2 e v ∈ Rn, onde g : U1∩U2 → GL(Rn) é a aplicação
de transição de s2 para s1. Assim, β−1

s2
◦ βs1 é diferenciável e, pelo Lema

1.1.2 existe uma única estrutura diferenciável no conjunto E tal que, para
toda seção local diferenciável s : U → FR(E), o conjunto π−1(U) é aberto
em E e a aplicação βs, dada em (2.13), é um difeomorfismo diferenciável3.
Além disso, a topologia de E é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade e, portanto, E é uma variedade diferenciável.

Além disso, temos a seguinte:
3Aqui, estamos considerando a fibra típica Rn munida de sua estrutura diferenciável

canônica, induzida de sua estutura de espaço vetorial.
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Proposição 2.2.2 Dado um fibrado vetorial (E, π,M,Rn), valem as se-
guintes propriedades: a projeção π : E → M é uma submersão diferenciável;
para todo x ∈ M , a fibra Ex é uma subvariedade mergulhada de E; para
todo x ∈ M , a estrutura diferenciável da fibra Ex, como subvariedade de E,
coincide com a estrutura diferenciável induzida por sua estrutura de espaço
vetorial real de dimensão finita.

Exemplo 2.2.3 Dado uma variedade diferenciável M , seja E = M ×Rn e
consideremos a aplicação π : E → M dada pela projeção sobre o primeiro
fator. Para cada x ∈ M , identifiquemos a fibra Ex = {x} ×Rn com Rn, de
modo que Ex tem a estrutura de espaço vetorial real induzida de Rn e

FR(E) = M ×GL(Rn).

O conjunto FR(M×Rn) é um GL(Rn)-fibrado principal (cf. Exemplo 2.1.3)
e, portanto, (E, π, M,Rn) é um fibrado vetorial, chamado o fibrado vetorial
trivial. Claramente, a estrutura diferenciável de E = M ×Rn coincide com
a estrutura diferenciável canônica dada pelo produto de variedades diferen-
ciáveis.

Exemplo 2.2.4 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial e U ⊂ M um sub-
conjunto aberto. Consideremos

E|U = π−1(U).

A projeção π : E → M restringe-se a uma aplicação de E|U em M e, para
cada x ∈ U , a fibra Ex de E|U sobre x tem a estrutura de espaço vetorial
real. Além disso, temos:

FR(E|U ) = FR(E)|U ,

assim FR(E|U ) é um GL(Rn)-fibrado principal sobre a variedade diferen-
ciável U (cf. Exemplo 2.1.4). Portanto, (E|U , π,M,Rn) é um fibrado vetori-
al, chamado a restrição do fibrado vetorial E sobre o aberto U . A estrutura
diferenciável de E|U , como fibrado vetorial, coincide com a estrutura dife-
renciável que E|U herda de E como subconjunto aberto.
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Exemplo 2.2.5 Dado uma variedade diferenciável Mn, sejam

TM =
⋃

x∈M

TxM

seu fibrado tangente e π : TM → M a projeção canônica. Para cada x ∈ M ,
a fibra TxM tem a estrutura de espaço vetorial real isomorfo a Rn. Seja
ϕ : U → ϕ(U) uma carta local de M . Para cada x ∈ U , a aplicação
dϕ−1

x : Rn → TxM é um isomorfismo linear e a aplicação sϕ : U → FR(TM),
dada por

sϕ
x = dϕ(x)−1,

para todo x ∈ U , é uma seção local de Π : FR(TM) → M . Se ψ : V → ψ(V )
é outra carta local de M e se

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

denota a aplicação de transição de ϕ para ψ, então a aplicação de transição
de sψ para sϕ é dada por

x ∈ U ∩ V 7→ d(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ∈ GL(Rn).

Assim, o conjunto

A = {sϕ : ϕ é carta local de M} (2.14)

é um atlas de seções locais de Π : FR(TM) → M . Considerando FR(TM)
com o único atlas maximal de seções locais de Π : FR(TM) → M contendo
(2.14), segue que (TM, π,M,Rn) é um fibrado vetorial.

Exemplo 2.2.6 Sejam (E1, π1, M,Rn1) e (E2, π2,M,Rn2) fibrados vetori-
ais sobre a mesma base M . Para cada x ∈ M , consideremos a soma direta
Ex = E1

x ⊕E2
x, munida da estrutura de espaço vetorial real dada pela soma

direta de E1
x e E2

x, e denotemos

E =
⋃

x∈M

E1
x ⊕E2

x.

Seja π : E → M a projeção canônica que transforma E1
x ⊕E2

x sobre x ∈ M .
Dado x ∈ M , sejam s1 : U1 → FR(E1) e s2 : U2 → FR(E2) seções locais
diferenciáveis, com x ∈ U = U1 ∩ U2. Então, a aplicação s : U → FR(E),
dada por

s(x) = (s1(x), s2(x)),
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para todo x ∈ U , é uma seção local de FR(E). Sejam si
1 : U i

1 → FR(E1)
e si

2 : U i
2 → FR(E2) seções locais diferenciáveis, i = 1, 2. Denotemos por

gi : U i
1 ∩ U i

2 → GL(Rni) a aplicação de transição de s1
i para s2

i , i = 1, 2.
Então, a aplicação de transição4 de s1 = s1

1 ⊕ s1
2 para s2 = s2

1 ⊕ s2
2 é dada

por
x ∈ V1 ∩ V2 7→ (g1(x), g2(x)) ∈ GL(Rn),

onde Vi = U1
i ∩ U2

i , i = 1, 2, e Rn = Rn1 ⊕Rn2 . Assim, o conjunto

A = {s = s1 ⊕ s2 : si é seção local diferenciável de FR(Ei)} (2.15)

é um atlas de seções locais de Π : FR(E) → M . Considerando FR(E) com
o único atlas maximal de seções locais de Π : FR(E) → M contendo (2.15),
segue que (E, π,M,Rn) é um fibrado vetorial , chamado a soma de Whitney
dos fibrados vetoriais E1 e E2. Usualmente, E é denotado por E1 ⊕ E2.

2.2.1 Seções de fibrados vetoriais

Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial.

Definição 2.2.7 Uma seção local de E é uma aplicação ε : U → E, definida
em um subconjunto aberto U ⊂ M , tal que π ◦ ε é a aplicação de inclusão,
ou seja, ε(x) ∈ Ex, para todo x ∈ U .

Uma seção local ε : M → E de E, globalmente definida, é chamada uma
seção de E. Observe que uma seção local ε : U → E de E é o mesmo que uma
seção do fibrado vetorial E|U . Denotaremos por Γ(E) o conjunto de todas as
seções diferenciáveis de E. O conjunto Γ(E) é um espaço vetorial real com
as operações naturais de soma e multiplicação por escalar. Além disso, Γ(E)
é um módulo sobre o anel C∞(M) das funções reais diferenciáveis definidas
em M .

Exemplo 2.2.8 Seja M uma variedade diferenciável. Uma seção diferen-
ciável do fibrado tangente TM é o mesmo que um campo vetorial diferen-
ciável em M .

Sejam ε : U → E uma seção local de E e s : U → FR(E) uma seção local
diferenciável de FR(E). A aplicação ε̃ : U → Rn, definida por

ε̃(x) = s(x)−1 · ε(x), (2.16)
4Aqui, estamos identificando (diagonalmente) o produto GL(Rn1)×GL(Rn2) com um

subgrupo de Lie de GL(Rn).
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para todo x ∈ U , é chamada a representação da seção ε em relação a s. Se
βs é a trivialização local de E correspondente a s, temos:

ε(x) = βs(x, ε̃(x)), (2.17)

para todo x ∈ U . Logo, ε é diferenciável se, e somente se, ε̃ é diferenciável.

Lema 2.2.9 Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial e x ∈ M . Então:
(a) Para cada p ∈ Ex, existe uma seção ε ∈ Γ(E), com ε(x) = p.
(b) Dado uma seção local diferenciável ε : U → E, com x ∈ U , existe uma
seção ε′ ∈ Γ(E) tal que ε = ε′ em alguma vizinhança de x.

Demonstração. Seja s : U → FR(E) uma seção local diferenciável de
FR(E), com x ∈ U , e consideremos βs a trivialização local de E associada
a s. Temos βs(x, v) = p, para um único v ∈ Rn. Seja f ∈ C∞(M) tal que
supp(f) ⊂ U e f(x) = 1. Definimos uma seção ε : U → E de E por:

ε(y) =
{

βs(y, f(y) · v), se y ∈ U
0, se y 6∈ U

.

Temos ε(x) = p. Como βs é um difeomorfismo diferenciável, ε é diferenciável
em U . Além disso, como supp(f) ⊂ U , ε é nula em uma vizinhança de M \U
e, portanto, ε ∈ Γ(E). Para provar o item (b), seja s : U → FR(E) uma seção
local diferenciável de FR(E). Consideremos a representação ε̃ : U → Rn de
ε em relação a s, e βs : U × Rn → π−1(U) a trivialização local de E em
relação a s. Seja f ∈ C∞(M), com supp(f) ⊂ U , e tal que f ≡ 1 em uma
vizinhança V de x em U . Definimos uma seção ε′ : M → E por

ε′(y) =
{

βs(y, f(y) · ε̃(y)), se y ∈ U
0, se y 6∈ U

.

De (2.17) segue que ε′|V = ε|V e, de forma análoga ao item (a), concluimos
que ε′ ∈ Γ(E). 2

Definição 2.2.10 Seja (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial. Um referencial
local em E é uma n-upla de seções locais diferenciáveis {ε1, ..., εn} de E,
definidas em um subconjunto aberto U de M , tal que {ε1(x), ..., εn(x)} é
uma base para Ex, para todo x ∈ U .

Quando U = M , ou seja, εi ∈ Γ(E), 1 ≤ i ≤ n, diremos simplesmente
que {ε1, ..., εn} é um referencial de E. O Lema seguinte estabelece que um
referencial local em E é equivalente à existência de uma seção local diferen-
ciável do fibrado principal dos referenciais de E.
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Lema 2.2.11 Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial. Uma seção local di-
ferenciável s : U → FR(E) de FR(E) é equivalente à existência de um
referencial local {ε1, ..., εn} de E.

Demonstração. Fixemos uma base {v1, ...vn} de Rn. Se s : U → FR(E)
é uma seção local diferenciável de FR(E), definimos εi : U → E por

εi(x) = βs(x, vi), (2.18)

para quaisquer x ∈ U e 1 ≤ i ≤ n, onde βs é a trivialização local de
E correspondente a s. Como βs é um difeomorfismo diferenciável segue
que εi é de fato uma seção local diferenciável de E, para todo 1 ≤ i ≤ n.
Reciprocamente, dado um referencial local {ε1, ..., εn} de E, definimos uma
aplicação β : U ×Rn → E|U por

β(x, v) =
n∑

i=1

αiεi(x),

onde v =
∑

αivi. Para cada x ∈ U , a aplicação βx : Rn → Ex, dada por
βx(v) = β(x, v), para todo v ∈ Rn, é um isomorfismo linear, logo β é bijetora.
Mostremos que β tem posto máximo. Para isso, seja γ : V ×Rn → E|V uma
trivialização local de E, com x ∈ V ⊂ U . Temos

(γ−1 ◦ β)(y, v) = (y, (γ−1
y ◦ βy)(v)),

para quaisquer y ∈ V e v ∈ Rn. Agora, como γy, βy : Rn → Ey são
isomorfismos lineares, para cada y ∈ V , segue que γ−1◦β : V ×Rn → V ×Rn

é um difeomorfismo diferenciável. Assim, β tem posto máximo em V ×Rn.
Logo, como x ∈ U é arbitrário, segue que β é um difeomorfismo diferenciável.
Finalmente, definimos s : U → FR(E) por s(x) · v = β(x, v), para quaisquer
x ∈ U e v ∈ Rn. Como β é um difeomorfismo segue que s é diferenciável. 2

Definição 2.2.12 Uma métrica semi-Riemanniana em um fibrado vetorial
(E, π, M,Rn) é uma seção diferenciável g do fibrado vetorial Lin2(E,R) tal
que, para todo x ∈ M , gx : Ex × Ex → R é um produto escalar semi-
Riemanniano em Ex.

Proposição 2.2.13 Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial, g uma métri-
ca Riemanniana em E e assuma que Rn está munido do produto interno
canônico 〈·, ·〉. Então, para todo y ∈ M , existe uma seção local diferenciável
s : U → FR(E) de FR(E) tal que y ∈ U e s(x) : Rn → Ex é uma isometria
linear para todo x ∈ U .
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Demonstração. Seja {ε1, ..., εn} um referencial local de E definido em
um aberto U de M , com y ∈ U . Pelo processo de ortonormalização de
Gram-Schmidt, podemos substituir tais seções por seções locais diferenciáveis
ε̃1, ..., ε̃n : U → E tais que {ε̃1(x), ..., ε̃n(x)} é base ortonormal de Ex, para
todo x ∈ U . Consideremos a seção local diferenciável s : U → FR(E) dada
pelo Lema 2.2.11, onde a base {v1, ..., vn} de Rn, neste caso, é ortonormal.
Por definição de s, segue que s(x) : Rn → Ex é uma isometria linear, para
todo x ∈ U . 2

Lema 2.2.14 Sejam E, F fibrados vetoriais sobre a mesma variedade dife-
renciável M e L : Γ(E) → Γ(F ) uma aplicação C∞(M)-linear.
(a) Para quaisquer ε1, ε2 ∈ Γ(E) tais que ε1|U = ε2|U , para algum subcon-
junto aberto U ⊂ M , tem-se L(ε1)(x) = L(ε2)(x), para todo x ∈ V , onde
V ⊂ U é um subconjunto aberto.
(b) Para cada x ∈ M , existe uma aplicação linear Lx : Ex → Fx tal que
L(ε)(x) = Lx(ε(x)), para toda seção ε ∈ Γ(E).

Demonstração. Seja f ∈ C∞(M) tal que supp(f) ⊂ U e f ≡ 1 em algum
subconjunto aberto V ⊂ U . Temos f(ε1 − ε2) = 0 e, assim, fL(ε1 − ε2) = 0.
Portanto, L(ε1)(x) − L(ε2)(x) = 0, para todo x ∈ V , provando o item (a).
Para provar o item (b), seja x ∈ M . Para cada v ∈ Ex, segue do Lema 2.2.9
que existe ε ∈ Γ(E) com ε(x) = v. Defina Lx : Ex → Fx por

Lx(v) = L(ε)(x).

Do item (a) segue que Lx está bem definida e L(ε)(x) = Lx(ε(x)), para todo
ε ∈ Γ(E). Claramente Lx é linear. 2

2.2.2 Morfismos de fibrados vetoriais

Sejam E, F fibrados vetoriais sobre a mesma base M . Um morfismo de
fibrados vetoriais é uma aplicação diferenciável S : E → F tal que, para todo
x ∈ M , S(Ex) ⊂ Fx e Sx = S|Ex : Ex → Fx é uma aplicação linear. Se, além
disso, S é uma aplicação bijetora, S : E → F é chamado um isomorfismo de
fibrados vetoriais.

Lema 2.2.15 Seja S : E → F um morfismo de fibrados vetoriais. Então,
S é um isomorfismo de fibrados vetoriais se, e somente se, Sx : Ex → Fx é
um isomorfismo linear, para todo x ∈ M . Neste caso, S é um difeomorfismo
diferenciável e a aplicação S−1 : F → E também é um isomorfismo de
fibrados vetoriais.
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Demonstração. Se S é um isomorfismo de fibrados vetoriais é claro que
Sx : Ex → Fx é isomorfismo linear para todo x ∈ M . Reciprocamente, como
S é uma aplicação bijetora, resta mostrar que S−1 é diferenciável. Como isso
é um problema local, podemos assumir que E = F = M ×Rn. Neste caso,
S : M ×Rn → M ×Rn tem a forma

S(x, v) = (x, Tx(v)),

onde Tx : Rn → Rn é um isomorfismo linear. A matriz Jacobiana de S no
ponto (x, v) tem a forma (

Id 0
X Tx

)
,

onde Tx é a matriz de Tx : Rn → Rn. Como Tx é um isomorfismo linear, a
matriz acima é invertível, e o Lema segue então do Teorema da Aplicação
Inversa. 2

2.2.3 Pull-back de fibrados vetoriais

Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial, N uma variedade diferenciável
e f : N → M uma aplicação diferenciável. O pull-back de E por f é o
subconjunto f∗E de N × E definido por

f∗E =
⋃

y∈N

({y} × Ef(y)).

A restrição a f∗E da projeção sobre o primeiro fator define uma aplicação
π1 : f∗E → N e a restrição a f∗E da projeção sobre os segundo fator define
uma aplicação f : f∗E → E, de modo que o diagrama seguinte comuta:

f∗E
f //

π1

²²

E

π

²²
N

f
// M

(2.19)

Note que (π1, f) : f∗E → N × E é simplesmente a aplicação inclusão.

Para cada y ∈ M , identifiquemos a fibra (f∗E)y = {y} × Ef(y) de f∗E
com a fibra Ef(y) de E. Assim, cada fibra de f∗E tem a estrutura de espaço
vetorial real isomorfo a Rn. O conjunto FR(f∗E) pode ser naturalmente
identificado com o pull-back f∗FR(E). Esta identificação torna FR(f∗E) um
GL(Rn)-fibrado principal e, assim, (f∗E, π1, N,Rn) é um fibrado vetorial.

O Lema seguinte permite-nos uma melhor compreensão da estrutura
diferenciável do espaço total f∗E.
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Lema 2.2.16 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, N uma variedade
diferenciável e f : N → M uma aplicação diferenciável. Então, a aplicação
(π1, f) : f∗E → N×E é um mergulho diferenciável cuja imagem é o conjunto
dos pares (y, e) ∈ N × E tais que f(y) = π(e).

Demonstração. A comutatividade do diagrama (2.19) implica que a
imagem da aplicação (π1, f) é o conjunto dos pares (y, e) ∈ N × E tais
que f(y) = π(e). Em virtude da Proposição 1.1.6, a fim de mostrar que
(π1, f) : f∗E → N×E é um mergulho diferenciável, é suficiente mostrar que,
para toda seção local diferenciável s : U → FR(E) de FR(E), a restrição da
aplicação (π1, f) ao conjunto aberto (π1, f)−1(f−1(U) × E) = (f∗E)|f−1(U)

é um mergulho diferenciável. Seja σ = s ◦ f e considere a única seção local
σ : f−1(U) → FR(f∗E) de FR(f∗E) tal que f ◦ σ = σ. Temos, assim, o
seguinte diagrama comutativo:

(f∗E)|f−1(U)
(π1,f) // f−1(U)× E|U

f−1(U)×Rn

βσ

OO

(y,v)7→(y,f(y),v)
// f−1(U)× (U ×Rn)

Id×βs

OO

no qual as flechas veticais são difeomorfismos diferenciáveis. Como a flecha
horizontal abaixo é um mergulho diferenciável, segue o resultado. 2

Corolário 2.2.17 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, N uma varie-
dade diferenciável e f : N → M uma aplicação diferenciável. Sejam também
X uma variedade diferenciável e φ1 : X → N , φ2 : X → E aplicações
diferenciáveis tais que π ◦ φ2 = f ◦ φ1. Então, existe uma única aplicação
diferenciável φ : X → f∗E tal que π1 ◦ φ = φ1 e f ◦ φ = φ2.

Demonstração. A hipótese π ◦ φ2 = f ◦ φ1 significa que a imagem da
aplicação (φ1, φ2) : X → N×E está contida na imagem da aplicação injetora
(π1, f) : f∗E → N × E. Assim, existe uma única aplicação φ : X → f∗E
tal que (π1, f) ◦ φ = (φ1, φ2). Como (π1, f) é um mergulho e (φ1, φ2) é
diferenciável, segue que φ é diferenciável5. 2

5Aqui, estamos usando o seguinte resultado de variedades diferenciáveis: Seja f : M →
N uma imersão diferenciável. Uma aplicação g : X → M é diferenciável se, e somente se,
g é contínua e f ◦ g : X → N é diferenciável (cf. Observação 1.1.4).
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Exemplo 2.2.18 Sejam M , M variedades diferenciáveis e f : M → M
uma aplicação diferenciável. Denote por π : TM → M e π : TM → M as
projeções canônicas. Aplicando o Corolário 2.2.17 com X = TM , φ1 = π,
φ2 = df : TM → TM e E = TM , obtemos uma aplicação (que também
denotaremos por df) df : TM → f∗TM tal que f ◦ df = df e π1 ◦ df = π.
Além disso, df : TM → f∗TM é um morfismo de fibrados vetoriais. O
diagrama seguinte ilustra a situação.

TM

df
$$

π

))

df

ÀÀ
f∗TM

f //

π1

²²

TM

π
²²

M
f

// M

2.2.4 Subfibrados vetoriais

Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, V um subespaço vetorial de Rn

e F um subconjunto de E tais que, para todo x ∈ M , o conjunto Fx =
F ∩ Ex é um subespaço vetorial da fibra Ex com a mesma dimensão de
V . Dado x ∈ M , dizemos que um referencial p ∈ FR(Ex) é adaptado a
(V, F ) se p(V ) = Fx. Denotaremos por FR(Ex; V, Fx) o conjunto de todos
os referenciais de Ex que são adaptados a (V, F ).

Denotemos por GL(Rn; V ) o subgrupo de Lie de GL(Rn) formado por
todos os isomorfismos lineares g : Rn → Rn tais que g(V F ) = V . As-
sim, o conjunto FR(Ex; V, Fx) é uma GL(Rn;V )-órbita, para todo x ∈ M .
Definimos o conjunto:

FR(E; V, F ) =
⋃

x∈M

FR(Ex;V, Fx)

de todos os referenciais de E adaptados a (V, F ).

Definição 2.2.19 Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial. Um subconjunto
F ⊂ E é chamado um subfibrado vetorial se existe um subespaço vetorial V
de Rn tal que, para todo x ∈ M , o conjunto Fx = F ∩ Ex é um subespaço
vetorial de Ex com mesma dimensão de V e FR(E; V, F ) é um GL(Rn; V )-
subfibrado principal de FR(E).
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A segunda condição da Definição 2.2.19 significa que todo ponto de M
pertence ao domínio U de uma seção local diferenciável s : U → FR(E) de
FR(E) tal que s(x)(V ) = Fx, para todo x ∈ U .

Mostraremos agora que todo subfibrado vetorial (F, π, M, V ) de um fi-
brado vetorial (E, π, M,Rn) também é um fibrado vetorial. De fato, a pro-
jeção π : E → M restringe-se a uma aplicação π|F : F → M e, para todo
x ∈ M , a fibra Fx possui a estrutura de espaço vetorial real isomoformo a V .
Para que F seja um fibrado vetorial sobre M com fibra típica V , devemos
exibir um atlas maximal de seções locais de Π : FR(F ) → M .

Dado p ∈ FR(E;V, F ), temos que p|V é um referencial de F . Assim,
obtemos uma aplicação

φ : FR(E;V, F ) → FR(F ), (2.20)

definida por φ(p) = p|V para todo p ∈ FR(E;V, F ). A aplicação φ preserva
fibra, isto é, φ(FR(Ex; V, Fx)) ⊂ FR(Fx) para todo x ∈ M e, restrita a cada
fibra FR(Ex; V, Fx), satisfaz:

φ(p ◦ g) = φ(p) ◦ T (g),

para quaisquer p ∈ FR(Ex; V, Fx) e g ∈ GL(Rn;V ), onde

T : GL(Rn; V ) → GL(V )

é o homomorfismo de grupos de Lie dado por T (g) = g|V para todo g ∈
GL(Rn; V ). Consideremos o seguinte conjunto de seções locais de Π : FR(F ) →
M :

A = {φ ◦ s : s é seção local diferenciável de FR(E;V, F )}. (2.21)

Mostremos que A é um atlas de seções locais de Π : FR(F ) → M . De fato,
os domínios de seções locais de A formam uma cobertura para M . Além
disso, se s1 : U1 → FR(E; V, F ) e s2 : U2 → FR(E; V, F ) são seções locais
diferenciáveis de FR(E;V, F ), com aplicação de transição g : U1 ∩ U2 →
GL(Rn; V ), então a aplicação de transição de φ ◦ s1 para φ ◦ s2 é a aplicação

T ◦ g : U1 ∩ U2 → GL(V ).

Assim, φ ◦ s1 e φ ◦ s2 são compatíveis e (2.21) é, de fato, um atlas de seções
locais de Π : FR(F ) → M . Considerando então Amax o único atlas maximal
de seções locais de FR(F ) contendo (2.21), concluimos que FR(F ) é um
GL(V )-fibrado principal tal que aplicação φ dada em (2.20) é um morfismo
de fibrados principais. Portanto, (F, π|F ,M, V ) é um fibrado vetorial.
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Proposição 2.2.20 Um subfibrado vetorial F de um fibrado vetorial E é
uma subvariedade regular de E e a estrutura diferenciável de F , como espaço
total de um fibrado vetorial, coincide com a estrutura diferenciável induzida
de E como subvariedade regular.

Demonstração. Para provar que F é subvariedade regular de E, basta
mostrar que a aplicação de inclusão i : F → E é um mergulho diferenciável.
Em virtude da Proposição 1.1.6, a fim de que i : F → E seja um mergulho
diferenciável, basta mostrar que para toda seção local diferenciável s : U →
FR(E; V, F ) de FR(E; V, F ), a restrição da aplicação de inclusão i : F →
E ao conjunto aberto i−1(π−1(U)) = (π|F )−1(U) = F |U é um mergulho
diferenciável. Como FR(E;V, F ) é um GL(Rn; V )-subfibrado principal de
FR(E), temos que i ◦ s é uma seção local diferenciável de FR(E), onde
i : FR(E; V, F ) → FR(E) é a aplicação de inclusão. Além disso, φ ◦ s é uma
seção local diferenciável de FR(F ), onde φ é o morfismo definido em (2.20).
Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

F |U i // E|U

U × V
IdU×I

//

βφ◦s

OO

U × V

βi◦s

OO

onde I : V → Rn é a aplicação de inclusão. Como as flechas verticais são
difeomorfismos diferenciáveis e a flecha horizontal abaixo é um mergulho
diferenciável, segue que a aplicação de inclusão i : F → E é um mergulho
diferenciável. 2

2.3 Conexões em fibrados principais

Seja P (M, Π, G) um fibrado principal. Uma distribuição Hor(P ) na va-
riedade diferenciável P é chamada horizontal em relação a Π se

TpP = Horp(P )⊕Verp(P ),

para todo p ∈ P .

Definição 2.3.1 Uma conexão em P é uma distribuição horizontal diferen-
ciável Hor(P ) em P que é G-invariante, ou seja,

dγg(Horp(P )) = Horp·g(P ), (2.22)

para quaisquer p ∈ P e g ∈ G, onde γg : P → P é o difeomorfismo dado pela
ação de g em P .
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O conjunto
Ver(P ) =

⋃

p∈P

Verp(P ) ⊂ TP

é uma distribuição diferenciável em P , chamada a distribuição vertical em
P . De (2.6) segue que Ver(P ) também é uma distribuição G-invariante.

Seja Hor(P ) uma conexão em P . Associado à conexão Hor(P ), o iso-
morfismo canônico (2.5) define uma 1-forma ω em P à valores em g tal que
ker(ωp) = Horp(P ), para todo p ∈ P . Mais precisamente, definimos:

ωp(v) =
{ (

dβp(1)
)−1(v) ∈ g, se v ∈ Verp(P )

0 ∈ g, se v ∈ Horp(P )
(2.23)

para quaisquer p ∈ P e v ∈ TpP , onde
(
dβp(1)

)−1 : Verp(P ) → g é o inverso
do isomorfismo (2.5).

Lema 2.3.2 A 1-forma ω, definida em (2.23), é diferenciável.

Demonstração. Consideremos a aplicação Lω : TP → P × g, cuja restri-
ção a TpP é dada por

Lω(v) = (p, ωp(v)), (2.24)

para quaisquer p ∈ P e v ∈ TpP . Mostremos que Lω é um morfismo de
fibrados vetoriais. Para isso, consideremos a aplicação Lβ : P × g → Ver(P )
definida por

Lβ(p,X) = dβp(1) ·X, (2.25)

para quaisquer p ∈ P e X ∈ g. A aplicação Lβ é diferenciável, pois é a
restrição a P × g ⊂ TP × TG da diferencial da ação diferenciável à direita
P × G → P . Assim, Lβ é um isomorfismo de fibrados vetoriais. Como
Hor(P ) é uma distribuição diferenciável, a projeção πver : TP → Ver(P ),
cuja restrição a TpP é a projeção sobre Verp(P ), é um morfismo de fibrados
vetoriais. Portanto, Lω = L−1

β ◦πver : TP → P×g é um morfismo de fibrados
vetoriais, o que implica que ω é diferenciável. 2

Seja Hor(P ) uma conexão em P . Considerando a 1-forma diferenciável
ω, definida em (2.23), temos o seguinte diagrama comutativo:

TpP
ωp //

dγg(v)

²²

g

Adg−1

²²
Tp·g ωp·g

// g

(2.26)



CAPÍTULO 2. ESPAÇOS FIBRADOS E CONEXÕES 52

Basta verificar que Adg−1◦ωp e ωp·g◦dγg(p) coincidem em Horp(P ) e Verp(P ),
usando a comutatividade do diagrama (2.7). A comutatividade do diagrama
(2.26) é equivalente a

γ∗gω = Adg−1 ◦ ω, (2.27)

para todo g ∈ G.

Definição 2.3.3 Uma 1-forma ω em P à valores em g que satisfaz a relação
(2.27) é chamada Ad-pseudo G-invariante.

Definição 2.3.4 Seja P (M, Π, G) um fibrado principal. Uma 1-forma dife-
renciável Ad-pseudo G-invariante ω definida em P à valores em g que satisfaz
a condição:

ωp|Verp(P ) =
(
dβp(1)

)−1
, (2.28)

para todo p ∈ P , é chamada uma forma de conexão em P .

Toda forma de conexão ω em P define uma conexão Hor(P ) em P . Mais
precisamente, temos a seguinte:

Proposição 2.3.5 Existe uma correspondência biunívoca entre conexões
Hor(P ) em P e formas de conexão ω em P .

Demonstração. Se Hor(P ) é uma conexão em P então a forma de conexão
ω em P é a 1-forma ω definida em (2.23). Reciprovamente, seja ω uma forma
de conexão em P . Definimos a distribuição Hor(P ) por

Horp(P ) = ker(ωp), (2.29)

para todo p ∈ P . Como ωp|Verp(P ) é um isomorfismo linear segue que Hor(P )
é horizontal. Mostremos que Hor(P ) é diferenciável. Como ω é diferenciável,
a aplicação Lω, definida em (2.24), é diferenciável e, portanto, é um morfismo
de fibrados vetoriais. Como Lω é sobrejetora, seu núcleo ker(Lω) = Hor(P )
é um subfibrado vetorial de TP . Assim, Hor(P ) é uma distribuição diferen-
ciável em P . Finalmente, mostremos que Hor(P ) é G-invariante. Como ω
satisfaz (2.27), o diagrama (2.26) comuta, para quaisquer p ∈ P e g ∈ G.
Assim,

dγg

(
Horp(P )

) ⊂ Horp·g(P ), (2.30)

para quaisquer p ∈ P e g ∈ G. Trocando p por p · g e g por g−1 em (2.30),
obtemos a inclusão contrária Horp·g(P ) ⊂ dγg

(
Horp(P )

)
. Portanto, Hor(P )

é G-invariante. 2
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Exemplo 2.3.6 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal e Hor(P ) uma co-
nexão em P . Se U é um subconjunto aberto de M , então a interseção
Hor(P ) ∩ T (P |U ) é uma conexão em P |U . A forma de conexão associada a
Hor(P ) ∩ T (P |U ) é a restrição da forma de conexão associada a Hor(P ).

Lema 2.3.7 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal e s : U → P uma seção
local diferenciável de P . Se ω é uma 1-forma em U à valores em g então
existe uma única 1-forma ω em P |U à valores em g Ad-pseudo G-invariante
satisfazendo (2.28) com s∗ω = ω. Além disso, ω é diferenciável se, e somente
se, ω é diferenciável.

Demonstração. Mostremos inicialmente que o Lema é válido no caso em
que P = M ×G é o G-fibrado principal trivial. Seja ω uma 1-forma em P à
valores em g. Diferenciando a ação à direita de G em P , obtemos uma ação
à direita de G em TP dada por:

(v, X) · g = dγg(v,X) = (v, dRg(X)),

para quaisquer v ∈ TM , X ∈ TG e g ∈ G. Observe que ω é Ad-pseudo
G-invariante se, e somente se, a igualdade (2.27) é válida nos pontos de
M × {1} ⊂ P , i.e., se, e somente se:

ω(x,g)(v, dRg(X)) = Adg−1

(
ω(x,1)(v, X)

)
, (2.31)

para quaisquer x ∈ M , v ∈ TxM , g ∈ G e X ∈ g. Seja ω a 1-forma em M
à valores em g que é o pull-back de ω pela seção diferenciável s1 : M → P ,
dada por s1(x) = (x, 1). A igualdade s∗1ω = ω significa que:

ω(x,1)(v, 0) = ωx(v), (2.32)

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . Supondo ω Ad-pseudo G-invariante, a
condição (2.28) é válida para todo p ∈ P se, e somente se, vale para todo
p ∈ M × {1} ⊂ P , i.e., se, e somente se:

ω(x,1)(0, X) = X, (2.33)

para quaisquer x ∈ M e X ∈ g. As condições (2.31), (2.32) e (2.33) são
equivalentes a

ω(x,g)

(
v, dRg(X)

)
= Adg−1

(
ωx(v) + X

)
, (2.34)

para quaisquer x ∈ M , v ∈ TxM , g ∈ G e X ∈ g. A igualdade (2.34) mostra
que, dado uma 1-forma ω em M à valores em g, existe uma única 1-forma ω
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em P = M ×G à valores em g que é Ad-pseudo G-invariante satisfazendo a
condição (2.28) para todo p ∈ P , com s∗1ω = ω. Note que a igualdade (2.34)
implica que ω é diferenciável se, e somente se, ω é diferenciável. Para provar
o caso geral, consideremos o seguinte diagrama comutativo (cf. (2.3)):

U ×G
βs // P |U

U

s
::tttttttttt

s1

eeLLLLLLLLLLL

A aplicação βs é um isomorfismo de fibrados principais, cujo homomorfismo
subjacente de grupos de Lie é a aplicação identidade. Dado uma 1-forma
ω em P |U à valores em g, segue que ω é Ad-pseudo G-invariante e satisfaz
(2.28) para todo p ∈ P |U se, e somente se, β∗sω é Ad-pseudo G-invariante e
satisfaz (2.28) para todo p ∈ U ×G. Além disso, s∗ω = ω se, e somente se,
s∗1(β

∗
sω) = ω. Isso prova o caso geral. 2

Se ω é a forma de conexão em P , correspondente a uma conexão Hor(P )
em P , e s : U → P é uma seção local diferenciável então a 1-forma ω = s∗ω
em U à valores em g é chamada a representação de ω em relação a s. O Lema
2.3.7 implica que a forma de conexão ω em P |U é unicamente determinada
por sua representação ω em relação a uma seção local diferenciável s : U → P
fixada.

Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, N uma variedade diferenciável e
f : N → M uma aplicação diferenciável. Toda conexão Hor(P ) em P induz
uma conexão no fibrado f∗P . Mais precisamente, temos o seguite:

Lema 2.3.8 Se ω é uma forma de conexão em P então f
∗
ω é uma forma

de conexão em f∗P , onde f : f∗P → P é a aplicação canônica do pull-back
f∗P .

Demonstração. Para todo y ∈ N , a restrição de f à fibra (f∗P )y = Pf(y)

é simplesmente a aplicação identidade de Pf(y). Assim, desse fato e de (2.28),
temos:

(f∗ω)p|Verp(f∗P ) =
(
dβp(1)

)−1
,

para todo p ∈ f∗P . Para cada g ∈ G, denotemos por γP
g : P → P a ação de

g em P e por γf∗P
g : f∗P → f∗P a ação de g em f∗P . Devemos mostrar que

(γf∗P
g )∗(f∗ω) = Adg−1 ◦ (f∗ω).
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De fato, para cada g ∈ G, temos γP
g ◦ f = f ◦ γf∗P

g . Assim,

(γf∗P
g )∗(f∗ω) = (f ◦ γf∗P

g ))∗ω = (γP
g ◦ f)∗ω = f

∗((γP
g )∗ω

)

= f
∗(Adg−1 ◦ ω) = Adg−1 ◦ (f∗ω),

provando o Lema. 2

A correspondência biunívoca entre conexões e formas de conexão em um
fibrado principal, dada pela Proposição 2.3.5, motiva a seguinte:

Definição 2.3.9 Sejam P (M, Π, G) um fibrado principal, N uma variedade
diferenciável e f : N → M uma aplicação diferenciável. Dado uma conexão
Hor(P ) em P , o pull-back de Hor(P ) por f é a conexão Hor(f∗P ) em f∗P
correspondente à forma de conexão f

∗
ω, onde ω é a forma de conexão em P

correspondente à conexão Hor(P ).

2.4 Conexões em fibrados vetoriais

Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial. Dados X ∈ Γ(TM) e f ∈
C∞(M), denotemos por X(f) a aplicação definida por

X(f)(x) = dfx(X(x)),

para todo x ∈ M .

Definição 2.4.1 Uma conexão em E é uma aplicação R-bilinear

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E),

denotada por (X, ε) 7−→ ∇Xε, que é C∞(M)-linear na variável X e que
satisfaz a regra de Leibnitz:

∇X(fε) = X(f)ε + f∇Xε, (2.35)

para quaisquer X ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M) e ε ∈ Γ(E).

Definição 2.4.2 Uma conexão em uma variedade diferenciável M é uma
conexão em seu fibrado tangente TM . Uma variedade afim é um par (M,∇),
onde M é uma variedade diferenciável e ∇ é uma conexão em M .
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Observação 2.4.3 Para toda seção ε ∈ Γ(E) e todo ponto x ∈ M , a seção
∇Xε depende somente em X(x). De fato, como a aplicação

X ∈ Γ(TM) 7−→ ∇Xε ∈ Γ(E)

é C∞(M)-linear, segue do Lema 2.2.14 que, para cada x ∈ M , existe uma
aplicação linear

v ∈ TxM 7−→ ∇vε ∈ Ex

tal que
∇vε = ∇Xε(x),

para todo X ∈ Γ(TM), com X(x) = v. De (2.35) segue que

∇v(fε) = dfx(v) · ε(x) + f(x)∇vε,

para quaisquer ε ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M), x ∈ M e v ∈ TxM .

O Lema seguinte faz uso da regra de Leibnitz para mostrar que ∇Xε(x)
depende somente na restrição de ε em uma vizinhança de x.

Lema 2.4.4 Seja ∇ uma conexão em E e sejam dados um ponto x ∈ M e
seções ε1, ε2 ∈ Γ(E) tais que ε1 = ε2 em uma vizinhança U de x. Então:

∇Xε1(x) = ∇Xε2(x),

para todo X ∈ Γ(TM).

Demonstração. Seja f ∈ C∞(M) tal que supp(f) ⊂ U e f ≡ 1 em uma
vizinhança V ⊂ U de x. Temos f · ε1 = f · ε2 em M , assim

∇X(fε1) = ∇X(fε2).

Por outro lado, de (2.35) e a escolha de f , temos:

∇X(fεi)(x) = dfx(X(x)) · εi(x) + f(x)∇Xεi(x)
= 0 · εi(x) + 1 · ∇Xεi(x) = ∇Xεi(x),

para i = 1, 2, provando a afirmação. 2

Definição 2.4.5 Sejam E, E′ fibrados vetoriais sobre a mesma variedade
diferenciável M munidos de conexões ∇ e ∇′, respectivamente. Dizemos que
um morfismo de fibrados vetoriais L : E → E′ preserva conexão se

∇′v(L ◦ ε) = L(∇vε),

para quaisquer v ∈ TM e ε ∈ Γ(E).
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Definição 2.4.6 Sejam M , M ′ variedades afins. Uma aplicação diferen-
ciável f : M → M ′ é chamada uma aplicação afim se o morfismo de fibrados
vetoriais df : TM → f∗TM ′, dado no Exemplo 2.2.18, preserva conexão,
i.e.,

(f∗∇′)v(df ◦X) = df(∇vX),

para quaisquer v ∈ TM e X ∈ Γ(TM).

Uma conexão ∇ em E induz uma conexão em E|U , para qualquer sub-
conjunto aberto U de M . Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.4.7 Seja ∇ uma conexão em E. Dado um subconjunto aberto
U ⊂ M , existe uma única conexão ∇U no fibrado vetorial E|U tal que:

∇U
Xε|U (x) = ∇Xε(x), (2.36)

para quaisquer x ∈ U , ε ∈ Γ(E) e X ∈ Γ(TM |U ).

Demonstração. Sejam ε′ ∈ Γ(E|U ) e x ∈ U . Pelo Lema 2.2.9, existe
ε ∈ Γ(E) tal que ε′ = ε em uma vizinhança de x em U . Assim, se ∇U é uma
conexão em E|U satisfazendo (2.36), o Lema 2.4.4 implica que

∇U
Xε′(x) = ∇Xε(x), (2.37)

para todo X ∈ Γ(TM |U ), o que prova a unicidade de ∇U . O Lema 2.4.4
implica também que o lado direito de (2.37) não depende da escolha de
ε ∈ Γ(E), que é igual a ε′ em uma vizinhança de x em U . Definimos então
∇U como em (2.37). Claramente ∇U é uma conexão em E|U . 2

A conexão ∇U , definida pelo Lema 2.4.7, é chamada a conexão induzida
em E|U . Convencionaremos em denotar a conexão ∇U pelo mesmo símbolo
∇ usado para denotar a conexão de E.

Exemplo 2.4.8 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial e s : U → FR(E)
uma seção local diferenciável. Definimos uma conexão dIs associada a s no
fibrado vetorial E|U por:

dIsvε(x) = s(x) · dε̃x(v), (2.38)

para quaisquer x ∈ U , v ∈ Γ(TM |U ) e ε ∈ Γ(E|U ), onde ε̃ : U → Rn é a
representação de ε em relação a s.
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Definição 2.4.9 Sejam ∇ uma conexão em E e s : U → FR(E) uma seção
local diferenciável. O tensor de Christoffel da conexão ∇ relativo a s é a
aplicação C∞(M)-bilinear

Γ : Γ(TM |U )× Γ(E|U ) → Γ(E|U )

definida por
Γ = ∇− dIs,

onde dIs é a conexão definida em (2.38).

Como Γ é uma aplicação C∞(M)-bilinear, segue do Lema 2.2.14 que,
para cada x ∈ U , existe uma aplicação bilinear

Γx : TxM × Ex → Ex

tal que
Γx

(
X(x), ε(x)

)
= Γ(X, ε)(x),

para quaisquer X ∈ Γ(TM |U ) e ε ∈ Γ(E|U ). Assim, podemos identificar Γ
com a seção diferenciável x 7−→ Γx do fibrado vetorial Lin(TM |U , E|U ; E|U ).
Por outro lado, podemos identificar o fibrado Lin(TM |U , E|U ;E|U ) com o
fibrado vetorial Lin

(
TM |U ,Lin(E|U )

)
, logo Γ pode ser identificado com um

campo 1-tensorial diferenciável em U à valores em Lin(E|U ). Ou seja, para
cada x ∈ U e v ∈ TxM , escrevemos

Γx(v) = Γx(v, ·) ∈ gl(Ex),

de modo que Γx : TxM → gl(Ex) é uma aplicação linear.

Explicitamente, o tensor de Christoffel da conexão ∇ em relação à seção
local diferenciável s : U → FR(E) é a aplicação C∞(M)-bilinear tal que:

∇vε = s(x) · dε̃x(v) + Γx(v) · ε(x), (2.39)

para quaisquer x ∈ U , v ∈ TxM e ε ∈ Γ(E|U ), onde ε̃ : U → Rn denota a
representação de ε em relação a s.

Teorema 2.4.10 Seja ∇ uma conexão em E e s : U → FR(E) uma seção
local diferenciável de FR(E). Então, existe uma única conexão Hor(FR(E))
em FR(E) tal que

Γx(v) = Ads(x)

(
ωx(v)

)
, (2.40)

para quaisquer x ∈ U e v ∈ TxM , onde ω = s∗ω e ω é a forma de conexão
associada à conexão Hor(FR(E)).
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A prova do Teorema 2.4.10 passa pela construção do fibrado associado
do GL(Rn)-fibrado principal FR(E). Como nosso objetivo não se estende
a tais construções, reportamos o leitor a [27, Seção 2.5] ou [17, Seção 3.3].
A conexão Hor(FR(E)), dada pelo Teorema 2.4.10, é chamada a conexão
correspondente à conexão ∇.

Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial e ∇ uma conexão em E.

Definição 2.4.11 O tensor de curvatura da conexão ∇ é a aplicação

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E)

definida por
R(X,Y )ε = ∇X∇Y ε−∇Y∇Xε−∇[X,Y ]ε,

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM) e ε ∈ Γ(E), onde [X,Y ] ∈ Γ(TM) denota o
colchete de Lie de X e Y .

O tensor de curvatura R é uma aplicação C∞(M)-trilinear e, assim, para
cada x ∈ M , R define uma aplicação trilinear

Rx : TxM × TxM ×Ex → Ex.

Além disso, R é anti-simétrico em relação às duas primeiras variáveis.

Definição 2.4.12 Seja ι : TM → E um morfismo de fibrados vetoriais. O
ι-tensor de torção da conexão ∇ é a aplicação

T ι : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(E)

definida por

T ι(X, Y ) = ∇Xι(Y )−∇Y ι(X)− ι([X, Y ]),

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM).

Quando E = TM e ι é a aplicação identidade então T = T ι coincide
com o tensor de torção usual de ∇. O ι-tensor de torção T ι é uma aplicação
C∞(M)-bilinear e, assim, para cada x ∈ M , T ι define uma aplicação bilinear

T ι
x : TxM × TxM → Ex.

Além disso, T ι é anti-simétrico.



CAPÍTULO 2. ESPAÇOS FIBRADOS E CONEXÕES 60

2.4.1 Conexão no fibrado vetorial quociente

Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial e (F, π, M, V ) um subfibrado
vetorial. Para cada x ∈ M , o espaço vetorial Ex/Fx é isomorfo a Rn/V .
Denotemos por

E/F =
⋃

x∈M

Ex/Fx

e por π a aplicação que transforma Ex/Fx sobre x, para todo x ∈ M .
Mostremos que (E/F, π, M,Rn/V ) é um fibrado vetorial. Seja s : U →
FR(E) uma seção local diferenciável. Para cada x ∈ U , denotemos por
s(x) : Rn/V → Ex/Fx a (única) aplicação linear que torna o diagrama

Rn
s(x) //

q0

²²

Ex

qx

²²
Rn/V

s(x)
// Ex/Fx

(2.41)

comutativo, onde q0 e qx denotam as respectivas aplicações quocientes. O
diagrama (2.41) define, portanto, uma seção local s : U → FR(E/F ) de
FR(E/F ). Sejam agora s1 : U1 → FR(E) e s2 : U2 → FR(E) seções locais
diferenciáveis com aplicação de transição g : U1 ∩ U2 → GL(Rn). Então, a
aplicação de transição

g : U1 ∩ U2 → GL(Rn/V )

de s1 : U1 → FR(E/F ) para s2 : U2 → FR(E/F ) é dada por g = q0 ◦g, onde
q0 : GL(Rn) → GL(Rn/V ) denota a aplicação quociente. Como q0 e g são
diferenciáveis segue que g é uma aplicação diferenciável. Assim, o conjunto

A = {s : s ∈ Γ(FR(E))} (2.42)

define um atlas de seções locais de FR(E/F ). Considerando Amax o único
atlas maximal de seções locais de FR(E/F ) → M contendo (2.42), segue
que (E/F, π, M,Rn/V ) é um fibrado vetorial, chamado o fibrado vetorial
quociente de E por F .

Exemplo 2.4.13 Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial, ∇ uma conexão
em E e F um subfibrado vetorial de E. Denotando por q : E → E/F a
aplicação quociente, segue que a aplicação

(X, ε) ∈ Γ(TM)× Γ(F ) 7−→ q ◦ ∇Xε ∈ Γ(E/F )
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é C∞(M)-bilinear. Assim, pelo Lema 2.2.14, existe uma seção diferenciável
αF de Lin(TM, F ; E/F ) tal que

∇vε + Fx = αF
x (v, ε(x)) ∈ Ex/Fx,

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . A seção αF é chamada a segunda forma
fundamental do subfibrado vetorial F .

2.5 A forma de curvatura

O objetivo desta seção é explicitar a relação existente entre o tensor de
curvatura R de uma conexão ∇ em um fibrado vetorial E e a forma de
conexão Ω, que é uma 2-forma diferenciável associada à forma de conexão
ω de ∇. Faremos isso sem demonstrações, apenas enunciando o resultado
principal.

Seja P (M, Π, G) um fibrado principal munido de uma conexão Hor(P ).
Denotemos por ω a forma de conexão de Hor(P ). Dado uma k-forma di-
ferencial λ em P , denotemos por dλ sua diferencial exterior6, que é uma
(k + 1)-forma diferencial em P .

Definição 2.5.1 Seja λ uma k-forma diferencial em P . A diferencial exte-
rior covariante de λ é a (k + 1)-forma Dλ em P definida por:

Dλp(ζ1, . . . , ζk+1) = dλp

(
πhor(ζ1), . . . , πhor(ζk+1)

)
,

para quaisquer p ∈ P e ζ1, . . . , ζk+1 ∈ TpP .

Claramente a diferencial exterior covariante de uma k-forma diferenciável
é uma (k + 1)-forma diferenciável em P .

Definição 2.5.2 A forma de curvatura da conexão Hor(P ) é a 2-forma di-
ferenciável em P à valores em g definida por:

Ω = Dω.

Proposição 2.5.3 A forma de curvatura Ω é dada por:

Ω = dω +
1
2
ω ∧ ω, (2.43)

6Aqui estamos supondo que λ é diferenciável.
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onde o produto wedge é considerado em relação ao colchete de Lie de g. De
forma mais explícita, (2.43) siginifica:

Ωp(ζ1, ζ2) = dωp(ζ1, ζ2) + [ωp(ζ1), ωp(ζ2)],

para quaisquer p ∈ P e ζ1, ζ2 ∈ TpP .

Demonstração. Ver [17, Teorema 2.5.2]. 2

Seja (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial munido de uma conexão∇. O ten-
sor de curvatura R de ∇ pode ser identificado com uma 2-forma diferenciável
em M à valores em gl(Rn). Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.5.4 Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial munido de uma conexão
∇. A forma de curvatura Ω correspondente à conexão no GL(Rn)-fibrado
principal FR(E) está associada ao tensor de curvatura R de ∇; de forma
mais explícita:

p ◦ Ωp(ζ1, ζ2) ◦ p−1 = Rx

(
dΠp(ζ1), dΠp(ζ2)) ∈ Lin(Ex),

para quaisquer x ∈ M , p ∈ FR(Ex) e ζ1, ζ2 ∈ TpFR(E), onde

Π : FR(E) → M

denota a projeção.

Demonstração. Ver Seção 3.5 de [17]. 2

2.6 Conexões lineares G-invariantes em espaços ho-
mogêneos

Seja G/H um espaço homogêneo, onde G é um grupo de Lie e H é um
subgrupo fechado de G. Uma conexão linear ∇ em G/H é chamada G-
invariante se, para todo g ∈ G, o difeomorfismo Lg : G/H → G/H, definido
em (1.46), é um difeomorfismo afim. Por exemplo, seja 〈·, ·〉 uma métrica
semi-Riemanniana G-invariante em G/H. Então, a conexão de Levi-Civita
de (G/H, 〈·, ·〉) é G-invariante.

Nesta seção discutiremos uma caracterização das conexões G-invariantes
em G/H em termos de aplicações lineares λ : m → gl(m), onde m é um
subespaço de g tal que g = h⊕m. Identificaremos, assim, o espaço tangente
T1H(G/H) com m de maneira natural.

Denotemos por T (G/H) o fibrado tangente de G/H e consideremos o
GL(m)-fibrado principal FRm(T (G/H)).
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Observação 2.6.1 Aqui, estamos considerando o fibrado tangente T (G/H)
com fibra típica m ao invés de Rn. Isso é feito como segue: escolha um
isomorfismo linear i : m → Rn e considere a aplicação

γi : FR(T (G/H)) → FRm(T (G/H)) (2.44)

definida por γi(p) = p ◦ i, para todo p ∈ FR(T (G/H)). Usando o Lema
2.1.8, é possível mostrar que existe um único atlas maximal de seções locais
de FRm(T (G/H)) → M que torna γi um isomorfismo de fibrados principais,
cujo homomorfismo subjacente é

Ii : GL(m) → GL(Rn),

definido por Ii(T ) = i ◦ T ◦ i−1, para todo T ∈ GL(m). Tal atlas maximal
não depende da escolha do isomorfismo linear i : m → Rn. Além disso, a
estrutura diferenciável de T (G/H) não muda quando mudamos a fibra típica
de Rn para m.

Temos uma ação diferenciável à esquerda de G em FRm(T (G/H)) defi-
nida por:

g · p = dLg(x) ◦ p, (2.45)

para quaisquer x ∈ G/H, p ∈ FRm(Tx(G/H)) e g ∈ G. Podemos, assim,
definir uma ação diferenciável à esquerda de G×GL(m) em FRm(T (G/H))
como sendo:

(g, τ) · p = (g · p) ◦ τ−1 = g · (p ◦ τ−1), (2.46)

para quaisquer p ∈ FRm(T (G/H)), g ∈ G e τ ∈ GL(m). Denotemos por

Idm ∈ FRm(T1H(G/H))

a aplicação identidade de m e seja S ⊂ G×GL(m) o subgrupo de isotropia
de Idm. A ação (2.46) é transitiva e, portanto, temos um difeomorfismo
diferenciável:

Υ : (G×GL(m))/S → FRm(T (G/H)) (2.47)

dado por
Υ

(
(g, τ)S

)
= dLg(1H) ◦ τ−1.
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O difeomorfismo (2.47) define, portanto, um diagrama comutativo:

(G×GL(m))/S
Υ //

Π′ ((QQQQQQQQQQQQQQ
FRm(T (G/H))

Πvvmmmmmmmmmmmmm

G/H

(2.48)

onde Π′ é definida por
Π′

(
(g, τ)S

)
= gH.

Usando (1.56), obtemos:

S = Gr(Ad) = {(h,Adh) : h ∈ H} ⊂ H ×GL(m).

A álgebra de Lie de S é portanto dada por:

s = Gr(ad) = {(X, adX) : X ∈ h} ⊂ h⊕ gl(m). (2.49)

Uma conexão em G/H é unicamente determinada por uma conexão
Hor(FRm(T (G/H))) no fibrado principal FRm(T (G/H)). Denotemos por
D a distribuição diferenciável no quociente (G×GL(m))/S que corresponde
a Hor(FRm(T (G/H))) através do difeomorfismo Υ. Uma conexão em G/H é
G-invariante se, e somente se, a conexão correspondente em FRm(T (G/H))
é G-invariante. Assim, as conexões G-invariantes em G/H estão em corres-
pondência biunívoca com as distribuições diferenciáveis GL(m)-invariantes
D em (G×GL(m))/S que são horizontais em relação a Π′.

De (2.49) segue que m⊕gl(m) é um complemento de s no espaço g⊕gl(m).
Assim, a diferencial da aplicação quociente

(g, τ) ∈ G×GL(m) 7−→ (g, τ)S ∈ (G×GL(m))/S

no ponto (1, Idm) restringe-se a um isomorfismo de m ⊕ gl(m) ao espaço
tangente de (G × GL(m))/S no ponto (1, Idm)S; identificaremos então este
espaço tangente com m ⊕ gl(m) através deste isomorfismo. Consideremos a
representação isotrópica

Ad : S → GL(m⊕ gl(m)) (2.50)

de S em m ⊕ gl(m). Uma distribuição (G × GL(m))-invariante D em (G ×
GL(m))/S é unicamente determinada7 por um subespaço d = D(1,Idm)S de

7Esta afirmação é a versão mais geral do Lema 1.6.7; ver [17] para maiores detalhes.
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m ⊕ gl(m) que é invariante sob a representação isotrópica (2.50). A repre-
sentação isotrópica (2.50) é dada por:

Ads(X, κ) =
(
Adh(X), Adh ◦ κ ◦Ad−1

h − adprhAdh(X)

)
, (2.51)

para quaisquer X ∈ m, κ ∈ gl(m), h ∈ H, onde s = (h,Adh) ∈ S. A
diferencial

ad : s → gl(m⊕ gl(m))

de (2.50) é dada por:

adσ(X,κ) =
(
adY (X), [adY , κ]− adprh[Y,X]

)
, (2.52)

para quaisquer X ∈ m, κ ∈ gl(m), Y ∈ h, onde σ = (Y, adY ) ∈ s. A
diferencial da aplicação Π′ : (G × GL(m))/S → G/H no ponto (1, Idm)S é
dada por:

(X, κ) ∈ m⊕ gl(m) 7−→ X ∈ m. (2.53)

Assim, D é horizontal em relação a Π′ se, e somente se, d é um complemento
de gl(m) em m⊕ gl(m). Temos, assim, o seguinte:

Lema 2.6.2 Existe uma correspondência biunívoca entre as conexões G-
invariantes em G/H e as aplicações lineares λ : m → gl(m) que satisfazem a
seguinte condição:

Adh ◦ λ(X) ◦Ad−1
h − adprhAdh(X) = λ(Adh(X)), (2.54)

para quaisquer h ∈ H e X ∈ m. A condição (2.54) implica:

[adY , λ(X)]− adprh[Y,X] = λ(adY (X)), (2.55)

para quaisquer X ∈ m e Y ∈ h. Se H é conexo então a condição (2.54) é
equivalente à condição (2.55).

Demonstração. Um subespaço d de m ⊕ gl(m) é um complemento de
gl(m) se, e somente se, d é o gráfico de uma aplicação linear λ : m → gl(m).
Usando (2.51), segue que (Gr)(λ) é invariante sob a representação isotrópica
(2.50) se, e somente se, a condição (2.54) é satisfeita. O restante da prova
segue diretamente de (2.52) e do Lema 1.3.1. 2

Explicitaremos agora o tensor de curvatura R de uma conexão G-invari-
ante ∇ em G/H em termos da correspondente aplicação linear λ. O tensor
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de torção T de ∇ pode ser determinado de maneira similar; no entanto, como
estamos interessados no caso em que ∇ é a conexão de Levi-Civita de alguma
métrica semi-Riemanniana G-invariante em G/H, explicitaremos somente o
tensor de curvatura.

Seja ∇ uma conexão G-invariante em G/H. Como q : G → G/H é
um H-fibrado principal (cf. Exemplo 2.1.5), consideremos o morfismo de
fibrados principais:

φ : G → FRm(T (G/H)) (2.56)

definido por:
φ(g) = dLg(1H),

para todo g ∈ G, cujo homomorfismo subjacente é a representação isotrópica
Ad : H → GL(m). Seja ω a forma de conexão de ∇ em FRm(T (G/H)).
Como o difeomorfismo Lg : G/H → G/H é uma aplicação afim, para cada
g ∈ G, ω é invariante pela ação de G em FRm(T (G/H)) (cf. (2.45)). Segue
então que a forma diferencial φ∗ω em G é invariante à esquerda. De (2.43),
temos:

(φ∗Ω)1(X, Y ) = d(φ∗ω)1(X, Y ) +
1
2
(
(φ∗ω)1 ∧ (φ∗ω)1

)
(X,Y )

= −(φ∗ω)1([X,Y ]) + [(φ∗ω)1(X), (φ∗ω)1(Y )],
(2.57)

para quaisquer X, Y ∈ g.

Lema 2.6.3 A forma invariante à esquerda φ∗ω é dada por:

(φ∗ω)1(X) = λ(prm(X)) + adprh(X), (2.58)

para todo X ∈ g, onde λ : m → gl(m) é a aplicação linear correspondente à
conexão ∇ dada no Lema 2.6.2.

Demonstração. Inicialmente, calcularemos Υ∗ω, onde Υ é o difeomor-
fismo dado em (2.47). Consideremos o difeomorfismo:

βIdm : GL(m) → FRm(T1H(G/H))

dado pela ação no elemento Idm. A diferencial de βIdm em Idm ∈ GL(m) é
um isomorfismo:

dβIdm(Idm) : gl(m) → VerIdm

(
FRm(T1H(G/H))

)
. (2.59)
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A restrição de ω a VerIdm

(
FRm(T1H(G/H))

)
é a inversa de (2.59). O iso-

morfismo

dΥ((1, Idm)S) : m⊕ gl(m) → TIdmFRm(T1H(G/H)) (2.60)

transforma gl(m) (que é o núcleo de (2.53)) sobre VerIdm

(
FRm(T1H(G/H))

)
.

A restrição de Υ∗ω a gl(m) é igual a composição da restrição de (2.60) a gl(m)
com a inversa de (2.59). Tal composição é a diferencial no ponto (1, Idm)S
da aplicação

β−1
Idm

◦Υ : Π′−1(1H) = (H ×GL(m))/S → GL(m)

dada por
(h, τ)S 7−→ Adh ◦ τ−1.

Isso é calculado facilmente como:

(Υ∗ω)(1,Id)S(κ) = −κ ∈ gl(m),

para todo κ ∈ gl(m). A aplicação (2.60) transforma o gráfico de λ, Gr(λ),
sobre HorIdm(FRm(T1H(G/H))) e, assim, Υ∗ω anula-se em Gr(λ). Assim,
temos:

(Υ∗ω)(1,Id)S(X, κ) = λ(X)− κ ∈ gl(m), (2.61)

para quaisquer X ∈ m e κ ∈ gl(m). Calculemos agora φ∗ω. Temos:

φ∗ω = (Υ−1 ◦ φ)∗Υ∗ω, (2.62)

onde
Υ−1 ◦ φ : G → (G×GL(m))/S

é dada por (Υ−1 ◦ φ)(g) = (g, Idm)S, para todo g ∈ G. A diferencial da
aplicação Υ−1 ◦ φ no elemento identidade 1 ∈ G é dada por:

X ∈ g 7−→ (
prm(X),−adpr(X)

) ∈ m⊕ gl(m). (2.63)

A conclusão segue agora de (2.61), (2.62) e (2.63). 2

Corolário 2.6.4 A forma invariante à esquerda φ∗Ω é dada por:

(φ∗Ω)1(X,Y ) =− (λ ◦ prm)([X,Y ])− adprh[X,Y ]

+ [λ(prm(X)) + adprh(X), λ(prm(Y )) + adprh(Y )],
(2.64)

para quaisquer X, Y ∈ g.
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Demonstração. Segue diretamente de (2.57) e do Lema 2.6.3. 2

Proposição 2.6.5 Seja ∇ uma conexão G-invariante em G/H correspon-
dendo à uma aplicação linear λ : m → gl(m), como no Lema 2.6.2. Então, o
tensor de curvatura R de ∇ no ponto 1H ∈ G/H é dado por:

R1H(X, Y ) = [λ(X), λ(Y )]− adprh[X,Y ] − (λ ◦ prm)([X,Y ]), (2.65)

para quaisquer X, Y ∈ m, onde identificamos m com T1H(G/H).

Demonstração. Pelo Lema 2.5.4, temos:

R1H(X, Y ) = Ω(ζ1, ζ2),

onde ζ1, ζ2 ∈ TIdmFRm(T1H(G/H)) são tais que:

dΠ(ζ1) = X e dΠ(ζ2) = Y. (2.66)

Se φ denota o morfismo de fibrados principais definido em (2.56), então
ζ1 = dφ1(X) e ζ2 = dφ1(Y ) satisfazem (2.66). Assim,

R1H(X, Y ) = (φ∗Ω)1(X, Y ),

para quaisquer X, Y ∈ m. A conclusão segue então do Corolário 2.6.4. 2

2.6.1 A conexão de Levi-Civita

Seja 〈·, ·〉 uma métrica semi-Riemanniana G-invariante em G/H e seja ∇
a conexão de Levi-Civita de (G/H, 〈·, ·〉). A conexão ∇, por ser G-invariante,
corresponde à uma aplicação linear λ : m → gl(m), como no Lema 2.6.2.
Determinaremos uma expressão para λ em termos da métrica 〈·, ·〉.

Observação 2.6.6 Considerando a decomposição g = h⊕m, podemos con-
siderar uma seção local diferenciável s : U ⊂ G/H → G da aplicação quo-
ciente π : G → G/H, com 1H ∈ U , s(1H) = 1 e tal que ds(1H) : m → g seja
a aplicação inclusão de m em g. Basta, por exemplo, considerar a inversa
da restrição de π à imagem pela aplicação exponencial de uma vizinhança
suficientemente pequena de 0 em m.

Dado X ∈ g, definimos um campo vetorial diferenciável X em U fazendo:

X(gH) = dLs(gH)(1H)(dπ1(X)),



CAPÍTULO 2. ESPAÇOS FIBRADOS E CONEXÕES 69

para todo gH ∈ U . Como estamos identificando T1H(G/H) com g/h, temos
dπ1(X) = X + h, para todo X ∈ g. Assim,

X(gH) = dLs(gH)(1H)(X + h). (2.67)

Um cálculo simples mostra que, se X,Y ∈ m, então:

[X,Y ]1H = [X, Y ]1H .

Como os campos vetoriais X são invariantes pela ação de G, segue da fórmula
de Koszul que:

〈∇XY , Z〉 =
1
2
(〈[X, Y ], Z〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y , Z], X〉). (2.68)

Teorema 2.6.7 Sejam 〈·, ·〉 uma métrica semi-Riemanniana G-invariante
em G/H e ∇ a conexão de Levi-Civita de (G/H, 〈·, ·〉). Se λ : m → gl(m)
denota a aplicação linear dada no Lema 2.6.2, então λ satisfaz:

〈λ(X)Y,Z〉 =
1
2
(〈prm([X,Y ]), Z〉 − 〈prm([X, Z]), Y 〉
− 〈prm([Y, Z]), X〉),

(2.69)

para quaisquer X, Y, Z ∈ m, onde 〈·, ·〉 dado em (2.69) denota o produto
escalar em m correspondente à métrica 〈·, ·〉, dado no Lema 1.6.7.

Demonstração. Seja s0 : U → G uma seção local diferenciável de π como
na Observação 2.6.6. Então,

s = φ ◦ s0 : U → FRm(T (G/H))

é uma seção local diferenciável de FRm(T (G/H)), onde φ é o morfismo de
fibrados principais dado em (2.56). Denotemos por Γ o tensor de Christoffel
da conexão ∇ em relação a s. Dado um campo vetorial X como em (2.67),
denotemos por X̃ : U → m a representação de X em relação a s (cf. (2.16)).
Temos:

X̃(gH) = s(gH)−1 ·X(gH)

=
(
dLs0(gH)(1H)

)−1 · dLs0(gH)(1H)(X + h)
= X + h.

Isso mostra que a representação X̃ de X é constante e, portanto:

∇vY = dIsvY + ΓgH(v) · Y (gH) = ΓgH(v) · Y (gH).
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Em particular, se X, Y ∈ m, temos:

∇XY = Γ(X)Y. (2.70)

Por outro lado, seja ω a forma de conexão de ∇ em FRm(T (G/H)) e con-
sideremos ω = s∗ω a representação de ω em relação a s. Temos ω = s∗0(φ

∗ω)
e, portanto:

ω1H = (φ∗ω)1 ◦ ds(1H).

Pela escolha da seção s e do Lema 2.6.3, temos:

ω1H(X) = λ(X), (2.71)

para todo X ∈ m. De (2.40), temos:

ΓgH(v) = Ads(gH)(ωgH(v))

= s(gH) ◦ ωgH(v) ◦ s(gH)−1.

Como estamos identificando T1H(G/H) com m, temos:

Γ1H(X) = ω1H(X), (2.72)

para todo X ∈ m. A conclusão segue de (2.68), (2.70), (2.71) e (2.72). 2



Capítulo 3

G-estruturas e a Inner Torsion

3.1 Introdução

Neste Capítulo estudaremos a inner torsion de uma G-estrutura. A noção
de G-estrutura é um tanto quanto conhecida nos livros de Geometria Dife-
rencial (ver, por exemplo, [6], [16], [27], [32]). Dar uma G-estrutura em
uma variedade diferenciável Mn significa escolher um subconjunto dos ref-
erenciais do fibrado tangente de M no qual o grupo G age de forma livre
e transitiva. Por exemplo, dar uma O(Rn)-estrutura em M é equivalente a
dar uma métrica Riemanniana na variedade M .

A inner torsion de uma G-estrutura pode ser vista como um tipo de
derivada covariante da G-estrutura dada. Mais precisamente, dado uma G-
estrutura P , a inner torsion de P é um campo tensorial definido pela derivada
covariante de P em relação a uma conexão dada. Por exemplo, consideremos
o caso em que (Mn, g) é uma variedade Riemanniana munida de sua conexão
de Levi-Civita ∇, G é o grupo ortogonal O(Rn) e a G-estrutura é dada pelo
conjunto dos referenciais ortonormais. Como ∇ é compatível com g, a inner
torsion dessa G-estrutura é nula.

A inner torsion tem um papel fundamental na teoria das variedades infini-
tesimalmente homogêneas onde, no Capítulo 4, estudamos um teorema de
imersões isométricas em variedades semi-Riemannianas infinitesimalmente
homogêneas munidas com uma G-estrutura. As principais referências são
[26] e [27].

71
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3.2 G-estruturas em fibrados vetoriais

Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, FR(E) o GL(Rn)-fibrado prin-
cipal dos referenciais de E e G um subgrupo de Lie de GL(Rn).

Definição 3.2.1 Uma G-estrutura no fibrado vetorial E é um G-subfibrado
principal P de FR(E).

Exemplo 3.2.2 Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial, P ⊂ FR(E) uma
G-estrutura em E e f : N → M uma aplicação diferenciável. Como f∗P é
um G-subfibrado principal de f∗FR(E) (cf. Exemplo 2.1.11), segue que f∗P
é uma G-estrutura de f∗E.

Exemplo 3.2.3 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial munido de uma
métrica semi-Riemanniana g de índice r. Assuma que a fibra típica Rn está
munida da forma bilinear de Minkowski 〈·, ·〉 de índice r. Para cada x ∈ M ,
denotemos por FRo(Ex) o conjunto de todas as isometrias lineares de Rn em
Ex. Então, o conjunto

FRo(E) =
⋃

x∈M

FRo(Ex)

de todos os referenciais ortonormais de E é um Or(Rn)-subfibrado principal
de FR(E). De fato, para cada x ∈ M , FRo(Ex) é uma Or(Rn)-órbita.
Além disso, pela Proposição 2.2.13, existe uma seção local diferenciável s :
U → FR(E) de FR(E), com x ∈ U e s(U) ⊂ FRo(E). Isso mostra que
FRo(E) é um Or(Rn)-subfibrado principal de FR(E). Portanto, FRo(E) é
uma Or(Rn)-estrutura em E.

Exemplo 3.2.4 Seja (F, π, M, V ) um subfibrado vetorial de (E, π, M,Rn).
Então, o conjunto

FR(E; V, F )

de todos os referenciais de E adaptados a (V, F ) é um GL(Rn; V )-subfi-
brado principal de FR(E). Assim, FR(E; V, F ) é uma GL(Rn; V )-estrutura
no fibrado vetorial E. Suponha, além disso, que E está munido de uma
métrica semi-Riemanniana g de índice r e Rn está munido da forma bilinear
de Minkowski 〈·, ·〉 de índice r. Então, o conjunto

FRo(E;V, F ) = FR(E;V, F ) ∩ FRo(E)

é uma Or(Rn; V )-estrutura em E se FRo(Ex;Rk, Fx) 6= ∅, para todo x ∈ M .
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Exemplo 3.2.5 Sejam (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial e ε ∈ Γ(E) com
ε(x) 6= 0, para todo x ∈ M . Se e0 ∈ Rn é um vetor não-nulo, então o
conjunto

FR(E; e0, ε) =
⋃

x∈M

FR(Ex; e0, ε(x))

de todos os referenciais de E que são adaptados a (e0, ε) é uma GL(Rn; e0)-
estrutura em E. Se g é uma métrica semi-Riemanniana de índice r em E
e 〈·, ·〉 denota a forma bilinear de Minkowski de índice r em Rn, então o
conjunto

FRo(E; e0, ε) = FR(E; e0, ε) ∩ FRo(E)

é uma Or(Rn; e0)-estrutura em E se FRo(Ex; e0, ε(x)) 6= 0, para todo x ∈ M .

Sejam E, F fibrados vetoriais sobre a mesma variedade diferenciável M e
com mesma fibra típica Rn. Seja G um subgrupo de Lie de GL(Rn) e sejam
P , Q G-estruturas em E e F , respectivamente. Dizemos que um morfismo
de fibrados vetoriais L : E → F preserva G-estrutura se:

Lx ◦ p ∈ Qx, (3.1)

para quaisquer x ∈ M e p ∈ Px. A condição (3.1) implica que Lx é um
isomorfismo linear, para todo x ∈ M . Logo, pelo Lema 2.2.15, todo morfismo
de fibrados vetoriais que preserva G-estrutura é um isomorfismo de fibrados
vetoriais.

Definição 3.2.6 Sejam Mn uma variedade diferenciável e G um subgrupo
de Lie de GL(Rn). Uma G-estrutura em M é uma G-estrutura P ⊂ FR(TM)
no fibrado tangente TM .

Definição 3.2.7 Sejam Mn, Nn variedades diferenciáveis, G um subgrupo
de Lie de GL(Rn) e P , Q G-estruturas em M e N , respectivamente. Dize-
mos que uma aplicação diferenciável f : M → N preserva G-estrutura se o
morfismo de fibrados vetoriais df : TM → f∗TN preserva G-estrutura (cf.
Exemplo 2.2.18), onde f∗TN está munido com a G-estrutura f∗Q.

Toda aplicação diferenciável f : M → N que preserva G-estrutura é um
difeomorfismo local. Além disso, composição de aplicações que preservam
G-estrutura é uma aplicação que preserva G-estrutura e se f é um difeomor-
fismo que preserva G-estrutura então f−1 também é um difeomorfismo que
preserva G-estrutura.
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3.3 A inner torsion de uma G-estrutura

Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, ∇ uma conexão em E e denote-
mos por Hor(FR(E)) a conexão em FR(E) associada a ∇. Consideremos um
subgrupo de Lie G de GL(Rn) e P uma G-estrutura em E.

Definição 3.3.1 Dizemos que a conexão ∇ é compatível com a G-estrutura
P se

Horp(FR(E)) ⊂ TpP, (3.2)

para todo p ∈ P .

A condição (3.2) significa que a distribuição Hor(FR(E)) é tangente à sub-
variedade P de FR(E). Neste caso, a restrição de Hor(FR(E)) a P é uma
conexão no G-fibrado principal P . No caso geral, existe um tensor que
"mede a falta de compatibilidade"de ∇ com P , chamado a inner torsion da
G-estrutura P em relação a ∇, que passaremos a descrevê-lo.

Para cada x ∈ M , denotemos por Gx o subgrupo de GL(Ex) formado
por todas as aplicações σ : Ex → Ex que preservam G-estrutura, ou seja,

Gx = {σ ∈ GL(Ex) : σ ◦ p ∈ Px, para algum p ∈ Px}.

Lema 3.3.2 Para todo x ∈ M , Gx é um subgrupo de Lie de GL(Ex).

Demonstração. Mostremos que

Ip(G) = Gx, (3.3)

para todo p ∈ Px, onde Ip : GL(Rn) → GL(Ex) denota o isomorfismo dado
pela conjugação com p, i.e., Ip(q) = p ◦ q ◦ p−1, para todo q ∈ GL(Rn).
De fato, se T ∈ Ip(G) então T = p ◦ g ◦ p−1, para algum g ∈ G. Assim,
T ◦p = p◦g ∈ Px e, portanto, T ∈ Gx. Reciprocamente, dado σ ∈ Gx temos
σ ◦ p = p ◦ g, para algum g ∈ G. Assim, σ = p ◦ g ◦ p−1 ∈ Ip(G). 2

Para cada x ∈ M , denotemos por gx ⊂ gl(Ex) a álgebra de Lie de Gx.
Assim, de (3.3), temos:

Adp(g) = gx, (3.4)

para todo p ∈ Px, onde g ⊂ gl(Rn) denota a álgebra de Lie de G.
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Seja ω a forma de conexão de Hor(FR(E)). Para cada x ∈ M e para
cada p ∈ FR(Ex), a aplicação

(dΠp, ωp) : TpFR(E) → TxM ⊕ gl(Rn), (3.5)

definida por

(dΠp, ωp)(v) = (dΠp(v), ωp(v)), (3.6)

para todo v ∈ TpFR(E), é um isomorfismo, onde Π : FR(E) → M denota a
projeção. De fato, temos uma decomposição em soma direta:

TpFR(E) = Horp(FR(E))⊕Verp(FR(E));

a aplicação dΠp transforma Horp(FR(E)) isomorficamente sobre TxM e
a aplicação ωp transforma Verp(FR(E)) isomorficamente sobre gl(Rn) (cf.
(2.23)).

Dados x ∈ M e p ∈ Px, denotemos por

Vp = (dΠp, ωp)(TpP ) ⊂ TxM ⊕ gl(Rn)

a imagem de TpP pelo isomorfismo (3.5). Se ∇ é compatível com a G-
estrutura P então Vp = TxM ⊕ g. Para o caso geral, defineremos um tensor
que "mede"o quanto Vp se aproxima de TxM ⊕ g.

Lema 3.3.3 Dados x ∈ M e p ∈ Px, existe uma única aplicação linear
Lp : TxM → gl(Rn)/g tal que

Vp = {(v, X) ∈ TxM ⊕ gl(Rn) : Lp(v) = X + g}.
Além disso, se s : U → P é uma seção local diferenciável de P , com s(x) = p,
e ω = s∗ω é a representação de ω em relação a s, então Lp é a composição

TxM //

Lp

77
ωx // gl(Rn) //quociente // gl(Rn)/g (3.7)

Demonstração. A existência e unicidade da aplicação Lp segue do fato
que a restrição a Vp da projeção TxM ⊕ gl(Rn) → TxM é sobrejetora e
Vp ∩

({0} ⊕ gl(Rn)
)

= {0} ⊕ g. Seja agora s : U → P uma seção local
diferenciável de P , com s(x) = p, e seja ω = s∗ω. A imagem de dsx está
contida em TpP . Assim, dado v ∈ TxM , temos dsx(v) ∈ TpP e a imagem de
dsx(v) pelo isomorfismo (3.5) é igual a

(v, ωp(dsx(v))) = (v, ωx(v)).

Assim, o gráfico de ω está contido em Vp e a conclusão segue. 2
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Observação 3.3.4 A aplicação linear ωx : TxM → gl(Rn) depende da es-
colha da seção local diferenciável s : U → P , com s(x) = p. No entanto,
do Lema 3.3.3, a composição (3.7) depende somente da escolha do ponto
p ∈ Px.

Sejam x ∈ M e p ∈ Px. De (3.4) segue que o isomorfismo linear Adp :
gl(Rn) → gl(Ex) induz um isomorfismo linear

Adp : gl(Rn)/g → gl(Ex)/gx (3.8)

por passagem ao quociente.

Lema 3.3.5 A aplicação linear

IP
x : TxM → gl(Ex)/gx, (3.9)

definida pelo diagrama

TxM //

IP
x

66

Lp // gl(Rn)/g //Adp // gl(Ex)/gx (3.10)

não depende da escolha do ponto p ∈ Px.

Demonstração. Pela Observação 3.3.4, a aplicação linear Lp depende
somente em p. Consideremos então p, q ∈ Px e seja g ∈ G tal que q = p · g.
Consideremos a seção local diferenciável s′ = γg ◦ s : U → P de P , onde
γg : P → P denota a ação de g em P . Temos s′(x) = q. Denotando por
ω′ = s′∗ω, segue de (2.27) que ω′ = Adg−1 ◦ ω. Temos, assim, o seguinte
diagrama comutativo:

gl(n)
quociente //

Adg−1

²²

gl(n)/g
Adp

''PPPPPPPPPPPP

Adg−1

²²

TxM

ωx

99rrrrrrrrrr

ω′x %%LLLLLLLLLL gl(Ex)/gx

gl(n)
quociente

// gl(n)/g
Adq

77nnnnnnnnnnnn

onde Adg−1 é obtida de Adg−1 por passagem ao quociente, concluindo a
prova. 2
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Definição 3.3.6 A aplicação linear (3.9) é chamada a inner torsion da G-
estrutura P no ponto x em relação à conexão ∇.

O Lema seguinte proporciona um método mais simples para o cálculo da
inner torsion.

Lema 3.3.7 Sejam s : U → P uma seção local diferenciável de P , com
x ∈ U , e Γ o tensor de Christoffel da conexão∇ em relação a s. Então, a inner
torsion IP

x é precisamente a composição da aplicação Γx : TxM → gl(Ex)
com a aplicação quociente gl(Ex) → gl(Ex)/gx

Demonstração. Seja ω a forma de conexão de Hor(FR(E)) e seja ω = s∗ω.
De (2.40) temos Γx = Adp ◦ ωx, onde p = s(x). Temos assim o seguinte
diagrama comutativo:

TxM
ωx //

Γx &&MMMMMMMMMMM

IP
x

))
gl(n)

quociente //

Adp

²²

gl(n)/g
Adp // gl(Ex)/gx

gl(Ex)
quociente

33ggggggggggggggggggggggggg

Isso conclui a prova. 2

Veremos a seguir alguns exemplos do cálculo da inner torsion em situações
específicas.

Exemplo 3.3.8 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial e s : M → FR(E)
uma seção global diferenciável de FR(E). Então, P = s(M) é uma G-
estrutura em E, com G = {IdRn}. Para cada x ∈ M , temos Gx = {IdEx}
e, assim, gx = {0}. Assim, se ∇ é uma conexão em E, segue do Lema 3.3.7
que a inner torsion IP

x : TxM → gl(Ex) é igual ao tensor de Christoffel
Γx : TxM → gl(Ex) correspondente a s.

Exemplo 3.3.9 Seja (E, π, M,Rn) um fibrado vetorial munido de uma mé-
trica semi-Riemanniana g de índice r, e seja 〈·, ·〉 a forma bilinear de Min-
kowski de índice r em Rn. Então, P = FRo(E) é uma Or(Rn)-estrutura em
E, (cf. Exemplo 3.2.3). Dado x ∈ M , temos Gx = Or(Ex), assim gx é o
espaço dos endomorfismos lineares de Ex que são anti-simétricos em relação a
gx. Podemos identificar gl(Ex)/gx com o espaço sym(Ex) dos endomorfismos
lineares de Ex que são simétricos (em relação a gx), através do isomorfismo:

T + gx ∈ gl(Ex)/gx 7−→ 1
2
(T + T ∗) ∈ sym(Ex), (3.11)
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onde T ∗ : Ex → Ex denota o operador transposto de T em relação a gx.
Sejam ∇ uma conexão em E e x ∈ M . A inner torsion IP

x pode, então,
ser identificada com uma aplicação linear de TxM em sym(Ex). Sejam s :
U → P uma seção local diferenciável de P , com x ∈ U , e e, e′ ∈ Ex fixados.
Consideremos as seções locais diferenciáveis ε, ε′ : U → E de E definidas por

ε(y) =
(
s(y) ◦ s(x)−1

) · e
ε′(y) =

(
s(y) ◦ s(x)−1

) · e′,

para todo y ∈ U . Como as representações ε̃, ε̃′ de ε e ε′, respectivamente,
são constantes, temos:

∇vε = Γx(v) · ε(x),
∇vε

′ = Γx(v) · ε′(x),

para todo v ∈ TxM . Como s(y) ∈ FRo(Ey) para todo y ∈ U , temos:

gy

(
ε(y), ε′(y)

)
= 〈s(x)−1 · e, s(x)−1 · e′〉,

para todo y ∈ U . Isso implica que a aplicação g(ε, ε′) é constante. Assim:

0 = v
(
g(ε, ε′)

)
= ∇vg(e, e′) + gx(∇vε, e

′) + gx(e,∇vε
′)

= ∇vg(e, e′) + gx

(
Γx(v) · e, e′) + gx

(
e, Γx(v) · e′),

para todo v ∈ TxM . Temos:

gx

(
(Γx(v) + Γx(v)∗) · e, e′) = −∇vg(e, e′).

De (3.11) e do Lema 3.3.7, temos:

gx

(
IP

x (v), ·) =
1
2
gx

(
(Γx(v) + Γx(v)∗), ·) = −1

2
∇vg,

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . Usando gx para identificar ∇vg : Ex ×
Ex → R com um endomorfismo linear de Ex, obtemos:

IP
x (v) = −1

2
∇vg.

Assim, a inner torsion da G-estrutura P é a derivada covariante de g. Em
particular, IP = 0 se, e somente se, ∇g = 0.
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Exemplo 3.3.10 Seja (F, π, M, V ) um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E, π, M,Rn). Então, P = FR(E;V, F ) é uma G = GL(Rn; V )-
estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.4). Sejam ∇ uma conexão em E e x ∈ M
um ponto fixado. Temos Gx = GL(Ex; Fx) e gx é o espaço vetorial dos
endomorfismos lineares T : Ex → Ex que satisfazem T (Fx) ⊂ Fx. O quo-
ciente gl(Ex)/gx pode ser identificado com o espaço Lin(Fx, Ex/Fx) através
do isomorfismo:

T + gx ∈ gl(Ex)/gx 7−→ q ◦ T |Fx ∈ Lin(Fx, Ex/Fx),

onde q : Ex → Ex/Fx denota a aplicação quociente. Assim, a inner torsion
IP

x está identificada com uma aplicação linear de TxM em Lin(Fx, Ex/Fx).
Seja s : U → P uma seção local diferenciável, com x ∈ U . Dado e ∈ Fx,
defina uma seção local ε : U → E de E por

ε(y) = s(y) · s(x)−1 · e,

para todo y ∈ U . Como a representação ε̃ de ε em relação a s é constante,
obtemos:

∇vε = Γx(v) · ε(x),

para todo v ∈ TxM . Como s toma valores em FR(E; V, F ), temos ε(U) ⊂ F
e, assim,

∇vε + Fx = αF
x (v, e) ∈ Ex/Fx,

onde αF denota a segunda forma fundamental de F (cf. Exemplo 2.4.13).
Então:

Γx(v) · e + Fx = αF
x (v, e)

e
IP

x (v) = αF
x (v, ·) ∈ Lin(Fx, Ex/Fx),

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . Em particular, IP = 0 se, e somente se,
αF = 0, i.e., a derivada covariante de qualquer seção diferenciável de F é
uma seção diferenciável de F .

Exemplo 3.3.11 Seja (F, π, M, V ) um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E, π, M,Rn), g uma métrica semi-Riemanniana de índice r em E
e 〈·, ·〉 a forma bilinear de Minkowski de índice r em Rn. Assumimos que
FRo(Ex;V, F ) 6= ∅, para todo x ∈ M , de modo que P = FRo(E;V, F ) é
uma Or(Rn; V )-estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.4) e que a restrição de
gx a Fx × Fx é não-degenerada, para todo x ∈ M ; assim, E = F ⊕ F⊥.
Denotemos por q : E → F⊥ a projeção. Sejam ∇ uma conexão em E e
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x ∈ M um ponto fixado. Temos Gx = Or(Ex; Fx) e gx é a álgebra de Lie
dos endomorfismos lineares T : Ex → Ex que são anti-simétricos (em relação
a gx) e satisfazem T (Fx) ⊂ Fx. O quociente gl(Ex)/gx pode ser identificado
com o espaço sym(Ex)⊕ Lin(Fx, F⊥

x ) através do isomorfismo:

gl(Ex)/gx −→ sym(Ex)⊕ Lin(Fx, F⊥
x )

T + gx 7−→
(

1
2
(T + T ∗),

1
2
qx ◦ (T − T ∗)|Fx

)
.

Assim, a inner torsion IP
x está identificada com uma aplicação linear de TxM

em sym(Ex)⊕ Lin(Fx, F⊥
x ). Consideremos a componente

α ∈ Γ
(
Lin(TM,F ; F⊥)

)

de ∇ em relação à decomposição E = F ⊕ F⊥. Seja s : U → P uma seção
local diferenciável, com x ∈ U . Como no Exemplo 3.3.9, temos:

1
2
(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
= −1

2
∇vg,

para todo v ∈ TxM . Além disso, seguindo o raciocínio do Exemplo 3.3.10,
obtemos:

q(Γx(v) · e) = αF
x (v, e),

para quaisquer v ∈ TxM e e ∈ Ex. Então:

1
2
(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
= Γx(v)− 1

2
(
Γx(v) + Γx(v)∗

)

= Γx(v) +
1
2
∇vg

(3.12)

e
IP

x (v) =
(
−1

2
∇vg, αF

x (v, ·) +
1
2
q ◦ ∇vg|Fx

)
,

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM , onde ∇vg está identificado com um
endomorfismo linear de Ex. Em particular, IP = 0 se, e somente se, ∇g = 0
e α = 0. i.e., se, e somente se, ∇ é compatível com g e a derivada covariante
de toda seção diferenciável de F é uma seção diferenciável de F .

Exemplo 3.3.12 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, ε ∈ Γ(E) tal
que ε(x) 6= 0, para todo x ∈ M , e e0 ∈ Rn um vetor não-nulo. Então, P =
FR(E; e0, ε) é uma GL(Rn; e0)-estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.5). Seja ∇
uma conexão em E. Dado x ∈ M , temos Gx = GL(Ex; ε(x)) e gx é o espaço
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vetorial dos endomorfismos lineares T : Ex → Ex que satisfazem T (ε(x)) = 0.
Identifiquemos o quociente gl(Ex)/gx com Ex através do isomorfismo linear:

T + gx ∈ gl(Ex)/gx 7−→ T (ε(x)) ∈ Ex.

Assim, a inner torsion está identificada com uma aplicação linear de TxM
em Ex. Seja s : U → FR(E; e0, ε) uma seção local diferenciável, com x ∈ U .
Como a representação ε̃ de ε satisfaz

ε̃(y) = s(y)−1 · ε(y) = e0,

para todo y ∈ U , segue que

∇vε = Γx(v) · ε(x), (3.13)

para todo v ∈ TxM . Assim, temos que IP
x (v) = ∇vε, para todo v ∈ TxM e,

portanto,
IP

x = ∇ε(x),

para todo x ∈ M . Em particular, IP = 0 se, e somente se, ∇ε = 0.

Exemplo 3.3.13 Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial, ε ∈ Γ(E) com
ε(x) 6= 0, para todo x ∈ M , e e0 ∈ Rn um vetor não-nulo. Sejam g uma
métrica semi-Riemanniana de índice r em E, e 〈·, ·〉 a forma bilinear de
Minkowski de índice r emRn tal que FRo(Ex; e0, ε(x)) 6= ∅, para todo x ∈ M .
Então, P = FRo(E; e0, ε) é uma Or(Rn; e0)-estrutura em E (cf. Exemplo
3.2.5). Dado x ∈ M , temos Gx = Or(Ex; ε(x)) e gx é a álgebra de Lie dos
endomorfismos lineares anti-simétricos T : Ex → Ex tais que T (ε(x)) = 0.
Temos o seguinte isomorfismo linear:

T + gx ∈ gl(Ex)/gx 7−→
(

1
2
(T + T ∗),

1
2
(T − T ∗) · ε(x)

)
∈ sym(Ex)⊕ ε(x)⊥,

onde ε(x)⊥ denota o núcleo de gx(ε(x), ·). Seja s : U → P uma seção local
diferenciável, com x ∈ U . Como no Exemplo 3.3.9, temos:

1
2
(
Γx(v) + Γx(v)∗

)
= −1

2
∇vg,

e, como em (3.12), temos:

1
2
(
Γx(v)− Γx(v)∗

)
= Γx(v) +

1
2
∇vg,
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para todo x ∈ M . Além disso, a igualdade (3.13) está satisfeita. Então,

1
2
(
Γx(v)− Γx(v)∗

) · ε(x) = ∇vε +
1
2
(∇vg)(ε(x)).

Assim,

IP
x (v) =

(
−1

2
∇vg,∇vε +

1
2
(∇vg)(ε(x))

)
,

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . Em particular, IP = 0 se, e somente se,
∇g = 0 e ∇ε = 0.

3.4 A inner torsion de G-estruturas em espaços ho-
mogêneos

A fim de evitar confusão de notação, um espaço homogêneo será denotado
por K/H, onde K é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de K.
Denotemos por k e h as álgebras de Lie de K e H, respectivamente, e fixemos
um subespaço m de k, com k = h⊕m.

Fixemos um isomorfismo linear i : Rn → m e consideremos o isomorfismo
de grupos de Lie

Ii : GL(Rn) → GL(m)

definido por Ii(τ) = i◦τ ◦ i−1, para todo τ ∈ GL(Rn). Consideremos o grupo
de Lie

Gi = I−1
i

(
Ad(H)

) ⊂ GL(Rn), (3.14)

onde Ad : H → GL(m) denota a representação isotrópica de H em m,
definida em (1.53). Consideremos a ação diferenciável à esquerda de K em
FR(T (K/H)) definida em (2.45) e seja

P i ⊂ FR(T (K/H))

a K-órbita de i : Rn → m, i.e.,

P i = {dLg(1H) ◦ i : g ∈ K}. (3.15)

O conjunto P i é uma Gi-estrutura em K/H; mais precisamente, dado gH ∈
K/H, a órbita P i

gH é o conjunto

P i
gH = {dLg(1H) ◦ dLh(1H) ◦ i : h ∈ H}.
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O grupo Gi
1H de todos os endomorfismos de T1H(K/H) = m que preservam

a Gi-estrutura é igual a Ad(H), ou seja,

Gi
1H = {σ ∈ GL(m) : σ ◦ p ∈ P i

1H , p ∈ P i
1H} = Ad(H)

(cf. (1.56)). Sua álgebra de Lie gi
1H é, então, igual a ad(h).

Para determinar a inner torsion

IP i

1H : m → gl(m)/ad(h) (3.16)

da Gi-estrutura P i em K/H, basta calcular a inner torsion da G-estrutura:

P = γ−1
i (P i) = {dLg : g ∈ K} ⊂ FRm(T (K/H)), (3.17)

onde G = Ii(Gi) = Ad(H) e γi é o isomorfismo de fibrados principais definido
em (2.44). Note que P é justamente a imagem do morfismo de fibrados
principais φ definido em (2.56).

Proposição 3.4.1 Seja ∇ uma conexão K-invariante em K/H correspon-
dente a uma aplicação linear λ : m → gl(m), como no Lema 2.6.2. A inner
torsion (3.16) da Ad(H)-estrutura (3.17) em K/H é igual a composição de
λ : m → gl(m) com a aplicação quociente q : gl(m) → gl(m)/ad(h).

Demonstração. Seja s : U ⊂ K/H → K uma seção local diferenciável
da aplicação quociente π : K → K/H, com 1H ∈ U , s(1H) = 1 e tal que
ds(1H) : m → k seja a aplicação inclusão de m em k (cf. Observação 2.6.6).
Note que φ ◦ s é uma seção local diferenciável de P → K/H, onde φ é dado
em (2.56). Seja ω = (φ ◦ s)∗ω, onde ω denota a forma de conexão de ∇ em
FRm(T (K/H)). Pelo diagrama (3.10), a fim de concluir a prova, é suficiente
mostrar que ω1H é igual a λ. Temos ω = s∗(φ∗ω) e, portanto,:

ω1H = (φ∗ω)1 ◦ ds(1H).

A conclusão segue então diretamente de (2.62). 2



Capítulo 4

Imersões Isométricas

4.1 Introdução

O objetivo principal deste Capítulo é estudarmos um teorema de imer-
sões isométricas em variedades semi-Riemannianas infinitesimalmente ho-
mogêneas munidas com uma G-estrutura (cf. Teorema 4.5.2). Infinitesimal-
mente homogênea significa que a curvatura e a torção da conexão, bem como
a inner torsion da G-estrutura, podem ser descritos unicamente em termos
da G-estrutura, ou seja, são constantes nos referenciais que pertencem a
G-estrutura.

Por exemplo, consideremos o caso em que (Mn, g) é uma variedade Rie-
manniana munida de sua conexão de Levi-Civita ∇, G é o grupo ortogonal
O(Rn) e a G-estrutura é dada pelo conjunto dos referenciais ortonormais.
Como ∇ é compatível com g, o tensor de torção e a inner torsion dessa
G-estrutura são nulos. A condição para que o tensor de curvatura seja cons-
tante nos referenciais ortonormais é equivalente à condição de que M tenha
curvatura seccional constante. Neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz o clás-
sico Teorema Fundamental de Imersões Isométricas em espaços de curvatura
seccional constante.

O Teorema 4.5.2, o qual está provado em [26], vale em um contexto
mais geral. Mais precisamente, em [26], os autores provam um teorema de
imersões afins que preservam G-estrutura entre variedades afins. A prova
(da versão local) do Teorema consiste, na sua essência, de uma aplicação do
Teorema de Frobenius na linguagem de formas diferenciais (ver [26, Teorema
7.4]). Como nosso interesse é o caso semi-Riemanniano, o Teorema 4.5.2,
apresentado na Seção 4.5, é a versão do Teorema 7.4 de [26] para o caso

84
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semi-Riemanniano.

4.2 As componentes de uma conexão

Sejam (E, π,M,Rn) um fibrado vetorial e E1, E2 subfibrados vetoriais
de E tais que E = E1 ⊕ E2. Denotemos por pri : E → Ei, i = 1, 2, as
projeções correspondentes. Dado uma conexão ∇ em E, definimos:

∇1
Xε1 = pr1(∇Xε1) ∈ Γ(E1),

∇2
Xε2 = pr2(∇Xε2) ∈ Γ(E2),

α1(X, ε2) = pr1(∇Xε2) ∈ Γ(E1),

α2(X, ε1) = pr2(∇Xε1) ∈ Γ(E2),

(4.1)

para quaisquer X ∈ Γ(TM), ε1 ∈ Γ(E1) e ε2 ∈ Γ(E2). Temos que ∇1,
∇2 são conexões em E1 e E2, respectivamente. Além disso, α1 e α2 são
aplicações C∞(M)-bilineares e, portanto, podem ser identificadas com seções
diferenciáveis

α1 ∈ Γ(Lin(TM,E2;E1)),
α2 ∈ Γ(Lin(TM, E1; E2)).

Definição 4.2.1 As aplicações ∇1, ∇2, α1 e α2, definidas em (4.1), são
chamadas as componentes da conexão ∇ em relação à decomposição E =
E1 ⊕E2.

Reciprocamente, dados uma conexão ∇1 em E1, uma conexão ∇2 em E2

e seções diferenciáveis α1 ∈ Γ(Lin(TM,E2; E1)), α2 ∈ Γ(Lin(TM, E1;E2)),
existe uma única conexão ∇ em E cujas componentes são ∇1, ∇2, α1 e α2.
Mais precisamente, definimos ∇ por:

∇Xε = ∇1
X(pr1 ◦ ε) + α1(X, pr2 ◦ ε) +∇2

X(pr2 ◦ ε) + α2(X,pr1 ◦ ε), (4.2)

para quaisquer X ∈ Γ(TM) e ε ∈ Γ(E).

Exemplo 4.2.2 Seja f : M → M uma imersão isométrica. Então, as
componentes da conexão de Levi-Civita ∇ de M , relativo à decomposição
TM |f(M) = TM ⊕ TM⊥, são a conexão de Levi-Civita ∇ de M , a conexão
normal ∇⊥ de f , a segunda forma fundamental α de f e a forma de Wein-
garten A da imersão f , a qual é dada por

〈α(X, Y ), η〉 = −〈A(X, η), Y 〉,
para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM) e η ∈ Γ(TM⊥).
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Observação 4.2.3 Sejam g1, g2 métricas semi-Riemannianas em E1 e E2,
respectivamente, e g a métrica semi-Riemanniana em E dada pela soma
direta ortogonal de g1 e g2. Então, uma conexão ∇ em E com componentes
∇1, ∇2, α1 e α2 é compatível com g (i.e., ∇g = 0) se, e somente se, ∇i é
compatível com gi, i = 1, 2, e vale a seguinte relação entre α1 e α2:

g2(α2(X, ε1), ε2) + g1(ε1, α1(X, ε2)) = 0, (4.3)

para quaisquer X ∈ Γ(TM), ε1 ∈ Γ(E1) e ε2 ∈ Γ(E2). Essa equivalência
segue de (4.1), (4.2) e do fato de que

∇g = 0 ⇐⇒ X(g(ε1, ε2)) = g(∇Xε1, ε2) + g(ε1,∇Xε2),

para quaisquer X ∈ Γ(TM) e ε1, ε2 ∈ Γ(E). Assim, no contexto de conexões
compatíveis com métricas semi-Riemannianas, diremos que ∇1, ∇2 e α2 são
as componentes da conexão ∇ em relação à decomposição E = E1 ⊕ E2,
entendendo implicitamente que α1 é determinada pela relação (4.3).

Consideremos g1, g2 métricas semi-Riemannianas em E1 e E2, respecti-
vamente, com conexões compatíveis ∇1 e ∇2. Denotemos por g a métrica
Riemanniana em E dada pela soma direta ortogonal de g1 e g2, e seja ∇ a
conexão em E cujas componentes são ∇1, ∇2, α2.

Lema 4.2.4 (Equações generalizadas) Se R, R1, R2 denotam os ten-
sores de curvatura de ∇, ∇1 e ∇2, respectivamente, temos:

g
(
R(X,Y )ε1, η1

)
=g1

(
R1(X, Y )ε1, η1

)
+ g2

(
α2(X, ε1), α2(Y, η1)

)

− g2
(
α2(X, η1), α2(Y, ε1)

)
,

(4.4)

g
(
R(X,Y )ε2, η2

)
=g2

(
R2(X, Y )ε2, η2

)
+ g1

(
α1(X, ε2), α1(Y, η2)

)

− g1
(
α1(X, η2), α1(Y, ε2)

)
,

(4.5)

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM), ε1, η1 ∈ Γ(E1) e ε2, η2 ∈ Γ(E2). Além disso,
dado uma conexão ∇M em M com torção T , temos:

g
(
R(X,Y )ε1, η2

)
=g2

(
(∇2

Xα2)(Y, ε1), η2

)− g2
(
(∇2

Y α2)(X, ε1), η2

)

+ g2
(
α2(T (X,Y ), ε1), η2

)
,

(4.6)

g
(
R(X,Y )ε2, η1

)
=g1

(
(∇1

Xα1)(Y, ε2), η1

)− g1
(
(∇1

Y α1)(X, ε2), η1

)

+ g1
(
α1(T (X,Y ), ε2), η1

)
.

(4.7)
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Se ι = (ι1, ι2) : TM → E é um morfismo de fibrados vetoriais, então a
ι-torção de ∇ satisfaz:

g
(
T ι(X, Y ), ε1

)
=g1(T ι1(X, Y ), ε1) + g1

(
α1(X, ι2(Y )), ε1

)

− g1
(
α1(Y, ι2(X)), ε1

)
,

(4.8)

g
(
T ι(X, Y ), ε2

)
=g2(T ι2(X, Y ), ε2) + g2

(
α2(X, ι1(Y )), ε2

)

− g2
(
α2(Y, ι1(X)), ε2

)
,

(4.9)

onde T ι1 , T ι2 denotam a ι1-torção de ∇1 e a ι2-torção de ∇2, respectiva-
mente.

Demonstração. Usando (4.2), temos:

g
(
R(X, Y )ε1, η1

)
= g

(∇X∇Y ε1 −∇Y∇Xε1 −∇[X,Y ]ε1, η1

)

= g
(∇1

X∇1
Y ε1 + α2(X,∇1

Y ε1) + α1(X, α2(Y, ε1))
+∇2

Xα2(Y, ε1)−∇1
Y∇1

Xε1 − α2(Y,∇1
Xε1)

−α1(Y, α2(X, ε1))−∇2
Y α2(X, ε1)

−∇1
[X,Y ]ε1 − α2([X, Y ], ε1), η1

)

= g1
(
R1(X, Y )ε1, η1

)
+ g2

(
α2(X, ε1), α2(Y, η1)

)

−g2
(
α2(X, η1), α2(Y, ε1)

)
,

que é a equação (4.4). A equação (4.5) segue de forma análoga. Quanto à
equação (4.6), temos:

g
(
R(X, Y )ε1, η2

)
= g

(
α2(X,∇1

Y ε1) +∇2
Xα2(Y, ε1)− α2(Y,∇1

Xε1)
−∇2

Y α2(X, ε1)− α2([X, Y ], ε1), η2

)

= g
(
α2(X,∇1

Y ε1) +∇2
Xα2(Y, ε1)− α2(Y,∇1

Xε1)

−∇2
Y α2(X, ε1) + α2(∇M

Y X, ε1)− α2(∇M
X Y, ε1)

+α2(T (X, Y ), ε1), η2

)

= g2
(
(∇2

Xα2)(Y, ε1), η2

)− g2
(
(∇2

Y α2)(X, ε1), η2

)

+g2
(
α2(T (X,Y ), ε1), η2

)
.



CAPÍTULO 4. IMERSÕES ISOMÉTRICAS 88

A equação (4.7) segue de forma análoga. Finalmente, quanto à equação
(4.8), temos:

g
(
T ι(X, Y ), ε1

)
= g

(∇Xι(Y )−∇Y ι(X)− ι([X,Y ]), ε1

)

= g
(∇1

Xι1(Y ) + α1(X, ι2(Y )) +∇2
Xι2(Y ) + α2(X, ι1(Y ))

−∇1
Y ι1(X)− α1(Y, ι2(X))−∇2

Y ι2(X)− α2(Y, ι1(X))
−ι([X, Y ]), ε1

)

= g1(T ι1(X,Y ), ε1) + g1
(
α1(X, ι2(Y )), ε1

)

−g1
(
α1(Y, ι2(X)), ε1

)
.

A equação (4.9) segue de forma inteiramente análoga. 2

A equação (4.4) é chamada a equação generalizada de Gauss, (4.5) é
chamada a equação generalizada de Ricci, (4.6) e (4.7) são as equações gene-
ralizadas de Codazzi e, (4.8) e (4.9) são as equações generalizadas de torção.

4.3 As equações fundamentais

Sejam (Mn, g), (Mn+k
, g) variedades semi-Riemannianas com suas res-

pectivas conexões de Levi-Civita ∇ e ∇, E um fibrado vetorial sobre M
munido de uma métrica semi-Riemanniana gE , ∇E uma conexão em E com-
patível com gE e α uma seção diferenciável simétrica de Lin2(TM ; E).

Definição 4.3.1 Uma imersão isométrica de M em M é um par (f, S), onde
f : M → M é uma imersão isométrica e S : E → TM⊥

f é uma isometria de
fibrados vetoriais tal que

S(α(X, Y )) = αf (X,Y ) e S(∇E
Xε) = ∇⊥XS(ε),

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM) e ε ∈ Γ(E), onde TM⊥
f , ∇⊥, αf denotam

o fibrado normal, a conexão normal e a segunda forma fundamental de f ,
respectivamente.

Observação 4.3.2 Quando nos referirmos a uma imersão isométrica (f, S)
de M em M , estaremos levando em consideração todos os dados prescritos
na Definição 4.3.1.
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Analisaremos agora as equações generalizadas no contexto de imersões
isométricas. Mais precisamente, seja (f, S) uma imersão isométrica de (M, g)
em (M, g). Então, como ∇, ∇⊥ e αf são as componentes da conexão ∇, re-
lativo à decomposição TM |f(M) = TM ⊕ TM⊥

f , a equação (4.4) fornece:

g
(
Rf(x)(dfx(X), dfx(Y ))dfx(Z),dfx(W )

)
= g

(
Rx(X, Y )Z, W

)

+g⊥
(
αf (X, Z), αf (Y,W )

)− g⊥
(
αf (X,W ), αf (Y, Z)

)
,

(4.10)

para quaisquer x ∈ M e X,Y, Z, W ∈ TxM , onde R e R denotam os tensores
de curvatura de ∇ e ∇, respectivamente. A equação (4.10) é chamada a
equação de Gauss da imersão isométrica f . No caso de imersões isométricas,
fazendo ∇M = ∇, as equações (4.6) e (4.7) são equivalentes. Assim, a
equação (4.6) fornece:

g
(
Rf(x)(dfx(X), dfx(Y ))dfx(Z), η

)
=g⊥

(
(∇⊥Xαf )(Y, Z), η

)

− g⊥
(
(∇⊥Y αf )(X, Z), η

)
,

(4.11)

para quaisquer x ∈ M , X, Y, Z ∈ TxM e η ∈ (TxM)⊥. A equação (4.11)
é chamada a equação de Codazzi da imersão isométrica f . A equação (4.5)
fornece:

g
(
Rf(x)(dfx(X),dfx(Y ))η, ξ

)
= g⊥

(
R⊥

x (X, Y )η, ξ
)

+g
(
A(X, η), A(Y, ξ)

)− g
(
A(X, ξ), A(Y, η)

)
,

(4.12)

para quaisquer x ∈ M , X, Y ∈ TxM e η, ξ ∈ (TxM)⊥, onde R⊥ denota o
tensor de curvatura da conexão normal ∇⊥. A equação (4.12) é chamada a
equação de Ricci da imersão isométrica f . As equações (4.8) e (4.9), neste
caso, são trivialmente satisfeitas.

Observação 4.3.3 Seja (f, S) uma imersão isométrica de M em M . Para
cada x ∈ M , existe uma vizinhança U de x em M tal que f |U é um mergulho.
Assim, podemos identificar U com f(U) e, consequentemente, identificar
dfx(X) com X, para quaisquer x ∈ U e X ∈ TxM . Dessa forma, podemos
considerar TxM como um subespaço de TxM e escrever

TxM = TxM ⊕ (TxM)⊥,

onde (TxM)⊥ denota o complemento ortogonal de TxM em TxM .
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Exemplo 4.3.4 Suponha que o espaço ambiente M tenha curvatura sec-
cional constante igual a c. Neste caso, o tensor de curvatura R de M é dado
por

R(X,Y ) = cX ∧ Y,

para quaisquer X,Y ∈ Γ(TM) (ver [4, Lema 4.3.4]) onde, para todo Z ∈
Γ(TM), X ∧ Y é dado por:

(X ∧ Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X.

Então, para X, Y, Z, W ∈ Γ(TM) e η, ξ ∈ Γ(TM⊥
f ), as equações de Gauss,

Codazzi e Ricci são:

g
(
R(X, Y )Z, W

)
=cg

(
(X ∧ Y )Z, W

)
+ g⊥

(
αf (X, W ), αf (Y,Z)

)

− g⊥
(
αf (X,Z), αf (Y, W )

)
,

(4.13)

(∇⊥Xαf
)
(Y, Z) =

(∇⊥Y αf
)
(X, Z), (4.14)

g⊥
(
R⊥(X, Y )η, ξ

)
= g

(
A(X, ξ), A(Y, η)

)− g
(
A(X, η), A(Y, ξ)

)
, (4.15)

respectivamente.

Exemplo 4.3.5 Suponha que a codimensão da imersão seja 1. Assim,
∇⊥Xη = 0, para quaisquer X ∈ Γ(TM) e η ∈ Γ(TM⊥

f ). De fato, neste
caso, podemos escolher, localmente, um campo normal unitário para M : em
uma vizinhança U de um ponto x ∈ M , escolha N tal que g(N, N) = 1 e
N(y) ∈ (TyM)⊥, para todo y ∈ U . Isso é possível pois existem somente duas
escolhas para N . Assim, para todo X ∈ Γ(TM), temos:

0 = Xg(N, N) = 2g(∇⊥XN,N),

logo ∇⊥XN ∈ Γ(TM), pois rank(TM⊥
f ) = 1. Associado ao campo normal

unitário N , definimos o operador de Weingarten A : Γ(TM) → Γ(TM) dado
por

g(AX, Y ) = g⊥
(
αf (X,Y ), N

)
,

para quaisquer X,Y ∈ Γ(TM). Assim, neste caso, as equações de Gauss e
Codazzi são, respectivamente:

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z + (AX ∧AY )Z, (4.16)

R(X,Y )N =
(∇XA

)
Y − (∇Y A

)
X. (4.17)

A equação de Ricci é trivialmente satisfeita.
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4.4 Variedades Infinitesimalmente homogêneas

Sejam Mn uma variedade diferenciável, G um subgrupo de Lie de GL(Rn)
e assuma que M está munida de uma conexão ∇ e uma G-estrutura P ⊂
FR(TM). Consideremos, para cada x ∈ M , o subgrupo de Lie Gx de
GL(TxM) dos endomorfismos de TxM que preservam G-estrutura, e gx ⊂
gl(TxM) a álgebra de Lie de Gx. Dados x, y ∈ M e σ : TxM → TyM uma
aplicação que preserva G-estrutura, o isomorfismo de grupos de Lie

Iσ : GL(TxM) → GL(TyM)

definido por Iσ(T ) = σ ◦ T ◦ σ−1, para todo T ∈ GL(TxM), transforma Gx

sobre Gy. Sua diferencial no elemento identidade:

Adσ : gl(TxM) → gl(TyM)

transforma gx sobre gy e, portanto, induz um isomorfismo linear

Adσ : gl(TxM)/gx → gl(TyM)/gy.

Denotemos por R e T os tensores de curvatura e torção da conexão ∇,
respectivamente, e seja IP

x : TxM → gl(TxM)/gx a inner torsion da G-
estrutura P , com x ∈ M .

Definição 4.4.1 Dizemos que a terna (M,∇, P ) é uma variedade infini-
tesimalmente homogênea se, para quaisquer x, y ∈ M , toda aplicação σ :
TxM → TyM que preserva G-estrutura relaciona Rx com Ry, Tx com Ty e
IP

x com IP
y , ou seja,

Ry(σ·, σ·) = σ ◦Rx(·, ·) ◦ σ−1,

Ty(σ·, σ·) = σ ◦ Tx,

IP
y ◦ σ = Adσ ◦ IP

x .

Observação 4.4.2 A condição de homogeneidade infinitesimal significa que
a curvatura, a torção e a inner torsion são constantes nos referenciais que
pertencem a G-estrutura P .

O Lema seguinte estabelece, precisamente, a Observação 4.4.2.
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Lema 4.4.3 Seja (M,∇) uma variedade afim munida de uma G-estrutura
P ⊂ FR(TM), onde G é um subgrupo de Lie de GL(Rn). Então, (M,∇, P ) é
infinitesimalmente homogênea se, e somente se, existem aplicações bilineares
Ro : Rn × Rn → gl(Rn), To : Rn × Rn → Rn, e uma aplicação linear
Io : Rn → gl(Rn)/g tais que:

p−1 ◦Rx(p·, p·) ◦ p = Ro,

p−1 ◦ Tx(p·, p·) = To,

Adp ◦ Io = IP
x ◦ p,

(4.18)

para todo x ∈ M e para todo p ∈ Px.

Demonstração. Assuma a existência de Ro, To, Io tais que (4.18) vale
para todo x ∈ M e para todo P ∈ Px. Sejam x, y ∈ M e σ : TxM → TyM
uma aplicação que preserva G-estrutura fixados. Dado p ∈ Px, seja q =
σ ◦ p ∈ Py. Então:

p∗Rx = Ro = q∗Ry = p∗σ∗Rx

e, assim, Rx = σ∗Ry, i.e., σ relaciona Rx com Ry. De forma análoga se
mostra que σ relaciona Tx com Ty. Além disso, Adp ◦Io = IP

x ◦p, Adq ◦Io =
IP

y ◦ q e, portanto:

IP
y ◦ σ ◦ p = IP

y ◦ q = Adq ◦ Io = Adσ ◦Adp ◦ Io = Adσ ◦ IP
x ◦ p,

provando Adσ ◦ IP
x = IP

y ◦ σ. Reciprocamente, assuma que (M,∇, P ) é
infinitesimalmente homogênea. Sejam x ∈ M e p ∈ Px arbitrários e defina:

Ro = p∗Rx, To = p∗Tx, Io = (Adp)−1 ◦ IP
x ◦ p.

Dados y ∈ M e q ∈ Py, a aplicação σ = q ◦ p−1 : TxM → TyM é uma
aplicação que preserva G-estrutura e, portanto, σ∗Ry = Rx, σ∗Ty = Tx e
Adσ ◦ IP

x = IP
y ◦ σ. Assim:

q∗Ry = p∗σ∗Ry = p∗Rx = Ro, q∗Ty = p∗σ∗Ty = p∗Tx = To;

além disso, temos:

Adq ◦ Io = Adq ◦ (Adp)−1 ◦ IP
x ◦ p = Adσ ◦ IP

x ◦ p = IP
y ◦ σ ◦ p = IP

y ◦ q,

concluindo a prova. 2

O Lema 4.4.3 afirma que uma variedade afim com G-estrutura (M,∇, P )
é infinitesimalmente homogênea se podemos descrever a inner torsion IP , o



CAPÍTULO 4. IMERSÕES ISOMÉTRICAS 93

tensor de curvatura R e o tensor de torção T por fórmulas que envolvem
somente os elementos da G-estrutura. As aplicações Ro, To e Io, dadas no
Lema 4.4.3, são chamadas os tensores característicos da variedade infinitesi-
malmente homogênea (M,∇, P ).

Observação 4.4.4 Seja (M,∇, P ) uma variedade infinitesimalmente ho-
mogênea, com tensores característicos Ro, To, Io. Claramente, os tensores
Ro, To e Io são invariantes pela ação do grupo G. Esse fato implica que
podemos induzir "versões"dos tensores Ro, To, Io em qualquer espaço veto-
rial real munido de uma G-estrutura. Mais precisamente, seja V um espaço
vetorial real de dimensão n munido de uma G-estrutura PV ⊂ FR(V ). De-
notemos por GV ⊂ GL(V ) o grupo de Lie dos automorfismos de V que preser-
vam G-estrutura e por gV ⊂ gl(V ) sua álgebra de Lie. Dado um referencial
arbitrário p ∈ PV , existe uma única terna de tensores RV : V × V → gl(V ),
TV : V × V → V , IV : V → gl(V )/gV que são relacionados a Ro, To e Io,
respectivamente, por p. De fato, defina RV , TV , IV pelo push-forward de
Ro, To e Io, respectivamente, i.e.,

RV = p∗Ro, TV = p∗TV , IV = p−1 ◦Adp ◦ Io.

A G-invariância de Ro, To, Io implica que RV , TV , IV não dependem da
escolha do referencial p ∈ PV .

Seja (M,∇) uma variedade afim munida de uma G-estrutura P , onde G
é um subgrupo de Lie de GL(Rn).

Definição 4.4.5 Dizemos que a terna (M,∇, P ) é uma variedade localmente
G-homogênea se, para quaisquer x, y ∈ M e para toda aplicação σ : TxM →
TyM que preserva G-estrutura, existem uma vizinhança U de x em M , uma
vizinhança V de y em M e um difeomorfismo afim f : U → V que preserva
G-estrutura tal que f(x) = y e dfx = σ. Se U = V = M , dizemos que a
terna (M,∇, P ) é uma variedade G-homogênea.

Lema 4.4.6 Toda variedade (localmente) G-homogênea é infinitesimalmen-
te homogênea.

Demonstração. Isso segue do fato de que os tensores de curvatura e
torção, bem como a inner torsion, são invariantes por difeomorfismos afins
que preservam G-estrutura. 2

A recíproca do Lema 4.4.6 também é verdadeira. Mais precisamente,
temos o seguinte:
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Lema 4.4.7 Seja (M,∇, P ) uma variedade infinitesimalmente homogênea.
Então (M,∇, P ) é localmente G-homogênea. Se, além disso, (M,∇) é geo-
desicamente completa e M é conexa e simplesmente conexa, então (M,∇, P )
é G-homogênea.

A prova do Lema 4.4.7 consiste em usar o Teorema de Cartan-Ambrose-
Hicks1 para exibir, para quaisquer x, y ∈ M e para cada aplicação que
preserva G-estrutura σ : TxM → TyM , um difeomorfismo afim f : U → V
que preserva G-estrutura tal que f(x) = y e dfx = σ, onde U é uma vizi-
nhança de x e V é uma vizinhança de y. Para maiores detalhes, ver [26,
Proposição 6.4].

Veremos a seguir alguns exemplos de variedades infinitesimalmente ho-
mogêneas.

Exemplo 4.4.8 Sejam (Mn, g) uma variedade semi-Riemanniana de índice
r e de curvatura seccional constante igual a c e ∇ a conexão de Levi-Civita
de (M, g). Então, o tensor de curvatura R de ∇ é dado por:

Rx(X, Y )Z = c(X ∧ Y )Z, (4.19)

para quaisquer x ∈ M e X,Y, Z ∈ TxM . Se P = FRo(TM) é a Or(Rn)-
estrutura em M consistindo de todos os referenciais ortonormais então a
terna (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De fato, como ∇ é a
conexão de Levi-Civita de (M, g), o tensor de torção T de ∇ é nulo. Além
disso, do Exemplo 3.3.9, temos IP = 0. A expressão (4.19) implica que R
é constante nos referenciais que pertencem a Or(Rn)-estrutura (o tensor de
curvatura R pode ser descrito usando-se somente a Or(Rn)-estrutura P , que
pode ser identificado com o tensor métrico g). Assim, neste caso, os tensores
característicos Ro, To, Io são dados por To = 0, Io = 0 e

Ro(X,Y )Z = c
(〈X, Z〉Y − 〈Y, Z〉X)

,

para quaisquer X, Y, Z ∈ Rn, onde 〈·, ·〉 denota a forma bilinear de Minkowski
em Rn de índice r. Finalmente, se V é um espaço vetorial real de dimensão
n munido de um produto escalar 〈·, ·〉 de índice r, então as "versões"RV , TV ,
IV dos tensores característicos de (M,∇, P ) são dados por TV = 0, IV = 0
e

RV (X,Y )Z = c
(〈X, Z〉Y − 〈Y, Z〉X)

,

para quaisquer X, Y, Z ∈ V .
1Para maiores detalhes sobre o Teorema de Cartan-Ambrose-Hicks, ver [37, Teorema

1.9.1].



CAPÍTULO 4. IMERSÕES ISOMÉTRICAS 95

Exemplo 4.4.9 Sejam (Mn1
1 ,∇1, P 1) e (Mn2

2 ,∇2, P 2) variedades infinitesi-
malmente homogêneas, onde o grupo Gi, que determina a Gi-estrutura P i

na variedade Mi, é um subgrupo de Lie de GL(Rni), i = 1, 2. Consideremos
a variedade produto M = M1 × M2. Seja ∇ a conexão em M induzida
por ∇1 e ∇2, ou seja, ∇ é a única conexão em M tal que, para quaisquer
X1, Y1 ∈ Γ(TM1) e X2, Y2 ∈ Γ(TM2), tem-se:

∇X1+X2Y1 + Y2 = ∇1
X1

Y1 +∇2
X2

Y2.

O produto G = G1 × G2 pode ser identificado, diagonalmente, com um
subgrupo de Lie de GL(Rn1+n2). Consideremos o produto P = P 1 × P 2.
Mais precisamente, dado x = (x1, x2) ∈ M , a fibra Px é o conjunto de todos
os referenciais p : Rn → TxM da forma p = p1⊕p2, onde pi : Rni → TxiMi é
um referencial da fibra P xi , i = 1, 2 e n = n1+n2. Segue, então, que P é uma
G-estrutura em M e a terna (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De
fato, os tensores característicos de (M,∇, P ) são dados pelas somas diretas
ortogonais dos tensores característicos de (M1,∇1, P 1) e (M2,∇2, P 2). Além
disso, se V é um espaço vetorial real de dimensão n, então uma G-estrutura
em V é determinada por uma decomposição em soma direta V = V1⊕V2, com
dim(Vi) = ni, i = 1, 2, por uma G1-estrutura em V1 e por uma G2-estrutura
em V2.

Exemplo 4.4.10 Um caso particular do Exemplo 4.4.9 é quando (M1, g
1),

(M2, g
2) são variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante

iguais a c1 e c2, respectivamente. Consideremos a variedade produto M =
M1 × M2 munida da métrica semi-Riemanniana g dada pela soma direta
ortogonal de g1 e g2, i.e.:

g(x1,x2)

(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
= g1

x1
(X1, X2) + g2

x2
(X2, Y2),

para quaisquer xi ∈ Mi e Xi, Yi ∈ TxiMi, i = 1, 2. O tensor de curvatura R
da conexão de Levi-Civita ∇ de (M, g) é dado por:

Rx

(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
(Z1, Z2) = R1

x1
(X1, Y1)Z1 + R2

x2
(X2, Y2)Z2, (4.20)

para quaisquer x = (x1, x2) ∈ M e Xi, Yi, Zi ∈ TxiMi, i = 1, 2, onde R1,
R2 denotam os tensores de curvatura das conexões de Levi-Citiva ∇1 e ∇2,
respectivamente. Consideremos o conjunto

P = FRo(TM ;Rn1 ⊕ {0}n2 ,pr∗1(TM1)),

onde pr1 : M → M1 denota a projeção sobre o primeiro fator e Rn =
Rn1⊕Rn2 , n = n1+n2, está munido da soma ortogonal das formas bilineares
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de Minkowski de mesmos índices de g1 e g2. De forma mais explícita, para
todo x = (x1, x2) ∈ M , temos:

Px = {p ∈ FRo(TxM) : p(Rn1 ⊕ {0}n2) = Tx1M1 ⊕ {0}} .

Automaticamente, tem-se:

p({0}n1 ⊕Rn2) = {0} ⊕ Tx2M2,

para todo p ∈ Px. Então, P é uma G-estrutura em M com

G = Or(Rn;Rn1) ' Or1(R
n1)×Or2(R

n2).

A terna (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De fato, como ∇ é
compatível com g e a derivada covariante de seções de pr∗1(TM1) são seções
de pr∗1(TM1), segue do Exemplo 3.3.10 que a inner torsion IP é nula. Além
disso, o tensor de torção T de∇ é nulo e a fórmula (4.20) implica que o tensor
de curvatura R é constante nos referenciais que pertencem a G-estrutura P .

Exemplo 4.4.11 Sejam K um grupo de Lie de dimensão n, k sua álgebra
de Lie e ∇ uma conexão invariante à esquerda em K, i.e., as translações
à esquerda de K são aplicações afins. Fixemos um isomorfismo linear p0 :
Rn → k e definimos uma seção global diferenciável s : K → FR(TK) por:

s(g) = dLg(1) ◦ p0 ∈ FR(TgK),

para todo g ∈ K. Então, P = s(K) é uma G-estrutura em K, com
G = {IdRn}. Como as translações à esquerda são difeomorfismos afins
que preservam G-estrutura, segue que (K,∇, P ) é G-homogênea e, pelo
Lema 4.4.6, (K,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. A fim de explici-
tar os tensores característicos de (K,∇, P ), denotemos por λ : k → gl(k) a
aplicação linear correspondente à conexão ∇, dada pelo Lema 2.6.2. Pelo
Exemplo 3.3.8, a inner torsion IP

g coincide com o tensor de Christoffel
Γg : TgK → gl(TgK). Observe que, no elemento identidade 1 ∈ K, o
tensor de Christoffel Γ1 coincide com a aplicação linear λ. Assim, IP

1 = λ.
Além disso, os tensores de curvatura e torção da conexão ∇ no elemento
identidade 1 ∈ K são dados por:

R1(X,Y ) = [λ(X), λ(Y )]− λ([X, Y ])

e
T1(X, Y ) = λ(X)Y − λ(Y )X − [X, Y ],
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respectivamente, para quaisquer X,Y ∈ k. Assim, os tensores característicos
Ro, To, Io de (K,∇, P ) são dados por:

Ro(X, Y ) = p−1
0 ◦ (

[λ(p0(X)), λ(p0(Y ))]− λ([p0(X), p0(Y )])
) ◦ p0,

To(X, Y ) = p−1
0 ◦ (

λ(p0(X))p0(Y )− λ(p0(Y ))p0(X)− [p0(X), p0(Y )]
)
,

Io(X) = p−1
0 ◦ λ(p0(X)) ◦ p0,

para quaisquer X, Y ∈ Rn.

Exemplo 4.4.12 Sejam (Mn, g) uma variedade semi-Riemanniana, onde g
tem índice r, e ξ ∈ Γ(TM) um campo unitário em M , i.e., gx(ξ(x), ξ(x)) = 1,
para todo x ∈ M . Consideremos Rn munido da forma bilinear de Minkowski
〈·, ·〉 de índice r e seja {e1, . . . , en} a base canônica de Rn. Assumimos que
existem uma aplicação bilinear Ro : Rn × Rn → gl(Rn) e uma aplicação
linear Lo : Rn → Rn tais que, para todo x ∈ M e para toda isometria linear
p : Rn → TxM com p(e1) = ξ(x), valem as seguintes condições:
(a) p−1 ◦Rx(p·, p·) ◦ p = Ro;
(b) p ◦ Lo = (∇ξ)x ◦ p,
onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de (M, g). Então, o conjunto

P = FRo(TM ; e1, ξ)

é uma G-estrutura em M , onde G = Or(Rn; e1) (cf. Exemplo 3.3.13), e a
terna (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea. De fato, como ∇ é com-
patível com g, o tensor de torção T de ∇ é nulo e a inner torsion IP pode
ser identificada com a derivada covariante ∇ξ (cf. Exemplo 3.3.13). Por-
tanto, as condições (a) e (b) acima satisfazem as hipóteses do Lema 4.4.3, e
a conlusão segue.

Exemplos de variedades que satisfazem as hipóteses do Exemplo 4.4.12
são as variedades Riemannianas tridimensionais, homogêneas e orientadas,
cujo grupo de isometrias tem dimensão 4. Em [10], o autor considera tais
variedades, que são fibrações Riemannianas sobre uma forma espacial de
dimensão 2; as fibras são geodésicas e existe uma família a 1-parâmetro de
translações ao longo das fibras gerada por um campo unitário de Killing ξ.
Essas variedades são classificadas, a menos de isometrias, pela curvatura κ
da base da fibração e pela curvatura das fibras τ , onde κ e τ são números
reais satisfazendo κ 6= 4τ2. A curvatura das fibras é o número real τ tal que

∇Xξ = τX × ξ(x),
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para quaisquer x ∈ M e X ∈ Γ(TM), onde × denota o produto vetorial
em TxM (determinado pelo produto interno gx e a orientação dada). Neste
caso, consideremos a G-estrutura

P = FRo
+(TM ; e1, ξ),

onde G = SO(R3; e1) ' SO(R2). Mais precisamente, a fibra Px consiste
de todas as isometrias lineares p : R3 → TxM que preservam orientação
tais que p(e1) = ξ(x). Pelo Exemplo 3.3.13, a inner torsion IP

x : TxM →
sym(TxM)⊕ ξ(x)⊥ é dada por:

IP
x (v) = (0, τv × ξ(x)),

para quaisquer x ∈ M e v ∈ TxM . O tensor de curvatura R de ∇ é dado
por uma fórmula que depende somente de κ, τ , ξ e a métrica g (ver [10,
Proposição 3.1]).

Observação 4.4.13 A classificação das variedades Riemannianas homogê-
neas, simplesmente conexas, tridimensionais, é bem conhecida (ver [25], [30]).
O grupo de isometrias de tais variedades tem dimensão 3, 4 ou 6. Quando a
dimensão do grupo de isometrias é 6, tem-se uma forma espacial. Quando a
dimensão do grupo de isometrias é 3, a variedade tem a geometria do grupo
de Lie Sol3. O caso de dimensão 4 é considerado em [10]. Quando a cur-
vatura das fibras τ anula-se (e então κ 6= 0), obtemos uma variedade produto
M2(κ)×R, onde M2(κ) é uma variedade simplesmente conexa de curvatura
seccional constante igual a κ. Seu grupo de isometrias tem 4 componentes
conexas e o campo vertical ξ é simplesmente o vetor correspondente ao fator
R. Tais variedades são consideradas em [9]. Quando τ 6= 0, essas variedades
são de três tipos: possuem o grupo de isometrias das esferas de Berger para
κ > 0, do grupo de Heisenberg Nil3 para κ = 0, e do recobrimento universal
˜PSL2(R) para κ < 0.

No Capítulo 5 veremos outros exemplos de variedades infinitesimalmente
homogêneas. O grupo de Lie Sol3, que no Exemplo 4.4.12 está munido de
uma SO(R2)-estrutura, será considerado com uma Ad(H)-estrutura.

Outros exemplos de variedades infinitesimalmente homogêneas são as va-
riedades de Kähler semi-Riemannianas (Mn, g, J) que têm curvatura holo-
morfa constante, munidas de uma U(n)-estrutura. Para maiores detalhes,
ver [26, Exemplo 6.2].
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4.5 Existência de imersões isométricas que preser-
vam G-estrutura

Nesta seção discutiremos o teorema, provado em [26], que garante exis-
tência de imersões isométricas que preservam G-estrutura entre variedades
semi-Riemannianas.

Para isso, consideremos os seguintes objetos: uma variedade semi-Rie-
manniana (M, g) de dimensão n + k, onde g tem índice r, uma variedade
semi-Riemanniana (M, g) de dimensão n, onde g tem índice r, um fibrado
vetorial E de posto k sobre M munido de uma métrica semi-Riemanniana
gE de índice s, onde r = r + s. Consideremos também uma conexão ∇E em
E compatível com gE e uma seção diferenciável simétrica α de Lin2(TM ;E).
Denotemos por ∇ e ∇ as conexões de Levi-Civita de (M, g) e (M, g), respec-
tivamente.

Definimos o fibrado vetorial

Ê = TM ⊕ E,

de modo que Ê é um fibrado vetorial sobre M com fibra típica Rn+k. De-
notemos por ĝ a métrica semi-Riemanniana de índice r em Ê dada pela
soma direta ortogonal de g e gE . Consideremos a conexão ∇̂ em Ê cujas
componentes são ∇, ∇E e α. Note que ∇̂ é compatível com ĝ.

Suponha a existência de uma imersão isométrica (f, S) de M em M (cf.
Definição 4.3.1). Definimos um isomorfismo de fibrados vetoriais

L : Ê → TM (4.21)

por
L|TM = df : TM → df(TM) e L|E = S : E → TM⊥.

O isomorfismo (4.21) é uma isometria entre os fibrados vetoriais (Ê, ĝ) e
(TM, g). Reciprocamente, dados uma aplicação diferenciável f : M → M e
uma isomotria de fibrados vetoriais L : Ê → TM então, definindo S = L|E ,
o par (f, S) é uma imersão isométrica de M em M .

Consideremos o espaço Euclidiano Rn+k munido da forma bilinear de
Minkowski 〈·, ·〉 de índice r, e fixemos um subgrupo de Lie G de Or(Rn+k)
com álgebra de Lie g ⊂ gl(Rn+k). Sejam P̂ ⊂ FRo(Ê) e P ⊂ FRo(TM)
G-estruturas em Ê e M , respectivamente.

Definição 4.5.1 Dizemos que uma imersão isométrica (f, S) de M em M
preserva G-estrutura se o isomorfismo de fibrados vetoriais (4.21) preserva
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G-estrutura, ou seja, se
Lx ◦ p ∈ P f(x),

para quaisquer x ∈ M e p ∈ P̂x.

Seja (f, S) uma imersão isométrica de M em M que preserva G-estrutura.
Suponhamos que (M,∇, P ) seja infinitesimalmente homogênea com tensores
característicos Ro, T o e Io. Como ∇ é a conexão de Levi-Civita de M , temos
T o = 0 e a aplicação linear Io toma valores em so(Rn+k)/g. Além disso,
como Êx é um espaço vetorial com G-estrutura, Êx herda "versões"

R bEx
: Êx × Êx → gl(Êx) e I bEx

: Êx → sor(Êx)/g bEx

dos tensores característicos Ro e Io, respectivamente (cf. Observação 4.4.4).
Assim, as equações (4.10), (4.11) e (4.12) podem ser escritas, respectiva-
mente, como:

ĝ
(
R bEx

(X, Y )Z, W
)

=g
(
Rx(X,Y )Z,W

)
+ g⊥

(
αf

x(X, Z), αf
x(Y, W )

)

− g⊥
(
αf

x(X,W ), αf
x(Y, Z)

)
,

(4.22)

ĝ
(
R bEx

(X, Y )Z, η
)

= g⊥
(
(∇⊥Xαf )(Y, Z), η

)− g⊥
(
(∇⊥Y αf )(X,Z), η

)
, (4.23)

ĝ
(
R bEx

(X, Y )η, ξ
)

=g⊥
(
R⊥

x (X, Y )η, ξ
)

+ g
(
A(X, η), A(Y, ξ)

)

− g
(
A(X, ξ), A(Y, η)

)
.

(4.24)

Com a notação e os dados fixados acima, temos o seguinte:

Teorema 4.5.2 (i) Assuma que (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea
com tensores característicos Ro, T o e Io, e que sejam válidas as seguintes
equações:

ĝ
(
R bEx

(X, Y )Z, W
)

=g
(
Rx(X, Y )Z,W

)
+ gE

(
α(X,Z), α(Y,W )

)

− gE
(
α(X, W ), α(Y, Z)

)
,

(4.25)

ĝ
(
R bEx

(X, Y )Z, η
)

= gE
(
(∇E

Xα)(Y, Z), η
)− gE

(
(∇E

Y α)(X, Z), η
)
, (4.26)

ĝ
(
R bEx

(X,Y )η, ξ
)

=gE
(
RE

x (X, Y )η, ξ
)

+ g
(
A(X, η), A(Y, ξ)

)

− g
(
A(X, ξ), A(Y, η)

) (4.27)

I bEx
(X) = I

bP
x (X), (4.28)
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para quaisquer x ∈ M , X,Y, Z,W ∈ TxM e η, ξ ∈ Ex, onde A é definido por

gE
(
α(X, Y ), η

)
= −g

(
A(X, η), Y

)
.

Então, para quaisquer x0 ∈ M e y0 ∈ M , e para toda aplicação linear
σ0 : Êx0 → Ty0M que preserva G-estrutura, existe uma imersão isométrica
(f, S), cujo domínio é uma vizinhança U de x0 em M , tal que f(x0) = y0

e σ0 = Lx0, onde L é como em (4.21). Além disso, se M é simplesmente
conexa e (M,∇) é geodesicamente completa então existe uma única imersão
isométrica global (f, S) tal que f(x0) = y0 e σ0 = Lx0.
(ii) Assuma que M é conexa e sejam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas
de M em M com os mesmos dados prescritos ∇E, α, gE. Suponha que exista
um ponto x0 ∈ M tal que

f1(x0) = f2(x0), df1
x0

= df2
x0

, S1
x0

= S2
x0

.

Então (f1, S1) = (f2, S2).

Observação 4.5.3 O Teorema 4.5.2 vale em um contexto mais geral, no
contexto de variedades afins. Mais precisamente, se (M,∇) e (M,∇) são
variedades afins munidas de G-estruturas e valem as hipóteses do Teorema
4.5.2 (com as devidas adaptações), podemos obter o mesmo resultado para
variedades afins (ver [26, Teorema 7.4)].

Veremos a seguir alguns exemplos explícitos de aplicações do Teorema
4.5.2.

Exemplo 4.5.4 Consideremos o caso em que a variedade semi-Riemanniana
(M, g) tem curvatura seccional constante igual a c. Sejam G = Or(Rn+k) e
P = FRo(TM), de modo que (M,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea (cf.
Exemplo 4.4.8). Considerando P̂ = FRo(Ê), temos I

bP = 0 e I bE = 0 pois as
conexões ∇̂ e ∇ são compatíveis com as métricas semi-Riemannianas ĝ e g,
respectivamente (cf. Exemplo 3.3.9). Assim, a hipótese (4.28) do Teorema
4.5.2 é automaticamente satisfeita. Do Exemplo 4.4.8, o lado esquerdo da
equação de Gauss torna-se:

c
(
gx(X, Z)gx(Y, W )− gx(Y, Z)gx(X, W )

)
,

para quaisquer x ∈ M e X, Y, Z,W ∈ TxM . O lado esquerdo das equações
de Codazzi e Ricci são nulos. Assim, neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz
o clássico Teorema Fundamental de Imersões Isométricas (ver, por exemplo,
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[7], [33]). De forma mais explícita, para quaisquer x0 ∈ M e y0 ∈ M , e para
toda isometria linear σ0 : Êx0 → Ty0M , existe uma imersão isométrica (f, S)
que preserva G-estrutura, cujo domínio é uma vizinhança U de x0 em M ,
tal que f(x0) = y0 e σ0 = dfx0 ⊕ Sx0 .

Exemplo 4.5.5 Sejam (Mn1
1 , g1), (Mn2

2 , g2) variedades semi-Riemannianas
tais que o índice de gi é ri e a curvatura seccional de (Mi, g

i) é constante e
igual a ci, i = 1, 2. Assuma que (M, g) é o produto cartesiano ortogonal de
(Mn1

1 , g1) e (Mn2
2 , g2), de modo que n + k = n1 + n2 e r = r1 + r2. Seja

Rn+k = Rn1 ⊕ Rn2 munido com a soma ortogonal das formas bilineares de
Minkowski de índices r1 e r2. Então, a G-estrutura

P = FRo(TM ;Rn1 ⊕ {0}n2 ,pr∗1(TM1)),

torna (M,∇, P ) infinitesimalmente homogênea (cf. Exemplo 4.4.9), onde

G = Or(Rn+k;Rn1 ⊕ {0}n2) ∼= Or1(R
n1)×Or2(R

n2)

e pr1 : M → M1 denota a projeção sobre o primeiro fator. Seja F um
subfibrado vetorial de Ê, com rank(F ) = n1 e Ê = F ⊕ F⊥. Consideremos

P̂ = FRo(Ê;Rn1 ⊕ {0}n2 , F ).

Assumindo que P̂x 6= ∅, para todo x ∈ M , segue do Exemplo 3.3.11 que P̂
é uma G-estrutura em Ê. Como ∇ é compatível com g, temos IP = 0 e,
portanto, I bE = 0. Assim, a hipótese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa que
I
bP = 0, ou seja, a derivada covariante ∇̂ de seções de F são seções de F

(cf. Exemplo 3.3.11). Denotemos por πF : Ê → F e πF⊥ : Ê → F⊥ as
projeções correspondentes à decomposição em soma direta Ê = F ⊕ F⊥. O
lado esquerdo das equações (4.25), (4.26) e (4.27) torna-se, respectivamente:

c2

[
ĝ
(
πF (X), πF (Z)

)
ĝ
(
πF (Y )πF (W )

)−ĝ
(
πF (X), πF (W )

)
ĝ
(
πF (Y ), πF (Z)

)]

+ c1

[
ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(Z)

)
ĝ
(
πF⊥(Y )πF⊥(W )

)

− ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(W )

)
ĝ
(
πF⊥(Y ), πF⊥(Z)

)]
,

c2

[
ĝ
(
πF (X), πF (Z)

)
ĝ
(
πF (Y )πF (η)

)− ĝ
(
πF (X), πF (η)

)
ĝ
(
πF (Y ), πF (Z)

)]

+ c1

[
ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(Z)

)
ĝ
(
πF⊥(Y )πF⊥(η)

)

− ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(η)

)
ĝ
(
πF⊥(Y ), πF⊥(Z)

)]
,
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c2

[
ĝ
(
πF (X), πF (η)

)
ĝ
(
πF (Y )πF (ξ)

)− ĝ
(
πF (X), πF (ξ)

)
ĝ
(
πF (Y ), πF (η)

)]

+ c1

[
ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(η)

)
ĝ
(
πF⊥(Y )πF⊥(ξ)

)

− ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(ξ)

)
ĝ
(
πF⊥(Y ), πF⊥(η)

)]
,

A tese do Teorema 4.5.2 torna-se, então: para quaisquer x0 ∈ M e y0 =
(y1

0, y
2
0) ∈ M , e para toda isometria linear σ0 : Êx0 → Ty0M que preserva

G-estrutura, i.e., que satisfaz

σ0

(
Fx0

)
= Ty1

0
M1 ⊕ {0},

existe uma imersão isométrica (f, S) que preserva G-estrutura, cujo domínio
é uma vizinhança U de x0 em M , tal que

f(x0) = y0 e Lx0 = σ0.

Exemplo 4.5.6 Um caso particular do Exemplo 4.5.5 é quando a variedade
Riemanniana M é um produto ortogonal da forma M = Qn

c × R, onde
Qn

c é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante igual a
c. Consideremos Rn+1 munido do produto interno Euclidiano 〈·, ·〉 e seja
{e1, . . . , en+1} a base canônica de Rn+1. Então, a G-estrutura

P = FRo(TM ; {0}n ⊕R, pr∗2(TR))

torna (M,∇, P ) infinitesimalmente homogênea, onde

G = O(Rn+1; {0}n ⊕R) ' O(Rn)×O(R)

e pr2 : M → R denota a projeção sobre o segundo fator. Assumimos que
E = M ×R é o fibrado vetorial trivial sobre M , e consideremos T ∈ Γ(TM)
e ν ∈ C∞(M) tais que ‖T‖2 +ν2 = 1. O par (T, ν) é uma seção diferenciável
de Ê e, portanto, o subfibrado vetorial F de Ê, definido por

Fx = span{(T (x), ν(x))},

para todo x ∈ M , é tal que Ê = F ⊕ F⊥. Além disso,

P̂ = FRo(Ê; {0}n ⊕R, F )

é uma G-estrutura em Ê. Mais precisamente, dado x ∈ M , a fibra P̂x é o
conjunto de todas as isometrias lineares p : Rn+1 → Êx tais que p(en+1) =
(T (x), ν(x)). A G-estrutura P̂ será denotada simplesmente por

P̂ = FRo(Ê; en+1, (T, ν)).
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Fixado uma seção unitária ε ∈ Γ(E), temos um operador A : Γ(TM) →
Γ(TM) associado a ε dado por

g(AX, Y ) = gE
(
α(X, Y ), ε

)
,

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM). Neste caso, as equações de Gauss e Codazzi
podem ser escritas como

R(X,Y ) + AX ∧AY = c
(
X ∧ Y + g(X,T )Y ∧ T − g(Y, T )X ∧ T

)
(4.29)

e
(∇XA

)
Y − (∇Y A

)
X = cν(Y ∧X)T, (4.30)

respectivamente, para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM). De fato, neste caso, a
equação de Gauss (4.25) pode ser escrita como:

πM
(
R bE(X,Y )Z

)
= (AX ∧AY )Z + R(X,Y )Z, (4.31)

para quaisquer X, Y, Z ∈ Γ(TM), onde πM : Ê → TM denota a projeção
canônica (cf. Exemplo 4.3.5). Pelo Exemplo 4.5.5, o lado esquerdo de (4.31)
torna-se:

c
[
ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(Z)

)
πF⊥(Y )− ĝ

(
πF⊥(Y ), πF⊥(Z)

)
πF⊥(X)

]
. (4.32)

Por outro lado, para todo X ∈ Γ(TM), temos:

πF⊥(X) = X − g(X,T )T̂ .

Substituindo em (4.32) o valor de πF⊥(X) e expressões similares para πF⊥(Y )
e πF⊥(Z), o lado esquerdo de (4.31) torna-se:

c
[
(X ∧ Y )Z + g(X, T )(Y ∧ T )Z − g(Y, T )(X ∧ T )Z

]
.

Isso fornce a equação (4.29). A equação de Codazzi (4.26) pode ser escrita,
neste caso, como:

πM
(
R bE(X,Y )N

)
=

(∇XA
)
Y − (∇Y A

)
X, (4.33)

para quaisquer X,Y ∈ Γ(TM) (cf. Exemplo 4.3.5). Pelo Exemplo 4.5.5, o
lado esquerdo de (4.33) torna-se:

c
[
ĝ
(
πF⊥(X), πF⊥(N)

)
πF⊥(Y ) − ĝ

(
πF⊥(Y ), πF⊥(N)

)
πF⊥(X)

]
. (4.34)
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Finalmente, temos πF⊥(N) = N − νT̂ . Substituindo o valor de πF⊥(N)
em (4.34) e expressões similares para πF⊥(X) e πF⊥(Y ), o lado esquerdo de
(4.33) torna-se

cν(X ∧ Y )T,

fornecendo, assim, a equação (4.30). A hipótese (4.28) do Teorema 4.5.2 é
análoga a do Exemplo 4.5.5. Neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz o teorema
de imersão isométrica em Qn

c ×R de [9].

Exemplo 4.5.7 Consideremos o caso em que M = K é um grupo de Lie,
com álgebra de Lie k, e g é uma métrica semi-Riemanniana invariante à
esquerda em M . Fixemos uma isometria linear p0 : Rn+k → k e consideremos
a seção global diferenciável s : M → FRo(TM) definida por s(g) = dLg(1) ◦
p0, para todo g ∈ K. Então, a G-estrutura

P = s(M)

torna (M,∇, P ) infinitesimalmente homogênea, onde G = {IdRn+k} (cf. E-
xemplo 4.4.11). A inner torsion IP , no elemento identidade 1 ∈ K, coincide
com a aplicação linear λ : k → gl(k), onde λ é dada por

g
(
λ(X)Y,Z

)
=

1
2
(
g([X, Y ], Z])− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X)

)
,

para quaisquer X,Y, Z ∈ k (cf. Teorema 2.6.7). Seja ŝ : M → FRo(Ê) uma
seção global diferenciável de Ê, de modo que

P̂ = ŝ(M)

é uma G-estrutura em Ê. A hipótese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa que,
para todo x ∈ M , a igualdade

Γ̂x = Adŝ(x) ◦ Io ◦ ŝ(x)−1

é satisfeita, onde Γ̂ denota o tensor de Christoffel de ∇̂ em relação a ŝ e
Io é o tensor característico correspondente à inner torsion IP (cf. Exemplo
4.4.11). A tese do Teorema 4.5.2 torna-se: para quaisquer x0 ∈ M e y0 ∈ M ,
existe uma imersão isométrica (f, S), cujo domínio é uma vizinhança U de
x0 em M , tal que f(x0) = y0 e

(dfx ⊕ Sx) ◦ ŝ(x) = s(f(x)),

para todo x ∈ U .
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Exemplo 4.5.8 Assumimos que a variedade semi-Riemanniana (M, g) está
munida de um campo vetorial unitário ξ ∈ Γ(TM) tal que as condições
descritas no Exemplo 4.4.12 estejam satisfeitas. A G-estrutura

P = FRo(TM ; e1, ξ)

torna (M,∇, P ) infinitesimalmente homogênea, onde G = Or(Rn+k; e1) (cf.
Exemplo 4.4.12). Consideremos uma seção ε ∈ Γ(Ê) (ε é determinada por
um campo vetorial diferenciável em M e uma seção global diferenciável de
E) tal que ĝ(ε, ε) ≡ 1. Seja

P̂ = FRo(Ê; e1, ε),

de modo que P̂ é uma G-estrutura em Ê. A hipótese (4.28) do Teorema
4.5.2 significa que, para todo x ∈ M e para todo p ∈ P̂x, tem-se

p ◦ Lo|p−1(TxM) =
(∇̂ε

)
x
◦ p|p−1(TxM).

A tese do Teorema 4.5.2 torna-se: para quaisquer x0 ∈ M e y0 ∈ M , e para
toda isometria linear σ0 : Êx0 → Ty0M com σ0(ε(x0)) = ξ(y0), existe uma
imersão isométrica (f, S), cujo domínio é uma vizinhança U de x0 em M ,
tal que f(x0) = y0 e

(dfx ⊕ Sx) = ξ(f(x)),

para todo x ∈ U . No caso particular em que (M, g) é uma variedade Rie-
manniana homogênea orientável de dimensão 3, cujo grupo de isometrias
tem dimensão 4, o Teorema 4.5.2 reproduz o teorema de existência de imer-
sões isométricas considerado em [10]. Neste caso, as G-estruturas P e P̂ são
dadas por

P = FRo
+(TM ; e1, ξ)

e
P̂ = FRo

+(Ê; e1, (T, ν)),

onde T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) são tais que ||T ||2 + ν2 = 1.

Outro exemplo, que pode ser visto como aplicação do Teorema 4.5.2, é
o caso em que (M, g) é uma variedade semi-Riemanniana de Kähler com
curvatura seccional holomorfa constante. Para maiores detalhes, ver [26,
Exemplo 8.2].



Capítulo 5

Imersões Isométricas em
3-Variedades Lorentzianas

5.1 Introdução

A teoria de classificação das 3-variedades Riemannianas foi estabelecida
por Thurston (ver [34]), onde o autor afirma que, no caso de dimensão 3, exis-
tem apenas oito geometrias Riemannianas maximais. Em [30], Scott descreve
cada uma dessas oito geometrias e suas propriedades básicas, dando uma des-
crição completa das variedades fechadas tridimensionais que admitem uma
estrutura geométrica, além daquelas que admitem uma estrutura hiperbólica.

O caso Lorentziano, em analogia ao caso Riemanniano, tem sido estu-
dado recentemente. Em [11], os autores provam que existem somente quatro
geometrias Lorentzianas maximais.

5.1.1 O Teorema de Classificação de Thurston

Dizemos que uma variedade diferenciável Mn admite uma estrutura geo-
métrica se existe uma métrica localmente homogênea completa em M . Isso
significa que o recobrimento universal X de M possui uma métrica ho-
mogênea completa (ver Seção 3 de [31]), de modo que o grupo de isometrias
de X age transitivamente. Dizemos também que M admite uma estrutura
geométrica modelada em X.

Uma geometria é um par (G,X), onde G é um grupo que age transiti-
vamente sobre uma variedade diferenciável X, com subgrupos de isotropia
compacto. Dizemos que duas geometrias (G,X) e (H, Y ) são equivalentes

107
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se existem um homomorfismo φo : G → H e um difeomorfismo ϕ : X → Y
tais que ϕ(g · x) = φo(g) · ϕ(x), para quaisquer g ∈ G e x ∈ X. Segue, em
particular, que G e H são grupos de Lie isomorfos.

Dado uma geometria (G,X), existe uma geometria natural (G̃, X̃) asso-
ciada, onde X̃ denota o recobrimento universal de X e G̃ consiste de todos
os difeomorfismos de X̃ que são levantamentos dos elementos de G. Assim,
não há perda de generalidade em considerar somente geometrias (G,X) onde
X é simplesmente conexo. Uma restrição final no caso de dimensão 3 é que
existe um subgrupo H de G que age em X como grupo de recobrimento e
tem quociente compacto. Dizemos, neste caso, que a geometria admite um
quociente compacto.

Teorema 5.1.1 (Thurston) Qualquer geometria tridimensional maximal,
simplesmente conexa e que admite um quociente compacto é equivalente a
uma das geometrias (Iso(X), X), onde X é uma das seguintes variedades:
R3, H3, S3, S2 ×R, H2 ×R, S̃L2(R), Nil ou Sol.

Para uma apresentação da prova de Thurston, ver [30, Teorema 5.1].
Além disso, se M é uma variedade fechada tridimensional que admite uma
estrutura geométrica modelada em uma das oito geometrias do Teorema
5.1.1, então a geometria envolvida é única (ver [30, Teorema 5.2]).

5.1.2 O Teorema de Classificação Lorentziana

Consideremos um espaço homogêneo simplesmente conexo G/H, onde G
é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de G. Dizemos que a geometria
(G, G/H) é Lorentziana se a ação canônica de G sobre G/H preserva alguma
métrica Lorentziana (cf. Definição 1.6.1) ou, de forma equivalente, se a
ação adjunta de H sobre g/h preserva uma forma bilinear simétrica não-
degenerada de índice 1 (cf. Lema 1.6.7).

Dizemos que uma variedade diferenciável M admite uma (G,G/H)-es-
trutura se existe um atlas

{φi : Ui → φi(Ui) ⊂ G/H}

de M , onde as aplicações de transição γij , que satisfazem γij ◦ φi = φj , são
dadas por restrição dos elementos de G. Mais precisamente, as aplicações
γij são determinadas por aplicações localmente constantes de Ui ∩Uj em G.
Dizemos também, neste caso, que M é localmente modelada sobre o espaço
homogêneo G/H ou, também, que M é uma (G,G/H)-variedade.
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Uma geometria Lorentziana (G,G/H) é chamada maximal se o grupo
de Lie G é de dimensão máxima sobre todos os grupos de Lie que agem
transitivamente sobre G/H e preservam uma métrica Lorentziana.

Uma (G,G/H)-estrutura sobre M define uma aplicação desenvolvível

D : M̃ → G/H, (5.1)

que é um difeomorfismo local entre o recobrimento unviversal M̃ de M e o
espaço modelo G/H1. Além disso, D é única a menos de composição com
elementos de G.

Uma (G,G/H)-variedade M é dita ser completa se sua aplicação de-
senvolvível (5.1) é um difeomorfismo. Por exemplo, seja (G,G/H) uma
geometria tal que, para todo x ∈ G/H, o subgrupo de isotropia Gx é com-
pacto. Então, toda (G,G/H)-variedade fechada M é completa (ver [34,
Proposição 3.6]). Como G/H é simplesmente conexo, qualquer (G,G/H)-
variedade completa M pode ser reconstruída da imagem Γ = H(π1(M)) da
holonomia, como o espaço quociente (G/H)/Γ.

Quando a ação de G sobre G/H preserva uma métrica Lorentziana ou,
mais geralmente, uma conexão linear, temos a noção de completude geodésica.
A completude geodésica é mais forte que a completude acima definida. De
fato, seja M uma (G,G/H)-variedade tal que a ação de G sobre G/H
preserva uma conexão linear ∇. Se a conexão induzida sobre M por ∇ é
geodesicamente completa então M é completa (ver [11, Lema 2.2]).

O Lema seguinte garante a unicidade do modelo G/H. Mais precisa-
mente,

Lema 5.1.2 Toda variedade Lorentziana M de dimensão 3, compacta e
localmente homogênea, é localmente modelada sobre uma única geometria
maximal (G, G/H), no caso em que G é conexo. A dimensão de G é ≤ 6 e
a igualdade ocorre se, e somente se, M é de curvatura seccional constante.
Além disso, dim(G) 6= 5 (isso exclui a possibilidade de dim(H) = 2).

Disso decorre que as geometrias Lorentzianas de curvatura seccional cons-
tante são maximais, pois elas realizam a dimensão máxima do grupo de
isometrias. Tais geometrias são a gemetria de Minkowski (curvatura nula),
a geometria de Sitter (curvatura positiva) e a geometria anti-de Sitter (cur-
vatura negativa). Para a prova do Lema 5.1.2, ver a demonstração da
Proposição 3.1 de [11].

1Para maiores detalhes sobre a aplicação desenvolvível (5.1), ver Seção 3.5 de [34].
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O teorena de classificação das 3-variedades Lorentzianas, cuja demons-
tração está ao longo de [11], é o seguinte:

Teorema 5.1.3 Seja M uma variedade Lorentziana compacta conexa tridi-
mensional, localmente modelada sobre uma geometria Lorentziana (G,G/H).
Então, o modelo G/H é isométrico a um dos seguintes grupos de Lie, mu-
nidos de uma métrica Lorentziana invariante à esquerda: R3, S̃L2(R), Nil
ou Sol. Se a geometria (G,G/H) é maximal, então (G,G/H) é uma das
seguintes geometrias: Minkowski, anti-de Sitter, Heisenberg-Lorentz ou Sol-
Lorentz. Além disso, a geometria (G,G/H) é completa, e a variedade M é
geodesicamente completa, exceto no caso em que ela é localmente modelada
sobre a geometria Sol-Lorentz.

Um modelo da geometria de Minkowski é o espaço Euclidiano R3 munido
da métrica Lorentziana g = dx2 + dy2 − dz2. O grupo G dessa geometria é
G = O(2, 1)nR3, com a ação canônica de O(2, 1) sobre R3. A isotropia H
da geometria de Minkowski é O(2, 1).

Ummodelo da geometria anti-de Sitter é o recobrimento universal S̃L2(R)
de SL2(R), munido da métrica Lorentziana invariante à esquerda que coin-
cide, no elemento identidade, com a forma de Killing sobre a álgebra de Lie
sl2(R) de SL2(R). O grupo G dessa geometria é G = S̃L2(R)× S̃L2(R).

A geometria Heisenberg-Lorentz tem como modelo o grupo de Heisenberg
Nil munido da métrica Lorentziana invariante à esquerda

g = −dx2 + dy2 + (dz − xdy)2.

O grupo G dessa geometria é G = Iso(Nil).

A geometria Sol-Lorentz é obtida a partir do grupo de Lie Sol munido de
uma métrica Lorentziana invariante à esquerda definida na álgebra de Lie
sol, que é gerada por T,X, Z. A métrica é definida exigindo-se que T e X
são isotrópicos, Z é ortogonal a RX⊕RT e g(X, T ) = g(Z, Z) = 1. O grupo
G dessa geometria é G = Iso(Sol).

Estamos interessados, neste capítulo, em obter um teorema de imer-
são isométrica nos grupos de Lie R3, SL2(R), Nil e Sol. A geometria de
Minkowski, por ter curvatura seccional constante, pode ser vista como um
caso particular do Exemplo 4.5.4. Ou seja, a G-estrutura considerada em R3

é a G-estrutura P do Exemplo 4.5.4 que torna (R3,∇, P ) infinitesimalmente
homogênea. O caso de SL2(R), embora também tenha curvatura seccional
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constante, tem uma G-estrutura mais interessante que R3. Assim, SL2(R)
será estudada separadamente do Exemplo 4.5.4.

Os casos mais interessantes são os grupos Nil e Sol, que não possuem
curvatura seccional constante. Obteremos um teorema de imersão isométrica
para cada um desses grupos.

5.2 O grupo Nil

5.2.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Heisenberg Nil munido da métrica Lorentziana
invariante à esquerda

g = −dx2 + dy2 + (dz − xdy)2, (5.2)

que também será denotada por 〈·, ·〉. Os campos vetoriais

E1 =
∂

∂z
,

E2 =
∂

∂y
+ x

∂

∂z
,

E3 =
∂

∂x
,

(5.3)

constituem uma base para a álgebra de Lie nil de Nil (cf. Exemplo 1.4.8),
com

〈E1, E1〉 = 〈E2, E2〉 = −〈E3, E3〉 = 1. (5.4)

Além disso, se ∇ denota a conexão de Levi-Civita da métrica g dada em
(5.2), temos:

∇ =
1
2




0 −E3 −E2

−E3 0 −E1

−E2 E1 0


 , (5.5)

onde o (i, j)-ésimo elemento da matriz acima é ∇EiEj em relação à base
ortonormal {E1, E2, E3}. De fato, como os colchetes de Lie são dados por

[E1, E2] = [E1, E3] = 0 e [E3, E2] = E1, (5.6)

a matriz (5.5) segue da fórmula de Koszul.
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Observação 5.2.1 A métrica g, dada em (5.2), é geodesicamente completa.
Este fato está demonstrado na Seção 4 de [28], onde as geodésicas são apre-
sentadas explicitamente. Mais geralmente, toda métrica Lorentziana invari-
ante à esquerda em Nil é geodesicamente completa (ver [12]).

Denotando por R o tensor de curvatura de Nil, temos a seguinte:

Proposição 5.2.2 Para quaisquer X, Y, Z ∈ Γ(TNil), temos:

R(X,Y )Z =
3
4
Ro(X,Y )Z + R1(X, Y )Z, (5.7)

onde
Ro(X,Y )Z = (X ∧ Y )Z

e
R1(X, Y )Z =

(〈Y, E1〉X ∧ E1 − 〈X,E1〉Y ∧ E1

)
Z.

Demonstração. Dado X ∈ Γ(TNil), escrevemos

X = X̃ + xE1,

onde X̃ é horizontal2 e x = 〈X,E1〉. Analogamente escrevemos Y = Ỹ +yE1

e Z = Z̃ + zE1. Mostremos inicialmente que

R(X̃, Ỹ )Z̃ =
3
4
(
Ro(X,Y )Z + R1(X, Y )Z

)
, (5.8)

para quaisquer X, Y, Z ∈ Γ(TNil). De (5.5), temos:

R(E2, E3)E2 =
3
4
E3 e R(E2, E3)E3 =

3
4
E2.

Escrevendo

X =
3∑

i=1

xiEi, Y =
3∑

j=1

yjEj , Z =
3∑

k=1

zkEk,

temos:

R(X̃, Ỹ )Z̃ =
3
4
(
x2y3z2E3 + x2y3z3E2 − x3y2z2E3 − x3y2z3E2

)
.

2Aqui estamos considerando Nil como uma fibração sobre o plano de Minkowski; o
campo E1 é o campo vertical da fibração.
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Assim, denotando ε1 = ε2 = 1 e ε3 = −1, temos:

Ro(X,Y )Z = (X ∧ Y )Z =
3∑

i=1

(
εixiziY − εiyiziX

)

=
3∑

i,j=1

(
yjεixizi − xjεiyizi

)
Ej

=
(〈Y, E1〉〈X, Z〉 − 〈X, E1〉〈Y, Z〉)E1 +

(
x1z1y2 − y1z1x2

)
E2

+(x1z1y3 − y1z1x3)E3 + (x2y3z3 − x3y2z3)E2

+(x2y3z2 − x3y2z2)E3

= 〈Y, E1〉〈X, Z〉E1 − 〈X, E1〉〈Y,Z〉E1 +
4
3
R(X̃, Ỹ )Z̃

+x1z1(y2E2 + y3E3)− y1z1(x2E2 + x3E3)

=
4
3
R(X̃, Ỹ )Z̃ + 〈Y, E1〉〈X, Z〉E1 − 〈X, E1〉〈Y,Z〉E1

+〈X,E1〉〈Z, E1〉Y − 〈Y, E1〉〈Z,E1〉X,

o que mostra a igualdade (5.8). Provemos agora (5.7). Sejam X, Y, Z, W ∈
Γ(TNil). Usando a linearidade de R, o produto 〈R(X,Y )Z,W 〉 torna-se
uma soma de 16 termos. Os termos onde E1 aparece três ou quatro vezes,
ou duas vezes nas posições 1, 2 ou 3, 4 anulam-se pela anti-simetria de R. Os
termos onde E1 aparece uma única vez anulam-se pois

R(E1, Ei)Ej = R(Ei, E1)Ej = R(Ei, Ej)E1 = 0,

para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ 3. Assim, temos:

〈R(X,Y )Z, W 〉 = 〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉+ yw〈R(X̃, E1)Z̃, E1〉
+yz〈R(X̃, E1)E1, W̃ 〉+ xw〈R(E1, Ỹ )Z̃, E1〉
+xz〈R(E1, Ỹ )E1, W̃ 〉

=
3
4
〈Ro(X,Y )Z + R1(X, Y )Z, W̃ 〉

+
1
4
(− yw〈X̃, Z̃〉+ yz〈X̃, W̃ 〉+ xw〈Ỹ , Z̃〉 − xz〈Ỹ , W̃ 〉).

Observe agora que:

〈Ro(X,Y )Z + R1(X, Y )Z, E1〉 = 0

e

−yw〈X̃, Z̃〉+ yz〈X̃, W̃ 〉+ xw〈Ỹ , Z̃〉 − xz〈Ỹ , W̃ 〉 = 〈R1(X,Y )Z,W 〉.
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Assim,

〈R(X, Y )Z, W 〉 =
3
4
〈Ro(X, Y )Z + R1(X,Y )Z,W 〉+

1
4
〈R1(X,Y )Z,W 〉

=
3
4
〈Ro(X, Y )Z, W 〉+ 〈R1(X,Y )Z,W 〉,

como queríamos. 2

5.2.2 As equações de compatibilidade para superfícies em Nil

Seja {e1, e2, e3} a base canônica do espaço de Minkowski R3
1, com e3

tipo-tempo. O conjunto

P = FRo
+(TNil; e1, E1) (5.9)

é uma G-estrutura em Nil, onde G = SO(R3
1; e1) (cf. Exemplo 3.2.5). Mais

precisamente, dado x ∈ Nil, a fibra P x é o conjunto das isometrias lineares
p : R3

1 → TxNil que preservam orientação tais que p(e1) = E1(x). Por outro
lado, sabemos que

O(R3
1) = O(1, 2) = {X ∈ GL(R3) : XtεX = ε},

onde ε é a matriz diagonal ε = (δijεi), com ε1 = ε2 = 1 e ε3 = −1. Assim,

G =
{

X ∈ GL(R3) : X =
(

1 0
0 T

)
, T ∈ SO(1, 1)

}
.

Fazendo T =
(

a b
c d

)
, com a, b, c, d ∈ R, segue que T ∈ SO(1, 1) se, e

somente se, a = d, b = c e a2 − b2 = 1. Portanto, X ∈ G é da forma

X =




1 0 0
0 a b
0 b a


 .

O referencial po ∈ FRo(TNil), dado por po(ei) = Ei, 1 ≤ i ≤ 3, pertence
a G-estrutura P . Assim, como a ação é livre e transitiva, segue que, para
todo p ∈ P , existe um único g ∈ G tal que p = po ◦ g. Portanto, temos:

p(e1) = E1,

p(e2) = aE2 + bE3,

p(e3) = bE2 + aE3,

(5.10)

com a, b ∈ R tais que a2 − b2 = 1. Com a notação fixada acima, temos a
seguinte
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Proposição 5.2.3 (Nil,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea.

Demonstração. A igualdade (5.7) mostra que o tensor de curvatura R de
Nil depende somente da métrica, portanto é constante nos referenciais que
pertencem a G-estrutura P . Como ∇ é compatível com a métrica, a inner
torsion é dada por

IP
x (X) = ∇XE1, (5.11)

para quaisquer x ∈ Nil e X ∈ TxNil (cf. Exemplo 3.3.12). Neste caso, a
condição da inner torsion é equivalente a existência de uma aplicação linear
Lo : R3 → R3 tal que

p ◦ Lo = IP
x ◦ p, (5.12)

para quaisquer x ∈ Nil e p ∈ P x (cf. Exemplo 4.5.8); basta definir Lo : R3 →
R3 por:

Lo(e1) = 0,

Lo(e2) = −1
2
e3,

Lo(e3) = −1
2
e2.

(5.13)

A relação (5.12) segue agora de (5.10) e (5.11). Assim, a condição da inner
torsion está satisfeita. A condição da torção é trivialmente satisfeita pois
T = 0. 2

Consideremos agora uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensão 2,
E = M ×R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-
Riemanniana gE de índice 1, ∇E uma conexão em E compatível com gE

e α uma seção diferenciável simétrica de Lin2(TM ; E). No fibrado vetorial
Ê = TM ⊕E, consideremos a métrica semi-Riemanniana ĝ dada pela soma
direta ortogonal de g e gE , e ∇̂ a conexão em Ê cujas componentes são ∇,
∇E e α. Além disso, consideremos a G-estrutura

P̂ = FRo
+(Ê; e1, (T, ν))

onde T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) são tais ‖T‖2 + ν2 = 1.

Suponha a existência de uma imersão isométrica (f, S) de M em Nil que
preserva G-estrutura.



CAPÍTULO 5. 3-VARIEDADES LORENTZIANAS 116

Proposição 5.2.4 Para quaisquer X, Y, Z, W ∈ Γ(TNil), temos:

〈R(X, Y )Z, W 〉 =
3
4
〈Ro(X, Y )Z, W 〉+ 〈R1(X,Y )Z,W 〉 (5.14)

e

R(X,Y )N = ν(Y ∧X)T, (5.15)

onde N é o campo normal unitário a M e Ro, R1 são como na Proposição
5.2.2.

Demonstração. Segue da Proposição 5.2.2, usando o fato que X, Y, Z são
tangentes à variedade M , N é normal à variedade M e ν é a componente
normal de T , i.e., ν = 〈T,N〉. 2

Corolário 5.2.5 As equações de Gauss e Codazzi em Nil são

K = ν2 − det(A)− 1
4

(5.16)

e

∇XAY −∇Y AX −A([X,Y ]) = ν(Y ∧X)T, (5.17)

respectivamente, onde K é a curvatura Gaussiana de M e A : Γ(TM) →
Γ(TM) é o operador de Weingarten associado a N .

Demonstração. Como a codimensão é 1, as equações de Gauss (equação
(4.25)) e Codazzi (equação (4.26)) tornam-se

〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(X, Y )Z, W 〉+ 〈(AX ∧AY )Z, W 〉

e
R(X, Y )N = ∇XAY −∇Y AX −A([X,Y ]),

respectivamente (cf. Exemplo 4.3.5). Dado x ∈ M , fixemos uma base orto-
normal {X, Y } de TxM . De (5.14), temos 〈R(X,Y )X,Y 〉 = ν2 − 1

4 . Além
disso, temos:

〈R(X, Y )X, Y 〉 = K e 〈(AX ∧AY )X,Y 〉 = det(A),

obtendo, assim, a equação (5.16). A equação de Codazzi (5.17) segue dire-
tamente de (5.15). 2
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5.2.3 Imersões isométricas em Nil

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensão 2, ∇ sua
conexão de Levi-Civita, R o tensor de curvatura e K sua curvatura Gaus-
siana. Seja E = TM × R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de
uma métrica semi-Riemanniana gE e denotemos por ∇E uma conexão em E
compatível com gE . Dado uma seção diferenciável simétrica α do fibrado ve-
torial Lin2(TM ;E), denotemos por ĝ a métrica semi-Riemanniana no fibrado
Ê = TM ⊕ E dada pela soma direta ortogonal de g e gE , e consideremos a
conexão ∇̂ em Ê cujas componentes são ∇, ∇E e α.

Sejam T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) tais que ‖T‖2 + ν2 = 1. As equações
de compatibilidade para superfícies no grupo de Heisenberg Lorentziano es-
tabelecidas na Seção 5.2.2 sugerem a seguinte

Definição 5.2.6 Dizemos que a terna
(
M, α, (T, ν)

)
satisfaz as equações de

compatibilidade para (Nil, g) se as seguintes condições são satisfeitas:

(a) Para todo x ∈ M , existe uma isometria linear po : R3
1 → Êx, com

po(e1) = (T (x), ν(x)), tal que:

po ◦ Lo|p−1
o (TxM) =

(∇̂(T, ν)
)
x
◦ po|p−1

o (TxM), (5.18)

onde Lo : R3
1 → R3

1 é a aplicação linear definida por

Lo(e1) = 0,

Lo(e2) = −1
2
e3,

Lo(e3) = −1
2
e2.

(b) Vale a equação de Gauss:

K = ν2 − det(A)− 1
4
, (5.19)

onde Ax : TxM → TxM é definido por g(AX,Y ) = gE(α(X, Y ), η), para
alguma seção unitária η de E.
(c) Vale a equação de Codazzi:

∇XAY −∇Y AX −A([X,Y ]) = ν(X ∧ Y )T. (5.20)

Seguindo a notação acima, temos o seguinte
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Teorema 5.2.7 Suponha que a terna
(
M, α, (T, ν)

)
satisfaça as equações

de compatibilidade da Definição 5.2.6. Então, para quaisquer xo ∈ M e
yo ∈ Nil, existem uma vizinhança U de xo em M e uma imersão isométrica
f : U → Nil tal que o operador de Weingarten A de f em relação ao normal
N é dado por

df ◦A ◦ df−1 (5.21)

e tal que

E1 = df(T ) + νN. (5.22)

Além disso, se M é conexa e simplesmente conexa, existe uma imersão
isométrica global f : M → Nil satisfazendo (5.21) e (5.22).

Demonstração. Denotando por ε = (T, ν) ∈ Γ(Ê), consideremos a G-
estrutura

P̂ = FRo
+(Ê; e1, ε)

em Ê, onde G = SO(R3
1; e1). A hipótese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa,

neste caso, que

p ◦ Lo|p−1(TxM) =
(∇̂ε

)
x
◦ p|p−1(TxM), (5.23)

para quaisquer x ∈ M e p ∈ P̂x. Como
(
M,α, (T, ν)

)
satisfaz as equações

de compatibilidade, existe po : R3
1 → TxNil, com po(e1) = ε(x), tal que vale

(5.23). Segue, em particular, que po ∈ P̂ . Por outro lado, todo referencial
p ∈ P̂ se escreve como p = po ◦ g, para algum g ∈ G. Representando
matricialmente

g =




1 0 0
0 a b
0 b a


 , Lo =




0 0 0
0 0 −1

2
0 −1

2 0


 ,

com a2 − b2 = 1, um cálculo simples mostra que g ◦ Lo ◦ g−1 = Lo. Assim,

p ◦ Lo ◦ p−1|TxM = po ◦ g ◦ Lo ◦ g−1 ◦ p−1
o |TxM = po ◦ Lo ◦ p−1

o |TxM

= (∇ε)x,

mostrando que a condição (5.23) vale, de fato, para todo p ∈ P̂x. Final-
mente, as equações de compatibilidade (5.19) e (5.20) claramente implicam
as equações (4.25) e (4.26), respectivamente. A versão global segue direta-
mente do Teorema 4.5.2, pois a métrica g de Nil é geodesicamente completa
(cf. Observação 5.2.1). 2
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5.3 O grupo SL2(R)

5.3.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Lie SL2(R), cuja álgebra de Lie sl2(R) consiste
das matrizes reais 2×2 de traço zero (cf. Exemplo 1.4.5). A forma de Killing,
definida em (1.14), na álgebra de Lie sl2(R) é dada por

g(X,Y ) =
1
2
tr(XY ), (5.24)

para quaisquer X, Y ∈ sl2(R) (ver [13, Seção 4]). As matrizes
(

1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
, (5.25)

são ortogonais e têm comprimentos iguais a 1, 1 e −1, respectivamente.
Assim, (5.24) é um produto escalar Lorentziano em sl2(R). Dado X ∈
sl2(R), com

X =
(

x1 x2

x3 −x1

)
,

x1, x2, x3 ∈ R, temos
g(X, X) = x2

1 + x2x3.

Identificando a matriz X com o vetor (x1, x2, x3) ∈ R3, a métrica (5.24)
pode ser escrita como

g = dx2
1 + dx2dx3.

Além disso, as matrizes em (5.25) podem ser identificadas com os campos
vetoriais

X1 =
∂

∂x
,

X2 =
∂

∂y
+

∂

∂z
,

X3 = − ∂

∂y
+

∂

∂z
,

que constituem uma base ortonormal para sl2(R), com

g(X1, X1) = g(X2, X2) = −g(X3, X3) = 1.

Se ∇ denota a conexão de Levi-Civita da métrica (5.24), temos:

∇ =




0 X3 X2

−X3 0 −X1

−X2 X1 0


 , (5.26)



CAPÍTULO 5. 3-VARIEDADES LORENTZIANAS 120

onde o (i, j)-ésimo elemento da matriz (5.26) é∇EiEj em relação à base orto-
normal {X1, X2, X3}. De fato, um cálculo simples mostra que os colchetes
de Lie dos campos X1, X2, X3 são dados por

[X1, X2] = 2X3, [X1, X3] = 2X2 e [X2, X3] = −2X1.

A matriz (5.26) segue agora da fórmula de Koszul.

Observação 5.3.1 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. A
condição (??), que a forma de Killing 〈·, ·〉 de g satisfaz, é equivalente a
〈·, ·〉 ser Ad(G)-invariante. Esse fato, por sua vez, é equivalente às geodési-
cas de G partindo de 1 ∈ G serem os subgrupos a 1-parâmetro de G (ver [23,
Proposição 11.9]). Segue, em particular, que o grupo G, munido da forma
de Killing, é geodesicamente completo.

Proposição 5.3.2 O tensor de curvatura R de SL2(R) é dado por

R(X, Y )Z = −(X ∧ Y )Z, (5.27)

para quaisquer X, Y, Z ∈ SL2(R), ou seja, SL2(R) tem curvatura seccional
constante igual a −1.

Demonstração. Um cálculo simples, usando as derivadas covariantes
(5.26), mostra que a igualdade (5.27) vale na álgebra de Lie sl2(R). Como a
métrica em SL2(R) é obtida a partir da métrica da álgebra de Lie sl2(R) por
translações à esquerda, obtemos então a expressão (5.27). Note que, como a
forma de Killing (5.24) é bi-invariante, já sabíamos que o tensor de curvatura
R é dado por

R(X,Y )Z = [[X, Y ], Z],

para quaisquer X, Y, Z ∈ sl2(R) (ver [23, Corolário 11.10]). 2

Observação 5.3.3 Como SL2(R) tem curvatura seccional constante, obte-
mos de imediato, pelo Exemplo 4.5.4, um teorema de imersão isométrica em
SL2(R). No entanto, usando a estrutura da álgebra de Lie sl2(R), podemos
definir uma G-estrutura P em SL2(R) tal que (SL2(R),∇, P ) seja infinitesi-
malmente homogênea, porém com a inner torsion não-nula. Tal G-estrutura
é semelhante à G-estrutura considerada no grupo de Heisenberg.



CAPÍTULO 5. 3-VARIEDADES LORENTZIANAS 121

5.3.2 As equações de compatibilidade para superfícies em
SL2(R)

Seja {e1, e2, e3} a base canônica do espaço de Minkowski R3
1, com e3

tipo-tempo. O conjunto

P = FRo
+(TSL2(R); e1, X1) (5.28)

é uma G-estrutura em SL2(R), onde G = SO(R3
1; e1) (cf. Exemplo 3.2.5).

Como visto na Subseção 5.2.2, para todo p ∈ P , existe um único g ∈ G tal
que p = p0 ◦ g, onde p0 ∈ P é dado por p0(ei) = Xi, 1 ≤ i ≤ 3. Assim,

p(e1) = X1,

p(e2) = aX2 + bX3,

p(e3) = bX2 + aX3,

com a, b ∈ R tais que a2 − b2 = 1.

Proposição 5.3.4 (SL2(R),∇, P ) é infinitesimalmente homogênea.

Demonstração. A igualdade (5.27) mostra que R é constante nos refe-
renciais que pertencem a G-estrutura (5.28). A condição da inner torsion
segue de forma inteiramente análoga ao caso do grupo de Heisenberg. De
fato, neste caso temos:

IP
x (X) = ∇XX1,

para quaisquer x ∈ SL2(R) e X ∈ TxSL2(R). Finalmente, a condição da
torção é trivialmente satisfeita pois T = 0. 2

Consideremos agora uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensão 2,
E = M ×R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-
Riemanniana gE de índice 1, ∇E uma conexão em E compatível com gE

e α uma seção diferenciável simétrica de Lin2(TM ; E). No fibrado vetorial
Ê = TM ⊕E, consideremos a métrica semi-Riemanniana ĝ dada pela soma
direta ortogonal de g e gE , e ∇̂ a conexão em Ê cujas componentes são ∇,
∇E e α. Além disso, consideremos a G-estrutura

P̂ = FRo
+(Ê; e1, (T, ν))

onde T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) são tais ‖T‖2 + ν2 = 1.

Suponha a existência de uma imersão isométrica (f, S) de M em SL2(R)
que preserva G-estrutura.
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Proposição 5.3.5 As equações de Gauss e Codazzi em SL2(R) são dadas
por

K = −det(A)− 1 (5.29)

e

∇XAY −∇Y AX = A([X,Y ]), (5.30)

respectivamente, para quaisquer x ∈ M e X, Y ∈ TxM , onde K denota
a curvatura Gaussiana de M e A : TxM → TxM denota o operador de
Weingarten associado ao campo normal N .

Demonstração. Segue diretamente de (5.27). 2

5.3.3 Imersões isométricas em SL2(R)

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensão 2, ∇ sua
conexão de Levi-Civita, R o tensor de curvatura e K sua curvatura Gaus-
siana. Seja E = TM × R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de
uma métrica semi-Riemanniana gE e denotemos por ∇E uma conexão em E
compatível com gE . Dado uma seção diferenciável simétrica α do fibrado ve-
torial Lin2(TM ;E), denotemos por ĝ a métrica semi-Riemanniana no fibrado
Ê = TM ⊕ E dada pela soma direta ortogonal de g e gE , e consideremos a
conexão ∇̂ em Ê cujas componentes são ∇, ∇E e α.

Sejam T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M) tais que ‖T‖2 + ν2 = 1. Como no caso
Lorentziano, consideremos a seguinte

Definição 5.3.6 Dizemos que a terna
(
M, α, (T, ν)

)
satisfaz as equações de

compatibilidade para (SL2(R), g) se as seguintes condições são satisfeitas:
(a) Para todo x ∈ M , existe uma isometria linear po : R3

1 → Êx, com
po(e1) = (T (x), ν(x)), tal que:

po ◦ Lo|p−1
o (TxM) =

(∇̂(T, ν)
)
x
◦ po|p−1

o (TxM), (5.31)

onde Lo : R3
1 → R3

1 é a aplicação linear definida por

Lo(e1) = 0,

Lo(e2) = −1
2
e3,

Lo(e3) = −1
2
e2.

(b) Valem as equações de Gauss e Codazzi dadas em (5.29) e (5.30), respec-
tivamente.
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Seguindo a notação acima, temos o seguinte

Teorema 5.3.7 Suponha que a terna
(
M,α, (T, ν)

)
satisfaça as equações de

compatibilidade da Definição 5.3.6. Então, para quaisquer xo ∈ M e yo ∈
SL2(R), existem uma vizinhança U de xo em M e uma imersão isométrica
f : U → SL2(R) tal que o operador de Weingarten A de f em relação ao
normal N é dado por

df ◦A ◦ df−1 (5.32)

e tal que

E1 = df(T ) + νN. (5.33)

Além disso, se M é conexa e simplesmente conexa, existe uma imersão
isométrica global f : M → SL2(R) satisfazendo (5.32) e (5.33).

Demonstração. A prova é inteiramente análoga à demonstração do Teo-
rema 5.2.7. 2

5.4 O grupo Sol

5.4.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Lie Sol, cuja álgebra de Lie sol é gerada pelos
campos invariantes à esquerda T, X, Z que satisfazem

[T,X] = X, [T, Z] = −Z e [X,Z] = 0

(cf. Exemplo 1.4.9). Denotemos por g a métrica Lorentziana invariante à
esquerda em Sol considerada na classificação das 3-variedades Lorentzianas.
Mais precisamente, g é definida na álgebra de Lie sol exigindo-se que T e
X são isotrópicos, Z é ortogonal ao plano gerado por T e X, e g(T, X) =
g(Z, Z) = 1. Isso de fato define g e, matricialmente, g é dada por

g =




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 . (5.34)

Por outro lado, a álgebra de Lie nil do grupo de Heisenberg Nil é gerada
pelos campos invariantes à esquerda X,Z, Y , cujos colchetes de Lie são dados
por

[Y, Z] = X e [X, Y ] = [X, Z] = 0
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(cf. Exemplo 1.4.8). Denotemos por a a álgebra de Lie de dimensão 1 gerada
pelo campo T . Consideremos uma representação

σ : a → gl(nil) (5.35)

de a em nil, onde σ(T ) é definido sobre a base {X, Z, Y } de nil por:

σ(T ) = adT =




1 0 0
0 −1 1
0 0 2


 , (5.36)

e estendendo por linearidade. De (5.36), temos

[T, Y ] = Z + 2Y.

Mostremos que σ(W ) é uma derivação de nil para todo W ∈ a. Para isso,
basta mostrar que σ(T ) é uma derivação de nil. Dados W1,W2 ∈ nil, temos:

W1 = α1X + α2Z + α3Y e W2 = β1X + β2Z + β3Y.

Tomando o produto com T , obtemos:

[[T, W1],W2] = [[T, α1X + α2Z + α3Y ],W2]
= [α1X − α2Z + α3(Z + 2Y ), β1X + β2Z + β3Y ]
= (α2β3 − α3β3 + 2α3β2)X,

[W1, [T,W2]] = [W1, [T, β1X + β2Z + β3Y ]]
= [α1X + α2Z + α3Y, β1X − β2Z + β3(Z + 2Y )]
= (−2α2β3 − α3β2 + α3β3)X

e

[[T,W1],W2] + [W1, [T, W2]] = (α3β2 − α2β3)X
= σ(T )([W1,W2]),

como queríamos. Podemos, assim, formar o produto semi-direto

nilo a (5.37)

relativo à representação (5.35) (cf. Exemplo 1.2.7). Pelo Lema 1.3.3, existe
um único homomorfismo de grupos de Lie

ρ : R→ Aut(Nil) (5.38)
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tal que o produto semi-direto3

K = NiloR, (5.39)

relativo ao homomorfismo (5.38), é o produto semi-direto associado com a
álgebra de Lie (5.37). Assim, pelo Lema 1.3.2, nil o a é isomorfa à álgebra
de Lie do produto semi-direto (5.39).

Consideremos agora o subgrupo a 1-parâmetro H = {exp(tY )} de Nil.
Como Nil é um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo, H é fechado
em Nil (cf. Teorema 1.3.8) e, portanto, H é fechado em K. Assim, podemos
considerar o espaço homogêneo K/H. Por outro lado, o grupo Sol é o produto
semi-direto

Sol = AoR,

onde A é o grupo de Lie cuja álgebra de Lie é gerada pelos campos X, Z.
Como A é um subgrupo de Nil, segue que Sol é um subgrupo de K. Portanto,
a ação canônica de K sobre K/H se restringe a ação

Sol×K/H → K/H. (5.40)

Teorema 5.4.1 A ação (5.40) é por isometrias. Mais precisamente, a mé-
trica Lorentziana Sol-invariante considerada em K/H é a métrica g dada em
(5.34).

Demonstração. O primeiro passo é provar que a ação (5.40) é livre e
transitiva. Mostremos inicialmente que Sol · H = K. Sejam então (g, t) ∈
A×R e h ∈ H. Temos:

(g, t) · (h, 0) = (g · ρt(h), t) ∈ Nil×R, (5.41)

onde ρ é o homomorfismo dado em (5.38). Determinemos o valor ρt(h),
com t ∈ R e h ∈ H. Consideremos o homomorfismo de grupos de Lie
τ : R→ Aut(nil), definido por

τ(t) = τt = dρt(1) ∈ Aut(nil),

para todo t ∈ R (cf. Subseção 1.3.1). Denotemos por σ a diferencial de τ no
elemento identidade 1 ∈ R. Temos:

σ(t) = dτ(1)(t) =
d

dt
τt,

3Aqui, estamos identificando, canonicamente, a álgebra de Lie de R com a álgebra de
Lie a gerada pelo campo T .
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para todo t ∈ R. Assim,

τt =
t2

2
adT .

Dado h ∈ H, tem-se h = rY , para algum r ∈ R. Então, usando (1.23),
temos:

ρt(h) = ρt

(
exp(rY )

)
= exp

(
τt(rY )

)
= exp

( t2r

2
adT (Y )

)

= exp
(
c(Z + 2Y )

)
= exp(cZ) · exp(2cY ) ∈ A ·H,

(5.42)

onde c = t2r
2 . Mostremos agora que o produto g · ρt(h) é, de fato, Nil.

Consideremos as representações matriciais de A e H dadas por

A =




1 0 z
0 1 y
0 0 1


 e H =




1 x 0
0 1 0
0 0 1


 ,

com x, y, z ∈ R. Então, usando (5.42), temos:

g · ρt(h) =




1 0 z
0 1 y
0 0 1







1 0 0
0 1 t2

2 x
0 0 1







1 x 0
0 1 0
0 0 1




=




1 0 z

0 1 t2

2 x + y
0 0 1







1 x 0
0 1 0
0 0 1




=




1 x z

0 1 t2

2 x + y
0 0 1


 .

A última igualdade acima mostra que o produto g · ρt(h) gera o grupo todo
Nil. Mais precisamente, dado (a, b, c) ∈ Nil, basta tomar g = aX + cZ ∈ A e
h = a

(
1− t2

2

)
Y ∈ H. Portanto, mostramos que Sol·H = K. Para provar que

a ação (5.40) é transitiva, sejam g1H, g2H ∈ K/H. Temos que g1 = s1h1 e
g2 = s2h2, com si ∈ Sol e hi ∈ H, i = 1, 2. Tomando s = s2s

−1
1 ∈ Sol, segue

que s · g1H = g2H. Para mostrar que a ação (5.40) é livre, consideremos um
ponto arbitrário gH ∈ K/H. O subgrupo de isotropia de Sol em gH é dado
por

SolgH = Sol ∩H.

Como H é fechado em K, a interseção Sol ∩ H é fechada em Sol e, assim,
Sol ∩ H é fechado em K. Portanto, Sol ∩ H é um subgrupo de Lie de K.
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Sua álgebra de Lie é dada por

{X : exp(tX) ∈ Sol ∩H, t ∈ R} = sol ∩ h = {1},
o que mostra que Sol∩H é discreto. Por outro lado, como K é simplesmente
conexo e H é conexo, a sequência exata

π1(K)
π] // π1(K/H) M // π0(H)

implica que K/H é simplesmente conexo. Além disso, como Sol é conexo, a
sequência exata

π1(Sol/Sol ∩H) M // π0(Sol ∩H)
i0 // π0(Sol)

implica que Sol ∩ H é conexo, pois Sol/Sol ∩ H ≈ K/H é simplesmente
conexo. Concluimos, portanto, que o subgrupo de isotropia Sol∩H é discreto
e conexo, portanto é trivial. Isso mostra que a ação (5.40) é livre. Disso
decorre então que a aplicação βgH , definida em (1.44), é um difeomorfismo
entre Sol e K/H. Mostremos agora que a métrica g, definida em (5.34),
é Sol-invariante. Pelo Corolário 1.6.6, a métrica g é Ad(H)-ivariante se, e
somente se,

g(AdY X, Z) + g(X, AdY Z) = 0. (5.43)

Matricialmente, a igualdade (5.43) é equivalente a

g ·AdY = −Ad∗ · g.

De (5.36), temos

AdY =




0 0 0
0 0 1
−1 0 0


 .

Assim,

g ·AdY =




0 1 0
1 0 0
0 0 1







0 0 0
0 0 1
−1 0 0


 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0




=




0 0 1
0 0 0
0 −1 0







0 1 0
1 0 0
0 0 1


 = −Ad∗Y · g.

Portanto, pelo Corolário 1.6.6, a matriz g, definida em todo o espaço K/H
por translações à esquerda, é Sol-invariante. 2
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Corolário 5.4.2 dim(Iso(Sol)) = 4.

Demonstração. Consideremos o homomorfismo de grupos de Lie

φ : K → Iso(K/H)

definido por
φ(g) = Lg : K/H → K/H,

para todo g ∈ K. O núcleo de φ é o subgrupo normal fechado de K dado
por

kerφ =
⋂

g∈K

gHg−1.

Note que kerφ é um subgrupo de H. Como H é conexo e dim(H) = 1, segue
que kerφ = H ou kerφ é discreto. Se kerφ = H então H é normal em K.
Mas isso não ocorre pois a álgebra de Lie h de H não é um ideal em k. Assim,
kerφ é um subgrupo discreto de K e, consequentemente, dim(kerφ) = 0.
Portanto, o isomorfismo

K/ kerφ ' φ(K)

implica que dim(Iso(K/H)) ≥ 4, pois dim(K) = 4. Como a métrica g não é
de curvatura seccinal constante, o Lema 5.1.2 implica que dim(Iso(K/H)) =
4. Como Sol e K/H estão identificados, através da métrica g, segue a afir-
mação. 2

A partir de agora, consideremos o grupo de Lie Sol identificado com a
variedade Lorentziana K/H, como no Teorema 5.4.1. O subespaço m gerado
pelos campos vetoriais T,X, Z é um subespaço de k complementar a h, i.e.,
k = h⊕m. Note que os campos vetoriais T, X,Z geram a álgebra de Lie do
grupo Sol, logo [m, m] ⊆ m. Assim, identificaremos canonicamente o espaço
tangente T1H(K/H) com o subespaço m. Denotaremos também por g a
métrica Lorentziana em K/H que, em m, coincide com a métrica (5.34).

Denotemos por ∇ a conexão de Levi-Civita de (K/H, g) e consideremos
a aplicação linear λ : m → gl(m) correspondente a ∇, dada pelo Lema 2.6.2.
De (2.69), segue que λ é dada por:

〈λ(X)Y, Z〉 =
1
2
(〈[X, Y ], Z〉 − 〈[X, Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉), (5.44)

para quaisquer X,Y, Z ∈ m. Denotando por R o tensor de curvatura de ∇,
temos a seguinte:
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Proposição 5.4.3 Para quaisquer X, Y ∈ m, temos:

R1H(X, Y ) = [λ(X), λ(Y )]− λ([X, Y ]) ∈ gl(m).

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 2.6.5, lembrando que
[m,m] ⊆ m. 2

5.4.2 Imersões isométricas no grupo Sol

Seguindo a notação da Seção 3.4, consideremos a G-estrutura P em
FRo

m(T (K/H)) dada por:

P = {dLg(1H) : g ∈ K}, (5.45)

onde
G = Ad(H) ⊂ O(m).

Mais precisamente, G é o subgrupo de Lie de O(m) dado por:

G = {dLh(1H) : h ∈ H}.

Denotando por ∇ a conexão de Levi-Civita de (K/H, g), temos a seguinte:

Proposição 5.4.4 A terna (K/H,∇, P ) é infinitesimalmente homogênea.

Demonstração. Isso é uma consequência direta do Lema 4.4.6 pois, neste
caso, a terna (K/H,∇, P ) é G-homogênea. De forma mais explícita, o tensor
de curvatura R e a inner torsion IP da G-estrutura (5.45) são dados por

R1H(X, Y ) = [λ(X), λ(Y )]− λ([X,Y ])

e
IP

1H(X) = (q ◦ λ)(X),

para quaisquer X,Y ∈ m (cf. Proposição 5.4.3 e Proposição 3.4.1), onde λ é
dada por (5.44) e q : gl(m) → gl(m)/ad(h) denota a aplicação quociente. 2

Consideremos agora os seguintes objetos: uma variedade Riemanniana
(M, g) de dimensão 2, ∇ a conexão de Levi-Civita de (M, g), E = TM×R o
fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-Riemanniana
gE e denotemos por ∇E uma conexão em E compatível com gE . Dado uma
seção diferenciável simétrica α do fibrado vetorial Lin2(TM ; E), denotemos
por ĝ a métrica semi-Riemanniana no fibrado Ê = TM ⊕E dada pela soma
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direta ortogonal de g e gE , e consideremos a conexão ∇̂ em Ê cujas compo-
nentes são ∇, ∇E e α. Além disso, fixemos p0 ∈ FRo

m(Ê) e consideremos a
G-estrutura

P̂ = p0 ·G = {p0 ◦ g : g ∈ G}.
Mais precisamente, P̂ é dada por:

P̂ = {p0 ◦ dLh(1H) : h ∈ H}.

Com a notação fixada acima, temos o seguinte:

Teorema 5.4.5 Suponhamos que, para todo x ∈ M , e para toda aplicação
σ : Êx → m que preserva G-estrutura, valem as seguintes condições:
(a) R̂x é σ-relacionado com R1H , onde R̂ denota o tensor de curvatura da
conexão ∇̂,
(b) O seguinte diagrama comuta:

TxM
σ //

I
bP
x

²²

m

q◦λ
²²

gl(Êx)/gx
Adσ

// gl(m)/ad(h)

(5.46)

onde I
bE denota a inner torsion da G-estrutura P̂ . Então, para quaisquer

x0 ∈ M e y0 ∈ K/H, e para toda aplicação linear σ0 : Êx0 → Ty0(K/H) que
preserva G-estrutura, existe uma imersão isométrica (f, S), cujo domínio é
uma vizinhança de x0 em M , tal que f(x0) = y0 e dfx0 ⊕ Sx0 = σ0.

Demonstração. A condição (a) claramente implica as equações (4.25)
e (4.26), e a comutatividade do diagrama (5.46) implica a condição (4.28).
Assim, a conclusão segue do Teorema 4.5.2 2



Capítulo 6

Rigidez Isométrica

6.1 Introdução

Sejam Mn, M
n+k variedades Riemannianas. Duas imersões isométricas

f, g : M → M são chamadas congruentes se existe uma isometria σ : M → M
tal que g = σ ◦ f . Dizemos que uma imersão isométrica f : M → M é rígida
se f é congruente com qualquer outra imersão isométrica.

O primeiro resultado importante em rigidez isométrica é um teorema
de Allendoerfer (ver [1]), que garante rigidez local no caso em que M é
uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante Qn+k

c . Mais
precisamente,

Teorema 6.1.1 Seja f : Mn → Qn+k
c uma imersão isométrica, com n ≥ 3,

tal que o número tipo τf de f satisfaz τf (x) ≥ 3, para todo x ∈ M . Então,
f é rígida.

Uma prova do Teorema 6.1.1, fazendo uso da teoria de formas bilineares
flat, pode ser encontrada em [7]. Este resultado generaliza um resultado
clássico de Beez-Killing para hipersuperfícies (ver, por exemplo, [18], [29]).
Uma prova do Teorema 6.1.1, para o caso de hipersuperfícies, fazendo uso
da teoria de formas diferenciais é devido a E. Cartan.

Outros resultados em rigidez isométrica podem ser considerados quando
a subvariedade satisfaz condições mais fortes, como compacidade, comple-
tude, curvatura média constante, fibrado normal flat, dentre outras (ver, por
exemplo, [2], [5], [8]).

O objetivo deste Capítulo é provar um teorema semelhante ao Teorema
6.1.1 para o caso de imersões isométricas que preservam G-estrutura. Mais

131
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precisamente, para o caso de hipersuperfícies em variedades semi-Rieman-
nianas G-homogêneas.

6.2 G-rigidez isométrica

Fixemos os seguintes objetos: uma variedade semi-Riemanniana (Mn, g)
de índice r, uma variedade semi-Riemanniana (Mn+k

, g) de índice r, um
fibrado vetorial E sobre M , com rank(E) = k, munido de uma métrica
semi-Riemanniana gE de índice s, onde r = r + s. Seja G um subgrupo de
Lie de Or(n+k) e consideremos G-estruturas P̂ ⊂ FRo(Ê) e P ⊂ FRo(TM).

Definição 6.2.1 Sejam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas de M em
M que preservam G-estrutura. Dizemos que (f1, S1) e (f2, S2) são G-
congruentes se existe uma isometria σ : M → M que preserva G-estrutura
tal que

f2 = σ ◦ f1 e S2 = ±dσ|TM⊥
f1
◦ S1. (6.1)

Definição 6.2.2 Dizemos que uma imersão isométrica (f, S) que preserva
G-estrutura é G-rígida se (f, S) é G-congruente com qualquer outra imersão
isométrica que preserva G-estrutura.

O Lema seguinte é consequência da unicidade do Teorema 4.5.2, para o
caso em que as imersões isométricas têm os mesmos dados prescritos.

Lema 6.2.3 Sejam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas que preservam
G-estrutura com os mesmos dados prescritos ∇E e α (cf. Definição 4.3.1).
Se, além disso, (M,∇, P ) é G-homogênea então (f1, S1) e (f2, S2) são G-
congruentes.

Demonstração. Dado x0 ∈ M , sejam y1 = f1(x0) e y2 = f2(x0). A
aplicação linear σ0 : Ty1M → Ty2M , dada por σ0 = L2

x0
◦ (L1

x0
)−1, é um

isomorfismo linear que preserva G-estrutura. Assim, como M é globalmente
homogênea, existe uma isometria σ : M → M que preserva G-estrutura tal
que σ(y1) = y2 e dσy1 = σ0. Consideremos o par (f̃ , S̃), onde

f̃ = σ ◦ f1 e S̃ = dσ|TM⊥
f1
◦ S1.

Mostremos que (f̃ , S̃) é uma imersão isométrica que preserva G-estrutura
com os mesmos dados prescritos ∇E , α, gE . Claramente a segunda forma
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fundamental α
ef da imersão isométrica f̃ é dada por α

ef = dσ|TM⊥
f1
◦ αf1 ,

onde αf1 é a segunda forma fundamental de f1. O fato de σ : M → M ser
uma isometria garante que S̃ : E → TM⊥

σ◦f1 é uma isometria de fibrados
vetoriais. Como S1 preserva conexão e segunda forma fundamental, temos:

S̃
(
α(X,Y )

)
= dσ|TM⊥

f1

(
α(X, Y )

)
= dσ|TM⊥

f1

(
αf1

(X,Y )
)

= α
ef (X, Y )

e

S̃
(∇E

Xε
)

= dσ|TM⊥
f1

(
S1

(∇E
Xε

))
= dσ|TM⊥

f1

(∇⊥f1XS1(ε)
)

= ∇⊥σ◦f1X S̃(ε),

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM) e ε ∈ Γ(E), onde ∇⊥σ◦f1 denota a conexão
normal em TM⊥

σ◦f1 . Finalmente, o isomorfismo L̃ : Ê → TM , dado por
L̃ = df̃ ⊕ S̃, preserva G-estrutura, pois é a composta de isomorfismos que
preservam G-estrutura. Portanto, os pares (f2, S2) e (f̃ , S̃) são imersões
isométricas que preservam G-estrutura com os mesmos dados prescritos ∇E ,
α, gE . Por construção, é fácil ver que, no ponto x0, temos

f2(x0) = f̃(x0), df2
x0

= df̃x0 e S2
x0

= S̃x0 .

Assim, pelo Teorema 4.5.2, concluímos que f2 = f̃ e S2 = S̃, ou seja,

f2 = σ ◦ f1 e S2 = dσ|TM⊥
f1
◦ S1,

como queríamos. 2

6.3 G-rigidez isométrica de hipersuperfícies

Passaremos agora a considerar o caso em que dim(M) = n + 1.

Lema 6.3.1 Quando rank(E) = 1, existe uma única conexão ∇E em E
compatível com a métrica gE .

Demonstração. Sejam ∇1, ∇2 conexões em E compatíveis com gE . Fi-
xado X ∈ Γ(TM), consideremos a aplicação

D(X) : Γ(E) → Γ(E) (6.2)
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definida por

D(X)ε = ∇1
Xε−∇2

Xε, (6.3)

para todo ε ∈ Γ(E). Claramente D(X) é C∞(M)-linear. Além disso, D(X)
é anti-simétrica pois, para quaisquer ε1, ε2 ∈ Γ(E), temos:

gE
(
D(X)ε1, ε2

)
= gE

(∇1
Xε1 −∇2

Xε1, ε2

)

= XgE(ε1, ε2)− gE(ε1,∇1
Xε2)−XgE(ε1, ε2) + gE(ε1,∇2

Xε2)
= −gE(ε1, D(X)ε2).

Agora, como rank(E) = 1, o fato de D(X) ser anti-simétrica implica D(X) =
0, ou seja, ∇1

Xε = ∇2
Xε, para todo ε ∈ Γ(E). Como X é arbitrário, segue

que ∇1 = ∇2. 2

Seja (f, S) uma imersão isométrica de Mn em M
n+1 que preserva G-

estrutura. Fixado um campo normal unitário (local) N , temos o operador
de Weingarten

A : Γ(TM) → Γ(TM)

associado. Neste caso, a equação de Gauss pode ser escrita como:

πM
(
R bEx

(X,Y )Z
)

= (AX ∧AY )Z + Rx(X,Y )Z, (6.4)

para quaisquer x ∈ M e X,Y, Z ∈ TxM (cf. Exemplo 4.3.5).

Lema 6.3.2 Seja x ∈ M tal que rank(Ax) ≥ 2. Então ker(Ax) = To(x),
onde

To(x) =
{
X ∈ TxM : R bEx

(X, Y ) = Rx(X,Y ), ∀ Y ∈ TxM
}
.

Demonstração. A inclusão ker(Ax) ⊂ To(x) segue diretamente de (6.4).
Reciprocamente, seja X ∈ To(x). Como rank(Ax) ≥ 2, existe Y ∈ TxM
tal que AY 6= 0 e 〈AX,AY 〉 = 0. Como X ∈ T0(x) temos AX ∧ AY = 0.
Assim,

0 = (AX ∧AY )AX = 〈AX, AX〉AY − 〈AY,AX〉AX.

Isso implica que 〈AX, AX〉 = 0 e, portanto, AX = 0, mostrando a inclusão
To(x) ⊂ ker(Ax). 2
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Lema 6.3.3 Sejam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas que preservam
G-estrutura. Se rank(A1

x) ≥ 3, para todo x ∈ M , então A1 = ±A2.

Demonstração. Mostremos inicialmente que ker(A1
x) = ker(A2

x), para
todo x ∈ M . Para isso, suponha que exista x ∈ M com rank(A2

x) ≤ 1.
Isso implica que A2X ∧ A2Y = 0, para quaisquer X, Y ∈ TxM e, portanto,
dim(To(x)) = n, contradizendo o fato de que rank(A1

x) ≥ 3. Logo, devemos
ter rank(A2

x) ≥ 2, para todo x ∈ M . Pelo Lema 6.3.2, temos:

ker(A2
x) = To(x) = ker(A1

x), (6.5)

para todo x ∈ M . Mostremos agora que, para quaisquer x ∈ M e X ∈ TxM ,
os vetores A1X, A2X são linearmente dependentes. De fato, suponha que
exista X ∈ TxM tal que A1X, A2X são linearmente independentes. Como
rank(A1

x) ≥ 3, segue que Im(A1
x) 6⊂ span{A1X, A2X}. Assim, existe Y ∈

TxM tal que os vetores A1X, A1Y , A2X são linearmente independentes, ou
seja, A1X∧A1Y ∧A2X 6= 0. Por outro lado, de (6.5) temos que A1X∧A1Y =
A2X ∧A2Y , pois o valor

R bEx
(X,Y )−Rx(X, Y )

não depende da imersão isométrica. Assim, A2X ∧ A2Y ∧ A2X 6= 0, o
que é uma contradição. Assim, para cada X ∈ TxM , existe uma constante
c = c(X) tal que A1X = cA2X. Agora, dados X1, X2 ∈ TxM , existem
constantes c1, c2, c3 tais que:

A1X1 = c1A
2X1,

A1X2 = c2A
2X2,

A1(X1 + X2) = c3A
2(X1 + X2).

Temos, então:
(c1 − c3)A2X1 + (c2 − c3)A2X2 = 0.

Como A2
x é injetora em (To(x))⊥, segue que c1 = c2 = c3, para X1, X2 ∈

(To(x))⊥. Claramente esta equação também vale para X1, X2 ∈ To(x). As-
sim, A1X = cA2X para alguma constante c independente de X. Finalmente,
como

A1X ∧A1Y = c2A2X ∧A2Y,

temos c = ±1. Isso mostra que A1 = ±A2. 2
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Corolário 6.3.4 Sejam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas que preser-
vam G-estrutura tal que rank(A1

x) ≥ 3, para todo x ∈ M . Suponha, além
disso, que M é conexa e orientável. Então, escolhendo apropriadamente os
campos normais unitários para f1 e f2, temos A1 = A2.

Demonstração. Sejam N1 e N2 campos normais unitários globalmente
definidos em M para f1 e f2, respectivamente. Denotemos por M+ (resp.
M−) o conjunto dos pontos x ∈ M para os quais A1 = A2 (resp. A1 = −A2).
Pelo Lema 6.3.3, M é união disjunta de M+ e M−. Além disso, M+ e M−

são ambos abertos e fechados em M . Como M é conexa temos M = M+ ou
M = M−. Se M = M+ o Corolário está provado. Se M = M−, trocamos
N2 por −N2. 2

Teorema 6.3.5 Seja (f, S) uma imersão isométrica de Mn em M que pre-
serva G-estrutura tal que rank(Ax) ≥ 3, para todo x ∈ M . Suponha, além
disso, que M é conexa e orientável, e (M,∇, P ) é G-homogênea. Então
(f, S) é G-rígida.

Demonstração. Denotemos por (f1, S1) = (f, S) e seja (f2, S2) outra
imersão isométrica que preserva G-estrutura. Fixemos campos normais uni-
tários N1, N2, globalmente definidos em M , para f1 e f2, respectivamente.
Definimos um isomorfismo de fibrados vetoriais T : TM⊥

f1 → TM⊥
f2 , dado

por
T = S2 ◦ (S1)−1.

Mais precisamente, T é uma isometria de fibrados vetoriais. Por outro lado,
como rank(A1

x) ≥ 3, para todo x ∈ M , segue do Lema 6.3.3 que A1 = ±A2.
Isso implica que αf2

= I ◦ αf1 , onde I : TM⊥
f1 → TM⊥

f2 é uma isometria
de fibrados vetoriais. Como rank(TM⊥

f i) = 1, i = 1, 2, segue que I = ±T .
Analisemos, então, os seguintes casos:
Caso 1. Se I = T , temos o seguinte diagrama:

TM × TM
αf1

//

Id

²²

αf1

//

α1

&&
TM⊥

f1

(S1)−1

//

T
²²

E

Id

²²
TM × TM

αf2

//

α2

66TM⊥
f2

(S2)−1

// E

(6.6)
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A comutatividade do quadrado à direita em (6.6) implica que α1 = α2. Por-
tanto, (f1, S1) e (f2, S2) são imersões isométricas que preservam G-estrutura
com os mesmos dados prescritos ∇E , α, gE , onde α = α1 = α2. Assim, pelo
Lema 6.2.3, existe uma isometria que preserva G-estrutura σ : M → M tal
que f2 = σ ◦ f1 e S2 = dσ|TM⊥

f1
◦ S1, ou seja, (f, S) é G-rígida.

Caso 2. Suponha I = −T . Pelo diagrama (6.6), concluimos que α1 = −α2.
Consideremos a imersão isométrica que preserva G-estrutura (f1, S̃1), onde
S̃1 = −S1. É fácil ver que os dados prescritos de (f1, S̃1) são ∇E , −α1, gE

que, por sua vez, são os mesmos dados prescritos de (f2, S2). Portando, pelo
Lema 6.2.3, existe uma isometria que preserva G-estrutura σ : M → M tal
que f2 = σ ◦ f1 e S2 = −dσ|TM⊥

f1
◦ S1, provando também, neste caso, que

(f, S) é G-rígida. 2

Veremos a seguir o problema de rigidez isométrica em casos particulares,
onde se conhece, explicitamente, a G-estrutura considerada.

6.4 G-rigidez isométrica de hipersuperfícies em pro-
dutos Qn

c ×R e em 3-variedades

Em alguns casos, o Teorema 6.3.5 pode ser obtido sem a hipótese de que
rank(A1

x) ≥ 3, para todo x ∈ M . Isso é um fato que depende da escolha das
G-estruturas consideradas em Ê e M , e do próprio ambiente M considerado.

Antes de exemplificar tais situações, faremos algumas considerações. Se-
jam (f1, S1), (f2, S2) imersões isométricas que preservam G-estrutura. De-
notemos por ∇ a conexão de Levi-Civita de (M, g) e ∇E a única conexão
em E que é compatível com gE . Se ∇̂i denota a conexão em Ê cujas com-
ponentes são ∇, ∇E , αi, i = 1, 2, temos:

∇̂i
X(Y, η) = ∇XY − ηAiX +∇E

Xη + αi(X, Y ),

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM), η ∈ Γ(E) e i=1,2 (cf. (4.2)). Fixado X ∈
Γ(TM), consideremos a aplicação linear:

D(X) : Γ(Ê) → Γ(Ê)

definida por
D(X) = ∇̂1

Xε− ∇̂2
Xε,

para todo ε ∈ Γ(Ê). Dados Y ∈ Γ(TM) e η ∈ Γ(E), temos:

D(X)Y = α1(X, Y )− α2(X,Y ),
D(X)η = η

(
A2X −A1X

)
.
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Assim,

D(X)(Y, η) =
(
η(A2X −A1X), α1(X, Y )− α2(X, Y )

)
, (6.7)

para quaisquer Y ∈ Γ(TM) e η ∈ Γ(E).

6.4.1 G-rigidez isométrica de hipersuperfícies em Qn
c ×R

Consideremos o caso em que M = Qn
c ×R é o produto ortogonal de uma

variedade Riemanniana de curvatura seccional constante Qn
c por R. Neste

caso, a G-estrutura P̂ ⊂ FRo(Ê) é dada por

P̂ = FRo(Ê; en+1, (T, ν)),

onde {e1, . . . , en+1} denota a base canônica de Rn+1, T ∈ Γ(TM) e ν ∈
C∞(M) são tais que ‖T‖2 + ν2 = 1 e G ' O(n)×O(1) (cf. Exemplo 4.5.6).

Considerando a G-estrutura P em M , como no Exemplo 4.5.6, temos o
seguinte:

Teorema 6.4.1 Seja (f, S) uma imersão isométrica de M em Qn
c ×R que

preserva G-estrutura. Se o conjunto {x ∈ M : ν(x) 6= 0} é denso em M ,
então (f, S) é G-rígida.

Demonstração. Seja (f2, S2) outra imersão isométrica que preserva G-
estrutura. Denotemos (f1, S1) = (f, S) e seja F o subfibrado vetorial de Ê
gerado pelo par (T, ν). A hipótese de que a derivada covariante ∇̂i de seções
de F são seções de F , i = 1, 2, implica que

∇̂i
X(T, ν) ∈ Γ(F ), i = 1, 2,

ou seja,
∇̂i

X(T, ν) = φi(T, ν), i = 1, 2,

onde φ ∈ C∞(M). Como ‖(T, ν)‖ = 1 segue que φi = 0, i = 1, 2. Assim, de
(6.7), obtemos

D(X)(T, ν) = 0

e, como consequência,
ν
(
A2X −A1X

)
= 0,

para todo X ∈ Γ(TM). Como o conjunto dos pontos x ∈ M tal que ν(x) 6= 0
é denso em M , concluimos que

A1X = A2X,

para todo X ∈ Γ(TM). Isso implica que α1 = ±α2 e, pelo Lema 6.2.3,
concluimos que (f1, S1) e (f2, S2) são G-congruentes. Portanto, (f, S) é
G-rígida. 2
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6.4.2 G-rigidez isométrica de superfícies em 3-variedades

Consideremos o caso em que M é uma variedade Riemanniana homogênea
orientável de dimensão 3, cujo grupo de isometrias tem dimensão 4. Neste
caso, a G-estrutura P̂ de Ê é dada por:

P̂ = FRo
+

(
Ê; e1, (T, ν)

)
,

onde {e1, . . . , e3} denota a base canônica de R3, T ∈ Γ(TM) e ν ∈ C∞(M)
são tais que ‖T‖2 + ν2 = 1 e G = SO(3; e1) ' SO(2) (cf. Exemplo 4.5.8).

Considerando a G-estrutura P em M , como no Exemplo 4.5.8, temos o
seguinte:

Teorema 6.4.2 Seja (f, S) uma imersão isométrica de M em M que pre-
serva G-estrutura. Se o conjunto {x ∈ M : ν(x) 6= 0} é denso em M , então
(f, S) é G-rígida.

Demonstração. Denotemos por (f1, S1) = (f, S). A inner torsion I
bP da

G-estrutura P̂ é dada por

I
bP
x (X) = ∇̂1

X(T, ν), (6.8)

para quaisquer x ∈ M e X ∈ TxM (cf. Exemplo 3.3.12). Se (f2, S2) é outra
imersão isométrica que preserva G-estrutura, temos:

I
bP
x (X) = ∇̂2

X(T, ν), (6.9)

para quaisquer x ∈ M e X ∈ TxM . De (6.8) e (6.9), segue que D(X)(T, ν) =
0 e, portanto,

ν(A2X −A1X) = 0,

para todo X ∈ Γ(TM). Como o conjunto dos pontos x ∈ M tais que
ν(x) 6= 0 é denso em M , concluimos que

A1X = A2X,

para todo X ∈ Γ(TM). Isso implica que α1 = ±α2 e, pelo Lema 6.2.3,
concluimos que (f1, S1) e (f2, S2) são G-congruentes. Portanto, (f, S) é
G-rígida. 2

Observação 6.4.3 O Teorema 6.4.2 também vale no caso em que M é o
grupo de Heisenberg Lorentziano. De fato, a G-estrutura P̂ considerada é a
mesma. Assim, podemos concluir que toda imersão isométrica (f, S) de M
em Nil que preserva G-estrutura é G-rígida.
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