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Resumo

Neste trabalho, provamos um teorema de imersoes isométricas em va-
riedades Lorentzianas homogéneas tridimensionais, usando a teoria de G-
estruturas. Tais variedades sao aquelas consideradas na classificagao das 3-
variedades Lorentzianas homogéneas de Dumitrescu e Zeghib ([11]). Prova-
mos também um teorema de rigidez isométrica para hipersuperficies em va-
riedades semi-Riemannianas com G-estrutura infinitesimalmente homogéne-
as. No caso particular em que o ambiente sao variedades semi-Riemannianas
produtos do tipo @7 x R ou variedades Riemannianas homogéneas tridi-
mensionais, provamos o mesmo teorema de rigidez isométrica, porém com
hip6teses mais fracas.

Palavras-chave: Imersoes isométricas, G-estruturas, Rigidez isométrica.



Abstract

In this work we prove an isometric embedding theorem in homogeneous
Lorentzian manifolds of dimension 3, that were recently classified by Du-
mitrescu and Zeghib in [11]. We also prove a rigidity result of isometric
embeddings of hypersurfaces in semi-Riemannian manifolds endowed with
an infinitesimally homogeneous G-structure. In the special case that the
semi-Riemannian manifolds are produtcs of the type Q7 x R, or Riemannian
homogeneous 3-manifolds, the result is proven under wear assumptions.
Keywords: I[sometric embeddings, G-structures, isometric rigidity.
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Introducao

Uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas (M, g),
(M,q) é uma aplicagao diferenciavel f : M — M, cuja diferencial df, :
Ty M — Ty M ¢é injetora para todo z € M, e tal que

gf(a:) (dfx(X)7dfac(Y)) = ga:(X7Y)v

para todo x € M e para quaisquer X,Y € T, M. Dado uma imersao
isométrica f : M — M, as relacdes entre as métricas Riemannianas de
M e M se exprimem por meio da segunda forma fundamental. Entre estas
relacOes, a mais importante é provavelmente a formula de Gauss que gene-
raliza a curvatura Gaussiana de uma superficie regular S C R? e exprime a
diferenca entre as curvaturas de M e M por meio de expressoes construidas
a partir da segunda forma fundamental. Baseado nas féormulas de Gauss e
Weingarten, sdo obtidas as equagbes de Gauss, Codazzi e Ricci da imersao
isométrica f, que relacionam a curvatura do ambiente com a curvatura da
subvariedade, a curvatura do fibrado normal e a segunda forma fundamental
(e suas derivadas covariantes). Tais equagdes s@o condigbes necessarias para
a existéncia de imersoes isométricas. No caso em que o ambiente M é uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante, o classico Teorema
Fundamental para Subvariedades garante que as equacoes acima sao também
condicgoes suficientes para determinar unicamente as subvariedades de uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional constante (ver [7], [33]).

E natural tentar generalizar o Teorema Fundamental para Subvariedades
para variedades Riemannianas mais gerais, ou para variedades semi-Rieman-
nianas, ou seja, variedades munidas de um tensor métrico nao definido po-
sitivo. Dependendo do contexto, condigoes suficientes para a existéncia de
uma imersao isométrica envolvem hipoteses adicionais. Em [26], os autores
desenvolveram uma teoria que unifica varios teoremas de imersoes isométri-
cas que aparecem na literatura classica |7] e também alguns resultados re-
centes (ver, por exemplo, [9], [10]) sobre existéncia de imersoes isométricas
em variedades Riemannianas mais gerais. O ponto de partida da teoria
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desenvolvida foi a interpretagdo dessas hipoteses adicionais necesséarias em
termos de G-estruturas e da inner torsion, que é um tipo de derivada covari-
ante da G-estrutura. O resultado central de [26] é um teorema de imersoes
afins em variedades afins infinitesimalmente homogéneas munidas de uma G-
estrutura. Infinitesimalmente homogénea significa que a curvatura e a torgao
da conexao, bem como a inner torsion da G-estrutura, pode ser escritos uni-
camente em termos da G-estrutura; mais precisamente, sdo constantes nos
referenciais que pertencem a G-estrutura.

A fim de entendermos melhor o conceito de homogeneidade infinitesimal,
consideremos alguns exemplos. Inicialmente, consideremos o caso em que
(M™, g) é uma variedade Riemanniana, V ¢é a conexao de Levi-Civita de
(M, g), G é o grupo ortogonal O(R") e a G-estrutura é dada pelo conjunto
dos referenciais ortonormais. Como a conexao V é compativel com g, o ten-
sor de tor¢ao de V e a inner torsion dessa G-estrutura sao nulos. A condigao
para que o tensor de curvatura seja constante nos referenciais ortonormais é
equivalente a condicao de que M tenha curvatura seccional constante. Neste
caso, portanto, o teorema de [26] reproduz o classico Teorema Fundamen-
tal para Subvariedades em variedades Riemannianas de curvatura seccional
constante.

Outro exemplo interessante de G-estrutura considerado em [26] é o caso
de variedades Riemannianas munidas de um campo de Killing £. Aqui G é o
grupo ortogonal O(R"~!), e a G-estrutura consiste de todos os referenciais
ortonormais cujo ultimo vetor é . Neste caso, os autores obtém um teo-
rema de imersao isométrica em variedades Riemannianas com a propriedade
de que o tensor de curvatura e a derivada covariante do campo vetorial em
um ponto arbitrario x podem ser escritos somente em termos da métrica
Riemanniana em z e do vetor {(z). Este é o caso de exemplos importantes
como, por exemplo, todas as variedades que sao produtos Riemannianos de
uma forma espacial com uma cépia de R, bem como todas as variedades Rie-
mannianas homogéneas, simplesmente conexas, tridimensionais, cujo grupo
de isometrias tem dimensao 4. Estes exemplos estao considerados em [9] e
[10].

Outros dois exemplos sao considerados. Primeiro, os autores conside-
ram imersoes isométricas em grupos de Lie munidos de uma métrica semi-
Riemanniana invariante & esquerda. Tais variedades tém uma l-estrutura
natural, dada pela escolha de um referencial ortonormal invariante & es-
querda. Claramente o tensor de curvatura é constante neste referencial e a
inner torsion da l-estrutura é simplesmente o tensor de Christoffel associado
a este referencial, que também é constante. Outro exemplo considerado é
o caso de imersoes isométricas em produtos de variedades com curvatura
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seccional constante. Neste caso, a G-estrutura considerada consiste dos re-
ferenciais ortonormais adaptados a tal produto. Mais geralmente, produtos
de variedaes afins infinitesimalmente homogéneas com G-estruturas sao in-
finitesimalmente homogéneas.

Um dos objetivos deste trabalho é provar um teorema de imersao iso-
métrica em 3-variedades Lorentzianas homogéneas. Mais precisamente, usa-
mos a teoria desenvolvida em [26|, interpretando as condig¢oes suficientes
para existéncia de imersoes isométricas, para provar um teorema de imer-
sao isométrica em variedades Lorentzianas homogéneas tridimensionais (cf.
Teoremas 5.2.7, 5.3.7 ¢ 5.4.5).

Antes de explicarmos o enunciado dos Teoremas, faremos uma pequena
discussao a titulo de motivagdo. A teoria de classificagdo das variedades
Riemannianas tridimensionais foi estabelecida por Thruston (ver [34]), onde
0 autor prova que existem apenas oito geometrias Riemannianas maximais.
Em [30], Scott descreve cada uma dessas oito geometrias. Mais precisa-
mente, o teorema de classificagdo de Thruston diz que qualquer geometria
tridimensional maximal, simplesmente conexa e que admite um quociente
compacto é equivalente a uma das geometrias (Iso(X), X), onde X é uma

AN

das seguintes variedades: R?, H?, $3, $2 x R, H? x R, SL2(R), Nil ou Sol
(ver [30, Teorema 5.1]). Tais variedades sao caracterizadas por seu grupo de
isometrias ter dimensao 3, 4 ou 6 (ver maiores detalhes no capitulo 5).

O caso Lorentziano, em analogia ao caso Riemanniano e no qual estamos
interessados, tem sido estudado recentemente. Em [11], os autores provam
que existem somente quatro geometrias Lorentzianas maximais. Mais pre-
cisamente, toda geometria Lorentziana maximal, compacta, conexa, tridi-
mensional, é equivalente a uma das seguintes geometrias: Minkowski, anti-
de Sitter, Ecii_sgnberg—Lorentz ou Sol-Lorentz. Os modelos de tais geometrias

sao R3, SLy(R), Nil ou Sol, respectivamente. Nosso interesse reside nos
grupos de Lie Nil e Sol, por nao terem curvatura seccional constante.

O grupo de Heisenberg Nil (cf. Exemplo 1.4.8) é considerado com a
métrica Lorentziana invariante & esquerda

g = —dz? + dy? + (dz — zdy)?%;

g é geodesicamente completa e seu grupo de isometrias tem dimensao 4.
Neste caso, o grupo Nil é munido com uma SO(2)-estrutura, determinada
pela escolha de um campo de Killing F;. Obtemos, assim, um teorema
de imersao isométrica no grupo Nil, onde prescrevemos o fibrado normal,
a conexao normal, a segunda forma fundamental, a projecdo do campo F;
sobre TM e a componente normal de E; (cf. Teorema 5.2.7).
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O grupo de Lie Sol (cf. Exemplo 1.4.9) é munido de uma métrica Lo-
rentziana invariante a esquerda g, cujo grupo de isometrias tem dimensao 4.
Além disso, Sol é identificado com um espago homogéneo K/H, onde K é um
grupo de Lie, H é um subgrupo fechado de K e a métrica g é Sol-invariante
(cf. Teorema 5.4.1). Neste caso, o grupo Sol, identificado com o quociente
K/H, ¢ munido de uma Ad(H)-estrutura; obtemos, assim, um teorema de
imersao isométrica no grupo de Lie Sol.

Outro problema considerado em Geometria Diferencial é a questao de
rigidez isométrica. Dizemos que duas imersdes isométricas f : M — M
e g: M — M siao congruentes se existe uma isometria o : M — M tal
que ¢ = o o f. Uma imersdo isométrica f : M — M é dita ser rigida se
f & congruente com qualquer outra imersdo isométrica g : M — M. Um
resultado importante é um teorema de Allendoerfer [1], para o caso em que
o ambiente é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
Q"t*. Mais precisamente, toda imersdo isométrica f : M™ — Q"% com
n > 3, cujo nimero tipo 7¢ satisfaz 7¢(x) > 3, para todo x € M, é rigida.
Abordagens desse problema, com essas hipoteses, podem ser encontradas em
[7], [18], [29]. Outros resultados podem ser obtidos quando a subvariedade
satisfaz condig¢oes mais fortes, como compacidade, completude, curvatura
média constante, fibrado normal flat, dentre outras (ver, por exemplo, [2],
[5], [8])-

Em nosso trabalho provamos também um teorema semelhante ao Teo-
rema de Allendoerfer [1] para o caso de imersoes isométricas que preservam
G-estrutura. Mais precisamente, para o caso de hipersuperficies de varie-
dades semi-Riemannianas infinitesimalmente homogéneas com G-estrutura
fixada (cf. Teorema 6.3.5). No caso particular em que o ambiente sdo va-
riedades semi-Riemannianas da forma Q7 x R ou variedades Riemannianas
homogéneas tridimensionais, provamos o mesmo teorema de rigidez, porém
com hipoteses mais fracas (cf. Teorema 6.4.1 e Teorema 6.4.2).

Finalizamos esta introduc¢ao com uma breve descricdo do contetido de
cada capitulo. Os Capitulos 1 e 2 foram incluidos para tornar a leitura
tao auto-suficiente quanto possivel. Embora o conteido de tais capitulos
seja um assunto classico na literatura, julgamos importante desenvolver um
texto auto-contido, o que justifica um pouco a inclusao de tais capitulos.

O Capitulo 1, por ser bem elementar, estd praticamente ausente de
demonstracoes. Porém, tomamos o cuidado de indicar ao leitor referén-
cias onde estas podem ser encontradas. Na Secao 1.1 apresentamos algumas
defini¢oes basicas da teoria de variedades diferenciaveis. Nas Sec¢oes 1.2 e 1.3
falamos de algebras de Lie e grupos de Lie. Enfatizamos as Subsegoes 1.3.1,
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1.3.2 e 1.3.3, onde discutimos produto semi-direto de grupos de Lie, grupos
de Lie nilpotentes e grupos de Lie soluveis, respectivamente. As defini¢oes
e resultados ai discutidos sao usados naturalmente no Capitulo 5. Na Secao
1.4 listamos os grupos de Lie cléssicos que serao usados no texto, bem como
suas respectivas algebras de Lie. Nas Segoes 1.5 e 1.6 falamos de espagos
homogéneos da forma K/H, onde K ¢ um grupo de Lie e H é um subgrupo
fechado de K. O resultado principal é o Lema 1.6.7, que estabelece uma cor-
respondéncia entre métricas K-invariantes em K/H e os produtos escalares
Ad(H)-invariantes em £/g.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos espagos fibrados e conexées. Emb-
ora este também seja um capitulo elementar, procuramos manter a exposicao
essencialmente auto-contida. Uma excecao é feita a alguns resultados das
Segoes 2.4 e 2.5 (a demonstragdo do Teorema 2.4.10, por exemplo, passa
pela construgao do fibrado associado e nosso objetivo aqui nao se estende a
tais construgoes) que sao enunciados sem demonstragao; estas podem ser en-
contradas em livros de Geometria Diferencial, como [17] e [18]. Na Segao 2.1
falamos de fibrado principal, onde nos detemos apenas nas defini¢oes princi-
pais e alguns exemplos. Na Subsecao 2.1.1 falamos de subfibrados principais;
a Subsecao 2.1.2 é dedicada aos morfismos de fibrados principais e na Sub-
se¢ao 2.1.3 falamos de pull-back de fibrados principais. Os fibrados vetoriais
sao estudados na Secao 2.2, onde listamos alguns exemplos que sdo utiliza-
dos no texto. As Subsegoes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 contemplam o estudo
dos invariantes dos fibrados vetoriais, como seg¢oes, morfismos, pull-back e
subfibrados vetoriais.

A Secao 2.3 é dedicada ao estudo de conexoes em fibrados principais;
enfatizamos aqui a correspondéncia entre conexoes em fibrados principais e
formas de conexao. Na Secao 2.4 falamos de conextes em fibrados vetoriais,
onde definimos o tensor de Christoffel de uma conexao relativo a uma segao
local fixada. Enfatizamos uma correspondéncia entre conexoes em fibrados
vetoriais e conextes em fibrados principais. Na Subsecao 2.4.1 falamos de
conexao em fibrado vetorial quociente, onde definimos a segunda forma fun-
damental de um subfibrado vetorial. Ela é essencialmente util para o calculo
da inner torsion de alguns exemplos de G-estruturas (cf. Secao 3.3). Na
Secao 2.5 estudamos a forma de curvatura; o objetivo é apenas fixar a lin-
guagem e explicitar a relacdo existente entre o tensor de curvatura de uma
conexao em um fibrado vetorial e a forma de conexado correspondente. Esta
relagao é utilizada na Segao 2.6, onde estudamos as conexoes K-invariantes
em espagos homogéneos K/H. O resultado principal é o Lema 2.6.2, que es-
tabelece uma correspondéncia entre conexoes K-invariantes em K/H e apli-
cagoes lineares A : m — gl(m), onde m é um subespago de ¢, com ¢ = hdm. A
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Subsecao 2.6.1 contempla o caso particular em que a conexao K-invariante é
a conexao de Levi-Civita de alguma métrica semi-Riemanniana K-invariante
em K /H; neste caso, obtemos uma expressao simples para a aplicagao A (cf.
Teorema 2.6.7).

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de G-estruturas e da inner torsion.
Na Secao 3.2 definimos G-estrutura em fibrados vetoriais e listamos alguns
exemplos de G-estruturas, que sao utilizados no texto. A Secao 3.3 é dedica-
da ao estudo da inner torsion de uma G-estrutura. A inner torsion de uma
G-estrutura foi definida em [26], e pode ser vista como um tipo de derivada
covariante da G-estrutura dada. Enfatizamos o Lema 3.3.7, que proporciona
um método simples para o célculo da inner torsion em termos do tensor
de Christoffel. Na Se¢do 3.4 apresentamos o cédlculo da inner torsion de G-
estruturas em espacos homogéneos em termos da aplicacao linear A, dada
pelo Lema 2.6.2.

No Capitulo 4 estudamos a teoria bésica de imersoes isométricas. Na
Secao 4.2 estudamos as componentes de uma conexao; mais precisamente, a
expressao da conexao em um fibrado vetorial que é dado como soma direta
de dois subfibrados vetoriais. Na Segao 4.3 revemos as equagodes fundamen-
tais de uma imersdo isométrica, ou seja, as equagoes de Gauss, Codazzi
e Ricci, analisando os casos de curvatura seccional constante e o caso de
codimensao 1. A Secao 4.4 é dedicada ao estudo das variedades infinitesi-
malmente homogéneas (cf. Defini¢ao 4.4.1). Discutimos também o conceito
de G-homogeneidade que, a menos de hipoteses topoldgicas, é equivalente ao
conceito de homogeneidade infinitesimal (cf. Lema 4.4.6 ¢ Lema 4.4.7). Lis-
tamos também varios exemplos de tais variedades que sao usadas no texto.
A Secgao 4.5 é dedicada ao estudo do teorema (cf. Teorema 4.5.2) que garante
existéncia de imersoes isométricas que preservam G-estrutura em variedades
semi-Riemannianas munidas de G-estrutura. Este teorema foi provado em
[26] em um contexto mais geral, mais precisamente no contexto de imersoes
afins (ver [26, Teorema 7.4]). Apresentamos também alguns exemplos de
aplicagoes do Teorema 4.5.2.

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo de imersoes isométricas em varieda-
des Lorentzianas tridimensionais. A Secdo 5.1 é de caracter inteiramente
motivador. Falamos rapidamente do Teorema de Classificacdo de Thurston
e do Teorema de Classificagao Lorentziana, do qual estamos interessados.
O caso Lorentziano foi provado recentemente (ver [11]), onde os autores
mostram que existem somente quatro geometrias Lorentzianas maximais, a
saber: Minkowski, anti-de Sitter, Heisenberg-Lorentz e Sol-Lorentz. A idéia
central é usar a teoria desenvolvida em [26], interpretando as condigoes su-
ficientes para existéncia de imersoes isométricas, e provar um teorema de
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imersao isométrica em tais espagos. A Secado 5.2 é dedicada ao grupo de
Heisenberg Nil. Na Subsegao 5.2.1 estudamos alguns preliminares de Nil, ex-
plicitando seu tensor de curvatura. Na Subsecao 5.2.2 estudamos as equacoes
de compatibilidade para superficies em Nil e, finalmente, na Subsegao 5.2.3,
provamos um teorema de imersao isométrica em Nil. Mais precisamente,
fixado um campo de Killing £ € T'(TNil), provamos o seguinte:

Teorema 1 Sejam (M, g) wma variedade Riemanniana de dimensdo 2, V
sua conexdo de Levi-Cwita, E = TM x R o fibrado vetorial trivial sobre
M munido de uma métrica semi-Riemanniana g¥, V¥ uma conexio em E
g -compativel, & uma se¢io diferencidvel simétrica de Ling(TM'E) De-
notemos por g a métrica semi- Rzemanmana no fibrado E=TM ® E dada
pela soma direta ortogonal de g e g¥, e consideremos a conexdo Vem E
cujas componentes sio V, V¥ e a. Sejam T € T(TM) e v € C®(M) tais
que || T||> +v? = 1. Suponha que a terna (M,a, (T, V)) satisfaga as equagoes
de compatibilidade da Defini¢cao 5.2.6. Entdo, para quaisquer xo, € M e
Yo € Nil, existem uma vizinhanca U de zo em M e uma imersao isométrica
f U — Nil tal que o operador de Weingarten A de f em relagio ao normal
N € dado por

dfoAodft (1)
e tal que
E, =df(T)+vN. (2)

Além disso, se M € conexa e simplesmente conezra, existe uma 1mMersao
isométrica global f : M — Nil satisfazendo (1) e (2).

A Secao 5.3 é dedicada ao grupo de Lie SLa(R). A métrica Lorentziana
considerada em SLa(R), bem como em R3, torna SLy(R) uma variedade de
curvatura seccional constante. Embora para esses espagos teoremas de imer-
sao isométrica sejam bem conhecidos na literatura cléssica, o teorema apre-
sentado aqui é semelhante ao Teorema 1 e, portanto, diferente daquele apre-
sentado na teoria classica. Isso justifica um pouco esta se¢ao. Na Subsegao
5.3.1 estudamos alguns preliminares de SLo(R); a Subsegao 5.3.2 consiste
das equagoes de compatibilidade para superficies em SLy(R) e na Subsegao
5.3.3 provamos um teorema de imersao isométrica em SLa(RR), semelhante ao
Teorema 1. Finalmente, na Secao 5.4 estudamos o grupo de Lie Sol. A Sub-
secao 5.4.1 consiste de preliminares, onde enfatizamos o Teorema 5.4.1, que
identifica o grupo Sol com um espago homogéneo K/H. Provamos também
que o grupo de isometrias de Sol tem dimensao igual a 4 e explicitamos seu
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tensor de curvatura. Na Subsecdo 5.4.2 provamos um teorema de imersao
isométrica em Sol (cf. Teorema 5.4.5). O teorema é, ainda, um resultado
abstrato, se comparado ao Teorema 1.

Finalmente, no Capitulo 6 estudamos o problema de rigidez isométrica
para hipersuperficies em variedades semi-Riemannianas munidas de G-es-
trutura. A Segao 6.1 é de caracter inteiramente introdutoério, onde esta-
belecemos as defini¢oes e resultados classicos. Na Secao 7?7 definimos os
conceitos de G-congruéncia e G-rigidez isométrica para imersoes isométri-
cas que preservam G-estrutura. Provamos um resultado de G-congruéncia
para o caso particular em que as imersoes isométricas tém os mesmos dados
prescritos (cf. Lema 6.2.3). Na Segao 6.2 provamos um teorema abstrato
de G-rigidez para hipersuperficies que preservam G-estrutura em variedades
semi-Riemannianas munidas de G-estrutura. Mais precisamente, provamos
0 seguinte:

Teorema 2 Seja (f,S) uma imersao isométrica de M™ em M que preserva
G-estrutura tal que rank(A,) > 3, para todo x € M. Suponha, além disso,
que M ¢é conexa e orientdvel, e (M,V, P) € globalmente homogénea. Entao
(f,S) é G-rigida.

Na Segao 6.4 estudamos o problema de G-rigidez isométrica quando o
espago ambiente sao variedades da forma Q)7 x R ou variedades Riemanni-
anas homogéneas tridimensionais. Neste caso, a G-estrutura considerada em
E =TM & E é caracterizada pela escolha de um campo 7' € I'(T'M) e uma
funcdo v € C*(M) tais que ||T||? + v?> = 1. Assim, para estes ambientes,
provamos um teorema de rigidez com hipoteses mais fracas. Mais precisa-
mente, denotando por M uma variedade da forma Q7 x R ou uma variedade
Riemanniana homogénea tridimensional, temos:

Teorema 3 Seja (f,S) uma imersao isométrica que preserva G-estrutura
de M em M. Se o conjunto {x € M : v(x) # 0} é denso em M, entao (f,S)
é G-rigida.



Capitulo 1

Variedades e Grupos de Lie

1.1 Variedades diferenciaveis

Uma carta local em um conjunto arbitrario M é uma aplicacao bijetora
¢ : U — ¢(U), onde U & um subconjunto arbitrario de M e ¢(U) é um
subconjunto aberto de algum espaco Euclidiano R"™. Dados duas cartas
locais p : U — o(U) ey : V — (V) em M, a aplicagao de transi¢cao de ¢
para i é a aplicagao bijetora

o cp_l cp(UNV)=yp(UNV). (1.1)

Dizemos que ¢ e 1 sdo compativeis se (UNV) e p(UNV') sdo ambos abertos
em R" e a aplicagao de transi¢ao (1.1) é um difeomorfismo diferenciavel.
Note que ¢ e 1) sao compativeis quando U NV = (). Um atlas no conjunto
M é um conjunto A de cartas locais em M, duas a duas compativeis, cujos
dominios formam uma cobertura do conjunto M.

Se duas cartas locais ¢ e ¥ em M sao compativeis com todas as cartas
locais que pertencem a um atlas A em M, entdo ¢ e ¥ s@o compativeis.
Assim, todo atlas A em M esta contido em um tnico atlas maximal, que
consiste de todas as cartas locais em M que sao compativeis com todas as
cartas locais de A. Um atlas maximal em um conjunto M é chamado uma
estrutura diferencidvel em M.

Um atlas A em um conjunto M induz uma tnica topologia 7 em M tal
que, para toda carta local ¢ : U — ¢(U) que pertence a A, o conjunto U
¢ aberto em (M, 7) e a aplicagdo ¢ ¢ um homeomorfismo. Tal topologia
consiste de todos os subconjuntos A de M tais que ¢(U N A) é aberto em
R", para toda carta local ¢ : U — ¢(U) que pertence a A. A topologia
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serd chamada a topologia induzida pelo atlas A. Se A e A’ sdo atlas em M,
com AC A, entdo A e A induzem a mesma topologia em M.

Definigao 1.1.1 Uma variedade diferencidvel é um par (M, A), onde M é
um conjunto e A4 é um atlas maximal em M cuja topologia induzida T por
A & Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Denotaremos simplesmente por M"™ uma variedade diferenciavel, suben-
tendendo o atlas maximal A dado na Definigdo 1.1.1. Assim, o termo carta
local em M passa a significar uma carta local que pertence a A.

O Lema seguinte, que sera 1til ao estudarmos os espagos fibrados, permi-
te-nos transportar a estrutura diferenciavel de uma variedade diferenciavel
M para um conjunto N quando temos uma familia de bije¢oes em corres-
pondéncia. Mais precisamente, temos:

Lema 1.1.2 Sejam M um conjunto e {®; };c; uma familia de bijegoes defini-
das em subconjuntos U; C M e tomando valores em variedades diferenciveis
N;. Assuma que M = J;c; Ui e que @; e ¢; sao compaliveis para quaisquer
i,j € I, ou seja, ¢;(U; NUj) é aberto em N, ;(U; NUj) é aberto em Nj e
a aplicacao de transicao

pjow; ! pi(UinU;) — (Ui N U;)

é diferenciavel. Entao, existe uma tnica estrutura diferenciavel no conjunto
M tal que, para todo ¢ € I, o conjunto U; é aberto em M e ¢; : U; — N; é
um difeomorfismo diferenciavel.

Demonstracao. A idéia da demonstragéo consiste no seguinte. Para cada
1 € I, consideremos

Ai = {vij : Vij — ¥i5(Vij) C R"}jer,

uma estrutura diferenciavel na variedade diferenciavel N;. Um célculo sim-
ples mostra que o conjunto

Ao = {ij = ij o pil -1y, - i ' (Vig) = i (Vij) Yier jer,

é um atlas no conjunto M. Entao, o tnico atlas maximal A que contém Ay
é uma estrutura diferencidvel em M que satisfaz as propriedades exigidas.
Para mostrar a unicidade da estrutura diferenciavel, sejam A e A’ duas
estruturas diferenciaveis em M que tornam cada subconjunto U; aberto em
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M e cada ¢; um difeomorfismo diferenciavel. Seja Ay, (resp., A'ly,) a
estrutura diferenciavel induzida por A (resp., por A’) em U;. Temos, entéo,
o seguinte diagrama comutativo:

(Ui, Alo,) 4 (U A1)

A

7

onde ambas as flechas ¢; s@o difeomorfismos diferenciaveis. Isso mostra
que a aplicacao identidade Id : (M, A) — (M, A’), restrita ao aberto Uj,
¢ um difeomorfismo diferenciavel. Como M = J;c; Us, segue que Id é um
difeomorfismo diferenciavel e, portanto, A = A’. O

Um subconjunto N de uma variedade diferenciavel M™ é chamado uma
subvariedade mergulhada de M se, para todo x € N, existe uma carta local
@ :U — p(U) de M, com x € U, satisfazendo o(U N N) = o(U) N R para
um mesmo espaco Euclidiano R*, 0 < k < n. A carta local ¢ : U — ¢(U) é
chamada uma carta de subvariedade para N. Diremos também que

pluny : UNN — o(U) NR* (1.2)

é a carta induzida por ¢ em N.

As cartas induzidas (1.2) em N determinam um atlas em N; a topologia
de N seré entao induzida da topologia de M. A aplicagao inclusdoi: N — M
serd, neste caso, um mergulho, i.e., uma imersao diferenciavel que é também
um homeomorfismo sobre sua imagem (com a topologia induzida do contra-
dominio).

Uma subvariedade imersa de N em M é uma variedade diferenciavel N
tal que N C M como conjunto de modo que a aplicagao inclusaoi: N — M
seja uma imersao diferenciavel. Observe que um mesmo subconjunto N C M
pode ter véarias estruturas diferencidveis que o tornam uma subvariedade
imersa de M. No entanto, fixada uma topologia em N, existe no maximo
uma estrutura diferencidvel compativel com essa topologia que torna N uma
subvariedade imersa de M (ver Lema 1.1.3).

Se N e M sao variedades diferenciaveis arbitrarias e f : N — M é uma
imersao diferenciavel injetora entao existe uma dnica estrutura diferenciavel
em f(N) que torna f : N — f(N) um difeomorfismo diferenciavel. Segue
entdo que f(N) é uma subvariedade imersa de M. Se f for um mergulho
entdo f(N) serd uma subvariedade mergulhada de M.
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Lema 1.1.3 Sejam M, N variedades diferencidveis, P C N uma subvarie-
dade mergulhada e f : M — N uma aplicagdo diferenciavel, com f(M) C P.
Entao, existe uma tnica aplicagao diferenciavel fo : M — P que torna o
diagrama

M N (1.3)
k Ti
P

comutativo, onde i : P — N denota a aplicagao inclusao.

Demonstragao. Ver [36, Teorema 1.32]. 0

Dizemos que a aplicagao fp, dada no Lema 1.1.3, é obtida de f por
mudanca de contra-dominio.

Observagao 1.1.4 O Lema 1.1.3 nao vale, em geral, se N é apenas uma
subvariedade imersa de M. Porém, mesmo nesse caso, podemos concluir que
fo € diferenciavel ser supormos que fj seja continua (ver [36, Teorema 1.32|).

Observagao 1.1.5 Subvariedades imersas N C M para as quais a diferen-
ciabilidade de f implica na diferenciabilidade de fp em (1.3) s@o conheci-
das como subvariedades quase-mergulhadas. Exemplos de tais subvariedades
sao as subvariedades integrais de distribui¢oes involutivas (ver [36, Teorema
1.62]) e as subvariedades imersas que sao também subgrupos abstratos de
um grupo de Lie (ver [36, Teorema 3.20 e Corolario (b) do Teorema 3.19]).

Proposigao 1.1.6 Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma
aplicacao. Entao, f é um mergulho diferenciével se, e somente se, para todo
x € M, existe uma vizinhanga U de f(x) em N tal que f~1(U) é aberto em
Me flp-1wy: f~HU) — N é um mergulho diferenciavel.

Demonstragao. Se f é um mergulho diferenciavel, basta tomar U =
f(M), para cada x € U. Reciprocamente, dado x € M, existe, por hipotese,
uma vizinhanca U de f(z) em N tal que f~1(U) é aberto em M e flyn
f~YU) — N é um mergulho diferenciével. Disso decorre que f : M — N
¢ uma imersao diferencidvel. Resta mostrar apenas que f : M — f(M) é
aberta. Mas isso segue do fato de que f : M — f(M) &, localmente, uma
aplicacao aberta. a
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Observagao 1.1.7 Se f: M — N é uma submersao diferenciavel, segue da
forma local das submersoes que, para todo z € M, existem uma vizinhanga
U de f(z) em N e uma aplicagao diferenciavel s : U — M tal que foséa
aplicacao de inclusdo. A aplicacao s é chamada uma secdo local diferencidvel

de f.

1.2 Algebras de Lie

Um espago vetorial g sobre um corpo K de caracteristica 0 é chamado
uma dlgebra de Lie sobre K se existe uma aplicagao bilinear anti-simétrica

(X, Y)egxgr—[X,Y]€g
que satisfaz a seguinte propriedade:
(X, [V, Z]| + [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0, (1.4)

para quaisquer X,Y,Z € g. Dados X,Y € g, o elemento [X,Y] € g ¢
chamado o colchete de Lie de X e Y. A relagao (1.4) é conhecida como a
identidade de Jacobi.

Seja g uma algebra de Lie sobre K. Dados dois subespacgos vetoriais a, b
de g, denotemos por [a, b] o subespago gerado por [X,Y],com X € aeY € b.
Um subespago vetorial h de g é chamado uma subdlgebra de g se [h,h] C b;
é chamado um ideal se [g,h] C b.

Sejam g, b algebras de Lie sobre K. Uma aplicagao linear o : g — h é
chamada um homomorfismo de dlgebras de Lie se o preserva a operacao de
colchete, ou seja, se

[0(X),0(Y)] = o([X,Y]), (1.5)

para quaisquer X,Y € g. Um homomorfismo de édlgebras de Lie 0 : g — §
que também é um isomorfismo (de espagos vetoriais) é chamado um isomor-
fismo de dlgebras de Lie. Quando h = g, um isomorfismo de élgebras de Lie
o :g— g é chamado um automorfismo de g. Se o : g — b é um homomor-
fismo de algebras de Lie, entao o(g) ¢ uma subalgebra de h e o nicleo de o
é um ideal em g.

Reciprocamente, seja g uma algebra de Lie sobre K e h um ideal de
g. Sejam g/h o espago vetorial quociente e m : g — g/h a aplicagao linear
quociente. Dados X = 7(X) e Y = 7(Y), defina:

(X, Y] =n=([X,Y]), (1.6)



CAPITULO 1. VARIEDADES E GRUPOS DE LIE 6

para quaisquer X,Y € g. Um calculo simples mostra que (1.6) estd bem
definido e torna g/h uma algebra de Lie sobre KK com esta defini¢ao de
colchete. Assim, m é um homomorfismo de algebras de Lie, cujo nucleo é b;
g/h é chamado o quociente de g por b.

Exemplo 1.2.1 Sejam gi,..., g, algebras de Lie sobre K. Entao,
g=9g1 X Xgn
torna-se uma algebra de Lie sobre IK com a operagao:
(X1, Xn), (Y1, V)] = (XY, [ X, Yal),

para quaisquer X;,Y; € g;, 1 < i < n; g é chamada o produto das algebras
de Lie g;, 1 <i < n.

Exemplo 1.2.2 Seja g um espago vetorial sobre K de dimensao finita.
Definindo [X,Y] = 0, para quaisquer X,Y € g, g torna-se uma algebra
de Lie sobre K. Uma algebra de Lie g sobre K que satisfaz [g,g] = {0} ¢
chamada abeliana.

Exemplo 1.2.3 Seja V um espago vetorial sobre KK de dimensao finita e
consideremos Lin(V') o espago vetorial dos endomorfismos de V. Dados
X,Y € Lin(V), definimos

[X,Y]= XY - YX. (1.7)

Com esta operagao de colchete, o espago vetorial Lin(V) torna-se uma al-
gebra de Lie sobre KK, usualmente denotada por gl(V'). Mais precisamente,
0 espago vetorial das matrizes n x n sobre KK torna-se uma algebra de Lie
sobre KK definindo-se a operacao de colchete por (1.7).

Exemplo 1.2.4 Seja g uma algebra de Lie sobre K. Um endomorfismo
D : g — g é chamado uma derivacdo de g se

D([X,Y]) = [D(X), Y]+ [X, D(Y)], (1.8)
para quaisquer X,Y € g. Se Dj e Dy sao derivagoes de g entao
[D1, Da] = D1 Dy — Dy Dy

é também uma derivagdo de g. Se g tem dimensao finita entdo o conjunto
das derivagdes de g ¢ uma subélgebra de gl(g).
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Exemplo 1.2.5 Dado uma variedade diferenciavel M de dimensao n, de-
notemos por I'(T'M) o espago vetorial dos campos vetoriais diferenciaveis de
M. O conjunto I'(T'M), munido do colchete de Lie de campos vetoriais, é
uma algebra de Lie sobre R, em geral de dimensao infinita.

Sejam g uma algebra de Lie sobre KK e V' um espago vetorial sobre IK,
nao necessariamente de dimensao finita. Uma representacdo de g em V é
uma aplicagao linear o : g — Lin(V') que satisfaz:

o([X.Y]) = o(X)o(Y) - o(Y)o(X), (1.9)

para quaisquer X,Y € g. Se V tem dimensao finita, a condigao (1.9) é
equivalente a dizer que ¢ é um homomorfismo de algebras de Lie de g sobre

gl(V).

Exemplo 1.2.6 Seja g uma algebra de Lie sobre K. Dado X € g, denotemos
por

adx : g — g (1.10)
o endomorfismo de g definido por
adx(Y) = [X,Y], (1.11)

para todo Y € g. Um calculo simples mostra que adx é uma derivacao de g
e a aplicacao

X € g— adx € Lin(g) (1.12)

é uma representacao de g em g, chamada a representacao adjunta de g. Note
que g é abeliana se, e somente se, adx = 0, para todo X € g. O nicleo da
representagao adjunta, chamado o centro de g, é o conjunto de todos os
X € g tais que [X,Y] =0, para todo Y € g.

Exemplo 1.2.7 Sejam g, h algebras de Lie sobre K e o : h — Lin(g) uma
representacgao de h em g tal que o(Y) é uma derivagao de g para todo Y € b.
Dados X, X' € ge Y,Y’ € b, definimos:

(X,Y),( X" Y] =(X,XT+cY)X —a(Y)X,[Y,Y']). (1.13)

O espago vetorial g x h, munido da operacao (1.13), torna-se uma algebra
de Lie sobre K, chamada o produto semi-direto de g e h em relagao a repre-
sentagao o. Esta algebra de Lie serd denotada por h x g, subentendendo a
representacao o. Se 0 = 0, obtemos o produto direto das algebras de Lie g
e b, como no Exemplo 1.2.1.
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Definigao 1.2.8 Um produto escalar (-,-) em um espago vetorial V' é uma
forma bilinear simétrica nao-degenerada em V.

Definicao 1.2.9 A forma de Killing de uma algebra de Lie g é a aplicacao
(-,-) : g X g — R definida por

<X, Y> = tl"(adx o ady), (1.14)
para quaisquer X,Y € g.

Lema 1.2.10 A forma de Killing (-,-) de g é uma forma bilinear simétrica
que ¢ invariante sob todos os automorfismos de g.

Demonstragao. (-,-) é bilinear pois a aplicagao X € g — adx € gl(g)
é linear; é simétrica pois tr(AB) = tr(BA). Seja ¢ : g — g um automor-

fismo de g. Por definigao, temos o([X,Y]) = [0(X),o(Y)], para quaisquer

X,Y € g, ou seja, 0 oadx = ady(x)0o0. Assim, ad,(x) = coady o oL

Como tr(ABA™Y) = tr(B), segue que (0(X),o(Y)) = (X,Y), para quais-
quer X,Y € g. O

1.3 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G munida de uma estru-
tura de grupo de modo que a aplicagao

(9,h) eGxG—gh™leq (1.15)

é diferencidvel. O elemento identidade de G serd denotado por 1 € G. De
(1.15) decorre que as translagoes a esquerda

Ly:G—G (1.16)
e as translacoes a direita
R,: G — G, (1.17)

definidas por Ly(h) = gh e Ry(h) = hg, para todo h € G, sao difeomorfismos.
O automorfismo interno de G associado a g é o difeomorfismo

7,:G—G (1.18)

definido por Zy(h) = ghg™?, para todo h € G.
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Seja G um grupo de Lie. Um campo vetorial X (ndo necessariamente
diferenciavel) em G é chamado invariante a esquerda se, para cada g € G,
X & Ly-relacionado com X, ou seja, se

dLy(h) - X(h) = X (gh), (1.19)

para quaisquer g,h € G. Para isso, basta que dLy4(1) - X (1) = X(g), para
todo g € G. De fato, dado h € G, temos:

dLg(h) - X(h) = dLg(h)(dLn(1) - X(1))
= d(LgoLy)(1) - X(1) =dLgy(1) - X(1)
X (gh).

Denotemos por g o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes
a esquerda de GG. Com a operagao usual de soma de campos vetoriais, g
torna-se um subespago vetorial de I'(T'G) e a aplicacao

Xeg— X(1)eG (1.20)
é um isomorfismo linear (ver [36, Proposi¢ao 3.7]). Consequentemente,
dim (¢g) = dim(71G) = dim(G).

Além disso, campos vetoriais invariantes & esquerda sao diferencidveis, o
colchete de Lie [X, Y] pertence a g se X,Y € g, e g torna-se uma élgebra de
Lie sob a operagao do colchete de Lie de campos vetoriais.

Dado um grupo de Lie G, definimos a dlgebra de Lie de G como sendo a
algebra de Lie g dos campos vetoriais invariantes & esquerda em G. Alter-
nativamente, podemos definir a algebra de Lie de G como o espago tangente
de G no elemento identidade 1 € G, exigindo que o isomorfismo (1.20) seja
um isomorfismo de algebras de Lie.

Sejam G, H grupos de Lie. Uma aplicagdo p : G — H é um homomor-
fismo de grupos de Lie se p € um homomorfismo (de grupos abstratos) que é
também continuo; disso decorre que p é automaticamente diferenciavel (ver
[36, Teorema 3.39]). Quando H = GL(V), para algum espago vetorial real
V' de dimensao finita, um homomorfismo p : G — GL(V) é chamado uma
representac¢do de G em V. Um homomorfismo p : G — H que é também
um difeomorfismo é chamado um isomorfismo de grupos de Lie. Quando
G = H, um isomorfismo p : G — G é chamado um automorfismo de grupos
de Lie.
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Seja p : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Como p(1g) = 1p,
a identificacdo natural (1.20) faz com que a transformacao linear dp(lg) :
T\,G — T1,,H induza uma transformagao linear de g em b, que também
sera denotada por dp. Assim, dp(X) é o Gnico campo vetorial invariante a
esquerda em H tal que

dp(X)(1r) = dp(X(1c)),

para todo X € g. Além disso, dp : g — b é um homomorfismo de algebras
de Lie (ver |36, Teorema 3.14]).

Sejam G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Um subgrupo a 1-
pardmetro de G é um homomorfismo p : R — G. Dado X € g, a aplicagao

d
A— AX
dt [ —
¢ um homomorfismo da algebra de Lie de R sobre g. Como R é simplesmente
conexo, existe um tnico subgrupo a 1-parametro (ver [36, Teorema 3.27|) de
G
expy :R—G

tal que

d

Ou seja, t € R — expx(t) € G é o tnico subgrupo a l-parametro de G tal
que expy (0) = X (1). Definimos a aplica¢io exponencial de G

exp:g— G

por
exp(X) = expx(1),

para todo X € g. A aplicagdo exponencial é diferencidvel e dexp : g —
TG é a aplicagao identidade (com a identificacao (1.20)); assim exp é um
difeomorfismo local de uma vizinhanca de 0 € g sobre uma vizinhanga de
1 € G (ver |36, Teorema 3.31]).

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de Lie de G é uma subvariedade
imersa H C G que é também um subgrupo abstrato de G. Assim, H torna-
se também um grupo de Lie com a operagao de grupo induzida por G (ver
[36, Teorema 3.20|). Um subgrupo de Lie H de G é uma subvariedade
mergulhada de G se, e somente se, H é fechado em G (ver [36, Teorema
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3.21]). Além disso, todo subgrupo (abstrato) fechado H C G é um subgrupo
de Lie de G (ver [36, Teorema 3.42|).

Se H é um subgrupo de Lie de G entao a diferencial da aplicagao inclusao
i: H — G permite indentificar a élgebra de Lie h de H com uma subalgebra
de g. Explicitamente, temos (ver [36, Proposigao 3.33|):

h={X €g:exp(tX) € HVt € R}.

Todo subgrupo discreto H C G é um subgrupo de Lie mergulhado (e
fechado) de G, com dim(H) = 0. Neste caso, tem-se h = {0}.

Lema 1.3.1 Sejam G um grupo de Lie, V um espago vetorial real de di-
mensao finita e p : G — GL(V) uma representagdo de G em V. Se W é
um subespago vetorial de V' tal que p(g)(W) = W, para todo g € G, en-
tao dp1(X)(W) C W, para todo X € g. Reciprocamente, se G ¢ conexo e
dp1(X)(W) C W, para todo X € g, entao p(g)(W) = W, para todo g € G.

Demonstra¢ao. Suponha que p(g)(W) = W, para todo g € G. Isso
significa que p(g) € GL(V; W), para todo g € G (cf. notagao no Exemplo
1.4.4). Assim, podemos considerar p com contra-dominio GL(V; W) (cf.
Lema 1.1.3) e, portanto, a diferencial dp; tem contra-dominio gl(V; W),
ie., dpi(g) C gl(V;W). Isso significa que dpi(X)(W) C W, para todo
X € g. Reciprocamente, suponha dpi(X)(W) C W, para todo X € g, e
consideremos o seguinte diagrama comutativo:

G —>GL(V) (1.21)
§—,—olV)

(ver [36, Teorema 3.32|). Como G é conexo, G é gerado por exp(g). Assim,
podemos supor, sem perda de generalidade, que g € G é da forma g =
exp(X), X € g. Como exp (gl(V;W)) € GL(V; W), a comutatividade do
diagrama (1.21) implica que p(g) € GL(V; W), para todo g € G, concluindo
a prova. O

1.3.1 Produto semi-direto de grupos de Lie

Sejam G, H grupos de Lie e p : H — Aut(G) um homomorfismo de
grupos de Lie. Para cada h € H, denotemos por p, € Aut(G) a imagem de



CAPITULO 1. VARIEDADES E GRUPOS DE LIE 12

h por p. Dados g1,g92 € G e h1,hs € H, definimos uma operagdao no produto
G x H por:

(g1, 1) - (g2, h2) = (919n, (92), hiha). (1.22)

O conjunto G x H, munido da operagao (1.22), torna-se um grupo de Lie,
chamado o produto semi-direto de G e H em relagao ao homomorfismo p, e
serd denotado por H X (G, subentendendo o homomorfismo p.

O elemento identidade de H x G é 1 = (1¢,1x) e o elemento inverso de
(9,h) e Hx G é

(9:7) " = (pn-2(g™"), k7).
De (1.22) segue que G é um subgrupo normal de H x G. Além disso, se

todo pp, € o automorfismo identidade, entao H x G é simplesmente o produto
direto usual G x H de grupos de Lie.

Sejam g, h as algebras de Lie de G e H, respectivamente. Para cada
h € H, a aplicagdo 7, = dpp(lg) : ¢ — g ¢ um automorfismo de g que
satisfaz:

pr(exp(X)) = exp (14(X)), (1.23)

para todo X € g. De (1.23) e do fato que p : H — Aut(G) ¢ um homomor-
fismo segue que
7:H — GL(g)

definida por 7(h) = 73, para todo h € H, é um homomorfismo de grupos de
Lie. Denotemos por o a diferencial de 7 no elemento identidade 1 € H.
Como cada 7j, ¢ um automorfismo de g, segue que o(Y') é uma derivagao de
g, para todo Y € . Assim, podemos formar o produto semi-direto

hxg (1.24)
(cf. Exemplo 1.2.7), chamado o produto semi-direto associado com H x G.

Lema 1.3.2 Existe um isomorfismo natural da algebra de Lie de H x G com
a algebra de Lie (1.24).

Demonstracao. Dados g € G e h € H, denotemos por
g,:(gle) € h/:(lGah)
e consideremos

G’:Gx{lH} e H/:{lg}XH.
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Para quaisquer g1,g92 € G e hi, ho € H temos:
(g1, h1) (92, h2) (g1, 1) ™ = (910m: (923, ppn (91 1), Pahohy ).

Isso implica que G’ é um subgrupo normal fechado de H x G, H' é um
subgrupo fechado de H x G e

Wy (W)~ = pn(g)'. (1.25)

Denotemos por a a algebra de Lie de H x G, e sejam g/, b’ as algebras de
Lie de G’ e H', respectivamente; g’ ¢ um ideal de a e

g+h=a e gnp ={0}

Sejam X —— X' (resp. Y —— Y”) o isomorfismo de g sobre g’ (resp. b sobre
f’) correspondente ao isomorfismo g — ¢’ (resp. h — h’) de G sobre G’
(resp. H sobre H'). De (1.25) segue que

(exp(m(X)))" = ' exp(X')(R) 7,

para quaisquer h € H e X € g, do qual concluimos que

7(X) = Ad (X7). (1.26)
Diferenciando a relagao (1.26), obtemos:

(e(V)X) =Y, X, (1.27)
para quaisquer Y € h e X € g. A equagao (1.27) implica que a aplicagao

(X,)Y)— X' +Y’

é um isomorfismo de algebras de Lie de § x g sobre a. O

Quando G e H sao simplesmente conexos, vale a reciproca do Lema 1.3.2.
Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 1.3.3 Sejam G, H grupos de Lie simplesmente conexos com algebras
de Lie g e b, respectivamente, e o : h — gl(g) uma representacao de h em
g tal que (YY) é uma derivacdo de g, para todo Y € h. Entao, existe um
tnico homomorfismo de grupos de Lie p : H — Aut(G) tal que a algebra de
Lie h x g é o produto semi-direto associado com H x G.
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Demonstracao. Como H é simplesmente conexo, existe uma represen-
tagdo 7 : H — GL(g) de H em g cuja diferencial é o. Por outro lado,
como cada 7, é um automorfismo de g e G é simplesmente conexo, 73 é
a diferencial de um tnico automorfismo pp de G. Além disso, a aplicagéo
p: H — Aut(G), assim definida, ¢ um homomorfismo de grupos de Lie.
Podemos, assim, formar o produto semi-direto H x G associado a p. Clara-
mente h X g é o produto semi-direto associado com H x G. O

O produto semi-direto H X G, dado no Lema 1.3.3, é chamado o produto
semi-direto associado com b X g. Finalizamos esta subsecao com o seguinte:

Teorema 1.3.4 Seja g uma algebra de Lie sobre R ou C. Entao, existe um
grupo de Lie simplesmente conexo G cuja algebra de Lie é isomorfa a g.

Demonstragao. Ver [35, Teorema 3.15.1| ou [36, Teorema 3.28]. O

1.3.2 Grupos de Lie nilpotentes

Uma &lgebra de Lie g sobre K é chamada nilpotente se, para cada X € g,
adx : g — g € um endomorfismo nilpotente. Toda algebra de Lie abeliana é
nilpotente. Mais geralmente, sejam V um espago vetorial de dimensao finita
sobre KK e g uma subélgebra de gl(V') consistindo de elementos nilpotentes.
Entao, g é nilpotente e existe uma base {ej,...,e,} de V em termos da qual
todos os endomorfismos X € g sao expressos por matrizes com zeros abaixo
da diagonal principal.

Seja g uma algebra de Lie nilpotente de dimensao finita. Definimos,
indutivamente, uma sequéncia de subconjuntos g; de g como segue:

do = {0}7
gi = {X €g: [X7g] c gi*l}a
para ¢ > 1. Cada g; é um ideal em g, gs = g para algum inteiro s, com
1<s<dim(g)eg Cgit1, 0<i<s—1 (ver |35, Teorema 3.5.4]).
Definimos também, indutivamente, uma sequéncia C*g, k > 0, como
segue:

(1.28)

Clg =g,

) (1.29)
Crg = [g,C"1g],

para k > 1. A série
C’gocClgoC?gD ...

é chamada a série decrescente central de g.
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Proposigao 1.3.5 Uma algebra de Lie g de dimenséao finita é nilpotente se,
e somente se, C*g = {0} para algum k > 1.

Demonstragio. Dados X € g e k > 1, temos que (ady)*(g) C CFg.
Assim, se C¥g = {0}, para algum k > 1, entdo adx ¢é nilpotente para todo
X € g, mostrando que g é nilpotente. Reciprocamente, suponha g nilpotente.
Seja gi, 1 <1i < s, os ideais definidos em (1.28). Claramente temos

Clg - gs—1, C2g - gs—2,-- -,
assim C*g = {0}. O

Corolario 1.3.6 Toda algebra de Lie nilpotente g # {0} tem centro nao-
nulo.

Demonstragio. Se Cg = {0}, para algum k > 1, entdo C*~'g esta
contido no centro de g. O

Definigcao 1.3.7 Um grupo de Lie G é chamado nilpotente se sua algebra de
Lie g é nilpotente. O menor inteiro k, dado na Proposicao 1.3.5, é chamado
o indice de nilpoténcia do grupo G.

Teorema 1.3.8 Seja G um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo.
Entao, exp : g — G é um difeomorfismo diferenciavel. Se H é um subgrupo
de Lie de G e b é a correspondente subalgebra de g, entdao H é fechado em
G, é simplesmente conexo e H = exp(h).

Demonstragao. Ver 35, Teorema 3.6.2]. O

1.3.3 Grupos de Lie solaveis
Seja g uma algebra de Lie sobre IK. O espago vetorial
Dg = [g,9] = span {[X, Y] : X,Y € g}

¢ uma subalgebra de g, chamada a dlgebra derivada de g. Definimos D¥g,
k > 0, indutivamente, como segue:
D'g =g,
R (1.30)
D"g =D(D" g),

para k > 1. Se b é uma subélgebra de g, Dh = [h,h] também ¢é uma
subalgebra de g, de modo que (1.30) define uma sequéncia

g2D'gD>D*D...

de subalgebras de g. D*g é chamado a k-ésima dlgebra derivada de g.



CAPITULO 1. VARIEDADES E GRUPOS DE LIE 16

Proposicao 1.3.9 Se h é um ideal de g entdo DFh sdo ideais de g, k > 1.
Se D é uma derivacao de g que deixa b invariante, entdo D deixa cada D
invariante. Em particular, os DFg sdo ideais de g invariantes sob qualquer
derivacdo de g. Além disso, as algebras D*g/D*+1g sdo abelianas, k > 0.

Demonstra¢iao. Se X,Y € he Z € g, entdo [Z,[X,Y]] = —[X,[Y, Z]] —
[Y,[Z, X]]. Assim, Db é um ideal de g. Se D é uma derivagao de g com
D(h) = b, entdo D([X,Y]) = [D(X),Y]+[X, D(Y)], mostrando que D(Dh) =J}
Dh. Por indugao sobre k, segue a afirmacao. Finalmente, dados X,Y € g,
temos [X,Y] € Dg, mostrando que g/Dg ¢é abeliana. Por inducdo sobre k
segue que D¥g/DF1g & abeliana. O

Definigdo 1.3.10 Uma algebra de Lie g é chamada solivel se D*g = {0},
para algum inteiro £ > 0. Um grupo de Lie G é chamado solivel se sua

algebra de Lie g é solavel. O menor inteiro k, tal que D*g = {0}, é chamado
o indice de solubilidade de G.

Se g # {0} & uma &lgebra de Lie solavel, com indice de solubilidade igual
a k, entdo D*~1g & um ideal abeliano nao-nulo em g. Se a é um subespaco
de g, com Dg C a C g, entdo [g,a] C Dg C a, logo a é um ideal de g.
Em particular, quando g é soliivel, podemos escolher ideais a¢ em g com
dim(g/a) = 1.

Os lemas seguintes nos dao caracterizagoes de algebras de Lie solaveis.

Lema 1.3.11 Uma &lgebra de Lie g é soltivel se, e somente se, para cada
ideal h # {0} em g existe um ideal h; de h de codimensao 1.

Demonstragao. Ver |14, Lema 3.2.1]. 0
Lema 1.3.12 Uma algebra de Lie g é soltvel se, e somente se, existem ideais
g0 = §,01,.-.,8s+1 = {0}, tais que gry1 C g e gr/gr+1 ¢ abeliana, para

0<k<s.

Demonstracio. Se g é soluvel, basta definir g, = D*g, k > 0, como em

(1.30). Reciprocamente, sejam go, g1, ..., gs+1 como no enunciado. Como
Ok+1/08k € abeliano tem-se Dgy C g41. Assim, DFg C gk, k > 0, mostrando
que DTlg = {0}, ou seja, g é soltvel. O

Corolario 1.3.13 Todo grupo de Lie nilpotente G é solavel.
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Demonstracao. Seja g a algebra de Lie de G. Consideremos os ideais g
de g definidos em (1.28). Como Dgi C [g,0k] C gk+1, 9k+1/0x ¢ abeliana
para k > 0. Como gy = {0} e gs = g, para algum s > 1 suficientemente
grande, g é solivel pelo Lema 1.3.12. a

Lema 1.3.14 Uma é&lgebra de Lie g é solivel se, e somente se,
<X7 [K Z]> =0,

para quaisquer X,Y,Z € g, onde (-,-) denota a forma de Killing de g (cf.
Defini¢ao 1.2.9). Em particular, se a forma de Killing de g é identicamente
nula, entao g é solivel.

Demonstragao. Ver |35, Teorema 3.9.1]. O

1.4 Grupos de Lie classicos

Nesta secao apresentaremos os grupos de Lie classicos e suas algebras de
Lie que serao utilizados no texto. Tais grupos e algebras serao constituidos
por matrizes reais (ou por operadores lineares sobre R). Os espagos vetoriais
considerados abaixo serao sempre de dimensao finita.

Exemplo 1.4.1 A retareal R é um grupo de Lie com a operagao de soma de
numeros reais. Os campos vetoriais invariantes a esquerda sao simplesmente
0s campos vetoriais constantes A (%), A € R. O colchete de quaisquer dois
de tais campos vetoriais é nulo.

Exemplo 1.4.2 Dado um espago vetorial real V', denotemos por GL(V) o
grupo de todos os isomorfismos lineares (sobre R) de V. Sua éalgebra de
Lie, denotada por gl(V'), coincide com o espaco vetorial Lin(V') dos endo-
morfismos lineares de V. Dizemos que GL(V') é o grupo linear geral de V.
Podemos identificar GL(R™) com o grupo das matrizes reais invertiveis n xn
e gl(R™) com a algebra de Lie das matrizes reais n x n.

Exemplo 1.4.3 Dado um espago vetorial real V', denotemos por GL4 (V) o
subgrupo de GL(V') formado pelos isomorfismos lineares de V' que preservam
orientacdo, i.e., pelos isomorfismos lineares de determinante positivo. Segue
que GL4 (V) é aberto em GL(V) e, assim, sua algebra de Lie coincide com
a algebra de Lie gl(V) de GL(V). Identificamos GL(R™) com o grupo
das matrizes reais com determinante positivo. O grupo GL(R") tem duas
componentes conexas: GL; (IR™) e seu complementar.
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Exemplo 1.4.4 Sejam V um espago vetorial real, W C V um subespa-
¢o vetorial e consideremos GL(V; W) o sugbrupo de GL(V') formado pelos
isomorfismos lineares 7' : V' — V tais que T(W) = W. A algebra de Lie
gl(V; W) de GL(V; W) é a subalgebra de Lie de gl(V') formada por todos os
endomorfismos lineares T : V' — V tais que T(W) C W.

Exemplo 1.4.5 Dado um espago vetorial real V', denotemos por SL(V') o
subgrupo fechado de GL(V') formado pelos isomorfismos lineares de V' com
determinante igual a 1. O grupo SL(V') é chamado o grupo linear especial de
V. Sua algebra de Lie si(V') C gl(V') é formada pelos endomorfismos lineares
de V de trago zero. Denotaremos por SL(R"™) = SL,(R) e sl(R") = sl,,(R).
Assim, podemos identificar SL,(R) com o grupo das matrizes reais n x n
com determinante igual a 1, e sl,,(R) com a algebra de Lie das matrizes reais
n x n de traco nulo. Além disso, SLy,(R) é um grupo de Lie conexo.

Exemplo 1.4.6 Seja V' um espago vetorial real munido de um produto es-
calar g de indice r. Denotemos por O,(V, g) (ou, simplesmente, por O,(V),
subentendendo o produto escalar g) o subgrupo fechado de GL(V') formado
pelos isomorfismos lineares de V' que sao ortogonais em rela¢ao a g. O, (V)
¢é chamado o grupo ortogonal de V relativo a g. A algebra de Lie de O,(V),
denotada por 0,(V), é a subalgebra de gl(V') formada pelos endomorfismos
lineares de V' que sdo anti-simétricos em relagdo a g. Se V=R" e g = (-, )
¢é a forma bilinear de Minkowski de indice r, i.e.,

n

n—r
(wy) =D wyi— Y with,
=1

i=n—r-+1

para quaisquer z,y € R", entdo O,(R™) é o grupo das matrizes reais n X
n que sao ortogonais em relagao a (-,-), e 0,(R™) é a algebra de Lie das
matrizes reais n X n que sdo anti-simétricas em relagao a (-,-). Além disso,
o grupo O,(R™) é compacto pois é fechado e limitado no espago Euclidiano
das matrizes reais n x n. Quando r = 0, i.e., g ¢ um produto escalar definido
positivo, denotaremos por O, (V) = O(V) e 0,(V) = o(V).

Exemplo 1.4.7 Seja V' um espago vetorial real munido de um produto es-
calar g de indice r. Denotemos por SO, (V) o subgrupo de GL(V') definido
por

SO, (V) =0,(V)NSL(V) = O0,(V)NGLL(V).

SO, (V) é chamado o grupo ortogonal especial. Sua élgebra de Lie, denotada
por s0,.(V), coincide com o, (V'), pois SO, (V) é aberto em O, (V). O grupo
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SO, (RR™) é conexo e O,(R™) tem duas componentes conexas: SO, (R") e seu
complementar.

Exemplo 1.4.8 O grupo de Heisenberg de dimensao 3, denotado por Nils
(ou, simplesmente, por Nil), é o subgrupo do grupo das matrizes reais 3 x 3
definido por

1
Nil = 0 cx,y,z€R ), (1.31)
0

O~ 8
e W

com a multiplica¢do usual de matrizes. Assim, identificando a matriz (1.31)
com a terna (z,y,2) € R3, temos:

(x,y,2)- (2", 2) = (@ + 2", y+y, 24+ 2 + ).

O elemento identidade de Nil é 0 = (0,0,0) e o elemento inverso de (z,y, 2)
¢ (z,y,2)"' = (—z,—y,zy — 2z). Dados a,b € Nil, com a = (z,y,2) e
b= (2',y,2"), o comutador [a,b] dos elementos a e b é igual a

[a,b] = aba™'b™1 = (0,0, 2y’ — ya'),

onde zy’ — yz’ # 0, em geral. Por exemplo, se a = (1,0,0) e b = (0,1,0),
temos [a,b] = (0,0,1) # 0. Isso mostra que Nil ndo é abeliano. Por outro
lado, dados a, b, c € Nil, o duplo comutador de a,b, c é igual a

Ha’v b]’ C] = (Ov 0, 0)’

ou seja, Nil é um grupo de Lie nilpotente com indice de nilpoténcia igual a 2.
Cada ponto (z,y, z) € Nil pode ser visto como uma transla¢ao (& esquerda)
da identidade a esse ponto como sendo:

(‘Tayv Z) : (07 0’0) = (x7y’ Z),

ou seja, Ly, (0) = (7,y,2). Entdo, as diregoes coordenadas Euclidianas
sao transladadas para:

(x’y7 Z) ’ (87070) = (‘T+87y72)7
(z,y,2)-(0,5,0) = (z,y+s,2z+zs),
(.%',y,Z)'(0,0,S> = (x,y,z—i-S).
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Diferenciando (em relagao a s), obtemos os campos vetoriais:

0
B = —
1 8.1"
0 0
Ey=— — 1.32
0
By= —
3 8za

que sao campos vetoriais invariantes & esquerda, por construgao. Portanto,
a algebra de Lie de Nil, denotada por nil, é gerada pelos campos vetoriais
Ep, Ey, E3, dados em (1.32), cujos colchetes de Lie sao dados por:

[Er,Es] = E3 e [Es,Es] =[E3, Ei]=0.

Exemplo 1.4.9 O grupo de Lie Sols (ou, simplesmente, Sol) é o produto
semi-direto R x R?, onde z € R age em R? através da aplicacdo p. definida
por

p=(z,y) = (e°z,e”7y), (1.33)

para quaisquer z,y € R. Para cada z € R, p, é um isomorfismo linear de R?.
Identificando Sol com R3, de modo que o plano-zy corresponda ao subgrupo
normal R?, a multiplicacdao do grupo Sol, induzida por (1.33), é dada por

(z,y,2)- (2", ) = (x+ e’y + ey, 2+ 2), (1.34)

para quaisquer (z,v,2), (2,9, 2") € R3 (cf. (1.13)). Claramente, (0,0,0) é
o elemento identidade de Sol, e o elemento inverso é

(:Ea Y, Z)_l = (_e_zxa _623/’ _Z)’

A agao a esquerda do grupo Sol nas diregoes coordendas Euclidianas produz:

(,9,2) - (5,0,0) = (z+¢€s,y,2),
(z,y,2)-(0,5,0) = (z,y+e *s,2),
(iL', Y, Z) : (07 0, 8) = (IE, Y,z + 3)'
Diferenciando em relacao a s, obtemos os campos vetoriais:
0
B =¢e"—
1 € ﬁx’
0
Ey=e¢"7—, 1.35
L= (1.3)
0
By =—

0z’
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que sao campos invariantes & esquerda, por construcao. Portanto, a algebra
de Lie do grupo de Lie Sol, denotada por sol, é gerada pelos campos vetoriais
E1, Ey, E3 dados em (1.35), cujos colchetes de Lie sao dados por

(B3, E1] = E1, [E3,Es] = —FE3, [E1, Eq] =0. (1.36)

O grupo Sol é um grupo de Lie solavel. De fato, de (1.36), a algebra derivada
Dsol é dada por
Dsol = [sol, sol] = span{E1, Es}.

Novamente, usando (1.36), a algebra derivada D?sol ¢ igual a
D%s0l = span{[Ey, Fo]} = {0}.

Portanto, Sol é um grupo de Lie solavel, com indice de solubilidade igual a
2.

1.5 Variedades homogéneas

Sejam G um grupo e M um conjunto arbitrario. Uma acdo & esquerda
de G em M ¢é uma aplicagao

(g,2) eGXMr—g-zeM (1.37)

tal que g1(g2 - z) = (g192) - ® e 1 - & = x, para quaisquer ¢1,92 € Gex € M.
Dado uma agao a esquerda de G em M, obtemos, para cada elemento
x € M, uma aplicagao

B G— M (1.38)

definida pela ac¢ao no elemento x € M, i.e., B:(g) = g - =, para todo g € G
e, para cada g € (G, obtemos uma bije¢ao

vg: M — M (1.39)

correspondente a a¢do do elemento g € G, ie., v4(x) = g - x, para todo
zeM.

Se Bij(M) denota o grupo das bijegoes de M, munido com a operagao
de composicao, entao a aplicagao

g € G — ~, € Bij(M) (1.40)

é um homomorfismo de grupos.
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Para cada € M, definimos a G-drbita (ou, simplesmente, a orbita) de
x relativo a agao de G por:
G(z)={g-z:9€ G} =0,(G). (1.41)
As orbitas da acdo de G em M constituem uma particdo do conjunto M.
Definimos também o subgrupo de isotropia do elemento x € M por:

Ge={9€G:g-z=2z}=75" (), (1.42)

claramente GG, é um subgrupo de G.
Dizemos que ac¢do de G em M é transitiva quando G(z) = M para algum
(e, portanto, para todo) z € M. Dizemos que a acao de G em M é livre

quando G, = {1}, para todo x € M. Dizemos também que a a¢do de G em
M é efetiva quando o homomorfismo (1.40) é bijetor, i.e., quando

() G=={1}.
reM

Se H é um subgrupo de G, denotemos por G/H o conjunto das classes
laterais o esquerda de H em G:

G/H ={gH : g € G},
onde
gH ={gh:he H}

é a classe lateral & esquerda do elemento g € G. Temos uma acao natural de

G em G/H dada por:
(91,92) € G X G/H — (q192)H € G/H; (1.43)

a agao (1.43) é chamada a agdo por transla¢io a esquerda de G nas classes
laterais a esquerda de H. A agao (1.43) é sempre transitiva.

Se G age a esquerda em M entao, para cada x € M, a aplicagao (g,
definida em (1.38), passa ao quociente e define uma bijegao

B,:G/Gy — G(x) (1.44)

dada por 3,(9G.) = g -z, onde G, denota o subgrupo de isotropia do
elemento x € M. Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

G—"—>Gla)
G/G,

onde 7 : G — G /G, denota a aplicacdo quociente.
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Observacao 1.5.1 De forma similar, define-se uma acdo & direita de G em
M como sendo uma aplicagao

(x,9) EM xGr—z-geM (1.45)

satisfazendo (z - g1) - g2 = - (g192) e x - 1 = z, para quaisquer g1,g92 € G
e x € M. Uma teoria totalmente analoga a de acgoes a esquerda pode ser
desenvolvida para agoes a direita; de fato, & uma acao a direita (1.45) pode-se
sempre associar uma agao a esquerda definida por

(g,2) EGX M+ x-gte M.

Note que na teoria de agoes a direita, para que a bijegdo (1.44) esteja bem
definida deve-se entender o quociente G/H como o conjunto de classes late-
rais o direita Hg, g € G, onde

Hg=1{hg:g€ G}.

Sejam agora G um grupo de Lie, M uma variedade diferenciavel e supo-
nha que G age a esquerda em M; neste contexto suporemos que aplicagao
(1.37) ¢ diferenciavel. Se H é um subgrupo fechado de G entéo existe uma
tnica estrutura de variedade diferenciavel no conjunto G/H tal que a apli-
cacao quociente

m:G—G/H

¢ uma submersao diferenciavel (ver [36, Teorema 3.58]). O nucleo da dife-
rencial dm; é precisamente a algebra de Lie h de H, de modo que o espago
tangente a G/H no elemento identidade 1H pode ser identificado com o
espago quociente g/h. Observe que, como 7 é sobrejetora e aberta (ver [3,
Teorema 3.7.12]), segue que G/H possui a topologia quociente da topologia
de G.

Se um grupo de Lie G age & esquerda numa variedade diferenciavel M en-
tao, para cada x € M, o subgrupo de isotropia G, é um subgrupo fechado de
G, donde temos uma estrutura de variedade diferenciavel em G/G,. Assim,
para cada © € M, a o6rbita G(z) possui uma tnica estrutura de variedade
diferenciavel que torna a bijecdo 3,, definida em (1.44), um difeomorfismo
diferenciavel'. Com essa estrutura, G(z) torna-se uma subvariedade imersa
de M e o espago tangente 1,,G(x) coincide com a imagem da aplicagao

dg.(1): g — T M

'Bscolhendo-se outro ponto y € G(x), com G(x) = G(y), entdo a estrutura de variedade

diferenciavel induzida em G(z) por 3, coincide com a estrutura induzida por £,.
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(ver |36, Teorema 3.62]). Em particular, se G age transitivamente em M
entdo, para cada = € M, a aplicagao (1.44) é um difeomorfismo diferenciavel
de G/G, sobre M. Além disso, a aplicacdo (5, dada em (1.38), é uma
submersao sobrejetora.

Definigao 1.5.2 Variedades diferenciaveis da forma G/H, onde G é um
grupo de Lie, H é um subgrupo fechado de G e a estrutura diferenciavel
em G/H é a unica que torna a proje¢do m : G — G/H uma submersao
diferenciavel, sao chamadas variedades homogéneas.

Se G é um grupo de Lie e H um subgrupo normal fechado de GG entao a
variedade homogénea G/H, com sua estrutura natural de grupo, é um grupo
de Lie (ver |36, Teorema 3.64]).

O Lema seguinte estabelece a conexao entre subgrupos normais de G e
ideais em sua algebra de Lie g.

Lema 1.5.3 Sejam G um grupo de Lie com algebra de Lie g, H um subgrupo
de Lie de G e b a correspondente subélgebra de g. Entao, H é um subgrupo
normal de G se, e somente se, hh é um ideal de g.

Demonstragao. Ver |35, Teorema 2.13.4]. O

1.6 Meétricas semi-Riemannianas G-invariantes

Consideremos uma agao a esquerda de um grupo de Lie G em uma va-
riedade diferencidvel M.

Definigao 1.6.1 Dizemos que uma métrica semi-Riemanniana em M é G-
invariante se, para todo g € G, a aplicacao vy : M — M, definida em (1.39),
é uma isometria. Dizemos também que a agdo de G preserva a métrica
semi-Riemanniana.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e consideremos a agao transi-
tiva de um grupo de Lie G em M que preserva a métrica semi-Riemanniana.
Dado um ponto x € M, seja H o subgrupo de isotropia de x. Entao, o
difeomorfismo 3, : G/H — M, definido em (1.44), define uma tinica métrica
semi-Riemanniana em G/H que o torna uma isometria. A agao de G em M
corresponde entao & a¢ado de G em G/H por translagao a esquerda:

g-hH = (gh)H.
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Além disso, a métrica semi-Riemanniana em G/H também é G-invariante
(em relagao a agao de G por translacao a esquerda).

Seguindo a Defini¢ao 1.5.2, nao distinguiremos M de G/H e considera-
remos apenas variedades semi-Riemannianas G/H, onde G é um grupo de
Lie, H é um subgrupo fechado de G e a métrica semi-Riemanniana é G-
invariante, estando subentendido que a agao considerada de G em G/H &
por translacdo a esquerda.

Dado g € G, denotemos por

L,:G/H — G/H (1.46)

a translagdo a esquerda dada pela agdo de g em G/H, i.e., Ly(hH) = (gh)H.
Denotemos também por

Adj:g—g (1.47)

a diferencial do automorfismo interno Z, : G — G, definido em (1.18), no
elemento identidade 1 € G; Ad, é um isomorfismo de algebras de Lie para
todo g € G. A aplicagéo

Ad: G — GL(g), (1.48)

definida por Ad(g) = Ady, para todo g € G, é uma representacao de G em
g, chamada a representacio adjunta de G em g. Sua diferencial no elemento
identidade 1 € G coincide com a representacdo adjunta de g em g, i.e.,
d(Ad)(1) = ad. Mais precisamente, dados X,Y € g, temos:

.1
[(X,Y] = lim ;(Adp(t)Y -Y), (1.49)

onde p(t) = exp(tX), t € R, é o subgrupo a l-parametro de X (ver [36,
Proposigao 3.47]).

Definigcao 1.6.2 Um objeto definido na algebra de Lie g de G é chamado
Ad(H)-invariante se ele é preservado por Ady : g — g, para todo h € H.

Seja b C g a algebra de Lie de H.

Lema 1.6.3 Se uma forma bilinear simétrica (-, -) em g é Ad(H )-invariante,
entao

((X,Y],2) = (Y, [X, Z]), (1.50)

para todo X € h e para quaisquer Y, Z € g. A reciproca vale se H é conexo.
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Demonstragao. Pela formula de Polarizagao, a equagao (1.50) é equiva-
lente a

(v, X],X) =0, (1.51)
para quaisquer Y € h e X € g. Supondo (-,-) Ad(H)-invariante, a fungao
f(t) = (Ad,) X, Ad i X)

é constante, igual a (X, X'), onde p(t) = exp(tY’) é o subgrupo a 1-parametro
de Y. Por outro lado, usando (1.49), temos:

(¥, Xx],X) = f'(t) =0,

verificando (1.51) e, consequentemente, mostrando a igualdade (1.50). Reci-
procamente, suponhamos valido (1.50). Como exp é um difeomorfismo local
de uma vizinhanga de 0 € g sobre uma vizinhanga de 1 € G, segue que (,-) é
Adj-invariante para todo h em alguma vizinhanga U da identidade 157 € H.
Agora, como H é conexo e h € H — Ady € GL(g) é um homeomorfismo,
o resultado segue do fato? que todo elemento de H pode ser expresso como
um produto finito de elementos de U. a

Observagao 1.6.4 A equagao (1.50) afirma que Ady é anti-simétrico em
relagdo a (-,-), para todo X € h.

Exemplo 1.6.5 A forma de Killing (-,-) de g, definida no Exemplo 1.2.9, é
Ad(G)-invariante. De fato, a identidade de Jacobi (1.4) mostra que

ad[xy) = [adx, ady],
para quaisquer X,Y € g. Assim, dados X,Y, Z € g, temos:

(X,Y],2) = tr(adjxyjadz) = tr([adx,ady]adz)
= tr(adxadyadz) — tr(adyadxadz)
= —tr(adyadxadz) + tr(adyadzadx)
= —tr(ady(adxadz — adzadx)) = —tr(ady[adx, adz])
= —tr(adyad}x, z) = —(Y,[X, Z]).

2 Aqui, estamos usando o caso particular de um fato mais geral: Sejam G um grupo
de Lie e Gy a componente conexa de G que contém o elemento identidade 1 € G. Dado
qualquer vizinhanga U de 1 € G, todo elemento de Gy pode ser expresso como um produto
finito de elementos de U (ver [36, Proposigao 3.18]).
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Seja G/H um espago homogéneo. Fixemos um subespago m de g com
g = h @& m e denotemos por pry : g — b e pry, : g — m as projegoes
correspondentes. A restrigao da diferencial dm(1) a m é um isomorfismo linear
entreme Ty (G/H). Assim, identificaremos T i (G/H ) com m através deste
isomorfismo.

Dado h € H, temos Z(H) C H, donde Ady(h) C b e, portanto, temos
um isomorfismo induzido

Adp :m —m, (1.52)

definido por:
Ady, = pry, o Adp|m-

A aplicacao
Ad: H — GL(m), (1.53)

definida por Ad(h) = Ad},, para todo h € H, ¢ uma representacdo de H em
m, chamada a representacdao isotrépica de H em m. A diferencial de Ad no
elemento identidade seré denotada por

ad : h — gl(m). (1.54)

Temos:
adx (Y) = pry([X, Y]),

para quaisquer X € h e Y € m. Além disso, diferenciando o seguinte dia-
grama comutativo

a—2 @ (1.55)
G/H G/H
h
no elemento identidade, obtemos:
dL,(1H) = Ady, (1.56)

para todo h € H.

Com a notagao fixada acima, temos um Corolario imediato do Lema
1.6.3:
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Corolario 1.6.6 Sejam G/H um espago homogéneo e m um subespago de
g, com g = h & m. Se uma forma bilinear simétrica (-,-) em m é Ad(H)-
invariante entao

(pro([X,Y]), Z) = (Y, pry([X, 2])), (1.57)
para quaisquer X € h e Y, Z € m. A reciproca vale se H é conexo.

Lema 1.6.7 Existe uma correspondéncia biunivoca entre as métricas semi-
Riemannianas G-invariantes em G/H e os produtos escalares Ad(H )-invari-
antes (-,-) em m. A Ad(H)-invariancia de (-,-) implica

<p1‘m([X, Y])v Z> = _<Y7 prm([Xa Z])>v
para quaisquer X € h e Y, Z € m. A reciproca vale se H é conexo.

Demonstragio. Seja (-,-) um produto escalar Ad(H )-invariante em m.
Exigindo-se que o isomorfismo dr(1)|m : m — T1x(G/H) seja uma isometria,
determinamos um produto escalar (-, )1z em T1g(G/H). O fato que (-, -)
¢ Ad(H)-invariante significa que o isomorfismo Adj; ¢ uma isometria, para
todo h € H. Porém, (1.56) implica que dLj (1 H) é uma isometria linear, para
todo h € H. Usaremos este fato para estender (-, )1 a todo espago G/H de
maneira G-invariante. Sejam g1,g2 € G tais que Ly, (1H) = x = Ly, (1H).
Mostremos que o pull-back de (-, )1 pelos isomorfismos

dfgfl(w),dfg;l(m) :To(G/H) — Tyy(G/H)

define o mesmo produto escalar (-,-), em T,(G/H). De fato, Ly, (1H) =
Ly, (1H) significa que g1H = g2H, ou seja, g;lgl = h € H. Temos L =

Ly-10Lg,. Assim, dados X,Y € T.(G/H), temos:

(AL, 1(1H) - X,dL,+(1H)-Y)
= <dfh(1H)ng;1(1H) - X, dfh(1H)ng;1(1H) - Y)
= (dL, +(1H) - X, dL _1(1H)-Y).

A métrica (-, -) em G/H, assim obtida, claramente é G-invariante. A diferen-
ciabilidade de (-, -) segue da existéncia de segoes locais (ver Observagao 1.1.7).
Reciprocamente, seja (-, -) uma métrica G-invariante em G/H. Disso decorre
que os isomorfismos dL(1H) sdo isometrias lineares, para todo h € H.
Exigindo-se que dn(1)|m : m — Tig(G/H) seja uma isometria e usando
(1.56), o pull-back de (-,-)1g por dm(1)|m determina um produto escalar

Ad(H)-invariante em m. A segunda parte do Lema segue diretamente do
Corolario 1.6.6. O
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Observacao 1.6.8 O Lema 1.6.7 é um caso particular de uma correspon-
déncia biunivoca natural entre os tensores G-invariantes do tipo (r,s) em
G/H e os tensores Ad(H )-invariantes do tipo (r,s) em m.



Capitulo 2

Espacos Fibrados e Conexoes

2.1 Fibrados principais

Sejam M uma variedade diferenciavel, G um grupo de Lie, P um conjunto
eIl : P — M uma aplicacdo. Para cada z € M, denotemos por P, o
subconjunto II-!(z) de P, chamado a fibra de P sobre z. Assumimos que,
para cada x € M, temos uma acao a direita livre e transitiva do grupo G na
fibra P,. Note que isso é equivalente a assumir que II é sobrejetora e que é
dado uma acao a direita

(p,g) EPXxGr—p-geP (2.1)

de G em P tal que II(p- g) = II(p), para quaisquer p € P e g € G, e tal que,
para quaisquer p,q € P, com II(p) = II(q), existe um tnico g € G tal que
pP-9=4q.

Uma se¢ao local de Il é uma aplicagao s : U — P, onde U C M é um

subconjunto aberto, tal que Il o s é a aplicacao de inclusao. Dados duas
secoes locais s1 : Uy — P e sy : Us — P, existe uma tnica aplicacao

g:UiNUs — G (2.2)

tal que sa(x) = si1(z) - g(x), para todo x € U; N Uy; a aplicagao (2.2) é
chamada a aplicagdo de transicdo de s1 para ss. As segoes locais s1 e So 880
chamadas segédes locais compativeis se a aplicagao (2.2) é diferenciavel.

Um atlas de secoes locais de II é um conjunto A de se¢bes locais de I,
duas a duas compativeis, cujos dominios formam uma cobertura do conjunto
M. Qualquer atlas A de secOes locais de II esta contido em um tnico atlas
maximal Ap,ax de secoes locais de II.

30



CAPITULO 2. ESPACOS FIBRADOS E CONEXOES 31

Definigcao 2.1.1 Um G-fibrado principal consiste dos seguintes objetos: um
conjunto P, chamado o espaco total; uma variedade diferencidvel M, chama-
da o espago base; uma aplicagao Il : P — M, chamada a projeg¢ao; um grupo
de Lie G, chamado o grupo estrutural; uma acao a direita livre e transitiva
do grupo G em cada fibra P, e um atlas maximal A de se¢oes locais de
IT.

Um G-fibrado principal sera denotado por P(M,II, G). Caso nao exista
perigo de confusdo, denotaremos o G-fibrado principal simplesmente por P
e diremos apenas fibrado principal, subentendendo todos os dados descritos
na Defini¢ao 2.1.1.

Seja P(M,II, G) um G-fibrado principal. Dado uma se¢ao local s : U —
P de P, a aplicacao

Bs:UxG—TYU)CP, (2.3)

definida por
Bs(x, 9) = s(z) - g,

para quaisquer x € U e g € G, € uma bijecdo. Além disso, se s1: Uy — P e
s9 : Uy — P sa0 secoes locais de P pertencentes a Apmax, €ntao a aplicacao

de transicao de ;! para 8.1,

Lo Be 1 BN (ITTH UL N L)) — B, (T (UL N L)),

s2

é dada por

(85" © Bsy) (@, h) = (x, g(2) - h), (2.4)

para quaisquer x € Uy NUs e h € G, onde g : Uy NUs — G é a aplicagdo
de transi¢do de sy para s;. De (2.4) segue que ﬂs_Zl o (s, ¢ diferenciavel
e, pelo Lema 1.1.2, existe uma tnica estrutura diferencidvel no conjunto P
tal que, para toda secéo local s : U — P pertencente a Apax, 0 conjunto
II-Y(U) & aberto em P e a aplicacdo 3, definida em (2.3), é um difeomor-
fismo diferenciavel. O fato de que as topologias de M e G sdo Hausdorff
e satisfazem o segundo axioma da enumerabilidade implicam que a topolo-
gia de P é também Hausdorff e segundo enumeravel. Portanto, P é uma
variedade diferenciavel.

Além disso, temos a seguinte:
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Proposicao 2.1.2 Seja P(M,II, G) um fibrado principal, onde P esta mu-
nido da estrutura diferenciavel descrita acima. Entao, a agao a direita (2.1)
é diferenciavel; a projecao II : P — M é uma submersao diferenciavel;
para todo x € M, a fibra P, é uma subvariedade mergulhada de P; para
quaisquer z € M e p € P, a aplicagdo (), : G — P, (cf. (1.38)) é um difeo-
morfismo diferenciavel; toda secdo local s : U — P pertencente a Apax €
uma aplicacao diferenciavel e, reciprocamente, toda secao local diferenciavel
s: U — P pertence a Apax.

Exemplo 2.1.3 Sejam M uma variedade diferenciavel, G um grupo de Lie
e Py um conjunto. Suponha que G age a direita no conjunto Py de forma
livre e transitiva. Definimos P = M x Fy. Denotemos por II: P — M a
projecao sobre o primeiro fator e definimos uma ac¢ado a direita de G em P
por

(z,p) - g=(2,p-9),

para quaisquer x € M, p € Py e g € G. Para todo p € Py, a aplicagao
sP : M — P, definida por sP(x) = (z,p), é uma segao global de IT e o
conjunto {s” : p € Py} é um atlas de segoes de II. Assim, P é um G-fibrado
principal, chamado o fibrado principal trivial. A estrutura diferenciavel de
P = M x Py, como fibrado principal, coincide com a estrutura diferenciavel
candnica dada pelo produto de variedades diferenciaveis.

Exemplo 2.1.4 Seja P(M,II,G) um fibrado principal. Dado um subcon-
junto aberto U C M, denotemos por

Ply=T1"YU) c P.

A agdo a direita de G em P restringe-se a uma agdo a direita de G em
P|y. Além disso, a projegao II restringe-se a uma aplica¢ao (que também
denotaremos por II) de P|y em U. O conjunto P|y é entdo um G-fibrado
principal sobre a variedade diferenciavel U, cujo atlas maximal de segOes
locais consiste de todas as segOes locais diferenciaveis de P com dominio
contido em U; P|y é chamado a restri¢io de P ao aberto U. Claramente
P|y é um subconjunto aberto de P e a estrutura diferenciavel de P|y, como
fibrado principal, coincide com a estrutura diferencidvel induzida por P.

Exemplo 2.1.5 Sejam G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de
G. Consideremos a aplicacao quociente I : G — G/H e a acdo de H em
G por translagoes a direita. Para cada z € G/H, a fibra II7!(z) é uma
classe lateral & esquerda de H em G, logo a agdo de H em II71(z) é livre e



CAPITULO 2. ESPACOS FIBRADOS E CONEXOES 33

transitiva. Se s1 : Uy — G e s9 : Us — G sao segoes locais diferenciaveis de
IT entao a aplicagao de transicao h : Uy N Uy — H é dada por:

h(z) = sy(x) 7 - so(x),

para todo x € U; N Uy e, portanto, é diferenciavel. Assim, o conjunto de
todas as segoes locais diferenciaveis de II é um atlas de segoes locais de 11
ell: G — G/H é um H-fibrado principal munido com o atlas de todas as
segOes locais diferenciaveis de IT. Além disso, a estrutura diferenciavel em G
induzida por tal atlas coincide com a estrutura diferenciavel original de G.

2.1.1 Subfibrados principais

Seja P(M,II,G) um fibrado principal e consideremos um subgrupo de
Lie H de G.

Definicao 2.1.6 Um H -subfibrado principal de P é um suconjunto @) de P
tal que, para todo z € M, Q, = P, N Q é uma H-6rbita e existe uma secao
local diferenciavel s : U — P de P, com z € U e s(U) C Q.

A agao a direita de G em P restringe-se a uma agao a direita de H em
Q. Considerando a restricdo da projegao I : P — M a @ (que também
sera denotada por II), segue que () é um H-fibrado principal sobre M, cujo
atlas maximal consiste de todas as segoes locais s : U — @ de @Q tais que
ios:U — P & uma secao local diferenciavel de P, onde i : Q — P denota a

aplicacdo de inclusdo’.

Um H-subfibrado principal de P sera denotado por Q(M,II, H). Nao
havendo perigo de confusao, o subfibrado principal serd denotado simples-
mente por Q.

Seja @ um subfibrado principal de P. O conjunto @, sendo o espaco
total de um fibrado principal, tem uma estrutura diferenciavel. Analisemos
a relacdo entre as estruturas diferenciaveis de Q e de P. Se s : U — @ é
uma secao local diferenciavel de @ entao ios : U — P é uma secao local
diferenciavel de P. Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

U « G Bios P‘U

inclusao T T inclusao

UxH—=Qlu

! A compatibilidade entre secées locais de @ segue do Lema 1.1.3 e da Observacédo 1.1.5.
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Como as flechas horizontais sao difeomorfismos diferencidveis segue que a
aplicacdo inclusdo i : Q — P é uma imersao? diferenciavel e, portanto, Q é
uma subvariedade imersa de P.

Seja P(M,II, G) um fibrado principal. Dados z € M e p € P,, o espago
tangente T, P, ¢ um subespaco de T}, P, chamado o espago vertical de P no

ponto p. Denotemos
Ver,(P) = T, P,.

Claramente, Ver,(P) = Ker(dll,). Como a aplicacdo 3, : G — P, é um
difeomorfismo diferenciével, sua diferencial no elemento identidade 1 € G é
um isomorfismo

dBp(1) : g — Very(P). (2.5)

O isomorfismo (2.5) é chamado o isomorfismo candnico de g em Very(P).

Diferenciando a acao a direita (2.1) em rela¢ao a primeira variavel, obte-
mos uma acao a direita de G no fibrado tangente T'P. De forma mais ex-
plicita, para quaisquer g € G e v € TP, temos:

v-g=dyy(v) € TP,

onde 74 : P — P ¢é o difeomorfismo diferenciavel dado pela agao de g em P
(cf. (1.39)). Como 74 : P — P transforma fibras em fibras, a acao de G em
TP transforma espagos verticais em espagos verticais, ou seja,

dvy(Verp(P)) = Verp.4(P), (2.6)
para quaisquer p € P e g € (G. Temos, assim, o seguinte diagrama comuta-
tivo:

Ver,(P) —2 %8 Nier, (P) (2.7)
dﬁp(l)T Tdﬂpg(l)
g Ad g

onde Ad : G — GL(g) denota a representacao adjunta de G em g definida
em (1.48).

2A aplicacdo de incluséo i : Q — P é um mergulho diferenciavel se, e somente se, H é
um subgrupo de Lie mergulhado de G (cf. Segdo 1.3).
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2.1.2 Morfismos de fibrados principais

Sejam P, @ fibrados principais sobre uma mesma variedade diferenciavel
M e com grupos estruturais G e H, respectivamente. Um morfismo de
fibrados principais é uma aplicagao diferenciavel ¢ : P — @, satisfazendo
?(P;) C Qz, para todo = € M, de modo que existe um homomorfismo de
grupos ¢g : G — H tal que, para todo x € M, a aplicagdo ¢, = ¢|p, : P, —
Q. satisfaz:

¢z(p-g) = d2(p) - do(9),
para quaisquer p € P, e g € G.

O homomorfismo ¢g : G — H é unicamente determinado pelo morfismo
de fibrados principais ¢ : P — Q. Fixados x € M e p € P,, a comutatividade
do diagrama

oy
P, Qx
Bp T Tﬁ% (®)
G %0 H

mostra que a diferenciabilidade de ¢ implica na diferenciabilidade de ¢yg.
Assim, ¢g € de fato um homomorfismo de grupos de Lie, chamado o homo-
morfismo subjacente de ¢.

A composicao ¢o1p dos morfismos de fibrados principais ¢ e ¢ com homo-
morfismos subjacentes ¢g e g, respectivamente, € um morfismo de fibrados
principais com homomorfismo subjacente ¢g o 1. Um morfismo de fibrados
principais ¢ é bijetor se, e somente se, seu homomorfismo subjacente ¢g é
bijetor. Um morfismo bijetor de fibrados principais é chamado um isomor-
fismo de fibrados principais. Se ¢ € um isomorfismo de fibrados principais
com homomorfismo subjacente ¢g entao ¢ é um difeomorfismo diferencidvel
e ¢~ ! é também um isomorfismo de fibrados principais com homomorfismo
subjacente ¢ L

Exemplo 2.1.7 Se Q(M,II, H) ¢ um subfibrado principal de P(M,II, G)
entao a aplicagao inclusao i : Q — P é um morfismo de fibrados principais
cujo homomorfismo subjacente é a aplicagao inclusdo de H em G.

Lema 2.1.8 Sejam P(M,II,G) um fibrado principal, @ um conjunto, I’ :
@ — M uma aplicagdo, H um grupo de Lie e assuma que é dado uma agao
diferenciavel a direita de H em cada fibra (), de forma livre e transitiva.
Sejam ¢g : G — H um homomorfismo de grupos de Lie e ¢ : P — ) uma
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aplicagao tal que ¢(Pr) C Qu e ¢z(p - 9) = ¢2(p) - ¢o(g), para quaisquer
x € M, pe P, ege G. Entao, existe um tinico atlas maximal de segoes
locais de I que torna ¢ : P —  um morfismo de fibrados principais.

Demonstragao. Consideremos o seguinte conjunto de segoes locais de IT':
A={pos:s ésecao local diferenciavel de P}.

Mostremos que A ¢ um atlas de segoes locais de IT'. Claramente os dominios
das segoes locais de A formam uma cobertura de M. Além disso, se s; :
Uiy — P e sy : Uy — P sao segoes locais diferenciaveis de P com aplicacao de
transigao g : U1NUy — G, entdo a aplicagao de transigdo de ¢osy para ¢posg
é ¢pog: U NU; — H. Assim, ¢po sy e ¢o sy sdo compativeis e A é um atlas
de se¢oes locais de II'. Finalmente, observe que um atlas maximal A.x de
secoes locais de I’ torna ¢ : P — (@ um morfismo de fibrados principais se,
e somente se, Amax ¢ 0 atlas maximal de secoes locais de IT' contendo A. O

2.1.3 Pull-back de fibrados principais

Sejam P(M,II, G) um fibrado principal, N uma variedade diferenciavel
e f: N — M uma aplicagao diferenciavel. O pull-back de P por f é o
conjunto f*P definido por

P = ({y} x Py

yeN

A restrigdo a f*P da projegao sobre o primeiro fator define uma aplicagao
IIy : f*P — N e a restricao a f*P da projecao sobre o segundo fator define
uma aplicagao f : f*P — P, de modo que o diagrama seguinte comuta:

f*Pf;>P

m| ln

N—=M

O pull-back f*P & precisamente o subconjunto de N x P onde as aplicagoes
ITo fe folly coincidem. Além disso, a aplicagao (IIy, f) : f*P — N x P é
simplesmente a aplicacao de inclusdo. Isso motiva o seguinte:

Lema 2.1.9 Sejam P(M,II, G) um fibrado principal, N uma variedade di-
ferenciavel e f : N — M uma aplicagdo diferencidvel. Dados um conjunto
X e aplicagoes 1, : X — N, o : X — P com Ilom = f o7y, existe uma
tnica aplicacdo 7: X — f*Ptalque Ilijor =1 e foT =To.
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Demonstragao. A hipotese Il o 7o = f o7 significa que a imagem da
aplicagao (11, 72) : X — N x P esta contida em f*P. Como (IIy, f) : f*P —
N x P é a aplicacao de inclusao, existe uma tnica aplicacao 7 : X — f*P
tal que

(I, f) o7 = (71, 72). (2.8)

Porém, a igualdade em (2.8) é equivalente aIlj o7 =11 e foT = . O

Mostraremos agora que f*P é um G-fibrado principal sobre N. Para
cada y € N, identifiquemos a fibra (f*P), = {y} X Py(,) de f*P com a fibra
Py(y) de P. Sob esta identificagao, o grupo G age a direita em cada fibra
de f*P de forma livre e transitiva. O préximo passo é definir um atlas de
secoes locais de Iy : f*P — N.

Definicao 2.1.10 Uma se¢ao local de P ao longo de f é uma aplicagao
o :V — P, definida em um subconjunto aberto V' de N, tal que IToo = f|y .

Se s : U — P éuma secdo local de P entdo a composta sof : f~1(U) — P
é uma secao local de P ao longo de f. Além disso, se d : V — f*P é uma
secdo local de Il : f*P — N, entdo fod : V — P é uma secdo local de P ao
longo de f. Por outro lado, se o : V' — P é uma se¢ao local de P ao longo
de f, existe uma tnica segao local o : V' — f*P de II; : f*P — N tal que
fo@ = 0. De fato, tomando X =V, 7y : V. — N a aplicacdo de inclusio e
T9 = 0 entdo @ é a aplicagdo ¢ dada pelo Lema 2.1.9. O seguinte diagrama
comutativo ilustra a relagao entre o e 7.

Pt (2.9)

>

N—>M

Seja entao s : U — P uma secao local diferencidavel de P. Defina
oc=sof:f 1 (U)—P (2.10)
e considere
7:f Y U)— f*P (2.11)
a tnica secdo local de P tal que f 0@ = . Mostremos que o conjunto

A={:0=so0feséuma secdo local diferenciavel de P}  (2.12)
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é um atlas de segoes locais de Il; : f*P — N. De fato, sejam sy : Uy — P
e so : Uy — P segOes locais diferencidveis de P com aplicagao de transigao
g : U NUs — G. Defina 0; = s;0 f, i = 1,2, e considere as se¢bes locais
i fYU) — f*P delly : f*P — N tais que foo; = 0,1 = 1,2. A
aplicagao de transicao de &, para &5 € a aplicacao

gof:f N UINT) —G,

0 que mostra que as secoes locais 1 e 72 sao compativeis. Isso implica que o
conjunto (2.12) é um atlas de segoes locais de f*P. Considerando f*P com
o unico atlas maximal de segdes locais contendo (2.12), f*P torna-se de fato
um G-fibrado principal sobre N.

Exemplo 2.1.11 Sejam P(M,II,G) um fibrado principal, @ um H-subfi-
brado principal de P e f : N — M uma aplicacao diferenciavel. Entao, f*Q)
¢ um H-subfibrado principal de f*P. De fato, como cada fibra (f*Q), de
f*Q esta identificada com a fibra Q) de Q, segue que (f*Q), ¢ uma H-
orbita. Além disso, dadoy € N, seja s : U — P uma se¢ao local diferenciavel
de P, com f(y) € U e s(U) C Q. Definindo & : f~}(U) — f*P, como em
(2.11), temos que y € f~H(U) e o(f~1(U)) C f*Q. Portanto, f*Q ¢ um
H-subfibrado principal de f*P.

2.2 Fibrados vetoriais

Sejam E um conjunto, M uma variedade diferenciavel e 7 : E — M uma
aplicacdo. Para cada x € M, denotemos por E, o subconjunto 7~ !(z) de
FE, chamado a fibra de E sobre x. Assumimos que, para cada x € M, a fibra
E, tem uma estrutura de espago vetorial real isomorfa a R™.

Dado 2 € M, denotemos por FR(E,) o conjunto de todos os isomorfismos
lineares de R™ em E, (também chamados de referenciais de E,). Note que
o grupo de Lie GL(R") age a direita em FR(E,) de forma livre e transitiva.
Definimos

FR(E) = | | FR(E,)
zeM
e consideremos a aplicagao II : FR(E) — M que transforma FR(E,) sobre
x, para todo x € M.

Definigcao 2.2.1 Um fibrado vetorial consiste dos seguintes objetos: um
conjunto E, chamado o espac¢o total; uma variedade diferencidvel M, cha-
mada o espaco base; uma aplicacdo 7 : £ — M, chamada a projecdo; uma
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estrutura de espago vetorial real em cada fibra E, tal que FE, e R™ sejam
espacos vetoriais reais isomorfos; um atlas maximal A, de se¢bes locais de
II:FR(F) — M.

O atlas maximal Apax torna Il : FR(E) — M um GL(R")-fibrado princi-
pal, chamado o fibrado principal dos referenciais de E. O espago Euclidiano
R™ é chamado a fibra tipica do fibrado vetorial. Um fibrado vetorial sera
denotado por (E,m, M,R™). Caso nao exista perigo de confusao, denotare-
mos o fibrado vetorial simplesmente por F, subentendendo todos os dados
descritos na Definicao 2.2.1.

Definiremos agora uma estrutura diferenciavel no espago total de um
fibrado vetorial E. Toda secao local diferenciavel s : U — FR(E) define
uma bijecao

Bs: U xR" — 771 (U) CE, (2.13)

dada por
Bs(z,v) = s(x) - v,

para quaisquer x € U e v € R™ A aplicagdo [3s, definida em (2.13), é
chamada a trivializacdo local de E correspondente a secao local s.

Sejam s1 : Uy — FR(E) e s2 : Uy — FR(E) segoes locais diferenciaveis
de FR(FE). Entao, a aplicagao de transigao de ﬁ;l para B!

8_21 o 581 : 65_11 (7T_1(U1 N UQ)) — ﬁs_Ql (7T_1(U1 N Ug))

é dada por
(85" © Bsy)(@,v) = (2, 9(x) - v),

para quaisquer z € U1NUz e v € R™, onde g : U1NUs — GL(R™) é a aplicacao
de transicdo de s, para si. Assim, 58_21 o B, é diferenciavel e, pelo Lema
1.1.2 existe uma tnica estrutura diferenciavel no conjunto E tal que, para
toda segao local diferenciavel s : U — FR(E), o conjunto 7~ 1(U) ¢é aberto
em E e a aplicagio (3, dada em (2.13), ¢ um difeomorfismo diferenciavel®.
Além disso, a topologia de E é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade e, portanto, E é uma variedade diferenciavel.

Além disso, temos a seguinte:

3 Aqui, estamos considerando a fibra tipica R"™ munida de sua estrutura diferenciavel
canodnica, induzida de sua estutura de espago vetorial.
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Proposicao 2.2.2 Dado um fibrado vetorial (E,m, M,R"™), valem as se-
guintes propriedades: a projecao m : E — M é uma submersao diferenciavel;
para todo © € M, a fibra F, é uma subvariedade mergulhada de E; para
todo x € M, a estrutura diferencidvel da fibra E,, como subvariedade de F,
coincide com a estrutura diferencidvel induzida por sua estrutura de espaco
vetorial real de dimensao finita.

Exemplo 2.2.3 Dado uma variedade diferencidvel M, seja E = M x R" e
consideremos a aplicagdo m : E — M dada pela projecao sobre o primeiro
fator. Para cada x € M, identifiquemos a fibra E, = {z} x R™ com R", de
modo que E, tem a estrutura de espaco vetorial real induzida de R"” e

FR(E) = M x GL(R").

O conjunto FR(M x R™) é um GL(R™)-fibrado principal (cf. Exemplo 2.1.3)
e, portanto, (E, 7, M,R™) é um fibrado vetorial, chamado o fibrado vetorial
trivial. Claramente, a estrutura diferenciavel de E = M x R"™ coincide com
a estrutura diferenciavel candénica dada pelo produto de variedades diferen-
cidveis.

Exemplo 2.2.4 Sejam (E, 7, M,R") um fibrado vetorial e U C M um sub-
conjunto aberto. Consideremos

Ely =7 YU).

A projecao 7 : E — M restringe-se a uma aplicagdo de E|y em M e, para
cada x € U, a fibra E, de E|y sobre x tem a estrutura de espago vetorial
real. Além disso, temos:

FR(E|y) = FR(E)|v,

assim FR(E|y) é um GL(R™)-fibrado principal sobre a variedade diferen-
ciavel U (cf. Exemplo 2.1.4). Portanto, (E|y, 7, M, R"™) é um fibrado vetori-
al, chamado a restricao do fibrado vetorial E sobre o aberto U. A estrutura
diferenciavel de F|y, como fibrado vetorial, coincide com a estrutura dife-
renciavel que F|y herda de E como subconjunto aberto.



CAPITULO 2. ESPACOS FIBRADOS E CONEXOES 41

Exemplo 2.2.5 Dado uma variedade diferencidvel M"™, sejam

TM = U T, M
xeM

seu fibrado tangente e w : T M — M a projecao candnica. Para cada x € M,
a fibra T, M tem a estrutura de espago vetorial real isomorfo a R™. Seja
¢ : U — ¢(U) uma carta local de M. Para cada = € U, a aplicagao
dgp;l : R"™ — T, M é um isomorfismo linear e a aplicagao s¥ : U — FR(T'M),
dada por

sf = dp(x) ™",

para todo z € U, é uma segao local de Il : FR(TM) — M. Se v : V — (V)
¢ outra carta local de M e se

wogofl:gp(UﬂV)—)w(UﬂV)

denota a aplicacao de transicao de ¢ para 1, entao a aplicagao de transigao
de s¥ para s¥ ¢ dada por

zeUNVi—d@wop H(p(x)) € GL(R™).
Assim, o conjunto
A= {s¥: ¢ é carta local de M} (2.14)

¢ um atlas de segoes locais de II : FR(TM) — M. Considerando FR(T'M)
com o Gnico atlas maximal de segOes locais de I : FR(T'M') — M contendo
(2.14), segue que (T'M, 7, M,R"™) é um fibrado vetorial.

Exemplo 2.2.6 Sejam (E!, 7, M,R™) e (E?, mo, M, R"™) fibrados vetori-
ais sobre a mesma base M. Para cada x € M, consideremos a soma direta
E, = E! @ E2?, munida da estrutura de espago vetorial real dada pela soma
direta de E! e E2, e denotemos

E=|]J E oE]
zeM

Seja 7 : E — M a projecao candnica que transforma EL & E2 sobre x € M.
Dado x € M, sejam s; : Uy — FR(E') e sy : Uy — FR(E?) segoes locais
diferenciaveis, com z € U = Uy N Usz. Entao, a aplicagdo 5 : U — FR(E),
dada por

5(x) = (s1(x), s2()),
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para todo x € U, é uma secio local de FR(E). Sejam st : U — FR(E?)
e sb : Us — FR(E?) segdes locais diferenciéveis, i = 1,2. Denotemos por
gi : Ui N UL — GL(R™) a aplicagao de transicdo de s} para s?, i = 1,2.
Entdo, a aplicagao de transicio? de 37 = si @ s} para 55 = s? @ 53 ¢ dada
por

zeVinVy = (91(x),92(7)) € GL(R"),

onde V; =U}NUZ, i=1,2, e R" = R™ & R"™. Assim, o conjunto
A= {5=151@s9:5; & secio local diferenciavel de FR(E")}  (2.15)

¢ um atlas de segoes locais de II : FR(E) — M. Considerando FR(E) com
o Gnico atlas maximal de segdes locais de IT : FR(E) — M contendo (2.15),
segue que (F,m, M,R™) é um fibrado vetorial , chamado a soma de Whitney
dos fibrados vetoriais E' ¢ E?. Usualmente, E é denotado por E! @ E?.

2.2.1 Secoes de fibrados vetoriais

Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial.

Definigao 2.2.7 Uma secdo local de E¥ € uma aplicacdo € : U — F, definida
em um subconjunto aberto U C M, tal que 7o € é a aplicagao de inclusao,
ou seja, €(z) € E,, para todo x € U.

Uma segao local € : M — E de E, globalmente definida, é chamada uma
secdo de E. Observe que uma se¢ao local ¢ : U — E de E é o mesmo que uma
secao do fibrado vetorial E|7. Denotaremos por I'(E) o conjunto de todas as
segoes diferenciaveis de E. O conjunto T'(E) é um espacgo vetorial real com
as operagoes naturais de soma e multiplicagao por escalar. Além disso, I'(E)
¢ um modulo sobre o anel C*°(M) das fungoes reais diferenciaveis definidas

em M.

Exemplo 2.2.8 Seja M uma variedade diferenciavel. Uma secao diferen-
ciavel do fibrado tangente 7'M é o mesmo que um campo vetorial diferen-
ciavel em M.

Sejam € : U — E uma secao local de E e s : U — FR(F) uma se¢ao local
diferenciavel de FR(F). A aplicagao € : U — R", definida por

éx) = s(x) - e(2), (2.16)

4 Aqui, estamos identificando (diagonalmente) o produto GL(R"!) x GL(IR"2?) com um
subgrupo de Lie de GL(R").
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para todo z € U, é chamada a representacdo da segdo € em relacdo a s. Se
Bs € a trivializacao local de F correspondente a s, temos:

e(x) = Bs(z, €(x)), (2.17)
para todo x € U. Logo, € é diferenciavel se, e somente se, € é diferencidvel.

Lema 2.2.9 Sejam (F,w, M,R"™) um fibrado vetorial e z € M. Entao:

(a) Para cada p € E, existe uma secao € € I'(E), com e(x) = p.

(b) Dado uma segao local diferenciavel € : U — E, com z € U, existe uma
segao € € T'(E) tal que € = € em alguma vizinhanga de x.

Demonstragao. Seja s : U — FR(E) uma secao local diferenciavel de
FR(E), com x € U, e consideremos fs a trivializagao local de E associada
a s. Temos f(s(x,v) = p, para um unico v € R"™. Seja f € C>*(M) tal que
supp(f) C U e f(z) = 1. Definimos uma sec¢ao € : U — E de E por:

| Bs(y, fly)-v), se yeU
e<y>—{ b pel

Temos €(x) = p. Como s é um difeomorfismo diferenciavel, € é diferenciavel
em U. Além disso, como supp(f) C U, € é nula em uma vizinhanga de M\ U
e, portanto, € € I'(E). Para provar o item (b), seja s : U — FR(F) uma secao
local diferenciavel de FR(E). Consideremos a representacao € : U — R™ de
€ em relacio a s, e Bs : U x R® — 7~ }(U) a trivializagio local de E em
relacdo a s. Seja f € C>°(M), com supp(f) C U, e tal que f = 1 em uma
vizinhanga V' de x em U. Definimos uma segao ¢’ : M — FE por

! o Bs(yaf(y)‘g(y))7 se yEU
e(y)—{ 0, se ygU

De (2.17) segue que €|y = €|y e, de forma analoga ao item (a), concluimos
que € € T'(E). 0

Definigao 2.2.10 Seja (E,m, M,R"™) um fibrado vetorial. Um referencial
local em E é uma n-upla de segoes locais diferenciaveis {ey,...,e,} de E,
definidas em um subconjunto aberto U de M, tal que {e1(x),...,en(x)} &
uma base para F,, para todo z € U.

Quando U = M, ou seja, ¢; € I'(E), 1 < i < n, diremos simplesmente
que {€1,...,e,} &€ um referencial de E. O Lema seguinte estabelece que um
referencial local em E é equivalente a existéncia de uma se¢ao local diferen-
ciavel do fibrado principal dos referenciais de E.
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Lema 2.2.11 Seja (E,m, M,R™) um fibrado vetorial. Uma secao local di-
ferenciavel s : U — FR(E) de FR(F) é equivalente & existéncia de um
referencial local {¢1,...,€,} de E.

Demonstragao. Fixemos uma base {v1,...v,} de R". Se s : U — FR(E)
¢ uma secao local diferenciavel de FR(E), definimos ¢; : U — E por

ei(x) = Bs(z,v;), (2.18)

para quaisquer z € U e 1 < ¢ < n, onde (s é a trivializacdo local de
FE correspondente a s. Como (3 é um difeomorfismo diferenciavel segue
que €; é de fato uma segao local diferenciavel de F, para todo 1 < i < n.
Reciprocamente, dado um referencial local {e1, ..., €,} de E, definimos uma
aplicacao 5 : U x R™ — E|y por

B(z,v) = Zaiei(a@),
=1

onde v = Y a;v;. Para cada x € U, a aplica¢ao (3, : R* — E,, dada por
B (v) = B(z,v), para todo v € R™, é um isomorfismo linear, logo /3 é bijetora.
Mostremos que 3 tem posto maximo. Para isso, seja v : V x R" — E|y uma
trivializagao local de E, com z € V C U. Temos

(vt e B)(y.v) = (y, (v, " 0 By)(v)),

para quaisquer y € V e v € R". Agora, como v,,3, : R" — E, sao
isomorfismos lineares, para cada y € V, segue que Y 'o3: VxR" — V xR"
é um difeomorfismo diferencidvel. Assim, # tem posto méximo em V x R".
Logo, como = € U é arbitrario, segue que 3 é um difeomorfismo diferenciavel.
Finalmente, definimos s : U — FR(FE) por s(z) - v = (z,v), para quaisquer
z €U ewveR" Como 8 ¢éum difeomorfismo segue que s é diferenciavel. O

Definicao 2.2.12 Uma métrica semi-Riemanniana em um fibrado vetorial
(E,7, M,R™) é uma segao diferenciavel g do fibrado vetorial Ling(F,R) tal
que, para todo z € M, g, : E, X B, — R é um produto escalar semi-
Riemanniano em F,.

Proposicao 2.2.13 Sejam (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial, g uma métri-
ca Riemanniana em F e assuma que R" estd munido do produto interno
canodnico (-, -). Entdo, para todo y € M, existe uma secao local diferenciavel
s: U — FR(F) de FR(FE) tal que y € U e s(z) : R" — E, é uma isometria
linear para todo x € U.
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Demonstragao. Seja {e1,...,€,} um referencial local de E definido em
um aberto U de M, com y € U. Pelo processo de ortonormalizagao de
Gram-Schmidt, podemos substituir tais se¢oes por se¢oes locais diferenciaveis
€1y, € : U — E tais que {€(z),...,é,(x)} é base ortonormal de E, para
todo x € U. Consideremos a segao local diferenciavel s : U — FR(FE) dada
pelo Lema 2.2.11, onde a base {v1,...,v,} de R", neste caso, é ortonormal.
Por definigao de s, segue que s(x) : R™ — E, é uma isometria linear, para
todo x € U. a

Lema 2.2.14 Sejam E, F fibrados vetoriais sobre a mesma variedade dife-
renciavel M e L : T'(E) — I'(F') uma aplicagao C*°(M )-linear.

(a) Para quaisquer €1,e2 € I'(E) tais que €1y = 2|y, para algum subcon-
junto aberto U C M, tem-se L(e1)(z) = L(e2)(x), para todo x € V, onde
V C U é um subconjunto aberto.

(b) Para cada x € M, existe uma aplicagao linear L, : E, — F, tal que
L(e)(x) = Ly(e(x)), para toda segao € € I'(E).

Demonstragao. Seja f € C>*(M) tal que supp(f) C U e f =1 em algum
subconjunto aberto V' C U. Temos f(e; —€2) = 0 e, assim, fL(e; —e2) = 0.
Portanto, L(€;)(xz) — L(ez)(z) = 0, para todo z € V, provando o item (a).
Para provar o item (b), seja x € M. Para cada v € E,, segue do Lema 2.2.9
que existe € € I'(E) com €(z) = v. Defina L, : E; — F por

Do item (a) segue que L, estd bem definida e L(e)(z) = L, (e(x)), para todo
e € I'(E). Claramente L, ¢ linear. O

2.2.2 Morfismos de fibrados vetoriais

Sejam F, F' fibrados vetoriais sobre a mesma base M. Um morfismo de
fibrados vetoriais ¢ uma aplicagao diferenciavel S : E — F tal que, para todo
xreM,S(E,) CF,eS,=S|g, : E; — F, ¢ uma aplicacdo linear. Se, além
disso, S é uma aplicagdo bijetora, S : E — F é chamado um isomorfismo de
fibrados vetoriais.

Lema 2.2.15 Seja S : E — F um morfismo de fibrados vetoriais. Entao,
S é um isomorfismo de fibrados vetoriais se, e somente se, Sy : B, — F, é
um isomorfismo linear, para todo = € M. Neste caso, S é um difeomorfismo
diferenciavel e a aplicacdo S~! : F — FE também ¢é um isomorfismo de
fibrados vetoriais.
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Demonstracdo. Se S é um isomorfismo de fibrados vetoriais é claro que
Sy : B, — F, é isomorfismo linear para todo z € M. Reciprocamente, como
S & uma aplicacio bijetora, resta mostrar que S~! ¢ diferenciavel. Como isso
é um problema local, podemos assumir que £ = F' = M x R™. Neste caso,
S:MxR"— M xR" tem a forma

S(x,v) = (2, Te(v)),

onde T, : R® — R™ é um isomorfismo linear. A matriz Jacobiana de S no

ponto (x,v) tem a forma
Id 0
X T, )’

onde T, é a matriz de T, : R — R™. Como 7, é um isomorfismo linear, a
matriz acima é invertivel, e o Lema segue entdo do Teorema da Aplicagao
Inversa. O

2.2.3 Pull-back de fibrados vetoriais

Sejam (F,m, M,R™) um fibrado vetorial, N uma variedade diferenciavel
e f: N — M uma aplicagao diferenciavel. O pull-back de E por f é o
subconjunto f*E de N x E definido por

FE= | {y} x Eyy)-

yeN

A restricdo a f*FE da projecao sobre o primeiro fator define uma aplicagao
m : f*E — N e arestrigao a f*E da projegao sobre os segundo fator define
uma aplicagao f : f*F — E, de modo que o diagrama seguinte comuta:

FE-L g (2.19)

|
N—>M

Note que (71, f) : f*E — N x E é simplesmente a aplicagao inclusao.

Para cada y € M, identifiquemos a fibra (f*E), = {y} x Ey) de f*E
com a fibra Ey(,y de E. Assim, cada fibra de f*E tem a estrutura de espago
vetorial real isomorfo a R"”. O conjunto FR(f*E) pode ser naturalmente
identificado com o pull-back f*FR(FE). Esta identificagao torna FR(f*E) um
GL(R™)-fibrado principal e, assim, (f*E, 71, N,R™) é um fibrado vetorial.

O Lema seguinte permite-nos uma melhor compreensao da estrutura
diferenciavel do espaco total f*E.
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Lema 2.2.16 Sejam (F, 7, M,R"™) um fibrado vetorial, N uma variedade
diferencidvel e f : N — M uma aplicagao diferenciavel. Entao, a aplicagao

(m1, f) : f*E — N x E é um mergulho diferenciavel cuja imagem ¢é o conjunto
dos pares (y,e) € N x E tais que f(y) = m(e).

Demonstra¢ao. A comutatividade do diagrama (2.19) implica que a
imagem da aplicagdo (71, f) é o conjunto dos pares (y,e) € N x E tais
que f(y) = w(e). Em virtude da Proposi¢ao 1.1.6, a fim de mostrar que
(71, f) : f*E — N x E é um mergulho diferencivel, é suficiente mostrar que,
para toda segao local diferenciavel s : U — FR(E) de FR(FE), a restricao da
aplicagdo (71, f) ao conjunto aberto (w1, f) " (f 1 (U) x E) = (f*E)| -1 (1)
é um mergulho diferencidvel. Seja ¢ = s o f e considere a tinica se¢ao local
G : f7Y(U) — FR(f*E) de FR(f*E) tal que f o = 0. Temos, assim, o
seguinte diagrama comutativo:

« (m1.f) _
(f*B)| -1 . FHU) x Ely

/BET Tldxﬁs

-1 n —1 n
PO < R — e § (U) < (UxRY)

no qual as flechas veticais sdo difeomorfismos diferenciaveis. Como a flecha
horizontal abaixo é um mergulho diferenciavel, segue o resultado. O

Corolario 2.2.17 Sejam (F, 7, M,R™) um fibrado vetorial, N uma varie-
dade diferenciavel e f : N — M uma aplicacao diferenciavel. Sejam também
X uma variedade diferenciavel e ¢1 : X — N, ¢ : X — FE aplicagoes
diferenciaveis tais que m o ¢ = f o ¢1. Entao, existe uma tnica aplicagao
diferenciavel ¢ : X — f*E tal que 1y 0¢ = ¢1 e f o = ¢a.

Demonstracdo. A hipoétese mo ¢o = f o ¢ significa que a imagem da
aplicagao (¢1, ¢2) : X — N x E esta contida na imagem da aplicac@o injetora
(71, f) : f*E — N x E. Assim, existe uma tnica aplicagdo ¢ : X — f*F

tal que (71, f) o ¢ = (é1,¢2). Como (my, f) é um mergulho e (¢1,p2) é
diferenciavel, segue que ¢ é diferenciavel®. O

® Aqui, estamos usando o seguinte resultado de variedades diferenciaveis: Seja f : M —
N uma imersao diferenciavel. Uma aplicagdo g : X — M é diferenciavel se, e somente se,
g é continua e fog: X — N é diferenciavel (cf. Observagao 1.1.4).
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Exemplo 2.2.18 Sejam M, M variedades diferenciaveis e f : M — M
uma aplicacdo diferenciavel. Denote por m: TM — M e : TM — M as
projecoes candnicas. Aplicando o Corolario 2.2.17 com X = TM, ¢1 = m,
¢o =df : TM — TM e E = TM, obtemos uma aplicacdo (que também
denotaremos por df) df : TM — f*TM tal que fodf =df em odf =m.
Além disso, df : TM — f*T'M ¢é um morfismo de fibrados vetoriais. O
diagrama seguinte ilustra a situacao.

T™ J

af
. fTM TN

2.2.4 Subfibrados vetoriais

Sejam (E, 7, M,R™) um fibrado vetorial, V' um subespago vetorial de R"
e F' um subconjunto de E tais que, para todo x € M, o conjunto F, =
F N E, é um subespago vetorial da fibra E, com a mesma dimensao de
V. Dado x € M, dizemos que um referencial p € FR(E,) ¢ adaptado a
(V,F) se p(V) = F,. Denotaremos por FR(Ey;V, F,) o conjunto de todos
os referenciais de E, que sao adaptados a (V, F).

Denotemos por GL(RR™; V) o subgrupo de Lie de GL(RR") formado por
todos os isomorfismos lineares g : R — R™ tais que g(VF) = V. As-
sim, o conjunto FR(E,; V, F,) é uma GL(R"; V)-6rbita, para todo = € M.
Definimos o conjunto:

FR(E;V,F) = | FR(E,; V, Fy)
xeM

de todos os referenciais de FE adaptados a (V, F).

Definigao 2.2.19 Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial. Um subconjunto
F C F é chamado um subfibrado vetorial se existe um subespago vetorial V'
de R™ tal que, para todo x € M, o conjunto F,, = F' N E, é um subespaco
vetorial de £, com mesma dimensdo de V' e FR(E;V, F) é um GL(R"; V)-
subfibrado principal de FR(E).
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A segunda condi¢ao da Definigao 2.2.19 significa que todo ponto de M
pertence ao dominio U de uma secao local diferenciavel s : U — FR(E) de
FR(FE) tal que s(z)(V) = F,, para todo z € U.

Mostraremos agora que todo subfibrado vetorial (F, 7, M,V) de um fi-
brado vetorial (E,m, M,R"™) também é um fibrado vetorial. De fato, a pro-
jegdo m : E — M restringe-se a uma aplicagao «w|p : F' — M e, para todo
x € M, a fibra F, possui a estrutura de espaco vetorial real isomoformo a V.
Para que F' seja um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica V', devemos
exibir um atlas maximal de se¢oes locais de Il : FR(F) — M.

Dado p € FR(E;V, F), temos que p|y é um referencial de F. Assim,
obtemos uma aplicacao

¢ : FR(E;V, F) — FR(F), (2.20)

definida por ¢(p) = p|y para todo p € FR(E;V, F). A aplicacao ¢ preserva
fibra, isto é, ¢(FR(E,;V, Fy)) C FR(F;) para todo x € M e, restrita a cada
fibra FR(E,;V, Fy), satisfaz:

d(pog) = o(p)oT(g),
para quaisquer p € FR(E,;V, F,) e g € GL(R™; V), onde
T:GL(R™ V) — GL(V)

¢ o homomorfismo de grupos de Lie dado por T(g) = g|y para todo g €
GL(R™; V). Consideremos o seguinte conjunto de se¢oes locais de IT : FR(F) —f
M:

A= {pos:s ésecao local diferenciavel de FR(E;V, F)}. (2.21)

Mostremos que A é um atlas de segoes locais de II : FR(F) — M. De fato,
os dominios de segoes locais de A formam uma cobertura para M. Além
disso, se s1 : Uy — FR(E;V, F) e sg : Uy — FR(E;V, F) sao segoes locais
diferenciaveis de FR(E;V, F), com aplicacao de transi¢cao g : Uy N Us —
GL(R™; V), entao a aplicagao de transigdo de ¢ o s1 para ¢ o sg é a aplicagao

Tog:U NU; — GL(V).

Assim, ¢ o s1 e ¢ o s9 sao compativeis e (2.21) é, de fato, um atlas de segoes
locais de IT : FR(F') — M. Considerando entao Apax 0 Gnico atlas maximal
de segoes locais de FR(F') contendo (2.21), concluimos que FR(F) é um
GL(V)-fibrado principal tal que aplicagao ¢ dada em (2.20) é um morfismo
de fibrados principais. Portanto, (F,7|p, M, V') é um fibrado vetorial.
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Proposigao 2.2.20 Um subfibrado vetorial F' de um fibrado vetorial E é
uma subvariedade regular de E e a estrutura diferenciavel de F', como espago
total de um fibrado vetorial, coincide com a estrutura diferencidvel induzida
de E como subvariedade regular.

Demonstracao. Para provar que F' é subvariedade regular de E, basta
mostrar que a aplicagao de inclusao i : F' — E é um mergulho diferenciavel.
Em virtude da Proposicao 1.1.6, a fim de que i : ' — E seja um mergulho
diferenciével, basta mostrar que para toda secao local diferenciavel s : U —
FR(E;V,F) de FR(E;V, F), a restrigao da aplicagdo de inclusao i : F —
E ao conjunto aberto i~ !(7=}(U)) = (n|p) ' (U) = F|y é um mergulho
diferenciavel. Como FR(E;V, F) é um GL(R";V)-subfibrado principal de
FR(E), temos que i o s é uma secao local diferenciavel de FR(E), onde
i:FR(E;V,F) — FR(FE) é a aplicagao de inclusao. Além disso, ¢ o s é uma
segao local diferenciavel de FR(F'), onde ¢ é o morfismo definido em (2.20).
Temos, assim, o seguinte diagrama comutativo:

Fly Ely

/quosT T/Bios

UXVW)UXV

onde I : V. — R™ é a aplicagao de inclusdao. Como as flechas verticais sao
difeomorfismos diferenciaveis e a flecha horizontal abaixo é um mergulho
diferenciavel, segue que a aplicagao de inclusdo i : F — FE é um mergulho
diferenciével. O

2.3 Conexoes em fibrados principais
Seja P(M,II,G) um fibrado principal. Uma distribuigao Hor(P) na va-
riedade diferenciavel P é chamada horizontal em relacao a II se
T,P = Hory(P) @ Very(P),
para todo p € P.

Definigcao 2.3.1 Uma conexdo em P é uma distribui¢ao horizontal diferen-
ciavel Hor(P) em P que é G-invariante, ou seja,

dryg(Horp(P)) = Horp.4(P), (2:22)

para quaisquer p € P e g € G, onde 7, : P — P ¢ o difeomorfismo dado pela
acao de g em P.
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O conjunto
Ver(P) = U Ver,(P) C TP
peEP
é uma distribuicao diferenciavel em P, chamada a distribuicdo vertical em
P. De (2.6) segue que Ver(P) também ¢é uma distribui¢do G-invariante.

Seja Hor(P) uma conexao em P. Associado & conexao Hor(P), o iso-
morfismo candnico (2.5) define uma 1-forma w em P a valores em g tal que
ker(wp) = Hor,(P), para todo p € P. Mais precisamente, definimos:

wy(v) = (dﬁp(l))_l(v) €g, se v € Very(P)
l0) = { Oeg, se v € Hor,(P) (2.23)

para quaisquer p € P e v € T,,P, onde (dﬁp(l))_1 : Ver,(P) — g € o inverso
do isomorfismo (2.5).

Lema 2.3.2 A 1-forma w, definida em (2.23), é diferenciavel.

Demonstracao. Consideremos a aplicagao Ly, : TP — P X g, cuja restri-
cao a T, P & dada por

Lu,(v) = (p,wp(v)), (2.24)

para quaisquer p € P e v € T,P. Mostremos que L, ¢ um morfismo de
fibrados vetoriais. Para isso, consideremos a aplicagdo Lg: P x g — Ver(P)
definida por

Lg(p, X) = dBy(1) - X, (2.25)

para quaisquer p € P e X € g. A aplicacao Lg ¢ diferenciavel, pois ¢ a
restricao a P x g C TP x TG da diferencial da agao diferenciavel a direita
P x G — P. Assim, Lg ¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais. Como
Hor(P) é uma distribui¢ao diferenciavel, a proje¢ao mye, : TP — Ver(P),
cuja restri¢ao a T, P é a projecao sobre Very,(P), é um morfismo de fibrados
vetoriais. Portanto, L, = Lgl OTyer : I'P — P x g éum morfismo de fibrados
vetoriais, o que implica que w ¢é diferenciavel. O

Seja Hor(P) uma conexao em P. Considerando a 1-forma diferenciavel
w, definida em (2.23), temos o seguinte diagrama comutativo:

T,p—" g (2.26)
d"/g(v)l lAdg_l
Tpg g

Wp-g
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Basta verificar que Adg-10w, e wy.qodyy(p) coincidem em Hor,(P) e Ver,(P),
usando a comutatividade do diagrama (2.7). A comutatividade do diagrama
(2.26) & equivalente a

Ypw = Ady-1 0w, (2.27)
para todo g € G.

Definigcao 2.3.3 Uma 1-forma w em P & valores em g que satisfaz a relagao
(2.27) é chamada Ad-pseudo G-invariante.

Definicao 2.3.4 Seja P(M,II, G) um fibrado principal. Uma 1-forma dife-
renciavel Ad-pseudo G-invariante w definida em P & valores em g que satisfaz
a condicgao:

wp’Verp(P) = (dﬁp(l))_la (2.28)

para todo p € P, é chamada uma forma de conexdo em P.

Toda forma de conexao w em P define uma conexao Hor(P) em P. Mais
precisamente, temos a seguinte:

Proposigao 2.3.5 Existe uma correspondéncia biunivoca entre conexoes
Hor(P) em P e formas de conexao w em P.

Demonstragao. Se Hor(P) é uma conexao em P entao a forma de conexao
wem P éa l-forma w definida em (2.23). Reciprovamente, seja w uma forma
de conexao em P. Definimos a distribuigado Hor(P) por

Hor,(P) = ker(wp), (2.29)

para todo p € P. Como wp|ver,(p) ¢ um isomorfismo linear segue que Hor(P)
¢ horizontal. Mostremos que Hor(P) ¢ diferenciavel. Como w ¢ diferenciavel,
a aplicac¢do L,,, definida em (2.24), ¢é diferenciével e, portanto, ¢ um morfismo
de fibrados vetoriais. Como L, é sobrejetora, seu nucleo ker(L,,) = Hor(P)
¢ um subfibrado vetorial de T'P. Assim, Hor(P) ¢ uma distribui¢ao diferen-
ciavel em P. Finalmente, mostremos que Hor(P) é G-invariante. Como w
satisfaz (2.27), o diagrama (2.26) comuta, para quaisquer p € P e g € G.
Assim,

dvy (Horp(P)) C Horp.g(P), (2.30)

para quaisquer p € P e g € G. Trocando p por p-g e g por g~ em (2.30),
obtemos a inclusdo contraria Hory.4(P) C dv,(Hory(P)). Portanto, Hor(P)
é G-invariante. O
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Exemplo 2.3.6 Sejam P(M,II, G) um fibrado principal e Hor(P) uma co-
nexao em P. Se U é um subconjunto aberto de M, entdo a intersegao
Hor(P) NT(P|y) ¢ uma conexao em P|y. A forma de conexao associada a
Hor(P) NT(P|y) é a restrigdo da forma de conexao associada a Hor(P).

Lema 2.3.7 Sejam P(M,II, G) um fibrado principal e s : U — P uma se¢ao
local diferenciavel de P. Se @ é uma 1-forma em U & valores em g entao
existe uma tunica 1-forma w em P|y a valores em g Ad-pseudo G-invariante
satisfazendo (2.28) com s*w = w. Além disso, w é diferenciavel se, e somente
se, w é diferenciavel.

Demonstra¢ao. Mostremos inicialmente que o Lema é valido no caso em
que P = M x G é o G-fibrado principal trivial. Seja w uma 1-forma em P &
valores em g. Diferenciando a agao a direita de G em P, obtemos uma agao
a direita de G em TP dada por:

(U,X) g = d’Yg(U?X) = (U,ng(X)),

para quaisquer v € TM, X € TG e g € G. Observe que w é Ad-pseudo
G-invariante se, e somente se, a igualdade (2.27) é valida nos pontos de
M x {1} C P, i.e., se, e somente se:

W(z,g) (0, dRy(X)) = Ady-1 (w(z 1) (v, X)), (2.31)

para quaisquer x € M, v € T, M, g€ Ge X € g. Seja w a 1-forma em M
a valores em g que é o pull-back de w pela se¢ao diferenciavel s; : M — P,
dada por s1(z) = (z,1). A igualdade sjw = w significa que:

Wz,1)(v,0) = Wy (v), (2.32)

para quaisquer x € M e v € T, M. Supondo w Ad-pseudo G-invariante, a
condigao (2.28) é valida para todo p € P se, e somente se, vale para todo
p€ M x {1} C P, ie., se, e somente se:

w(m,l)(OaX) =X, (2.33)

para quaisquer z € M e X € g. As condigoes (2.31), (2.32) e (2.33) sao
equivalentes a

W(z,g) (V,dR(X)) = Ady—1 (wa(v) + X), (2.34)

para quaisquer x € M, v € T,M, g € G e X € g. A igualdade (2.34) mostra
que, dado uma 1-forma @ em M a valores em g, existe uma tnica 1-forma w
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em P = M x G a valores em g que é Ad-pseudo G-invariante satisfazendo a
condigao (2.28) para todo p € P, com sjw = w. Note que a igualdade (2.34)
implica que w é diferenciavel se, e somente se, w ¢ diferenciavel. Para provar
o caso geral, consideremos o seguinte diagrama comutativo (cf. (2.3)):

A aplicacao (s é um isomorfismo de fibrados principais, cujo homomorfismo
subjacente de grupos de Lie é a aplicacao identidade. Dado uma 1-forma
w em P|y a valores em g, segue que w é Ad-pseudo G-invariante e satisfaz
(2.28) para todo p € P|y se, e somente se, fiw é Ad-pseudo G-invariante e
satisfaz (2.28) para todo p € U x G. Além disso, s*w = @ se, e somente se,
s7(Biw) = w. Isso prova o caso geral. O

Se w é a forma de conexao em P, correspondente a uma conexao Hor(P)
em P, e s:U — P éuma segao local diferencidvel entdo a 1-forma w = s*w
em U a valores em g é chamada a representa¢do de w em relagao a s. O Lema
2.3.7 implica que a forma de conexdo w em P|y é unicamente determinada
por sua representagao @ em relagdo a uma secao local diferenciavel s : U — P
fixada.

Sejam P(M,II, G) um fibrado principal, N uma variedade diferenciavel e
f: N — M uma aplicagao diferenciavel. Toda conexao Hor(P) em P induz
uma conexao no fibrado f*P. Mais precisamente, temos o seguite:

Lema 2.3.8 Se w ¢ uma forma de conexao em P entao ?*w ¢ uma forma
de conexao em f*P, onde f: f*P — P é a aplicagao canoénica do pull-back
f*P.

Demonstragdo. Para todo y € N, a restrigao de f a fibra (f*P), = Py
é simplesmente a aplicagao identidade de Py(,). Assim, desse fato e de (2.28),
temos:

(?*w)p|Verp(f*P) = (dﬂp(l)) _17

para todo p € f*P. Para cada g € G, denotemos por ’yé) : P — P aacéo de

gem P e por fyg*P : f*P — f*P aacdo de g em f*P. Devemos mostrar que

(g ") (F'w) = Adg-1 o (f ).
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De fato, para cada g € G, temos 7} o f = f o 3P Assim,
(") (Fw) = (Forf ")w=(3 0 f)'w=7F ((7y)w)
= ?*(Adg—l ow)=Ad,10 (f*w),
provando o Lema. O

A correspondéncia biunivoca entre conexoes e formas de conexdo em um
fibrado principal, dada pela Proposicao 2.3.5, motiva a seguinte:

Definigao 2.3.9 Sejam P(M,II, G) um fibrado principal, N uma variedade
diferencidvel e f : N — M uma aplicagdo diferenciavel. Dado uma conexao
Hor(P) em P, o pull-back de Hor(P) por f é a conexao Hor(f*P) em f*P

correspondente & forma de conexao f*w, onde w é a forma de conexao em P
correspondente a conexao Hor(P).
2.4 Conexoes em fibrados vetoriais

Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial. Dados X € T'(TM) e f €
C°°(M), denotemos por X (f) a aplicacao definida por

X(f)(@) = dfe(X(2)),
para todo x € M.
Definigcao 2.4.1 Uma conexdo em E é uma aplicagao RR-bilinear
V:T'(TM)xTI'(E)— I'(E),

denotada por (X,e) — Vxe, que é C°(M)-linear na variavel X e que
satisfaz a regra de Leibnitz:

Vx(fe) = X(f)e+ fVxe, (2.35)
para quaisquer X € I'(TM), f € C*°(M) e e € T'(E).

Definigao 2.4.2 Uma conexdo em uma variedade diferenciavel M é uma
conexao em seu fibrado tangente T'M. Uma variedade afim é um par (M, V),
onde M é uma variedade diferenciavel e V é uma conexao em M.
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Observagao 2.4.3 Para toda segao € € I'(E) e todo ponto x € M, a segdo
V xe depende somente em X (x). De fato, como a aplicagao

XeTl'(T'M)— VxeeI'(F)

é C*°(M)-linear, segue do Lema 2.2.14 que, para cada x € M, existe uma
aplicacao linear
veT,Mv— Ve E,

tal que
Ve = Vxe(x),

para todo X € I'(TM), com X (x) =v. De (2.35) segue que
Vy(fe) = dfe(v) - e(z) + f(2) Ve,
para quaisquer € € I'(E), f € C*(M), x € M ev € T, M.

O Lema seguinte faz uso da regra de Leibnitz para mostrar que V xe(x)
depende somente na restricao de € em uma vizinhanga de .

Lema 2.4.4 Seja V uma conexao em E e sejam dados um ponto x € M e
segoes €1, €2 € I'(E) tais que €1 = €2 em uma vizinhanga U de z. Entéo:

VXQ(QJ) = VXeQ(l'),
para todo X € I'(TM).

Demonstragao. Seja f € C*(M) tal que supp(f) CU e f =1 em uma
vizinhanca V C U de . Temos f-¢; = f- €2 em M, assim

Vx(fe) = Vx(fe).
Por outro lado, de (2.35) e a escolha de f, temos:

Vx(fe)(x) = dfe(X(2))-e(r) + f(2)Vxel(z)
= 0-¢(x)+1-Vxe(z) = Vxei(x),

para i = 1,2, provando a afirmagao. O

Definigao 2.4.5 Sejam E, E’ fibrados vetoriais sobre a mesma variedade
diferenciavel M munidos de conexoes V e V’, respectivamente. Dizemos que
um morfismo de fibrados vetoriais L : E — E’ preserva conexao se

V.,(Loe€) = L(Vye),

para quaisquer v € TM e € € T'(E).
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Definigao 2.4.6 Sejam M, M’ variedades afins. Uma aplicagao diferen-
ciavel f: M — M’ é chamada uma aplicacdo afim se o morfismo de fibrados
vetoriais df : TM — f*T'M’, dado no Exemplo 2.2.18, preserva conexao,
ie.,

(f*V)u(df o X) = df(V,X),
para quaisquer v € TM e X € T'(TM).

Uma conexao V em F induz uma conexao em FE|y, para qualquer sub-
conjunto aberto U de M. Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.4.7 Seja V uma conexdao em E. Dado um subconjunto aberto
U C M, existe uma tnica conexio VY no fibrado vetorial E lu tal que:

Vielu(z) = Vxe(z), (2.36)
para quaisquer z € U, e e T'(E) e X € I'(TM|y).

Demonstragio. Sejam € € T'(E|y) e x € U. Pelo Lema 2.2.9, existe
¢ € T'(F) tal que € = € em uma vizinhanga de = em U. Assim, se VY é uma
conexao em E|y satisfazendo (2.36), o Lema 2.4.4 implica que

Vi€ (z) = Vxe(x), (2.37)

para todo X € T'(T'M|y), o que prova a unicidade de VY. O Lema 2.4.4
implica também que o lado direito de (2.37) nado depende da escolha de
e € I'(E), que ¢ igual a ¢ em uma vizinhanga de  em U. Definimos entao
VY como em (2.37). Claramente VY é uma conexao em E|y. O

A conexao VY, definida pelo Lema 2.4.7, é chamada a conezdo induzida
em E|y. Convencionaremos em denotar a conexiao VY pelo mesmo simbolo
V usado para denotar a conexao de E.

Exemplo 2.4.8 Sejam (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial e s : U — FR(E)
uma sec¢ao local diferencidvel. Definimos uma conexao dI® associada a s no
fibrado vetorial E|¢ por:

de(x) = s(z) - déz(v), (2.38)

para quaisquer z € U, v € T(TM|y) e e € T'(E|y), onde € : U — R™ é a
representacao de € em relagao a s.
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Definigao 2.4.9 Sejam V uma conexao em E e s: U — FR(FE) uma segao
local diferenciavel. O tensor de Christoffel da conexao V relativo a s é a
aplicagao C*°(M)-bilinear

I T(TM|y) x T(Ely) — T(Elv)
definida por
r=v-—ds,

onde dI* é a conexdo definida em (2.38).

Como I' é uma aplicagdo C°°(M)-bilinear, segue do Lema 2.2.14 que,
para cada z € U, existe uma aplicagao bilinear

I, . T,M x FE, — E,
tal que
FIE(X(x)v 6(1‘)) = F(Xa 6)(.7}),

para quaisquer X € T'(TM|y) e € € T'(E|y). Assim, podemos identificar T’
com a se¢ao diferenciavel x — T'; do fibrado vetorial Lin(T'M |y, E|u; E|v).
Por outro lado, podemos identificar o fibrado Lin(T M|y, FE|v; E|y) com o
fibrado vetorial Lin(T'M |y, Lin(E|y)), logo T’ pode ser identificado com um
campo 1-tensorial diferenciavel em U & valores em Lin(E|y). Ou seja, para
cada x € U e v € T, M, escrevemos

Lp(v) =T4(v,-) € gl(Ey),
de modo que I'y : T, M — gl(E;) é uma aplicacao linear.

Explicitamente, o tensor de Christoffel da conexao V em relagao a segao
local diferenciavel s : U — FR(F) é a aplicagao C°°(M)-bilinear tal que:

Ve = s(x) - déz(v) + Tz (v) - (), (2.39)

para quaisquer z € U, v € T,M e ¢ € T'(E|y), onde € : U — R"™ denota a
representacao de € em relagao a s.

Teorema 2.4.10 Seja V uma conexao em E e s : U — FR(E) uma segao
local diferenciavel de FR(E). Entao, existe uma tnica conexao Hor(FR(E))
em FR(E) tal que

Lp(v) = Ady(y (w2 (v)), (2.40)

para quaisquer x € U e v € T, M, onde w = s*w e w é a forma de conexao
associada a conexao Hor(FR(FE)).
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A prova do Teorema 2.4.10 passa pela construgao do fibrado associado
do GL(R"™)-fibrado principal FR(E). Como nosso objetivo nao se estende
a tais construgoes, reportamos o leitor a [27, Segao 2.5] ou [17, Segao 3.3].
A conexao Hor(FR(E)), dada pelo Teorema 2.4.10, é chamada a conexdo
correspondente & conexao V.

Sejam (E, 7, M,R™) um fibrado vetorial e V uma conexao em E.
Definicao 2.4.11 O tensor de curvatura da conexao V é a aplicagao
R:T(TM)xIT(T'M)xT'(E) - T'(E)

definida por
R(X,Y)e=VxVye—VyVxe— V[Xy]e,

para quaisquer X,Y € I'(TM) e e € I'(E), onde [X,Y] € I'(TM) denota o
colchete de Lie de X e Y.

O tensor de curvatura R é uma aplicagao C°° (M )-trilinear e, assim, para
cada x € M, R define uma aplicacao trilinear

R, : TyM xT,M x E, — E,.
Além disso, R é anti-simétrico em relagao as duas primeiras variaveis.

Definigao 2.4.12 Seja ¢ : TM — E um morfismo de fibrados vetoriais. O
t-tensor de tor¢ao da conexao V é a aplicagao

T : T(TM) x T(TM) — T(E)
definida por
T'X,Y)=Vxu(Y) - Vyu(X) — o ([X,Y]),
para quaisquer X,Y € T'(T'M).

Quando ¥ = T'M e ¢ é a aplicacdo identidade entdo T' = T* coincide
com o tensor de tor¢do usual de V. O (-tensor de tor¢ao T* é uma aplicagao
C°(M)-bilinear e, assim, para cada x € M, T" define uma aplicacdo bilinear

T: :T,M xT,M — E,.

Além disso, T* é anti-simétrico.
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2.4.1 Conexao no fibrado vetorial quociente

Sejam (E,m, M,R™) um fibrado vetorial e (F,7, M,V) um subfibrado
vetorial. Para cada x € M, o espaco vetorial E,/F, é isomorfo a R"/V.
Denotemos por

E/F = | ] E;/F,
xeM
e por 7w a aplicagdo que transforma FE,/F, sobre z, para todo © € M.
Mostremos que (E/F,7, M,R"/V) é um fibrado vetorial. Seja s : U —
FR(E) uma segao local diferenciavel. Para cada z € U, denotemos por
S(x): R"/V — E,/F, a (tnica) aplicagao linear que torna o diagrama

s(z)

R E, (2.41)
qol l%
R™/V E,/F,

3(x)

comutativo, onde qg e q, denotam as respectivas aplicagoes quocientes. O
diagrama (2.41) define, portanto, uma segao local 5 : U — FR(E/F) de
FR(E/F). Sejam agora s1 : Uy — FR(E) e s2 : Uz — FR(E) secoes locais
diferenciaveis com aplicagao de transigao g : Uy N Uy — GL(R"™). Entao, a
aplicacao de transicao

g:UnNnU; — GL(]R”/V)

de 51 : Uy — FR(E/F) para sy : Uy — FR(E/F) é dada por g = g,og, onde
qp : GL(R"™) — GL(R"™/V) denota a aplicagdo quociente. Como ¢, e g sao
diferencidveis segue que g é uma aplicacao diferenciavel. Assim, o conjunto

A={5:5€T(FR(E))} (2.42)

define um atlas de segoes locais de FR(E/F'). Considerando Apax 0 Gnico
atlas maximal de secoes locais de FR(E/F) — M contendo (2.42), segue
que (E/F,m,M,R"/V) é um fibrado vetorial, chamado o fibrado vetorial
quociente de E por F.

Exemplo 2.4.13 Sejam (E, 7, M,R™) um fibrado vetorial, V uma conexao
em F e F um subfibrado vetorial de E. Denotando por q : £ — E/F a
aplicacao quociente, segue que a aplicagao

(X,€) e T(TM) x T'(F) — qo Vxe € T(E/F)
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é C°°(M)-bilinear. Assim, pelo Lema 2.2.14, existe uma segao diferenciével
af de Lin(TM, F; E/F) tal que

Ve + F, = af(v, e(x)) € B/ Fy,

para quaisquer z € M e v € T, M. A secao of ¢ chamada a sequnda forma
fundamental do subfibrado vetorial F'.

2.5 A forma de curvatura

O objetivo desta secao é explicitar a relacao existente entre o tensor de
curvatura R de uma conexao V em um fibrado vetorial E e a forma de
conexao (), que é uma 2-forma diferenciavel associada a forma de conexao
w de V. Faremos isso sem demonstracoes, apenas enunciando o resultado
principal.

Seja P(M,1II,G) um fibrado principal munido de uma conexao Hor(P).
Denotemos por w a forma de conexdo de Hor(P). Dado uma k-forma di-
ferencial A em P, denotemos por d\ sua diferencial exterior®
(k + 1)-forma diferencial em P.

, que € uma

Definigao 2.5.1 Seja A uma k-forma diferencial em P. A diferencial exte-
rior covariante de X é a (k + 1)-forma DX em P definida por:

DXp(Cty -5 Gor1) = A (Thor (C1)s - -+ Thor (Crg1)) »

para quaisquer p € P e (1,...,Cy1 € TpP.

Claramente a diferencial exterior covariante de uma k-forma diferenciavel
¢ uma (k + 1)-forma diferenciavel em P.

Definicao 2.5.2 A forma de curvatura da conexao Hor(P) é a 2-forma di-
ferenciavel em P & valores em g definida por:

Q= Duw.

Proposigao 2.5.3 A forma de curvatura ) é dada por:

1
Q=dw+ 3w A w, (2.43)

SAqui estamos supondo que A é diferenciavel.
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onde o produto wedge é considerado em relagao ao colchete de Lie de g. De
forma mais explicita, (2.43) siginifica:

Qp(C1, ) = dwp(Cr, ) + [wp(Gr), wp(G)];
para quaisquer p € P e (1,(2 € T, P.

Demonstragao. Ver |17, Teorema 2.5.2]. O

Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial munido de uma conexao V. O ten-
sor de curvatura R de V pode ser identificado com uma 2-forma diferenciével
em M a valores em gl(R™). Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.5.4 Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial munido de uma conexao
V. A forma de curvatura 2 correspondente a conexao no GL(R")-fibrado
principal FR(E) esta associada ao tensor de curvatura R de V; de forma
mais explicita:

po (¢, &) op ! = Ry (dIly(¢1), dIT,((2)) € Lin(E,),
para quaisquer x € M, p € FR(E;) e (1,(2 € T,FR(E), onde
I:FR(E) —» M
denota a projecao.

Demonstragao. Ver Segao 3.5 de [17]. O

2.6 Conexoes lineares (G-invariantes em espacos ho-
mogéneos

Seja G/H um espago homogéneo, onde G é um grupo de Lie e H é um
subgrupo fechado de G. Uma conexao linear V em G/H é chamada G-
invariante se, para todo g € G, o difeomorfismo L, : G/H — G/H, definido
em (1.46), é um difeomorfismo afim. Por exemplo, seja (-,-) uma métrica
semi-Riemanniana G-invariante em G/H. Entao, a conexao de Levi-Civita

de (G/H,(-,-)) é G-invariante.

Nesta segao discutiremos uma caracterizagao das conexoes G-invariantes
em G/H em termos de aplicagoes lineares A : m — gl(m), onde m é um
subespago de g tal que g = h @ m. Identificaremos, assim, o espago tangente
Ty (G/H) com m de maneira natural.

Denotemos por T'(G/H) o fibrado tangente de G/H e consideremos o
GL(m)-fibrado principal FRw(T(G/H)).
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Observagao 2.6.1 Aqui, estamos considerando o fibrado tangente T'(G/H)
com fibra tipica m ao invés de R™. Isso é feito como segue: escolha um
isomorfismo linear i : m — R e considere a aplicacao

v : FR(T(G/H)) — FRu(T(G/H)) (2.44)

definida por 7i(p) = p o i, para todo p € FR(T(G/H)). Usando o Lema
2.1.8, é possivel mostrar que existe um tnico atlas maximal de se¢oes locais
de FRw(T(G/H)) — M que torna ~; um isomorfismo de fibrados principais,
cujo homomorfismo subjacente é

Z; : GL(m) — GL(R"),

definido por Z;(T) = io T oi~!, para todo T € GL(m). Tal atlas maximal
nao depende da escolha do isomorfismo linear i : m — R™. Além disso, a
estrutura diferenciavel de T'(G/H) nao muda quando mudamos a fibra tipica
de R™ para m.

Temos uma acao diferenciavel a esquerda de G em FRy(T'(G/H)) defi-
nida por:

g-p= dfg(x) op, (2.45)

para quaisquer x € G/H, p € FRn(T,(G/H)) e g € G. Podemos, assim,
definir uma agao diferenciavel a esquerda de G x GL(m) em FRw(T(G/H))
como sendo:

(9;7)-p=(g-p)oT t=g-(poT), (2.46)
para quaisquer p € FRn(T(G/H)), g € G e 7 € GL(m). Denotemos por
Idw € FRu(T1m(G/H))
a aplicacao identidade de m e seja S C G x GL(m) o subgrupo de isotropia
de Idm. A ac@o (2.46) ¢ transitiva e, portanto, temos um difeomorfismo
diferenciavel:

Y : (G x GL(m))/S — FRw(T(G/H)) (2.47)

dado por
T ((g,7)S) =dLy(1H) o L
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O difeomorfismo (2.47) define, portanto, um diagrama comutativo:

(G x GL(m))/S s FRu(T(G/H)) (2.48)

k\/

onde II' é definida por

Usando (1.56), obtemos:
S = Gr(Ad) = {(h,Ad}) : h € H} C H x GL(m).
A algebra de Lie de S é portanto dada por:
s = Gr(ad) = {(X,adx) : X € b} C h @ gl(m). (2.49)

Uma conexdo em G/H & unicamente determinada por uma conexao
Hor(FRw(T(G/H))) no fibrado principal FRw(T(G/H)). Denotemos por
D a distribuigao diferenciavel no quociente (G x GL(m))/S que corresponde
a Hor(FRw(T'(G/H))) através do difeomorfismo Y. Uma conexao em G/H é
G-invariante se, e somente se, a conexao correspondente em FRy(T(G/H))
é G-invariante. Assim, as conexoes G-invariantes em G/H estao em corres-
pondéncia biunivoca com as distribuigoes diferenciaveis GL(m)-invariantes
D em (G x GL(m))/S que sao horizontais em relagao a II'.

De (2.49) segue que m@gl(m) é um complemento de s no espago gdgl(m).
Assim, a diferencial da aplicacdo quociente

(9,7) € G x GL(m) — (g,7)S € (G x GL(m))/S

no ponto (1,Idy,) restringe-se a um isomorfismo de m @ gl(m) ao espago
tangente de (G x GL(m))/S no ponto (1,1dy)S; identificaremos entao este
espago tangente com m @ gl(m) através deste isomorfismo. Consideremos a
representacao isotropica

Ad: S — GL(m @ gl(m)) (2.50)

de S em m @ gl(m). Uma distribui¢ao (G x GL(m))-invariante D em (G x
GL(m))/S ¢ unicamente determinada’ por um subespaco @ = D(q 1q,,)s de

"Esta afirmacéo € a versdo mais geral do Lema 1.6.7; ver [17] para maiores detalhes.
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m @ gl(m) que é invariante sob a representacao isotropica (2.50). A repre-
sentagao isotropica (2.50) é dada por:

A7ds()(7 K) = (Aidh(X)aAidhoﬁoAidi:l _aprhAdh(X))a (2.51)

para quaisquer X € m, x € gl(m), h € H, onde s = (h,Ad) € S. A
diferencial
ad : s — gl(m @ gl(m))

de (2.50) é dada por:
aCf(‘er "i) = (QY(X% [£Y7 H] - aprb [Y,X])v (252)

para quaisquer X € m, x € gl(m), Y € h, onde 0 = (Y,ady) € 5. A
diferencial da aplicagao I : (G x GL(m))/S — G/H no ponto (1,Idy)S &
dada por:

(X,k) em@gl(m) — X € m. (2.53)

Assim, D ¢é horizontal em relagao a II' se, e somente se, ¢ um complemento
de gl(m) em m @ gl(m). Temos, assim, o seguinte:

Lema 2.6.2 Existe uma correspondéncia biunivoca entre as conexoes G-
invariantes em G/H e as aplicagoes lineares A : m — gl(m) que satisfazem a
seguinte condicao:

- — 1 - _
Adh o )\(X) o] Adh - adprhAdh(X) = )\(Adh(X)), (2.54)

para quaisquer h € H e X € m. A condigao (2.54) implica:
[£Y7 )‘(X” - aprb v, X] — )‘<£Y (X))v (2'55)

para quaisquer X € me Y € h. Se H é conexo entao a condi¢ao (2.54) é
equivalente & condigao (2.55).

Demonstra¢ao. Um subespago 9 de m @ gl(m) é um complemento de
gl(m) se, e somente se, 0 é o grafico de uma aplicagao linear A : m — gl(m).
Usando (2.51), segue que (Gr)(A) é invariante sob a representagao isotropica
(2.50) se, e somente se, a condigao (2.54) é satisfeita. O restante da prova
segue diretamente de (2.52) e do Lema 1.3.1. O

Explicitaremos agora o tensor de curvatura R de uma conexao G-invari-
ante V em G/H em termos da correspondente aplicagao linear A. O tensor
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de torgao T' de V pode ser determinado de maneira similar; no entanto, como
estamos interessados no caso em que V é a conexao de Levi-Civita de alguma
meétrica semi-Riemanniana G-invariante em G/H, explicitaremos somente o
tensor de curvatura.

Seja V uma conexao G-invariante em G/H. Como q : G — G/H é
um H-fibrado principal (cf. Exemplo 2.1.5), consideremos o morfismo de
fibrados principais:

¢: G — FRu(T(G/H)) (2.56)

definido por:
¢(g) = dLy(1H),

para todo g € G, cujo homomorfismo subjacente é a representacao isotropica
Ad : H — GL(m). Seja w a forma de conexdo de V em FRn(T(G/H)).
Como o difeomorfismo L, : G/H — G/H é uma aplicagio afim, para cada
g € G, w é invariante pela acao de G em FRw(T(G/H)) (cf. (2.45)). Segue
entdo que a forma diferencial ¢*w em G é invariante a esquerda. De (2.43),
temos:

(@"1(X,Y) = d(¢"w)i (X, Y) + 1((cb*w)l A (@) (X,Y)

2 (2.57)
= —(¢"wh([X,Y]) + [(¢*w)1(X), (¢"w)1 (Y)],
para quaisquer X,Y € g.
Lema 2.6.3 A forma invariante & esquerda ¢*w é dada por:
(¢*w)1<X> = )‘(prm<X)) + ﬁprb (X)>» (2'58)

para todo X € g, onde A : m — gl(m) é a aplicacdo linear correspondente a
conexao V dada no Lema 2.6.2.

Demonstracao. Inicialmente, calcularemos Y*w, onde T é o difeomor-
fismo dado em (2.47). Consideremos o difeomorfismo:

Bid,, : GL(m) = FRu(Thu(G/H))

dado pela a¢ao no elemento Idy,. A diferencial de (g, em Idy, € GL(m) é
um isomorfismo:

dBid, (Idm) : gl(m) — Very,, (FRu(Tia(G/H))). (2.59)
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A restri¢do de w a Verig, (FRm(T15(G/H))) € a inversa de (2.59). O iso-
morfismo

dY((1,1dy)S) : m & gl(m) — T, FRu(Ti1(G/H)) (2.60)

transforma gl(m) (que ¢ o ntcleo de (2.53)) sobre Veryq,, (FRm(T15#(G/H))).
A restri¢ao de T*w a gl(m) ¢ igual a composigao da restrigao de (2.60) a gl(m)
com a inversa de (2.59). Tal composigao é a diferencial no ponto (1,Idy)S
da aplicacao

Bt oY : I (1H) = (H x GL(m))/S — GL(m)

dada por o
(h,7)S — Adj o7 L.

Isso é calculado facilmente como:
(T*w),1a)s(k) = —k € gl(m),

para todo k € gl(m). A aplicagao (2.60) transforma o grafico de A\, Gr(\),
sobre Horyg,, (FRm(Thu(G/H))) e, assim, T*w anula-se em Gr(\). Assim,
temos:

(T*w)1,10)s(X, k) = A(X) — & € gl(m), (2.61)
para quaisquer X € m e k € gl(m). Calculemos agora ¢*w. Temos:
P*w = (Y1op)* T*w, (2.62)

onde

T log:G— (GxGL(m))/S

¢ dada por (Y7! o ¢)(9) = (g,1dm)S, para todo g € G. A diferencial da
aplicacdo Y1 o ¢ no elemento identidade 1 € G é dada por:

Xegr— (prm(X), —ﬁpr(x)) emo g[(m) (2.63)
A conclusao segue agora de (2.61), (2.62) e (2.63). O

Corolario 2.6.4 A forma invariante & esquerda ¢*€) é dada por:

(é*Q)l(Xv Y)=- ()‘ © prm)([X’ Y]) - ﬁprb[X,Y]

_ _ (2.64)
+ [)‘(prm(X)) + aJdprb (X)» )‘(prm(Y» + adprh (Y)]:

para quaisquer X,Y € g.
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Demonstragao. Segue diretamente de (2.57) e do Lema 2.6.3. O

Proposigao 2.6.5 Seja V uma conexao G-invariante em G/H correspon-
dendo & uma aplicagao linear A : m — gl(m), como no Lema 2.6.2. Entéo, o
tensor de curvatura R de V no ponto 1H € G/H ¢é dado por:

RlH(Xu Y) = [)‘(X)a )‘(Y)] - ﬁprh (X, Y] — ()‘ © prm)([X7 Y])? (265)
para quaisquer X,Y € m, onde identificamos m com Ty (G/H).

Demonstracdo. Pelo Lema 2.5.4, temos:
Rip(X,Y) = Q. ¢),
onde (1,2 € Tia, FRun(T1 g (G/H)) sdo tais que:
dil((;) =X e dII(¢) =Y. (2.66)

Se ¢ denota o morfismo de fibrados principais definido em (2.56), entao
¢ =do1(X) e (o = d¢1(Y) satisfazem (2.66). Assim,

RlH(Xv Y) = (¢*Q>1(X7 Y)7

para quaisquer X,Y € m. A conclusao segue entao do Corolério 2.6.4. O

2.6.1 A conexao de Levi-Civita

Seja (-, -) uma métrica semi-Riemanniana G-invariante em G/H e seja V
a conexao de Levi-Civita de (G/H, (-,-)). A conexao V, por ser G-invariante,
corresponde & uma aplicagao linear A : m — gl(m), como no Lema 2.6.2.
Determinaremos uma expressao para A em termos da métrica (-, -).

Observagao 2.6.6 Considerando a decomposicao g = h G m, podemos con-
siderar uma secao local diferenciavel s : U C G/H — G da aplicagdo quo-
ciente 7 : G — G/H,com 1H € U, s(1H) =1 e tal que ds(1H) : m — g seja
a aplicagao inclusdo de m em g. Basta, por exemplo, considerar a inversa
da restricao de m & imagem pela aplicacao exponencial de uma vizinhanca
suficientemente pequena de 0 em m.

Dado X € g, definimos um campo vetorial diferenciavel X em U fazendo:

X(gH) = dLy(gm)(1H)(dm1 (X)),
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para todo gH € U. Como estamos identificando 71y (G/H) com g/b, temos
dmi(X) = X + b, para todo X € g. Assim,

Y(QH) = dfs(gH)(lH)(X +b). (2.67)

Um célculo simples mostra que, se X,Y € m, entao:

(X, Yha =[X, Y]y

Como os campos vetoriais X sdo invariantes pela acdo de G, segue da formula
de Koszul que:
— 1

<VY 77> = §(<[Y? ]77> - <[Xa7]7?> - <[Y7 ]’Y» (2'68)

Teorema 2.6.7 Sejam (-,-) uma métrica semi-Riemanniana G-invariante
em G/H e V a conexao de Levi-Civita de (G/H, (-,+)). Se A : m — gl(m)
denota a aplicagao linear dada no Lema 2.6.2, entao A satisfaz:

(AX)Y, 2) =%(<prm([X, Y]), Z) = (pru([X, 2]),Y)

- <prm([Y7 Z])7X>)7

para quaisquer X,Y,Z € m, onde (-,-) dado em (2.69) denota o produto
escalar em m correspondente & métrica (-, ), dado no Lema 1.6.7.

(2.69)

Demonstracao. Seja sg : U — G uma segao local diferenciavel de m como
na Observacao 2.6.6. Entao,

s=¢osy: U — FRn(T(G/H))

é uma secao local diferenciavel de FRy(7'(G/H)), onde ¢ é o morfismo de
fibrados principais dado em (2.56). Denotemos por I' o tensor de Christoffel
da conexdo V em relagio a s. Dado um campo vetorial X como em (2.67),
denotemos por X : U — m a representacio de X em relacio a s (cf. (2.16)).
Temos:

X(gH) = s(gH)™'-X(gH)
= (Ao (1H)) " - dLgy(gm) (LH)(X + )
- X+

Isso mostra que a representacao X de X & constante e, portanto:

VoY =dY +Typ(v) - Y(gH) =Tyu(v) - Y(gH).
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Em particular, se X,Y € m, temos:

VxY =T(X)Y.

70

(2.70)

Por outro lado, seja w a forma de conexao de V em FRn(T(G/H)) e con-
sideremos @ = s*w a representacao de w em relagdo a s. Temos W = s;(¢*w)

e, portanto:
w1 = (¢*w)1 ods(1H).

Pela escolha da secao s e do Lema 2.6.3, temos:

para todo X € m. De (2.40), temos:

Lo (v) = Adygm)(@gm (v))
= s(gH)owyu(v)os(gH)™".

Como estamos identificando Ty (G/H) com m, temos:

L' (X) =o1(X),

para todo X € m. A conclusao segue de (2.68), (2.70), (2.71) e (2.72).

(2.71)

(2.72)

O



Capitulo 3

(G-estruturas e a Inner Torsion

3.1 Introdugao

Neste Capitulo estudaremos a inner torsion de uma G-estrutura. A nogao
de G-estrutura é um tanto quanto conhecida nos livros de Geometria Dife-
rencial (ver, por exemplo, [6], [16], [27], [32]). Dar uma G-estrutura em
uma variedade diferencidvel M™ significa escolher um subconjunto dos ref-
erenciais do fibrado tangente de M no qual o grupo G age de forma livre
e transitiva. Por exemplo, dar uma O(R")-estrutura em M ¢é equivalente a
dar uma métrica Riemanniana na variedade M.

A inner torsion de uma G-estrutura pode ser vista como um tipo de
derivada covariante da G-estrutura dada. Mais precisamente, dado uma G-
estrutura P, a inner torsion de P é um campo tensorial definido pela derivada
covariante de P em relacao a uma conexao dada. Por exemplo, consideremos
o caso em que (M", g) é uma variedade Riemanniana munida de sua conexao
de Levi-Civita V, G é o grupo ortogonal O(RR") e a G-estrutura é dada pelo
conjunto dos referenciais ortonormais. Como V é compativel com g, a inner
torsion dessa G-estrutura é nula.

A inner torsion tem um papel fundamental na teoria das variedades infini-
tesimalmente homogéneas onde, no Capitulo 4, estudamos um teorema de
imersoes isométricas em variedades semi-Riemannianas infinitesimalmente
homogéneas munidas com uma G-estrutura. As principais referéncias sao

[26] e [27].

71



CAPITULO 3. G-ESTRUTURAS E A INNER TORSION 72

3.2 (G-estruturas em fibrados vetoriais

Sejam (E, 7, M,R™) um fibrado vetorial, FR(E) o GL(R")-fibrado prin-
cipal dos referenciais de E' e G um subgrupo de Lie de GL(RR").

Definicao 3.2.1 Uma G-estrutura no fibrado vetorial £ é um G-subfibrado
principal P de FR(E).

Exemplo 3.2.2 Sejam (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial, P C FR(F) uma
G-estrutura em FE e f: N — M uma aplicacao diferenciavel. Como f*P é
um G-subfibrado principal de f*FR(FE) (cf. Exemplo 2.1.11), segue que f*P
é uma G-estrutura de f*F.

Exemplo 3.2.3 Sejam (F,mw, M,R™) um fibrado vetorial munido de uma
métrica semi-Riemanniana g de indice . Assuma que a fibra tipica R™ estéa
munida da forma bilinear de Minkowski (-, -) de indice r. Para cada x € M,
denotemos por FR°(E,) o conjunto de todas as isometrias lineares de R"™ em
FE.. Entao, o conjunto

FR°(E) = | J FR(E;)
reM

de todos os referenciais ortonormais de £ é¢ um O, (RR")-subfibrado principal
de FR(FE). De fato, para cada z € M, FR°(E,) é uma O,(R"™)-6rbita.
Além disso, pela Proposigao 2.2.13, existe uma segao local diferenciével s :
U — FR(E) de FR(E), com =z € U e s(U) C FR°(E). Isso mostra que
FR°(E) é um O,(R")-subfibrado principal de FR(F). Portanto, FR°(F) é
uma O, (R™)-estrutura em E.

Exemplo 3.2.4 Seja (F,m, M,V) um subfibrado vetorial de (E,m, M, R™).
Entao, o conjunto
FR(E;V, F)

de todos os referenciais de E adaptados a (V,F) é um GL(R";V)-subfi-
brado principal de FR(E). Assim, FR(E;V, F) ¢ uma GL(R"; V)-estrutura
no fibrado vetorial E. Suponha, além disso, que E estd munido de uma
métrica semi-Riemanniana g de indice r e R™ estd4 munido da forma bilinear
de Minkowski (-, -) de indice r. Entao, o conjunto

FR®(E;V,F) = FR(E;V, F) N FR°(E)

¢ uma O, (R™; V)-estrutura em E se FR°(E,; R*, F,) # ), para todo = € M.
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Exemplo 3.2.5 Sejam (E,n, M,R") um fibrado vetorial e ¢ € T'(E) com
e(x) # 0, para todo z € M. Se eg € R™ é um vetor nao-nulo, entdo o
conjunto
FR(E;ep,€) = U FR(E;;ep, €(x))
xeM

de todos os referenciais de E que sao adaptados a (eq, €) é uma GL(R"; eg)-
estrutura em E. Se g é uma métrica semi-Riemanniana de indice r em E
e (-,-) denota a forma bilinear de Minkowski de indice  em R", entao o
conjunto

FR°(E;eg,¢) = FR(E;ep,€) NFR°(E)
éuma O, (R"™; ep)-estrutura em F se FR°(E,; e, €(z)) # 0, para todo z € M.

Sejam FE, F' fibrados vetoriais sobre a mesma variedade diferenciavel M e
com mesma fibra tipica R"™. Seja G um subgrupo de Lie de GL(R") e sejam
P, QQ G-estruturas em F e F, respectivamente. Dizemos que um morfismo
de fibrados vetoriais L : E — F preserva G-estrutura se:

Lyopé€Qy, (3.1)

para quaisquer x € M e p € P,. A condi¢ao (3.1) implica que L, é um
isomorfismo linear, para todo x € M. Logo, pelo Lema 2.2.15, todo morfismo
de fibrados vetoriais que preserva G-estrutura é um isomorfismo de fibrados
vetoriais.

Definicao 3.2.6 Sejam M"™ uma variedade diferenciavel e G um subgrupo
de Lie de GL(R"). Uma G-estrutura em M é uma G-estrutura P C FR(TM)

no fibrado tangente T'M.

Definicao 3.2.7 Sejam M"™, N™ variedades diferencidveis, G um subgrupo
de Lie de GL(R"™) e P, @ G-estruturas em M e N, respectivamente. Dize-
mos que uma aplicacao diferenciavel f : M — N preserva G-estrutura se o
morfismo de fibrados vetoriais df : TM — f*T'N preserva G-estrutura (cf.
Exemplo 2.2.18), onde f*T'N estd munido com a G-estrutura f*Q.

Toda aplicagao diferenciavel f : M — N que preserva G-estrutura é um
difeomorfismo local. Além disso, composi¢do de aplicagdes que preservam
G-estrutura é uma aplicacao que preserva G-estrutura e se f é um difeomor-
fismo que preserva G-estrutura entdo f~' também é um difeomorfismo que
preserva G-estrutura.
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3.3 A inner torsion de uma G-estrutura

Sejam (E,m, M,R"™) um fibrado vetorial, V uma conexao em E e denote-
mos por Hor(FR(E)) a conexao em FR(FE) associada a V. Consideremos um
subgrupo de Lie G de GL(R") e P uma G-estrutura em E.

Definicao 3.3.1 Dizemos que a conexao V é compativel com a G-estrutura
P se

Hor,(FR(E)) C T,,P, (3.2)
para todo p € P.

A condigao (3.2) significa que a distribuicdo Hor(FR(FE)) é tangente a sub-
variedade P de FR(E). Neste caso, a restricao de Hor(FR(E)) a P ¢ uma
conexao no G-fibrado principal P. No caso geral, existe um tensor que
"mede a falta de compatibilidade"de V com P, chamado a inner torsion da
G-estrutura P em relacao a V, que passaremos a descrevé-lo.

Para cada = € M, denotemos por G, o subgrupo de GL(E,) formado
por todas as aplicagoes o : E, — E, que preservam G-estrutura, ou seja,

Gy ={0 € GL(E;) : 0 op € P,, para algum p € P, }.
Lema 3.3.2 Para todo x € M, G, é um subgrupo de Lie de GL(E;).

Demonstracao. Mostremos que
IP(G) = Gy, (3.3)

para todo p € P,, onde Z,, : GL(R") — GL(E,) denota o isomorfismo dado
pela conjugagdo com p, i.e., Z,(q) = pogop~ !, para todo ¢ € GL(R").
De fato, se T € I,(G) entao T = po gop~!, para algum g € G. Assim,
Top=pog € P, e, portanto, T' € GG,. Reciprocamente, dado o € G, temos
ocop=pog, para algum g € G. Assim, 0 = pogop ! € I,(G). O

Para cada x € M, denotemos por g, C gl(E,) a algebra de Lie de G,.
Assim, de (3.3), temos:

Ady(g) = gq, (3-4)

para todo p € P,, onde g C gl(R"™) denota a algebra de Lie de G.
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Seja w a forma de conexao de Hor(FR(F)). Para cada x € M e para
cada p € FR(E;), a aplicagao

(dII,, wp) : T,FR(E) — T, M & gl(R"), (3.5)
definida por

(dp, wp)(v) = (dIL,(v), wp(v)), (3.6)
para todo v € T,FR(FE), é um isomorfismo, onde II : FR(E) — M denota a
projecao. De fato, temos uma decomposicao em soma direta:
T,FR(E) = Horp,(FR(E)) & Ver,(FR(E));

a aplicagdo dII, transforma Hor,(FR(E)) isomorficamente sobre T, M e
a aplicacdo wy transforma Ver,(FR(E)) isomorficamente sobre gl(R™) (cf.
(2.23)).

Dados z € M e p € P,, denotemos por

Vy = (dly, wp)(TpP) C T M © gl(R™)

a imagem de T,P pelo isomorfismo (3.5). Se V é compativel com a G-
estrutura P entao V, = T, M @© g. Para o caso geral, defineremos um tensor
que "mede"o quanto V,, se aproxima de T, M ©® g.

Lema 3.3.3 Dados * € M e p € P,, existe uma Tnica aplicacao linear
Ly, :T,M — gl(R")/g tal que

Vy={(v,X) e T, M @ gl(R") : L,(v) = X + g}

Além disso, se s : U — P é uma segao local diferenciavel de P, com s(z) = p,
e w = s*w ¢ a representagao de w em relacao a s, entao £, ¢ a composicao

Wy quociente

T,M

gl(R™) gl(R")/g (3.7)

~ .,

P

Demonstracao. A existéncia e unicidade da aplicagao £, segue do fato
que a restri¢do a V, da projecao T, M & gl(R™) — T,M & sobrejetora e
V, N ({0} & gl(R")) = {0} @ g. Seja agora s : U — P uma secao local
diferenciavel de P, com s(x) = p, e seja w = s*w. A imagem de ds, esta
contida em T, P. Assim, dado v € T, M, temos ds;(v) € T, P e a imagem de
dsg(v) pelo isomorfismo (3.5) é igual a

(v, wp(dsz(v))) = (v, Wz (v)).

Assim, o grafico de W esta contido em V,, e a conclusao segue. a
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Observacgao 3.3.4 A aplicagao linear w, : T, M — gl(R") depende da es-
colha da segao local diferenciavel s : U — P, com s(x) = p. No entanto,
do Lema 3.3.3, a composi¢ao (3.7) depende somente da escolha do ponto
pE P,.

Sejam z € M e p € P,. De (3.4) segue que o isomorfismo linear Ad,, :
gl(R™) — gl(FE;) induz um isomorfismo linear

Ad, : gl(R")/g — gl(Ex)/gs (3.8)
por passagem ao quociente.
Lema 3.3.5 A aplicacao linear
35 TeM — gU(Ey)/ga, (3.9)
definida pelo diagrama

Ad,

T,M —=—> gI(R")/g al(E.) /5. (3.10)

\35/

nao depende da escolha do ponto p € P,.

Demonstracao. Pela Observacao 3.3.4, a aplicacao linear £, depende
somente em p. Consideremos entdo p,q € P, e seja g € G tal que g =p-g.
Consideremos a secao local diferenciavel s’ = y,0s : U — P de P, onde
vg 1 P — P denota a agdo de g em P. Temos s'(z) = q. Denotando por
W' = s"w, segue de (2.27) que @ = Ady-1 o @W. Temos, assim, o seguinte
diagrama comutativo:

quociente

gl(n) gl(n)/g

M Adg1 Adg—1 ol(Ey)/ 8

A /dq7

gl(n) gl(n)/g

quociente

onde mg_1 ¢ obtida de Ad -1 por passagem ao quociente, concluindo a
prova. O
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Definigao 3.3.6 A aplicagao linear (3.9) é chamada a inner torsion da G-
estrutura P no ponto z em relagdo a conexao V.

O Lema seguinte proporciona um método mais simples para o calculo da
inner torsion.

Lema 3.3.7 Sejam s : U — P uma segao local diferencidvel de P, com
x € U, eI otensor de Christoffel da conexao V em relagao a s. Entao, a inner
torsion J£ é precisamente a composicio da aplicagio Iy : T,M — gl(E,)
com a aplicagao quociente gl(Ey;) — gl(Ez)/ g

Demonstragao. Seja w a forma de conexao de Hor(FR(FE)) e seja®w = s*w.
De (2.40) temos I'y, = Ad, o w,, onde p = s(z). Temos assim o seguinte

diagrama comutativo:
rjP

x

quociente Ad,

T.M gl(n) ———=gl(n)/g 9(Es)/9x
gl(Ex)
Isso conclui a prova. a

Veremos a seguir alguns exemplos do calculo da inner torsion em situagoes
especificas.

Exemplo 3.3.8 Sejam (E, 7, M, R™) um fibrado vetorial e s : M — FR(E)
uma segao global diferenciavel de FR(E). Entao, P = s(M) é uma G-
estrutura em E, com G = {Idg~}. Para cada z € M, temos G5 = {ldg, }
e, assim, g, = {0}. Assim, se V é uma conexao em FE, segue do Lema 3.3.7
que a inner torsion JY : T,M — gI(E,) é igual ao tensor de Christoffel
Iy : T, M — gl(E,) correspondente a s.

Exemplo 3.3.9 Seja (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial munido de uma mé-
trica semi-Riemanniana ¢ de indice r, e seja (-,-) a forma bilinear de Min-
kowski de indice r em R"™. Entao, P = FR°(F) é uma O, (R")-estrutura em
E, (cf. Exemplo 3.2.3). Dado x € M, temos G, = O,(E;), assim g, ¢ o
espago dos endomorfismos lineares de F, que sdo anti-simétricos em relagao a
gz. Podemos identificar gl(E,)/g, com o espaco sym(FE,) dos endomorfismos
lineares de E, que s@o simétricos (em relagao a g, ), através do isomorfismo:

1
T+g, €gl(Ey)/gz — 5(T%—T"‘) € sym(Ey), (3.11)
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onde T* : E, — FE, denota o operador transposto de T em relacao a g.
Sejam V uma conexdo em E e x € M. A inner torsion J pode, entdo,
ser identificada com uma aplicagao linear de T, M em sym(E,). Sejam s :
U — P uma sec¢ao local diferenciavel de P, com x € U, e e, e’ € E, fixados.
Consideremos as secoes locais diferenciaveis €, ¢ : U — FE de E definidas por

c(y) = (sy)os(x)™) e
€ly) = (s(y)os(x)™) ¢,

para todo y € U. Como as representacoes ¢, ¢ de € e €, respectivamente,
sao constantes, temos:

Ve = Typ(v)-e(x),
Ve = Ty(v)-€(2),

para todo v € T, M. Como s(y) € FR°(E,) para todo y € U, temos:
gy(E(y), El(y)) = <S(ZL‘)_1 €, S(ZE)_I : e/>7

para todo y € U. Isso implica que a aplicagao g(e,€') é constante. Assim:

0 = U(g(€7 6/)) = va(ea 6,) + gm(VUea 6/) + gw(ea VUE/)
= Vug(e, )+ gz (I‘z(v) e, e’) + gu (e, Ty(v) - e'),

para todo v € T, M. Temos:
gx((FJC(U) + Fm(v)*) g e/) = —va(e, 6/).

De (3.11) e do Lema 3.3.7, temos:

gx(jg(v)v ) = %gx((rx(v) + Fx(v)*)’ ) = _%vvga

para quaisquer x € M e v € T, M. Usando g, para identificar V,g : E, X
E, — R com um endomorfismo linear de F,, obtemos:

1
jf(v) = _ivvg-

Assim, a inner torsion da G-estrutura P é a derivada covariante de g. Em
particular, J¥ = 0 se, e somente se, Vg = 0.
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Exemplo 3.3.10 Seja (F, 7, M,V) um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E, 7, M,R"™). Entao, P = FR(E;V,F) é¢ uma G = GL(R"; V)-
estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.4). Sejam V uma conexao em F e x € M
um ponto fixado. Temos G, = GL(E;;F;) e gz ¢ o espaco vetorial dos
endomorfismos lineares T : E, — FE, que satisfazem T(F,) C F,. O quo-
ciente gl(E,)/g, pode ser identificado com o espago Lin(F,, E,/F,) através
do isomorfismo:

T+g, €gl(Ey)/9s — qoT|p, € Lin(Fy, E./Fy),

onde q : B, — E,/F, denota a aplicagdo quociente. Assim, a inner torsion
3L esta identificada com uma aplicagdo linear de T, M em Lin(F, E,/F}).
Seja s : U — P uma sec¢ao local diferencidvel, com x € U. Dado e € F},
defina uma segao local € : U — FE de E por

para todo y € U. Como a representagdo € de € em relagdo a s é constante,
obtemos:
Ve =Ty (v) - e(x),

para todo v € T, M. Como s toma valores em FR(E;V, F), temos ¢(U) C F
e, assim,
Ve + F, = ol (v,e) € B,/ F,,

onde af denota a segunda forma fundamental de F' (cf. Exemplo 2.4.13).
Entao:
L(v)-e+ Fp = ol (v,e)

Tz (v) = ag (v,) € Lin(Fy, Ey/ Fy),

para quaisquer € M e v € T, M. Em particular, 3¥ = 0 se, e somente se,
af =0, ie., a derivada covariante de qualquer secdo diferencidvel de F' é

uma se¢ao diferenciavel de F'.

Exemplo 3.3.11 Seja (F, 7, M,V) um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E,m, M,R"™), g uma métrica semi-Riemanniana de indice r em E
e (-,-) a forma bilinear de Minkowski de indice 7 em R"™. Assumimos que
FR°(E,;V,F) # (), para todo x € M, de modo que P = FR°(E;V,F) &
uma O, (R™; V)-estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.4) e que a restrigao de
gz a F, x F, é nao-degenerada, para todo € M; assim, E = F @ F*.
Denotemos por q : E — F1 a projecio. Sejam V uma conexdao em F e
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x € M um ponto fixado. Temos G, = O,(FEy; Fy) e g, € a algebra de Lie
dos endomorfismos lineares 7' : E, — FE, que sao anti-simétricos (em relagao
a gy) e satisfazem T'(F,) C F,. O quociente gl(E;)/g, pode ser identificado
com o espago sym(E,) @ Lin(F,, F;-) através do isomorfismo:

gl(E.)/8: — sym(E,) ® Lin(F,, Fy)

1 1
Trg, — (ST a0 (=T ).

Assim, a inner torsion J est4 identificada com uma aplicacio linear de T,, M
em sym(E,) @ Lin(F,, F;-). Consideremos a componente

a € T(Lin(TM, F; FH))

de V em relacdo a decomposicao E = F @ F+. Seja s : U — P uma segao
local diferenciavel, com x € U. Como no Exemplo 3.3.9, temos:

1 . 1
5(1_‘12(1)) + Fz‘(v) ) = _ivvg)
para todo v € T, M. Além disso, seguindo o raciocinio do Exemplo 3.3.10,

obtemos:
q(Cz(v) - e) = oz (v,¢),
para quaisquer v € T, M e e € E,. Entao:

1 (3.12)
= F:z:(v) + ivvg

~ 1 1
Jf('l)) = <_2vvgaa5(vu ) + iq o v’ug|Fz> 5

para quaisquer x € M e v € T,M, onde V,g esta identificado com um
endomorfismo linear de E,. Em particular, 7 = 0 se, e somente se, Vg = 0
e a = 0. i.e., se, e somente se, V é compativel com g e a derivada covariante
de toda secao diferenciavel de F' é uma secao diferenciavel de F'.

Exemplo 3.3.12 Sejam (£, 7, M,R"™) um fibrado vetorial, ¢ € T'(E) tal
que €(z) # 0, para todo z € M, e ¢y € R™ um vetor nao-nulo. Entao, P =
FR(E;eq,€) é uma GL(R"; ep)-estrutura em E (cf. Exemplo 3.2.5). Seja V
uma conexao em E. Dado xz € M, temos G, = GL(E,;€(x)) e g, € 0 espago
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vetorial dos endomorfismos lineares T' : E;, — E, que satisfazem T'(e(x)) = 0.
Identifiquemos o quociente gl(E,)/g, com E, através do isomorfismo linear:

T+ g, € gl(E.)/ge — T(e(x)) € E,.

Assim, a inner torsion esta identificada com uma aplicagao linear de T, M
em E,. Seja s : U — FR(E}; ep, €) uma segao local diferenciavel, com = € U.
Como a representagao € de e satisfaz

para todo y € U, segue que
Ve =T (v) - (), (3.13)

para todo v € T, M. Assim, temos que pr(v) = V€, para todo v € T, M e,
portanto,
33 = Ve(),

para todo € M. Em particular, 3 = 0 se, e somente se, Ve = 0.

Exemplo 3.3.13 Sejam (E, 7, M,R"™) um fibrado vetorial, ¢ € T'(E) com
e(x) # 0, para todo x € M, e eg € R™ um vetor nao-nulo. Sejam g uma
métrica semi-Riemanniana de indice r em E, e (-,-) a forma bilinear de
Minkowski de indice r em R"™ tal que FR°(Ey; eg, €(x)) # 0, para todo x € M.
Entao, P = FR°(E;ep,¢) é¢ uma O,(R";eg)-estrutura em E (cf. Exemplo
3.2.5). Dado = € M, temos G, = O,(E,;€e(x)) e g, € a algebra de Lie dos
endomorfismos lineares anti-simétricos 7' : B, — E, tais que T'(e(z)) = 0.
Temos o seguinte isomorfismo linear:

Tt g, €GB o (T4 T 5T = T) ) ) € syl @ o)

onde ¢(z)* denota o niicleo de g, (e(x),-). Seja s: U — P uma segio local
diferenciavel, com x € U. Como no Exemplo 3.3.9, temos:

(Fx(v) + Fx(v)*) = _%vvgy

N

e, como em (3.12), temos:



CAPITULO 3. G-ESTRUTURAS E A INNER TORSION 82

para todo x € M. Além disso, a igualdade (3.13) esté satisfeita. Entao,

%(Fx(v) CT(0)") - ele) = Ve + %(va)(e(z)).
Assim,

() = (-390 Tue+ (Tl )

para quaisquer x € M e v € T, M. Em particular, 3¥ = 0 se, e somente se,
Vg=0e Ve=0.

3.4 A inner torsion de G-estruturas em espacos ho-
mogéneos

A fim de evitar confusdo de notagao, um espaco homogéneo sera denotado
por K/H, onde K é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de K.
Denotemos por € e h as dlgebras de Lie de K e H, respectivamente, e fixemos
um subespago m de €, com € = h G m.

Fixemos um isomorfismo linear i : R"™ — m e consideremos o isomorfismo
de grupos de Lie
Z; : GL(R"™) — GL(m)

definido por Z;(7) = io70oi~!, para todo 7 € GL(R"). Consideremos o grupo
de Lie

G'=17;'(Ad(H)) C GLR"), (3.14)

onde Ad : H — GL(m) denota a representacao isotrépica de H em m,
definida em (1.53). Consideremos a agao diferenciavel a esquerda de K em
FR(T(K/H)) definida em (2.45) e seja

P'C FR(T(K/H))
a K-orbita dei: R" — m, i.e.,
P'={dL,(1H)oi: g€ K}. (3.15)

O conjunto P'é uma G'-estrutura em K/H; mais precisamente, dado gH €
K/H, a orbita Py € o conjunto

Py ={dLy(1H) odLy(1H)oi: h € H}.
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O grupo G} de todos os endomorfismos de Ty (K/H) = m que preservam
a Gl-estrutura é igual a Ad(H), ou seja,

Giy = {0 € GL(m) : cop € Piy,pe Py} = Ad(H)
(cf. (1.56)). Sua algebra de Lie g! ¢, entdo, igual a ad(h).
Para determinar a inner torsion
3+ m — gi(m)/ad(b) (3.16)
da G'-estrutura P' em K/H, basta calcular a inner torsion da G-estrutura:
P =~ (P)={dL,: g€ K} C FRu(T(K/H)), (3.17)

onde G = Z;(G") = Ad(H) e ~; é o isomorfismo de fibrados principais definido
em (2.44). Note que P é justamente a imagem do morfismo de fibrados
principais ¢ definido em (2.56).

Proposicao 3.4.1 Seja V uma conexao K-invariante em K/H correspon-
dente a uma aplicagao linear A : m — gl(m), como no Lema 2.6.2. A inner
torsion (3.16) da Ad(H)-estrutura (3.17) em K/H & igual a composigio de
A:m — gl(m) com a aplicagao quociente q : gl(m) — gl(m)/ad(h).

Demonstragao. Seja s : U C K/H — K uma secao local diferenciavel
da aplicagao quociente 7 : K — K/H, com 1H € U, s(1H) =1 e tal que
ds(1H) : m — £ seja a aplicagao inclusao de m em € (cf. Observagao 2.6.6).
Note que ¢ o s é uma secao local diferenciavel de P — K/H, onde ¢ é dado
em (2.56). Seja w = (¢ o s)*w, onde w denota a forma de conexdao de V em
FRn(T(K/H)). Pelo diagrama (3.10), a fim de concluir a prova, é suficiente
mostrar que Wiy € igual a \. Temos W = s*(¢*w) e, portanto,:

w1y = (¢p*w)1 ods(1H).

A conclusao segue entao diretamente de (2.62). O



Capitulo 4

Imersoes Isométricas

4.1 Introducao

O objetivo principal deste Capitulo é estudarmos um teorema de imer-
soes isométricas em variedades semi-Riemannianas infinitesimalmente ho-
mogéneas munidas com uma G-estrutura (cf. Teorema 4.5.2). Infinitesimal-
mente homogénea significa que a curvatura e a tor¢ao da conexao, bem como
a inner torsion da G-estrutura, podem ser descritos unicamente em termos
da G-estrutura, ou seja, sdo constantes nos referenciais que pertencem a
G-estrutura.

Por exemplo, consideremos o caso em que (M", g) é uma variedade Rie-
manniana munida de sua conexao de Levi-Civita V, G é o grupo ortogonal
O(R"™) e a G-estrutura ¢ dada pelo conjunto dos referenciais ortonormais.
Como V é compativel com g, o tensor de torgdo e a inner torsion dessa
G-estrutura sao nulos. A condigao para que o tensor de curvatura seja cons-
tante nos referenciais ortonormais é equivalente a condi¢ao de que M tenha
curvatura seccional constante. Neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz o clas-
sico Teorema Fundamental de Imersoes Isométricas em espacos de curvatura
seccional constante.

O Teorema 4.5.2, o qual esta provado em [26], vale em um contexto
mais geral. Mais precisamente, em [26], os autores provam um teorema de
imersoes afins que preservam G-estrutura entre variedades afins. A prova
(da versao local) do Teorema consiste, na sua esséncia, de uma aplicagao do
Teorema de Frobenius na linguagem de formas diferenciais (ver |26, Teorema
7.4]). Como nosso interesse é o caso semi-Riemanniano, o Teorema 4.5.2,
apresentado na Secao 4.5, é a versdo do Teorema 7.4 de [26] para o caso

84
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semi-Riemanniano.

4.2 As componentes de uma conexao

Sejam (E,m, M,R"™) um fibrado vetorial e E', E? subfibrados vetoriais
de E tais que £ = E' @ E?. Denotemos por pr; : E — E' i = 1,2, as
projecoes correspondentes. Dado uma conexao V em FE, definimos:

Vkel = pri(Vxe) € I‘(El)7

V§(62 = pry(Vxes) € I‘(EQ), (4.1)
al(X, €2) = pr;(Vxes) € F(El), '
(X, e1) = pro(Vxer) € T(E?),

para quaisquer X € T'(TM), ¢; € T(E') e eg € T(E?). Temos que V!,
V2 sdo conexdes em E' e E? respectivamente. Além disso, a! e a? sdo
aplicagoes C>°(M)-bilineares e, portanto, podem ser identificadas com segoes
diferenciaveis

ol € T(Lin(TM, E?; EY)),
o? € T(Lin(TM, E*; E?)).
Definigao 4.2.1 As aplicacdes V!, V2, a! e a?, definidas em (4.1), sdo

chamadas as componentes da conexao V em relacao a decomposicao F =
El'g E2.

Reciprocamente, dados uma conexdo V! em E', uma conexdo V? em E?

e secdes diferenciaveis ! € T(Lin(TM, E?; E1)), o? € T'(Lin(T M, EY; E?)),

existe uma tnica conexdo V em FE cujas componentes sio V1, V2, a! e o?.

Mais precisamente, definimos V por:
Vxe= Vi (pryoe) +a'(X,pryoe) + Vi(pry o €) + a*(X,pry o¢), (4.2)
para quaisquer X € I'(TM) e e € T'(E).

Exemplo 4.2.2 Seja f : M — M uma imersdo isométrica. Entdo, as
componentes da conexdo de Levi-Civita V de M, relativo & decomposicao
Tﬁ\f(M) =TM & TM*, sdo a conexao de Levi-Civita V de M, a conexéo
normal V+ de f, a segunda forma fundamental a de f e a forma de Wein-
garten A da imersao f, a qual é dada por

((X,Y),n) = —(A(X,n),Y),
para quaisquer X,Y € T'(TM) e n € T(TM™).
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Observacao 4.2.3 Sejam ¢', g° métricas semi-Riemannianas em E' e E2,
respectivamente, e g a métrica semi-Riemanniana em E dada pela soma
direta ortogonal de g' e g?. Entdo, uma conexdo V em E com componentes
Vi V2 al e a? é compativel com g (i.e., Vg = 0) se, e somente se, V¢ &

compativel com ¢°, i = 1,2, e vale a seguinte relacio entre o' e a?:

92(042(X, 61),62) —i—gl(el,al(X, 62)) =0, (4.3)

para quaisquer X € T(TM), e; € T(E') e e € T'(E?). Essa equivaléncia
segue de (4.1), (4.2) e do fato de que

Vg=0 <= X(g(e1,e2)) = g(Vxer,e2) +gle1, Vxea),

para quaisquer X € T'(T'M) e €1, €2 € T'(F). Assim, no contexto de conexoes
compativeis com métricas semi-Riemannianas, diremos que V!, V2 e o sdo
as componentes da conexdo V em relacdo a decomposicio F = E' @ E?,
entendendo implicitamente que ol ¢ determinada pela relagio (4.3).

Consideremos g', g? métricas semi-Riemannianas em E' e E?, respecti-
vamente, com conexdes compativeis V! e V2. Denotemos por g a métrica
Riemanniana em E dada pela soma direta ortogonal de g' e g2, e seja V a
conexdo em E cujas componentes sdo V!, V2, o2,

Lema 4.2.4 (Equagdes generalizadas) Se R, R', R? denotam os ten-
sores de curvatura de V, V! e V2, respectivamente, temos:

g(R(X,Y)er,m) =g" (RM(X,Y)er,m) + ¢*(o*(X, e1),a*(Y,m1))
_QQ(QZ(Xv 771)7042(5/: 61))7

9(R(X,Y)ez,m2) =g* (R*(X,Y)ez,m2) + ¢* (o (X, €2), ' (Y, 12))
_gl(al(X7772)7a1(Y7 62))7

para quaisquer X,Y € T'(TM), e1,m1 € T(E') e e3,m2 € T'(E?). Além disso,
dado uma conexao VM em M com torcao T, temos:

(4.4)

(4.5)

9(R(X,Y)er,m2) =g*(VXa?) (Y, e1),m2) — g°((Vy0?)(X, e1), 1m2)
9/ o (4.6)
+9 (a (T(Xv Y)a 61)7 772)>
g(R(X,Y)ea,m) =g" (Vka")(Y,e2),m) — ' (Vya') (X, e2),m) (4.7
+gl(a1(T(X7Y)ﬂ62)7771 .
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Se v = (t1,t2) : TM — FE é um morfismo de fibrados vetoriais, entao a
t-torgao de V satisfaz:
g(T(X,Y),e1) =g" (T"(X,Y),e1) + g (o' (X, 12(Y)), e1)
=g (o} (Y, 12(X)), 1),
g(TL(Xu Y)’ 62) :g2(TL2 (X) Y)7 62) + 92 (QQ(Xy U1 (Y))a 62)
- 92 (az(Y7 LI(X))7 62)7

(4.8)

(4.9)

onde 7", T* denotam a t1-torcio de V! e a ip-torcio de V2, respectiva-
mente.

Demonstragao. Usando (4.2), temos:

g(R(X,Y)er,m) = g(VxVye —VyVxer — Vixyier, m)
= g(ViVie + (X, Vyea) + o' (X,a?(Y,e))
+V%a%(Y,e) — Vi Vie —a?(Y, Vie)
—a (Y, 0?(X,e)) — Via?(X,e1)
_V[IX,Y]el - az([X’ Y]aﬁl)ﬂh)
= ¢'(R"(X,Y)er,m) + ¢*(a®(X, e1),0*(Y,m))
—¢*(*(X,m), (Y, 1)),

que é a equagao (4.4). A equagado (4.5) segue de forma anéloga. Quanto a
equagao (4.6), temos:

9(RX,Y)er,m) = g(a(X,Vyea)+ Via®(Y,e) — (Y, Vier)
—VQYon(X, €1) — a2([X, Y], 61),772)
= g(aQ(X, V%/el) + Vggoﬂ(Y, €1) — aQ(Y, Vkel)
V2o (X, 1)+ aA(VM X, 1) — 2(VHY, €1)
+a*(T(X,Y), €1),7m2)
= (Vi) (Y, e1),m) — ¢ ((V3-a?) (X, e1),12)
+¢* (*(T(X,Y), €1),7m2).
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A equagao (4.7) segue de forma analoga. Finalmente, quanto a equagao
(4.8), temos:

g(T'(X,Y),e1) = g(Vxu(Y) = Vyu(X) — o([X,Y]), 1)
= g(ViuY) +a' (X, () + Vie(Y) + (X, u(Y))
—Vyu(X) —a' (Y, 12(X)) = Viua(X) — (Y, u(X))
—([X, Y]),el)
= ¢ (T"(X,Y),e1) + g (o (X, 12(Y)), 1)
—q! (al(Y, LQ(X)),Gl).

A equagao (4.9) segue de forma inteiramente analoga. O

A equagdo (4.4) é chamada a equacao generalizada de Gauss, (4.5) é
chamada a equagao generalizada de Ricci, (4.6) e (4.7) s@o as equagoes gene-
ralizadas de Codazzi e, (4.8) e (4.9) s@o as equagoes generalizadas de tor¢ao.

4.3 As equacoes fundamentais

. —n+k _ . C e .
Sejam (M™,g), (M " ",g) variedades semi-Riemannianas com suas res-

pectivas conexdes de Levi-Civita V e V, E um fibrado vetorial sobre M
munido de uma métrica semi-Riemanniana ¢¥, V¥ uma conexéo em E com-
pativel com ¢g¥ e o uma secdo diferenciével simétrica de Ling(T'M; E).

Definicao 4.3.1 Uma imersdo isométrica de M em M é um par (f, S), onde
f:M — M & uma imersao isométrica e S: E — TM fL é uma isometria de
fibrados vetoriais tal que

SaX,Y) =/ (X,Y) e S(VEe)=V%S(e),

para quaisquer X,Y € I'(TM) e € € T'(E), onde TMfL7 V4, of denotam
o fibrado normal, a conexao normal e a segunda forma fundamental de f,
respectivamente.

Observagao 4.3.2 Quando nos referirmos a uma imersao isométrica (f, S)
de M em M, estaremos levando em consideracao todos os dados prescritos
na Defini¢ao 4.3.1.
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Analisaremos agora as equagoes generalizadas no contexto de imersoes
isométricas. Mais precisamente, seja (f,.S) uma imersao isométrica de (M, g)

em (M,g). Entdo, como V, V+ e af séo as componentes da conexdo V, re-
lativo & decomposicio TM|f(M) =TM @ TMfL, a equagao (4.4) fornece:

G(Rpe)(dfe(X),dfe(Y)dfe(Z), df(W)) = g(Ra(X,Y)Z,WV) (4.10)
+g7 (0! (X, 2),0 (Y, W) = g* (! (X, W), 0! (Y, 2)),
para quaisquer x € M e XY, Z, W € T; M, onde R e R denotam os tensores
de curvatura de V e V, respectivamente. A equagao (4.10) é chamada a
equacao de Gauss da imersao isométrica f. No caso de imersoes isométricas,
fazendo VM = V. as equagdes (4.6) e (4.7) sdo equivalentes. Assim, a
equagao (4.6) fornece:

?(Rf(ac) (dfa:(X)v dfx(y))dfx(z)v 77) :gL((VJ)E'O‘f)(K Z)) 77)

4.11
—gl((v#af)()QZ)ﬂ?)v ( )

para quaisquer © € M, X,Y,Z € T,M e n € (T,M)*+. A equacdo (4.11)
¢ chamada a equa¢do de Codazzi da imersao isométrica f. A equagao (4.5)
fornece:

G(Rp)(dfo(X),df(Y)n,€) = g (Ry (X, Y)n, €)
+9(A(X,n), A(Y,©)) — g(A(X,€), A(Y,m)),

para quaisquer z € M, X,Y € T,M e 1, € (T,M)*, onde R denota o
tensor de curvatura da conexao normal V4. A equacio (4.12) é chamada a
equagao de Ricci da imersao isométrica f. As equagdes (4.8) e (4.9), neste
caso, sao trivialmente satisfeitas.

(4.12)

Observagao 4.3.3 Seja (f,S) uma imersao isométrica de M em M. Para
cada x € M, existe uma vizinhanca U de z em M tal que f|y é um mergulho.
Assim, podemos identificar U com f(U) e, consequentemente, identificar
dfz(X) com X, para quaisquer z € U e X € T, M. Dessa forma, podemos
considerar T, M como um subespaco de T, M e escrever

T, M = T, M & (T, M)+,

onde (T, M)+ denota o complemento ortogonal de T, M em T, M.
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Exemplo 4.3.4 Suponha que o espaco ambiente M tenha curvatura sec-
cional constante igual a c. Neste caso, o tensor de curvatura R de M é dado
por

R(X,Y)=cX NY,
para quaisquer X,Y € I'(TM) (ver [4, Lema 4.3.4]) onde, para todo Z €
I'(T'M), X NY é dado por:
(XAY)Z = g(X,2)Y — (Y, Z)X.

Entao, para X, Y, Z, W € T'(TM) e n,§ € I‘(TMJ%), as equagoes de Gauss,
Codazzi e Ricci séo:
g(RX,Y)Z,W) =cg((X AY)Z, W) + g+ (af (X, W), ! (Y, Z))

(0! (X, 2), 0l (v, W), (419)

(Vxa!) (Y, 2) = (Vyal) (X, 2), (4.14)
g (RH(X, Y ), €) = g(A(X,€),AY,n)) — g(A(X,n), AY,8)), (4.15)
respectivamente.

Exemplo 4.3.5 Suponha que a codimensao da imersao seja 1. Assim,
V%1 = 0, para quaisquer X € T'(TM) e n € I‘(TMfL). De fato, neste
caso, podemos escolher, localmente, um campo normal unitario para M: em
uma vizinhanga U de um ponto x € M, escolha N tal que g(N,N) =1 e
N(y) € (T,M)*, para todo y € U. Isso é possivel pois existem somente duas
escolhas para N. Assim, para todo X € I'(T'M ), temos:

0= Xg(N,N) =2G(VxN, N),

logo V%N € T'(TM), pois rank(TMfL) = 1. Associado ao campo normal
unitario N, definimos o operador de Weingarten A : T'(T'M) — T'(T'M) dado
por

g(AX, Y) = gJ_(af(Xv Y)7N)7

para quaisquer X,Y € T'(T'M). Assim, neste caso, as equagoes de Gauss e
Codazzi sdo, respectivamente:

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ (AX NAY)Z, (4.16)
R(X,Y)N = (VxA)Y — (VyA)X. (4.17)

A equacao de Ricci é trivialmente satisfeita.
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4.4 Variedades Infinitesimalmente homogéneas

Sejam M™ uma variedade diferenciavel, G um subgrupo de Lie de GL(R")
e assuma que M estd munida de uma conexao V e uma G-estrutura P C
FR(T'M). Consideremos, para cada x € M, o subgrupo de Lie G, de
GL(T,M) dos endomorfismos de T, M que preservam G-estrutura, e g, C
gl(T, M) a algebra de Lie de G. Dados z,y € M e o : T, M — T,M uma
aplicacao que preserva G-estrutura, o isomorfismo de grupos de Lie

T, : GL(T,M) — GL(T,M)

definido por Z,(T) = 0 o T o 0!, para todo T € GL(T,, M), transforma G,
sobre G,. Sua diferencial no elemento identidade:

Adg : gl(T M) — gl(T,M)
transforma g, sobre g, e, portanto, induz um isomorfismo linear
Ad, : gl(T, M) /ge — gl (TyM)/gy.

Denotemos por R e T os tensores de curvatura e torcao da conexao V,
respectivamente, e seja JL : T,M — gl(T,M)/g, a inner torsion da G-
estrutura P, com x € M.

Definigao 4.4.1 Dizemos que a terna (M,V,P) é uma variedade infini-
testimalmente homogénea se, para quaisquer z,y € M, toda aplicacao o :
T,M — T,M que preserva G-estrutura relaciona R, com Ry, T, com T}, e
J, com 35, ou seja,

Ry(o-,00) = coRy(-,-)oo !,
Ty(o-, = ooy,
35 oo = Ad,odl.

Observagao 4.4.2 A condi¢do de homogeneidade infinitesimal significa que
a curvatura, a tor¢ao e a inner torsion sdo constantes nos referenciais que
pertencem a G-estrutura P.

O Lema seguinte estabelece, precisamente, a Observagao 4.4.2.
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Lema 4.4.3 Seja (M, V) uma variedade afim munida de uma G-estrutura

P C FR(T'M), onde G é um subgrupo de Lie de GL(R"). Entao, (M,V,P) é

infinitesimalmente homogénea se, e somente se, existem aplicagoes bilineares

R, : R x R™ — gl(R"™), T, : R" x R* — R", e uma aplicagao linear
o R™ — gl(R™)/g tais que:

Ry(p,p-) op = Ro
p~t o Tu(p, ) =To, (4.18)
Ad, o3, =3 op,

)

para todo x € M e para todo p € P,.

Demonstragio. Assuma a existéncia de R,, Ty, J, tais que (4.18) vale
para todo z € M e para todo P € P,. Sejam z,y € M e o : T,M — T,,M
uma aplicagdo que preserva G-estrutura fixados. Dado p € P,, seja ¢ =
oop € P,. Entao:

p'R, =R, = q*Ry =p'o" R,
e, assim, R, = o*Ry, i.e., o relaciona R, com R,. De forma anédloga se
mostra que o relaciona T, com T,,. Além disso, Ad,oJ, = I op, Ad, 0T, =
35 o q e, portanto:

jfjoaopzjgoq:rdqojozfdgordpo =Ad, 038 op,

provando Ad, o 30 = 35 o . Reciprocamente, assuma que (M,V,P) é
infinitesimalmente homogénea. Sejam = € M e p € P, arbitrarios e defina:

R, =p*R;, To=p'T,, J,= (Mp)*l o 35 op.

Dados y € M e g € P, a aplicacao o = qop ' : T,M — TyM ¢é uma
aplicacao que preserva G-estrutura e, portanto, c*R, = R, o Ty =T, e
Ad, oJP—JPoa Assim:

¢*R, = p"0*Ry = p"Ry = Ro, ¢*T, = p*0™ T, = p" T = To;

além disso, temos:
?dqojo:?dqo(?dp)_lojfop:?doojfopzjgoaop:jgoq,

concluindo a prova. O

O Lema 4.4.3 afirma que uma variedade afim com G-estrutura (M, V, P)
¢ infinitesimalmente homogénea se podemos descrever a inner torsion J°, o
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tensor de curvatura R e o tensor de torcao 1" por féormulas que envolvem
somente os elementos da G-estrutura. As aplicacoes R,, T, € J,, dadas no
Lema 4.4.3, sdo chamadas os tensores caracteristicos da variedade infinitesi-
malmente homogénea (M, V, P).

Observacgao 4.4.4 Seja (M,V,P) uma variedade infinitesimalmente ho-
mogénea, com tensores caracteristicos R,, 15, J,. Claramente, os tensores
R,, T, e J, sao invariantes pela agdo do grupo G. Esse fato implica que
podemos induzir "versoes"dos tensores Ry, 15, J, em qualquer espago veto-
rial real munido de uma G-estrutura. Mais precisamente, seja V' um espaco
vetorial real de dimensdo n munido de uma G-estrutura Py C FR(V). De-
notemos por Gy C GL(V') o grupo de Lie dos automorfismos de V' que preser-
vam G-estrutura e por gy C gl(V') sua algebra de Lie. Dado um referencial
arbitrario p € Py, existe uma tunica terna de tensores Ry : V x V — gl(V),
Ty :VxV =V,3,:V = gl(V)/gy que sao relacionados a Ry, T, e J,,
respectivamente, por p. De fato, defina Ry, Ty, Jy pelo push-forward de
R,, T, e J,, respectivamente, i.e.,

RV — p*Ro, TV = p*TV, jV = p_l Ordp o jo,

A G-invariancia de R,, Ty, J, implica que Ry, Ty, Jy, nao dependem da
escolha do referencial p € Py .

Seja (M, V) uma variedade afim munida de uma G-estrutura P, onde G
é um subgrupo de Lie de GL(R").

Definigao 4.4.5 Dizemos que a terna (M, V, P) é uma variedade localmente
G-homogénea se, para quaisquer z,y € M e para toda aplicacao o : T, M —
TyM que preserva G-estrutura, existem uma vizinhanca U de x em M, uma
vizinhanca V de y em M e um difeomorfismo afim f : U — V que preserva
G-estrutura tal que f(z) =y e df, = 0. Se U =V = M, dizemos que a
terna (M, V, P) é uma variedade G-homogénea.

Lema 4.4.6 Toda variedade (localmente) G-homogénea ¢ infinitesimalmen-
te homogénea.

Demonstracao. Isso segue do fato de que os tensores de curvatura e
tor¢ao, bem como a inner torsion, sao invariantes por difeomorfismos afins
que preservam G-estrutura. O

A reciproca do Lema 4.4.6 também é verdadeira. Mais precisamente,
temos o seguinte:
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Lema 4.4.7 Seja (M,V, P) uma variedade infinitesimalmente homogénea.
Entao (M, V, P) é localmente G-homogénea. Se, além disso, (M, V) é geo-
desicamente completa e M é conexa e simplesmente conexa, entao (M, V, P)
é G-homogeénea.

A prova do Lema 4.4.7 consiste em usar o Teorema de Cartan-Ambrose-
Hicks' para exibir, para quaisquer z, € M e para cada aplicacdo que
preserva G-estrutura o : T,M — T, M, um difeomorfismo afim f: U — V
que preserva G-estrutura tal que f(z) = y e df, = o, onde U é uma vizi-
nhanca de z e V é uma vizinhanca de y. Para maiores detalhes, ver |26,
Proposigao 6.4].

Veremos a seguir alguns exemplos de variedades infinitesimalmente ho-
mogéneas.

Exemplo 4.4.8 Sejam (M"™, g) uma variedade semi-Riemanniana de indice
r e de curvatura seccional constante igual a ¢ e V a conexao de Levi-Civita
de (M, g). Entao, o tensor de curvatura R de V é dado por:

R, (X,Y)Z =c(X NY)Z, (4.19)

para quaisquer z € M e X,Y,Z € T,M. Se P = FR°(TM) é a O,(R")-
estrutura em M consistindo de todos os referenciais ortonormais entao a
terna (M,V,P) ¢ infinitesimalmente homogénea. De fato, como V & a
conexao de Levi-Civita de (M, g), o tensor de torcao T' de V é nulo. Além
disso, do Exemplo 3.3.9, temos 3 = 0. A expressdo (4.19) implica que R
¢ constante nos referenciais que pertencem a O, (R")-estrutura (o tensor de
curvatura R pode ser descrito usando-se somente a O, (R™)-estrutura P, que
pode ser identificado com o tensor métrico g). Assim, neste caso, os tensores
caracteristicos Ry, Ty, J, sao dados por T, =0, 3, =0¢e

Ro(X,Y)Z = ¢((X, 2)Y — (Y, Z)X),

para quaisquer X, Y, Z € R"™, onde (-, -) denota a forma bilinear de Minkowski
em R de indice r. Finalmente, se V' é um espago vetorial real de dimensao
n munido de um produto escalar (-, -) de indice r, entao as "versoes" Ry, Ty,
Jy, dos tensores caracteristicos de (M, V, P) sao dados por Ty, =0, J;, =0
e

Ry(X.Y)Z = o({X, 2)Y — (Y, Z)X),
para quaisquer X,Y,Z € V.

'Para maiores detalhes sobre o Teorema de Cartan-Ambrose-Hicks, ver [37, Teorema
1.9.1].



CAPITULO 4. IMERSOES ISOMETRICAS 95

Exemplo 4.4.9 Sejam (M{", V!, P) e (M2, V?, P?) variedades infinitesi-
malmente homogéneas, onde o grupo G, que determina a Gj-estrutura P?
na variedade M;, é um subgrupo de Lie de GL(R™), ¢ = 1,2. Consideremos
a variedade produto M = M; x M,. Seja V a conexao em M induzida
por V! e V2, ou seja, V é a tnica conexdio em M tal que, para quaisquer
X1,Y1 e T(TM;) e Xo,Yy € (T M), tem-se:

Vxi4x: Y1+ Ys = Vi, Y1 + V%, Ya.

O produto G = G; x Go pode ser identificado, diagonalmente, com um
subgrupo de Lie de GL(R™*"2). Consideremos o produto P = P! x P2
Mais precisamente, dado x = (z1,z2) € M, a fibra P, é o conjunto de todos
os referenciais p : R" — T, M da forma p = p; @ pa2, onde p; : R™ — T, M; é
um referencial da fibra P, 7 = 1,2 e n = n1+ng. Segue, entao, que P é uma
G-estrutura em M e a terna (M, V, P) é infinitesimalmente homogénea. De
fato, os tensores caracteristicos de (M, V, P) sao dados pelas somas diretas
ortogonais dos tensores caracteristicos de (M7, V!, Pl) e (My, V2, P?). Além
disso, se V' é um espaco vetorial real de dimensao n, entdo uma G-estrutura
em V é determinada por uma decomposi¢ao em soma direta V = V1@ Vs, com
dim(V;) = n;, ¢ = 1,2, por uma Gi-estrutura em V; e por uma Ga-estrutura
em Vs.

Exemplo 4.4.10 Um caso particular do Exemplo 4.4.9 ¢ quando (M, g),
(Ms, g?) sdo variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante
iguais a ¢; e cg, respectivamente. Consideremos a variedade produto M =
M; x My munida da métrica semi-Riemanniana g dada pela soma direta
ortogonal de g' e g%, i.e.:

Yo 20y (X1, X2), (Y1, Y2)) = g5, (X1, X2) + g2, (X2, Y2),

para quaisquer x; € M; e X;,Y; € T, M;, i = 1,2. O tensor de curvatura R
da conexao de Levi-Civita V de (M, g) é dado por:

Ry ((X1,X2),(Y1,Y2)) (21, Z2) = Ry, (X1, Y1) Z1 + R3, (X2, Y2)Zs, (4.20)

para quaisquer z = (z1,22) € M e X,,Y;,Z; € T,;,M;, i = 1,2, onde R,
R? denotam os tensores de curvatura das conexdes de Levi-Citiva V! e V2,
respectivamente. Consideremos o conjunto

P = FRO(TM; R™ & {0}, pri(T'M))),

onde pr; : M — M; denota a projecao sobre o primeiro fator e R" =
R™ @ R™, n = nq+ne, estd munido da soma ortogonal das formas bilineares
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de Minkowski de mesmos indices de g' e g?. De forma mais explicita, para
todo x = (z1,x2) € M, temos:

Py ={p € FR*(T: M) : p(R™ & {0}"?) = To, My & {0}} .
Automaticamente, tem-se:
({0} @ R™) = {0} @ T, Mo,
para todo p € P,. Entao, P é uma G-estrutura em M com
G = 0O, (R";R™) ~ O, (R™) x O, (R").

A terna (M,V,P) ¢ infinitesimalmente homogénea. De fato, como V é
compativel com g e a derivada covariante de segoes de pri(7T'M;) sao se¢oes
de pr}(T'My), segue do Exemplo 3.3.10 que a inner torsion J” ¢ nula. Além
disso, o tensor de tor¢ao T de V é nulo e a formula (4.20) implica que o tensor
de curvatura R é constante nos referenciais que pertencem a G-estrutura P.

Exemplo 4.4.11 Sejam K um grupo de Lie de dimensao n, £ sua algebra
de Lie e V uma conexao invariante & esquerda em K, i.e., as translagoes
& esquerda de K sa@o aplicagoes afins. Fixemos um isomorfismo linear pq :
R™ — ¢ e definimos uma secao global diferenciavel s : K — FR(TK) por:

s(g9) = dLg(1) opg € FR(TK),

para todo ¢ € K. Entao, P = s(K) é uma G-estrutura em K, com
G = {ldrn}. Como as translagoes a esquerda sao difeomorfismos afins
que preservam G-estrutura, segue que (K,V,P) é G-homogénea e, pelo
Lema 4.4.6, (K,V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea. A fim de explici-
tar os tensores caracteristicos de (K, V, P), denotemos por A : £ — gl(¢) a
aplicacao linear correspondente a conexao V, dada pelo Lema 2.6.2. Pelo
Exemplo 3.3.8, a inner torsion JY coincide com o tensor de Christoffel
Iy : T,K — gl(T,K). Observe que, no elemento identidade 1 € K, o
tensor de Christoffel T'y coincide com a aplicagdo linear A. Assim, J7 = .
Além disso, os tensores de curvatura e tor¢ao da conexao V no elemento
identidade 1 € K sao dados por:

Ri(X,Y) = [AX), A(Y)] = A([X, Y])

Ty (X,Y) = MX)Y = A(YV)X — [X,Y],
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respectivamente, para quaisquer X,Y € €. Assim, os tensores caracteristicos
R,, Tt,, 3, de (K, V, P) sao dados por:

Ro(X,Y) = g o (IMpo(X)), Apo(Y))] = Allpo(X), po(Y)])) © po,
o(X,Y) = pal o (Apo(X))po(Y) — Apo(Y))po(X) — [po(X), po(Y)]),
3o(X) = pg' o Apo(X)) o po,

para quaisquer X, Y € R™.

Exemplo 4.4.12 Sejam (M"™, g) uma variedade semi-Riemanniana, onde g
tem indice r, e £ € I'(T'M) um campo unitario em M, i.e., g-(§{(x),&(x)) =1,
para todo x € M. Consideremos R munido da forma bilinear de Minkowski
(-,+) de indice r e seja {ei,...,e,} a base canonica de R™. Assumimos que
existem uma aplica¢do bilinear R, : R"™ x R" — gl(R™) e uma aplicacao
linear L, : R™ — R’ tais que, para todo x € M e para toda isometria linear
p:R™ — T, M com p(e;) = &(x), valem as seguintes condigoes:

(a) p~' o Ry(p-,p) o p = Ro;

(b) poL,= (vé-)x °p,

onde V é a conexao de Levi-Civita de (M, g). Entao, o conjunto
P =FR°(TM;eq,§)

é uma G-estrutura em M, onde G = O,(R";e1) (cf. Exemplo 3.3.13), e a
terna (M, V, P) é infinitesimalmente homogénea. De fato, como V ¢é com-
pativel com g, o tensor de torcao T de V é nulo e a inner torsion J* pode
ser identificada com a derivada covariante V& (cf. Exemplo 3.3.13). Por-
tanto, as condigoes (a) e (b) acima satisfazem as hipoteses do Lema 4.4.3, e
a conlusao segue.

Exemplos de variedades que satisfazem as hipoteses do Exemplo 4.4.12
sao as variedades Riemannianas tridimensionais, homogéneas e orientadas,
cujo grupo de isometrias tem dimensdo 4. Em [10], o autor considera tais
variedades, que sao fibragoes Riemannianas sobre uma forma espacial de
dimensao 2; as fibras sao geodésicas e existe uma familia a 1-pardmetro de
translacoes ao longo das fibras gerada por um campo unitéario de Killing &.
Essas variedades sao classificadas, a menos de isometrias, pela curvatura s
da base da fibracao e pela curvatura das fibras 7, onde k e 7 sao ntmeros
reais satisfazendo s # 472. A curvatura das fibras ¢ o niimero real 7 tal que

Vx§=7X x&(x),
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para quaisquer x € M e X € I'(TM), onde x denota o produto vetorial
em T, M (determinado pelo produto interno g, e a orientagao dada). Neste
caso, consideremos a G-estrutura

P = FRS,_(TM;Gl,S),

onde G = SO(R3;e;) ~ SO(R?). Mais precisamente, a fibra P, consiste
de todas as isometrias lineares p : R3 — T, M que preservam orientacio
tais que p(e;) = &(z). Pelo Exemplo 3.3.13, a inner torsion 35 : T,M —
sym(T, M) @ &(z)* ¢ dada por:
37 (v) = (0,70 x &()),

para quaisquer x € M e v € T, M. O tensor de curvatura R de V é dado
por uma féormula que depende somente de k, 7, £ e a métrica g (ver [10,
Proposigao 3.1]).

Observagao 4.4.13 A classificagdo das variedades Riemannianas homogé-
neas, simplesmente conexas, tridimensionais, ¢ bem conhecida (ver [25], [30]).
O grupo de isometrias de tais variedades tem dimensao 3, 4 ou 6. Quando a
dimensao do grupo de isometrias é 6, tem-se uma forma espacial. Quando a
dimensao do grupo de isometrias é 3, a variedade tem a geometria do grupo
de Lie Sols. O caso de dimensao 4 ¢ considerado em [10]. Quando a cur-
vatura das fibras 7 anula-se (e entao k # 0), obtemos uma variedade produto
M?(k) x R, onde M?(k) é uma variedade simplesmente conexa de curvatura
seccional constante igual a k. Seu grupo de isometrias tem 4 componentes
conexas e o campo vertical £ é simplesmente o vetor correspondente ao fator
R. Tais variedades sao consideradas em [9]. Quando 7 # 0, essas variedades
sao de trés tipos: possuem o grupo de isometrias das esferas de Berger para
mi\(),/do grupo de Heisenberg Nils para x = 0, e do recobrimento universal

PSL2(R) para < 0.

No Capitulo 5 veremos outros exemplos de variedades infinitesimalmente
homogéneas. O grupo de Lie Sols, que no Exemplo 4.4.12 est4 munido de
uma SO(R?)-estrutura, sera considerado com uma Ad(H )-estrutura.

Outros exemplos de variedades infinitesimalmente homogéneas sao as va-
riedades de Kéhler semi-Riemannianas (M™,g,J) que tém curvatura holo-
morfa constante, munidas de uma U(n)-estrutura. Para maiores detalhes,
ver 26, Exemplo 6.2].
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4.5 Existéncia de imersoes isométricas que preser-
vam (G-estrutura

Nesta se¢ao discutiremos o teorema, provado em [26], que garante exis-
téncia de imersoes isométricas que preservam G-estrutura entre variedades
semi-Riemannianas.

Para isso, consideremos os seguintes objetos: uma variedade semi-Rie-
manniana (M,g) de dimensdo n + k, onde g tem indice 7, uma variedade
semi-Riemanniana (M, g) de dimensao n, onde g tem indice r, um fibrado
vetorial F¥ de posto k sobre M munido de uma métrica semi-Riemanniana
g% de indice s, onde 7 = r 4 5. Consideremos também uma conexao V¥ em
E compativel com ¢g¥ e uma segdo diferenciavel simétrica a de Ling(T'M; E).
Denotemos por V e V as conexdes de Levi-Civita de (M, g) e (M, g), respec-
tivamente.

Definimos o fibrado vetorial

E=TM&E,

de modo que E & um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica R™™*. De-
notemos por §g a métrica semi-Riemanniana de indice 7 em E dada pela
soma direta ortogonal de g e g¥. Consideremos a conexao Vem E cujas
componentes sio V, V¥ e a. Note que Ve compativel com g.

Suponha a existéncia de uma imersio isométrica (f,S) de M em M (cf.
Definigao 4.3.1). Definimos um isomorfismo de fibrados vetoriais

L:E—TM (4.21)

por
Liry =df : TM — df(TM) e Llg=8:F—TM™".

O isomorfismo (4.21) é uma isometria entre os fibrados vetoriais (E,3) e
(TM,7g). Reciprocamente, dados uma aplicacao diferenciavel f : M — M e
uma isomotria de fibrados vetoriais L : E — TM entao, definindo S = L|g,
o par (f,S) é uma imersao isométrica de M em M.

Consideremos o espaco Euclidiano R®™* munido da forma bilinear de
Minkowski (-,-) de indice 7, e fixemos um subgrupo de Lie G' de Ox(R"+*)
com algebra de Lie g C gl(R"**). Sejam PcC FRO(E) e P C FR°(TM)
G-estruturas em E e M, respectivamente.

Definigao 4.5.1 Dizemos que uma imersao isométrica (f,S) de M em M
preserva G-estrutura se o isomorfismo de fibrados vetoriais (4.21) preserva
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G-estrutura, ou seja, se
Lyope Pf(x)a
para quaisquer x € M e p € ﬁx
Seja (f, S) uma imersao isométrica de M em M que preserva G-estrutura.
Suponhamos que (M v, P) seja infinitesimalmente homogénea com tensores
caracteristicos Ry, Ty € Jo. Como V é a conexao de Levi-Civita de M, temos

T, = Oea aphca(;ao linear J, toma valores em so(R”““) / g. Alem disso,
como E é um espago vetorial com G-estrutura, F, herda "versoes"

REI B, x B, — g[(E’x) e EEz By — sof(Ex)/gEI

dos tensores caracteristicos R, e J,, respectivamente (cf. Observagao 4.4.4).
Assim, as equagoes (4.10), (4.11) e (4.12) podem ser escritas, respectiva-
mente, como:

9(Rp, (X, Y)Z,W) =g(Ra(X,Y)Z,W) + g*(af(X, Z), 0l (Y, W)

— g (o (X, W), al(Y, 2)), (4.22)

J(Rp, (X, Y)Z,1) = g~ ((Vxa!) (Y, 2),n) — g ((Vya!) (X, 2),n), (4.23)

/g\(E}_‘?T(X7Y)777§) :gJ_ (Ri_(X7Y)777§) —i—g(A(X, n)ﬂA(Yaé‘))
- g(A(X7 €)7A<Y7 77))

Com a notagao e os dados fixados acima, temos o seguinte:

(4.24)

Teorema 4.5.2 (i) Assuma que (H V, P) é infinitesimalmente homogénea
com tensores caracteristicos Ro, Ty € Jo,
equagoes:

e que sejam vdlidas as sequintes

J(Rp (X,Y)Z,W) = (R (X,Y)Z, W) +g (a a(Y,W))

(4.25)
§(Rp, (X,Y)Z,n) =gE((an)(Y Z), ) E((Vya)(X Z).n), (4.26)

§(Rp, (X,Y)n,€) =¢" (R (X, Y)n,€) + g(A(X,n), A(Y,£))
- g(A(X7 f)’ A(Y7 77))

3p. (X)=3P(x), (4.28)

(4.27)
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para quaisquer x € M, X, Y, Z W € T, M en,& € E,, onde A € definido por

QE(Oé(X, Y),n) = —g(A(X, n), Y).

Entao, para quaisquer xo € M e yo € M, e para toda aplicacio linear
09 : Exo — TyOM que preserva G-estrutura, existe uma imersao isométrica
(f,S), cujo dominio é uma vizinhanga U de xoy em M, tal que f(zo) = yo
e oo = Ly,, onde L é como em (4.21). Além disso, se M € simplesmente
conera e (M, V) é geodesicamente completa entdo existe uma tnica imersao
isométrica global (f,S) tal que f(zo) =yo € 00 = Ly,

(ii) Assuma que M ¢é conexa e sejam (f1,SY), (f%,S?) imersoes isométricas
de M em M com os mesmos dados prescritos VE, o, g¥. Suponha que exista
um ponto xg € M tal que

fHxo) = fAwo), dfi, =df2, Si =82
Entao (f1,8%) = (f2,5?%).

Observagao 4.5.3 O Teorema 4.5.2 vale em um contexto mais geral, no
contexto de variedades afins. Mais precisamente, se (M,V) e (M,V) sdo
variedades afins munidas de G-estruturas e valem as hipdteses do Teorema
4.5.2 (com as devidas adaptagoes), podemos obter o mesmo resultado para
variedades afins (ver [26, Teorema 7.4)|.

Veremos a seguir alguns exemplos explicitos de aplicagoes do Teorema
4.5.2.

Exemplo 4.5.4 Consideremos o caso em que a variedade semi-Riemanniana
(M, ) tem curvatura seccional constante igual a c. Sejam G = Ox(R"*¥) e
P =FR°(TM), de modo que (M, V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea (cf.
Exemplo 4.4.8). Considerando P = FR®(E), temos P =0e Jp = 0 pois as
conexdes V e V sio compativeis com as métricas semi-Riemannianas g e g,
respectivamente (cf. Exemplo 3.3.9). Assim, a hipotese (4.28) do Teorema
4.5.2 é automaticamente satisfeita. Do Exemplo 4.4.8, o lado esquerdo da
equagao de Gauss torna-se:

C(ga:(X7 Z)gx(x W) - ga:(Yv Z)gl’(Xa W))7

para quaisquer z € M e X, Y, Z, W € T,M. O lado esquerdo das equacoes
de Codazzi e Ricci sao nulos. Assim, neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz
o classico Teorema Fundamental de Imersoes Isométricas (ver, por exemplo,
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7], [33]). De forma mais explicita, para quaisquer xg € M e yo € M, e para
toda isometria linear oq : By, — T,, M, existe uma imersdo isométrica (f,S)
que preserva G-estrutura, cujo dominio ¢ uma vizinhanga U de xo em M,
tal que f(xO) =Y €00 = df:(:o D S.Z‘O'

Exemplo 4.5.5 Sejam (M, g'), (M3?, g?) variedades semi-Riemannianas
tais que o indice de g* é r; e a curvatura seccional de (M;, g') é constante e
igual a ¢;, i = 1,2. Assuma que (M,g) é o produto cartesiano ortogonal de
(M, g%) e (My?,g%), de modo que n+k = ny +ng e 7 = r; +r2. Seja
R"* = R™ @ R™ munido com a soma ortogonal das formas bilineares de
Minkowski de indices r1 e ro. Entéo, a G-estrutura

P = FRO(TNE R™ @ {0}, pri(TMy)),
torna (M, V, P) infinitesimalmente homogénea (cf. Exemplo 4.4.9), onde
G = Ox(R"™"; R™ @ {0}"?) = O,, (R™) x Op,(R"™)

epry : M — M denota a projecao sobre o primeiro fator. Seja F' um
subﬁbrado vetorial de E com rank(F) =ny e E =F @ FL. Consideremos

P =FR°(E;R™ & {0}"2, F).

Assumindo que P, # 0, para todo x € M, segue do Exemplo 3.3.11 que P
é uma G-estrutura em E Como V & compativel com g, temos JP = 0e,
portanto, SE = 0. Assim, a hipdtese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa que
3P = 0, ou seja, a derivada covariante V de segoes de F Sao seqoes de F
(cf. Exemplo 3.3.11). Denotemos por 7t : E—Fenl” :E— Fta

projecoes correspondentes & decomposicao em soma direta E=Fa&Ft O
lado esquerdo das equagoes (4.25), (4.26) e (4.27) torna-se, respectivamente:

e [G(n 7 (X), 77 (2))g (" (V)xF (W) =g (x" (X), 7" W))a( Py, =f(2))]]
e [g(" (X), 7" Z))@(wF (V) (W)
— (=" (X)), 7 (W)g ( S(), 7" (2))],
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ea [§(x 7 (X), 7% (1)) G (m <Y>7rF<§>>—a(wF<X>,7rF<£>>:ci( Fy), 7 ()]
+e[(n" )3 (=" (V)xf (€))
—g(w H(X), 7 (€)g (T (), 7 ()],

A tese do Teorema 4.5.2 torna-se, entdo: para qualsquer ro € M e yg =
(y,y3) € M, e para toda isometria linear oy : Egc0 — T,y M que preserva
G-estrutura, i.e., que satisfaz

o0 (Fry) = T, My @ {0},

existe uma imersao isométrica (f,S) que preserva G-estrutura, cujo dominio
é uma vizinhanca U de xg em M, tal que

fxo) =y0 e Lg, = 0o.

Exemplo 4.5.6 Um caso particular do Exemplo 4.5.5 é quando a variedade
Riemanniana M é um produto ortogonal da forma M = Q" x R, onde
Q7 é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante igual a
c. Consideremos R™*! munido do produto interno Euclidiano (-,-) e seja
{e1,...,ent1} a base canonica de R"*!. Entdo, a G-estrutura

P =FR°(TM;{0}" & R, pr5(TR))
torna (M, V, P) infinitesimalmente homogénea, onde
G = OR" {0}" @ R) ~ O(R") x O(R)

e pry : M — R denota a projecao sobre o segundo fator. Assumimos que
E = M xR é o fibrado vetorial trivial sobre M, e consideremos T € T'(T'M)
e v € C®(M) tais que ||T||?+v% = 1. O par (T,v) é uma secio diferenciavel
de E e, portanto, o subfibrado vetorial F' de E , definido por

Fy = span{(T'(z),v(2))},
para todo x € M, é tal que E=FoFL Além disso,
P =FR°(E;{0}" &R, F)

6 uma G-estrutura em L. Mais precisamente, dado x € M, a fibra ]33; éo
conjunto de todas as isometrias lineares p : R"*' — E, tais que p(e,y1) =
(T(x),v(x)). A G-estrutura P seré denotada simplesmente por

ﬁ = FRO(E; €n+1, (Tv V))
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Fixado uma segao unitaria e € I'(F), temos um operador A : T'(TM) —
I'(T'M) associado a e dado por

g(AX)Y) = gE(a(X,Y), e),

para quaisquer X,Y € I'(T'M). Neste caso, as equagoes de Gauss e Codazzi
podem ser escritas como

R(X,)Y)+ AX NAY =c¢(X ANY +g(X,T)Y AT — g(Y,T)X AT) (4.29)

(VxA)Y — (VyA)X = (Y AX)T, (4.30)

respectivamente, para quaisquer X,Y € I'(T'M). De fato, neste caso, a
equagao de Gauss (4.25) pode ser escrita como:

™ (Rp(X,Y)Z) = (AX NAY)Z + R(X,Y)Z, (4.31)

para quaisquer X,Y,Z € T'(TM), onde 7 : E — TM denota a projecao
canodnica (cf. Exemplo 4.3.5). Pelo Exemplo 4.5.5, o lado esquerdo de (4.31)
torna-se:

1 1

c[G(x" (X)), 7" (2) 7 (V) = G(x" (V) 7 () 7T (X)]. (4.32)

Por outro lado, para todo X € T'(T'M), temos:
(X)) = X — g(X, T)T.

Substituindo em (4.32) o valor de i (X) e expressoes similares para rF* (Y)I
e 7 (Z), o lado esquerdo de (4.31) torna-se:

(XAY)Z+g(X, T)Y ANT)Z - g(Y,T)(X AT)Z].

Isso fornce a equagao (4.29). A equagao de Codazzi (4.26) pode ser escrita,
neste caso, como:

para quaisquer X,Y € I'(T'M) (cf. Exemplo 4.3.5). Pelo Exemplo 4.5.5, o
lado esquerdo de (4.33) torna-se:

€L

(N)a" ) — (@ (), 7 (N))al (X)), (4.34)
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Finalmente, temos 7/ (N) = N — v/T. Substituindo o valor de 7" (V)
em (4.34) e expressoes similares para 77 (X) e 78 (Y), o lado esquerdo de
(4.33) torna-se

(X ANY)T,

fornecendo, assim, a equagao (4.30). A hipotese (4.28) do Teorema 4.5.2 é
analoga a do Exemplo 4.5.5. Neste caso, o Teorema 4.5.2 reproduz o teorema
de imersao isométrica em Q7 x R de [9].

Exemplo 4.5.7 Consideremos o caso em que M = K ¢ um grupo de Lie,
com algebra de Lie ¥, e g ¢ uma métrica semi-Riemanniana invariante a
esquerda em M. Fixemos uma isometria linear py : R"** — ¢ e consideremos
a seqao global diferenciavel s : M — FR°(T'M) definida por s(g) = dL,(1) o
Po, para todo g € K. Entao, a G-estrutura

P =s(M)

torna (M, V, P) infinitesimalmente homogénea, onde G' = {Idgnix} (cf. E-
xemplo 4.4.11). A inner torsion J*, no elemento identidade 1 € K, coincide
com a aplicagao linear A : € — gl(€), onde X\ é dada por

gNX)Y,2) = 5 (9(1X, ), 2) ~ 5(1X, 2),Y) ~ 3([V. 7], X)),

para quaisquer X,Y, Z € ¢ (cf. Teorema 2.6.7). Seja 8 : M — FRO(E) uma
secao global diferenciavel de E, de modo que

~

P =3(M)

¢ uma G-estrutura em E. A hipotese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa que,
para todo x € M, a igualdade

~

Iy = Adg(y) 0 Jo 0 8(z) !

¢é satisfeita, onde ' denota o tensor de Christoffel de V em relagao a 5 e
T, é o tensor caracteristico correspondente & inner torsion J (cf. Exemplo
4.4.11). A tese do Teorema 4.5.2 torna-se: para quaisquer xg € M e yo € M,
existe uma imersao isométrica (f,S), cujo dominio é uma vizinhanga U de
xo em M, tal que f(xg) =yo e

(df:v S Sx) © §(3§‘) = S(f(ﬂj‘)),

para todo x € U.
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Exemplo 4.5.8 Assumimos que a variedade semi-Riemanniana (M, g) esta
munida de um campo vetorial unitario & € T'(T'M) tal que as condigoes
descritas no Exemplo 4.4.12 estejam satisfeitas. A G-estrutura

F = FRO(TM; 61,5)

torna (M, V, P) infinitesimalmente homogénea, onde G = Ox(R"**; e;) (cf.
Exemplo 4.4.12). Consideremos uma secao ¢ € I'(E) (e ¢ determinada por
um campo vetorial diferenciavel em M e uma secao global diferencidvel de
E) tal que g(e,€) = 1. Seja

P =FR°(E;ey,e),

de modo que P ¢ uma G-estrutura em E. A hipétese (4.28) do Teorema
4.5.2 significa que, para todo x € M e para todo p € P,, tem-se

po Lolp-1(r,m) = (ve)x © Plp-1(z, 1)

A tese do Teorema 4.5.2 torna-se: para quaisquer xo € M e yo € M, e para
toda isometria linear oy : Exo — Ty M com og(e(x0)) = £(yo), existe uma
imersao isométrica (f,S), cujo dominio é uma vizinhanca U de zyp em M,
tal que f(zo) =yo e

(dfs © Sz) = &(f(2)),

para todo € U. No caso particular em que (M,g) é uma variedade Rie-
manniana homogénea orientédvel de dimensao 3, cujo grupo de isometrias
tem dimensao 4, o Teorema 4.5.2 reproduz o teorema de existéncia de imer-
soes isométricas considerado em [10]. Neste caso, as G-estruturas P e P sdo
dadas por

P =FRS(TM;eq,§)

ﬁ:FRE&)—(E;€17(T?V))7
onde T € T(TM) e v € C°°(M) sdo tais que ||T||> + 2 = 1.

Outro exemplo, que pode ser visto como aplicagao do Teorema 4.5.2, é
o caso em que (M,g) é uma variedade semi-Riemanniana de Kihler com
curvatura seccional holomorfa constante. Para maiores detalhes, ver [26,
Exemplo 8.2].



Capitulo 5

Imersoes Isométricas em
3-Variedades Lorentzianas

5.1 Introducao

A teoria de classificacao das 3-variedades Riemannianas foi estabelecida
por Thurston (ver [34]), onde o autor afirma que, no caso de dimensao 3, exis-
tem apenas oito geometrias Riemannianas maximais. Em [30], Scott descreve
cada uma dessas oito geometrias e suas propriedades bésicas, dando uma des-
cricao completa das variedades fechadas tridimensionais que admitem uma
estrutura geométrica, além daquelas que admitem uma estrutura hiperbdlica.

O caso Lorentziano, em analogia ao caso Riemanniano, tem sido estu-
dado recentemente. Em [11], os autores provam que existem somente quatro
geometrias Lorentzianas maximais.

5.1.1 O Teorema de Classificacao de Thurston

Dizemos que uma variedade diferenciavel M™ admite uma estrutura geo-
métrica se existe uma métrica localmente homogénea completa em M. Isso
significa que o recobrimento universal X de M possui uma métrica ho-
mogénea completa (ver Sec¢ao 3 de [31]), de modo que o grupo de isometrias
de X age transitivamente. Dizemos também que M admite uma estrutura
geométrica modelada em X.

Uma geometria é um par (G, X), onde G é um grupo que age transiti-
vamente sobre uma variedade diferenciavel X, com subgrupos de isotropia
compacto. Dizemos que duas geometrias (G, X) e (H,Y) sao equivalentes

107
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se existem um homomorfismo ¢, : G — H e um difeomorfismo ¢ : X — Y
tais que p(g-x) = ¢o(g) - ¢(x), para quaisquer g € G e x € X. Segue, em
particular, que G e H s@o grupos de Lie isomorfos.

Dado uma geometria (G, X), existe uma geometria natural (G, X) asso-
ciada, onde X denota o recobrimento universal de X e G consiste de todos
os difeomorfismos de X que sado levantamentos dos elementos de G. Assim,
nao ha perda de generalidade em considerar somente geometrias (G, X) onde
X é simplesmente conexo. Uma restri¢ao final no caso de dimensao 3 é que
existe um subgrupo H de G que age em X como grupo de recobrimento e
tem quociente compacto. Dizemos, neste caso, que a geometria admite um
quociente compacto.

Teorema 5.1.1 (Thurston) Qualquer geometria tridimensional mazimal,
simplesmente conexra e que admite um quociente compacto € equivalente a
uma das geometrias (Iso(X), X), onde X é uma das sequintes variedades:

R3, H3, $3, $2 x R, H? x R, SL2(R), Nil ou Sol.

Para uma apresentagdo da prova de Thurston, ver [30, Teorema 5.1].
Além disso, se M é uma variedade fechada tridimensional que admite uma
estrutura geométrica modelada em uma das oito geometrias do Teorema
5.1.1, entao a geometria envolvida ¢ tnica (ver [30, Teorema 5.2]).

5.1.2 O Teorema de Classificacao Lorentziana

Consideremos um espag¢o homogéneo simplesmente conexo G/H, onde G
é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado de G. Dizemos que a geometria
(G,G/H) é Lorentziana se a a¢ao candnica de G sobre G/ H preserva alguma
métrica Lorentziana (cf. Definicdo 1.6.1) ou, de forma equivalente, se a
agao adjunta de H sobre g/bh preserva uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada de indice 1 (cf. Lema 1.6.7).

Dizemos que uma variedade diferenciavel M admite uma (G,G/H)-es-
trutura se existe um atlas

de M, onde as aplicacoes de transigao v;;, que satisfazem ~;; o ¢; = ¢;, sao
dadas por restricao dos elementos de GG. Mais precisamente, as aplicagoes
7i; sao determinadas por aplicacoes localmente constantes de U; N U; em G.
Dizemos também, neste caso, que M é localmente modelada sobre o espago
homogéneo G/H ou, também, que M é uma (G,G/H)-variedade.
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Uma geometria Lorentziana (G,G/H) é chamada mazimal se o grupo
de Lie G é de dimensao méxima sobre todos os grupos de Lie que agem
transitivamente sobre G/H e preservam uma métrica Lorentziana.

Uma (G, G/H)-estrutura sobre M define uma aplica¢io desenvolvivel
D:M— G/H, (5.1)

que é um difeomorfismo local entre o recobrimento unviversal M de M e o
espaco modelo G/H"'. Além disso, D é tinica a menos de composi¢do com
elementos de G.

Uma (G, G/H)-variedade M é dita ser completa se sua aplicagdo de-
senvolvivel (5.1) é um difeomorfismo. Por exemplo, seja (G,G/H) uma
geometria tal que, para todo x € G/H, o subgrupo de isotropia G, é com-
pacto. Entao, toda (G,G/H)-variedade fechada M é completa (ver [34,
Proposigao 3.6]). Como G/H é simplesmente conexo, qualquer (G,G/H)-
variedade completa M pode ser reconstruida da imagem I' = H (71 (M)) da
holonomia, como o espaco quociente (G/H)/I.

Quando a agao de G sobre G/H preserva uma métrica Lorentziana ou,
mais geralmente, uma conexao linear, temos a nocao de completude geodésica.
A completude geodésica é mais forte que a completude acima definida. De
fato, seja M uma (G, G/H)-variedade tal que a agao de G sobre G/H
preserva uma conexao linear V. Se a conexao induzida sobre M por V é
geodesicamente completa entdo M é completa (ver [11, Lema 2.2|).

O Lema seguinte garante a unicidade do modelo G/H. Mais precisa-
mente,

Lema 5.1.2 Toda variedade Lorentziana M de dimensao 3, compacta e
localmente homogénea, é localmente modelada sobre uma tnica geometria
maximal (G,G/H), no caso em que G é conexo. A dimensao de G é <6 e
a igualdade ocorre se, e somente se, M é de curvatura seccional constante.
Além disso, dim(G) # 5 (isso exclui a possibilidade de dim(H) = 2).

Disso decorre que as geometrias Lorentzianas de curvatura seccional cons-
tante sao maximais, pois elas realizam a dimensao maxima do grupo de
isometrias. Tais geometrias sdo a gemetria de Minkowski (curvatura nula),
a geometria de Sitter (curvatura positiva) e a geometria anti-de Sitter (cur-
vatura negativa). Para a prova do Lema 5.1.2, ver a demonstracio da
Proposicao 3.1 de [11].

!Para maiores detalhes sobre a aplicacio desenvolvivel (5.1), ver Secdo 3.5 de [34].
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O teorena de classificagdo das 3-variedades Lorentzianas, cuja demons-
tragao esta ao longo de [11], é o seguinte:

Teorema 5.1.3 Seja M uma variedade Lorentziana compacta coneza tridi-
mensional, localmente modelada sobre uma geometria Lorentziana (G,G/H).
Entao, o modelo G/H é isométrico a um dos sequintes grupos de Lie, mu-

nidos de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda: R3, SLa(R), Nil
ou Sol. Se a geometria (G,G/H) é mazximal, entio (G,G/H) é uma das
sequintes geometrias: Minkowski, anti-de Sitter, Heisenberg-Lorentz ou Sol-
Lorentz. Além disso, a geometria (G,G/H) é completa, e a variedade M é
geodesicamente completa, exceto no caso em que ela € localmente modelada
sobre a geometria Sol-Lorentz.

Um modelo da geometria de Minkowski ¢ o espaco Euclidiano R? munido
da métrica Lorentziana g = da? + dy? — dz%. O grupo G dessa geometria é
G = 0(2,1) x R3, com a agdo canénica de O(2,1) sobre R3. A isotropia H
da geometria de Minkowski ¢ O(2,1).

—_—

Um modelo da geometria anti-de Sitter ¢ o recobrimento universal SLa(RR)
de SLy(R), munido da métrica Lorentziana invariante a esquerda que coin-
cide, no elemento identidade, com a forma de Killing sobre a algebra de Lie

sla(R) de SL2(R). O grupo G dessa geometria é G = SLa(RR) x SLa(R).

A geometria Heisenberg-Lorentz tem como modelo o grupo de Heisenberg
Nil munido da métrica Lorentziana invariante & esquerda

g = —dz? + dy? + (dz — zdy)>

O grupo G dessa geometria ¢ G = Iso(Nil).

A geometria Sol-Lorentz é obtida a partir do grupo de Lie Sol munido de
uma métrica Lorentziana invariante a esquerda definida na algebra de Lie
sol, que é gerada por T, X, Z. A métrica é definida exigindo-se que T' e X
sao isotropicos, Z ¢ ortogonal a RX ®RT e g(X,T) = g(Z,Z) = 1. O grupo
G dessa geometria é G = Iso(Sol).

Estamos interessados, neste capitulo, em obter um teorema de imer-
sdo isométrica nos grupos de Lie R?, SLo(R), Nil e Sol. A geometria de
Minkowski, por ter curvatura seccional constante, pode ser vista como um
caso particular do Exemplo 4.5.4. Ou seja, a G-estrutura considerada em R?
é a G-estrutura P do Exemplo 4.5.4 que torna (R?, V, P) infinitesimalmente
homogénea. O caso de SLa(RR), embora também tenha curvatura seccional
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constante, tem uma G-estrutura mais interessante que R3. Assim, SLa(R)
seréd estudada separadamente do Exemplo 4.5.4.

Os casos mais interessantes sao os grupos Nil e Sol, que ndao possuem
curvatura seccional constante. Obteremos um teorema de imersdo isométrica
para cada um desses grupos.

5.2 O grupo Nil

5.2.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Heisenberg Nil munido da métrica Lorentziana
invariante a esquerda

7= —dz? +dy? + (dz — zdy)?, (5.2)

que também seré denotada por (-,-). Os campos vetoriais

0
B =—
1 82’
0 0
By= — + 12— .
0
FE3=—
3 8x7

constituem uma base para a algebra de Lie nil de Nil (cf. Exemplo 1.4.8),
com

(By, Ey) = (Ey, Bs) = —(E3, B3) = 1. (5.4)

Além disso, se V denota a conexdo de Levi-Civita da métrica g dada em
(5.2), temos:

[ 0 B —E
V=3 | -Bs 0 -B |, (5.5)
—EBy, By 0

onde o (i,j)-¢simo elemento da matriz acima ¢ Vg, E; em relagao a base
ortonormal {E1, Fa, F3}. De fato, como os colchetes de Lie sao dados por

[El,EQ] = [El,E3] =0 e [Eg,EQ] = El, (56)

a matriz (5.5) segue da formula de Koszul.
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Observagao 5.2.1 A métrica g, dada em (5.2), é geodesicamente completa.
Este fato estd demonstrado na Secao 4 de 28], onde as geodésicas sao apre-
sentadas explicitamente. Mais geralmente, toda métrica Lorentziana invari-
ante a esquerda em Nil é geodesicamente completa (ver [12]).

Denotando por R o tensor de curvatura de Nil, temos a seguinte:

Proposicao 5.2.2 Para quaisquer X, Y, Z € I'(TNil), temos:

R(X,Y)Z = ZRO(X, Y)Z + Ri(X,Y)Z, (5.7)
onde
R,( X, Y)Z =(XNY)Z
e

R(X,Y)Z = ((Y,E\)X NE, — (X, E1)Y NEy) Z.
Demonstragao. Dado X € T'(TNil), escrevemos
X = )? + xzF1,

onde )?Né horizontal? e z = (X, Ey). Analogamente escrevemos Y = Y +yE;
e Z = Z + zFE,. Mostremos inicialmente que

R(X,Y)Z = %(RO(X, Y)Z + Ri(X,Y)Z), (5.8)

para quaisquer X,Y, Z € I'(T'Nil). De (5.5), temos:

R(E2,E3)E2 = ZEg e R(EQ,Eg)Eg — 1FJ’2
Escrevendo
3 3 3
X=> mE, Y=Y yFE;, Z=)Y zFE,
i=1 j=1 1
temos:

3
R(X,Y)Z = Z(SUzysZzEs + @oy3z3 By — x3y222F3 — w3223 F3).

2Aqui estamos considerando Nil como uma fibracdo sobre o plano de Minkowski; o
campo F; é o campo vertical da fibragao.
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Assim, denotando €1 = e =1 e €3 = —1, temos:
3
R(X,Y)Z = (XAY)Z =) (awizY — iz X)
i=1

3
= Z (yjeia:izi — xjeiyizi)Ej
ij=1
= ((V,E)(X,Z) = (X,E\)(Y,Z))E1 + (z12192 — y12172) Ea
+(@121y3 — Y12123) B3 + (T2y323 — T3y223) B
+(w2y322 — T3Y222) 3

4 ~
= (Y B)(X, 2By — (X, EY, 2)B) + SR(X, V)7
+x121 (yQEQ + ygEg) — Y121 (x'QEQ + angg)
4 o~ o~
= gR(X7Y)Z+ <Y7E1><X7 Z>E1 - <X7 E1><Y7 Z>E1
+(X, E1)(Z, E0)Y — (Y, E1)(Z, E1) X,
o que mostra a igualdade (5.8). Provemos agora (5.7). Sejam X,Y, Z, W €
['(TNil). Usando a linearidade de R, o produto (R(X,Y)Z, W) torna-se
uma soma de 16 termos. Os termos onde Fq aparece trés ou quatro vezes,

ou duas vezes nas posicoes 1,2 ou 3,4 anulam-se pela anti-simetria de R. Os
termos onde E7 aparece uma Unica vez anulam-se pois

R(E\, E;)E; = R(E;, E\)E; = R(E;, E;)E, = 0,

para quaisquer 1 < 4,5 < 3. Assim, temos:

R(X,Y)Z,W) = (RX,Y)Z,W)+yw(R(X,E)Z, Ey)
+yz(R(X, E\)Ey, W) + 2w(R(Ey,Y)Z, E1)
+22(R(E1,Y)E, W)

3

= [R(X.Y)Z+Ri(X,Y)Z, W)
P (R, 2) 4 2 RT) 4 o Z) - 227, T)).

Observe agora que:

(Ro(X,Y)Z + Ri(X,Y)Z,E1) = 0

—yw(X, Z) + y X, W) + 2w(Y, Z) — 22(Y,W) = (R1(X,Y)Z,W).
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Assim,
(R(X,Y)Z,W) = Z(RO(X, Y)Z + Ri(X,Y)Z,W) + %(Rl(X, Y)Z,W)
= AR(XV)ZW) 4 (B(X,Y)Z,W),
como queriamos. O

5.2.2 As equacoes de compatibilidade para superficies em Nil

Seja {e1,e2,e3} a base canodnica do espago de Minkowski R3, com e3
tipo-tempo. O conjunto

P = FRS (TNil; ey, By) (5.9)

é uma G-estrutura em Nil, onde G = SO(R3; 1) (cf. Exemplo 3.2.5). Mais
precisamente, dado = € Nil, a fibra P, é o conjunto das isometrias lineares
p: R3 — T,Nil que preservam orientacio tais que p(e1) = Ej(x). Por outro
lado, sabemos que

O(R}) = O(1,2) = {X € GL(R?) : X'eX = ¢},
onde € é a matriz diagonal € = (d;5¢;), com €; = €3 = 1 e e3 = —1. Assim,

G:{XEGL(]R3):X:<(1) ;) TeSO(l,l)}.

Fazendo T = ( CCL Z >, com a,b,c,d € R, segue que T € SO(1,1) se, e
somente se, a = d, b= c e a®> — b?> = 1. Portanto, X € G ¢ da forma
1 00
X=10 a b
0 b a

O referencial p, € FR?(T'Nil), dado por po(e;) = E;, 1 < i < 3, pertence
a G-estrutura P. Assim, como a agao é livre e transitiva, segue que, para
todo p € P, existe um tunico g € G tal que p = p, 0 g. Portanto, temos:
p(e1) = Eu,
p(eg) =akly + bE3, (510)
p(eg) = bFEs + aFs,
com a,b € R tais que a® — b> = 1. Com a notacdo fixada acima, temos a
seguinte
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Proposicao 5.2.3 (Nil, V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea.

Demonstragio. A igualdade (5.7) mostra que o tensor de curvatura R de
Nil depende somente da métrica, portanto é constante nos referenciais que
pertencem a G-estrutura P. Como V é compativel com a métrica, a inner
torsion é dada por

3P(X) = VB, (5.11)

para quaisquer x € Nil e X € T,;Nil (cf. Exemplo 3.3.12). Neste caso, a

condicao da inner torsion é equivalente a existéncia de uma aplicacao linear

L, : R? — R? tal que
poLe=73Fop, (5.12)

para quaisquer x € Nil e p € P, (cf. Exemplo 4.5.8); basta definir L, : R® —
R? por:

Lo(el) = O,
1

Lo(e2) = —5es, (5.13)
1

LO(€3) = —562.

A relagao (5.12) segue agora de (5.10) e (5.11). Assim, a condi¢ao da inner
torsion esta satisfeita. A condicdo da torgao é trivialmente satisfeita pois
T=0. O

Consideremos agora uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2,
E = M x R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-
Riemanniana ¢¥ de indice 1, V¥ uma conexao em E compativel com ¢
e a uma segao diferenciével simétrica de Ling(T'M; E). No fibrado vetorial
E=TM®& E, con51deremos a métrica seml-Rlemannlana g dada pela soma
direta ortogonal de g e g%, e V a conexdo em E cujas componentes sao V,
V¥ e a. Além disso, COHSldeI’emOS a G-estrutura

ﬁ:FRi(Ea €1>(T7V))
onde T € T'(TM) e v € C®(M) sao tais | T||* + v* = 1.

Suponha a existéncia de uma imersao isométrica (f, S) de M em Nil que
preserva G-estrutura.
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Proposicao 5.2.4 Para quaisquer X,Y, Z, W € I'(TNil), temos:

(R(X,Y)Z,W) = Z(RO(X, Y)Z, W)+ (R1(X,Y)Z, W) (5.14)
R(X,Y)N =v(Y A X)T, (5.15)

onde N é o campo normal unitario a M e R,, Ry sdo como na Proposi¢ao
5.2.2.

Demonstracao. Segue da Proposicao 5.2.2, usando o fato que X, Y, Z sao
tangentes a variedade M, N é normal a variedade M e v é a componente
normal de T, i.e., v = (T, N). O

Corolario 5.2.5 As equagoes de Gauss e Codazzi em Nil sdo

K =1v? —det(A) — i (5.16)

VxAY — VyAX — A([X,Y]) = v(Y A X)T, (5.17)

respectivamente, onde K é a curvatura Gaussiana de M e A : T'(T'M) —
I'(TM) é o operador de Weingarten associado a N.

Demonstra¢ao. Como a codimensao ¢ 1, as equagoes de Gauss (equagao
(4.25)) e Codazzi (equagao (4.26)) tornam-se

(R(X,YV)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + ((AX N AY)Z, W)

R(X,Y)N = VxAY — Vy AX — A([X,Y]),

respectivamente (cf. Exemplo 4.3.5). Dado z € M, fixemos uma base orto-
normal {X,Y} de T, M. De (5.14), temos (R(X,Y)X,Y) = v2 — 1. Além
disso, temos:

(RIX,Y)X,Y)=K e ((AXAAY)X,Y) = det(A),

obtendo, assim, a equagao (5.16). A equagao de Codazzi (5.17) segue dire-
tamente de (5.15). O
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5.2.3 Imersoes isométricas em Nil

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2, V sua
conexao de Levi-Civita, R o tensor de curvatura e K sua curvatura Gaus-
siana. Seja F = TM x R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de
uma métrica semi-Riemanniana ¢¥ e denotemos por V¥ uma conexao em E
compativel com ¢¥. Dado uma secio diferenciavel simétrica o do fibrado ve-
torial Ling(T'M; E), denotemos por g a métrica semi-Riemanniana no fibrado
E=TM & E dada pela soma direta ortogonal de g e g, e consideremos a
conexio V em E cujas componentes sao V, VE e a.

Sejam T € T'(TM) e v € C®(M) tais que ||T||?> + v? = 1. As equagoes
de compatibilidade para superficies no grupo de Heisenberg Lorentziano es-
tabelecidas na Se¢ao 5.2.2 sugerem a seguinte

Definigao 5.2.6 Dizemos que a terna (M, a, (T, 1/)) satisfaz as equagoes de
compatibilidade para (Nil, g) se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

(a) Para todo ¥ € M, existe uma isometria linear p, : R — Em, com
poler) = (T(x), v(w)), tal que:

Do © L0|pgl(TxM) = (V(T, 1/))30 op0|p0_1(TxM)’ (5.18)

onde L, : R} — R ¢ a aplicagdo linear definida por

Lo(e1) =0,
1
LO(€2) - _5637
1
Lo(e3) = 562

(b) Vale a equagao de Gauss:

K = 12 — det(A) — i (5.19)

onde A, : T,M — T,M ¢é definido por g(AX,Y) = ¢¥(a(X,Y),n), para
alguma se¢ao unitaria n de E.
(c) Vale a equagao de Codazzi:

VxAY — Vy AX — A([X,Y]) = v(X AY)T. (5.20)

Seguindo a notagao acima, temos o seguinte
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Teorema 5.2.7 Suponha que a terna (M, a, (T, 1/)) satisfaca as equagoes
de compatibilidade da Definicao 5.2.6. Entdao, para quaisquer xo, € M e
Yo € Nil, existem uma vizinhanga U de x5 em M e uma imersao isométrica
f U — Nil tal que o operador de Weingarten A de f em rela¢ao ao normal
N ¢ dado por

dfoAodf™t (5.21)
e tal que
E, =df(T)+ vN. (5.22)

Além disso, se M € conexa e simplesmente conexa, existe uma 1mMersao
isométrica global f : M — Nil satisfazendo (5.21) e (5.22).

~

Demonstrag¢ao. Denotando por € = (T,v) € T'(E), consideremos a G-
estrutura

P =FRY(E;ey,€)

em E, onde G = SO(R$;e1). A hipotese (4.28) do Teorema 4.5.2 significa,
neste caso, que

po Lo\pfl(TzM) = (66)96 ° p|p*1(TzM)7 (5.23)

para quaisquer x € M e p € P,. Como (M,a, (T, 1/)) satisfaz as equacoes
de compatibilidade, existe p, : R — T;Nil, com p,(e1) = €(z), tal que vale
(5.23). Segue, em particular, que p, € P. Por outro lado, todo referencial
p € P se escreve como p = po o g, para algum g € G. Representando

matricialmente

100 0 0 0
g=|0a b |, Li=[0 0 -% ],
0 b a 0 -3 0

com a®> — b = 1, um calculo simples mostra que go L, o0 g~ ' = L,. Assim,

1

poLoop tmm = poogoLoog opyt|rm =poo Loopy i

= (Vé)y,

mostrando que a condigao (5.23) vale, de fato, para todo p € ]31 Final-
mente, as equagoes de compatibilidade (5.19) e (5.20) claramente implicam
as equagoes (4.25) e (4.26), respectivamente. A versao global segue direta-
mente do Teorema 4.5.2, pois a métrica g de Nil é geodesicamente completa
(cf. Observagao 5.2.1). 0
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5.3 O grupo SLy(R)

5.3.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Lie SL2(R), cuja algebra de Lie sla(RR) consiste
das matrizes reais 2 x 2 de trago zero (cf. Exemplo 1.4.5). A forma de Killing,
definida em (1.14), na algebra de Lie sla(R) é dada por

1
9(X,)Y) = itr(XY), (5.24)
para quaisquer X,Y € sly(R) (ver [13, Segdo 4|). As matrizes

o) () (03 .

sao ortogonais e tém comprimentos iguais a 1, 1 e —1, respectivamente.
Assim, (5.24) é um produto escalar Lorentziano em sl3(R). Dado X €

sla(R), com
(3 %)
r3 —1

g(X7X> = .’IJ% +CC2.Z'3.

1,2, r3 € R, temos

Identificando a matriz X com o vetor (z1,72,23) € R3, a métrica (5.24)
pode ser escrita como
g = dz? + drydrs.

Além disso, as matrizes em (5.25) podem ser identificadas com os campos
vetoriais

0
T

0 0
*2 = 5y T e

0 0
K= g o

que constituem uma base ortonormal para sly(R), com
9(X1, X1) = g(X2, Xo) = —g(X3, X3) = 1.
Se V denota a conexdo de Levi-Civita da métrica (5.24), temos:

0 X3 X,
-X3 0 -Xi |, (5.26)
X2 X3 0

\Y
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onde o (i, j)-ésimo elemento da matriz (5.26) ¢ Vg, E; em relagao a base orto-
normal {X7, Xs, X3}. De fato, um célculo simples mostra que os colchetes
de Lie dos campos X1, X3, X3 sao dados por

[Xl,XQ] = 2)(37 [Xl,Xg] = 2X2 e [X27X3] = —2X1.
A matriz (5.26) segue agora da formula de Koszul.

Observagao 5.3.1 Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. A
condigao (??), que a forma de Killing (-,-) de g satisfaz, é equivalente a
(-,-) ser Ad(G)-invariante. Esse fato, por sua vez, é equivalente as geodési-
cas de G partindo de 1 € G serem os subgrupos a 1-parametro de G (ver |23,
Proposigao 11.9]). Segue, em particular, que o grupo G, munido da forma
de Killing, é geodesicamente completo.

Proposicao 5.3.2 O tensor de curvatura R de SLa(R) é dado por

R(X,Y)Z =—(XAY)Z, (5.27)

para quaisquer X,Y,Z € SLa(R), ou seja, SLy(R) tem curvatura seccional
constante igual a —1.

Demonstracio. Um calculo simples, usando as derivadas covariantes
(5.26), mostra que a igualdade (5.27) vale na algebra de Lie sl3(R). Como a
métrica em SLy(R) € obtida a partir da métrica da algebra de Lie sla(R) por
translagoes a esquerda, obtemos entdo a expressao (5.27). Note que, como a
forma de Killing (5.24) é bi-invariante, ja sabiamos que o tensor de curvatura
R ¢ dado por

R(X,Y)Z =[[X,Y], Z],
para quaisquer X,Y, Z € slp(R) (ver [23, Corolario 11.10]). O

Observacao 5.3.3 Como SLa(R) tem curvatura seccional constante, obte-
mos de imediato, pelo Exemplo 4.5.4, um teorema de imersao isométrica em
SL2(R). No entanto, usando a estrutura da algebra de Lie sl3(RR), podemos
definir uma G-estrutura P em SLa(R) tal que (SLa(R), V, P) seja infinitesi-
malmente homogénea, porém com a inner torsion nao-nula. Tal G-estrutura
é semelhante a G-estrutura considerada no grupo de Heisenberg.
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5.3.2 As equagoes de compatibilidade para superficies em

SLa(R)

Seja {e1,es,e3} a base canonica do espago de Minkowski R?, com e3
tipo-tempo. O conjunto

P = FRS(TSLy(R); e1, X1 ) (5.28)

¢ uma G-estrutura em SL2(R), onde G = SO(IRI, e1) (cf. Exemplo 3.2.5).
Como visto na Subsecdo 5.2.2, para todo p € P, existe um tnico g € G tal
que p = po o g, onde py € P & dado por py(e;) = X;, 1 <4 < 3. Assim,

pler) = Xi,
ple2) = aXo+bXj3,
p(eg) = bX9+ an,

com a,b € R tais que a® — b? =
Proposigao 5.3.4 (SLy(R),V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea.

Demonstracio. A igualdade (5.27) mostra que R é constante nos refe-
renciais que pertencem a G-estrutura (5.28). A condi¢do da inner torsion
segue de forma inteiramente analoga ao caso do grupo de Heisenberg. De
fato, neste caso temos:

3P(X) =Vx X,
para quaisquer x € SLy(R) e X € T,SLo(R). Finalmente, a condigao da
torcao é trivialmente satisfeita pois 7' = 0. a

Consideremos agora uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2,
FE = M x R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-
Riemanniana ¢¥ de indice 1, V¥ uma conexdao em E compativel com g
e a uma segao diferenciével simétrica de Ling(T'M; E). No fibrado vetorial
E=TM® £, con31deremos a meétrica seml—Rlemanmana g dada pela soma
direta ortogonal de g e g%, e V a conexdo em E cujas componentes sao V,
VE e a. Além disso, consideremos a G-estrutura

ﬁ:FRi(Ea 61,(T,I/))
onde T € T(TM) e v € C°*°(M) sdo tais ||T||?> +v* = 1.

Suponha a existéncia de uma imersao isométrica (f,.S) de M em SLa(R)
que preserva G-estrutura.
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Proposicao 5.3.5 As equagoes de Gauss e Codazzi em SLa(R) sao dadas
por

K = —det(A) — 1 (5.29)

VxAY — Vy AX = A([X,Y]), (5.30)

respectivamente, para quaisquer x € M e X,Y € T, M, onde K denota
a curvatura Gaussiana de M e A : T,M — T,M denota o operador de
Weingarten associado ao campo normal N.

Demonstragao. Segue diretamente de (5.27). 0

5.3.3 Imersoes isométricas em SLy(R)

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2, V sua
conexao de Levi-Civita, R o tensor de curvatura e K sua curvatura Gaus-
siana. Seja E = TM x R o fibrado vetorial trivial sobre M munido de
uma métrica semi-Riemanniana g¥ e denotemos por V¥ uma conexao em F
compativel com ¢¥. Dado uma secao diferenciavel simétrica a do fibrado ve-
torial Ling(T'M; E'), denotemos por g a métrica semi-Riemanniana no fibrado
E=TM & E dada pela soma direta ortogonal de g e g¥, e consideremos a
conexdo V em E cujas componentes sio V, V¥ e a.

Sejam T € T(TM) e v € C°°(M) tais que ||T||?> +v? = 1. Como no caso
Lorentziano, consideremos a seguinte

Definicao 5.3.6 Dizemos que a terna (M, a, (T, 1/)) satisfaz as equagoes de
compatibilidade para (SL2(R),7) se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(a) Para todo * € M, existe uma isometria linear p, : R — E,, com
poler) = (T'(z),v(x)), tal que:

Do © LO’pgl(TmM) = (V(T, V))x Opo‘pgl(TzM), (5.31)
onde L, : R — R3 é a aplicagao linear definida por
LO(el) = 07
1
LO(eQ) = _5637
Lo(es) =~
ol€3) = 262-

(b) Valem as equagoes de Gauss e Codazzi dadas em (5.29) e (5.30), respec-
tivamente.
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Seguindo a notagao acima, temos o seguinte

Teorema 5.3.7 Suponha que a terna (M, a, (T, 1/)) satisfaca as equagoes de
compatibilidade da Defini¢ao 5.3.6. Entdo, para quaisquer xo, € M e y, €
SL2(R), existem wma vizinhanga U de x, em M e uma imersao isométrica
f U — SLa(R) tal que o operador de Weingarten A de f em relagao ao
normal N € dado por

dfoAodf™t (5.32)
e tal que
Ey =df(T) +vN. (5.33)

Além disso, se M € conexa e simplesmente conexra, existe uma mersao
isométrica global f : M — SLa(R) satisfazendo (5.32) e (5.33).

Demonstracdo. A prova é inteiramente anéloga & demonstragao do Teo-
rema 5.2.7. O

5.4 O grupo Sol

5.4.1 Preliminares

Consideremos o grupo de Lie Sol, cuja algebra de Lie sol é gerada pelos
campos invariantes a esquerda T, X, Z que satisfazem

T,X]=X, [T.Z]=-Z e [X,Z]=0

(cf. Exemplo 1.4.9). Denotemos por g a métrica Lorentziana invariante a
esquerda em Sol considerada na classificagao das 3-variedades Lorentzianas.
Mais precisamente, g é definida na algebra de Lie sol exigindo-se que T e
X sao isotropicos, Z ¢é ortogonal ao plano gerado por T e X, e g(T,X) =
§(Z,7Z) = 1. Isso de fato define g e, matricialmente, g ¢ dada por

010
g=[10 0. (5.34)
00 1

Por outro lado, a algebra de Lie nil do grupo de Heisenberg Nil é gerada
pelos campos invariantes a esquerda X, Z, Y, cujos colchetes de Lie sao dados
por

YV, Z]=X e [X,)Y]=[X,Z]=0
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(cf. Exemplo 1.4.8). Denotemos por a a algebra de Lie de dimensao 1 gerada
pelo campo T'. Consideremos uma representagao

o a— gl(nil) (5.35)

de a em nil, onde o(7T') é definido sobre a base {X, Z,Y'} de nil por:

1 0 0
o(T)=adp=| 0 -1 1 |, (5.36)
0 0 2

e estendendo por linearidade. De (5.36), temos
[T,Y] = Z +2Y.

Mostremos que (W) é uma derivagao de nil para todo W € a. Para isso,
basta mostrar que o(7") é uma derivagao de nil. Dados Wy, Wj € nil, temos:

Wi=aX+wZ+a3Y e We=p1 X+ 322+ [3Y.
Tomando o produto com T, obtemos:

(T, W], W] = [[T,onX + aoZ + azY], W]
= [alX—CVQZ+Oé3(Z+2Y)aﬂ1X+/322+ﬁ3Y]
= (a2f3 — a3fs + 2a302) X,

(W, [T, Wa]] = [Wh,[T, 51X + B2Z + 3Y]]
= [Ole + oo Z + 043}/7 BIX - ﬁ2Z + ﬁB(Z + 2Y)]
= (20203 — azf2 + azf3) X

([T, Wh], Wa] + WA, [T, Wa]] = (asfz — azf3)X
= o(T)([W1, Wa]),

como queriamos. Podemos, assim, formar o produto semi-direto
nil x a (5.37)

relativo a representagao (5.35) (cf. Exemplo 1.2.7). Pelo Lema 1.3.3, existe
um tnico homomorfismo de grupos de Lie

p: R — Aut(Nil) (5.38)
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tal que o produto semi-direto?
K =Nil x R, (5.39)

relativo ao homomorfismo (5.38), é o produto semi-direto associado com a
algebra de Lie (5.37). Assim, pelo Lema 1.3.2, nil x a é isomorfa a algebra
de Lie do produto semi-direto (5.39).

Consideremos agora o subgrupo a l-parametro H = {exp(tY)} de Nil.
Como Nil é um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo, H é fechado
em Nil (cf. Teorema 1.3.8) e, portanto, H é fechado em K. Assim, podemos
considerar o espago homogéneo K /H. Por outro lado, o grupo Sol é o produto
semi-direto

Sol = A xR,

onde A é o grupo de Lie cuja algebra de Lie é gerada pelos campos X, Z.
Como A é um subgrupo de Nil, segue que Sol é um subgrupo de K. Portanto,
a acdo canodnica de K sobre K/H se restringe a a¢ao

Sol x K/H — K/H. (5.40)

Teorema 5.4.1 A agao (5.40) é por isometrias. Mais precisamente, a mé-
trica Lorentziana Sol-invariante considerada em K/H é a métrica g dada em
(5.34).

Demonstragao. O primeiro passo é provar que a agao (5.40) é livre e
transitiva. Mostremos inicialmente que Sol - H = K. Sejam entao (g,t) €
AxReheH. Temos:

(g.t) - (h,0) = (g- pe(R), 1) € Nil x R, (5.41)

onde p é o homomorfismo dado em (5.38). Determinemos o valor p;(h),
comt € Reh € H. Consideremos o homomorfismo de grupos de Lie
7 : R — Aut(nil), definido por

T(t) =T = dpt(l) € Aut(ni[),

para todo t € R (cf. Subsegao 1.3.1). Denotemos por o a diferencial de 7 no
elemento identidade 1 € R. Temos:

o(t) =dr(1)(t) = —,

3 Aqui, estamos identificando, canonicamente, a algebra de Lie de R com a algebra de
Lie a gerada pelo campo T'.
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para todo t € R. Assim,

T = gadT.

Dado h € H, tem-se h = rY, para algum r € R. Entao, usando (1.23),
temos:

2
pe(h) = pt(exp(T‘Y)) = exp (Tt(’I“Y)) = exp (%adT(Y))

=exp (¢(Z 4+ 2Y)) = exp(cZ) -exp(2¢Y) € A- H,

(5.42)

onde ¢ = t%’" Mostremos agora que o produto g - pi(h) é, de fato, Nil.

Consideremos as representagoes matriciais de A e H dadas por

1 0 =z 1 = 0
A= 01 y e H=]10 1 0 |,
0 0 1 0 0 1
com z,y,z € R. Entao, usando (5.42), temos:
1 0 z 1 0 O 1 = O
g-p(h) = [0 1y 01 Ly 010
0 0 1 00 1 0 0 1
1 0 z 1 « 0
= |01 Sz+y 010
0 0 1 0 0 1
1 =z z
= 0 1 %:}H—y
0 0 1

A ultima igualdade acima mostra que o produto g - p¢(h) gera o grupo todo
Nil. Mais precisamente, dado (a, b, c¢) € Nil, basta tomar g = aX +c¢Z € Ae
h= a(l — %)Y € H. Portanto, mostramos que Sol- H = K. Para provar que
a agao (5.40) é transitiva, sejam g1 H, goH € K/H. Temos que g1 = s1hy e
go = Sohg, com s; € Sol e h; € H, i =1,2. Tomando s = 528f1 € Sol, segue
que s-g1H = goH. Para mostrar que a acao (5.40) é livre, consideremos um
ponto arbitrario gH € K/H. O subgrupo de isotropia de Sol em gH ¢é dado
por
Solyg = Sol M H.

Como H é fechado em K, a intersecao Sol N H é fechada em Sol e, assim,
Sol N H é fechado em K. Portanto, Sol N H é um subgrupo de Lie de K.
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Sua algebra de Lie é dada por
{X :exp(tX) € SolNH, t € R} =solNh={1},

o que mostra que SolN H é discreto. Por outro lado, como K é simplesmente
conexo e H é conexo, a sequéncia exata

m1(K) m(K/H) —*— m(H)

implica que K/H é simplesmente conexo. Além disso, como Sol é conexo, a
sequéncia exata

m1(Sol/Sol N H) —2—~ mo(Sol N H) —%— 79(Sol)

implica que Sol N H ¢ conexo, pois Sol/Sol N H ~ K/H é simplesmente
conexo. Concluimos, portanto, que o subgrupo de isotropia SolNH é discreto
e conexo, portanto é trivial. Isso mostra que a acao (5.40) é livre. Disso
decorre entao que a aplicagao Bg 5, definida em (1.44), é um difeomorfismo
entre Sol e K/H. Mostremos agora que a métrica g, definida em (5.34),
é Sol-invariante. Pelo Corolario 1.6.6, a métrica g ¢ Ad(H)-ivariante se, e
somente se,

g(Ady X, Z) +g(X,Ady Z) = 0. (5.43)
Matricialmente, a igualdade (5.43) é equivalente a
g-Ady = —Ad 3.
De (5.36), temos

- 0 00

Ady=[ 0 01

-1 .0 0

Assim,
- 010 0 00 0 0 1
g-Ady = [1 00 001 |=(0 00
001 -1 .0 0 -1 0 0
0 0 1 010 -
= [0 0 o0 100 |=-Ady- g
0 -1 0 001

Portanto, pelo Coroléario 1.6.6, a matriz g, definida em todo o espago K/H
por translacoes & esquerda, é Sol-invariante. O
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Corolario 5.4.2 dim(Iso(Sol)) = 4.
Demonstracao. Consideremos o homomorfismo de grupos de Lie
¢: K —Iso(K/H)

definido por B
¢(9)=Ly: K/H — K/H,

para todo g € K. O ntcleo de ¢ é o subgrupo normal fechado de K dado
por

ker ¢ = ﬂ gHg .
geK

Note que ker ¢ € um subgrupo de H. Como H é conexo e dim(H) = 1, segue
que ker ¢ = H ou ker ¢ é discreto. Se ker¢p = H entao H é normal em K.
Mas isso nao ocorre pois a algebra de Lie i de H ndo é um ideal em €. Assim,
ker ¢ é um subgrupo discreto de K e, consequentemente, dim(ker¢) = 0.
Portanto, o isomorfismo

K/ker ¢ ~ ¢(K)

implica que dim(Iso(K/H)) > 4, pois dim(K) = 4. Como a métrica g ndo é
de curvatura seccinal constante, o Lema 5.1.2 implica que dim(Iso(K/H)) =
4. Como Sol e K/H estao identificados, através da métrica g, segue a afir-
magao. O

A partir de agora, consideremos o grupo de Lie Sol identificado com a
variedade Lorentziana K/H, como no Teorema 5.4.1. O subespago m gerado
pelos campos vetoriais T, X, Z é um subespago de £ complementar a b, i.e.,
t = h & m. Note que os campos vetoriais T, X, Z geram a algebra de Lie do
grupo Sol, logo [m,m] C m. Assim, identificaremos canonicamente o espago
tangente Thy(K/H) com o subespago m. Denotaremos também por g a
métrica Lorentziana em K/H que, em m, coincide com a métrica (5.34).

Denotemos por V a conexao de Levi-Civita de (K/H,g) e consideremos
a aplicacao linear A : m — gl(m) correspondente a V, dada pelo Lema 2.6.2.
De (2.69), segue que A é dada por:
1
XY, 2) = L((X, Y], 2) ~ (X, 2)Y) ~ (.2, X)), (549
para quaisquer X,Y,Z € m. Denotando por R o tensor de curvatura de V,
temos a seguinte:
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Proposicao 5.4.3 Para quaisquer X,Y € m, temos:
Rip(X,Y) = [MX), MY)] = M([X,Y]) € gl(m).

Demonstracao. Segue diretamente da Proposigao 2.6.5, lembrando que
[m,m] C m. O
5.4.2 Imersoes isométricas no grupo Sol

Seguindo a notacdo da Secdo 3.4, consideremos a G-estrutura P em
FRO(T(K/H)) dada por:

P={dL,(1H): g€ K}, (5.45)
onde e
G =Ad(H) C O(m).
Mais precisamente, G é o subgrupo de Lie de O(m) dado por:

G ={dL,(1H):h € H}.
Denotando por V a conexao de Levi-Civita de (K/H,g), temos a seguinte:
Proposigao 5.4.4 A terna (K/H,V, P) ¢ infinitesimalmente homogénea.

Demonstracao. Isso é uma consequéncia direta do Lema 4.4.6 pois, neste
caso, a terna (K/H,V, P) é G-homogénea. De forma mais explicita, o tensor
de curvatura R e a inner torsion 37 da G-estrutura (5.45) sio dados por

Rip(X,Y) = [MX),\(Y)] = M([X,Y])

3(X) = (g0 A)(X),

para quaisquer X,Y € m (cf. Proposigdo 5.4.3 e Proposigdo 3.4.1), onde A é
dada por (5.44) e q: gl(m) — gl(m)/ad(h) denota a aplica¢do quociente. O

Consideremos agora os seguintes objetos: uma variedade Riemanniana
(M, g) de dimensao 2, V a conexao de Levi-Civita de (M, g), E=TM xR o
fibrado vetorial trivial sobre M munido de uma métrica semi-Riemanniana
g% e denotemos por V¥ uma conexdo em E compativel com ¢¥. Dado uma
secdo diferencidvel simétrica a do fibrado vetorial Liny(T'M; E), denotemos
por g a métrica semi-Riemanniana no fibrado £ = TM @ E dada pela soma
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direta ortogonal de g e ¢¥, e consideremos a conexao VemE cujas compo-
nentes sio V, VZ e a. Além disso, fixemos pg € FROm(E) e consideremos a
G-estrutura R

P=po-G={poog:g9€G}

Mais precisamente, P é dada por:

P ={pyodL,(1H): h € H}.

Com a notagao fixada acima, temos o seguinte:

Teorema 5.4.5 Suponhamos que, para todo x € M, e para toda aplicagdo
o E — m que preserva G-estrutura, valem as sequintes condigoes:

(a) R, ¢ _o-relacionado com Riy, onde R denota o tensor de curvatura da
conexao V

(b) O seguinte diagrama comuta:

T, M d m (5.46)

Jfl lqo)\

0l(Ex) /g —— > ol(m)/ad(h)

onde 32 denota a inner torsion da G-estrutura P. Entao, para quaisquer
20 € M eyo € K/H, e para toda aplicacio linear oq : Eyy — Ty, (K/H) que
preserva G-estrutura, existe uma imersao isométrica (f,S), cujo dominio é
uma vizinhanga de xoy em M, tal que f(xo) = yo e dfz, ® Szy = 00.

Demonstragao. A condig¢ao (a) claramente implica as equagoes (4.25)
e (4.26), e a comutatividade do diagrama (5.46) implica a condi¢ao (4.28).
Assim, a conclusao segue do Teorema 4.5.2 O



Capitulo 6

Rigidez Isométrica

6.1 Introdugao

Sejam M™, M variedades Riemannianas. Duas imersdes isométricas
f,g: M — M sdo chamadas congruentes se existe uma isometria o : M — M
tal que g = oo f. Dizemos que uma imersdo isométrica f : M — M é rigida
se f é congruente com qualquer outra imersao isométrica.

O primeiro resultado importante em rigidez isométrica é um teorema

de Allendoerfer (ver [1]), que garante rigidez local no caso em que M &

iedade Ri iana d t ional tante Q"+*. Mai

uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante Q7". Mais
precisamente,

Teorema 6.1.1 Seja f : M™ — Q7" uma imersdo isométrica, com n > 3,
tal que o namero tipo 7 de f satisfaz 7¢(x) > 3, para todo = € M. Entao,
f é rigida.

Uma prova do Teorema 6.1.1, fazendo uso da teoria de formas bilineares
flat, pode ser encontrada em [7]. Este resultado generaliza um resultado
classico de Beez-Killing para hipersuperficies (ver, por exemplo, [18], [29]).
Uma prova do Teorema 6.1.1, para o caso de hipersuperficies, fazendo uso
da teoria de formas diferenciais é devido a E. Cartan.

Outros resultados em rigidez isométrica podem ser considerados quando
a subvariedade satisfaz condi¢coes mais fortes, como compacidade, comple-
tude, curvatura média constante, fibrado normal flat, dentre outras (ver, por
exemplo, [2], [5], [8])-

O objetivo deste Capitulo é provar um teorema semelhante ao Teorema
6.1.1 para o caso de imersoes isométricas que preservam G-estrutura. Mais
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precisamente, para o caso de hipersuperficies em variedades semi-Rieman-
nianas G-homogéneas.

6.2 G-rigidez isométrica

Fixemos os seguintes objetos: uma variedade semi-Riemanniana (M™", g)
de indice r, uma variedade semi-Riemanniana (MnJrk,g) de indice 7, um
fibrado vetorial E sobre M, com rank(F) = k, munido de uma métrica
semi-Riemanniana g% de indice s, onde ¥ = r + 5. Seja G’ um subgrupo de

Lie de O7(n+k) e consideremos G-estruturas P C FR°(E) e P C FRO(TM).

Definigao 6.2.1 Sejam (f!,S'), (f%,5?) imersdes isométricas de M em
M que preservam G-estrutura. Dizemos que (f!,S') e (f2,5%) sio G-
congruentes se existe uma isometria o : M — M que preserva G-estrutura
tal que

fP=oofl e S*= j:ola|TMle oSt (6.1)

Definigao 6.2.2 Dizemos que uma imersao isométrica (f,S) que preserva
G-estrutura é G-rigida se (f,S) é G-congruente com qualquer outra imersao
isométrica que preserva G-estrutura.

O Lema seguinte é consequéncia da unicidade do Teorema 4.5.2, para o
caso em que as imersoes isométricas tém os mesmos dados prescritos.

Lema 6.2.3 Sejam (f!,S'), (f?,52) imersdes isométricas que preservam
G-estrutura com os mesmos dados prescritos V¥ e a (cf. Definicdo 4.3.1).
Se, além disso, (M, V, P) é G-homogénea entao (f,S') e (f2,5?) sio G-

congruentes.

Demonstragio. Dado zo € M, sejam y1 = f'(z0) e y2 = f2(x0). A
aplicagdo linear oy : T,, M — T,,M, dada por oy = L%O o (Lflco)*l, ¢ um
isomorfismo linear que preserva G-estrutura. Assim, como M é globalmente
homogénea, existe uma isometria o : M — M que preserva G-estrutura tal
que o(y1) = yo e do,, = 0p. Consideremos o par (f, S), onde

f=ocofl e §:d0'|TMfL1 oSt

Mostremos que (f,.S) ¢ uma imersao isométrica que preserva G-estrutura
com os mesmos dados prescritos V| «a, ¢gP. Claramente a segunda forma
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fundamental of da imersdo isométrica f é dada por of = dU|TML1 o afl,
f

onde o’ & a segunda forma fundamental de f'. O fato de o : M — M ser
uma isometria garante que S : F — TM Cﬁj P é uma isometria de fibrados

vetoriais. Como S' preserva conexao e segunda forma fundamental, temos:

S(a(X,Y)) = da|TMf¢1(a(X,Y)):da|TMfL1(afl(X,Y))

= of(X,Y)

g(vfff) = d‘7|:er}1 (Sl (V)E(E)) = d"‘TMfi1 (Vflxsl(e))
= violeg(e)’

para quaisquer X,Y € I'(T'M) e € € T'(FE), onde Viofl denota a conexao

normal em TMijfl. Finalmente, o isomorfismo L : E - TM, dado por

L=d fao S , preserva G-estrutura, pois ¢ a composta de isomorfismos que
preservam G-estrutura. Portanto, os pares (f2,5%) e ( 1, S) sao imersoes
isométricas que preservam G-estrutura com os mesmos dados prescritos vE ,
Q, gE . Por construcao, é facil ver que, no ponto xg, temos

FAxo) = f(zo), df2 =dfs, e S2 =S
Assim, pelo Teorema 4.5.2, concluimos que f2 = f e §2 = g, ou seja,
fP=goft e $2=dolryy o5,

como queriamos. O

6.3 G-rigidez isométrica de hipersuperficies

Passaremos agora a considerar o caso em que dim(M) =n + 1.

Lema 6.3.1 Quando rank(E) = 1, existe uma tnica conexdo V¥ em E
compativel com a métrica gE .

Demonstragio. Sejam V', V2 conexdes em E compativeis com ¢g¥. Fi-
xado X € I'(T'M), consideremos a aplicagao

D(X):T(E) — I(E) (6.2)
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definida por
D(X)e = Ve — Ve, (6.3)

para todo € € I'(E). Claramente D(X) é C>°(M )-linear. Além disso, D(X)

é anti-simétrica pois, para quaisquer €1, €2 € I'(E), temos:

g” (D(X)el, 62) = 4* (V}(q — Ve, 62)
= Xg%(e1,e2) — g% (e1, Vixea) — XgP(e1,e2) + g% (e1, Vieo)
= —g¢P(e1, D(X)er).

Agora, como rank(E) = 1, o fato de D(X) ser anti-simétrica implica D(X) =

0, ou seja, Vie = Ve, para todo € € I'(E). Como X ¢é arbitrario, segue
que V! = V2. O

. . ~ . L. —n+1
Seja (f,S) uma imersao isométrica de M™ em M que preserva G-
estrutura. Fixado um campo normal unitario (local) N, temos o operador

de Weingarten
A:T(TM) —-T(TM)

associado. Neste caso, a equagao de Gauss pode ser escrita como:
T (Rp (X,Y)Z) = (AX NAY)Z + Ro(X,Y)Z, (6.4)
para quaisquer z € M e X, Y, Z € T, M (cf. Exemplo 4.3.5).

Lema 6.3.2 Seja x € M tal que rank(A4,) > 2. Entao ker(4,) = T,(z),
onde

To(z) ={X € T,M : Ry (X,Y) = Ry(X,Y), ¥V Y € T, M}.

Demonstragao. A inclusao ker(A,) C To(x) segue diretamente de (6.4).
Reciprocamente, seja X € To(x). Como rank(A;) > 2, existe Y € T, M
tal que AY # 0 e (AX,AY) = 0. Como X € Ty(z) temos AX AN AY = 0.

Assim,
0=(AX NAY)AX = (AX, AX)AY — (AY, AX)AX.

Isso implica que (AX, AX) = 0 e, portanto, AX = 0, mostrando a inclusao
To(x) C ker(Ay). O
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Lema 6.3.3 Sejam (f!,S'), (f2,5?) imersoes isométricas que preservam
G-estrutura. Se rank(Al) > 3, para todo z € M, entdao Al = +A2.

Demonstragio. Mostremos inicialmente que ker(AL) = ker(A2), para
todo x € M. Para isso, suponha que exista € M com rank(42) < 1.
Isso implica que A%2X A A%Y = 0, para quaisquer X,Y € T, M e, portanto,
dim(T,(z)) = n, contradizendo o fato de que rank(AL) > 3. Logo, devemos
ter rank(A2) > 2, para todo # € M. Pelo Lema 6.3.2, temos:

ker(A2) = T,(z) = ker(AL), (6.5)

para todo x € M. Mostremos agora que, para quaisquer x € M e X € T, M,
os vetores A'X, A%2X sdo linearmente dependentes. De fato, suponha que
exista X € T, M tal que A'X, A%2X sdo linearmente independentes. Como
rank(AL) > 3, segue que Im(AL) ¢ span{A'X, A2X}. Assim, existe Y €
T, M tal que os vetores A' X, A'Y, A%2X sao linearmente independentes, ou
seja, ALXANAYY AA2X # 0. Por outro lado, de (6.5) temos que A* XAA'Y =
A2X N A%Y, pois o valor

Rp (X,Y) — Ry(X,Y)

nao depende da imersdo isométrica. Assim, A2X A A%2Y A A2X £ 0, o
que é uma contradigdo. Assim, para cada X € T, M, existe uma constante
c = ¢(X) tal que A'X = cA?X. Agora, dados X1, Xy € T, M, existem
constantes cy, c2, c3 tais que:

Ale = 01A2X1,
A1X2 = CQAQXQ,
Al(Xl +X2) = 63A2(X1+X2).

Temos, entao:
(01 — 03)A2X1 + (CQ — 63>A2X2 =0.

Como A2 ¢é injetora em (T,(z))*, segue que ¢; = co = c3, para X1, Xo €
(T,(x))*. Claramente esta equagdo também vale para X1, Xo € Tp(z). As-
sim, A' X = cA%X para alguma constante ¢ independente de X. Finalmente,
como

AYX NAYY = 2A%X A A?Y,

temos ¢ = +1. Isso mostra que A' = £ A2, O
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Corolario 6.3.4 Sejam (f!,S1), (f2?,59?) imersoes isométricas que preser-
vam G-estrutura tal que rank(AL) > 3, para todo z € M. Suponha, além
disso, que M é conexa e orientdvel. Entao, escolhendo apropriadamente os
campos normais unitarios para f! e f2, temos A = A2,

Demonstra¢ao. Sejam Ni e No campos normais unitirios globalmente
definidos em M para f! e f2, respectivamente. Denotemos por M T (resp.
M ™) o conjunto dos pontos z € M para os quais A! = A? (resp. A! = —A?).
Pelo Lema 6.3.3, M ¢é uniao disjunta de M™ e M~. Além disso, M e M~
sao ambos abertos e fechados em M. Como M é conexa temos M = M™ ou
M = M~. Se M = M™* o Corolario estd provado. Se M = M~ trocamos
Ny por —No. O

Teorema 6.3.5 Seja (f,S) uma imersio isométrica de M™ em M que pre-
serva G-estrutura tal que rank(A,) > 3, para todo x € M. Suponha, além
disso, que M ¢é conexa e orientavel, e (M,V,P) é G-homogénea. Entao

(f,S) é G-rigida.

Demonstragio. Denotemos por (f1,S') = (f,5) e seja (f2,5%) outra
imersao isométrica que preserva G-estrutura. Fixemos campos normais uni-
tarios N1, Na, globalmente definidos em M, para f! e f2, respectivamente.
Definimos um isomorfismo de fibrados vetoriais T : TM4 — TM Jfg, dado
por

T=25%0(SH™1
Mais precisamente, T' é uma isometria de fibrados vetoriais. Por outro lado,
como rank(AL) > 3, para todo z € M, segue do Lema 6.3.3 que A! = +£A2.
Isso implica que ol =To afl, onde I : TM#% — TM]%2 é uma isometria
de fibrados vetoriais. Como rank(TMfLi) =1,7=1,2, segue que [ = +T.
Analisemos, entao, os seguintes casos:
Caso 1. Se I =T, temos o seguinte diagrama:

TM x TM TMp E (6.6)
lld iT lld
2 S2 —1
TM x TM of TMz &Y E
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A comutatividade do quadrado & direita em (6.6) implica que a! = o2, Por-

tanto, (f1,S1) e (f2, S?) sdo imersdes isométricas que preservam G-estrutura
com os mesmos dados prescritos VE, a, g%, onde o = o' = o®. Assim, pelo
Lema 6.2.3, existe uma isometria que preserva G-estrutura o : M — M tal
que f2=0cofleS? = da\TMle o St ou seja, (f,S9) é G-rigida.

Caso 2. Suponha I = —T. Pelo diagrama (6.6), concluimos que a! = —a?.

Consideremos a imersao isométrica que preserva G-estrutura (f*, §1), onde
Sl = —S1. E facil ver que os dados prescritos de (f!, 51) sao VE, —al, gF
que, por sua vez, sdo os mesmos dados prescritos de (f2,5?). Portando, pelo
Lema 6.2.3, existe uma isometria que preserva G-estrutura o : M — M tal
que f2=0o0fleS? = —da]TMle oS!, provando também, neste caso, que

(f,S) é G-rigida. O

Veremos a seguir o problema de rigidez isométrica em casos particulares,
onde se conhece, explicitamente, a G-estrutura considerada.

6.4 (-rigidez isométrica de hipersuperficies em pro-
dutos )7 x R e em 3-variedades

Em alguns casos, o Teorema 6.3.5 pode ser obtido sem a hipétese de que
rank(AL) > 3, para todo x € M. Isso é um fato que depende da escolha das
G-estruturas consideradas em E e M, e do proéprio ambiente M considerado.

Antes de exemplificar tais situagoes, faremos algumas consideragoes. Se-
jam (f1,S1), (f2,5?) imersdes isométricas que preservam G-estrutura. De-
notemos por V a conexao de Levi-Civita de (M,g) e V¥ a tinica conexdo
em F que é compativel com g¥. Se Vi denota a conexdo em E cujas com-
ponentes sao V, VF ol i =1,2, temos:

Vi(Y,n) = VxY —nA'X + VEn + a/(X,Y),

para quaisquer X,Y € I'(T'M), n € I'(E) e i=1,2 (cf. (4.2)). Fixado X €
I'(TM), consideremos a aplicagao linear:

D(X):T(E) — I(E)
definida por R R
D(X) = Ve — Ve,
para todo € € I‘(E’) Dados Y € I'(TM) e n € I'(E), temos:
D(X)Y = oaY(X,Y)-ad%(X,Y),
D(X)n = n(A’X —A'X).
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Assim,
DX)(Y,n) = (n(A*X — A'X),a!(X,Y) - o*(X,Y)), (6.7)
para quaisquer Y € I'(TM) e n € T'(E).

6.4.1 G-rigidez isométrica de hipersuperficies em Q! x R

Consideremos o caso em que M = Q" x R é o produto ortogonal de uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante )7 por R. Neste
caso, a G-estrutura P C FR°(FE) é dada por

ﬁ = FRO(E7 €n+1, (Ta V))’

onde {e1,...,e 11} denota a base canénica de R"™, T € T'(TM) e v €
C% (M) sao tais que |T||> + 12 =1e G ~ O(n) x O(1) (cf. Exemplo 4.5.6).

Considerando a G-estrutura P em M, como no Exemplo 4.5.6, temos o
seguinte:

Teorema 6.4.1 Seja (f,S) uma imersao isométrica de M em Q7 x R que
preserva G-estrutura. Se o conjunto {x € M : v(z) # 0} € denso em M,
entao (f,S) € G-rigida.

Demonstracio. Seja (f?,S5%) outra imersdo isométrica que preserva G-
estrutura. Denotemos (f!,S1) = (f,5) e seja F o subfibrado vetorial de F
gerado pelo par (T,v). A hipétese de que a derivada covariante V* de se¢oes
de F sao secoes de F', i = 1,2, implica que

Vi (T, v) e T(F), i=1,2,
ou seja, N
V& (T,v)=¢:i(T,v), i=1,2,
onde ¢ € C*°(M). Como ||(T,v)| =1 segue que ¢; =0, i = 1,2. Assim, de
(6.7), obtemos
D(X)(T,v)=0
e, como consequéncia,
v(A2X — A'X) =0,
para todo X € I'(T'M). Como o conjunto dos pontos z € M tal que v(x) # 0
é denso em M, concluimos que
AlX = A%X,

para todo X € T'(TM). Isso implica que a' = +a? e, pelo Lema 6.2.3,
concluimos que (f!,S%) e (f?,5?) sio G-congruentes. Portanto, (f,S) é
G-rigida. O
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6.4.2 (G-rigidez isométrica de superficies em 3-variedades

Consideremos o caso em que M é uma variedade Riemanniana homogénea
orientavel de dimensao 3, cujo grupo de isometrias tem dimensao 4. Neste
caso, a G-estrutura P de E é dada por:

P =FRS (E;ey, (T,v)),

onde {ey,...,e3} denota a base canénica de R?, T' € T'(TM) e v € C®(M)
sao tais que ||T]|2 +v% =1e G = SO(3;e1) ~ SO(2) (cf. Exemplo 4.5.8).

Considerando a G-estrutura P em M, como no Exemplo 4.5.8, temos o
seguinte:

Teorema 6.4.2 Seja (f,S) uma imersao isométrica de M em M que pre-
serva G-estrutura. Se o conjunto {x € M : v(x) # 0} é denso em M, entdo

(f,S) é G-rigida.

Demonstragdo. Denotemos por (f1,S') = (f,5). A inner torsion 3P da
G-estrutura P é dada por

3P(x) = V(T v), (6.8)

para quaisquer x € M e X € T, M (cf. Exemplo 3.3.12). Se (f2,5?) ¢ outra
imersao isométrica que preserva G-estrutura, temos:

3P (x) = Vi (1), (6.9)

para quaisquer z € M e X € T, M. De (6.8) e (6.9), segue que D(X)(T,v) =
0 e, portanto,

v(A’X — A'X) =0,
para todo X € T'(TM). Como o conjunto dos pontos x € M tais que
v(xz) # 0 é denso em M, concluimos que

AX = A%X,

para todo X € T'(TM). Isso implica que a! = +a? e, pelo Lema 6.2.3,
concluimos que (f!,S') e (f?,5?%) sao G-congruentes. Portanto, (f,S) é
G-rigida. a

Observacao 6.4.3 O Teorema 6.4.2 também vale no caso em que M é o
grupo de Heisenberg Lorentziano. De fato, a G-estrutura P considerada é a
mesma. Assim, podemos concluir que toda imersao isométrica (f,S) de M
em Nil que preserva G-estrutura é G-rigida.
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