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Resumo

Examinamos os efeitos do campo magnético do vacuo (térmico e de ponto-
zero) sobre um solenéide macroscdpico de um circuito elétrico. Concluimos
que existem flutuacoes de tensao e corrente no circuito associadas a acao
do campo magnético flutuante nas espiras do solendide. Este efeito foi de-
nominado ruido radiativo. O primeiro calculo publicado utiliza o teorema
flutuagao-dissipagao para mostrar a possibilidade de existéncia do ruido ra-
diativo. A demonstragdo do ruido radiativo em circuitos com induténcia foi
feita por nés através de um célculo detalhado do vetor de Poynting dos cam-
pos em torno do solendide. Apresentamos também diversos efeitos devidos a
interagao entre o solendide macroscdpico e um dipolo elétrico microscépico,
intermediada pelos campos eletromagnéticos do vacuo. Os calculos foram
realizados no ambito da Eletrodindmica Estocastica, uma teoria baseada
no Eletromagnetismo Classico, na Mecanica Relativistica e na hipétese de
existéncia real do campo eletromagnético de ponto-zero cldssico. Alguns
desenvolvimentos bésicos dessa teoria sao apresentados. Além disso apre-
sentamos a. descricao detalhada das flutuacoes térmicas e de ponto-zero da
tensao e da corrente em circuitos elétricos, conhecidas como ruido de Nyquist,
visando uma melhor compreensao do estudo do ruido radiativo, previsao ori-
ginal desta dissertagao.



Abstract

We analyze the feffects of the vacuum magnetic field (thermal and zero-point)
on a macroscopic solenoid of an electric circuit. We conclude that there are
voltage and current fluctuations associated to the action of the fluctuating
magnetic field on the solenoid coils. This effect was denominated radiative
noise. In the first published calculation, the fluctuation-dissipation theorem
was used to show the possibility of existence of the radiative noise. The
proof of the radiative noise in circuits with inductance has been done by us
through the detailed calculation of the Poynting vector around the solenoid.
We also present some effects due to the interaction between the macroscopic
solenoid and a microscopic electric dipole, intermediated by the vacuum elec-
tromagnetic fields. The calculations were performed within the realm of the
Stochastic Electrodynamics formalism. This theory is based on the Classi-
cal Electromagnetism, the Relativistic Mechanics and the hypothesis of real
existence of the classical zero-point electromagnetic field. We show some of
the basic results of the Stochastic Electrodynamics approach. Moreover, we
introduce a description of the thermal and the zero-point voltage and current
fluctuations in electric circuits, the well known Nyquist noise, aiming to achi-
eve a better comprehension of the radiative noise effects, original prediction
of this report.
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Capitulo 1

Introducao

O trabalho tedrico nas ciéncias fisicas s6 pode existir e desenvolver-se através
da comparacdo com a evidéncia experimental. Ndo hé divida de que o su-
cesso de uma teoria fisica deve-se ao grau de detalhamento e acordo com
os fatos experimentais. Para tal é necessario que a teoria nos dé uma com-
preensao unificadora dos fenémenos, de modo que seja possivel um vinculo
entre os conceitos teéricos e os fatos objetivos. A partir desse aspecto, em-
bora a Mecénica Quantica e, consequentemente, a Eletrodindmica Quantica
sejam as teorias fisicas mais bem verificadas experimentalmente, as varias
interpretacoes que essas teorias possibilitam bem como suas incongruéncias
com o mundo cldssico, mostram que existem alguns elementos obscuros que
precisam ser esclarecidos.

Diversos autores fizeram varias tentativas para resolver essas questoes,
dentre eles podemos citar Einstein, Planck e muitos outros. A partir de
alguns desses trabalhos pioneiros, foi desenvolvida em meados do século pas-
sado uma nova teoria, chamada de Eletrodindmica Estocastica, que poderia
tornar-se uma opg¢ao paralela as teorias quanticas.

No Eletromagnetismo Cléssico, as solugoes das equacoes de Maxwell para
o vécuo, sem fontes e ondas eletromagnéticas, sao ajustadas, por condigoes
de contorno apropriadas, a serem nulas. A Eletrodindmica Estocdstica é
constituida pelo Eletromagnetismo Cldssico, porém com as condigdes de con-
torno tais que as soluges homogéneas das equagoes de Maxwell nunca sdo
nulas, de modo que sempre haja um campo aleatério chamado de campo
eletromagnético de ponto-zero clissico. Para a descrigdo dos movimentos de
particulas, a Eletrodinimica Estocéstica se fundamenta na Mecénica Rela-
tivistica, além dos outros fundamentos ja citados. O acréscimo da hipdtese




do campo de ponto-zero, que deve ter média temporal e espacial nula, tem

como objetivo descrever os fenémenos microscopicos probabilisticos, que sao
usualmente descritos pelas teorias quanticas.

UIP dos objetivos principais desta dissertacdo é mostrar que problemas
que sao comumente resolvidos pelas teorias quanticas também podem ser
rgsolwdos atraves de uma formulacdo cléssica adequada, que pode, além
disso, oferecer novas contribuicdes. Assim os sistemas fisicos aqui estudados
sao analisados através do formalismo da Eletrodindmica Estocdstica.

Procurando tornar claros os seus principios e o motivo do seu uso, alguns
resultados fundamentais da Eletrodindmica Estocastica sio apresentados no
Capitulo 2. Na primeira secdo é feita a deducdo da distribuicdo espectral do
campo eletromagnético de ponto-zero, usando apenas o Eletromagnetismo
Clédssico e a propriedade de invariancia de Lorentz. Obtido esse resultado
inicial, € apresentada a seguir a demonstragio da distribuigao espectral da
radiacao de corpo negro, sem usar hipdteses quinticas, o que nos mostra um
dos grandes sucessos da Eletrodindmica Estocsstica. As duas tltimas partes
do Capitulo 2 sdo dedicadas & comparagio entre a Eletrodindmica Estocdstica
e a Eletrodindmica Quantica para dois sistemas fisicos importantissimos, os
campos eletromagnéticos livres e o oscilador elétrico dipolar. A partir dessa
comparagcao € possivel estabelecer uma relagio geral entre ambas teorias.

O estudo de ruidos em circuitos elétricos lineares é uma das preocupagoes
principais desta dissertacao. Em condutores elétricos, em geral, e particu-
larmente em circuitos elétricos, existe a presenca de flutuagoes das tensées
e correntes elétricas, mesmo quando estao desligados de qualquer bateria.
Este ruido, devido & agitacao térmica dos elétrons contidos nos conduto-
res, 6 chamado de ruido de Nyquist. No Capitulo 3, apresentamos alguns
tépicos diretamente relacionados com o ruido de Nyquist. Inicialmente sao
mostradas a construgao e as conseqiiéncias da equacao de Langevin de sis-
temas estocasticos, que no caso sao circuitos RLC série com ruido. A seguir
é feita uma demonstracao da relagdo de Nyquist, que pode ser generalizada
no teorema flutuacao-dissipacdo, o que nos fornece uma relagao geral entre
as componentes dissipativas e flutuantes de sistemas lineares.

No Capitulo 4 apresentamos desenvolvimentos que foram feitos apenas
utilizando o formalismo da Eletrodinamica Estocdstica. Seguindo os traba-
lhos feitos por Blanco, Dechoum, Franga, Santos e Maia Jr. [1, 2, 3], sdo
mostrados os efeitos de um oscilador dipolar elétrico microscépico préximo a
um solenéide de um circuito RLC. O solendide e o oscilador dipolar elétrico
estio imersos em um banho radiativo a uma certa temperatura. Pelos tra-
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balhos apr?sentados em [, 2, 3], os tempos de vida dos estados excitados do
oscﬂ.ado? sao modificados pela presenca do solendide, além do ruido presente
1o ClI‘CLllt'O também ser modificado pela presenga do oscilador microscépico.
S:ao descritos como o estado de equilibrio e os estados excitados do oscilador
sao afetados por esse arranjo [1, 3.

9 principal objetivo desta, dissertagao ¢, através da Eletrodindmica Es-
tocastica, obter contribuicées novas que possam ser verificadas experimental-
mente. Entéo, foram estudados sistemas fisicos mais realistas, de modo que
pudessem revelar novos aspectos tedricos, e assim servir & comparagao entre
a Eletrodinamica Estocéstica, o formalismo quantico e os dados experimen-
tais. Apresentamos no Capitulo 5 dois trabalhos feitos recentemente [4, 5],
nos quais se estuda um circuito com induténcia, constituido por um solenéide
que possue dimensdes macroscépicas especificas, imerso em um banho radi-
ativo. A andlise feita por Blanco, Franca, Santos e Sponchiado [4] utiliza
o teorema flutuacao-dissipacdo para mostrar a existéncia de um novo ruido
presente no circuito, diferente do ruido de Nyquist usual. Essa nova contri-
buicdo das correntes e tensoes flutuantes é associada a resisténcia radiativa
do solendide. A energia acumulada pelo circuito RLC também é calculada.
Para que o conceito macroscépico de resisténcia radiativa e as flutuagoes mi-
croscopicas de corrente e tensao dos estudos feitos em [4] fossem esclarecidos,
foi realizado um trabalho por este autor, Franca e Sponchiado [5] no qual se
analisa o fluxo de energia entre o solendide do circuito RLC e os campos
flutuantes do vacuo. Esse estudo [5] demonstrou a existéncia do ruido radia-
tivo, além de verificar que o espectro do campo do vicuo resultante é estavel,
embora seja modificado nas proximidades do solenéide.




Capitulo 2

Eletrodindmica Estocdstica

2.1 Resultados Elementares

A Eletrodinadmica Estocéstica (conhecida na literatura como SED) sustenta-
se na Eletrodindmica Cléssica, na Mecanica Cléssica Relativistica e na hip6tese
da existéncia de um campo eletromagnético de ponto-zero, cuja distribuicéo
espectral ¢ isotrépica, espacialmente homogénea e invariante de Lorentz. A
hipotese da radiacao de ponto-zero respeita as bases teéricas da SED, pois po-
demos adequar as condicoes de contorno das equagoes de Maxwell, de modo
que as solugoes homogéneas tenham um termo aleatdrio, cuja média temporal
ou espacial é nula. A invariancia de Lorentz é uma escolha natural, visto que
o espectro da radiacao de ponto-zero deve ser o mesmo, independentemente
do referencial inercial utilizado. Para mais detalhes sobre a Eletrodinamica
Estocastica, hd as referéncias [9, 13]. Os leitores ja familiarizados com a SED
podem prosseguir a leitura desta dissertagao a partir do capitulo 3.

2.1.1 Radiacao de Ponto-Zero

O primeiro passo a ser dado na SED é determinar a distribuicao espectral
do campo eletromagnético de ponto-zero. A demonstragio apresentada aqui
segue um trabalho feito por Boyer [11], em que as componentes elétrica e
magnética da radiagio de ponto-zero sao varidveis estocasticas, tratadas pelo
método de Einstein e Hopf [10]. Para simplificacao dos cédlculos, sem perda
de generalidade, as expressoes dos campos podem ser escritas de forma que
ndo sejam manifestamente invariantes de Lorentz, logo o uso do gauge de
Coulomb é adequado para os célculos. Assim o campo elétrico livre no vacuo,

8




E, pode ser expandido em uma soma de ondas planas, isto é,

2
B 1) = Re f &k &(F, o) (B)eit-Fr—i0(Ea) (2.1)
a=1
0 mMEsmo para o0 campo magnético B ;
2 -— -—p
= kxiE(k o) e Sk
B(Ft) =Re ) f APk ——— 2t (k)eit-ikToi0lke) (2:2)
a=1 k
sendo que para cada vetor de onda %, cujo o médulo é |k| = k = w/e,

estao associados dois versores de polarizagao é(k, @), o € {1, 2}, linearmente
independentes. Estes vetores satisfazem as seguintes relagdes:

b

k-é(k,o) =
a (2.3)

Para cada onda das expansdes de E e B, com vetor de onda ke polarizagao
a, existe uma fase aleatéria 6(k,a), cuja distribuigio de probabilidades é
uniforme e ndo nula no intervalo 0 < # < 2. A funcéo b(E), que representa
a amplitude de cada onda plana das expansées (2.1) e (2.2), é a principio des-
conhecida. Como a radiagdo de ponto-zero deve ser homogénea e isotropica,
a funcao b deve depender apenas de w = ck.

Para que seja possivel vincular h com a distribuigdo espectral p(w), calcula-
se a densidade de energia, isto é,

ko ~2_L2[3,2 _[m w? 2
87(}3 +B >_8W§ Pk (w) = : dw—5h"(w), (2:4)

visto que foi feita a média nas fases aleatérias (veja [11])

( o—i0(F,a) eia(;;:,c.f)) = 6700w~ (2.5)

Pelo tiltimo membro da equagdo (2.4), a seguinte defini¢do para densidade
espectral p(w) pode ser estabelecida,

plw) = %:bz(w). (2.6)
9




Aplicando uma transformacéo de Lorentz neste sistema, as expressdes
df)s campos elétrico e magnético necessariamente mudam, porém, dentro das
h_lpoteses eStab‘?leCidaS, a distribuigdo espectral ndo deve ser alterada. As-
sim vamos considerar que os célculos feitos até aqui sdo para um referencial
5, cujos eixos de coordenadas &0 0-z, 0-y e 0-z, nas direcdes 1, j e k res-
pectivamente. Um referencial S’ move-se com velocidade & = vi em relacao
20 referencial S. Vamos escrever as varidveis do referencial S’ assim como

as‘ VE‘Ll‘la,V_?’lS do referenci@‘l S mais o acréscimo de uma linha 7. Os campos
elétrico E' e magnético B’ em S’ sdo (vide (16])

2
EI('I—", t,) — mez/d3kb(E)eiw't'—il-c"-f"-—w(lz',a) x

a=1
2 3 'U]-C'X“z % e
feosnu- 8]l rall

7 o z E € ~ A 3 z 5
X {zezﬂv [UZ +(><Te)y} + ky [——( 26) = %” (2.8)

dado que é = e eyj' + ezfc. Devemos notar que as fases aleatdrias sao
invariantes de Lorentz, logo B(E’,a) = G(E, a). As componentes do vetor de
onda e as freqiiéncias angulares no referencial S escritos nas expressdes (2.7)
e (2.8) devem ser substituidos pelas suas respectivas varidveis no referencial
S’, através das relagoes
w’ = 7((}.} i) UkI)?
ke =1 (ke — 3w),
ky, = ky,
ki =k,

(2.9)

sendo que .

L

Assim como em (2.4), a densidade de energia também pode ser calculada,
no referencial S’. Para isso, a partir das equagdes (2.9), a relagdo entre os

(2.10)
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lemen i a iai
e tos de integragdo dos referenciais S e S é

wl

k= d’K'y (1 + ”'“I) : (2.11)

Logo a densidade de energia no referencial S’ ¢

e - 1 2.2 G, Ta

o1=1 az=1

vkl z i\
X [72 (1 + _wll) ] |V,),2 (1 + Uw:::Z) :l 6/;’15'260102 =
1 2
e vk!
o 3 1.0 2 T
py Ezl/-d k' vH (w) (1 st ) : (2.12)

A fungdo h depende de £, sem linha, na expressao (2.12), pois estamos con-
siderando que a distribuigdo espectral do campo de ponto-zero é invariante
de Lorentz, entao h(k') = p(k).

A hipétese de invaridncia relativistica do espectro da radiagao de ponto-
zero implica que, no referencial S, a densidade de energia contida num inter-
valo de freqiiéncias ¢ < w < b deve ser igual a densidade de energia contida
num intervalo de freqiiéncias a < w' < b, no referencial S’. Isto significa que,
recorrendo as equagoes (2.4) e (2.12),

w=b w'=b T
fw dk h*(w) = [ k' vh?*(w) (1+"jf). (2.13)

=a w'=a

Como os valores a e b sao arbitrarios, podemos igualar os dois integrandos
da equacdo (2.13). Levando em conta que as varidveis de integragao sao
varidveis mudas, entdo a equagdo (2.13) implica que

AN s 2 'U_k'.{:_
b?(w') = 7h*(w) (1 = ) (2.14)

Se a relagdo entre as freqiiéncias angulares de cada referencial, dada em (2.9),
é imposta 3 equagao (2.14), entao a fungao h%(w) deve depender linearmente
de w. Para se determinar qual é o fator de proporcionalidade da fungao
h2(w), é necessario recorrer a observagao experimental. H4 sistemas fisicos
que podem servir a essa verificagao, por exemplo, o feito Casimir entre placas
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condutoras [12]. Logo podemos d1zer

que a energia de ponto-zero média de
um modo normal de oscilagio ¢ 2

, tal que h é a constante de Planck divida

or 2.
pf Em outras palavras, como a equagdo (2.6) estd em coordenadas
esféricas e foi integrada nos angulos, entdo

7r2b2(w) = %w (2.15)

Pela definigao (2.6), a distribuigio espectral da, radiacdo de ponto-zero é

3

Jr)(w)=2 v

(2.16)

Devemos notar que as expressdes (2.15) e (2.16) sdo as solugdes com energia

média < Por modo de oscilagdo para campos eletromagnéticos do vacuo,

sendo imposto apenas a invaridncia de Lorentz.

2.1.2 Radiagao de Corpo Negro

Outro resultado de importincia fundamental obtido pela Eletrodinamica Es-
tocdstica (SED) é a dedugdo da distribuigéo espectral da radiagio de corpo
negro. Através do método desenvolvido por Boyer [11], podemos obter o
resultado bem conhecido da Mecanica Quéntica para a radiagdo de corpo
negro, porém sem assumir hipéteses quéanticas. O calculo da se¢do anterior,
em que se obteve o espectro da radiacdo de ponto-zero p(w), nao levou em
conta a temperatura do sistema. De fato devemos entender que, na expressao
(2.16), foi obtido o espectro do campo eletromagnético do vdcuo para uma
temperatura nula, pois o espectro térmico da radiagdo de corpo negro nao é
invariante de Lorentz (veja as referéncias [11, 15]). A radiagao de corpo negro
é um conjunto incoerente de modos de oscilagao do campo eletromagnético
excitados de acordo com uma temperatura 7. Para a determinagao do seu
espectro, que vamos indicar por p(w, T), consideram-se osciladores dipolares
elétricos em interagdo com tal radiagao.

Para resolver este problema, Einstein e Hopf [10] e posteriormente Boyer
[11] estudaram as transferéncias de momento entre uma particula e a radiagao
do meio. Vamos considerar uma particula neutra polarizdvel com massa
M que tem uma parte oscilante de massa m e carga ¢ (m < M ) que se
comporta como um oscilador elétrico dipolar. Em um dado instante ¢, a
particula possue um momento p(t) = Mu(t), sendo que v(t) € a velocidade da

12




A P D e

particula neste instante. Quando a tem

gfenas-com la radiacdo de ponto-zero. Apés um curto intervalo de tempo
,d }lm)m}iu S0 aleatério A é 4ransferido 3, particula, devido as flutuagoes da
radiacao. 1.ogo o momento da particula no instante ¢ + ot é

peratura é nula, a particula interage

Mv(t + 6t) = Mw(t) + A, para T = 0. (2.17)

Da}gf) um ens?r?lble de particulas sob as consideracdes acima, no equilibrio, a
mé 1alqluadrat1ca do momento no instante ¢ deve ser igual & mesma média
quadrética do momento no instante ¢ + 0t, isto é,

(M (2))*)1=0 = (Mu(t + 6t))) 10 = (M(t) + A)%)7—o. (2.18)

Assim, necessariamente, segue que

2M (VA)r—g = —(A?) . (2.19)

Einstein e Hopf [10] consideraram que o termo 2M (vA)7=o fosse nulo, logo
o termo (A?)7_g também é nulo. Com isso o resultado obtido era a Lei de
Rayleigh-Jeans. Para que a média quadritica do impulso da radiagdo de
ponto-zero (A%)r_ ndo fosse igual a zero, Boyer [11] considerou que uma
particula dentro de uma cavidade possue um termo de transferéncia de mo-
mento extra, que deve ser acrescentado na equagdo (2.17). Esse termo extra
deve-se ao impacto mecanico da particula contra as paredes da cavidade,
transferindo o momento recebido do vécuo. Feito assim, a deducdo da ra-
diagao de corpo negro se reduz a um caso espacialmente limitado. Aqui vamos
seguir a proposta feita por de la Pena e Cetto [9], de que 2M (vA)r— ¢é dife-
rente de zero. Seguindo os autores da referéncia [9], o impulso A em (2.17)
é igual a variagao do momento Mdév = M (v(t + 8t) — v(t)), logo a expressao
(2.19) implica que o momento da particula no instante ¢ é correlacionado com
a sua variagao no intervalo (¢,¢ + 0t). Entao a varidvel Mdv é um processo
estocdstico nao markoviano, dado que o momento da particula num certo
instante depende dos instantes passados. Embora necessite estudos mais de-
talhados, este aspecto da interacao da particula com a radiagao é esperado,
visto que a reagdo da radiagdo, que age sobre o movimento da particula,
também depende das aceleragoes sofridas em tempos passados [9, 15, 16].

Para uma temperatura diferente de zero, o momento da particula apds
um curto intervalo de tempo 4t é

Mu(t + 1) = Mu(t) + A — nu(t)dt, (2.20)
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sendo que nu(t) é uma for
na qual a particula estg j

da radiacao d‘? bonto-zero, que é postulada invariante de Lorentz, nio hé
nenhuma condigéo de invaridncia, relativistica com relaggo a radiagé.o,térmica..
Pe f?xto p’oczle-se calcular que no referencial da particula a radiagio térmica
¢ anisotropica, provocando uma forga contriria ao movimento da particula

("eJ_la as referéncias [11, 15]). Assim, para uma particula com uma parte
oscilante de massa m pequena e carga ¢, entao

¢a de freamento da particula, devido a radiagao
mersa. Esse efeito ocorre, porque, diferentemente

252

_ 4m°q w dp(w, T)
U= ("(“"T) i §a—w) ) (2D

sendo que w é a freqiiéncia de oscilagdo da parte oscilante da particula neutra.

Pr?s§egu1ndo como no caso da equagdo (2.17), no equilibrio a média
quadratica do momento Mv é

(Mu()*)r = (Mot +7))%)r = (Mo(t) + A — qut)6))r.  (2.22)

Esta equagao leva a
(A%)p + 2M{uA)r — 2Mn(v2) 1ot + n2(w?)r ()2 — 2p(vA)rot = 0. (2.23)

O comportamento ndo-markoviano da particula devido ao termo (vA) nio
¢ verificado para altas temperaturas, logo sua principal contribuigdo deve ter
origem apenas na radiagao de ponto-zero. Assim a aproximagao

(vA)r = (vA)r=0 (2.24)

estd de acordo para uma contribui¢do térmica desprezivel.

A média quadratica do impulso fornecido a particula, para T # 0, deve ser
feita tomando a média sobre o ensemble das realizagoes do campo elétrico do
vacuo, isto é, sobre suas fases aleatérias. Como o impulso é relevante apenas
para a parte oscilante, pois a sua massa é pequena, entao o resultado obtido
é (veja as referéncias [11, 15])

8nicq?

e p*(w, T)ét. (2.25)

(A% =

Devemos notar que o impulso depende em primeira ordem do intervalo 6¢.
Substituindo as expressdes (2.19), (2.24) e (2.25) na equagdo (2.23), nota-
mos que os dois tltimos termos da equagdo (2.23) dependem de (9t)2. Logo,
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consider 1 i
2 e aéndo mt(?rvalos de tempos muito pequenos, tais termos podem ser
esprezados. Assim a equagio que se obtem &

(ot (Ao = 2Mn(v?)pdt. (2.26)

(0) se.gtmdo membro da equacio acima deve satisfazer o principio da equi-
particao,

M KT

2

?(U )r = 5 0 (2.27)
desde que se trate de uma particula com uma massa total bastante grande.
Neste caso o movimento da particula tende a um movimento cldssico, em que
a contribuigdo da radiagio de ponto-zero é insignificante. Nesse limite o se-
gundo termo do primeiro membro da equagao (2.26) tende a zero, garantindo
o uso de (2.27).

Com as expressdes (2.21), (2.25) e (2.27), a equagdo (2.26) torna-se uma
equacao diferencial:

n2c? 2 Fiwd \ 2 i)
< B o(w, T)
3KTw? [p (w, T) (271'263) = p(w,T) — SR (2.28)
A solugao desta equacao diferencial é
1T = 7 —_— ] = — — ], ;
pw,T) = — (eﬁ e ) 5353 Coth (QKT) (2.29)

que é a distribuicao de Planck completa, inclusos os termos térmicos e de
ponto-zero. Esta distribuicao espectral da radiagio de corpo negro é também
obtida pela Eletrodinamica Quantica.

2.2 Funcoes de Correlagao para Campos Ele-
tromagnéticos Livres

Demonstrado o sucesso da SED no célculo do espectro da radiagéo de corpo
negro, uma conseqiiéncia natural seria analisar as propriedades estatisticas
dos campos eletromagnéticos livres no vécuo. Os célculos dos momentos es-
tatisticos (por exemplo, a média e a média quadratica) das varidveis dindmicas
de um sistema nos dariam informagoes suficientes para comparar a SED com
outras teorias e fornecer um meio para sua verificagao experimental. Entao,
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g:::?pl(;;nzl éat:’i(:i)iaegerlrlllagelza!, devemos analizar as fungdes de correlagao dos
o SEOHG Al gﬂetlgo-_s flutuantes no vécuo. Nesta secdo, sdo apre-
SR e necessan.osh pa_u‘a se obter essas fungdes de correlagao,

. a obD e a Eletrodindmica Quantica (QED) [14]. Os resultados
obtidos a seguir estabelecem uma relagao clara entre a QED e a SED, além
de serem lmportantes para o estudo das interagdes do circuito RLC ,com 0
meio e com um dipolo elétrico, apresentado nos préximos capitulos.

Imc1a'1mente vamos calcular as fungdes de correlagio pela SED, como
foram feitas por Boyer [14]. Os campos eletromagnéticos livres (térmicos
e de ponto-zero) satisfazem as equagdes de Maxwell homogéneas e vamos
utilizar o gauge de Coulomb. Assim podemos expandir o campo elétrico em
uma soma de ondas planas como em (2.1), similarmente, o campo magnético
pode ser expresso por (2.2), notando que as amplitudes das expansoes devem
depender agora também da temperatura T, isto é, § = §(k, T).

Para facilitar os cdlculos, podem-se definir as varidveis

a(k, o) = eil(k.e)
a* (E, ) = e ke, (2.30)

de modo que substituindo nas expressdes (2.1) e (2.2), o campo elétrico fica

2 -
ey =t k, T g g Tk e 2 .
E(T, t) = : E ] dake(lc, a).h(T)_ [a(k’ a)e—‘lwt-l-lkvr + a*(k’ a)e;ut_“‘,.r] :
a=1 £

(2.31)
e também o campo magnético fica

2

&

2 - s -
B =Y, [t SRAIED) [of e o', a)e=57].
a=1

(2.32)
Esta forma de escrever os campos elétrico (2.31) e magnético (2.32) tem
a vantagem de que podemos compara-los com suas respectivas expressoes

quanticas (2.39) e (2.40).
A amplitude h dos campos elétricos e magnéticos pode ser determinada,
notando que 7r2l)2(13, a,T) é, dado um banho térmico & temperatura T, a
energia por modo normal de oscilagdo, a qual pode ser relacionada com a

~ expressao do espectro de corpo negro (2.29) através da definigao (2.6). Logo

= huw Fiw
202 5 Aleriy
w2 h*(k,T) = 5 coth (QKT) : (2.33)
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Conhecidas as expressges dos
correlagao efetuando as médias s
de particular interesse as se
a(k, @) e a*(k, @)

campos, € possivel calcular suas fungoes de
' obre as fases aleatérias 0(k, @). Assim, sio
guintes fungdes de correlagio entre as varidveis

b

(a(F, a)a(k', o)) = (a* (k, ) (R, ')} = 0,
la(k, @)a* (k' o)) = (a*(, @)a(k', &) = Oau Oz
Aplicando estes resultados nas expressoes (2.31) e (2.32), podemos cal-

cularlasfungoes de correlagao dos campos elétrico e magnético. A fungao de
correlagao para as componentes ¢ e j quaisquer do campo elétrico E é:

(Es(Fy, 1) B (Fys £3))p = / Bk (5.._kikj Tw Tw
3 2))T ij 12 87r200th SKT X

% [c—iu(tl—-Lz)+iE-(F1—Fz) +eiu(t1—tz)wiﬁ-(F|—Fz)] : (235)

(2.34)

A funcao de correlagio do campo magnético é igual ao caso do campo elétrico:
(Ei(71, 61) Bj (T2, t2))r = (Bi(1, 1) Bj(7s, ta)) - (2.36)
A funcao de correlagdo entre o campo elétrico e magnético é:
= = k; hw Fuw
3 , = sl i Yt
(Ez(Tl,tl)BJ(Tz,tg))'r = ]d A,G,J,g & 871'2 coth (m) X
X [e—iu(t|-£2)+il_§-(ﬁ—f'g) i eiw(-'-x—tz)—i’;'(ﬂ—?z)] - (2_37)

sendo que

1 ,se (ijl) for permutacao par de (zyz)
€5l — —1 , se (il) for permutagdo impar de (zyz) . (2.38)
0 |, se (¢5) tiver dois indices iguais

Passamos agora a calcular as fungoes de correlagao dos campos pela QED,
seguindo Boyer [14]. Para clareza, exceto quando mencionado, todos os ope-
radores quénticos sdo indicados por letras grifadas. Novamente os campos
seguem as equagoes de Maxwell e o gauge de Coulomb. Os campos elétrico e
magnético podem ser quantizados da forma convencional [15, 17], pela qual

o operador de campo elétrico £ é

2 h&] =2 . L= - 5 S =2
=y Al 31~ 10 Vv —iwt+ik-7 1. iwt—ik-T
E(rt) = ag—l /d ké(k, c) o [g(k,o:)e +a'(k, a)e ] ;

i (2.39)
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e similarmente o operador de campo magnético Bé

2 = -
Bl = 3k x é(k.a) Viw 1 - Lo 2> B
__( ) ;[d k k 27r I:g(k’a)e—zwt+zk-r L Qt(k‘, a)etwt—zk-r] .
sendo que as vari e
ariaveis Ic (k; @) e a ja foram definidas anteriormente.

Com as expressdes (2 39) e (2.4
0 , 4 hamilt 5
magnéticos livres fica ( ) iltoniana para os campos eletro

=—[d3 E(vt)+B Zfd%rw(f(ka)a(ka) )

; : ; (2.41)
aqual g e a’ 530 os operadores de aniquilagio e criagdo dos autoestados

completos e ortonormals Inz,) sobre um espago de Hilbert. Estes operadores
seguem as seguintes relagoes de comutacao:

|2(F,0), a(F, )] = [al (F, ), ol (F o)] =0
|2(F,0), at (B, o) = bacrizg.

Desse modo valem as equacoes

a(’» a)|ng,) = \/?Taln L= 1),
aT(L a)|ng,) = /n; k|nka +1) )

(2.42)

(l:{ @)|0) = 0, sendo que ng, € {0,1,2,3,...}. O autovalor de energia
Wh(k, @) do autoestado |ng,) é
- 1
Wh(k, o) = hw(ng, + 5). (2.44)

Considerando que o banho de radiagao térmica esta a uma temperatura
T, entdo o peso estatistico para uma certa autoenergia Wy, (k a) é

Esle) (2.45)

e KT
Assim pode-se escrever que a fungdo de particao do sistema é

s hw(n- +§)

E= Z (2.46)
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Para se obter a funcio
a0 de correlagdo entre duas varigveis d campos 1no
N entr
caso quantico, deve- : s S

e Sedlnlaalmente calcular os valores esperados do produto
S hiohs ll)eril ores para cada autoestado de cada operador. Assim

x 1€1a¢a0 ¢ a média desses valores esperados, ponderada pelas
fungdes de particao !

fung _ de cada variavel de campo. Para o caso das componentes
1 e ) quaisquer do campo elétrico E, temos

— 2 o0 _Wn(k.e))  Walkp.ap)
(IE_’;(TI: tl)gl(f.z, tz)l)T — Z Z e ._‘KT e nKT 3
s St

—
—
e

n,- = - —]
Kiog Onkzaz_

X (”k]alnk;az |@(F1, t1)&(7"'2, t2)|nk}a1nk3az): (2.47)

sendo ql_l? 0s termos =; e =, sdo as respectivas funcoes de particao de
(‘:ada variavel de campo da fungéo de correlagdo. O autoestado |ngz. ne= )
¢ o produto direto do autoestado Ink-m ) que contem os n {%%Bn?ago
campo E;(7,t;) com o autoestado Ing., )1 que contem ng fotons do campo

E; (72,t2) . O valor esperado dos operadores de campos é

2
i & h
5 5 ¢ . : = = = E 3 At
(nklalnk202|_'E_"(Tl’ tl)E](Tz)tz)lnklalnkzaz) o — fd k Eifj 47‘.2 x
J [("Ea) emilti—to)+iE (R =) (g, + l)eiu(c.—eg)—iﬁ-(ﬂ—r‘z)] (2.48)
3 o (O

Substituindo a equagdo (2.48) em (2.47), e trocando a ordem da soma com
a integracao, temos

oA~ o0 hw(n
(1B, 0By ) e = [ Pk (5,,. . ﬁ) Y e

k2 ] dn2=
n=0
X [(n’: )e—iw(tl-¢2)+iE'(ﬁ—fz) Ak (ni: . l)eiw(tl—tg)—iié-(ﬁ—f'z)]
., 2 i
(2.49)
Fazendo o mesmo para o campo magnético, temos
(|Ei(7y1, t1) Ej (72, t2) yr = (| Bi(71,11) B; (72, t2) ) (2.50)
E a funcdo de correlagdo entre o campo elétrico e o campo magnético é
= 5 ki 1 =,  _Mettd)
(7, ) By(ro ))r = [ et gz D e “F7 x
~ n=0
x [(nEa)e—iw(tl—tz)+iE-(F1—1"'2) e ('”'Ea + l)eiw(t1-t2)~i}-a"(ﬁ—r"'z)] . (251)
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expi:gg;g"(sz“;gt;r éugoas expressdes (2.35), (2.36) e (2.37) ndo sdo iguais 3s
e de‘ » (2.50) e~ (2-51), respectivamente. Os termos de radiagao
ponto-zero sgo motados claramente nas funcoes de correlagio
calculadas pela SED, mas nio o sio nas fungoes de correlagdo calculadas
pelﬁa QED‘ Isto deve-se a importancia da ordem dos operadores nas teorias
quanticas, que em geral ndo comutam entre si. Por outro lado as teorias
quanticas afirmam que todo operador hermitiano de um sistema fisico cor-
re.sponde a um observével fisico. Para resolver este problema devemos sime-
trizar os operadores quénticos pelo ordenamento de Weyl [24], que estabelece
uma COFIG’SPOndéncia entre os operadores quanticos e as varidveis ordinarias
de observaveis fisicos. No caso das fungoes de correlagio dos campos elétricos
(2.35) e (2.49), a correspondéncia entre a SED e a QED ¢ verificada por

(Ba(T, 1) Bj (7o, t2))r = %(l&(ﬂ, 01) Bj(7a, ta) + B; (72, ta) Ea(7, t1) )z

g (2.52)
A relagdo entre as fungdes de correlagio dos campos magnéticos do caso
classico e do caso quantico (respectivamente (2.36) e (2.50)) sdo anilogas &
equagdo (2.52). A mesma analogia se faz para as fungoes de correlagio mistas
de campos elétricos e magnéticos (veja as expressoes (2.37) e (2.51)). Dentro
do ambito desta dissertagdo, apresentamos apenas as funcdes de correlagio de
duas varidveis de campo, pois vamos restringir-nos aos processos estocasticos
com ruido gaussiano, de modo que a média e a média quadritica da varidvel
estocastica determinam completamente suas densidades de probabilidades
[18]. Entretanto é possivel mostrar que, no caso geral, as fungdes de cor-
relacao da SED com um numero arbitrario de varidveis de campo sao iguais
as respectivas funcoes de correlagdo da QED com seus operadores de campo
simetrizados. A demostracdo dessa assercdo é encontrada na referéncia [14].
Isso estabelece uma equivaléncia estatistica completa entre a SED e a QED
para campos eletromagnéticos livres, visto que os valores esperados dos ob-
servaveis fisicos podem ser calculados através dessas fungoes de correlacao.

2.3 Oscilador Elétrico Dipolar

Assim como no caso dos campos eletromagnéticos livres, é possivel encontrar
uma equivaléncia entre a SED e a QED no caso de uma carga elétrica sujeita
a agdo de um potencial harménico e dos campos eletromagnéticos livres. A
exemplo da sec@o anterior, apresentamos aqui os métodos da SED e da QED
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para calcular os momentos est
elétrico dipolar (posigio e seu

maSCS);)it;ormEeas r(.alferencxas (14, 15, 1_6]-, vamos considerar uma carga ¢ com

} T, que osci & em torno da posigdo 7, sofrendo a acao de um potencial
hafmomco com freqiiéncia Tatural wy. A carga oscilante também est4 sob a
agao dos campos elétrico Eg(7,t) e magnético By(7, t). A hamiltoniana do
sistema completo, usando o acoplamento minimo, é

atisticos das varidveis dinimicas do oscilador
momento candnico).

1 i 2
H = < g o 1 — 1 = = = —
_2m0 (p CAn('r,t)) + §mow3m < dx o f d®r (E,%(r,t) + BA(7, t)) )

: (2.53)
para a qual foi definido o potencial vetor de forma, que
s = GA
R c Ot ' 2:59)

dado o potencial escalar ®, que ndo é considerado uma variivel dindmica, e
Br=V x Ag. (2.55)

As varidveis Z e p'sdo a posi¢io e o momento candnico da carga oscilante,
respectivamente.

A hamiltoniana (2.53) pode ser usada tanto no formalismo classico quanto
no formalismo quantum-mecénico, tomada as devidas mudancas de varidveis
classicas para operadores quanticos. A partir da hamiltoniana (2.53), pode-
mos aplicar as equacdes classicas de Hamilton, #; = g—ﬁ ep; = —9%, no caso
clssico, ou aplicar as equagdes de Heisenberg, z; = +[xi, H] e p: = 3 [pi, H],
no caso quantico. As equagdes obtidas em ambos formalismos sao formal-
mente idénticas. Para o caso cldssico, obtém-se

1 q -
R T 2.56
& my (p C R) ( )
e
i = G) > = 2
i __V(-'__ )—mwx=
P 2my 2 c ¥ 7
TERN YRy @

No caso quantico, as equagbes sao as mesmas, no entanto deve-se ler as
varidveis Z, p, Agr ¢ Br como operadores.
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Derivando-se com relacs
1 ¢a0 ao tempo a a itui
equagao (2.57), obtem-se que s & 550 et & GhEE R

c
+1z
c

=y

= qEr + =% x Bp — mow?z. (2.58)
Consi : = SR : ;

- ‘slst(inte com‘ um movimento nao relativistico, a amplitude espacial

afi oscll acoes do dipolo elétrico é muito menor que os comprimentos de

on a}ri evantes' (_ios campos. Logo faz-se a aproximagao de que os cam-

pos eletromagneéticos atuam apenas na, posigao de equilibrio do oscilador 7,

como con?eqﬁéncia a contribui¢do do termo do campo magnético em (2.58)
¢ desprezivel. Assim a equacio (2.58) torna-se

MoT + Mmow2z ~ qEr(fy, t). (2.59)

E possivel mostrar que o campo elétrico ER(FO,t) possue duas contribuicoes
(lreja as referéncias [9, 15]), uma parte é devido ao campo elétrico livre
E(79,t), que pode ser expresso como em (2.31), no caso da. SED, ou pode ser
expresso como em (2.39), no caso da QED. A outra contribuicio é devida
ao campo elétrico da reagio da radiagio Egg(t). A equagio (2.59) pade ser
melhor escrita como

m0f+ mowgf = E(T‘o, t) -+ éRR(t), (260)

valida tanto classicamente como quanticamente.

O campo da reagao da radiagio pode ser calculado pelo formalismo cldssico
[9, 16] ou pelo formalismo quantico [15]. Em ambos formalismos as expressoes
do campo da reagao da radiacao sao formalmente iguais, lembrando que Err
deve ser uma varidvel cléssica pela SED ou um operador quéntico pela QED.
Logo < :

Era(t) = % 7 —me(t), (2.61)
sendo que dm é a contribuigdo de massa eletromagnética, devido & energia do
campo eletromagnético da carga. Assim a massa observada da carga m deve
ser renormalizada devido & contribuigdo de dm. Rearranjando os termos em
(2.60), com o uso de (2.61), pode-se escrever que m = mg + 07, sendo que
m é a massa observada experimentalmente.
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A equagao 5 x ;
o dime?lsic?na,l (%60) 2 equaqa:(? do movimento do oscilador dipolar elétrico
S é)rmalmente valida para a SED e para a QED. Por simpli-
¢ao, perder a generalidade do sistema, fisico, vamos estudar o movi-

& W
ME + mues — o5 B= qE, (7, b), (2.62)

send.o que E (7, t) é a componente do campo elétrico flutuante na diregdo do
movimento do oscilador (veja a expressio (2-31) no caso cléssico e a expressao
(2.39) no caso quantico). A partir deste ponto, vamos novamente distingiir
0s operadm:es quanticos das varidveis classicas grifando-os.

A so-lugao estaciondria da equagdo (2.62) é obtida pela sua transformada
de Fourier. Pela SED, utilizando a expressao (2.31), a posicao do oscilador é

2 = —
— q (k,G,T) ak,a . e *E : s
T = E Z_:ldek 2 |: ( )e—Wt+lk-T0 + a ( 7a) ezut—zk.ro i (2.63)

C C*

E pela QED, utilizando a expressio (2.39), o operador posigao €

2 = —~
q senviosfa (BN ce) s - e | (K o) e
T = d3k wltik 7o = ) wt—ik T
z —QEZI f o { o ¢ +—C* e O B (2164

Para as equagcdes (2.63) e (2.64), temos que

C(w) = —w? + wi — iTw3,
S (2.65)
~ 3mcd

Obtido as solugoes z, pela SED, e z, pela QED, os respectivos momentos
candnicos p e p sdo determinados de forma similar ao caso tridimensional,
dado pela equagao (2.56). No caso unidimensional, o momento pela SED é

p=mz+ %Ax(t). (2.66)

O momento segundo a QED, similar & equagao (2.66), é dado por p = mz +
¢Aa(t).

Determinados as posicoes e os momentos, pode-se calcular os valores
médios para qualquer poténcia destas varidveis, além de podermos calcu-
lar o valor médio de composicdes da posi¢do com o momento, no ambito de
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RS s e

cada formali o

cido mor?;l;f;o [.14]' Os valores médios da primeira poténcia da posicao
(@) = (o) = (ghr — 0, e o 2 SED quanto na QED, ou seja, (a)r =
= T = \P)7 = 0. No entanto para outras ordens de poténcias os va-

lores médios nao s3
a0 nulos. Por exempl s ‘i
Qe 3 0, usand
da posigdo é plo, o a SED, a média quadrética

2 2 2
2 e q — -
(z°)r = — Z Z /dskl/d3k2f:c,€xzb(khahT) b(ke, 02, T) %

a1=1 ap=1 2 2

a’l = T = a* . o oy
X(( e ww) t-+ik; -To e 1 wwyt—1k-To X
Clwn) C )

(DY e i (T8 el iR
X e iwat+iks 7o si 2 twat—ika-To
(—__C(UU2) —C*(W2)e )), (2.67)

sendo que as médias sao feitas sobre as fases aleatérias. Tomando as relagoes
(2.34) e integrando nos angulos, obtemos :

9 A2 w?h(w, T)
%) = dw 2
(@) 3m2¢c3 J, (w? — w?)? + I2ws’

(2.68)

No limite Twy = 231:‘;? < 1, nota-se que o integrando da expressao (2.68)
tem um pico muito acentuado para valores de w préximos de wg. Assim,
a maior contribui¢ao da integral em (2.68) vem da regido em torno desse
pico, de modo que podemos considerar w?h?(w,T) ~ wah?(wo,T). Logo a

expressdo (2.68) torna-se (veja as referéncias [14, 15])

AT iF o o3 dw h Fuwg
S o 3m2c3b (wO’T)/(; 4(w — wy)? + IMwj ~ 2muw, cott (QKT X

(2.69)

Essa aproximagao é muito boa para o caso de osciladores dipolares elétricos

de escala atomica ou molecular, em que vale ['wy <« 1. Esse limite também
serve para descrever o caso de um oscilador harménico neutro, no entanto
os efeitos da radiacao térmica e de ponto-zero permanecem e determinam o
comportamento do oscilador. Esse é um resultado relevante da SED, visto
que os valores obtidos por esta teoria sdo claramente diferentes do caso da
Mecénica Classica. Dentro do limite T'wy < 1, os valores médios da posigao
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T ilador dipolar para as vérias ordens de poténcia sio, pela SED, [14]

PG () R B2

( )T ' 2mw0 nlz-—o -,122_0 T Zo(nl + %)(nz -+ %) 600 ('n\'J + .;.)X
=0na= n;=

xe~ R Mol ot

_ (29)! h y J
= JTo7 [*—zma,o coth (5";"(&7;)] ,

_twolni+ )
RT

. = (2.70)
para j € {1,2,3,..}. As médias das poténcias impares de z sido todas nulas.

Os ialculos realizados para a posi¢ao & também podem ser aplicados ao
momento p. Em uma expressio geral podemos escrever que [14]

2i 91 27)'(20)! ;

{29p%)r = (].!—l)!(z?)?(m? P (2.71)
para j, 1 € JILZLS, b médias de composigdes com poténcias impares de
z ou p sao nulas, isto é, (z7p')r = 0, sejam j ou ! niimeros inteiros impares.

Para a QED, a média quadratica da posi¢ao (|z2|)r é feita pelas médias
dos estados de fGtons incoerentes que agem sobre o oscilador. Assim com o
auxilio da fungéo de correlacio (2.47), temos que

9 2 2
q
(e =L 30 [ b [ dhoenen Gt L2

ar=1az=1 2 2w
o co _Wn(k].a)) _ Wn(kz,22)
e KT e KT
X E E == — X
iz i =1 =2
e =0 Phay =0
a) . = alf : T
X(TL* n,~ — e—lwlf—'f'lkl'ro i = ezw1t—zk1-ro %
Fie e (C(wl) - C*(wn)
i
0,2 G E = az ot I-c- =
Xl ————pmiatitsn o I — —olazintka o d]El e 2.72
(C(w2) C*(W2) I k1o kgag)’ ( )

sendo que os termos Z; e =; sdo as respectivas fungoes de particao de cada
variavel de campo da fungdo de correlagio (2.47). O autoestado [ng, ne.,.)
contem os n.  fétons do campo E;(71,t) e os ng  f6tons do campo
E;(75,t2) . Calculando os valores esperados da expressao (2.72) com o auxilio

(W]
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das relagées (2.43), obtemos, integrando nos angulos

: hw " 1
(|$-2I)T = rch.;_[m dw w? z_:()rw(n‘i‘ 2)e —®r(nt3)
Tm2cs 5 = =
n=0
2¢* i huw?® hw_
o _Q_23 f gt coth (2KT) _ @73)
3mrm?2c® /, (@% —w2)? + [2F

Podemos ver claramente que as expressdes (2.68) e (2.73) sdo idénticas.
De fato as médias da posicdo ou do momento para vérias ordens de poténcias
na SED s3o iguais a suas correspondentes na QED, isto é, (a7) = (z7) e
(p’) = {p’), para um nimero inteiro positivo j (veja [14]). E evidente que as
consideragdes e aproximagdes feitas para as expressoes (2.68) e (2.69) também
valem para a expressao (2.73).

As composigoes das varidveis z e p tém em geral valores médios diferentes
daqueles das varidveis da SED. Porém devemos notar que, assim como no
calculo das funcgoes de correlagao dos campos eletromagnéticos livres, com-
posigdes de operadores quanticos, que ndo comutam, podem ser correspondi-
dos com as varidveis cldssicas através da correspondéncia de Weyl (24]. Desse
modo o ordenamento simétrico de operadores compostos de z e p possuem
valores médios iguais aos valores médios de suas correspondentes varidveis
cléssicas. Tal afirmacdo tem sua prova completa na referéncia [14].

Vamos, entdo, discutir as semelhancas entre a SED e a QED, se conside-
rarmos o limite Twy < 1. Assim vamos descrever explicitamente a conexao
entre as duas teorias, nao s6 para osciladores dipolares, mas também para os-
ciladores harménicos neutros. Por exemplo, alguns valores médios da posigao
e do momento pela SED sao

(z)r=0 , {Pr=0,
(zp) =0,
(2?1 = 52 coth (55%) ,

(%) = "m0 coth (5

:L?

5
P

(2.74)

e pela QED séao

(zhr=0 , (lphr=0,
(|lzp))r = 5 = —(lpzh)r,
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(lz2l)r = 2= coth (lu)

2mnuwo 2kT
(Ip[)r = tmeo coth (fun) (2.75)

Cada relagao em (2.74) tem o mesmo resultado de sua respectiva relacdo em
(2.75), efetuado o ordenamento simétrico dos operadores quanticos.

Tanto pelas relacdes (2.74) da SED, quanto pelas relagoes (2.75) da QED,
pode-se calcular a energia média do oscilador harménico a uma temperatura
T. Visto que a energia total é dado pelo hamiltoniano H, entao

(H) = (H) = %(pﬂ + E’tm(;—g(:z?) = ENQ—Q coth (;;;1) : (2.76)

Conclui-se que, feito o ordenamento simétrico dos operadores quénticos,
todos os valores médios da QED sdo iguais aos respectivos valores médios da
SED para o caso do oscilador elétrico dipolar, em particular também para o
oscilador harménico. O que torna as duas teorias equivalentes na descrigao
estatistica desses sistemas fisicos.




Capitulo 3

O Ruido de Nyquist

Em 1928, Johnson [19] observou experimentamente que uma tensdo elétrica
aleatoria estd sempre presente em condutores em equilibrio com um reser-
vatéri'o de temperatura ndo nula. Imediatamente apos o trabalho de Johnson,
Nyquist apresentou a explicacio teérica [20], que consiste em deduzir a tensao
elétrica aleatdria considerando o condutor em equilibrio termodindmico com
o meio. Este fendmeno é conhecido por ruido de Johnson-Nyquist, ou apenas
de ruido de Nyquist. Com os trabalhos de Callen e Welton [21] e de Callen e
Greene [22], foram feitas generalizagdes da relagdo de Nyquist, chamadas de
teorema flutuacao-dissipagao. Nesses trabalhos é demonstrada a existéncia
de ruidos para todo sistema fisico regido por uma equacéo linear, estabele-
cendo uma relagdo entre a resisténcia generalizada do sistema com a forca
flutuante generalizada atuante no sistema. O teorema flutuagao-dissipacao
pode ser aplicado tanto para sistemas quanticos (veja [21]), como para siste-
mas cléssicos (veja [22]).

Na primeira parte deste capitulo, vamos apresentar a equacao de Lan-
gevin de um circuito RLC série e algumas de suas propriedades. Posterior-
mente é apresentada uma dedugdo do ruido de Nyquist seguindo a analise
de Ginzburg [23]. E feita, entdo, uma breve discussdo sobre o teorema flu-
tuacao-dissipacao.

3.1 Equagao de Langevin

Existem varios métodos para se estudar sistemas estocdsticos, dentre os quais
vamos utilizar o que é chamado de equagdo de Langevin [18]. A equagdo
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T 0 em que nao ha flutuaco diciona-
se um ter coes, e adiclona:
mo dissipativo e um termo de forca aleatéria [18, 24,, 28]. Esse

método for :
portanto pzi;eou?; caminho para a demonstragio da relaggo de Nyquist e,
, orema ﬁutuagao-dissipagao [23]. A equacdo de Langevin

¢ originalmente cléssica, servindo adequadamente & SED.

E possivel escrev.
ever-se a . 5 2 T
a equacao de Langevin de um circuito RLC série

SGIln baterias, cuja resisténcia ¢ R, capacitancia é C e indutancia é L. Para
ta. dfave—.se notar que~este sistema fisico é analogo a um oscilador harmdnico
0o teC1d(?. A €quagao procurada deve ter como varigveis dinamicas aleatérias
SHEA Y elétrica no capacitor, q(t), e a tensdo elétrica aleatéria atuando no
sistema, £(t), ambas dependentes do tempo. Logo podemos escrever que

Li(t) + Ra(t) + éq(t) =) (3.1)

<4 4 - ~ ’

E' ra?oa've} SUpOr que a equagao (3.1) é um processo gaussiano, isto é, as
dlstrlbl_u(;oes de probabilidades das varigveis estocisticas so completamente
determinadas por suas médias

(a(t)) =0,
(@) =0 (32

e suas respectivas médias quadréticas, {(¢%(t)) e (¢%(t)), efetuadas sobre um
ensemble.

Um caso mais geral da equacdo (3.1) é obtido quando a forcga dissipativa
num dado instante é dependente dos tempos passados. Para esse caso deve-se
considerar que a resisténcia é uma fun¢do dependente do tempo que vamos
definir como 7y(t). Assim a equagédo do circuito RLC fica [25, 26]

Li(t) + f, Y(t — ¢)q(t)dt + éq(t) — ) (3.3)

0
A dissipacao de um sistema fisico s6 pode ocorrer apds o instante em que
ocorre uma perturbacio inicial, logo a resisténcia () é ndo nula apenas para

t> 0.
Podemos definir a corrente elétrica ao longo do circuito como I(t) = ¢(t).

Logo a equagdo (3.3) torna-se
i

LI(t) + f fy(t—t’)I(t’)dt’-i—é :I(t’)dt’=a(t) (3.4)
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¢ consequentemente (I(t)) = 0. A condicdo de causalidade

(I(t1)e(ty)) = 0, para ty > ) > ty, (8.5)
impoe-se, Poi a a
imp , Pois uma per'turpagao da tensdo em algum instante ndo deve PIO-
vocar uma reacao do circuito em tempos passados
Devemos notar que o termo diss

a corrente I(t),
acoplado linear

i ipz‘a,tivo é uma ful}géio 1?nea.r com relagﬁ,?
que o sistema dissipativo (circuito RLC) estd,

) ‘mente com o reservatério (banho térmico). Esse é um caso
particular de dissipagéo, no qual o circuito RLC esta fracamente acoplado a
cada modo flutuante do banho térmico. No entanto, quando somados todos
0s zjmcqplamentos do circuito com cada modo de oscilagao do banho térmico
a dissipagao total pode ser muito grande [24]. ,
I?a.ra, que as equagdes dindmicas (3.1), (3.3) e (3.4) sejam validas, é ne-
cessario considerar que as dimensdes do circuito sio muito menores que 0s
comprlment(?s de onda das oscilagdes presentes no circuito. Entdo deve-se
usar a aproximagcao de comprimentos de onda longos, que é consistente com
uma abordagem néo relativistica. Assim dado um comprimento tipico do

circuito, !, entdo os comprimentos de onda das flutuacoes dos campos em
torno do circuito, A, seguem que

loo = 2 (3.6)
w
Sob essas condigoes, os campos e correntes no circuito seguem a aproximagao
quase-estaciondria, em que a corrente /(¢), em um dado instante ¢, é igual
em todo o circuito.

Os transientes do circuito ndo sao de interesse, pois nao contribuem para
os valores médios e fungoes de correlacdo analisados neste capitulo. Assim
vamos estudar apenas o estado estaciondrio do circuito, que pode ser conve-
nientemente obtido pela andlise de Fourier. As transformadas de Fourier das
varidveis estocasticas I(t) e () sdo

Flw)i= % [ " Ittt (3.7)
e 1 = .
) = 5 f £(t)e~“tdt. (38)
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Aplicando as expresss
possivel obter que pressoes (3.7) e (3.8) na equacdo do circuito (3.4) é

Tl = 1 :
(w) 'Y(w)—l—'i(wL—ch)E(w)’

sendo- que ¥(w) é a transformada de Fourier-
v(t), isto é,

(3.9)

Laplace da funcéo de dissipagao

Hw) = fo " ey, (3.10)

Dessa forma a transformada de Fourier d

; a f . . . .
) 6 ety ks e orca eletromotriz dissipativa de

1 [ g
2_7; /;oo dt /;0 dt"’)’(f, A tl)I(tf)e—iwt 25 W(W)i(w) (3‘11)

Da~maneira como foi introduzido o termo dissipativo na equagao (3.4),
a fungdo 7(t) e sua correspondente fungdo transformada ¥(w) tém nao sé
uma componente dissipativa, mas também uma componente difusiva. Isso
pode ser verificado notando que a fungio 7(w) é complexa, cuja parte real
corre-asponde .a um fator dissipativo (no caso de circuitos elétricos, resistivo),
e cuja parte imaginaria corresponde a um fator difusivo (no caso de circuitos
elétricos, reativo), conforme as discussoes feitas por Kubo [25, 26], Gardi-
ner [27] e Landau [29]. Contudo, dentro do escopo desta dissertagao, vamos
considerar que toda contribuigao reativa do circuito elétrico deve-se apenas
a capacitancia C e a induténcia L. Para tal é necessario substituir a trans-
formagao (3.10) por

ReF(w) = %/_00 7(t)e™ " dt. (3.12)

A parte real de 7(w) corresponde & resisténcia elétrica para cada modo de
oscilagdo de freqiiéncia w, assim vamos definir que R(w) = ReF(w). A ex-
pressdo (3.12) pode ser invertida, de modo que

v(t) = %/_00 Re(F(w))e™ dw. (3.13)

Nota-se que a fungao -y(t) foi estendida para valores negativos de ¢, de modo
que v(t) = y(~t). Isso pode ser contornado multiplicando 7(t) por uma

funcdo degrau [27].
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Com essas considers,

;DES, pOdemOS usa. m 1et
. I U te Vi
R(: ,)- ASSlm a SO] ~ Imo puramente resistl 0,

transformada de Fourier da equagao (3.4) é

ey = 2
(w) Z@)’ (3.14)
tal que Z(w) ¢ a impedancia do circuito elétrico, ou seja,
o) = Efls +'( sl
W +i|w — I (3.15)

A dlStI‘l})lll(}ﬁ.O espectral da corrente flutuante, S;(w), estd relacionada
com a funcao de correlagao temporal dessa mesma corrente, (I (to)I (%o +t)),
através das relagdes de Wiener-Khintchine (veja [26, 28]), que se constituem,
no caso da corrente elétrica, no seguinte par de equagoes,

S1w) = 5= [ U)o+ e,
(I(to)I(to + 1)) = /‘°° Sr(w)e“tduw. (3.16)

No caso da tensdo elétrica flutuante, as relacdes de Wiener-Khintchine so
analogas as equagoes (3.16), apenas notando que a distribuicdo espectral deve
ser Se(w) e a funcéo de correlagdo temporal, {g(t)e(to + t))-

Como a corrente e a tensio estdo no estado estacionario, é possivel efetuar
as transformacaoes de Fourier sobre suas fungoes de correlagio temporal. Com
o uso das relagoes de Wiener-Khintchine, obtemos as respectivas funcoes de
correlagao dependentes das freqiiéncias, ou seja,

(I(w) (")) = Si(w)é(w + w') (3.17)

(E(w)é(w") = Se(w)d(w + w'). ~ (3.18)

Como a corrente e a tensdo transformadas estdo relacionadas por (3.14),
entdo as distribuicdes espectrais sao vinculadas por

S — TZ%)I—? (3.19)

A determinacao das fungdes de correlagao (3.17) e (3.18) é apresentada na
$e¢a0 a Seguir.
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3.2 Ruido de Nyquist

rentes, € necessario considerar um circ

uito em equilibri indmico, 2
uma temperatura 7. Tais con q o termodindmico, &

sideracGes também sio feit Ginzburg
23]. Além di ] eitas por Ginzburg
[23] disso, como fez Ginzburg, pode-se tomar um circuito elétrico

g;;ii;:;;cdzeg:cz?g é)::::::érc;m% Ja foi considerado a,nt(.ariormente. As

das oscilagoes do circuito, valendo 5 H(li(-%n? e e

Eme aproxi;na 7 ua condigao (’3.'6), de r~nodo que a corrente

e ek G q~ ase-.estac'lonarla. Ex}_tao 0 co_mportamento
CBULr as expressoes discutidas na segdo anterior.

Podemos considerar que um circuito pode ser particionado arbitraria-
mente em outros dois circuitos de caracteristicas distintas (R, L e C distintos),
ligados em série. Vamos indicar uma parte pelo indice 1 e a outra pelo indice
2. Como ja foi levado em conta, a corrente I (t) é a mesma em todo o circuito,
logo as tensdes em cada parte do circuito sao respectivamente €, = Z,1 e
g2 = Z3I, sendo Z; e Z, as impedancias e R; e R, as resisténcias de cada
respectivo circuito. No equilibrio termodinamico, as poténcias médias trans-
feridas de um circuito para o outro devem ser iguais, isto é, a poténcia média
dissipada em Z; devida a €5 (P;_5) é igual a poténcia média dissipada em Z,
devida a €; (P»-;). Lembrando de que

P = (Ie) = (RI?) = /0 ()51 ds (3.20)

e utilizando a equagao (3.19), temos entdo

= RISE (w) /-co R2S€|(w)
P, = / —— 2 Jduw=P,_, = —————duw, 3.21
S T Clae e 7 @) g2

sendo que Z(w) = Z)(w)+ Z2(w). A equagdo (3.21) ndo s6 deve ser satisfeita
com w variando de 0 a co , mas também para qualquer variagao entre w e
w+ Aw . Isto segue do principio de balango detalhado, ou seja, no equilibrio
termodinamico as poténcias transferidas entre as partes do circuito sao iguais,
independentemente do intervalo de freqiiéncia Aw da corrente flutuante [23,
28]. Isto s6 pode ser satisfeito quando os integrandos de (3.21) forem iguais,
logo

R, S.,(w) = RaSe, (w)- (3.22)
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Reescrevendo a
2 equagdo (3.22) Se a seguinte expressao geral
Se, (w

2alW) _ So(w) S (w)

——

B m e e ) (3.23)

) Obtem-

eterminagao é necessario calcular

nergi édi ) g
a energla media total armazenada, o circuito. A energia média do campo

elétrico é dada por

2 (o)
Wy = <‘L>=L[ Sillo) 5 SO B (w)is, o6
SSRGS e e o) FZ@E =
f CRf(w,T)
i R202w2+(LC’w2—1)2dw' (32)
E a média da energia do campo magnético armazenada é

Q) = <~in2> = gf_:S,(w)mz

00 wzchRf(w,T)
A R2C?w? + (LCw? — 1)2dw. (3.25)

Il

Para um valor pequeno de R, notamos que as integrais (3.24) e (3.25)

. . 1 .
possuem um pico muito acentuado em w = (LC)~2. Logo as maiores con-

tribuigbes para as integrais vém da regido em torno dos picos. Assim apro-’

ximando o termo f(w,7T) das integrais como uma funcdo constante nessa
regiao e integrando por partes, temos

= d
O = 0D [ i
o0 2d
(Q) = f(Q7T)L agcz j_c(czc_ 1)‘2 =
= g £(Q,T), (3.26)

"N GR S =
paraa—m,ﬂ—ﬂ—ce(—n.

Por outro lado, para R tendendo a zero, a equagéo do circuito (3.1) ou
(3.3) tende & equagdo do oscilador harmonico

i) + 32 = &(0). (3.27)
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stica, obtendo os mesmos valores

média do circuito & i¢as. Para o caso da equagio (3.27), a energia
(W):(U)+(Q)*<q2> <L12> KO o
== DR = L
20 5 3 coth (2KT) : (3.28)

carai(:::rliz t?c:uzgao (3'27) P?(lie descrever partes arbitrarias do circuito com
d ~ 4G arbitrdrias, entdo Q é também arbitraria. Assim to-
mando as equagoes (3.26) e (3.28), obtem-se

Fuw hw
flw, T)=— 2ivads
(w,T) o coth ( 5 = - (3.29)
S_ubﬁtituindo (3-29) na relagdo (3.23), entdo a distribuigdo espectral da
tensao €
SE = ——
(w) o coth (-——2 T) . (3.30)

Su.bstituindo a expressdo (3.30) em (3.18), obtemos, entdo a relagio de Ny-
quist para a tensao elétrica flutuante

S e hw hw :
(E(w)é(w")) = R(w) o coth (m) O(w + ). (3.31)
Usando a relagao (3.19), obtemos a relacio de Nyquist para a corrente flu-
tuante R(w) fw -
T T, ! e w Vorst RSNl !
(I {w)I(w") Z()F 2 coth (2I{T) O(w + w'). (3.32)

As relacdes (3.31) e (3.32) podem ser facilmente generalizadas na forma
do teorema flutuacao-dissipagio, que sdo relacoes gerais entre a impedéancia
generalizada de um sistema linear e a forga flutuante generalizada atuando
sobre esse sistema. Embora as relagdes obtidas aqui sejam um caso particu-
lar do teorema flutuagao-dissipagdo, elas lhe sdo completamente analogas, se
especificados claramente os significados das varidveis [23, 29]. A relevancia
do teorema flutuagio-dissipacdo estd na demonstragéo da ampla aplicabili-
dade das relages (3.31) e (3.32), incluindo os sistemas lineares quanticos e

classicos.
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tamente a condicdo de resisténl(l:g I[i?guzi? zzzvantagem Qeiosti exP!iCi_
validas as equagdes (3.27) e(3.28). U ; (w) — 0, de modo que sejam
6 BW) o1 s - LM outro limite que pode ser considerado
= S Caso a freqiiéncia natural do circuito tende
Pressao (3.28) ¢ vdlida. Esses limites apresenta-

lineares em i ci a
rior. Os sistemas fisicos 3 G, S, folicitadona seqlo ante
que nao seguem estes limites levam a complicagdes

no trlgtamento quantlcO, ass.im como na SED, que incluem comportamentos
nao-lmeares, e nao cabem discuti-las nesta, dissertagao.
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Capitulo 4

Interagao do solenéide com o
oscilador dipolar elétrico

Est,u’d-os f‘)br‘? a Interacdo dos campos eletromagnéticos do vacuo com a
materia tem Slfl(? feitos desde as origens da Eletrodinamica Quantica. Varias
descc-)berta:s te01'1Fas de fendmenos envolvendo a radiagdo do vacuo foram fei-
tgs, mclus'lve efeitos sobre objetos macroscépicos, dentre os quais podemos
citar o efeito Casimir [12].

Ot{trcis efeitos importantes da radiagio do vécuo sio as alteragoes da taxa
de emissao espontanea de transigoes atémicas, quando os 4tomos interagem
com circuitos ressonantes ou paredes condutoras ou dielétricas. Tais efeitos
devem-se a mudangas que a radiagdo do vicuo sofre com ambientes diferentes
do espaco livre, consequentemente provocando alteragoes nos dtomos. Essa
drea da Eletrodindmica Quantica é hoje conhecida como Eletrodinamica de
Cavidades.

H4 alguns anos, foi feito um trabalho por Franga e Marshall, em que se
estuda o comportamento de dtomos excitados entre espelhos [31], usando o
formalismo da Eletrodindmica Estocastica. Os resultados obtidos por Franca
e Marshall [31] estdo em acordo com os resultados experimentais obtidos por
Jhe et al. [32]. Isso motivou vérios outros trabalhos, em que se utiliza a SED
para se estudar a interagdo de osciladores dipolares elétricos microscopicos
com um solenéide macrdscopico, feitos por Blanco, Dechoum, Franca, Santos
e Maia Jr. [1, 2, 3, 6]. Neste capitulo apresentamos os desenvolvimentos feitos

por essas referéncias.
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4.1 Descrlgéo do sistema fisico

Por simplificacs
consideradopé cilfr?c(i) oo Perder a generalidade do problema, o solenéide
F1€0, com comprimento ! e raio a, feito de N espiras

circulares. O oscilador elétrico €ncontra-se na origem de um sitema de co-

ordenadas cartesiano, ta] i %

feain s Go (11 . 4u€ 0 movimento do oscilador é unidimesional e

Goio G Centrga(c:)l 0 GIXO’ p—x. A uma distancia y do oscilador, na diregao

0 g= Todo ) SOlen’Ode, Cujo eixo de simetria é paralelo & diregio
5 .to ; eiieﬁa”amo esta imerso em um banho de radiagio térmica e de

-Z€ero. 2 7 ;
pon ro gura 4.1 mostra uma representacao esquemdtica do sistema.

EIXO DO SOLENOIDE
Az
!
I(t)
=
1 l‘x
[ ,'/
1 ’
L = +
1 y DIPOLO ELETRICO
5 :
ESOL | I/
N
It 4
; i
! 2a !

—>
Bdip

Figura 4.1: Figura esquematica do dipolo elétrico a uma distancia y do eixo
do solenéide. Os campos relevantes gerados pelo solenéide Esq € pelo dipolo
oscilante Edip estao indicados
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2
mfl} = = 2 2q s=s
MwyT + 33 z +thot(t), (4.1)

sendo que o ca . 2
9 MPpo total agindo no oscilador é a soma da, componente na

direcao 0-z do campo elétrico |
2 ivre, E_(t : et :
pelo solendide, E,,(t), isto ¢ z(t), mais o campo elétrico produzido

Eioi(t) = Ex(t) + B, (). (4.2)

Os campos que agem no oscilador dependem apenas do tempo, porque o
tratamento € nao relativistico, logo deve-

no ponto de equilibrio do oscilador.

POT Sua vez, a equagdo do circuito RLC também deve ser modificada,
deVl-dO a presenca do oscilador. O circuito RLC deve seguir a equagdo (3.4),
explicada na secdo 3.1, trocando-se a forca eletromotriz anterior por

se tomar apenas os campos elétricos

Eiot(t) = en(t) + €aip(t), (4.3)

sendo que £y(t) é a forga eletromotriz gerado pelo ruido de Nyquist e &g, (t)
é a tensao induzida pelo campo magnético do oscilador. Assim substituindo
(4.3) na equagdo (3.4) e aplicando a transformada de Fourier, pode-se escrever

Erot(w) = I (w)Z(w), (4.4)

de modo que fm,,(w) é a transformada de Fourier da corrente flutuante total
e Z(w) é a impedancia do circuito dada pela expressdo (3.15) do capitulo
anterior.

4.2 TFlutuacgoes do sistema e equagoes da in-
teracao

Além das equagdes que regem o circuito elétrico e o oscilador dipolar, ja
podemos determinar as propriedades estatisticas de algumas varidveis. Como
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estamos usando i
0 formalismg da SED, a funcdo de correlacdo do campo

elétrico do vacuo é dada
pela ex 3 S
de onda longos, a expressig (-2.35?)1‘(;23&:%(523.?;5)- No limite de comprimentos

733

o = 3
(Ei(t1) E;(t2))r = f oy coth( Mo ) giu=ta
S 2KT :

~ - : mu3
(Be@)Bu(w)) = 22 oy (%) Yo (46)

Devemos lembrar que a fun

¢ao de correlacs = :
de Nyquist é agao da tensdo gerada pelo ruido

(En(w)en (W) = ﬂgf_"" S (5’%) S i) (47)

sendo que R(w) é a resisténcia 6hmica total do circuito.

A interagao entre o solendide e o oscilador dipolar ocorre através dos
campos eletromagnéticos gerados por eles. O oscilador elétrico sofre a agao
da componente x do campo elétrico gerado pelo solendide, Fy,. A figura 1
representa este campo sobre oscilador. Na aproximacao de comprimentos de

onda longos, deve-se calcular o campo elétrico apenas na posi¢ao de equilibrio
do oscilador, entao

104 RO ADEG by, w) ;
Esol(t) = —EE — / dw zwIm(w)%e""t, (48)

tal que (veja o apéndice A)

2 2 iw ]. 3
bly,w) = Ao yfz dze?\/‘m[ e

z (2+y2)i A2 +9?)
27 Na?
Yy /l2 + 4y2 z

O fator b(y,w) depende da geometria do solendide, nesse caso foi conside-
rado um solenéide retilineo composto por espiras paralelas uniformemente

0|~

(4.9)

12
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/2. Foi considerado que ¢ < ]

A aproximacao ind;
imi - ¢ao indicad
a0 lm?lte de comprimentos dr onda longos, | a na exp
os efeitos de retardo dos campos. No casg « < ¢/w, em que se desprezam
que val}la a desigualdade y < (L .tem-sea:(l)lj z(um Soieggiivc};% muito longo, em
Assim, substituindo (4.9) em (4 8) Y,w) = S

‘s . , Obtem-se o Stri
solendide agindo sobre o oscilador elétrico campo elétrico gerado pelo
)

ou seja, o oscilador
ressao (4.9) se refere

Esol(t) - —b(%(:)—)jtot(t), (4.10)

sendo que I;1(t) € a corrente flutuante total no circuito

A distribuigdo espectral do campo elétrico resultante, E,,,, é diferente da

distribuicao espectral do campo elétrico livre, devido & presenca do solendide.

Para verificarmos isso, vamos considerar o caso em que ndo ha interagio com

o oscilador. Assim, a partir das ex o
5 ) 8 pressoes (4.2), (4. ; :

(B Bu() = 22~ coth (1 '
o tot S =0 Y 1+ B(w,y)]d(w + o), (4.11)
na qual foi definida a funcao

3R(w)b?(y)

Blw,y) S Z@)P

1]

(4.12)

sendo que b(y) é dado por (4.9). Estamos supondo que os campos com
origens distintas, o campo gerado pelo ruido de Nyquist no solendide, Esq, €
o campo do vicuo, E,, ndo sdo correlacionados, isto é, (E,(w)Esq(w)) = 0.
A funcdo de correlagdo (4.11) mostra que a presenca do solendide altera a
distribuicdo espectral dos campos eletromagnéticos do vdcuo. Deve-se notar
que tal mudanca é significativa para as freqiiéncias angulares proximas da
freqiiéncia de ressonancia do circuito £ = (LC)™.

O oscilador elétrico dipolar, por sua vez, produz um campo magnético
que induz uma forga eletromotriz £4;p 1O solendide (veja a figura 1). A
componente na diregao z do campo magnético gerado pelo oscilador no ponto

(0,y, z) é dada por [16]

(Baip)z = qyd:(i;; r/e) SF qy:E(ct:z;r/c), (4.13)
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e e e TR T AT TR S T

sendo que 7% = y24 ;2 ¢ o(t) &
24 . e a' SOlu 5'0 d ~
elo campo ma, & 2 equacao (4. 50 i i
P N gnético (By,), pode b b (;«3 (4 1). A l:ens.ao induzida
resultado é : ulada (veja o apéndice A) e seu

y 1d (t o0
Edzp(t) = __L - . b
c at 1) dw(w)izw) ——(yc’zw) el (4.14)

A tensao elétrica total no cir

g 3% cuito é ~ 4 ?
com a tensio induzida pelo osc a soma da tensdo do ruido de Nyquist

ilador. Como b(y,w) é dado por (4.9), entdo
E — q ..
tor(t) = en(t) + 501, w)i(). (4.15)

Substituindo a equaca -
Al iEorier eni?é,o ¢ao (4.10) na equacdo (4.1) e aplicando a transfor-

2 B =~ = 10 =
(wp — w® iTw®)E(w) = % [Ez(w) & %"w_)ltot(w)] ) (4.16)

do z(w) é y itui
Zez uaqlél,z JE‘ iu;)g a traflsfom}ada de Fourier de z(t) e ' = % Substituindo
quag na expressao (4.4), obtem-se

2(0) o) = ) - TNLLEE) (@.17)

O par de equa.(;()es acopladas (4.16) e (4.17) tém como incdgnitas Z(w) e
Lt (w). Esse sistema de equacdes pode ser resolvido exatamente e as suas
solugoes sao estudadas nas secoes seguintes.

4.3 Propriedades do dipolo elétrico

Para se analisar as novas propriedades do oscilador com a presenca do so-
lendide, as equagoes (4.16) e (4.17) devem ser resolvidas. Assim é possivel

obter a expressao de Z(w),

I iwb(y) ~ I wb(y) ~
; q) Bry(w) _-C%EN(QJ) . (q) Ery(w) — #75En(w)

)=l = =
( wo — w? — w3l (3:;(!3)) = D)

m
(4.18)
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sendo que é definido

D(w = w2 3
1 : ) o +Tw A(w, y) —w? iPw3[1 +ﬂ(w,y)], (4‘19)
tal que as funco

q 60es Aw,y) e Bw,y) sio as fungdes reais da expressso

Blw,y) + iA(w,y) = %((L)) (4.20)
cZ(w)’ :

0 que nos permite definir

2¢|Z ()2 \ wC (4.21)

3b2
Alw,y) = 32@) (_1_ _wL) _
E necessario lembrar que os efeitos d
e ca
Deve-se notar que, na expressio (4.18), ;n Peeta o fram domr aadon

: _ campo elétrico do vicuo E(w) nio
3 . 1 5

é correlacionado com o campo elétrico gerado pelo solendide ) = (w)

No equilibrio, podem | 5di R

; » Podemos ca cular a média da expresso (4.18). Como %(w)

depende das varidveis estocasticas E, e €, e levando em

priedades estatisticas, a média de (4.18) é (z) = 0.
A média quadrética de Z(w), no equilibrio, deve ser escrita como

conta as suas pro-

(z2) = ?‘E;fdw( 3egs Coth () 1+ B(w, )]
m
0

wh? — w2)2 + T2u8[1 + B(w, Y2’ (4.22)
sendo que a freqiiéncia wy ¢ tal que
2
wp q° fuwg
— | ~1+TwA(we,y) =14+0{ —— ], :
(2) oAun,1) =140 (L2 (429

e sl A ig fwo gl a1k
assim wy =~ (’uo, pois met <<’ 18es = = Ty 3 :

Para o cdlculo de {(z?2), é necessario supor que A(w, y) e 5(w, y) sao fungdes
suaves e devemn ser aproximadamente constantes para valores de w proximos
de wp. Além disso ['wy << 1, de modo que, seguindo o procedimento feito

pelas referéncias [14, 15], se obtem

. h fig 494
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dia quadratica de ¢ para
(4.24) a partir de (4.22), o fator
ntegrado de (4.22) é cancelado
no denominador. Isso significa que o efeito
sobre o oscilador & compensa

um oscilador no espago livre. a

[1+ B(w,y)] que aparece no numerador do j
pelo mesmo fator [1 + B(w, y)]
devido a presenca do solendide do pela reacdo

do osci!_adOl': a esse efeito. Isto é um resultado notavel do comportamento de
flutuacao-dissipacdo de sistemas estocdsticos na SED.

4.4 Emissao espontinea

A excitacao e o decaimento de estados excitados do oscilador dipolar elétrico
possuem comportamentos diferentes com g, presenca do solendide. Como
feito pelas referéncias (2, 3], vamos considerar como uma, excitacdo externa
deterministica a aplicacio de um campo elétrico conhecido. Se o oscilador
estd proximo do solenéide e é aplicado um campo elétrico deterministico da
forma Fe;:(t) = ad(t) na diregdo z, entdo a expressio (4.18) da posicao do
oscilador deve ser reescrita como

0 [Baw) + Bun(w) - 2502y (w)]

A= 0] '

(4.25)

A média da posicao do oscilador apés a excitagio do campo E,g(t) é

(.’L) = [w iwthezt(w) 0 0 giwt

dwe

~

S mD(w)  2mm J_, D(w)
:wz
~ ﬁ‘sin(wot)e_r_ﬁ'l‘, (4.26)
mwo
sendo que
I’ = I[1 + B(wo,v)]- (4.27)

No célculo da integral em (4.26), considerou-se que os pélos do integrando
tém os valores +wp — i["w?/2. Assim se fez uma aproximagao semelhante

com a feita no cilculo da expressao (4.22).
A nova constante de amortecimento I é diferente da constante de amor-

tecimento do oscilador no espago livre I'. Portanto, na presenga do solendide,
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verificar que a novg constante TV S'OtrOI)la da emissao espontinea. Pode-se
Gosgioin o € em geral maj
uma diminuic¢io dos ¢ : g maior do que T, o que leva a
€mpos de vida i 2
aumento da emissgo €spontanes, R S R pIoyocandbiun

Segundo Blanco
oscilador atraveés dé i);cizl;m,o Frﬁng.a e Santos [1: 3], além da excitagio do
aplicagao de uma, tenss p ?etrlco externo, é possivel excita-lo com a
€nsao conhecida, no (_:ircuito. Isso é possivel, porque as
através do campo elétrigcr)ogzszgss n;) Clrcuitf_’ Propagam-se até o oscilador
I IREYS Gl s SR PE0 SQIanJlde. Assim vamos considerar
rministica aplicada no circuito da, forma Eext(t) = Agd(t).

Entdo a transformada de Four ica
rier da posica 3
deve ter o acréscimo do termo posicao do oscilador dada por (4.18)

.’Eert(w) o Sdh ZAowb(y) ~ QAob(y) w?

m2nctZ(w)D(w) ~  27meiL (92 R, 2 iwL) (wg — w? — iwlMwd)

R
iy g (4.28
devido a perturbagio deterministica da, tensao €er(t). Como Nwy < 1 <)3
}3%/;52 §< 2, a fungdo (4.28) tem os seguintes pélos, Fwy — iMwi/2 e £0 —
1 o

: A. média da posigdo do oscilador apés a excitagdo da tensdo externa do
circuito é

qAob(s : r'wg
(z) ~ Wz;:;))— [wo sin(wot)e™ 2 ' — Qsin(Qt)e"i%t] ; (4.29)
sendo que
R TI'w?)? -
PiE\/(Qﬂ:wo)z-l-(ﬂ— 20) : (4.30)

A expressao (4.29) apresenta o comportamento do oscilador apds a excitagao
devida a tensao externa, mostrando o decaimento dos estados excitados de
acordo com as constantes ["w?/2 e R/2L.

Esses resultados, além de serem novas previsdes que podem ser verifi-
cadas experimentalmente, trazem a possibilidade de se controlar a emissdo
espontanea de dtomos através de mudangas de parametros do sistema.
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4.5 Densidade eg
pPectral das tensg 2
e L ensoes flutuan

A outra incdgnita do sist

ema d Ses. T
equagdo (4.4), a funcio € €quacdes, [y, (w), fornece-

u nos também, pela
de correlacio da tensio elétrica to

3 1 tal do circuito,
(Etot (W)€ oy (w’)) =
Fiew

= o5 coth (5,7{“‘1—11) {R(&)) + o 3FZ¢;’;£(§) 14+-8(w,y) }(5((4) JL wr) (431)
wg— )

+I‘2u.;‘3[l.+.B(w.y)]2 }

sendo que foi usado w) ~ 5. Nota.
da obtida para o ruido de Nyquist
causado pelas flutuagées do cam;;
Esta contribui¢ao é muito pequena,
w ~ Wo, €M que temos um pico m
observacao experimental desse pi
que o espectro do ruido de Nyqui
Como 'wy é muito pequeno, e

S€ que esta fungio de correlagio ¢ diferente
devido ao segundo termo entre as chaves,
0 magnético gerado pelo oscilador [1, 6].
Para quase todo o espectro, exceto quando
ulto estreito e elevado. A possibilidade de
co deve ser levada em consideragao, visto
st ja foi medido com bastante precisdo (30].
ntao é possivel fazer a seguinte aproximacao

Wil + B(w, y)] 7r
(w§ — w?)? + T2wS[1 + B(w, y)]2 = fa(‘” — Wo). (4.32)

Logo a expressao (4.31) torna-se

hw

% % N hw 3nclw2a?L
(€Etot(W)E o (w')) =~ = coth (m) [R(w) L —34!;2—5(00 — il
. (4.33)

Espera-se que a contribuigdo do espectro da tensao originada na interacao
com oscilador, o segundo termo em (4.33), seja muito pequena para ser me-
dida, devido principalmente ao fator ['wy, que é muito pequeno. No entanto
se considerarmos que o solendide estd imerso em um banho de moléculas di-
polares, entdo, com um calculo direto [1, 3], é possivel mostrar que o segundo
termo da expressdo (4.33) é multiplicado por .

9
ﬂ'n,a2£ In (i) z (4.34)
3 a

sendo que n é o nimero de moléculas por unidade de volume. Como n pode
ser um nimero muito grande, entdo o pico do espectro pode ser mensuravel

experimentalmente.

46




Capitulo 5

Ruido Radiativo

O resliados s ido pas o ndmen do o de Nyt pr
- ; que o circuito elétrico comporta-se de maneira si-
milar a um oscilador harménico em equilibrio t dinami i
Em complemento a esta hipétese, pod R e S
cléssico, isto é, no caso de altas t;(;nll) S : i N-.qu-St S
parti¢do; ou no caso geral, que abl-aperatur.as.’ a,phC?, n(.io © PIHERD 6 Gl
s ), ) nge o limite quantico, usar os resultados
da MAecgnlca Quéntica ou da Eletrodindmica Estocéstica para osciladores
harmomco‘s. Como foi apresentado anteriormente, uma das maneiras de es-
tuda.r tef)rlcamente o ruido de Nyquist é escrevendo a equagao de Langevin
do c1?cu1to elétrico, porém tal procedimento tem a limitagdo de valer para
um circuito muito pequeno, o que pode ser muito diferente de um circuito
real.

Recentemente foi feito um artigo por Blanco, Franca, Santos e Spon-
chiado [4] procurando entender quais mudangas podem ocorrer no circuito
quando consideramos sua estrutura espacial. Nesse trabalho estuda-se o ruido
presente em circuitos com induténcia, cujo indutor tem uma forma fisica es-
pecifica e, se o limite de comprimento de onda longo ¢ usado, ele pode ser
considerado macroscépico. Posteriormente foi feito um artigo original por
este autor, Franca e Sponchiado [5], no qual é demonstrado rigorosamente
a presenca do rufdo radiativo em circuitos elétricos com indutancia. Nessse
trabalho 5], que faz parte desta dissertagdo, estuda-se a troca de energia do
solenéide com os campos eletromagnéticos livre no vécuo.
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5.1 Ruido radja+; :
adiativo em Circuitos com indutancia

de maneira cldssica e incluir o

! S aspectos quanticos da radiaca 1
inconsistencias. i W

Vamos considerar um solenéide cilindrico de raio i i
de NN espiras com largura desprezivel, orientado na, diricfagoér:iirﬁne:itsiér’rtlectlz
coordenadas. Esse solendide est4 ligado a um circuito série sem baterias, cuja
resisténcia 6hmica é R, e induténcia é [, Inicialmente vamos despre,zar a
capacitancia do circuito. Se uma densidade de corrente J flui através desse
solendide, entdo surge um momento de dipolo magnético fi, tal que

TNa?I(t) .

1 -
—o= [l — 3 T S\
7 50 | T X Jd°r = &, (5.1)

sendo que /(t) é a corrente elétrica no circuito e i = T%I
A corrente I(t) é um varidvel estocéstica estacionaria, assim tomando

uma amostra sua em um intervalo de tempo, tal que 0 < ¢ < T, entao a
funcao I(t) pode ser expandida em uma série de Fourier, ou seja,

I(t) = f: et (5:2)

n=—co

dadas as freqiiéncias w, = Z2, com n € {..,—2,-1,0,1,2,...}. Os coefici-
entes de Fourier estdo representados por /.

Um sistema fisico com um dipolo magnético emite radiagao, levando a
uma dissipacdo de energia. A poténcia corresp_ondente pode ser calcula{la
(16]. Para o caso da corrente elétrica L:lo solendide ser'd-ada pela expressao
(5.2), a poténcia emitida pode ser escrita COmo uma serie de Fourier, cujos
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coeficientes sdo

2N2 4 -
2= aw\4 - R(w)I?
3c (?) qu; = ——( 2) =3 (5.4)

Entao, a partir 5 i
s ’da} expressao (5.4), a resisténcia radiativa de um solendide
com as caracteristicas consideradas é

Rl = 2”;’:"2 & (5.5)

Logo a resisténcia total do circuito é dada por

R(w,T) = Ropm(w, T) + Ryaa(w), (5.6)

considerando que a resisténcia 6hmica Ropm(w, T) depende tanto da tem-
peratura como da freqiéncia de oscilagdo do circuito. Deve-se notar que a
resisténcia 6hmica é a dissipacdo correspondente as flutuagoes elétricas me-
didas por Johnson [19] e explicadas por Nyquist [20]. Analogamente devem
existir flutuacoes elétricas correspondentes i resisténcia radiativa.

As flutuacGes da corrente e da tensdo associadas & resisténcia radiativa
tém sua origem na interacao entre o solendide e os campos eletromagnéticos
livres no vacuo. Isto mostra-se usando a funcao de correlagdo do campo
magnético livre, que, como estamos no ambito da SED, é a expressdo (2.36)
apresentada no capitulo 1. Pela aproximacdo do limite de comprimentos de
onda longos, que estamos usando, a expressao (2.36) pode ser reduzida para
o caso de campos independentes da posicao, ou seja,

3

22 huw hw ot
(Bz(tl)B](tz))T= ‘/;oodwéij-g@coth (m) () (t: 82). (57)

O campo magnético é considerado como tendo um ruido gaussiano e n~1ed1a,
igual & zero. Assim, usando as relagoes de Wiener-Khintchine, a fungao de
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correlacao da transfor
i dsi mada de Fourier da :
magnético é componente no eixo 0-z do campo

T

(B (w)B,(w")) = Srv (©)0(w + o) = 1 (

et huw
3 3 coth m) 6((4) +UJ’). (5.8)

oria o . :
exXpresso por 30 longo das espiras circulares do solendide,
2
ep(t) = _MaBZ(t)- (5.9
c ot 9)

Entéo, combinando as expressges (5.8) e (

sidade espectral da tensio elétrica, flutua;
livre é

5.9), é possivel escrever que a den-
nte causado pelo campo magnético

a2 N\ 2
SB(UJ,T) = ( = )WZSFVB(M,T)

_ 27N? faw\4 hw e
3c (_C_) TCOth (m) 5 (5.10)

Para simplificaca 3 . : :

. plificagao de n?taf;ao, neste capitulo, as densidades espectrais de
tensao possuerrl apenas indices que indicam sua origem. E usado o indice B
para as ﬂutu’aqoes geradas pela indugao do véacuo sobre o solendide e o indice
N para o ruido de Nyquist.

E evidente que a expressdo (5.10) pode ser arranjada, de modo que a

resisténcia radiativa, dada por (5.5), pode ser explicitada, fornecendo entéo

a sua correspondente relagao flutuagao-dissipacao,

Sa(w, T) = @;#coth (%) . (5.11)

Note que, fisicamente, a0 mesmo tempo que 0 campo magnético provoca flu-
tuagoes no circuito, ocorre a dissipagao do sistema devido ao dipolo magnético
flutuante. No estado estaciondrio, o balango entre a dissipagao e a flutuagao

do circuito obedece a expressao (5.11).
Ap6s este passo, hé condigoes de encontrar o teorema flutuacao-dissipagao

para a tensdo elétrica total do circuito, que deve ser

e(t) = en(t) +ea(?)- (5.12)
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Sa0 supostas nigp correlacionadas, isto

Iss0 & justifies
da agitagdo térmica dentrg dJUStlﬁcavel’ Porque o ruido de Nyquist surge
Js fios do circuito, e o novo ruido considerado

deve surgir da inducio d; :
€40 direta da radiacdo térmica e de ponto-zero, mais

; . £y en b

Se(w,T) = Sn(w, T) + Sp(w,T) =

hw [ 92 N2
o | ok () T2 L TN aw 4 hiw
o > (c) coth ( -2 . (5.13)

Entao a relagao ﬂutuagéo-dissipagio bara a dissipacdo total do circuito é

hwR
.S'e(w,T) = —%%ﬂ coth (‘__2};?7’) ’

Cor'n-estes resultz'a,dos é possivel verificar o comportamento de um circuito
R_LC série sem baterias, cujo solendide tem dimensdes macroscopicas. Isto foi
feito para ?e -estudar os'efeltos deste novo rufdo em um circuito com proprie-
dades reahstlcfas de resisténcia, indutancia e capacitancia. Além disto, para
a prova do ruido de Nyquist, Ginzburg [23] utilizou a condicdo de equilibrio
e a energia média de um circuito RLC, no limite de resisténcia pequena, na
qual o circuito se comporta como um oscilador harménico.

Seguindo as consideragoes anteriores, o circuito estudado tem dimensdes
muito pequenas comparadas aos comprimentos de onda correspondentes a
faixa de freqiiéncias em questdao. Nestas condicdes os campos e correntes do
circuito estao na aproximagao quase-estacionaria, na qual a corrente elétrica
I(t) é a mesma em todo o circuito, num dado instante ¢. Todo o célculo a
seguir foi feito como em [23].

A energia média no circuito é dada pela expressao bem conhecida

(5.14)

(W) = L(I*k)=1L +°°S,(w,T)dw=

-0
HED C%w*S, (w,T)

do. (515

= fo C??Re(w,T) + (LCw? — 1)2 )

Deve-se considerar que a resisténcia total deve ser pequena R(w,T) — 0.
Desse modo podemos escrever a condigao

R(w,T)
LQ

— COR{w,T) << 1, (5.16)
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sendo que Q = (LC)-1/2 4

: ’ € a freqiiénci
equagdo (5.10) &, aproximadamegte i
% )

aracteristica do circuito. Assim a
Se(w
(U) =72 T) B2 pg
OSSR
Logo o circuito co G S8 :
g armlgl & resisténcia radiativa tem a mesma energia média que
N1Co em equilibri :
: 10 co Sy e
Isso foi uma das condiges necesss, i gl et oonte g

: I L SLE 3
a densidade espectral do ruide de Iléquit: - iancence Baj sobiivess
Pode- ;

desta contribuicdo ser mui
uito i Al
“wiats. g ''O Pequena para baixas freqiiéncias, ela se torna
e para freqiiéncias altas como pod 3

o Lk B meatid » COmO podemos ver nos gréficos da

ren & sultado abre a possibilidade do ruido da resisténcia
radiativa ser verificado experimentalmente
t Alim do 1;11(10 radiativo em circuito com indutancia, foi mostrado recen-

4 ’

emente por Franca e Santos (7], que 4tomos com dipolos magnéticos podem
fro(’:g; en;rgla ¢ momento angular e linear com o campo do vacuo e o so-
endide. Foi rr’lo.strad<_3 também [8] que em algumas situagdes as energias nos
atomos magneticos dipolares e no solendide crescem simultaneamente. Neste
caso 0s f:ampos dq vacuo provéem energia para ambos os sistemas. Todos
estes efeitos poderiam ser verificados experimentalmente.

5.2 Demostracao da presenca do ruido radi-
ativo

5.2.1 Introducgao

Para esclarecer a relacio entre as flutuagdes de corrente microscopicas e o
conceito macroscépico de resisténcia radiativa, durante a elaboragdo desta
dissertacdo, foi feito um estudo que resultou na publicagdo de um trabalho
original, em colaborag@o com Franca e Sponchiado [5]. Nesse trabalho, apre-
sentado nesta secdo, as flutuagdes do circuito correspondentes & resisténcia
radiativa, preditas por Blanco, Franca, Santos e Sponchiado [4], sdo analisa-
das a partir da troca de energia do circuito com os campos eletromagnéticos

livre no vacuo.
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PR it

O método usado para

radiagdo térmica e de ponto-zerg consist, ¢a0 do circuito RLC série com a
€ em calcular o vet, i
or de Poynting

em todo o espaco em t A ;
do circuito constituidoogélo i Clrcu,l.to' B mostrado a seguir que a presenga
um solenéide macroscopico cilindrico produz uma

($)=0 (5.18)

em qualquer pon
menile, oqespelztrsodgor :jfaa%(; dConfsequenEemente, como é esperado fisica-
N ol G 0 vacuo nao se altera ao longo do tempo e
nenhuma radiagdo pode ser detectada surgindo do circuito. Além disso, com
a copdlgao (518), 0s ruidos no circuito e suas correspondentes resisténcias
ohmica e radiativa sdo consistentemente necessarias.
Yamos considerar todas as aproximagoes e os arranjos da segéo anterior
(0] CLfE:ult‘:o possue uma resisténcia 6hmica, que depende da temperatura e da;
freqiiéncia de oscilagdo da corrente, porém estes aspectos nao sao relevantes
nesta analise. Apenas devemos lembrar de que a resisténcia ohmica estéd
relacionada com o ruido de Nyquist, assim vamos escrever

Rahm = RN- (519)

A impedancia total do circuito pode ser escrita como

o) = T (wL % %) ; (5.20)

sendo que a resisténcia total do circuito R(w) é ainda desconhecida. E
possivel dizer apenas que a resisténcia pode depender da freqiiéncia e possue
uma parte ohmica.

5992 (Calculo dos campos elétrico e magnético gerados
pelo solendide

As flutuacoes eletromagnéticas do vacuo produzem flutuagdes na tensdo do

 circuito através da acdo do campo magnético livre nas espiras do solendide.
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Mg e - e

a tensdo elétrica ¢ B(t) que é acres-
N(t), valendo a expressao (5.12).
espg?tivas correntes Ip(t) e Iy(t).
varlaveis relacionam-se por

de Nyquist ¢

1
S Z(w) En(w) +&p(w)). (5.21)
Pelos motivos ja citados na Se¢do anterior, os r

sio correlacionados, isto 3 uidos de origem diferentes nao

(En(w)Ep(w)) =0,
() o)) =0 (522)
A contribuicao do ruido de N

- 3 Yquist para a corrente no circuito segue a
?gg;;;’-te fungdo de correlagdo, que pode ser obtida das expressdes (3.16) e

(In()In(t)) = /_ :0 il ( & )eiw(‘-"). (5.23)

— 2 oth
1Z(w)2 2r >\ 3kT

Um c1rcu1t9 com um solgnmde com a geometria considerada deve ter um
momento de dipolo magnético determinado por (vide [16])
1

= v - 7TN 2
fi= oo | 7x Jdr = T——[In(t) + IO, (5.24)

visto que J é a densidade de corrente no circuito. Devemos notar que a
corrente total do circuito pode ser dividida na parte com origem no ruido
de Nyquist e na parte com origem na indugdo dos campos livres no véicuo,
de modo que os campos gerados pelo dipolo magnético do solendide também
podem ser calculados separando as contribuigGes de origens diferentes.

O campo elétrico gerado pela parte do dipolo magnético do solendide
devido ao ruido de Nyquist é (veja [13, 16])

o0
5 N b .
En(7,t) = -2 / dw? c“ Ty(w)e ™ |, (5.25)
0
sendo que sao definidos os vetores
) 1 i
T — 1.3 kT | = 526)
H=ke nx,u[kr _—(kr)z] (
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en=L 0O correspondente fampo magnéticg &
0 é
—p N m
By (1) = 2/dw7’N"'2 I (w)e= !
0 o In(w)e ™G, &:27)
sendo que

~ = k3 ikr & 5 i 1 i
G € {(nXM)Xn(E +[3ﬁ’(ﬁ'ﬁ)“ﬁ] 1 i) (528)
Para calcul Gy Pl o
indugdo dos :a?rrlp(fs (‘i?\lr?fsos gerados pelo dipolo magnético com origem na
no vacuo ‘- . s
correspondente corrente elétrics 1 sobre o solendide, é necessério obter a

; B- Para is Strico li
Lt SO 0 campo elétrico livre pode ser

— 2 — iy
EVF(F-; t) = —Re Z [ d3kh (E, T)e—iwt-l-ik:'f"-l-iﬂ(ﬁ,a) k x é(k, Cl!)
a=1 k

. (529)
e 0 campo magnético livre pode ser €XPresso como
kK 2
Bvp(7,t) = Rey [ d*kh(k, T)e #rHEr+0Ea) s (1 ). (5.30)
a=1

As e)\jpressc')es (5.29) e (5.30) diferem apenas na orientagdao dos versores de
polarizagao das expressdes (2.1) e (2.2).

Combinando-se as equagdes (3.14) e (5.9), a corrente induzida no so-
lenéide pelo campo magnético (5.30) é (veja [16])

2
iwn Na? iAo
Ip(t) = Ry [ B pemiuttioe . gy, (5.31)
= cZ(w)

Assim, os campos devidos a corrente induzida pelos campos livres do
vacuo, Ip(t), podem ser calculados. O campo elétrico é

2 mNa?\? b S —
Eg(7,t) = —meZ/d%iw ( = ) Z(w)e'“"““o(é- pYH (5.32)
a=1

e 0 respectivo campo magnético é
2 2\ 2
=g - 31.- ﬂ-Na- b —wwtil 2 o G-?. 5.33
Bo(rt) = e | b () s reme. @3
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Logo 0s campos elétrico e m

€spago Sao agnetico resultantes em qualquer ponto do
E. T, — ol - kg =4
..(7‘, t) = @F\r(?‘, t) + En(7,t) + E’B(,;-, )

B(7,t) = Bpy (7 1) + By (7,t) + B (1)

L iy » considerando que o eixo do solenéide
2, » Para as componentes i e o irego

2 A nas direcoes z
y ou z) do campo elétrico E(7,t), temos ( 9 :

(Ei (Fla tl)Eu (7?2, ta)) = d3 ¥ e kika hw hw
k{dia— =2 = coth| —— | x
k? ) 4m? 2KT

i X cosw(ty — t3) — k - (fL — )] +
IMEN? /g4 2N

o4 mNa

e P (e, (2

1 c hwd hw
X | =+ s
(T2 w2r4) | Z(w)|? coth (2KT) X

x cosfw(t, — tg) — %(rl —15)]. (5.35)

Foi desprezada a contribuigdo dos termos cruzados entre Epy e Ep, pois,
no limite de comprimentos de onda longos, esses campos sdo correlacionados
apenas sobre o solenéide. A fungédo de correlacdo obtida para o campo elétrico
resultante devido a presenga do solendide é claramente diferente da funcgéo
de correlagao do campo elétrico livre. Nota-se também que o campo elétrico
resultante é anisotrdpico, por causa das contribuigoes dos campos de dipolo
magnético gerados pelo solendide. Com a simples aplicacio das relagdes de
Wiener-Khintchine, verifica-se que o espectro do campo elétrico é diferente
do caso no espaco livre.

5.2.3 A média do vetor de Poynting

Determinados os campos elétrico e magnético resultantes, podemos, entao,
calcular o vetor de Poynting S e o seu valor médio. O vetor de Poynting é
dado por

1

5t = = (B0 x Br). (5.36)
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o)
ta
ct+
&
a
o
=
)
.
“O
o
=
&
o
=
)
o
[=r

¢ ~ = — —
g;me[(EVF X Byp) + (E}, x Bp) +
(EVr x Bp) + (EB X E\fp) + (B % EN)]. (5.37)

Os outros termos da média do vetor de Poynting

kv % Bi) =0, (By x By) =0 (5.38)
(ENXpr)=0 e (E;VXBB)=O e

sao nulos, pois os campos gerados pelo ruido de Nyquist ndo sdo correlacio-
nados com os campos gerados pela radiagio do vécuo.

E possivel mostrar que os termos da equagao (5.37), sem incluir o termo
devido ao ruido de Nyquist, tornam-se (veja [13])

2 -~
(B oGy m) = /d:"kl)2 [Ze X (k : e)} : (5.39)
a=1

C

e i NG 2R i |2 AL
(E% % Bp) = — fd3k (WNG ) IZ(:J))IZH* x G [Z(f -@)?| . (5.40)

C

1
e wNa?\? iwh? o .o (NSEXEL o i
(E;;FxBB)=_/d3k( ) Z@)P (—Z (w)G)X[Z o (E e

= (5.41)
e
; : : Ngzibz = '2~","i--r'-'
By x Bur) = - [ @k (o) g (B0 ) > [g(e me; ]12)
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Como a SOma, sobre as Polarizacges de
sores de polarizacio e o vetor de ong dvfl
a da

Seguir as relagdes entre os ver-
angulares das expressges de (5.39) a a (5.42)

as em (2.3), entdo as integrais
sao, respectivamente,

2 -
dQ: A k x € L
b (i,
(é-ﬁ)"‘] = f dQ; [1 = (%)] = 8?", (5.44)

2 -
kex<ic = i
d2;: 2. ) e—iFT kxp - )
f F [Z i (€ e ]= f dg=—Le#r Mt (5.05)

2
[ dQg [Ze (- p)e® ’"} f dQz [ %} eF T — ffﬁmé’. (5.46)

1 T k3
O termo de (5.37) devido ao ruido de Nyquist ¢
(o] o0 2
wNa?\* - 2 el
—4/0 dw/o dw’( 3 ) (In(w)In(W)YH* x G =
(o) 2y 2
y _4]' e (':TNa ) fuw Ry ey Fiw B
0 c 27r|Z(w)|2 2KT
v 7Na?\* drRyb? ~, =
—_ - d * -
fo w ( = ) Z()F H* x G. (5.47)
Para os outros termos de (5.37), as intergais angulares de (5.43) a (5.46)
sido calculadas escolhendo 7 na dire¢do do eixo 0-z e variando a diregado do

dipolo magnético fi, além de se usar coordenadas esféricas. Os resultados
obtidos sao

(Ex % Bn)

Q
Il

(B x Byr) =0, (5.48)

(B x Bg) = — fo o dw8§;4 (’”: “2)4 | Z?:)Pﬁ* x G, (5.49)

(Bt x Ba) = [ o ('”N ) w—?jﬁ‘ *(w)G) x (4’”9%(;{;0)
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(EB X EVF) = —..foo dw:l‘_oia (ﬂ'Na,z)z b2
0 c

) TarCei X (i—gﬂm@).
Como (5.51)
Re(Z*(w)G) = Re(Z(w))Re(G) + Im(2(w))Tm(C) (5.52)
e
Re(iZ(w)H*) = Re(Z (w))Im(H) - Im(Z(w))Re(H), (5.53)

entdo os resultados obtidos de (5.47) a

nipulados na expressao (5.37) (5:5) podem ser colecionados e ma-

, da qual se obtem

= c (wNa?\? [ 2
e b 2r2N? 4
S 2 ( ¢ ) ]o dw|Z(w)|2 l 3c (ch) + Ry — ReZ(w)

-(ReH x ReG + ImH x ImG).
(5.54)

Esta expressao s6 ¢ nula quando o integrando é nulo. Isto apenas é possivel
se

2m2 N2 4
e Sl e

= Rrqa(w) + Rn. (5.55)

Isto significa que mesmo com a presenga do circuito, que estd absor-
vendo e emitindo energia da radiagao eletromagnética a sua volta, nao existe
transferéncia média de energia em qualquer diregdo, qualquer que seja a
freqiiéncia. Logo a distribui¢do espectral dos campos do vacuo é estavel,
apesar da presenca do solenéide. Aplicando o teorema flutuagado-dissipagao
para a resisténcia total obtida em (5.55), conclue-se que, além do ruido de
Nyquist, o ruido radiativo deve necessariamente existir no particular sistema

analisado aqui.

5.2.4 Condicdes para a medicao do ruido radiativo

Demonstrada a existéncia do ruido radiativo em circuitos com induténcia e

suas conseqiiéncias, devemos procurar saber em quais situagdes esse ruido
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e T

torna-se relevante. Injcj
intensidad . almente vamos definir indi
as intensidades do ruido tots) ¢ d um indice de proporgdo entre

SR £ do ruido d : >
Usando as distribuigges espectrais dag ten:c”)l:sy qtht s )
, temos

f(w)s§i=1+2@1 aw\ 4

SN 3C'Rohm (T) 2
sendo que S; € o espectro em (
maior o valor de &, maior & g ¢

(5.56)

9.13) e Sy é o espectro em (3.3). Quanto

L ntribuic3 St SR :
do circuito. ¢a0 do ruido radiativo no ruido total
m
1.-107" |
e e TR
]
Py
2
E
3
w
1.-107" |
1.-107% bk " e e A=
1.-10° 5.-10' 1.-10 s.+10" 1.-10 5.+ 10" 1. -10"
w [rad/s]

Figura 5.1: Grafico das distribuigdes espectrais da tensdo. A curva continua
representa o espectro total S;(w,T) e a curva tracejada representa o espectro
do ruido de Nyquist apenas Sy(w,T). O solendide é tal que ¢ = 0, lcm,
N = 1000 e Ropm = 12, a uma temperatura 7' = 3K.

Como se vé em (5.56), para que ¢ seja grande, a resisténcia 6hmica deve
ser a menor possivel. Uma expressdo muito conhecida da resisténcia 6hmica

em um fio condutor é

d 2rNa

Ropm (0, T) = o{w,T)A = o(w,T)A’ (G50

— 97Na é o comprimento total do fio, cuja drea de segao reta
o(w,T), depende da freqiiéncia de oscilaggo

sendo que d
é A. A condutividade do fio,
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S(w.T) (VA2 s]
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1.-10 L

e
— e

S.-10° 1,.100
' 3.-10' 1..10'

= 5. .10 1. .10M

w [radls] 10 1.-10

Figura 5.2: Grafico das distribuicges espectrais da tensdo. A curva continua
repres’enta 0 espectro total S¢(w, T) e a curva tracejada representa o espectro
do ruido de Nyquist apenas Sy(w,T). O solendide é tal que a = 0,1cm
N = 1000 e Ronm = 10052, a uma temperatura T = 3K. : :

da corrente e da temperatura, sendo que a dependéncia térmica é muito
importante. A resisténcia do condutor é menor para temperturas menores,
assim o ruido radiativo tende a ser relevante para baixas temperaturas. A
figura 5.1 apresenta os graficos do espectro total S, e do espectro de Ny-
quist Sy para uma resisténcia 6hmica de 1 (as demais caracteristicas do
solendide sdo apresentadas na legenda da figura). Podemos notar que S, se
diferencia consideravelmente de Sy a partir aproximadamente da freqiéncia
de 2-10%rad/s. Para o mesmo solendide, porém com uma resisténcia ohmica
de 1009, podemos ver na figura 5.2 que S, se destaca do ruido de Nyquist
aproximadamente a partir de 5 - 10°rad/s.

A expressao (5.56) revela também que quanto maior o raio do solendide
a, maior é a importancia do ruido radiativo. O mesmo aspecto notamos para
a freqiiéncia de oscilagdo do circuito w. Com estas consideragoes queria—s.e
esperar que para medir um ruido radiativo de destaque, é nec?ssa.rxo m?du'r
as mais altas freqiiéncias com um raio do solendide maior. Porem-l 1sto~nao~e
verdade. Devemos lembrar de que os estudos sobre o ruido radiatwo‘ s20 ndo
relativisticos (aproximagao de comprimentos de onda longos), respeitando a
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exatamente.

T \\'——j

B U i 3

S(w,T) [V*2 s]

-

Lrl07

1.-:10"¥

1 n
10' 5. - 107 .
. 1.-10°
10 3.-10' 1..10 s.+10° 1.-10'

w [rad/s)

Figura 5.3: Gréfico das distribuicdes espectrais da tensio. A curva continua
representa o espectro total S.(w,T') e a curva tracejada representa o espectro
do ruido de Nyquist apenas Sy(w,T). O solenéide é tal que @ = lcm,
N =1000 e Ropm = 19, a uma temperatura 7' = 3K.

Podemos ilustrar a relagao entre o raio a e as fregiiéncias nas quais o ruido
radiativo é relevante, comparando a figura 5.1 com a figura 5.3. Na figura
5.3 é usado um solendide com raio de lcm e com as outras caracteristicas

iguals ao caso
espectro S, se

da figura 5.1, na qual o solenéide tem um raio de 0,1lcm. O
destaca na figura 5.3 por volta da fregiiéncia de 2 - 10°rad/s,

uma ordem de grandeza a menos do que na figura 5.1.



Capitulo 6

Discussao Final

Apresentamos nesta dissertacio o estudo de uma,
tuagoes de tensdo e corrente em circuitos elétrico

ex1§ten‘01a a partir <-ie consideragdes do fluxo de energia eletromagnética entre
o circuito e o afn‘biente. Dedicamos este trabalho a analisar como os cam-
pos eletromagnéticos flutuantes no vidcuo poderiam atuar sobre um circuito
elétrico com dimensdes fisicas macroscopicas especificas. Assim foi feito um
trabalho por Blanco, Franca, Santos e Sponchiado [4] predizendo a existéncia
de flutuacoes de tensdo devida a agdo dos campos livres e relacionada com
a resisténcia radiativa do circuito, tais flutuagdes no circuito foram chama-
das de ruido radiativo. Foi tomado o caso particular em que o circuito é
constituido basicamente de um solenéide macroscépico.

Nesse primeiro trabalho [4], apresentado na Secdo 5.1, foi utilizada a idéia
do teorema flutuacao-dissipagao para mostrar a possibilidade de existéncia do
ruido radiativo. Assim foi mostrado que o ruido total no circuito é a simples
soma, do ruido de Nyquist, gerado pela resisténcia 6hmica do circuito, com o
ruido radiativo, isto €,

S.(w, T) = Sy(w,T)+ Spw,T)=

hw 212N? faw\4 fiw )
= %[Rohm(w’T)-'" 30 () | eoth (577)

4

contribui¢do nova as flu-
s e demonstramos a sua,

A partir desse resultado, embora o ruido total seja diferente, m.ostrou-se que
a energia média acumulada no circuito é igual & energia média acumulada

apenas com o ruido de Nyquist. :
: Apesar do trabalho realizado por Blanco, Franga, Santos e Sponchiado 4]

mostrar a possibilidade de existéncia do ruido radiativo, ndo mostrou que tal
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ruido deve necessariamente exig

tensao flutua '
e . 'd_nte S92 alterada, ngo ¢ Possivel oh
na energia Hlleb 18 acumulada ho circuito. Alg d§erva.r qualquer mudanga
ue, no equilibrio ter TR i m disso, deve i
L modindmico, nio deve haver ﬂu)’{o de ;r:l(;i ffOHSl(:erar
gia entre o

circuito € o0 ambiente
o - 4 sua volta (os campos eletro cti d
Isso significa que a média dg vetor de P e )

deve ser nula, isto & oynting em qualquer ponto do es
) 19 pPago

) : POs elétrico e magnético
’ erados pelo so-
lendide, feito por este autor, Franca e Sponchiado 5], quegse comp]z'ovojoa

ex;)ste?m‘; ‘do ruido radiativo. _No célculo original feito em colaboragao com
o Prof. Franca e com Sponchiadg [5], foi suposto que o solendide estd em

olta, de modo que a média do vetor de
D&}QO, para qualquer freqiiéncia, deve ser
S h\(res no vacuo agem sobre o solendide,
Ssarlamente existir. Verificamos também
o espectral dos campos elétrico e magnético resultantes em
torno do sqlenmde devem ser diferentes do caso de campos eletromagnéticos
no espago livre. Contudo essa densidade espectral resultante é estavel, isto é,
ela ndo se altera ao longo do tempo e néo se pode medir nenhuma radiacao
sendo absorvida ou emitida pelo solendide.

As possibilidades de desenvolvimento da idéia do ruido radiativo sio mui-
tas. Visto que o ruido radiativo que estudamos é gerado por uma certa
configuracao especifica do circuito, podemos esperar que o estudo de circui-
tos com diferentes configuragoes levarao a ruidos radiativos diferentes que
podem levar a comportamentos qualitativamente diferentes. Naturalmente,
podemos, por exemplo, procurar calcular as implicacoes que ocorrem, se o
circuito tem um capacitor especifico (placas planas paralelas, cilindrico etc).
Devemos mencionar que os calculos relativos ao estudo da interacao entre
o solenéide e um dipolo elétrico microscdpico, feitos por Blanco, Dechoum,
Franca, Santos e Maia Jr. [1, 2, 3, 6] e apresentados no Capitulo 4, nao sao
alterados com a inclusdo do ruido radiativo no solendide.

A teoria utilizada no estudo do ruido radiativo é a Eletrodinamica Es-
tocdstica. O motivo do seu uso deve-se a seu SuUcesso obtido na descricao 'es-
tatistica dos campos eletromagnéticos livres, assim como no estudo do ruido

Poynting em qualquer ponto do es
nula. Considerando que os campo
entdo o ruido radiativo deve nece
que a densidade
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Apéndice A

Campos de interacio entre o
solendide e o dipolo elétrico

A.1 Campo elétrico gerado pelo solendide

Vamos calcular inicialmente Stri 5
iy 2 0 ca,mp? elétrico gerado pelo solendide que age
p 1Co. Vamos considerar que o solendide est4 disposto ao

longo do eixo 0-z de —1/2 a /2 e o seu centro est, na origem de um sistema
de coordenadas. U .
- Uma corrente flutuante I(t) percorre o solenéide, que é

composto p{l)vr N espiras de raio a. Assim o momento de dipolo magnético
gerado por 7-dz espiras é

dji(t) = ch(t) (%dz) , (A1)

dado que Z o versor na diregdo 0-z.
O potencial vetor A(,t) gerado pelo momento de dipolo magnético pode
ser decomposto em uma parte espacial e outra temporal [16],

A7 t) = A(P)e ™, (A-2)

sendo que a parte A(7) é dada por [16]

T

ikr
A(F) = k(@ x )= (1 - zkir) . (A.3)
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=S (1),

cr (A.4)

Como A X £ = ¢,

dado o versor A
(A.4) torna-se polar ¢, e r2 —

2 2 £
Y" + 2% entdo a expressio

= wNa?
dA(rw) = ——I(w)sin(@)eeVa+? [__ W 1 :
V2t 242 dz¢, (A.5)
sendo que sin{f) = —¥

isto €, 0 é 0 3
oarge 150 €, 6 é 0 dngulo formado entre 7 € 0 eixo 0-z

ﬂ ] l ’

l
I(w) dee = \/z2+y2|: W

(22 +17) (224 42)3

7rN

A.(y)w) =

é. (A.6)

N~

A transformada t : o _
(A.6) & emporal inversa de Fourier do potencial vetor dado por
)

Degse modo é possivel escrever o campo elétrico gerado pelo solendide sobre
o eixo 0-y, onde se encontra o dipolo elétrico,

= 13A
Esol(t) ireter g [ dw 1 I )b(J’w) Wt(ﬁ, (A.8)
sendo que
2 ;
by, w) = ”Nl“y ld e - L = = (A%
= (22 +12): e +y7)

A integral da fungdo b(y,w) pode ser feita, da qual se obtem

2 i 2
wNa’y [? 1 2nNa
by, w) =~ dz = = : (A.10)
(v,w) U S (@2 PR
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A.2 Forga eletromotriz i

elétrico nduzida pelo dipolo

eguir apresentam A x
A. seg : 2 0s 0 (}alculo da tensdo elétrica, no solengide j :
dipolo elétrico. A uma distancia 12 — P enoide induzida pelo

sy 2 ] a COom 0 N o
do campo magnetico produzido pelo oscilador dipoiaf e;léaitrlf(?onéa[(liflsliegao e

(Baip), = W2E=7/)  qui(t - ¢
o) 3 +‘y‘$%z~@- (A.11)

pela lei de Faraday,

ldp
) = =2
() cdt’ (A.12)
sendo que o fluxo magnético através do solengide pode ser escrito como
]
3 N 2 pi : 4
@ = ma’® : B;sz S/ [Z PR ) + qyZ(t —r/c)
4 [ e yz)% (22 + ) %
(A.13)

Aplicando a seguinte transformada de Fourier,

(o o] (o 2]
z(t — r/c) =[ dwi(w)et=7/c) =[ dwi(w)e*ter (A.14)

7
—00

nas fungdes £(t — r/c) e i(t — r/c) da expressio (A.13), obtemos

TNa*y [ ot 2 i [y iw 1
P = q dw wi(w) / dze'e VZ°HY - -
cb " Jow -4 (2 +9°) (22 +92)3
(A.15)
Substituindo a expressao (A.15) na equagdo (A.12), temos
1d 2% G @) -
c dt s c

sendo que b(y,w) é dado pela expressao (A.10).
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