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RESUMO

Um estudo da teoria do campo escalar através dos métodos do Grupo de Re-
normalizagao Exato e dos métodos perturbativos usuais é apresentado, em ambos
casos de espacos euclidianos comutativo e ndo-comutativo. E feita uma revisio com
0s conceitos principais do Grupo de Renormalizagdo Exato (GRE), ilustrando-se o
caso da teoria ¢* em d = 4. A seguir, demonstra-se a renormalizabilidade pertur-
bativa da teoria ¢° com o uso de uma equacio semelhante equagao de Polchinski
do GR. Considera-se finalmente a teoria ¢° no espaco nao comutativo euclidiano em

d = 3 e discutem-se os problemas de divergéncias IV/UV, inclusive no caso em que
sao adicionados férmions com interagdes do tipo Yukawa.




ABSTRACT

A study of the theory of the scalar field by the methods of the Exact Renorma
lization Group and by the usual perturbative methods is presented, in both case }
Euclidean commutative and noncommutative spaces. A review of t,he main con e
underlying ERG is made, using ¢* theory in d = 4 as an illustration. Next, th o
turbative renormalizability of ¢° theory is presented, by the use of an équa‘tic))n ; Pe'r-
to the Polchinski RG equation. Finally, the ¢° theory on the Euclidean no meieg
Fative space in d = 3 is considered and the IR/UV divergencies problem i (;}Commu-
including the case of the theory with fermions and Yukawa like interactiosns f(clszzed’
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Introducao

O processo de renormalizagdo em TQC surgiu inicialmente no contexto da teona de
perturbagoes, como um método de eliminar as divergéncias encontradas nos calculos
de amplitudes de espalhamento da eletrodindamica quéntica (QED). A renormalizabi-
lidade da QED e o célculo de corregoes radiativas com enorme concordancia com o
experimento sdo fatores conhecidos do sucesso dessa abordagem.

H4 outros pontos de vista para o problema da renormalizacao também, nao neces-
sariamente dentro do contexto perturbativo. Uma perspectiva interessante foi intro-
duzida por Wilson [3], que desenvolveu as idéias do grupo de renormalizagao da Fisica
Estatistica, que por sua vez tém origem nas transformacoes de bloco de spin de Kada-
noff [2]. A idéia é encarar o processo de renormaliza¢ao' como um fluxo continuo dos
parametros que definem a teoria. O conceito de fluxo das constantes de acoplamento
também ocorre no GR de GellMann-Low e Callan-Symanzik e desempenha importan-
te papel no estudo da Fisica de altas energias. O estudo da estrutura de pontos fixos
nao triviais da teoria, no entanto, se torna dificil através dos métodos perturbativos
usuais, e neste caso o GRE pode fornecer mais informagoes a respeito. O GRE tem
aplicagoes diversas em TQC, no estudo de comportamento critico (estudo de pontos
fixos ndo triviais), ou mesmo da renormalizibalidade perturbativa, para citar duas
possibilidades.

Exporemos nesta dissertacao os conceitos principais envolvidos no GR de Wilson
em TQC, com alguns exemplos simples revisados da literatura.

Em 1984, Polchinski [5] utilizou a idéia do GR de Wilson para obter uma prova
alternativa da renormalizabilidade perturbativa da teoria ¢! em d = 4. A prova de
Polchinski é bastante diferente da abordagem perturbativa grifica usual, pois nao
envolve a analise de esqueletos de graficos nem faz uso do teorema de Weinberg.

Utilizaremos um método equivalente ao de Polchinski ~introduzido por Bonini? et
al [27]- para mostrar a renormalizabilidade perturbativa da teoria ¢® em d = 3.

A teoria do campo escalar com interagio ¢° em d = 3 embora bastante simples,
pode ser utilizada como laboratério para o desenvolvimento de técnicas a serem even-
tualmente aplicadas a modelos mais gerais. Como um exemplo de modelo diretamente
relacionado, podemos citar o caso de um campo escalar com simetria U(N) e inte-

'A procedimento de renormalizagdo perturbativa, no caso da TQC, pode ser resumido como
sendo uma mudanca ou renormalizagao dos parametros que definem a teoria de modo a implicar um
cancelamento dos infinitos que surgem nos célculos perturbativos.

2Em [27] foi considerado o caso da teoria ¢! em d=4 também, no caso nio massivo.



racoes (¢*¢)° e (¢*#)%, em d = 3. Este modelo foi bastante estudado no contexto de
corregoes ao escalonamento na proximidade de um ponto tri-critico® [6, 7). Outros
estudos investigaram a estabilidade do vacuo e quebra de simetria [9], e a existéncia
de pontos fixos nao triviais através de métodos nao perturbativos (expansdo 1/N)
[10]. Também em [11], estudou-se, dentro do contexto perturbativo, a estrutura de
pontos fixos do modelo (¢*¢)?, com um termo de Chern-Simons, e calcularam-se as
correcoes a dimensao dos operadores compostos (¢*¢)” induzidas pela presenca do
termo de Chern-Simons.

Dentro da idéia de investigar generalizagoes do modelo simples ¢ em d = 3,
consideraremos neste trabalho o mesmo, porém definido no espaco euclidiano niao
comutativo(NC).

Teorias de campos em espagos com cordenadas que nao comutam tém sido objeto
de grande investigagao recentemente. Ha diversas motivagoes para o estudo de tais te-
orias, e seus problemas se apresentam em grande parte abertos a investigacao. Apesar
de a idéia de quantizagao do espago-tempo ser relativamente antiga [29], foram estudos
recentes nas areas de gravitacdo quantica [12] e supercordas [13] que vieram fornecer
evidéncias (tedricas) para a existéncia de teorias de campos nao comutativas. Um dos
problemas conhecidos que a TQC NC apresenta é a mistura infravermelho/ultravioleta
(IV/UV), que faz com que divergéncias que na TQC usual se manisferiam como UV
aparecam na respectiva teoria NC como divergéncias IV. E sabido também, como
mostraremos neste trabalho, que o GR de Wilson jd em sua construgao apresenta
uma separagao de escalas de energia, devida ao emprego de cortes (“cutoffs”) na defi-
nicao das teorias. Uma possibilidade que logo se apresenta a nds é a possibilidade de
aplicacao do GRE a TQC NC, portanto. A fim de melhor entender o comportamento
no [V da teoria é conveniente, porém, proceder a uma analise perturbativa da questéo,
em vez de aplicar apenas as técnicas do GRE. Discutimos as questoes relacionadas a
estrutura de divergéncias de ¢® NC na tltima parte deste trabalho.

O plano da dissertacao é o seguinte. No capitulo 1, introduzimos os conceitos
bdsicos com os quais se formula o GRE. Mostramos, em cardter de revisao, uma
aplicagao simples que reproduz um resultado da teoria de perturbagao e comentamos
brevemente as possibilidades do aplicagao do GRE. No capitulo dois, consideramos
o modelo do campo escalar com interacao ¢°® em d = 3 e, como exemplo de utili-
zacao de técnicas do GRE, demonstramos —com a abordagem de Polchinski/Bonini—
a renormalizabilidade perturbativa desse modelo. No capitulo 3, consideramos a teo-
ria ° nao comutativa. Investigamos alguns dos problemas de divergéncias IV/UV e
apresentamos as tentativas de soluciond-los. Consideramos como uma dessas possibi-
lidades —e ainda dentro do espirito de estudar generalizagoes imediatas do modelo- a
adicdao de férmions a teoria, e passamos a considerar um modelo com campos escalar
e fermionico, com interacao de Yukawa, em d = 3, estudando algumas conseqiiéncias

dessa abordagem.

3Um exemplo de sistema fisico que pode ser analisado através do modelo (¢"$)%, que apresenta
tricriticalidade é a mistura *He — 1He [8].




Capitulo 1

O Grupo de Renormalizacao de
Wilson

1.1 Introducgao

Renormalizagdo é um conceito importante na construgao de teorias fisicas. Na Teoria
Quantica de Campos (TQC), renormalizagdo ¢ o procedimento através do qual as
divergéncias sao removidas sistematicamente dos célculos perturbativos e absorvidas
em uma reparametrizac¢io da lagrangiana. O resultado é uma teoria com quantidades
fisicas livres de infinitos e ainda com poder preditivo, no sentido de que cdlculos
efetuados em ordens arbitrariamente altas em teoria de perturbacao nao necessitam
da especificacao de cada vez mais pardmetros (como cargas e massas de particulas). A
este procedimento, que é usualmente adotado nos calculos perturbativos, chamaremos
renormalizagdo perturbativa.

Dentro do contexto de renormalizagao perturbativa, surge o estudo de como certas
grandezas fisicas variam em virtude de se considerarem escalas diferentes de energia
(escolhas diferentes do chamado ponto de renormalizagao). Esse estudo se dd atraveés
das chamadas equagdo do grupo de renormalizacao e equagao de Callan-Symanzik,
abordagem que aqui denominaremos Grupo de Renormalizacao (GR) perturbativo.
Ainda dentro de tal contexto, surgem os conceitos de evolucao de acoplamentos,
referindo-se a constantes de acoplamento que dependem da escala de energia que
estd sendo considerada (“running couplings”) e de funcgdo beta, definida usualmente
por

Bi(g:) = lid%ﬂi(t) (L.1)

e que fornece informacgao sobre as mudangas dos acoplamentos com a mudanca na
escala de energia. Na férmula acima, g; sdo os acoplamentos, t é a escala de momentos
externos e p 0 ponto de renormalizagao,

Nota-se, portanto, que o procedimento de renormalizagao perturbativa em TQC
estd associado ao problema das escalas de energia. Um dos motivos por que isto ocor-
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re é que a especificagdo do ponto de renormalizacao, que torna as funcdes de Green
univocamente definidas, consiste na escolha de uma escala p arbitriria de energial.
Os acoplamentos renormalizados também dependem da escala u, mas como ela é de-
finida arbitrariamente e podemos mudéd-la -mudando, em conseqiiéncia, os valores
dos acoplamentos— a renormalizagdo também pode ser entendida como um procedi-
mento que relaciona acoplamentos em escalas diferentes de energia. Qutro fato que
é importante notar é que as divergéncias ultravioleta surgem devido & integragao de
altos momentos nos lagos. Isto poderia sugerir também que pudéssemos evitar as
divergéncias introduzindo, na prépria definicao da teoria, uma escala A acima da qual
ndo considerdssemos momentos, ou ainda, estudar como as divergéncias (agora con-
troladas através do controle sobre A) se comportam ao mudarmos A.

Uma idéia de renormalizacao que tem muitas semelhancas com a descrita acima
surge no contexto da Mecanica Estatistica e teve origem nos trabalhos de Kadanoff [2],
tendo sido aperfeicoada por Wilson [3] e também introduzida de maneira sistematica
em TQC por este ltimo [4]. No estudo das propriedades de escala de certos sistemas,
como redes de spins interagentes (o modelo de Ising, por exemplo), ocorre natural-
mente uma escala A maxima (no espaco dos momentos) devida ao espacamento entre
dois spins imediatamente vizinhos na rede, que é o comprimento minimo a = A~!
que existe no sistema. Por outro lado, as operagoes de blocamento de spin de Ka-
danoff levam naturalmente as operagoes chamadas de transformacgées do Grupo de
Renormalizagao. As transformacoes do GR sao operagoes que permitem relacionar o
acoplamento entre spins a uma dada escala de comprimento com o acoplamento a uma,
outra escala de comprimento —o que, em TQC, corresponde a relacionar acoplamentos
a diferentes escalas de energia/momento. Este tipo de tratamento em Mecanica Es-
tatistica permite que se obtenham corretamente as relagoes de escala e propriedades
relacionadas ao comportamento critico e a transigoes de fase de diversos modelos [14].

Sao estas idéias que motivam o chamado Grupo de Renormalizacdo de Wilson
(as vezes chamado Grupo de Renormalizagdo Exato (GRE), ou GR néao-perturbativo,
para diferenciar claramente da abordagem de Callan-Symanzik e Gell-Mann&Low).
O GRE, em TQC, corresponde a realizacao continua das transformagoes do grupo
de renormalizagdo usadas na Mecanica Estatistica. Esta abordagem, como dissemos
acima, tem suas raizes nas transformagcoes de bloco-spin de Kadanoff e nos trabalhos
de Wilson sobre renormalizacao, que datam da década de sessenta e setenta (2, 3, 4].
A abordagem do GR de Wilson é essencialmente nao-perturbativa e presta-se a diver-
sas aplicacoes em TQC, seja para cdlculos exatos (apesar de que apenas em algumas
situacoes particulares sdo possiveis resultados exatos), calculos dentro de algum esque-
ma de aproximagao (esta é a situagdo mais frequente) ou mesmo para a demonstragao
de resultados perturbativos, nos moldes desenvolvidos por Polchinski, em 1984 [5].
Desde o artigo de Polchinski, o interesse nas aplicagdes do GRE em TQC tem se
renovado, principalmente como método ndo-perturbativo para cédlculos em TQC. Por

INotar que, no entanto, as quantidades diretamente mensuraveis, como elementos de matriz S,
nio dependem dessa escolha, como é mostrado por exemplo em [31].
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nio-perturbativo queremos dizer que o ponto de partida ndo é uma equagao para as
fungoes de Green, que sdo objetos calculados numa dada ordem de perturbagio na
constante de acoplamento, e sim equagoes para o funcional gerador ou para a agao da
teoria como um todo —embora, eventualmente, resultados perturbativos possam ser
obtidos, como j& foi dito acima.

Seja uma teoria de um campo escalar, descrita pelo funcional gerador
Z[J] et p[D¢ei(S+J-¢)

=p /dqs(l,)ei(s-l--]'ff’)
)

¢(x
= pH[qu(k)ei(SH'fﬁ),
(k)

(1.2)

Vamos usar a notagdo J - ¢ = [dcJ(z)¢(z) = [ (—;’%H.J(k)cﬁ(*k); p ¢ um fator de
normalizagao. A abordagem perturbativa a renormalizagao consiste, resumidamente,
em expandir a exponencial da acdo S em graficos e proceder a uma reparametrizagio
de S (ou L), ordem a ordem em perturbagao, de maneira que as partes divergentes
dos graficos sejam canceladas. Este procedimento é executado com a introducao de
reguladores (ou cortes, “cutoffs” em inglés) para as partes divergentes (que devem
estar ausentes de qualquer quantidade fisica no final do processo) e na introducio de
uma escala p (que é um parametro dimensional), que precisa ser usada para definir
de maneira unica as subtragdes (i é chamado de ponto de renormalizagao ou ponto
de subtragdo). O resultado do procedimento é uma teoria finita, o que chamamos
teoria renormalizada a escala u. A abordagem de Wilson, nao-perturbativa, baseia-se
na introducdo de um corte Ay ja no funcional gerador da teoria, de modo a controlar
os momentos altos e as divergéncias dai advindas. Para controlar eficazmente altos
momentos, implementa-se o corte no espago ecuclidiano, pois no caso do espac¢o de
Minkowski, impor simplesmente k* < A3 nas integrais deixa a possibilidade de k2 ser
grande, k2 também, e ainda assim k? ser pequeno. Trabalharemos sempre, portanto,
com o funcional gerador euclidiano com corte Ag:

Z]7] = p/ De(kg)e e+ (1.3)
lke|<Ao

onde k% = k2 + k% + k3 + k% e Sg ¢é a agdo euclidiana. Omitiremos daqui por diante
o subscrito E, em todas as quantidades respectivas, subentendendo-se sempre que as
quantidades k, z, etc. sao referentes ao espago euclidiano d-dimensional.

12



1.2 Transformacgoes do GR

Dada a acdo da teoria ¢*,
S(¢] = 'L'[z( Lu®)” + /AL 9" + E‘Ib ] (1.4)

ou uma acao mais geral, por exemplo

ste) = | d%l

uma transformagao do GRE é uma operag¢ao que leva o conjunto de parametros
{92, 94, g6, . .. } chamados parametros nus (definidos & escala Ay) a um outro con-
junto {g3, 94, g6, - -- }, estes chamados parametros renormalizados (definidos a uma
outra escala). Tal transformagao é implementada em dois passos.

Passo 1: abaixamento do corte (também chamado “coarse-graining”). Dada a
fungao de partigao:

(8.9)* + %gzcb? + 946" + g6¢° + ..., (1.5)

[SSRE ]

Z = / Do (k)e S, (1.6)
|k|<Ao
a idéia é escrever Z como
Z :f Do(k)e5s19], (1.7)
|k|<Ao/b
em que
s = D(k)e=9, (1.8)
Ao/b<]k|<Ag

com b > 1. S5 é chamada de acdo efetiva de Wilson.

Passo 2: mudanca de escala. Este passo consiste numa simples mudanca de va-
ridveis para comparagdo de S.; com a acao original. As coordenadas e momentos sao
reescalonados por

II

k=210

?S"O-IH

enquanto o campo ¢ é reparametrizado para ¢' = ¢, em que « depende de b, conforme
explicaremos adiante, para que possamos proceder a comparagao.
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Como ilustracao da transformacdo do GRE, vamos considerar no restante desta
segdo o caso da teoria ¢*, cujo funcional gerador é dado por

Z:/lkmmexp{—fd%[ (8,0)? + —mzdﬁz+ ¢]+J-¢}
:/[k.<,\om(k)exp{‘]'¢_ U 102 4 m2) () F(—k)+

(2m)42
k) (k3 ) b (ky 27r‘i<5"§:k H (1.9)

em que ¢(k) denota a transformada de Fourier de ¢(x). Devido & dificuldade de lidar
com o termo de fonte J - ¢, faremos, como em [5], J = 0 na faixa de momentos
quando utilizarmos o funcional gerador Z. Passaremos também a
nos referir com frequéncia a fungdo de particdo Z, que é o mesmo que Z sem o termo
de fonte J - ¢.

E usual trabalharmos com quantidades adimensionais, definidas em termos da
escala do corte A, notando que as dimensoes canonicas em unidades de massa das
diversas grandezas envolvidas sao dadas por:

el Ll el
Pl=1  [p(k)) = ==
(Al =1, [g]=n+d-n

A ddkl (idk2 ddkB ddk;; Ll
41/ (2m)d (2m)d (27)¢ (2m)d b(k1)e(

em que, g» = %, g4 = %, etc. Assim, as quantidades adimensionais podem ser
escritas dividindo-se pela poténcia apropriada de A:

g=1%
vp = 0(p) = P(P)AS (1.10)
Un = gnA_n oan %

Daqui por diante, exceto quando mencionado o contrdrio, usaremos quantidades adi-
mensionais, com os simbolos ¢, u, etc., sendo que para os momentos continuaremos
usando as mesmas letras p, g, k, subentendendo-se sempre que estamos nos referin-
do a momentos adimensionais, ou seja, momento dividido pela escala A(t). Usamos
A(t) = Age™" = Ag/b como escala para definir as quantidades adimensionais; em par-
ticular, Ag = A(t = 0) é usado na fungao de parti¢do (ou no funcional gerador) antes
de se efetuar a transformagao. Temos, entao, antes da transformacao:

Z / Dye p{ U dig (3¢ + ) 4
= BXD 4 S0+ u2) g,
lal<1 (2m)d 2 o
: —\dsd
A7 E/Ww%.‘“‘ﬁw(z’*) 0 (ZQ:‘)]} (L.11}
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f(k)

M

Figura 1.1: Decomposi¢ao em modos rdpidos e lentos.

Para simplificar a notagdo estamos usando ¢(g) = ¢,, assim como para os ar-
gumentos das demais fungdes o e f abaixo. Para implementar o primeiro passo da
transformacao do GRE, dividimos o campo em modos “rdpidos e lentos” (v. figura
L1):

ok)=0 sel/b< |k| <1
k) =ealk k =3
o) =00+ 5, com{ 7320 =]

Com isto, nota-se que o(k)f(k) = o(k) f(—k) = 0 e entdo a parte quadratica da agao
é aditiva e

1
e — /DUDf exp {'— l:f '2—(0'k0'—k == fkf—k)(k2 T 2“2) -+ U4[ (0k10k20k30k4+
. k

ky -k

4
+ 40k, fro frs fra + 60k, Ok, frg frg + 40k, Ok, Oky fig + fk;szfkgfkq)g(z ki)] }
i=1
: 1
— /'DUG-S[U!D]" exp {— [f §fkf_k(i€2 + 2’&2) i 'U.qf (4Uk10k20k3fk4 -+
k ky-ky

4
1= Bag, Or, frafos 40k fraJrales + fklszfkgfkd)g(z ki)jl } (1.12)

=1

L ]Doexp{—sef[o]} (1.13)

em que S, contém, portanto, o resultado da integracao sobre os modos rapidos.
Usamos acima a notagdo o = a(k), [, = [ (—‘211—;:; e 6(k) = (2m)%¢(k). Para ver que
Ses tem acoplamentos que diferem da agao original S, podemos escrever alguns termos
da exponencial e fazer a expansdo gréfica no campo f, que deverd contribuir somente
com linhas internas, e cujo propagador sera dado por:

1
p2 + 2us

1, sel/b<|g| <1
0, de outro jeito

(f(p)f(a)) = (2m)%8%(p + 0)O(q), em que e(q):{
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(a)

Figura 1.2: (a)Propagador rapido; (b)Gréfico que traz correcao ao termo de massa.

conforme representado na figura 1.2(a). Notemos que m?/A3 = 2us,, no caso. Supondo
m? <€ A, Ay -0 que é razodavel, pois queremos tratar da teoria como sendo uma teoria
efetiva resultante da integracao de altos momentos— as integrais se simplificam, pois na

casca de momentos 1/b < |k| < 1 o termo 2uy pode ser desprezado quando comparado
a k2.

Como exemplo, o gréfico da figura 1.2(b) vem da contracao

—'M/ Ok Ty Srs Ty 0> _ Ki), (1.14)
k1--kq

que fornece:

i "
= u‘lf Ula2f / k_26(k3 + kq)(S(k] + ks + Img =+ AL) =
ki ko k4 %(]kg‘gl 3

= 1
= U4/ G]O’Q(S(kl + A.g) —
kike

— =
I<|ks|<1 k3

= 40 1 qd—ldq
= U,4/ 0'10'2(5(]{?1 + kg)/ / = =
ks (2m)4 16 47

o /k"ka“‘(;;d?;(Li;}Q) [diz = (ld/b—)d;] =

w2 L
s fkaka_k{ﬁdjgr(d/Q) { 15 :‘}, (1.15)

sendo a correcao a up, devida a este grafico, a parte entre chaves. De maneira pa-
recida, ao considerarmos o termo de segunda ordem na exponencial de S;,;, temos
as contribuigoes dadas na figura 1.3. Estd subentendido sempre que os campos o
sao contraidos com os campos externos respectivos, e que estamos nos concentrando
apenas nas contragoes que resultam nas linhas internas dos gréficos considerados.
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Figura 1.3: Graficos que trazem correcdes aos acoplamentos.

O grafico da figura 1.3(a) fornece uma contribuigao de segunda ordem em u4 para
uy. J4 o grafico da figura 1.3(b) fornece uma corregdo para us que é uma fungao
nao polinomial do momento externo p (o que significa, no espago das posicoes, uma
fun¢ao nao local); expandimos essa fungdo em torno de p = 0, portanto, e levando-se
em consideragao o primeiro termo dessa expansao, obtém-se uma corre¢ao para uq,
que chamamos abaixo de 4, calculada de:

o ] dtzdiyo?(z) f(x) F ()0 (y) £ (2) F () = s [ dzot()+...  (L16)

2!

O célculo explicito fornece, parad = 4, 44 = 1727??“3 log b como resultado das contragoes
que formam as linhas internas do grifico -novamente fazendo a aproximacio m? <
A, Ag e fazendo o calculo de maneira analoga ao anterior.

Pode-se dizer, entao, que o efeito de integrar sobre os modos rapidos, nesta ilus-
tracao representado pela soma de diagramas com linhas internas constituidas por
propagadores “rdapidos”, traz uma mudanga para os acoplamentos da teoria efetiva.
E claro que para termos todas as mudancas, teriamos que calcular a soma de todos
os diagramas conexos, ou entao, para obtermos um resultado aproximado, parar a
expansao em uma dada poténcia das constantes de acoplamento, por exemplo. No
entanto, esta ultima opgao seria uma abordagem perturbativa (no sentido de expansao
nos parametros pequenos da lagrangiana), e estamos interessados em métodos nao-
perturbativos, motivo pelo qual nao prosseguiremos com esta abordagem, deixando-a
apenas como exemplo de como a integracao sobre os modos rapidos modifica os aco-
plamentos da teoria efetiva. A abordagem do GRE, nao-perturbativa, estd baseada
em equacoes que fornecem a mudanca dos acoplamentos com as transformagoes, con-
forme sera visto adiante. Uma caracteristica importante do GRE, é que a integragao
sobre os modos rdapidos gera todos os tipos de interacoes permitidas pelas simetrias
do modelo em questao. Isto pode ser visto diretamente da abordagem grafica feita
acima, dado que a expansao de exponencial traz poténcias diversas de o e f.
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O segundo passo da transformacgao do GR consiste em reescalonar os momentos,
para que se possa comparar a agao efetiva (modificada pela integragao) com a agao
original. Tomando ainda o exemplo acima, da teoria ¢*, fazemos

K = bk
obtendo
1 = a 1 A
Ses = 9 / P00y jp0 b7 + 5[ Ty y0—p o (g + Aug)b™ + (1.17)
P =P
st / ot gy Oxyge(ua + Au4)b_d(§(2k;) iz / Okifo" 'Jké/bAuGb_dS(Z ki) +
K,k ky kg

em que o fator b7, com 7 tendo algum valor que depende das correcbes calcula-
das, é incluido para absorver as possiveis mudancas na normalizacdo de o, do tipo
[, 3k*0x0_xAZ que surgem na integragao dos modos répidos. 7 é chamada dimensdo
anomala do campo. Escrevemos, entao,

—2—d+n —2—d+7

U;)' = Opb 2 = Op’/bb 2 (118)
uy = (ug + Auy)b*™”"
t; = (ang -+ Aug )bt
Uy, = (ug+ Aug)bb 230
de modo que
Z = Dpe 5] = f Do'e=Seslo'], (1.19)
|kl<1 |k|<1

(exceto por um fator de normalizacdo), com

1 X
5 5 : (kIZ + h)ohol +/k sz;oL,l ---g;c:‘cS( E kl) +
N ’lk','

+ / UgT ---ak:ﬁg(z k) + ... (1.20)
k

! 4
17k

Os ), sao chamados pardmetros renormalizados. E importante notar que os u, depen-
dem do parametro b da transformagao e dos seus valores u; iniciais (também chamados
pardmetros nus). Se fizermos b ~ 1 e iterarmos a transformacio N vezes, temos a
forma em que € usualmente conhecida a transformagao do GR:

b=1+e¢, iterando, temos
E=04+el+e)-1+ek

tN
[ e
(+N)k

=e'k  quando N — oo (1.21)
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t aumenta

A diminui

Figura 1.4: Trajetoria do GR

Tem-se, assim, com b = €', uma transformagéo continua da acio S|y] parametrizada
por t. A agao passa a ser considerada dependente do pardmetro ¢ da transformacao,
S = 5(t), e A = A(t) = Age™". Como as diversas varidveis integradas na acdo sdo
mudas, a agao é caracterizada simplesmente por seus acoplamentos (pardmetros {u;}
ou {ul}). Escrevendo, entdo, u; = u;(t), temos

S =S({ui(®)}) = S{ua(t), ua(t), us(t), ... }) (1.22)

e podemos dizer que S percorre uma curva no espago gerado pelos acoplamentos
Uy X Ug X Ug...,> sendo tal curva parametrizada por t. Essa curva é usualmente
chamada de fluxo do GR, ou trajetéria do GR.

i.2.1 Pontos fixos

Um ponto fixo é um determinado conjunto de valores para os acoplamentos, {u}}
tal que S({uz},t) = S({us}), ou seja, tais que a a¢do nido muda ao efetuar-se uma
transformagao do GR. S(t) = S* = constante para um ponto fixo.

Exemplo: seja um campo livre, escalar, massivo

1
Slel = / (2% + 2u2) 00— (1.23)
P
Passo um da transformacao do GR:

Sl [ 0+ 2un) 0y % F) o+ 1) (1.24)

p

DO = DO

1
f(p2 + 2uy)0p,0_p + 5 /(p2 + 2us) fp f-p-
p “Jp

(1.25)

2L.evando em conta que infinitas interacdes sdo geradas na transformagao, teriamos um espaco
de parametros de dimensdo infinita. Ocorre, no entanto, que nos casos de interesse (vizinhanga de
pontos fixos, por exemplo), apenas um numero finito de acoplamentos é importante e tem-se uma

curva num espago de dimensao finita.
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Z= [Davfe"si"*f] (1.26)
i —S|o] ; 1 2
= [ Doe Dfexp |—= [ (p° + 2u2) fpf—p
t<lpl<1 2 P
_ (Cloua) / Doe-Slel. (1.27)

em que C(b,uy) independe de o e resulta da integragao gaussiana sobre f. Esta
constante, divergente, é absorvida na normalizacao da fungao de partigao —ou na
energia do vdcuo, correspondentemente, em TQC.

Passo dois:

p = bp
Oy = helnd e (1.28)

Slall — / (p* + 2uz)0,0_,
0<|p|<1/b
= / b_d(b_zp'2 =+ QUQ)b2+(iUI,f/bO’_p//b
Ip'|<1
2 rt
— / (p’ + 2“21)2)0’;]'0-_])1 (129)
JIp'l<1

dai, temos
uy = up(t) = bu; = e*ug (1.30)

e em particular, quando us = 0, uy(t) = 0, ou seja, S(u, = 0) = S* é invariante, entao
us = 0 é um ponto fixo. Este é o chamado ponto fixo gaussiano (todos os acoplamentos
nulos). Esta definicao de ponto fixo coincide com aquela do GR perturbativo, se
definirmos f3;(u, ug) = a"a‘f”, com ug = u(t = 0) e tomarmos o limite uy — u*, em
que u* = (uj,u3,...) é um ponto fixo (no caso, u* = 0). Assim, temos a fungao
beta que coincide com aquela definida no caso perturbativo, e temos um ponto fixo
quando f; = 0 para todo ¢ —como é usualmente definido, naquele caso, um ponto fixo
da teoria.

Como num ponto fixo (PF) a acdo nao muda, entdo o PF deve ser inicio ou fim
de uma trajetéria. Mais propriamente, deveria ser apenas fim de uma trajetéria, mas
podemos também considerar, por um processo de limite, o caso que o inicio de uma
trajetéria é um ponto fixo. Como ¢t sempre aumenta ao longo de uma trajetéria (e
A(t) diminui), temos trés situacoes a considerar. A primeira situagdo corresponderia
a A = 0 no fim de uma trajetéria. Na segunda situagao terfamos uma trajetéria como
aquela representada na figura 1.5(a), em que comegamos em Ag, mas podendo comegar
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(a) (b)

Figura 1.5: (a)Ponto fixo ultravioleta; (b)Ponto fixo infravermelho.

a trajetéria com Ag arbitrariamente mais alto, de modo que temos, no lim Ay — oo,
um ponto fixo no inicio da trajetéria (pois lembrando que A = Age¢, quando Ag = oo
-se esse limite existir— a agao nao muda). A terceira situacao possivel, também é um
caso limite, em que o ponto fixo se encontra com A = oo, no fim de uma “trajetéria”,
mas com A = co ao longo de toda a “trajetdria”’, nao s6 em seu fim.

Discutimos a seguir estes casos um por um. O primeiro caso, quando A = 0 no
fim de uma trajetdria, é as vezes chamado “trivial” em mecéanica estatistica e nao
corresponde a um comportamento critico. Tal caso corresponde a um comprimento
de correlacao® nulo, o que geralmente ocorre em temperatura zero ou infinita, com a
existéncia de uma fase homogénea, em que as flutuagdes do parametro de ordem se
anulam [15]. No segundo caso, quando A = co no inicio de uma trajetéria, temos o
chamado PF ultravioleta (UV). Um sistema fisico ndo pode estar exatamente em tal
ponto fixo, pois nele A = co (e por hipétese comegamos sempre com A finito em Z),
mas pode estar sobre a trajetéria que dele flui. Este caso ¢ ilustrado na figura 5(a). O
sistema nu ocorre em /g, enquanto o sistema renormalizado estd em A = Ag/b = p.
Neste caso é possivel tomar o limite Ag — oo apds a transformagdao, mantendo os
acoplamentos definidos a uma escala p arbitraria. Dizemos neste caso que a teoria é
renormalizdvel nao-perturbativamente, ou seja, quando existem trajetérias baseadas
em pontos fixos UV. Este panorama ¢é similar ao que ocorre com teorias que sao renor-
malizdveis perturbativamente e baseadas em liberdade assintética, como por exemplo
a QCD. O terceiro caso, de A = co em toda a “trajetéria”, também nédo pode ter um
sistema fisico posicionado sobre o ponto fixo, nem tao pouco sobre a “trajetoria”, pois
A = oo sobre toda ela (por isso temos usado trajetéria entre aspas). Esta trajetoria é
um limite de trajetdrias fisicas, e o ponto fixo, que se encontra no fim de tal trajetdria,
é o ponto fixo infravermelho (IV). Neste caso a trajetdria corresponde a uma linha
que divide duas fases diferentes. O caso do PF IV estd ilustrado na figura 5(b). Uma
discussdao mais detalhada e mais exemplos podem ser encontrados em [16, 14].

30 comprimento de correlagdo pode ser entendido como a distancia a partir da qual as correlagées
entre dois spins vao a zero, ou seja, é uma espécie de alcance efetivo da interagao entre dois spins de

uma rede [14].
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1.2.2 Relevancia, irrelevancia e marginalidade.

Seja um PF UV, v* = (u},u3,...). Sobre a trajetéria UV, |u — u*| cresce com ¢,
préximo de u*, e a agio S(t) tende a se afastar S da agdo original Sy,. A trajetéria
¢ dita neste caso ser uma trajetéria relevante, com relacao a esse PF.

Considere agora o caso de um PF IV, uv* = (u},u},...). Entdo, ao longo da
trajetéria IV |u — u*| decresce com t, préximo de u*, a agao S(t) tende a S* e a
trajetéria é dita irrelevante.

Relevancia e irrelevancia sao conceitos relacionados a dire¢bes no espaco dos aco-
plamentos, com respeito a determinados PFs. Vamos tornar este conceito mais claro.
Suponhamos que préximo a um ponto fixo apenas /N acoplamentos sejam importantes,
sendo os demais despreziveis comparados a estes (tomada como escala de comparacao
uma poténcia de algum parametro pequeno, por exemplo). Formamos entao o vetor
u:

Uy
U2

£
=
Il

Y

e o vetor tangente a trajetdria é v = %fi. Proximo do PF, temos

% =L(S-5)+ Q(S -8 (1.31)

em que £ é um operador linear atuando sobre S e Q contém as contribui¢oes nao
lineares. S* é a ag@o no ponto fixo. Estando préximo do PF, tomamos apenas a parte
linear da transformacao, e entao

go. o g
a(u,—u )= R(d — u) (1.32)

em que R é uma matriz numérica, independente de ¢. Diagonalizando essa matriz
R = M= —uw (1.338)
e entao

, (1.34)

com ¢ um vetor constante. Escolhendo entao uma trajetdria ao longo de um dos au-
tovetores w, temos trés possibilidades:

a) Se A > 0 a direcao é dita relevante, pois a acao se afasta do PF;
b) Se A < 0 a diregdo é dita irrelevante;
c¢) Se A = 0 a diregao é dita marginal, e é necessario ir além da aproximacao linear
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para obter-se informacao sobre a relevancia ou irrelevancia da correspondente direcio.

Notemos que estes conceitos de relevancia e irrelevancia estdo préximos da anélise
que usualmente se faz do comportamento critico em Mecanica Estatistica. Em ou-
tro contexto, na TQC perturbativa, surge também a mesma terminologia, porém
com um significado ligeiramente diferente. Polchinski[5], por exemplo, classifica os
acoplamentos da lagrangiana como relevantes e irrelevantes, seguindo, porém uma
contagem de poténcias da seguinte maneira. Os acoplamentos classificados como re-
levantes sdo aqueles parametros que tém dependéncia em poténcias nao-negativas do
corte Ag e, portanto, divergem no limite Ag — oo —devendo aparecer na lagrangiana
renormalizada, absorvidos nas constantes de acoplamento renormalizadas— enquanto
os parametros que sob transformacao do GRE apresentam dependéncia em poténcias
negativas de Aq sao chamados de irrelevantes —pois nao aparecerdo na lagrangiana
renormalizada.? E importante esclarecer que esta outra classificacgio nem sempre
coincide com aquela apresentada acima.

1.3 Equacoes do GRE

A abordagem do GRE estd baseada em equagdes que mostram como muda a agao
quando se fazem transformacoes do GR. O primeiro passo da transformagdo do GRE
pode ser formalmente escrito através da atuagdo de um operador sobre S, na forma?®

ds

“(g = gtraS) (1.35)
quando apenas integramos sobre os modos rdpidos, enquanto que o segundo passo
pode ser representado por

ds
o GaurS, (1.36)
quando apenas implementamos o reescalonamento.

As equagoes do GRE diferem entre si apenas na forma de introdugao do corte,
sendo o segundo passo da transformagao, reescalonamento, praticamente o mesmo em
todas elas, no caso que estamos tratando, do campo escalar (é claro que se passar-
mos a considerar férmions, por exemplo, ha pequenas modificacoes no procedimento
abaixo —muda a dimensao do campo, obviamente, e torna-se necessario calcular deri-
vadas com a respeito a ambos campos 1 e 19—, mas as equagoes para o caso fermidnico
continuam sendo semelhantes entre si quanto ao reescalonamento [26]). E itil, entéo,

1Desta forma, parametros “relevantes” correspondem a acoplamentos super-renormalizdveis e
renormalizdveis, enquanto os “irrelevantes” correspondem aos ndo-renoralizdveis da contagem de

poténcias usual.
SEstamos apenas enunciando este aspecto formal, pois adiante vamos deduzir explicitamente no

caso de cada equagdo qual o comportamento de S sob integracdo dos modos rapidos, sem fazer
referéncia a Girq.
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achar uma expressao geral para Gg;.

Consideremos a agao geral de um campo escalar

Sy = Z[ Un (D1 - -+ Pn)Ppy -+ ©p0(P1 + -+ + Pn) (1.37)
P1Pn

em que escrevemos dependéncia de u, com os momentos para incluir possiveis aco-
plamentos derivativos e ndo estamos assumindo a existéncia de nenhuma simetria

particular (como sob ¢ — —¢). Vamos escrever % significando, daqui por diante,

(27r)"%, para que nao tenhamos fatores extra de (27) nas formulas. No reescalona-
P
mento, fazemos

p = bp=(1+¢€)p, (1.38)
S5 = 5 €GaiS (1.39)
de modo que
AS
i — gd“S (140)

e entdo AS = €G4S pode ser obtida calculando-se as mudancas em S dada acima,
considerando-se como cada componente se comporta sob reescalonamento:

[[d¢*»: = Q+o™]]d%; (1.41)
=1 =1
= (1-nde) [ d%, + O(?) (1.42)

e AS devida a esta mudanga, em ordem ¢, pode ser escrita como

)
AS, = —¢ (dfcp —) ol 1.43
. P&PP ( )
(et v = (b b)) (1.44)
= (o) —epyo i~ ep,) (1.45)

n

= B =D AR 0 (149

J

de modo que a mudanca respectiva em S, em ordem ¢, se escreve

gl
as=—¢( [ o gss) s (1L47)
p
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onde a linha sobre a derivada parcial indica que ela nédo deve atuar sobre as fungdes
delta. De fato,

gl
L Bp”'é(pp e

a] 6 Oof i n
ok p E (Dl g =
Efp(ppp Ap* b, i Pp1 *** Pontin (P Pn) (;:1:7%)

- f%p o ZZ] * 090D = P)un(P1, - -, pa)0 (> P) =

i=1n=1 k=1

e /(Pppa‘JZZ/\ ‘Pp;""ﬁp,—"'ﬁppnun(Ph---;ﬁi‘_)p;---:pn)x
D p1-+Pi-Pn

1=1 n=1

x8(py+-+p+ - +Dn), (1.48)
em que as barras sobre ¢ e p indicam que eles nao aparecem nos respectivos termos.
() S+ +ps) = 6(1—ep,+...+ (1 - ep)) (1.49)

= (1—€¢ %+ +py) (1.50)

51

de modo que a respectiva mudanca na agao é dada por AS, = edS, em ordem e.
A mudanca na intensidade de campo se escreve

@'(p') = b3 % p(p) (1.52)
entao
[Te® =] @) +era-3+2 (1.53)
i=1 =1
e a mudanga respectiva na acao é dada por
d+2—1n )
ASy=e—— (/cp —) 9 (1.54
2 » Pép, )
Somando todas as contribui¢bes temos
e [ ¢ L d_“”f ‘55 1.55
dal cppp a 'ué‘[pp 2 6 ( . )

Da maneira como foi introduzido na secao anterior, o corte é dlto nitido, pois é
estabelecida uma fronteira nitida entra modos rapidos e lentos, e ndo ha nenhuma
superposicao entre eles. Se em vez disso tivéssemos introduzido o corte através de
uma funcao reguladora suave no propagador o corte seria dito suave.

Apresentamos abaixo a equacao de Wegner-Houghton (que se refere a corte nitido),
dentro da aproximagao de potencial local [19, 22|, para ilustrar a abordagem do GRE
em uma situagdo simples que requer aproximacoes para a resolugao da equagao do
GR. Apresentaremos em seguida também a equagao de Polchinski (corte suave), que
é bastante usada em aplicagées com o GRE [5, 17, 23, 24].
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1.3.1 Equagao de Wegner-Houghton
Para a deducdo da equacao de Wegner-Houghton parte-se de uma agiao do campo
escalar com invariancia ¢ — —¢, como abaixo
Stel= X [ e sailat o+ (1.56)
q1Gn

n=24,...

= %/W(Q)‘Pq@—q + Sint[)] (1.57)
q

1 /7 o0 1 i ! :
= S[o] + 5] fof—qua(g) + ) ——,f f o fe 0 1Y)
q m=1 m. q1 qm

ini ng. . il
em que S{Vt — _"Sin e o campo foi decomposto em modos rapidos e lentos
q1"dm 590‘“ ~Pgn £=0

de acordo com

LY e -6t s
o(k) = o(k) + f(K), com{ ‘J{EB 0 - S<c’_[‘;’l.g 1

Lembremos que estamos usando quantidades adimensionais. A linha sobre as in-
tegrais é para indicar restrigdo a faixa de momentos e™% < |k| < 1. Ocorre que,
considerando 4t infinitesimal, podemos fazer a integracao sobre os modos rapidos da
seguinte maneira. Fazemos a expansao da acdo em diagramas de Feynmann com li-
nhas internas sendo propagadores rdapidos, usando as seguintes regras de Feynmann
para o campo f:

Al . Aol ¢ { (n)int
(a) Vértice de n linhas rdpidas: — fql__.qn ity

(b) Propagador rapido: é(q1 + ¢2)u; ' (q1)

Como as integrais sobre momentos internos estao sempre restritas 4 camada de
espessura 0t no espaco dos momentos, apenas graficos do tipo arvore ou um laco con-
tribuem em ordem ¢¢. Também nos graficos de um lago s6 podemos ter vértices com
uma ou no méximo duas linhas rdapidas em cada um, em ordem §t, pois uma terceira
linha ou adicionaria um lago ou traria uma contribui¢io de ordem superior caso fosse
adicionada por fora do lago, conforme é mostrado com detalhe em [22]. Exemplos
deste tipo de gréaficos sao mostrado na figura 6, em que a convencao grafica para os
propagadores rapidos e lentos é a mesma utilizada anteriormente.

Assim, em ordem 4dt, S é dada por

Stel=Slel+ [ 45+ 5 [ futaSi, (1.59)
q q
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Figura 1.6: Exemplos de grédficos que contribuem, em ordem ¢, para a integragao
sobre modos rapidos.

P LSS, " il 828 = s~
em que S, = Bl e = Fedoma | ;g Da funcao de particao
Z= Doe5slo) = f Do / D fe~Sle+/] (1.60)
lql<e—?t lgl<e=5¢ e9t<g|<1
tem-se, por integragao gaussiana:
1 I/l N —1 1 ’ "
Serlo] = Slo] - 5 SqS_q(Sq,_q) i 3 ln(Sq,_q), (1.61)
q

omitindo um termo constante (divergente) que é absorvido na normaliza¢ao do fun-
cional gerador. Por outro lado,

S = M. (1.62)

Como

e _d-2+7 59 L0 :
Slo] — S[g] = 6t (dS = fkcpkm /km o )+O(5t) (1.63)

P4

S[o]-S = :
e lembrando que —[E]TM = GguS, sob reescala, entao, considerando uma transfor-
macao completa do GR (integracao de modos rapidos e reescala), podemos escrever

a equacao de Wegner-Houghton:

o e 1 Fp :
5 ECE MGl el U In(Sg _&) —/ S’_kSL(ka.k)'l] i
k

5t—0 20t

2—d— ) ¢
+dS + 27]/(’0‘;5'_ k#a_(isl.
Jk

Bl L (1.64)

Esta é uma equacao integro-diferencial, e nao sao conhecidos métodos gerais para
resolver exatamente tais tipos de equagoes. E necessario, portanto, usar algum es-
quema de aproximagao para tratar tanto esta, quanto as outras equagdoes do GRE,
como a equagdo de Polchinski, por exemplo. Apresentamos a seguir a aproximagao
mais simples, chamada aproximacgio de potencial local (LPA), e verificamos que se
recuperam alguns resultados perturbativos, no caso da teoria ¢*. Outra aproximagao
bastante usada, é a chamada expansao derivativa, da qual a LPA é um caso particular.
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Aproximagoes. Pontos fixos.

A expansdo derivativa consiste em escrever a agao efetiva de Wilson, S(t), em termos
de poténcias de derivadas do campo:

5() = g1 = [ o (V(e) + 3240 + ) (1.65)

em que as reticéncias significam termos com quatro derivadas ou mais. No espago dos
momentos, 1sso equivale a uma expansao em poténcias de momento. A aproximacao de
potencial local, que é um caso particular da expansao derivativa, consiste em restringir
ainda mais o espago das interacoes possiveis a

1 = h
= /(iq2 + v2)Pa_q + Z 'umf / O " Pgn0(q1 + -+ Gm), (1.66)
q i n m

L dlq il . : : - :
em que fq — fm51 {zmyd © 0S Um = vm(t) independem dos momentos. L@nbmmos que
estamos usando sempre quantidades adimensionais para q,v,,, ¢, etc. Ou, equivalen-
temente, no espago das posigoes:

1
S(t) = [ ¢'a(5(0.87 + V(@) (167
Definimos a fungao gératriz dos acoplamentos por
V(z,t) = Z U () 2™, (1.68)
m=2

my, 5 S = f il
de modo que v,,(t) = # %xm [I:DA Por simplicidade de notacao, estamos identificando,

daqui em diante, z com o campo ¢. Substitui¢ao da a¢ao acima na equacao de Wegner-
Houghton leva a equagao mais simples

() =gas + @ a-gerra+ ], e

21 —dﬂ—dfz
r(f) 1
Para chegarmos a essa equagao, partimos da equagiao de Wegner-Houghton

o i) /
S alzl—m 26t U 1n(Sk,-o) /k S"ksi‘(si“’*)_l] i

-7 63 Ll
+dS + [ — — 1;#
2 k (PL&Pk Ok S

em que Ay =

(1.70)
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e procedemos a uma discretizagdo, para evitar o inconveniente da funcdo 6%(0) que
surgiria num tratamento a volume infinito, decorrente de se escolher um modo (g = 0,
sobre o qual é feita a projecdo da a¢ao) num espectro continuo:

Ry
fk—> Ld@n) ; (1.71)

com Ry sendo a drea de superficie da esfera d-dimensional e L o niimero de graus de
liberdade, ou seja, total de componentes dos momentos. Isto fornece

) dS 1 N " / ! " T
S = Z (In(Sk—&) = S_eSk(SZep)™!] +

dat 26t
d 2=d—n a 68
dS k¥ — :
pogpe B 22 D (1.72)

Pk

Estamos considerando a chamada aproximacao de potencial local, que consiste em
fazer-se

1
vald,~q) — 50"+ (1.73)
Um(Qy_(IaOa"'JO) = Um(o,...,O)_:_'Um, m#z

Tais passos levam, apés cdlculo longo mas sem dificuldades [19], & equagao

oV Ry 02 1 ov
—(z,t) = A t d-V(z,t)+ =(2—n—d)z— S
Assim obtém-se (1.69), com a identificacdo f(z,t) = 6—‘;“”—‘ e fazendo n = 0.

Um detalhe importante de se notar é esse, o fato de que no calculo acima a di-
mensao andémala 7 é nula.® De fato, ao colecionarmos os termos quadraticos em @ e
que contém ¢? na equagao (1.72), chegamos a
%—(—d+2—n)q2+§q2—q2:0, (1.75)
de modo que n = 0 na LPA, portanto.

Na equacdo (1.69), Ay = Ry/(27)% é uma constante que depende apenas de d.
O efeito de mudarmos Ay é o mesmo de reescalonarmos o campo por ¢ — ¢/A. No
entanto, proximo a pontos fixos, situacao em que toma-se a aproximagao linear para as
equacoes, e que corresponde a comportamento critico, o valor de Ay nao é importante,
de modo que poderemos sempre proceder a tal reescalonamento e mudar o valor de

Aq.

6Relembrando, a dimensao anémala 1 surge diretamente da renormalizagido da intensidade de
campo, conforme definimos na se¢do 1.2. 7 traz uma correcao ao comportamento assintotico da
funcao de dois pontos; no caso da teoria livre, Go(z — y) — ﬁ:.;, proumo do ponto critico,

enquanto que com interagoes este comportamento muda para Gg( —y) o B y{ =
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O ponto fixo gaussiano.

Como exemplo simples de cdlculo aproximado com o GRE, mostramos abaixo o célculo
do acoplamento efetivo quadrilinear nas vizinhangas do ponto fixo gaussiano. Para
localizarmos os pontos fixos da equacdo diferencial acima, fazemos f = 0, obtendo a
equagdo para f*(z):

%Adf*" + @1+ ) |- g)xf*’ Ha g)f* =0. (1.76)

’

f*(z) = 0 é uma solugdo da equagao acima, que fornece o ponto fixo gaussiano. E
conveniente estudar a linearizagao da solugao préximo ao ponto fixo, escrevendo:

Flz,t) = £(x) + gz, 1) (1.77)

e supondo que g(z,t) é pequeno (no caso da teoria ¢!, em D = 4 por exemplo, isso
corresponderia a g ser linear em ambos massa quadrada e constante de acoplamento,
uy € Ug, que sao pequenas perto do ponto fixo, que é a origem no plano ug X u4).

A equacao linearizada se torna, entao

) 1 . ; b d
9= 549" + (1 +¢)(1 = 5)zg' + (1 +3)g]. (1.78)
Separando entao a dependéncia em ¢ na equagao com
g(z,t) = eSah(B2), (1.79)
coma=1=,8= (%?—1—5 1/2 ¢ y = Bz, obtemos:
1+ 4 -
ey 4—2-—411 =, (1.80)

d—2

de modo que se considerarmos apenas interacoes limitadas por polinomios (¢, ¢,

etc.) ficamos um problema de autovalores que é a equacao de Hermite, cujas solugoes

sao os polinomios de Hermite h;, hs, etc. (pois estamos considerando apenas as

interagoes com poténcias pares de ¢, g por conseguinte, sendo um polinomio impar

em y). Para d = 4, por exemplo, os valores possiveis para ¢ sao dados por:

14+35-4-¢

qesa2 0 8oy 1.81

s (1.81)

comn = 1,3,5,..., ou seja, ¢, = 3 — n, de modo que hd um operador relevante,

hy, com ¢; = 2, e um marginal, h3, com (3 = 0, os demais sendo todos irrelevantes
(autovalores negativos na aproximagao linear).

Para estudar a relevancia ou irrelevancia do operador marginal (h3, com (3 = 0),

¢ necessario ir a proxima aproximacao, quadritica, nas equagoes anteriores. Neste
caso, a equagao para g € escrita:

'—lA I ! 1 "ot
= S sy +3g—§A4gg. (1.82)
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Tem-se que a solu¢ao da equagao acima apresenta, para ¢ grande, o comportamento
[19):

g9(z,t) = c(t) (z3 = -ng4x) , (1.83)

c(0)
1+9t-A4c(0) °

potencial da maneira usual, %, e usando Ay = Sﬂ%, obtemos o resultado ja conhecido
da teoria de perturbacao para o acoplamento efetivo quadrilinear, na ordem de um
laco (lembrando que t aqui, corresponde ao pardmetro —t usualmente adotado na
equagao de Callan-Symanzik):

em que c(t) = Escolhendo entdo o coeficiente do termo quadrilinear do

A(0)
1+ 35000t

1672

Alt) = (1.84)

Devemos fazer aqui alguns comentarios quanto as aproximagoes usualmente ado-
tadas no GRE e o estudo de pontos fixos. O ponto fixo gaussiano, como se sabe,
sempre ocorre, sendo por isso as vezes chamado de trivial. O estudo dos acoplamen-
tos efetivos nas proximidades do ponto fixo gaussiano pode ser levado a cabo através
de métodos perturbativos, mas a procura de pontos fixos nao-triviais requer o uso
de métodos nao-perturbativos. Por outro lado, as equag¢oes do GRE necessitam de
aproximacoes para serem resolvidas, e os resultados obtidos precisam ser verificados
com a experiéncia ou comparacao com outros métodos, e entdo surge o problema da
validade das aproximacoes. As aproximagoes mais utilizadas sdo as citadas acima:
a expansao derivativa e a LPA. Diversos resultados podem ser obtidos dentro destas
aproximagoes [17, 19, 22, 23, 25] geralmente através de métodos numéricos. O estudo
da validade da expansao derivativa como aproximagao foi feito inicialmente por Morris
(20, 21], e desde entao ela tem sido utilizada na obtengao de pontos fixos e expoentes
criticos, principalmente. Qutras tentativas de aproximacoes para o estudo do GRE
também foram feitas, ora envolvendo a LPA, ora envolvendo a expansao derivativa,
inclusive para sistemas de férmions e/ou campos de calibre [26], mas nenhuma de
maneira sistematica como a expansao derivativa para o campo escalar.

Outra possibilidade de aplicacao do GRE é na analise da renormalizabilidade per-
turbativa de teorias, ou seja, investigar usando o GRE se uma dada teoria é renor-
malizdvel perturbativamente ou nao [5, 24, 27]. Tal possibilidade foi primeiramente
explorada por Polchinski em 1984 [5], que forneceu uma prova alternativa de que a
teoria ¢ em d = 4 é renormalizdvel perturbativamente. Os argumentos, seguindo
o método de Polchinski para a prova de renormalizabilidade perturbativa, podem
ser estendidos para teorias mais gerais, desde que o corte A respeite as simetrias da
teoria[24].

7t grande na equagio acima nao deve parecer estranho, pois implica A pequeno e também mo-
mentos baixos, A(t) — 0, ou seja, a regido proxima do ponto fixo trivial, que tratamos usualmente
quando estudamos o grupo de renormalizagdo perturbativo, via equagdo de Callan-Symanazik, etc.
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Dentro de tal contexto, estudos recentes [39] utilizaram o GRE nos moldes de
Polchinski para demonstrar a renormalizabilidade perturbativa da teoria ¢! néo-
comutativa em d = 4. Apresentamos abaixo a equagao de Polchinski, pois utiliza-
remos no proximo capitulo uma equagao equivalente a ela como base para estudar a
renormalizabilidade perturbativa da teoria ¢® em d = 3.

1.3.2 Equacao de Polchinski.

As diversas equagoes do GRE diferem basicamente pela maneira que é introduzido
o corte, ou seja, se é um corte nitido (Ao diretamente na agao) ou suave (fungdo
reguladora suave introduzida no propagador). O corte nitido, que ocorre na equagao
de Wegner-Houghton, ¢é equivalente a uma fungao degrau de Heaviside introduzida no
propagador, separando modos de altos momentos daqueles de baixos momentos, sem
nenhuma intersecgao entre essas duas regices. Dada S(t)8

1

S = 5/ 20,0 _p + Sint), (1.85)

a abordagem de Polchinski [5] originariamente consistia na introdugao de um corte no

S (2
propagador, # — _1\_;()12;_) levando a chamada equacgdo de Polchinski para a agao S(¢):

s 8](((12)( el e
g 0q? 8pgdp_g  Op, oy K(q2)('0q6<,oq 2

em que K (g*) é uma fungao reguladora suave, como em [5, 17, 24]. Estamos escrevendo
a equagao ja em quantidades adimensionais, conforme estivemos procedendo neste
capitulo. Polchinski utilizou quantidades com dimensao e apresentou originalmente a
equagao apenas para a parte da acao de interagao, razdo pela qual sua equagdo nao
apresenta o terceiro termo da equagao na forma acima (que surge ao passarmos de
derivadas com relagdo a A para derivadas com respeito a t e considerarmos a agao
incluindo a parte quadratica nos campos). A equagao acima ¢é deduzida de maneira
simples, embora um pouco trabalhosa, utilizando o fato de que a fungdo de particao
(ou o funcional gerador, em TQC) deve ser invariante pela mudanga do corte, ou seja,

devemos ter 42 = 0. Calculando-se a derivada de Z com respeito a ¢, tem-se:

dt
dz 1 Ak dS
S D bedliy B 2 i wnd —S(t)_ -
dt [ (p{ 2[1)%(’0 PP dt ]6 a7
Dai, impondo-se a condigio ad hoc®

dSint /dK(qz) [5Sma 0Sint  0°Sint }
q

(1.86)

q

(1.88)

dt dg? 0, dp_g v dpq0p_,

8Por simplicidade estamos considerando aqui massa nula ou m? « A2, de modo que o termo
de massa esteja incluido no termo Sin, como perturbaciao. Este detalhe nio altera a dedugao da
equagao, que originariamente foi deduzida para o caso massivo.

9Esta condigdo também é chamada, as vezes, de equacio de Polchinski.
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obtém-se, apds substitui¢ao no funcional gerador, que a derivada de Z é escrita como:

dZ ,dK (p?) [ § { LAl el
= o) Do— | K7 = SO = . .
dt [p P ap? (p&pp ¥r 225, | © (1.89)
Se incluirmos, finalmente, o reescalonamento, temos a equacao em sua forma mais
geral: 10
ds il 08 d 68
— =—(2—-d-— — +dS — e .
el n) fq AT fq ol 5t G (1.90)

_ [3K() ( 825 65 84S  2g? 55)

— +
. O \8pdp_, dp,00_,  K(¢) “6p,

Outra equagao bastante usada em aplicacoes com o GRE é a equagdo para a
evolugao da acao cfetiva de Legendre I', que se apresenta de diversas formas —uma
revisdo que discute as varias equacdes de GRE é [17]. Uma das formas de equagio
para a agao efetiva I' que é equivalente a equacao de Polchinski é utilizada no préximo
capitulo para re-obter a expansdo perturbativa para a teoria ¢® em d = 3 e provar a
sua renormalizabilidade perturbativa, como exemplo de aplicacao do GRE.

10Como é apresentada em [25]; nesta forma ela é mais apropriada para aproximagoes. Para nossos
propdsitos, no entanto, no préximo capitulo serd suficiente considerarmos o equivalente a equagdo

(1.88).
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Capitulo 2

Renormalizabilidade perturbativa
de ¢° em (241)D

Apresentamos no fim do ltimo capitulo a equagao de Polchinski [5], que foi originari-
amente usada para fornecer uma prova alternativa de que a teoria ¢! ¢ renormalizdvel
perturbativamente. Hd abordagens diferentes da de Polchinski, que levam a outras
equacoes, que sio, no entanto, equivalentes do ponto de vista do estudo da renorma-
lizabilidade perturbativa da teoria. Em outras palavras, tais abordagens permitem
aplicar um método semelhante ao de Polchinski, mas ligeiramente mais intuitivo, co-
mo o utilizado por Bonini et al. [27], e também por Griguolo & Pietroni [39], e
que descrevemos abaixo. Vamos considerar especificamente o caso da teoria ¢°, cu-
ja versdo nao-comutativa pretendemos abordar no préximo capitulo. Neste capitulo
vamos utilizar o método de [27] para demonstrar de uma maneira alternativa a renor-
malizabilidade perturbativa da teoria no caso comutativo. O argumento segue a partir
da introducao de cortes —uma caracteristica do GRE, como vimos- e subtracoes que
sdao definidas naturalmente ao separarmos as partes “relevantes” e “irrelevantes” das
funcoes de vértice. Através da resolugao iterativa das equagoes do GRE, que vamos
desenvolver abaixo, mostra-se entao que fungoes de vértice em qualquer ordem de
perturbacdo sdo finitas no UV, ou seja, a renormalizabilidade perturbativa da teoria.

2.1 Equagao do Grupo de renormalizacao para a
acao efetiva de Legendre.

O ponto de partida é o funcional gerador da teoria ¢® com cortes IV e UV:

1
ZA[]] = EWA[JI — ]qu exXp {*6 /D:\.,l\oqspcb——p e Sinl[¢] i [']p?b—p} ) (21)
P Jp

F4

Kaag(p) .
em que Dpp, = in?nZ , com K, (p) = 1 para A? < p? < A2 e se anulando rapidamen-

te fora deste intervalo (estamos agora trabalhando com quantidades com dimensdo,
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ao contrario de anteriormente). O termo S, é dado por :
1 Ya(Ao) 2
Sint[¢] = 5/("7/2(/\0)])2_*.73(/\0)) ¢p¢—p+ ——4' / / ¢p1 "'¢p46(p1 ++p4)+
2 g D1 P4

A A
+ 76£3| D)f ¢P1"'¢P66(p1+'”+p5)' (2'2)
' P1 P6

Note que estamos agora trabalhando especificamente em d = 3, assim todos os
momentos sao tridimensionais e ainda euclidianos, como antes. Em (2.2) temos os
acoplamentos! y2 = ;(A) nus (ndo-renormalizados) da teoria. Eles sdo obtidos em
termos das funcoes *()\) —que serdo definidas mais adiante— através das condigdes de
contorno 72 = v*(\ = Ay), conforme é explicado na préxima se¢io. Essas condicdes
de contorno deverao reproduzir exatamente as condigoes de normalizagdao da teoria
-que é 0 que garantird, em ultima instdncia, que as partes infinitas de 4 fornecam
0s contratermos necessarios para tornar as funcoes de Green da teoria finitas.

A partir de (2.1) deduzimos a equagdo a que o funcional gerador da teoria satisfaz
quando muda-se o corte A, e, consequentemente, obtém-se a equagao para a variacao
da ac¢ao sob mudancas de A.

Para o funcional gerador obtém-se a equagao

G, 1 /A ODj 5, () 82Z,[J)
q

ke = e TR AT (2.3)

OA 2
por derivagao direta do funcional gerador. E conveniente considerarmos a agao efetiva
de Legendre, definida como

F,\[(p] = —WA[J] + I’V,\[O] + /QOqJ_q, (24)

q

% J ;. 3 .
em que @, = 66‘3" 7l é 0 campo cldssico. Lembremos que estamos incluindo fatores de
=P

(27)3 nas derivadas funcionais, ou seja, escrevemos 3%;, por exemplo, mas significando

(27r)3ﬁ, para nao termos que escrever sempre fatores adicionais ao fazer as operagoes
P

inversas de integrar (com fp = (21;‘;’—3) e efetuar derivadas funcionais. O segundo ter-
mo na equacao acima é a contribuigao para a agao efetiva dos diagramas relacionados
a energia do vdcuo (ou fator de normalizagdo do funcional gerador) explicitamente
subtraida. Assumimos também que a fonte J, depende de A de tal maneira que o
iltimo termo acima seja independente de A, ou seja, ajustamos uma fonte de tal tal
modo a “compensar” a dependéncia do campo cldssico em A nesse termo.

10u fator de renormalizagio da fungdo de onda, no caso de 2, 1 + 72 = Z4; ou ainda massa ao
quadrado, no caso de 73, mas vamos nos referir a estas quantidades genericamente como “acopla-

mentos”.
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Derivando (2.4) obtemos, entao

A;—\{ ale] = f Dip,(@)@q0- q} =

1 0 PWald) |,
AgrPin @555, + A5l 25

Para colocar essa equagao numa forma apropriada para o desenvolvimento pertur-
bativo, utilizamos a expansao da agao efetiva

2n
1 X
Ly = E :—, [ Doyt tlan(py, o0 Day )0 E 2 (2.6)
] (2”’)' P1'P2n =1

e usamos o fato de que o nicleo? da funcao de dois pontos 51(‘5[;)] satisfaz a relacao:
q q’
§°T 2w -
=0(g+¢). (2.7)
/(;n &pq&pqu 6,_]_(’!/(5.]!?:

Substituindo em (2.7) as expressdes abaixo -em que separamos nos ntcleos as
partes independentes do campo cldssico ¢:

rlel _
= (g +¢")Ta(q) + TZla. a',

5pa0Py (g +¢)TAl) + Tiule, ¢’ )

521/VA[J] A 1

e ) W2 i '

5Jq(5Jq: ((I+ )Fz( ) + le[Q:Q: ]]a (2 8)

obtemos uma relagido que nos permite eliminar W72, da equagao de evolucio de I’
(2.5). Essa relacao é

i

1

1
w2.la,q',J F 1 2.9
mt[q ] ] [-\2 ( [(1 (] 90} I—\':g\ (q,)a ( )
em que o funcional auxiliar I' é definido recursivamente pela equacao
i 1
Tlg,q', 0] =Tiula, 9, ] — / [l —4", ol Lla", ¢, ¢l. (2.10)
q" FA((] ,)

Usamos agora uma expansao semelhante a (2.6) para Tq, ¢, ¢]:

= 1 e 3 2n
Bl gql=>" @) /p,, Ppy " PpanL2n42(P1y - - - P2ny 4, ¢)0 (Zpi L q’) ,
gn 1=1

7 (2.11)

2Relembrando que a funcdo de vértice prépria de dois pontos é dada de (2.6) por %&:ﬂ.
Q0P 4/ v

=0

r(q,q")-
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e substitufmos em (2.10) ambas expansoes de I e T, (2.6) e (2.11). Comparamos
entdo, em ambos membros, os coeficientes de termos com poténcias iguais de ¢,,,
para obter a relagao abaixo, entre os vértices auxiliares I f\"“(q, P1,--- 1P2n,4") € 0s
vértices proprios:

Tt Aamy- o md) =B (0P D (0
n—1
I
T Z 1—\3\[;\*02 (Q1pi|: -5 Pisly _Q) 1-w2 (Q) Fi?;\021+2(Q, pizz.H: - -+ sy Pisn, ql): (212)
=1 Ado

na qual @ = ¢+p;, +...+p;, e asoma também é sobre todas as (22’!‘) combinagoes dos
(41 ...120). Notemos que surge no processo de comparacio dos coeficientes uma soma
também sobre as combinagoes dos p;, porque como o membro esquerdo da equagao
(2.12) é simétrico na troca dos p;, o lado direito também devers ser simétrico —antes
de compararmos os coeficientes nao era necessirio nos preocuparmos com isso, pois as
varidvels p; estavam todas integradas e, por isso, eram indistingiiiveis. Na figura (2.1)
ilustramos graficamente a equagao (2.12) Mais um comentdrio que ajuda a esclarecer
a equagao (2.12) é que, se observarmos que o lado direito contém um vértice auxiliar
de um nimero de pontos sempre menor que o do lado esquerdo (2n42—2I < 2n+2),
e inserirmos entao a definicdo de vértice auxiliar no vértice auxiliar do lado direito e
repetirmos o processo varias vezes, o processo em um dado momento termina e ficamos
com uma expressao para o vértice auxiliar apenas em termos das funcdes préprias de
vértice. O resultado desse processo mostramos graficamente nas figuras (2.1) e (2.2).
Em particular, para I'" e T'® temos, por exemplo,

CA(P1,p2,4,4") = TA(p1, 12,4, ) (2.13)

T (7, P2, P3, 94,9, 9") = T&(p1, P2, P2, 03, P4, 4, ¢') +

1 y !
+ T4 (p1, P2, 4, —Q)mfk(m,m,@q ) +

1
+I-‘4 3 sikfiy : P4 1 M4y ’J { -+
A(P1,p3, ¢ Q)F?\(Q,) a(P2, 04, @', q)

4 1 4 " !
+ Fi‘l\(p11p47Q7 _Q”)WPA(EDZII):;’Q ’q)+
1

+ -+ T (s pyg, *Q(m))r—%(—@m—))rf\(pl,p(;, Q™ ¢, (2.14)

em que, por conservagao de momento, Q@ =p; + p2 + ¢, @ = p; + p3 + ¢, e assim por
diante. Ilustramos na figura (2.2) os casos de I'® e I'®. Em tal figura, a soma para o
vértice auxiliar de seis pontos, contém, além do primeiro, mais seis termos —relativos
as combinagoes dos momentos externos, conforme explicamos logo abaixo da equacio
(2.12)-, alguns dos quais foram omitidos e indicados por reticéncias. J4 a soma para
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Figura 2.1: Equagao de definigdo dos vértices auxiliares (quadrados hachurados) em
termos dos vértices proprios (circulos hachurados). A soma escrita na primeira linha
é sobre as (22’;) combinagoes dos (p;,, - .. ,Pi,, ). lterando essa equagao obtemos a linha
de baixo, em que a soma escrita sobre o é sobre todas as combinagoes de momentos
em vértices tais que «; seja um subconjunto de p;, j = 1...2n e a uniao dos a;,
i = 1...k seja o conjunto p;j, j = 1...2n. Esta ultima soma contém alguns termos
com sinais negativos e outros positivos, como no caso da fungao de oito pontos figura

seguinte; estes sinais relativos surgem do processo de iteracao.
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Figura 2.2: Exemplos de vértices auxiliares (quadrados sombreados) de seis e oito
pontos. Cada propagador que corre nas linhas marcadas com um circulo preto é

completo —inverso de ">~ e carrega, por conservagio de momento, o momento total
vindo dos vértices que estdo a sua esquerda.
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o vértice auxiliar de oito pontos contém ao todo 15+ 15 x 6 + 15 = 120 termos, além

do primeiro.
A equagao para a agao efetiva, em termos do funcional auxiliar I, se torna, entdo

A 1\[‘10 fDAAg 4'0';‘('0 }

(52IV,\[J] 0
= Aol =
f R Do V. on A[0]
A 1 = 1 ad
e A—D‘_ 50“———'—‘1—‘ e TR ol ==
2]; aA f\Ao(q)[()Fg() 1—\2((]) [Q3 (Ia(p]l-\g(_q) +AaAIVA[O]

1 f 0D} 4,(9) 1
e A : F @9, =457~ +
o e T G
1- 0 1 0
=0 N DI
+ 5 (0) : 3AD1\A0( )I‘z( ) +A8AW,\[O]. (2.15)
Estes dois tltimos termos se cancelam, pois
B a —1¢DK'1\ '¢_Slnt ¢’
Ao Wal0] = a\{m/me 29 Dhag Y = (2.16)

o 9 sl o5l
e

— _% D-fl\ @—Sine[® Ll
B

- —gqugKDKAO(QMQS(id’—q) =

et
. —E/qAﬁDMo(q)é(O) = (2.17)

Obtemos, entao:

8
Aé_ Tale] — /D/\Ao q) et }

A by ) L L 1
= [A A(q)f‘[go,q, Q]F?\(—q). (2.18)

Utilizando agora a definicao dos vértices préprios (2.6), podemos escrever as
equagoes (“recursivas”, pois uma dada fungao de vértice aparece em ambos mem-
bros de cada equagdo, o que as torna apropriadas para uma solugao perturbativa)
satisfeitas por cada uma das funcoes de vértice:

9 SA!O(Q)
A*é—\EAAo(Q) = qu _:_mEFAAO(q D, —P, _q) (219)
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em que m é a massa fisica e I'3,,(p) = Dyj,(P) + Zano(p). Para os vértices B
n > 2 tem-se

A

) s,
T3k, = —fMFZ +2((I1p11 -+ Pon, "(I) (220)
q

N Moo= g q2 + m2 Mo

Em ambas equagoes anteriores, temos o “propagador”:

SAAD (Q) 1 i a
= A—K =
@?+m?2 g%+ m? [1 W .KMO(q)EA,\g<q)J 27 BA Ano(9)
q2+m2
0 1

(2.21)

N
oA (q2 =+ mz)I{A!\o (Q)_l a7 Z:A’/\o (Q) A=A

no qual Kap,(q) € a funcao reguladora, conforme definimos no inicio desta secao.

Uma vez escritas as equagoes acima, temos as ferramentas para analisar-se a re-
normalizabilidade perturbativa da teoria, baseando-se em que:

1) As equagdes acima envolvem as fungoes de vértice com corte, que no limite
A = 0 fornecem as func¢oes de vértice fisicas da teoria;

2) As equagdes sao formalmente “um lago”, e apresentam (gragas ao uso de vértices
auxiliares ['?"* em (2.15)) um mesmo vértice em ambos membros da equacio, de ma-
neira que sao apropriadas para uma expansao perturbativa.

O procedimento que se segue consiste em impormos as condi¢oes de contorno so-
bre as equacoes, e separarmos as partes “relevantes” e “irrelevantes” das funcoes de
vértice, integrando em seguida as equagoes obedecendo a essas condigoes de contorno.
Isso leva a equacOes integrais para as partes relevantes e irrelevantes, em que o cor-
te A, atuando ora como limite superior de integracao, ora como inferior, representa
diferentes papéis, transformando o problema da renormalizabilidade da teoria (de-
monstragao de que todas as fungoes de vértice podem ser tornadas finitas mediante as
apropriadas subtragdes) a uma andlise da possibilidade de tomar-se os limites A = 0
e Ay — oo nessas equagoes. Isso, por sua vez, pode ser demonstrado mediante uma
analise dimensional dessas equagoes, o resultado sendo vélido, por indugao finita, a
qualquer ordem de perturbagao. Detalharemos abaixo este procedimento.

2.2 Condicoes de contorno.

Na secao anterior escrevemos as equagoes diferenciais para o funcional gerador com
cortes infravermelho e ultravioleta e para as fungoes de Green, também com cortes.
Estas nao sao, portanto, as fungoes de Green fisicas da teoria. Como nossa construgao
absorve as divergéncias ultravioleta no corte Ay, e além disso introduzimos o corte
infravermelho A, as fungoes de Green fisicas serdo obtidas nos limites (que deverao
ser finitos para uma teoria que seja renormalizdvel):

I*(p) = lim I3, (p) (2:22)

Ag—oo
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i )= }\il;lg F‘Jl\f\()(pl? wentnDy) (@2.23)

A= oo

e assim por diante. J4 a agao “fisica”, ou seja, aquela que tem os acoplamentos com os
quais as fungdes de Green acima (que deverao ser finitas) serao computadas, é aquela
que contém os acoplamentos nus (“bare couplings”) como na teoria de perturbagdo
usual:

1

> f (L +73)p* + (m?® + 7)) $pb—p +
P

i :
+?‘/"'f¢P1"'¢p46(])1+"'+p4)+
! P1 Pa

S(¢]

B
0/ i
e v ) (221
' P1 Pe

Notemos que, com relagao a notacao usualmente adotada em renormalizagao per-

. m2+'yB , s
tarbativa i 9P i (7 fel s = g de modo que m? é a massa fisica ao
B B
P v 3 i 5 = 4 o
quadrado; também g2 = (1—+;W ggn (H%)?’ a renormalizagao da intensidade
de campo sendo czﬁf = (1 +v$)/%2¢,. Cada um dos acoplamentos acima é obtido
de v2 = (A = Aq) e é infinito no limite Ay — 00,® mas de tal modo que a parte
infinita de cada um fornece o contratermo que cancelard a parte divergente da funcao
de Green respectiva (o contratermo bilinear cancela a parte divergente da funcao de
dois pontos, e assim por diante, como é conhecido). Para que tais cancelamentos se

déem de maneira correta, é necessdrio impor as condigoes de normalizacao®:

S(p?=p?) =0 (2.25)
@ =0 (2.26)
dP2 p2=p2 :

Fm,. ) =0 (2.2
LBy, - 1 s) = 9, (2.28
(2.29

3Estamos escrevendo aqui A minudsculo, para enfatizar que A é uma variavel. Os ~;(\) deverdao
satisfazer equagdes integrais que mostraremos abaixo.

40u, em outras palavras, para que as subtracgoes fossem definidas de modo univoco, se estivéssemos
utilizando um esquema perturbativo de regularizagio-subtracao-renormalizac¢ao, como BPHZ, por
exemplo.



ou, equivalentemente,

P = o) = i e (2.30)
d[\2 2

d(f paey, (2.31)
T(p1, ... ,p1) =0 (2.32)
1—‘6(51: B 356) =9 (233)

l]’
com c;; e c constantes convenientemente escolhxdas Na teoria ¢* em d = 4 os Pi

podem ser escolhldos de modo que p; - p; = p? (4513 1) como em [31], por exemplo.
Para reescrevermos essas condigoes em termos das fungoes de Green com cortes A e
Ao (as quais passaremos a nos referir como fungées de Green cortadas) é conveniente
separarmos as partes que possivelmente conterao dependéncia nao negativa em A.
Assim, utilizando expansdo de Taylor em torno dos pontos u?, p; e p;, podemos
escrever:

em que p; e;5j sdo momentos de referéncia, tais que p; - p; = p’c;; e p; - p; = p 2¢.

Dao(P) = V() + (@ — )Y (’\) +A)\Ao( )
a0 =710+ &5 )
IS, @) = 1°5(X) + A%, (23) (2.34)

de onde definimos o vértices “relevantes” (tém a mesma dimensdo que A elevado a
alguma poténcia ndo-negativa):

(2.35)

e os demais termos, chamados vértices “irrelevantes”, sdo tais que AMO( )| =0,

Af\/\o(ﬁi) =0e A?\Ao(ﬁz‘) = 0.

As equacoes diferenciais que temos para $()\) e ['**()\) sdo de primeira ordem e
necessitam, portanto, de uma condigdo inicial cada uma, que escolheremos de modo a
reproduzir as condi¢des de normalizagdo acima, obviamente. Como vamos, no entanto,
considerar equacdes diretamente para os vértices 7'()) e AM , € suficiente observarmos
que as condicoes (2.30) a (2.33) sdo reproduzidas se impusermos:

v} (A =0) =0, v} (A=0) =0,
74(/\:0)=O e 76()\=0)=g.

p2=p?

(2.36)
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Ou seja, impomos que os acoplamentos renormalizdos sejam dados em A = 0.

E conveniente escrevermos as equagoes abaixo, para cada vértice relevante e ir-
relevante, de tal modo que, confrontando com (2.34), vemos que elas implicam as
equagoes que tinhamos anteriormente para £,, e I'?? .

)u\o'
0 S,\A ( ) ad
SO0 PAro\q) 4
AaA ( ) () q2 + Tnz ap2 ]'—‘/\Ao (q p) p7 Q) pzzuz
S Sano(q) 4
)\a_/\')’ (A) o 5 q2 + m2 )u\g(q’p: =P, _"q) p2=p2
6} San (f}) i
Aé}’fi(/\) 5 q*g __:mg AAo(q P1,... 047
a 6 1 S)\I\ (Q) B = =
A= = e +°m2 NGB - Dy ) (2.37)

d

~3 (N
a/\/()

0 2 _,l S/\AO(Q) 4 2 0
AE;\‘A,\AO(p) = 9 ng o 7712FAA0(q:p1 P, Q) i, (p Tk )/\5\‘ (/\) — A

6 S -‘0( ) B

Aa_)\qu\Ao(p17' -, P4 ) = _/qx_:_m F/G\AU(QJplw"' y P4y -() 0)\ (’\)
9] Sano (@) =8 J s
a)\A)\Ao(pl"" ’pﬁ) 2/(1 +m2F/\AQ(q P1,--. 7])67_(1)_/\8!\)/ (/\)

6 1 SA,\ ((1) =9 1" .
A—T D = — [ =22 end2 o — ara 7 !
N MO(Pl ]zn) 5 £q2+m‘2 Ao ((1 P yPon, —q), paran >3

(2.38)

Fazendo isto, precisamos, ainda, impor condicées iniciais sobre os vértices “ir-
relevantes” A%} (p:), a exemplo de como fizemos para os “relevantes”, paxa termos
entdo nossa teoria definida sem ambigiiidades. Como desejamos que Ly_x, x,(p),
T8 o,n0 (Pi) € TS— g, (P1) contenham como partes divergentes —isto 6, com dependéncia
em A tal que sejam divergentes quando Ag — co— apenas os termos Y2(Ao), 13(Ao),
74(Ao) e ¥5(Ao), que irdo constituir os contratermos da agio nua® (“bare”) impomos
as condigoes:

AQ =Ao,Ao (p) =0
.A)‘ /\oAg(plv'-- 7p11):0
A)\:AD,[\O (p17 e ,]76) — 0 (239)

E neste sentido que eles sio chamados “relevantes”. No limite Ao — co é necesséria apenas a
especificacao destes parametros para a definicio da teoria.
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Também podemos entender estas condigoes como a restrigao de que a acao nua
s6 contenha um numero finito de pardmetros a serem especificados, e devemos notar
que elas concordam com o requerimento de que numa teoria renormalizdvel perturba-
tivamente as subtragoes gerem contratermos apenas semelhantes aqueles que existem
inicialmente na agao. Também do ponto de vista de transformacées do GRE, A = Ay
significaria que nao foi feita ainda a transformagao do GRE, e, portanto, ndo ha “cor-
regoes radiativas” aos acoplamentos v;(Ag) da a¢ao inicial de Wilson —agao com corte

Ay, como vimos no capitulo anterior.

e

Temos agora, entao, dadas as equagoes diferenciais para cada um dos vértices
relevantes e irrelevantes, juntamente com as condicoes iniciais para cada uma das
equagoes. Podemos, portanto, transformaé-las no conjunto de equacdes 1ntegrals aco-

pladas:
7(A) = % fo = f jxfmz oL (@P, P
Y(A) = %fo d)\’/qsxfmz (9P, —
7' = %/0 dx/f;fmz {@dis: i Ps,
oy =g s [ [ Sz,
A%, (P) —E/Ao d/\,/SA'AD Al(g,p, —p, —; X)
2 g% +m?
B (Dl ,P4)_——/‘A0d\’/52x_?_°m2 Folg.pit
A (i 08 ——/Ao d)\’/?i"mz—\ﬁ(q P
i) = = [ [ St g

—q; N

) P4,

) D65

—q, /\’)
pi=p?
Tt
p2=p
—q; X')
:56) —q; /\’) (240)
—q; )
"‘q; /\’)
,Pon, —q; XY, para i3

q,P1,--.

—‘—

(2.41)

Nas equagoes para os vértices irrelevantes acima, definimos
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pi=pu?

AT*(q,p, —p,—@; N) = T*(q,p, —p, —q; ') — T*(g,p, —p, —q; \)|
B A /
_(p2_'u’2) ,QFI(Q1pa—p,—Q;/\)
ap p’zzu2

AFG(Q7PI7 240 Jp41_q;’\’) = FG(QSPIP - P4 g, ’\,) = FG((bﬁla Vv 1ﬁ4a —q, /\,)
AT%(g,p1,- - 06— ) =T2(q, D1, .« v 06y —; X) = T%(q, By, - - - » Py — 3 X')
(2.42)

2.3 Iteracao das equacoes e renormalizabilidade.

Obtivemos na secao anterior as equacoes integrais que as partes relevantes e irre-
levantes das fungoes de vértice —as quais nos referimos por vértices relevantes ' e
irrelevantes AI'?"— devem satisfazer. E importante observarmos que nessas equacoes
os cortes A —que representamos por A para enfatizar que ele é varidvel- e Ay tém
fungoes diferentes. A aparece ora como limite superior nas integrais (no caso dos
vértices relevantes), ora como limite inferior (no caso dos vértices irrelevantes), en-
quanto Ag sé aparece como limite superior para as integrais das equacoes dos vértices
irrelevantes. Isto decorre das condig¢oes iniciais que impusemos sobre os vértices.

As equagoes que escrevemos até agora siao exatas, no sentido em que nenhuma
aproximacao foi feita para escrevé-las. Notemos, no entanto, que ¢é necessaria algu-
ma solucao aproximada ou iterativa pra elas, pois elas apresentam-se acopladas, e
nenhuma solucao completa é possivel de imediato. Uma maneira de lidar com esse
acoplamento das equacgoes é percebida notando primeiramente que elas sao formal-
mente equagoes de um lago, ou seja, um dado vértice é dado pela integral de outro
vértice, com um “propagador” do tipo S{}*T'igii) Uma solu¢éao possivel, entao, é uma ex-
pansao da equagoes no numero de lagos, isto é, resolvemos primeiramente as equagoes
usando no segundo membro apenas a expressao a zero-laco, e com isto obtemos todos
os vértices a um lago. Em seguida, pode-se tomar a expressao para os vértices a um
lago e repetir-se o processo indefinidamente, ou seja, temos uma solucao perturbativa
das equagoes, através de uma iteragao em lacos.

O que precisamos demonstrar a seguir é que as integrais que temos sao todas fi-
nitas para Ag — co em qualquer ordem dessa expansao perturbativa. As integrais
para os vértices relevantes, como pode-se intuir a partir de sua forma, nao deverao
apresentar problemas, pois elas deverao resultar em algum valor do tipo o A", com
n > 0, ja que elas tém A como limite superior de integracao. Realmente isto acontece,
como mostraremos abaixo.® J4 as integrais para os vértices irrelevantes, mostraremos

6Também deveriamos esperar isso com base na prépria defini¢cao de vértices relevantes, pois,
lembrando que eles possivelmente apresentarao dependéncia em poténcias positivas de ), ao fazermos
A = Ay, eles deverao fornecer exatamente os contratermos da agdo nua.
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Figura 2.3: Esbogo da fungao reguladora 6,(gq, \).

por contagem de poténcias (andlise dimensional) e por indu¢do matemaética que elas
serao limitadas para Ag — oo em qualquer ordem da expansao em lacos.

Ainda nao especificamos a forma da fungao reguladora do propagador. Nos inte-
ressa especificamente a expressao (2.21):

S,\,\0 ((]) 1 1 8
= ) T =
@Z+m2 g2+ m? Kong(@Zaag (@12 O M)
]' + q2+m2
d 1

: O (g% + m?) Kno (@)™ + Zxvao (@) [y

E conveniente escolhermos a fungio reguladora como a fungio degrau, K, (q) =
@(\/(7E — A), em que ja supomos Ay — oo, pois teremos que tomar este limite nas
equacoes dos vértices irrelevantes. Ocorre, no entanto, que a fungao degrau nao é sua-
ve, e precisamos aqui de um detalhe técnico para sermos rigorosos em expresoes como
;—AI{MO((]). Se inserirmos imediatamente a fungao degrau e sua derivada (como sendo
a funcao delta de Dirac) na expressdao (2.21) acima, ficamos com uma ambigiiidade,
pois surge um termo do tipo ©(0). Utilizamos, entdo, o procedimento tomado em
(20], que consiste em definirmos o regulador K»j,(¢) como sendo a fungdo 6.(g, A),
suave nas varidaveis 6, A e tal que:

0<6.(q,A) <1 paratodo g,A,
B(q,)) =0 para ¢ < A — ¢,
6.(g,)) = 1 para ¢ > A +e.

6.(g,\) tem a forma esbogada na figura (2.3), e tem a propriedade de

lim 6. (g, )) = ©(g - A). (2.43)
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Definimos também a fungao’ 6.(g, ) = —Z6:(g,\), que tem a propriedade:

lim de(g, A) = d(g — A). (2.44)

Com isto, a expressao (2.21) deve ser reescrita, mais rigorosamente, como:

S 1 ! 1 5]
mel L g ety

g%+ m? qc + m* e=0 [1+ 0=(q,z\)2,\(q)} oA

q'2+7n'2

- 1
— 5 2 2(55((], /\) (245)
g=+m [1+9e(0.=A)2A q)}
q2+m2

Utilizamos agora a identidade abaixo, que provamos no apéndice A.4:

1
lrg (9, ) F (0.(0, \) = 603 = @) | der () (2.46)
= 0
e entao
S - ;
/\f\o(Q) = . (5((]—/\)/ dt 1 .
g tm’ g4+ me 0 {1 it t?l\(q)]
{]l+m2
- 1
=g A)
2 2 Za(q)
gc+m 1+ qiﬁ
__Adl=) o

@2+ m2+5,(q)]

Sx(q)
q’_’_‘,_m'}

nada mais que uma espécie de propagador completo (ou seja, com a auto-energia ja
levada em conta), porém com momento g restrito ao valor \, inclusive na auto-energia
¥x(A). Com isto as equagoes do GR para os vértices se tornam intuitivamante mais
claras. Elas sdo equagoes relacionando sempre um vértice relevante ou irrelevante de
n pontos no membro esquerdo, com um vértice de n + 2 pontos no membro direito,
sendo que este ultimo tem duas de suas pernas ligadas entre si por um propagador
completo Ef_i(—fn)" e com momento ¢ restrito a varidvel (de integracao) A’. Finalmente,
a diferencga entre as equagoes de vértices relevantes e irrelevantes estd no fato que as
destes ultimos apresentam subtracoes explicitas, as quais, como se pode intuir, serdo
utilizadas para provar a renormalizabilidade da teoria.

o que é um resultado bastante interessante, pois mostra que o “propagador” é

"Note que temos um sinal menos na definigao de 6. (g, A) com a derivada atuando no segundo
argumento.
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E conveniente, entdo, reescrevermos os vértices subtraidos como os restos de suas
expansdes de Taylor, na forma integral [28]:

T6 it 0
Al““(q,p,—p,—q,/\)zifo dz(1 — z)*(p* — p*)? 207)° =51 (0,0, —p, —q, \)

AFG(Q,Pl, ... D4, —Qq, )‘) =

1
0 , ,
:\/(; dl(l—ﬂ?) Zplpj ap ﬁPG((I:pIJ"' 7p41_Q1/\)

1 — ~,
| i= J P =Pr+z(pr—Pr)

Afs(q,plu ... ,DPs, ¢, /\) =

1
a B / /
:A dT(l_x) Zptpja ,a pﬁrg(qipl!"'1p57_q?A)
J

J-—l

Py =Pr+z(px—Ps)

Nas expressoes dos vértices subtraidos AT'S e AT*® acima, é necessario ainda fazer a
substituicao de um dos momentos pela soma dos demais com sinal trocado, por causa
da conservacao de momento nos vértices, mas deixamos isto subentendido aqui, por
simplicidade de notagao. Notemos ainda que, na expressao de AI'*, devemos entender
que o resultado da integragdo em ¢ s6 deverd depender de p?, por isso ja escrevemos
derivadas apenas com respeito a p?>. Deveriamos ter escrito, mais propriamente, quatro
derivadas com relagao a cada um dos quatro momentos pi,...,ps; de I'! e depois
fazer as atribuicoes p; = q,p2 = p,..., e entdo integrar em ¢; o resultado seria o
mesmo que o escrito acima apesar de em um caso termos uma derivada quarta e em
outro uma derivada segunda em p®. Vamos, portanto, escrever de uma forma geral
0'T*(q, p, —p, —q, A), para nos referirmos as derivadas daquela expressao.

Um ultimo detalhe antes de analisarmos as equagbes para os vértices é a de-
pendéncia nos momentos externos. Nossa andlise nao dependerd da particular confi-
guragao de momentos externos. Precisaremos somente manté-los limitados, menores
que um certo valor Ag grande, por exemplo. Definimos, entao:

| f2n (M| = Ll | fon(P1, - - - s D2n; A, (2.49)

P; <1\

em que fy,()) é uma das fungdes ['**, ['>" ™" ou 9™I'*". Com isto, nos concen-
tramos apenas na dependéncia nos p; que seja a “pior possivel” para nossas integrais,
ou seja, estamos maximizando o integrando.

Por contagem de poténcias (andlise dimensional) dos vértices, ou por calculo ex-
plicito —poderiamos proceder a um cdlculo perturbativo usando as equagoes (2.40) e
(2.41) conforme ja explicamos: usando a expressao a zero lago no membro direito,
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obtém-se a expressao a um lago apés integragdo- chegamos facilmente as relacées
seguintes.
A zero lago:

=0 10=-0 150
Tp=9 Ap=0, A =0,
(2.50)

os demais vértices e suas derivadas sendo todos nulos. A um lago, obtemos que o
inico vértice nao nulo se comporta, maximizando a integral, como:

= dle =) ,
'Y?l)“*/o dN /\,Q——WHF(O)()\)H

~ [ax [ Pl e~ (251)

Para simplificar a contagem de poténcias estamos supondo, como pode ser notado,
m <K A, sem perda de generalidade, pois nos interessam somente altos momentos de
integracao (A grande). A dois lagos o tnico vértice ndo nulo é

Y oudlg—X)
8 i d)\’—— r
Y2 fo A2 E(AO H (1)( )||

/ d/\’/] 1%d|q [ (03 A (2.52)

Procederemos agora por indugao finita. Vamos entao supor vilidas as expressoes
a £ lagos:

Ty(X) ~ 1 1A (W) ~ N2
Yo (X) ~ N? 1AL M|~ X
”/61@)(’\’) ~ N HA?E)()‘I)H e ]
Yg(X) ~ 1 I ()] ~ A
IO™TH (A ~ X2, (2.53)

Estamos escrevendo ~ 1 significando qualquer poténcia de In (ﬁ), pois logaritmos

nao alteram a contagem de poténcias.
Temos agora todos os ingredientes para demonstrar, por inducéo, que as integrais
para os vértices irrelevantes sao finitas quando Ay — co. Escrevemos, a partir de
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A ; 5 g /\J ;
T 2 [“axSa=x) s l10°Tt, ()
0 AL + 2y

A : (5 Q-A’
7(4£+1)(/\) 5/0 d/\)\ ( )

V2 ey T ()]
0D

) 5 [CaxSa=2) -, )
Tierny(A) 3 ‘ ’FTZ&TT) @A),
(2.54)
n e 7 o = N ~2n ’
IS [~ ;,Q%ﬂf—%urw(/\m
e ’ d A 7
18 01 5 3¢ [T 0 6T (v
A A T
4 e ’ Y @) = ’
8N < 52 [ 6T, (v
A A TG
i ! 5(Q‘_/\,) B /
IaGen @l < 22 [ a vl e
(2.55)
€ para os vértices derivativos:
mup2n = / (S(Qﬁ’\’) my2n ’
O™ DGy ()] f/A dA m”a Ly (V)|
m - / 6((]‘—/\’ 4+ g !
1078wy Ol < 3¢ [ T ol o)
m 7% / (5((]_’\’) my !
19" Sern 0l < 22 [T e =1 et AP0
m T 6((]-—/\0 mi ’
™AL, (W] < /\2/A d/\'mﬂaﬂ Loy ()],
(2.56)
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Inserindo agora (2.53) nas expressoes acima, é imediato verificar que (2.53) também
valem para (£+ 1) lagos, o que completa nossa prova por indugio de que as integrais
para os vértices sdo todas finitas. Isto significa que cada uma das integrais para 0s
vértices relevantes e irrelevantes fornece como resultado um niimero, que depende de
A (e dos momentos externos ainda, obviamente). Ao tomarem-se esses resultados, e
fazer-se A = 0 em (2.34) obtém-se os valores das funcdes de Green fisicas, finitas, Z(p)
e I\?n (pi)_s

Como ultima observacao chamamos atengao para o fato que os vértices relevantes
crescem com A, como devia se esperar. Calculando as integrais dos vértices relevantes
7()\) a uma dada ordem de perturbagdo e fazendo A = Ag, obtemos exatamente 0s
contratermos que constam na agao nua, o que esta de acordo com o procedimento
usual de renormalizagio perturbativa.® Com isto, terminamos a demonstracao de que
a teoria ¢® em d = 3 é renormalizével perturbativamente.

8Que sio, relembrando, £(p) = lim x~o Txp,(p) e I27(p;) = lim -0 3% (p)).
Ag— oo Ag— oo 0

9E, claro, como contrapartida, em A = 0 os vértices relevantes vao a zero, ficando apenas as
contribuigdes fisicas, dependentes apenas dos momentos externos, para as fungoes de Green, conforme
explicado no paragrafo acima.
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Capitulo 3

Teorias nao-comutativas

3.1 Introducgao

Estudar a quantizagao de teorias em espagos nao-comutativos é uma idéia relativa-
mente antiga, tendo suas origens em fins da década de quarenta, com a proposta de
Snyder [29]. Em TQC, uma motivagao inicial para considerar a ndo-comutatividade
das coordenadas era uma tentativa para eliminar os infinitos que existiam na abor-
dagem perturbativa. A idéia por trds de tal proposta era a seguinte. Postulando-se
a existéncia de um comprimento minimo além do qual medidas de posi¢do nao fagam
sentido, escreve-se uma relacao de comutacgao entre as coordenadas, de modo que pas-
sa a existir uma relacao de incerteza posicaoxposicao, analoga a relacao de incerteza
posiciox momento da Mecanica Quantica de particulas.! A teoria quantizada apre-
sentaria, entdo, uma nao-localidade que se refletiria na eliminagao de divergéncias
—pois estas se devem as interagoes, que sao produtos locais de campos. Esta idéia,
no entanto, nao se tornou popular por causa do enorme sucesso dos métodos de re-
normalizagao perturbativa.

Nos tltimos anos, entretanto, houve uma retomada no estudo de Teorias Quanticas
de Campos em espagos nao-comutativos. Grande parte da motivacao para tal é o fato
de estudos relacionados com a dindmica de cordas abertas em presenga de um campo
de fundo anti-simétrico, terem oferecido evidéncias para a existéncia de teorias de
campo nao-comutativas. Alguns artigos de revisao abordam estes aspectos e oferecem
uma introducao ao estudo da TQC ndo-comutativa (30, 33, 34].

Teorias de Campo em um espago-tempo nao-comutativo apresentam novas carac-
teristicas em relagao a TQC ordindria, que tém sido muito investigadas recentemente.
Alguns dos estudos que podemos citar analisam: a unitariedade e causalidade da
matriz S [35], mistura infra-vermelho/ultravioleta [32], propriedades relacionadas a
renormalizabilidade perturbativa [32, 38], dentre outros. A despeito de novos pro-
blemas relacionados com a renormalizabilidade de teorias nao-comutativas (NC), ja

'A quantizagao segue um procedimento padrao, conhecido como correspondéncia Weyl-Moyal
[42], que é utilizado neste capitulo.
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demonstrou-se a consisténcia de alguns modelos, como o modelo de Wess-Zumino NC
[36] e a versdo supersimétrica do modelo sigma nao-linear [37).

Dentro deste contexto, vamos discutir neste capitulo alguns dos problemas que
surgem na teoria do campo escalar com interacio ¢° no espago nao-comutativo,
relacionando-os, quando possivel, & teoria ¢° ordindria e & aplicacdo de técnicas que
tém se mostrado uteis para o tratamento desses problemas.

3.1.1 A correspondéncia Weyl-Moyal.

A nédo-comutatividade das coordenadas é implementada através da definigao do co-
mutador:

[, 5] = 1™, (3.1)

em que Z* sdo operadores e ©# um numero-c. Como conseqiiéncia desta relacao de
comutagdo, desaparece a no¢ao usual de ponto no espago, e torna-se necessaria uma
maneira de substituir fungoes cldssicas de = por operadores quanticos apropriados.
Tal tarefa pode ser realizada com a quantizacao do espago-tempo através das funcoes
de distribuicdo de Wigner, e utilizando a ordenagao de Weyl [42] para relacionar as
funcoes de x com os operadores quanticos apropriados. Seguindo a ordenacao de Weyl,
introduzimos o operador

Tkl = (3.2)
que tem as propriedades:

Tk =T(=F se 5! =&
T(k)T (k') = T(k + k')e”2*uk O™, (3.3)

TeT(k) = G(k) = (2n)%0%(k,).

A propriedade (3.3) é obtida utilizando-se a féormula de Baker-Hausdorff-Campbell.
Definindo o operador

ddk tk,TH
P = /dd::;(%)di’“(k)e‘“ o(z) =

= [ T3 (3.4

chamado operador de Weyl, temos que

: d
¢(z) = f fh "“TIVI)T*(A)]

-f

=Tr [ ‘”"“T’(k)} : (3.5)
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A fungao cléssica ¢(z) acima é chamada fungao distribuicao de Wigner, e as relagoes
3.5 e 3.4, fornecem uma correspondéncia biunivoca entre os operadores de Weyl e as
fungoes distribuicao de Wigner, que é chamada correspondéncia Weyl-Wigner.

Por outro lado, o efeito da ndo-comutatividade das coordenadas sobre as funcoes
de z pode ser escrito como uma deformacao da algebra das fungoes cléssicas numa
élgebra nao-comutativa, sendo o produto de tal dlgebra o chamado produto Moyal[42],
que ¢ definido por

$1(z) * d2(z) = lim eéepu%"‘%fﬁl(y)%(x)- (3.6)

Ty

O produto Moyal também pode ser escrito, utilizando 3.4, como

$1(z) * o (x) = lim e 37 57 ¢, (y) by (z) =

=Yy

= (‘51(kl)g)?(kQ)e—i(k1+k2)I~%kTepvk5 A0
kiko

n / e~ SOk Ty [T(ky + k)T (k)] Gy (k1) fo(ka) =
kkiko

- fe—lkITr[@l(szf(k)], (3.7)

k
em que estamos utilizando para fkl---kn e para as transformadas de Fourier a mesma

notacao dos capitulos anteriores. Uma propriedade importante do produto Moyal que
decorre das relagoes acima e pode ser imediatamente verificada é que

/ddz¢1($) *x ho(z) %+ - x P (x) = Tr[®) Dy - - - B, ], (3.8)
o que implica que permutacdes ciclicas ndo alteram o produto Moyal (integrado em
) de campos no mesmo “ponto” 2 z. O procedimento descrito brevemente até aqui,
forma a chamada correspondéncia Weyl-Moyal, utilizada para definir teorias de cam-

pos em espagos nao-comutativos. Terminamos esta segao listando outras propriedades
que nos serdo tuteis mais adiante:

/ diz ¢1(2) * da(z) = Tr[@,®s] =
e /kk T'J'[T(kl)T(’Cz)}QSI(k1)952(k2) =

et ]k Bu(E)B2(~F), (3.9)

2Vg-se claramente de (3.6) que tal produto é ndo local, razao pela qual usamos as aspas.
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que implica que termos quadréticos nos campos nao sao modificados pela introdugao
do produto Moyal e, para um produto de n > 2 campos

/d‘iml(m) * Go(z) * -+ * py(z) =

= / (S(kl + +kn)¢(k1)(}5(kn) exp “iZklj ) (310)
ky =k i<j
em que k;; = %kf@ﬂ,,k}’, sendo aqui necessario manter a ordem dos indices na expo-
nencial, devido a nao-comutatividade do produto Moyal.

3.2 Teoria ¢° nao-comutativa.

De acordo com o procedimento descrito na se¢ao anterior, definimos nossa teoria no
espaco nao comutativo pela acao

16) = [ s {Jol-01m)o + Goxixuononia)] -

il g .
— 3 /A(kg + 7n2)¢k¢ﬁk + E/; - br, Py - '¢k65(1€1 R
. *JR1KRe
% e—z‘(k]2+k1:H-k1.1+k15+k15+k?3+,,.+k46+k56)- (3.11)

Pela relagao 3.8, lembremos que é importante manter a ordem ciclica dos campos
no vértice de interagdo acima. Mas, por outro lado, como no vértice ¢*° todos os
campos sao indistingiiiveis, o termo de interacao é completamente simétrico pela troca
de quaisquer dois campos ¢,,. Como o elemento de integragao e a funcio delta também
sao completamente simétricos, entao apenas a parte simétrica da exponencial contribui
para a interacao, e poderiamos simetrizar totalmente esta exponencial pela troca de
quaisquer dois momentos entre si. Com isto a ordem dos campos nao seria mais
importante. Vamos, no entanto, continuar trabalhando com a exponencial, fazendo
as simetrizagoes, eventualmente, no final dos célculos.

Temos entao as regras de Feynman da figura 3.1, em que o fator de fase adicional
a cada vértice, em comparagao com a teoria comutativa, ¢

filley. ko ikon Ko s, Ka) = e~ ikiz+kiatkiatkis+hie+kaa++kap+kse) (3.12)
b ? kil 0 ) bl . iy o4

Estamos incluindo o fator g explicitamente no vértice por causa da maneira que
fazemos a contagem do fator de simetria, dada no apéndice A. As regras de Feynman
para a teoria nao comutativa sdo, entdo, semelhantes aquelas da teoria comutativa,
modificadas agora somente por uma fase adicional em cada vértice. Tal fase podera
conter uma dependéncia dos momentos internos dos lagos ou nao. No primeiro caso,
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(a) (b)

Figura 3.1: Regras de Feynman para a teoria ¢*®. (a)propagador: mé(k +p) e
(b)VérticeZ :é‘;qf(kl, kg, G ks)

costuma-se representar essa dependéncia através de diagramas de Feynman que ao se-
rem construidos num plano apresentam intersegoes de propagadores, cada intersecao
representando uma fase em que ocorrem os dois momentos dos propagadores que se
cruzam. Como estes diagramas podem ser construidos sem interse¢cées apenas numa
outra superficie que nao seja o plano, eles sao chamados diagramas nao-planares. No
segundo caso, como a fase ndo depende dos momentos de integragio dos lagos, ela
é fatorada e tem-se uma integral igual a respectiva da teoria comutativa. Nos dia-
gramas nao-planares, a fase atuard como um regulador nas integrais divergentes no
UV, eventualmente tornando-as finitas, porém “a custa” do surgimento de novas di-
vergéncias infravermelhas, que ocorrerao nao no nivel do integrando, mas no resultado
da integracao, quando o momento externo se anular —isto é conhecido como “mistura
[V/UV” [32]. A estrutura UV proveniente dos grificos planares é a mesma do caso
comutativo. A estrutura de divergéncias da teoria precisa ser analisada com cuidado,
portanto.

Voltemos ao caso especifico da teoria ¢S. Se analisarmos, como é padrao, o grau
de divergéncia superficial (UV) dos diagramas de Feynman, temos que

D=3-— (3.13)

em que N é o numero de linhas externas do diagrama, de modo que apenas diagramas
com duas, quatro ou seis linhas externas sdo superficialmente UV-divergentes. Na fi-
gura 3.2 representamos os diagramas que contribuem, em ordens mais baixas em g,
para as fungoes de dois, quatro e seis pontos. Estamos utilizando uma representagao
grifica sem nos preocuparmos com a distin¢ao entre diagramas planares e nao plana-
res®, e vamos utilizar essa terminologia apenas para fazer referéncia a dependéncia da
fase com os momentos de integracdo, conforme explicamos acima.

30u seja, estamos representando por um diagrama apenas, desenhado no plano e sem intersegaes,
as partes planares e ndo planares.
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Figura 3.2: Diagramas de Feynman para as fungdes de 2,4 e 6 pontos da teoria ¢°

(a) e (b) sao as corregoes de ordem g.

Consideremos as funcoes de Green préprias de dois, quatro e seis pontos, cujas
expansoes diagramaticas sao dadas na figura 3.2. Em ordem g, temos que considerar
apenas os graficos (a) e (b). Calculando primeiramente a contribuigao do gréfico (a),
obtemos:

2
—g 1 1 1 e 1 1 .
—+¢ 30 (/———) - 24/ € 1t 12f - . —g M9z L
6! { g @°+m? ag @ + M g3 + m? s O+ M2 g3 + m?

1 1 I e 1 1 bt s (o, e
+12[ pmiqi2—ig2 P | 6[ _e i1 P—1q1q2=1p G2
q192 Q% + m? q% + m? q192 q12 + m? (]% + m?
e 1 L i
2 G 2€ /
q1q2 4 +m 92 +m

em que ¢ -p = ¢"O,,p" e p é o momento externo. As contragoes que levam a tais
integrais estdo explicitadas no apéndice A.1. No caso da teoria comutativa, este
gréafico corresponde a um produto de integrais associadas aos dois lagos. Devido a nao
comutatividade, na situacao presente existem fatores de exponenciais que misturam
essas integrais. As integrais acima podem ser avaliadas usando parametrizacao de
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Schwinger:

/ e~ P & d®q cos(q - p) i
L @ +m? (27)° ¢% + m?
(e o]

dPgdaeold+m)-iep _

l
el G

(07

(3.15)
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~
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N
E
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e
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S,
[ (%]
3
o
%]
N’

Na ultima passagem acima, usamos [41]
2 o == (422
—Ki(zz) = [ o (4% )dt (3.16)
% 0

e escrevemos p* = ©*p,, de modo que % = ©,,p*0*p, = —p* (©?),,p". Com as
’ - . . V
férmulas acima, obtemos, para as integrais a calcular, as expressoes

e 2

Al

e e
b e e i
e o

)
o / cos(p - (71)) cos(p - g2) i (3.20)

+

120 (gf +m?)(q¢3 + m2)
el cos(p - 41) cos(p - ga) cos(qy - G2) S
120 @rm)@+m) G

+
q192
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—g 1 4m?\ " Kyjp(m/@e 0P | (3.24)
+ 50 49 . 2 (q? +n12) ]
_g 1 1 -Qm\/;:
i a4 3.2
5 120872 5 (4 .24)

= f 1 e mVB+i)P-igp e (p-4)*—iq-p
Sl 3.26
120 27— (¢ + m?) /(P + q)? om0 g} : ;

de onde podemos observar que o grafico calculado para a funcao de dois pontos apre-
senta, na parte planar, como neste caso era de se esperar, a mesma divergéncia UV,
I2, que na teoria comutativa —em que J; ¢ a integral divergente, regularizada. As inte-
gragoes sao todas simétricas em alguma troca de varidveis (em ¢, ¢> —q; ou ¢, <> ¢,
por exemplo), de maneira que podemos escrever exponenciais ou cossenos onde apro-
priado. Notemos ainda que a excegao da parte planar e da segunda integral, as demais
sdo todas finitas no UV, gragas ao comportamento regulador das exponenciais e das
fungdes de Bessel modificadas ISy/2(z), que vao a zero para z — oo. Surgem, no
entanto, novas divergéncias, infravermelhas, que nao existiam na teoria comutativa,
quando fazemos o momento externo indo a zero. Esta peculiaridade ¢ a chamada mis-
tura IV/UV [32]. Notemos que o termo mais divergente para p — 0 vem da quinta
integral, e é proporcional a 1%., que ¢ obtido utilizando-se a expansao de funcao de
Bessel modificada em torno da origem [41]:

Considerando, por sua vez, a corre¢cao em ordem mais baixa de g para a funcao
de quatro pontos —grafico da figura 3.2(b)- temos a expressao:

g —Z(P12+P13+P°3) 6/ 1 24 + 6 (gp;) 4 —1(g-(p145;)) 9
IF . g% + m? Z(’ d D (3.28)

j=1 7=2,34

Temos novamente, portanto, o problema das divergéncias IV. Os detalhes do
célculo encontram-se no apéndice A.2. Notemos que tanto na parte planar como
na nao-planar o fator de fase independente do momento de integracao —fatorado fora
da integral- que surge ¢ o mesmo que ocorreria junto a um vértice quadrilinear na
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Figura 3.3: Multiplas inser¢oes da corregao para a funcao de dois pontos na integragao
de um laco.

agdo, ou seja, é e~ {kizthistkn) o deve aparecer novamente nos diagramas de ordem
mais alta da mesma funcdo de quatro pontos. Isto é um resultado geral [40] que é
interessante notar. Vamos nos concentrar por enquanto no problema das divergéncias
infravermelhas, deixando para discutirmos depois o UV —pois este ultimo apresenta
muita semelhanga com o caso comutativo. Observando a divergéncia IV dominante
da funcdo de dois pontos, nota-se que em ordens mais altas ela implica divergéncias
cada vez piores pois, considerando-se um grafico como o da figura 3.3, em que hi n
inser¢oes da corre¢ao que calculamos acima, tem-se

/q. (¢ + 77112)<n+1) (q%)" (3.29)

de modo que para n suficientemente alto temos uma divergéncia IV no integrando
(¢ = —£<%). Uma das maneiras de possivelmente se eliminar esse problema seria
recorrer-se a uma re-soma do propagador, o que foi sugerido por Minwalla et al [32] e
utilizado por Griguolo&Pietroni [39] no caso da teoria ¢*NC. Re-somar o propagador

consiste em somarmos e subtrairmos a divergéncia dominante da func¢io de dois pontos

em nossa agao,

1
sl =3 [{(+mt+ S) s St 1 5 [ b x
P * Y P1Pe

Xg(kl s ks)e—i(km+k:3+k14+k15+k23+--'+k46+k56) (3 30)

e considerar agora o vértice bilinear como interacao e o propagador modificado como
vé-se na a¢do acima. Com esta mudanca, nota-se que nao é modificado o comporta-
mento ultravioleta dos graficos, ja que o propagador (p®+m?+ 1%)‘1 é essencialmente
0 mesmo, para p — oo, embora o valor de corregoes (finitas) radiativas va, obvia-
mente, ser modificado. Isto implica que o comportamento infravermelho do grafico
3.2(a) se repete —pois ele decorre do comportamento do integrando no ultravioleta-

e fornece, como antes, uma divergéncia ;%, que vai ser cancelada exatamente ao se
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Figura 3.4: (a) Corregoes para a fungao de dois pontos em ordem mais baixa com
propagador re-somado e levando-se em conta a interagao bi-linear. (b) Propagador
re-somado.

considerarmos o grafico que possui apenas o vértice bilinear recém-adicionado a agéo,
conforme ilustramos na figura 3.4. 4

Quando consideramos a funcao de quatro pontos, notamos que também insercoes
multiplas do diagrama calculado poderiam trazer problemas IV em ordens mais al-
tas. De fato, considerando um gréfico como o da figura 3.5, em que ha n inser¢oes
da corre¢dao da funcao de quatro pontos —uma delas estd marcada com um quadro
tracejado— vemos que ha uma divergéncia como

e o
§ q-2 (q‘Z i ,,n?)n-H (331)

que resulta de se fazer primeiramente as integrais de todos os lagos como aquele que
esta marcado com um quadro tracejado, e em seguida integrar-se no momento ¢, que
pode ser escolhido circulando como na figura. Esse tipo de divergéncia ¢ o pior caso
possivel, em que ha varias insergoes sobre o mesmo propagador, aquele em que corre
momento ¢g. Essa divergéncia seria ainda pior no caso de uma teoria nao massiva, em
que teriamos

n

1 1
[q 7)) @ (3.32)

Se notarmos, no entanto, que o propagador re-somado, da maneira que indicamos
acima, se anula para ¢ — 0, proporcionalmente a G, e que sempre a insercao de
n vértices numa certa linha faz com que o nimero de propagadores ao longo dessa
linha seja n + 1, como na figura 3.5, entdo se torna claro que, na teoria re-somada

1Uma questdo importante que surge aqui ¢ a identificagdo de um novo parametro de expansao
perturbativa vélido, pois a inclusdo de g dessa maneira no propagador torna sem sentido a expansao
perturbativa em poténcias de g.
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Figura 3.5: Multiplas inser¢oes da correcao para a funcao de quatro pontos na inte-
gragao de um lago em que corre momento g.

(em que todos os propagadores livres devem ser consistentemente substituidos pelos
propagadores re-somados), esses propagadores cancelam as divergéncias advindas das
inser¢oes, e nao temos mais o problema das divergéncias IV na funcao de quatro
pontos, mesmo no caso nao masivo.

Em resumo, o procedimento de re-soma parece satisfatério para tratar do problema
IV que surge na funcido de dois pontos, pois a divergéncia em tal caso pode ser
convenientemente absorvida através de uma mudanga no propagador.® No caso da
funcao de quatro pontos, apesar de em ordem mais baixa termos também divergéncias
1V, a re-soma do propagador garante que em ordens mais altas nao hd uma piora do
comportamento divergente UV/IV. Minwalla et al [32], analisando os casos das teorias
$* e ¢* NC, sugere que todas as divergéncias IV devidas & mistura IV/UV podem ser
convenientemente re-somadas, e vemos aqui que essa parece uma afirmativa correta,
pelo menos no caso da nossa teoria.

Discutamos agora brevemente o setor UV da teoria. Observemos que no caso da
funcao de dois pontos, hd apenas duas contribuicoes divergentes no UV. Uma é a
contribuigao vinda da parte planar, que pode ser subtraida mediante a inclusao de
um contra-termo na a¢ao, da mesma maneira que no caso comutativo (renormalizacao
de massa). A outra contribuicao, vinda de 3.22, pode ser eliminada através de um
contratermo quartico %%d)ﬂ Isto corresponderia a “renormalizagdo” de um acopla-
mento quartico \g), de modo que quando se somar a contribuicao de ordem A para a
fun¢ao de dois pontos (indicada na figura 3.6) ela se cancela exatamente com a parte
divergente vinda de 3.22. Este contratermo, ¢3, também vai cancelar exatamente a
divergéncia UV que vem do primeiro termo de 3.28 em ordem mais baixa, conforme
ilustramos na figura 3.6. Outras divergéncias UV surgem apenas em ordens mais
altas em g ou A, de modo que poderiamos dizer que a teoria é perturbativamente
“renormalizdvel” no UV.® Alguns estudos tém utilizado esta terminologia, no caso

5H4 como mencionamos, o problema da validade da expansao perturbativa neste caso, além de
saber qual a correta interpretagido do “novo propagador”, mas deixamos essas questdes para uma
futura investigagao. A re-soma parece mais apropriada apenas para uso em algum processo iterativo,
como em [39], apesar de que mesmo em tal caso nao é clara, a principio, a resposta a estas questdes.
6Supondo que nossa agao ja tivesse um termo de interagao quadrilinear inicialmente, por exemplo.
No presente caso nés nao consideramos um tal termo desde o inicio em nossa agao porque, sendo
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Figura 3.6: (a) Contra-termo para a fungdo de quatro pontos. (b) Contribuigoes
nao planares do tipo % para a fungao de dois pontos que se cancelam, na teoria
P

“renormalizada”. Omitimos a integral ndo planar [ 5= de ambos termos. (c)
Cancelamento das divergéncias UV da fungdo de quatro pontos (parte planar).

de teorias similares & que estamos considerando aqui (¢* NC e (¢*¢)? NC, [38, 39]),
mas é importante notar que a “renormalizabilidade” aqui em questdao é obtida com
contra-termos que tém mesma forma dos termos da acao do modelo, mas que nao sao
contra-termos locais. Em resumo, se 0s momentos externos forem mantidos a valores
nao-nulos, é possivel mostrar que as divergéncias UV da teoria podem ser removidas
através de contratermos que tém a mesma forma daqueles que constam inicialmente
na agdo. Isso foi mostrado explicitamente no caso das teorias citadas acima. No caso
de [39], isso foi feito utilizando-se a técnica explicada no capitulo anterior, para pro-
var a “renormalizabilidade” UV em as todas ordens. No entanto, ao considerarem-se
em [39] momentos externos no IV, mesmo dentro do contexto do GRE, verifica-se a
persisténcia dos problemas de mistura IV/UV. Isto sugere que outros métodos para
tratamento das divergéncias IV/UV sejam investigados.”

3.3 Férmions e interacao de Yukawa.

Um procedimento alternativo a re-soma que descrevemos acima consiste em deter-
minar novas interagoes que possam melhorar o comportamento IV/UV. Por exem-
plo, a adigdo de interagdes fermidnicas poderia “melhorar” o comportamento das

uma interagdo desse tipo super-renormalizdvel no sentido usual, terfamos mais divergéncias IV a
considerar.

"Em [39] o GRE é utilizado juntamente com o processo de re-soma para tratar do IV. Em tal
estudo, porém, faz-se recurso a um procedimento de ajuste de fluxos, em que os parametros de duas
teorias sao ajustados para que seja obtida uma teoria livre de infinitos IV/UV. Este procedimento
de ajuste implica, no entanto, na necessidade de introdugio de duas condi¢oes de contorno a mais
sobre os acoplamentos, além de que as teorias ajustadas sdo, a principio, de natureza distinta. Nao
é claro em tal caso qual o papel fisico das duas condigoes de normalizagio extra nem a natureza das
teorias definidas por meio de tal ajuste das condigoes de contorno.

64

4



divergéncias. No caso comutativo é conhecido que teorias supersimétricas sdo em
geral menos divergentes que teorias puramente bosonicas ou puramente fermidnicas.
Também no caso nao-comutativo alguns modelos SUSY apresentam o desejdvel can-
celamento de divergéncias [36).

O modelo ®? SUSY em d = 3 —em que ® é um super-campo—, quando projetado em
componentes e eliminando-se o campo auxiliar, contém um campo escalar com a auto-
interacdo ¢%, e férmions com uma interagdo de Yukawa 12¢? [43]. Nio consideramos
um modelo supersimétrico em nosso caso. Em vez disso, analisamos, em ordem mais
baixa, a contribuigdo para fungdo de quatro pontos do campo escalar obtida a partir

da acao:

~

Slp, v, 9] = %fk2¢k¢-k T O(k1 + -+ + ko) by * Pk, * By * Pry * Pies * P +

k 6! Ji, ks

e /";k }W)—kJr/ (ky + - - - + k) Ah, * iy * Bry * G, —
k kl...k4

= / 8(!’61+"'+k4)Awk1*QZJ;¢2*¢k3*¢k4+
Pl

+ ] O(ky + - -+ + ka) Bbr, * by * Yois * B, (3.33)
ky--ks

em que A e B sdo “pesos” das interagoes, e os férmions sdo férmions de Majora-
na, de modo que o numero de graus de liberdade bosonicos seja igual ao de graus
de liberdade fermiénicos, como ocorreria numa teoria supersimétrica. A idéia por
tras deste procedimento é verificar se existe uma relacdo simples entre A, B e g, de
modo que as divergéncias devidas a mistura IV/UV sejam canceladas®. Note que
comegamos com um modelo nao-massivo aqui, mas isto nao traz alteragoes relevantes
no que estamos discutindo, pois o que nos interessa inicialmente é a divergéncia IV
advinda da nao comutativivdade em ordem mais baixa em g da fungdo de quatro
pontos do campo escalar, e tal divergéncia ndo é modificada por termos m = 0. A
existéncia de uma relacdo simples entre A, B e g forneceria, entao, evidéncias sobre
um possivel cancelamento de divergéncias quando passdssemos a considerar o caso da
teoria super-simétrica ®'NC, j& que no caso supersimétrico, as constantes de acopla-
mento hexalinear e de Yukawa estao vinculadas pela super-simetria.

As regras de Feynman da figura 3.1, adicionam-se aquelas mostradas na figura 3.7.
Os gréficos relevantes para nosso cdlculo sao dados na figura 3.8. A fungéo de quatro
pontos, em ordem mais baixa em g, A e B, receberd, entao, além da contribuicao ji
calculada devida 2 interagdo ¢°, a contribuigdo devida ao grafico da figura 3.8(f). Tal
grafico corresponde, na verdade, as integrais explicitadas no apéndice A, referentes as
partes planares e nao planares, obtidas com as contracoes utilizando-se dois vértices
do tipo A (ordem A?), dois vértices do tipo B (ordem B?), e um vértice de cada

8Um procedimento semelhante foi utilizado por Aref’eva [38] no estudo da renormalizabilidade
da teoria ¢4 NC complexa, até dois lagos.
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(a) (b) (c)

Figura 3.7: Regras de Feynman adicionais & teoria ¢° devidas &s interagdes de Yu-
kawa e aos férmions. (a) Propagador do férmion: 6(q + p)p,, (b) Vértice do tipo A:

—2A cos(kio)e~*13=%2. (¢) Vértice do tipo B: — Be~Fla—thie—ikes

tipo (ordem AB). Estamos trabalhando com férmions de Majorana (férmions reais),
de maneira que ¥ e v nao sao independentes, estao relacionados pela conjugacio de
carga. Obtivemos para aquele grafico, a expressao:

T el { =y [94 +8 ( —iq-(P1+P2) 4 —iq-(P1+h3) | —ig (P1+P1)) e P12 tP1a+pas) 4

A4+ P

4+ AB .12 |:e—iq~;31 4 TPz | omWPs |y o—i0Ps | p-iPr2tPi3 ) |

i lle |: —ip12—1P34 —:(m+m q) + (‘) VIN 3) (9 > 41) it (e*iP12+iP34e—i(PH*Ps)'@) 4
Lo +EoD)] } (3.34)

conforme explicitado no apéndice A.3. Esta expressao simplifica-se um pouco mais
para:

i il R e e e 7
f ;,j q_f_ P{ Az[ 4+8 (e~zq-(p1+pz) + eﬂq-(mﬂ?s) & e—ur(m +p4)) e—i(plg+p13+p23) )
= AB - 12 [e_iq'ﬁl fetify ppainds B_iq'fu] e~ P12+P13+p23) 4

1 ; : : . _ .
+ §-|B2 -8 [e*”’”Q cos(py + pa)e PP 4 otiP1g oog(p 4 py)eHPIHPE)T 4

+ et cos(p; + P4)€'i(p'+p4)'q] } (3.35)

H4 um pequeno abuso de notagio na expressao acima, que é o uso de P no pro-
pagador fermidnico para representar indistintamente momentos diferentes para cada
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Figura 3.8: Contribui¢tes em ordens mais baixas em g, A e B para as fungées préprias
de dois, quatro e seis pontos do campo escalar e de dois e quatro pontos do campo

fermidnico.
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uma das parcelas da expressdo entre chaves. P deve ser entendido como sendo o mo-
mento total que entra em cada grafico, ou seja, ora p; + pa, 0ra p1 + P3 ora p; + p,.
Cometemos tal abuso aqui porque como estamos interessados nas divergéncias IV que
surgem gracas ao comportamento UV do integrando, o valor especifico que P toma
em cada grifico é irrelevante para ¢ — oo, de modo que para analisarmos essas di-
vergéncias podemos entdo tomar P = 0 sem perda de generalidade. Observando o
comportamento do integrando acima para P — 0, em que P representa um momento
ou uma soma de momentos que aparecem juntamente com ¢ em cada uma das ex-
ponenciais, vemos que ele tem a mesma estrutura do gréfico calculado anteriormente
para a fungdo de quatro pontos, da figura 3.2, pois no caso da equagao 3.35 o produto
de propagadores fermionicos se comporta como i e o traco da indentidade traz um
fator de dois as integrais. Além disso, as e\ponencmls e os cossenos de 3.35 que nao
dependem do momento de integracao tendem a um, quando se faz P — 0, com P
sendo o respectivo momento (ou soma de momentos) que aparece na fase dependente
de momento do lago. Como temos um sinal menos do lago fermiénico em relacao ao
laco bosdnico, que com o sinal menos de ¢ f = —¢° (no caso euclidiano) fornece um
sinal mais, devemos esperar um cancelamento de divergéncias, se A, B e g satisfizerem
_uma relagao apropriada.

Acontece, porém, que tal cancelamento nao é possivel. Para os coeficientes dos
termos do tipo e~ ¥P em 3.28 e 3.35, devemos ter:

g (3.36)

enquanto para os coeficientes dos termos do tipo e ' ®i*%;) devemos ter:

T 1
(=2) |5 x 324 + - x 16B?| = g, (3.37)

o0 que é obtido por inspecao direta. As equagdes acima precisam ser ambas satisfeitas, e
isso é impossivel com acoplamentos reais, como pode ser visto resolvendo uma simples
equagao do segundo grau. Chegamos & conclusao, portanto, de que nossa abordagem
perturbativa simplificada do problema, com a inclusao de interagoes com coeficientes
a ajustar nao resolve o problema das divergéncias IV/UV. Para compreendermos
melhor o mecanismo por tras da possibilidade ou impossibilidade de cancelamentos
de divergeéncias como o que investigamos aqui poderiamos considerar um modelo j4 de
partida supersimétrico, e proceder a um tratamento com formalismo de supercampos,
por exemplo. Alternativamente, poderiamos considerar interagdes mais gerais que as
consideradas aqui. Deixamos estas possibilidades para uma futura investigacio, em
carater de extensao deste trabalho.
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Conclusao

Iniciamos este trabalho com uma revisido de alguns aspectos do GR de Wilson, com
ilustracoes simples dos principais conceitos envolvidos. Utilizando um argumento
semelhante ao de Polchinski, apresentado em forma mais intuitiva por Bonini, forne-
cemos uma demonstracio alternativa da renormalizabilidade perturbativa da teoria
#® em d = 3. A demonstracao é muito simples e baseada praticamente apenas em con-
tagem de poténcias, sem a necessidade de se considerar o teorema de Weinberg nem
a topologia dos gréficos de Feynman. Consideramos entéo o caso da teoria ¢° em um
espago nao-comutativo. As divergéncias UV, quando tratadas separadamente do se-
tor IV, podem ser removidas pela “renormalizacao” usual. Quando se considera o IV,
porém, temos a chamada mistura IV/UV, e se torna dificil separar as divergéncias
IV das UV. Uma opgdo para tratar o setor IV é o procedimento de re-soma, mas
ele apresenta o defeito de alterar a série perturbativa. Nota-se, entretanto, que a
presenca de férmions na lagrangiana pode melhorar o comportamento divergente da
teoria, inclusive podendo levar ao cancelamento das perigosas divergéncias infraver-
melhas, como em modelos SUSY no caso comutativo. Analisamos especificamente o
caso de uma teoria ¢° com acoplamentos de Yukawa, “simulando” um modelo su-
persimétrico, e verificamos que as divergéncias IV nao podem ser canceladas por um
simples ajuste das constantes de acoplamento. Uma possivel extensao deste trabalho
é o estudo do correspondente modelo supersimétrico, no formalismo de supercampos,
para uma compreensio mais detalhada do mecanismo de possiveis cancelamentos de
divergéncias IV/UV. Outras possibilidades seriam considerar outras generalizagoes do
modelo ¢®, como modelos de campos escalares complexos com simetria U(V), com
campos de calibre, por exemplo, para o estudo de propriedades como quebras de

simetria.
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Apéndice A

Diagramas de Feynman

A.1 Contracgoes envolvidas no calculo da funcao de
dois pontos da teoria ¢°.

Apresentamos aqui as contragdes envolvidas no cdlculo do diagrama 3.1(a). Para co-
megar, notemos que no caso da teoria comutativa, tal diagrama teria fator de simetria
igual a 1/8, que é obtido multiplicando o fator de g = == do vértice por 90, que ¢ o
numero de contragoes diferentes que levam a mesma expressao. O valor 90 ¢é obtido
por simples contagem das contragoes possiveis entre os campos para formar aquele
grafico.

Passando agora ao caso nao-comutativo, notemos que, obviamente, nem todas
as contragoes diferentes levam a mesma expressao analitica, pois elas diferirao agora
pelos fatores de fase. Nossa tarefa é agrupar aquelas contracoes diferentes que levam a
fatores de fase iguais. As 90 possiveis contragoes e os grupos de contragoes equivalentes
sao obtidas da figura A.1.

E importante notar também que os nimeros 1 a 6 foram incluidos apenas nas
primeiras figuras, para tornar mais clara a contagem, e deveriam ser subentendidos
também nas figuras seguintes; eles significam as varidveis k; a kg da figura 3.1. Os
fatores de seis ou trés escritos explicitamente nas figuras referem-se as possibilidades
de ligar, na primeira contracao —que ¢ indicada por uma linha tracejada na figura—
dois campos adjacentes (fator 6), dois campos que tém um outro campo entre eles
(também fator 6), ou dois campos que tém dois entre eles (fator 3). As contragoes
dos campos externos sempre fornecem um fator de 2 adicional a todos os gréficos,
que escrevemos explicitamente nas figuras. Finalmente, devemos tomar o cuidado
de nao contar duas vezes a mesma contragao, razao pela qual inserimos os fatores
de meio em algumas das figuras. Somando o nimero de contrac¢oes possiveis, temos
6 x 2 x (3 x2x1) (primeira linha) + 6 x 2 x 1 +3 x 2 x (242 x 1) (segunda linha)

2
+ 6 x 2 x % x 2 (terceira linha) = 90, sendo que elas se dividem em seis grupos:

(2) 6 x 2 x 36 x 1 x 2 = 30 contribuices com a fase 1;
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I'igura A.1: Todas as possibilidades de contracoes para a fungao de dois pontos da
teoria ¢® em ordem mais baixa. As contracoes que levam a integrais com fatores
de fase iguais estdo indicadas com a mesma letra, de (a) a (f) —ao todo seis tipos

diferentes de integrais.

(b) 6 x 2 x 2 = 24 contribuigdes com a fase e~ ?;

(c) 6 x 2 x 1 =6 contribuiges com a fase e7* 117702,

(d) 3 x 2 x 2 = 12 contribuic6es coma fase en¥iterleh,;

(e) 3 x 2 x £ x 2 = 6 contribuicGes com a fase e=*01 P~ a2,
(f) 6 x 2 x 7 x 2 = 12 contribuigdes com a fase e~*?"%;

A.2 Contracoes envolvidas no calculo da funcao de
quatro pontos.

Para a funcao de quatro pontos, temos, por sua vez, as contracoes mostradas na
figura A.2. No caso da teoria comutativa, teriamos um fator de simetria igual a
é x 360 = % No caso nao comutativo, temos também 360 possibilidades de contragoes,
sendo agrupadas em trés tipos, mostrados na figura. Procedemos a uma contagem
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6x4! + 6x4! 3 4+ 341

/ i

(a) (b) (c)

Figura A.2: Todas as possibilidades de contragoes para a fungao de quatro pontos da
teoria ¢® em ordem mais baixa. —ao todo temos trés tipos diferentes de integrais.

semelhante & explicada no caso da fungao de dois pontos. A contragao a ser efetuada
para formar o lago pode ser feita de quinze maneiras diferentes (combinagoes dos seis
campos do vértice, dois a dois), sendo que seis delas fornecem o tipo de grifico da
figura A.2(a) —por isso o fator de seis ali escrito explicitamente que, como antes, da
conta das possibilidades: k; contraido com k5, ou k; com k3, ou k3 com ky, etc.—; cada
uma dessas seis tem ainda 4! possibilidades de contragoées dos campos externos, o que
fornece 6 x 4 x 3 x 2 para o grafico da figura A.2(a). Para o gréafico da figura A.2(b),
temos, para a contragao que forma o lago, 6 contragoes possiveis (k; com ks, ou ky com
ks, etc.) e cada uma delas tem ainda 4! contragdes possiveis com os campos externos;
dessas 4! contracdes, 6 vao fornecer uma fase 9?1, 6 vao fornecer uma fase ¢ =972
vao fornecer uma fase e~9? e 6 vao fornecer uma fase e~*9?1. Para o grafico da figura
A.2(c), temos, finalmente, trés possibilidades de contraciao para formar o lago (k, com
k4, ks com ks, ou k3 com kg) e cada uma delas tem ainda 4! possibilidades de fazer as
contracoes com os campos externos, sendo que destas, 8 fornecem a fase e~ (P1+72)
8 fornecem a fase e~'(P1*73) ¢ 8 fornecem a fase e™*¢(P1+71) temos entdo, no total,
as (6 + 6 + 3) x 4! = 360 contragoes possiveis, agrupadas em trés tipos de integrais,
diferindo pela forma do fator de fase: 6 x 4! sem fase dependente do momento interno,
6 x 4! com fase do tipo —iq - p; e 3 x 4! com fase do tipo —iq - (p, + p;), resultando
a expressao que escrevemos em 3.28 (e onde jd estdo levados em conta os diagramas
que diferem por crossing, ou seja, apenas pela troca de momentos externos).

A.3 Contracoes que fornecem a parte de laco fer-
mionico da funcao de quatro pontos do campo
escalar.

Vamos mostrar aqui como é calculada a correcao mostrada na figura 3.6(1). Temos
aqui trés casos a considerar. O primeiro, é fazer as contragoes usando dois vértices
do tipo A. Em tal caso, o nimero total de contracoes possiveis é 2 x 4!, pois ha duas
possibilidades diferentes de contragoes para formar o lago fermionico e para cada uma
delas 4! possibilidades de contrair os campos escalares, externos. Uma das maneiras
de formar o lago fermidnico resulta em fase independente de momentos externos,
enquanto a outra resulta numa fase do tipo —ig - (p, + p;) com j = 2,3,4. A parte
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Figura A.3: Contragdo de dois vértices do tipo A para formar a correcao planar para
a funcdo de quatro pontos do campo escalar. Os momentos k; e k; sao tomados todos
convencionalmente entrando nos vértices, como antes.

planar resulta imediatamente da contracdo esbogada na figura A.3, com a identificagio
de momentos feita abaixo, por exemplo.

ki =py; k’1=P3
ky = po; %:Pz;
ks=¢q; ky=gq+p
ki =—q—p; ki =—q
(A.1)

Como as 4! contracoes dos campos externos neste caso fornecem todas a mesma ex-
pressao, temos entao um fator 24 na frente do termo planar. Ja no caso do diagrama
de Feynman da figura A.4, as 4! contragoes diferem entre si pelas trocas p; < p3
e py <> pa4, razao pela qual temos um fator de 8 = “g' na frente de cada um desses
termos. Abaixo escrevemos a associacao de momentos para apenas uma dessas con-

tracoes, como exemplo, as demais sendo obtidas facilmente fazendo as substituigoes
apropriadas.

ky=m; ki=ps

k2=P2; ;—IM

ks=¢q; ky=—g
!

ki=—q-—pky=q+p

(A2)

. . - pl i . 1 ’ W e = i o
A fase obtida com esta associagdo é e ikiztkiatkathiythigthas) — g—ig(Ai+p2)g—imrz—iras

conforme dito acima.

73




I
TR Sl e e e e i e = e
1 1 \

1

Wk Wk 00 )00, ) WKWK )0 (K)o )

k k ,
2 3 o 8 k,4 1
k, " L
\\ ’/ k,
, 3
ky

Figura A .4: Contragao de dois vértices do tipo A para formar a corre¢ao nao planar
para a fungdo de quatro pontos do campo escalar. Os momentos k; e k! sao tomados
todos convencionalmente entrando nos vértices, como antes.

Lembremos aqui um detalhe. Estamos considerando na nossa acao férmions de
Majorana, que sio férmions que obedecem & relagio ¢® = ¢#C# (ou ¢t = C), em
que C é a chamada matriz conjugacao de carga, que tem as propriedades:

OG0y ke O=-0. (A.3)

Desta forma, as contragoes entre férmions serao dadas por:

Seu = S0) = (A1)
Svw = (o) = (Gathp)Cp = (%c)aﬁ (A5)
S35 = (Bas) = (WrPaICR = — (c;)ﬁ (A6)
(A.7)
e assim, temos
(Yatp) (YY) = —tr(S?). (A.8)

A.4 Identidade auxiliar.

Prova da identidade (2.46):



Queremos mostrar que

_ 1
lim d(p, A) f(8e(p, ), A) = 6(A — P)/O dtf(t, A). (A.9)
Notemos que, pela regra da cadeia:
E i 0| = 10NNy 20
oA Oe(p,A) ) M=)\ 2 (7, ), )|X=,\ i) (. A)

= 5e(pr ’\)f(gc(pu )\):’\) (A].O)

1
iy 8.5 ) 0o, ) = limg | 2 [ aepe )]
e—0 € o 8(p,)\) Nh
1

—5(A—p) fol dtf(t,N), (A.11)

desde que f seja continua em A, A = p no limite ¢ — 0.
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