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Resumo

O objetivo deste trabalho é explorar uma possivel relagio de constéancia na largura
local dos campos nos modelos Sigma Nio-Linear, Ap?* e Gaussiano. Descobrimos que
esta relacdo é realizada apenas de forma aproximada, ndo de forma exata.

Realizamos medidas da largura da distribuicdo local dos campos nos modelos Ap*
e Sigma Nao-Linear tentando medir a variagdo desta no limite do continuo ao longo
da curva critica desde A = 0 (modelo Gaussiano), até A — oo quando alcanga-se o
modelo Sigma.

Apresentamos uma breve introdugdo a Teoria Quéntica de Campos na Rede, de-
monstrando a conexao entre os modelos Ap* e Sigma Nao-Linear e calculos de campo
médio sugerindo constincia no valor da largura dos campos nestes modelos.

Descrevemos o método de Monte Carlo e os algoritmos necessdrios para imple-
menta-lo neste trabalho. Em seguida sio apresentados os métodos utilizados para
aproximagao da linha critica e os resultados correspondentes.




Abstract

The goal of this work is to explore a possible relation between the critical points
of the Non-Linear Sigma model and of the Ap? model. We found that this relation is
realized only in an approximate way.

We took measures of the local field width in both models, trying to measure the
variation of it in the continuum limit through the critical curve since A = 0, the
Gaussian model, until A — co when the Sigma model is reached.

We present a brief introduction to the Quantum Field Theory in the Lattice,
showing the connection between the A¢? model and the Non-Linear Sigma model and
mean field results that indicate an equal value for the local field width in both models.

The Monte Carlo method and the algorithms used in it’s implementation will also
be presented.
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Capitulo 1

Teoria Quantica de Campos na
Rede

Descreveremos de maneira sucinta uma formulagio ndo-perturbativa, na rede (lattice),
da Teoria Quéantica de Campos.

1.1 Espaco e Tempo Discretizados na Rede

Usualmente a Teoria Quantica de Campos (TQC) é discutida dentro do ambito da
integracdo funcional. No entanto, ainda nao se encontrou uma formulagao rigorosa
para as integrais funcionais diretamente no continuo.

Dentro deste contexto, a discretizagdo do espago-tempo continuo numa rede eu-
clidiana surge como uma formulagdo alternativa que nos permite realizar estudos de
modelos da Teoria Quantica de Campos, pois nos prové de uma formulagio adequada
(rigorosa) para a integral funcional e um modelo apropriado para simulagées compu-
tacionais.

1.1.1 A Rede Euclidiana

Nossa rede euclidiana, A, que descreverd o espago-tempo, consiste de um numero
determinado de sitios com:

1. uma certa relacio de vizinhanga entre eles;

2. fungdes com valores reais associadas a cada sitio.

Cada sitio estd ligado a 2d wizinhos, onde d é o ntimero de dimensdes da rede.
Todos os sitios estdo a uma mesma distancia, a, de seus vizinhos. Assumimos que
todas as redes tém o mesmo nimero N de sitios em cada uma das d dimensdes o que
implica em total de N¢ sitios em toda a rede. Cada dimenséo linear da rede terd
associado a ela um comprimento L.




~Neste trabalho as redes utilizadas serdo tri-dimensionais e quadri-dimensionais e
terag condigdes de contorno periédicas. Um problema associado a redes finitas com
condigdes de contorno periédicas é que nestas nio existe comportamento critico (2],

isto é, ndo hd transicdes de fase em sistemas com um nimero finito de graus de
liberdade.

'
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Figura 1.1: Os elementos bésicos de uma rede bidimensional tipica.

As varidveis elementares de nossas redes sio campos, fungdes com valores reais
que definimos em cada sitio da rede. Um campo escalar @(i) associard, a cada sitio
7, um certo vetor ¢ = (¢1,®2,-- ¢n) de valores reais, onde N € a ordem do grupo de
simetria e portanto a dimensao do espago interno dos ¢. Note que ¢ ndo representa
um vetor do espaco-tempo, tratando-se apenas de uma notagdo para as componentes
do vetor no espago interno dos campos.

Precisamos entdo definir uma versio na rede do funcional de agao, que nos sera
dada por uma soma da densidade lagrangiana sobre todos os sitios da rede

Snlg) = a’Ln(9)-

AEA
Esta acdo definida na rede determina por completo a teoria quéntica atraves de
integrais funcionais

o f [dep)e5n1A,

onde usamos seguinte a notagdo para a medida da integral

[de] = [ de(R).

VieN,7



O valor esperado de um observével O[g] na rede serd entdo calculado como

[1dlOfgle=Sv#

Olg)n = Tldple-5n

Os observéveis normalmente utilizados sio definidos como produtos de um nimero
finito de fatores dos campos em sitios diferentes

0;,..5[@] = (A1) . - - 5(7im),
e seus valores esperados sio chamados de fungdes de m pontos ou fungdes de corre-
lacdo, e serdao denotados por

{(@ilfa) ... ‘Pj(ﬁm»'

Dois observéveis de grande interesse no nosso trabalho sdo O[¢] = @(7i1), a fungdo
de um ponto, e O[@] = @(71)@(72), a fungdo de dois pontos.

A funcio de um ponto, de valor esperado (@), serd usada como paradmetro de
ordem de nosso modelo. Esta é calculada através do valor médio dos campos da rede,

5= 23 3 9(),

equivalente 3 magnetizagio dos modelos de Ising. No entanto (@) # &, pois @ 6 a
média dos campos de uma particular configuragao da rede. Para que se tenha o valor
de () é preciso retirar as flutuagoes estatisticas de ¢, tomando sua média sobre varias
configuracdes diferentes’

(@) = (@)

Dizemos que o médulo da média de &, ()|, é o parametro de ordem do sistema, pois
seu comportamento nos modelos Ap* e Sigma Nao-Linear (que serdo apresentados
adiante) demarca as duas fases que estes sistemas apresentam. A fase desordenada,
caracterizada pelo valor [(@)| = 0 e a fase ordenada caracterizada por |(F)| # 0.

Na fase desordenada, os campos ¢ apontam em direcoes aleatérias. As chances
de dois sitios préximos apontarem numa mesma direcio ou em diregdes contrarias
sio praticamente idénticas. Dizemos que esta fase é descorrelacionada, que tem o
comprimento de correlagao curto. Na fase ordenada, os sitios estardo todos alinhados
uns com os outros, dai |(@)| ser diferente de zero. Dizemos que na fase ordenada os
campos estdo correlacionados ou que tém comprimento de correlagdo longo.

1 As técnicas necessarias para fazer isso serdo expostas no capitulo 3



A funcdo de dois pontos, (@F(7;)3(7,)), também chamada de propagador da teoria,
é a fungdo mais simples que nos permite medir correlagdes entre os valores dos campos
ao longo da rede. Para que possamos ter uma escala de distincia na rede é preciso
que {(@(7;)@(A3)) decaia com a distancia (discreta) ao longo da rede e, para que esta
escala seja finita, serd preciso que o decaimento seja exponencial.

Este decaimento ir4 definir uma escala de distancias intrinseca ao modelo que €
estabelecida pela distancia maxima na qual os valores dos campos de dois sitios ainda
estdo significativamente correlacionados. Chamaremos esta distancia de comprimento
de correlacdo, representado por ¢ quando este comprimento for adimensional.

1.1.2 Limite do Continuo

Definimos a TQC continua como o limite da TQC na rede quando a, o espagamento
entre sitios, vai a zero e N, o nimero de sitios em cada dimensao linear, vai a infinito.
Os valores dos observaveis na TQC no limite do continuo sdo obtidos através de

(Ol@) = lim (Of¢an
iy

Para que a teoria quantica esteja bem definida é preciso que este limite exista e
seja finito para todos observéveis de interesse.

Algumas simetrias como as invariangas por translacao ou rotagao do espago-tempo
tém de ser substituidas pelos seus subgrupos da rede e sua recupera¢ao no limite do
continuo deve ser verificada.

Uma das principais condigbes sobre este tipo de limite é que o comprimento de
correlagio dimensional seja nao nulo, pois caso contrario a teoria ficaria desprovida
de significado fisico, pois isso corresponderia a particulas de massa fisica m infinita.
Sendo £ o comprimento de correlagao adimensional, teremos x = a§ = 1/m como
comprimento de correlagao dimensional. A imposi¢do que aplicaremos ao limite do
continuo é que x seja ndo nulo, de forma que x = af = £L/N seja nao-nulo, o que
implica que £ — co no limite.

Desta forma podemos desde ja notar a importancia dos pontos criticos dos modelos,
uma vez que apenas nestes pontos o comprimento de correlagio adimensional £ diverge
e a funcdo de correlagao decai polinomialmente, permitindo que X seja ndo-nulo no
limite do continuo, quando a — 0.

1.1.3 O Campo Escalar Livre

Podemos entio definir a agdo para o modelo Gaussiano ou de campo escalar livre

5ol = § (8P + B3 (R, (L)

LeA
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Figura 1.2: Limite do continuo: espagamento entre os sitios diminui e nimero total de sitios aumenta.

onde ¢ € A sdo links ligando sitios vizinhos e A, a diferenga do valor dos campos
de sitios conectados por £. Exigiremos que ag > 0 para que a agao tenha um limite
inferior. Como todas as integrais envolvidas no célculo de observaveis do modelo do
campo escalar livre sio gaussianas, elas sdo todas soliveis. O modelo Gaussiano é
o tnico que conseguimos resolver analiticamente de forma completa. Apesar de ndo
apresentar transi¢io de fase, a tnica fase existente apresenta ordem de longo alcance
em um ponto critico, o ponto Gaussiano (@ = 0). Sendo solivel, este modelo serve
como ponto de partida para a anlise de modelos mais complexos. Estudados através
de métodos perturbativos ou de Monte Carlo.

Um dos principais resultados que pode ser obtido é o propagador da teoria livre
ou fungdo de dois-pontos no espago de momentos,

G(k)|*) = : e p(k) = sen? ﬂ
(BOP) = e onle AR =AY ( N), (1.2)

e 3? é a transformada de Fourier discreta de ¢ dada por

Ha duas outras agdes de interesse para o nosso trabalho, as do modelo Ap* e
Sigma Nao-Linear, ambas possuem termos nao-lineares em suas agoes, incluidos para
que possamos obter interagdes entre campos e, possivelmente, entre particulas.

2Por consisténcia deveriamos escrever $, mas para nao sobrecarregar a notagao a seta vetorial =
sera omitida.



1.2 Modelo Ap?

O modelo mais simples onde é possivel obter interacdes entre os campos é o modelo
’ . 4 .
polinomial Ap*, apresentado aqui sem fontes externas,

Sl =3 Y (A + 236 + § 2 o' (1.9

£

Neste modelo, iremos exigir que A > 0 para que tenhamos um limite inferior da agao,
nio havendo restrigdes quanto ao valor de a exceto quando A = 0.

Este modelo apresenta uma transicio de fase, uma maneira intuitiva e qualitati-
vamente correta de se analisar a maneira pela qual ela ocorre é através da analise
separada da parte potencial de sua agao

V(g) = %cpz - %go“, (1.4)
onde ¢ = /@ 3. Além da exigéncia de que A > 0, para que existam limites do
continuo nio triviais®, & deve ser ser negativo, pois para @ > 0 0 potencial na equagao
1.4 ser4 apenas um pogo potencial simétrico ndo sendo possivel, portanto, obter a
quebra de simetria e nem o comportamento critico. Para a < 0, o modelo pode
apresentar uma transicao de fase pois o potencial apresentard um pogo duplo (figura
1.3). O minimo do potencial se localiza em ¢ = +./—a/) e a profundidade dos pogos
é o2/ (4)).

A parte cinética, dada pelos termos derivativos

el L o
Solp) = §Z(Ae<ﬁ) (D), (1.5)
ten
produzird, na auséncia de potencial, uma distribui¢ao gaussiana dos campos centrada

no valor de (@) com largura oo dada por

o2 = (g2(R)) — (F:(7)* = (}) = (@), (1.6)

uma vez que o modelo tem simetria discreta de translagao.

Assim como visto na figura 1.3, podemos entender as condigbes para quebra de
simetria do modelo como uma relagao entre a largura do pogo de potencial e a largura
da distribuicio local dos campos 1.6. Se a largura da gaussiana for muito grande
quando comparada com 2 do pogo duplo, o sistema nédo deve sofrer transigdo de fase.
No entanto, conforme o aumenta em relagdo a A, tanto a largura dos pogos, 1/~ /A,
quanto sua profundidade, o?/(4)), aumentam, contribuindo para que a distribuigdo

3Limites triviais sao aqueles que nos levam para o ponto gaussiano.



O Potencial e a Distribuicao Local
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simetria. tribuicdo oo ndo devera se deslocar
para um dos lados, permanecendo
simétrica.

Fig. 1.3: Representagao do potencial 1.4 e da parte cinética 1.5 do modelo Ap*.

se desloque para algum dos lados. Como os pogos sao idénticos a diregdo da quebra
de simetria serd sempre aleatéria (na auséncia de fontes externas).

Quando A — 0 nos aproximamos do modelo Gaussiano e, no caso das fontes
externas serem nulas, a0 tomarmos A — 0o nos aproximamos do modelo Sigma Nao-
Linear, como sera visto na préxima segao.

1.3 Modelo Sigma

No modelo Sigma Néo-Linear, ao invés de tentarmos obter acoplamentos nao-lineares
através da adigdo de termos qudrticos (ou de poténcias ainda maiores), adicionaremos
um vinculo & acdo dos campos do modelo Gaussiano. Assim, impondo aos campos 0
vinculo invariante por SO (N)

onde 3 é um numero real e positivo, obtemos

SI7) = 3 S (Aeh) - (Acp) + SN
L

Por simplicidade, redefinimos a agao, retirando os termos que ndo varlam com 08

campos




S,16] = 3 () - (8P
£

No modelo Sigma Nio-Linear, o valor do vinculo, 3, é o tnico pardmetro livre.
Nele, a fase desordenada est4 associada a § pequeno e a fase ordenada a 3 grande. O
ponto critico que separa as duas fases é, normalmente, referido como .. O valor de
B, pode, para guiar nossa intui¢do, ser associado ao 8 dos modelos termodinémicos,
relacionado & temperatura através de 8 = 1/(k,T).

Este mesmo modelo pode ser obtido a partir do modelo Ap? ao tomarmos o limite
)\ — oo na diregdo da curva critica ou de qualquer reta partindo do ponto gaussiano
com declividade negativa, estabelecendo uma conexo entre este modelo e os modelos
polinomiais SO(N).

Para demonstrar esta relagio, comecaremos decompondo a distribuigdo polinomial
do Xy*

exp (—Sx[#]) = exp (% S (BB +5 D @*(s) + % ¥ 994(5))

e a , 2 1 am
exp (—Sx[@]) = exp [Z (590 () + 79 (s))} exp (5 ;(Aew) ;
Para analisar a parte local da distribuigdo é conveniente definir uma versao nor-

malizada desta. Definimos entdo g(a, A, ¢), a distribuigdo normalizada do potencial
ultra-local V(p) = 3, (§¢%(s) + 2¢%(s)) em cada sitio de A como

E_V(W)

g(a,)\,tp) = W (18)

Os pontos de maximo da distribuicdo estardo localizados nos pontos de minimo
do potencial ou seja ¢ = y/—a/A caso ¢ € 0(1).

No limite A — oo, definiremos a = —f8A onde B € RT, desta forma os valores de
o e ) passam a estar acoplados e 0 nosso limite estard sendo tomado por uma reta
de declividade negativa. A motivagdo para esta substitui¢do é que, com ela, iremos
obter o vinculo que nos levard ao modelo Sigma.

O calculo da integral de normalizagao de 1.8 pode ser realizado em termos de
Funcdes Parabélicas Cilindricas D, De [8] temos

/:o z*Lexp (—oz® — yz) dz = (20)"2T(v) exp (g—Z) D_, (#) : (1.9)

Fazendo a transformagdo de varidveis z = ¢? — dz = 2pdyp e tomando v = 1/2,
c=Mdey=a/2= —BA/2 obtemos,




/:o[dso]e“’(“’) = 4 (%)_% exp (%)D_% (ﬁ %) :

Como A — oo, podemos usar a forma assintética de D,

D,(z) ~exp (—%) : (1 o U(l;;z D Al )

A 2
271' e¥™ exp (z ) gt (1 5 s e +.. ) ;

- T 4 222

de forma que para A > 1 teremos

e9] 2A
/U [dele V@ ~ | )% exp (%—)

Substituindo este resultado em 1.8, temos a distribui¢do do potencial para A 3> 1,

(=53 ) o e [ (62 - 8], (1.10)

Esta distribuicdo se aproxima muito rapidamente de zero para qualquer ¢ exceto
o = /B, onde diverge com v/A.

Assim, para uma fun¢do f(y) limitada e continua temos a relagdo

[om[dw] Fl@) g(=BM A @)= f (\/E) fo‘”[dw]g(_m, i (\/B) '

Como a distribuicio g(—BA, A, ¢) é normalizada, no limite A — oo ela convergird
para uma fungao-delta,

Jim g(—B, 2, ) =0 (¢- vB) =2vBE ("~ B).

Neste limite A — 00, @ = —fBA, o valor esperado de um observével O serd

[1dyp8( - & — B)] Oly] e=*!¥!

(O)w =

95 L
[ldpd(@- ¢ — )l e-olel

onde a medida da integral funcional é




[ded(7 - ¢ = B)] = ] | dei(=) 8 [¢(2) - ¢(=) - Al

de forma que os valores assumidos pelos campos 3 nos sitios estardo submetidos ao
vinculo @ - ¢ = B. Obtemos desta maneira, a partir do modelo A\p?, o modelo Sigma
Nao-Linear.

Agora que ja definimos os modelos com os quais iremos trabalhar, faremos uma

exposicao dos resultados da aproximacao de campo médio que motivaram 0s nossos
trabalhos.




Capitulo 2

O Método de Campo Médio

2.1 O Método de Campo Médio

A aproximagio de campo médio é um método tradicionalmente utilizado em Mecénica
Estatistica e util para obtencdo de resultados ndo perturbativos em TQC. Ele pode
ser utilizado tanto nos modelos polinomiais A¢* quanto nos modelos Sigma.

A qualidade de seus resultados melhora com o nimero de dimensoes espago-
temporais do modelo. O método funciona bem para d = 3, melhora para d = 4,
enquanto para dimensdes 1 ou 2 ele falha completamente.

Este método consiste da substituicdo das interagdes entre um particular sitio 7; €
A com o restante da rede pela interagio deste sitio com um campo médio de fundo
nio sujeito a flutuagdes estatisticas. O calculo deste campo médio deve envolver uma
soma sobre todos os sitios 7i; que interagem com 7, levando em conta que estes
podem estar a diferentes distancias de 7, e que deve-se tomar uma média temporal
desta soma para eliminar flutuagdes estatisticas.

2.2 Resultados no Modelo Sigma

Apresentaremos nesta segao o célculo da largura local dos campos no modelo Sigma.
Re-escrevendo a agio do modelo Sigma com o fator 8 escrito explicitamente,

Slgl = —% ; (Ae) - (D) = '—g 3 (Am;) ' (Aecg) ,

4

o vinculo nos valores de ¢ serd

(;5: L,

ou seja, teremos 0 campo ¢ variando na esfera unitaria SN-1-

12




13

P:phcamOS a aproximagdo de campo médio congelando o valor de ¢, em todos
08 51.tlo’s.menos um, no valor (0,0,0,0...,M). Onde M ¢, a principio, um valor
arbritrario mas podemos impor a ele que adquira o valor da média de @ na rede; isto
pode ser obtido facilmente ajustando auto-consistentemente o valor de M pelo valor
da magnetizagao M.

E importante notar que ao impormos um valor sobre os campos de determinados
sitios perdemos por completo o vinculo sobre os campos destes.

Como ecolhemos, arbitrariamente, a N-ésima dire¢io como a diregdo de orientagao

de M = (0,0,0,0...,M), calculamos o valor esperado da magnetizagdo M = (¢n)
através de

fjo? d¢1 ...don (t)N(S(d_). . q;— 1)e2dﬂM¢’N
fj:: de ...don 5(5 6 — 1)e2d8Mon .

Ajustando auto-consistentemente o valor de M para ser iqual a M, podemos subs-
tituir M por M em eq.2.1

M =

(2.1)

oy = Joe 41 dbu du8($ - 6 — DM (2.2)
[F2dgy.. . dgn 6(¢- 6 — L)ePMen -

Substituindo A = 2dBM e considerando como componente radial ¢ = \/[é- P,
onde y_; é o angulo polar medido a partir do eixo de ¢y temos,

_ $dON! [ dg ¢V cos(By—1) 8 (¢7 — 1) et
i SngN—i f0°° de¢ q?5r\1—1 5 (¢2 2 1) eA¢cos(On-_1) !

onde QN-! & o elemento de angulo sélido de N dimensoes.
Realizando a integral radial obtemos

§dah? cos(By_) e os(On-1)
i §dQN—1 eAcos(GN_l)

Como sabemos que a transi¢éo de fase do modelo é de segunda ordem temos que
B~ B, — M =0, assim expandimos M em torno de 0, mantendo apenas termos de
primeira ordem (as poténcias fmpares de cos(fn_1) ndo contribuem), obtendo

_$ao cos(6n—1) [1 + A cos(fn-1)]
M= $daN-1 1+ A cos(On-1)] =

s ¢ aoh-t cos? (On-1)

(2.3)

_
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A integral angular em dly_; pode ser encontrada em [9)],

_‘fdQN—l Cosi(gN—ﬂ o l (2‘4)
§dQN 1 N

Como A = 2dBM o fator de M da equagio 2.3 se cancelard, isto feito podemos

impor a condigdo M = 0 que nos fornece a aproximagio de campo médio para . do
modelo Sigma

N
N,d) = —. ;
Devemos observar que 3 é o valor da largura da distribuigdo local dos campos Q.
Assim, este resultado pode também ser aplicado & largura dos campos do modelo
Sigma, pois o vinculo 1.7 implica em

(o) = B($*) = B.

Uma vez que no modelo Sigma temos o vinculo @ - @ = 3, que a simetria dos
campos é recuperada no ponto critico e que, portanto, neste ponto os campos estao
homogeneamente distribuidos no espago interno, cada uma das N componentes @?
tem como valor esperado 1/2d.

2.3 Resultados no Modelo Ap*

Estamos interessados em obter o valor esperado de (p%(7)) na aproximagao de campo
médio e para isso usaremos uma relagao que sers obtida no calculo do valor esperado
de M nesta mesma aproximagao.

Realizaremos o célculo da magnetizagdo da componente oy dos campos, M =
(¢n), que pode ser escrita na aproximagdo de campo médio como

+00 2dMoy ,—|(d+a/2)e? +(A/4)p*
[ dgy ... doy pn Mo el ]

fj:: dey . . . dipy e2dMen e—l(d+a/2)p? +(A/4)0"]

M =
Fazendo uso de coordenadas esféricas no espago interno, onde @y = ¢ cos(fn_1), temos

fdart [ dy oN*1 cos(On—1) €241 ¢~ [@rarDe+(/ae!]
M= N1 7™ d0 oN—L g2dMen o—[(@+a/2)9? +OA%"
$dan-t [ de o

(2.6)

O valor esperado de M pode ser calculado exatamente através de fungGes de Bessel
I mas. como estamos interessados apenas no comportamento na vizinhanga da curva
L ! - .
critica, podemos expandir c2¢Men em primeira ordem para M < 1, obtendo
b
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M= 2dM§ dON-1 fOOO dip N1 cos?(On—1) e—[(d+a/2)¢2+(>\/4)zp4]
g don- fooo dip pN-1 e—[(d+a/2)p?+(A/4)¢"]

O fator de M se cancela e, realizando a integral angular com [9], obtemos a relagao

N _ [ dp v elsermetsivan]
2d f;o dip N1 e-[@+ar2)e?+0/0)¢*]

que j4 nos fornece de forma implicita uma equagdo para a curva critica, pois foi obtida

sob a hipétese de que M < 1, tendo como parametros livres apenas a e A. Ela pode
ser escrita na forma

L d(p (PN'H e—[(d+a/2)‘P2+(’\/4)‘Pq] = %\/‘00 d<,0 QON_l e—[(d+a/2):p2+()\/4)tp4]l (27)
0

O célculo de (%) é realizado de maneira muito parecida,

f_-.-:ao dg; ... den (p%‘l e2dMen e_[(d+‘1/2)w2+()\/4)np4]

iy
(@N) fj_oc;o d(Pl i dQON e2dMon e—[(d+a/2)(p2+()\/4)vp“]

. $ don-! fooo dg N1 cosB(By_1) e2AMen e—[(d+a/2)(p2+()\/4)¢4]
<90N> = j;dQN’l j‘0°° dcp WN—I e2dMen e—[(d+a/2)<p2+()\/4)qa4]

Expandindo novamente M para M = 0 temos

fooo dg PN+ e—[(d+a/2)<p1+(x/4)ga4]

A
on) = e g o T e Taverae +Orae T (2.8)
Substituindo a equagdo 2.7 em 2.8 obtemos
2 1
{on) = 570 (2.9)

um valor constante para a largura dos campos em toda a curva critica. Deve-se notar
que este resultado é valido para qualquer valor de )\, o que o torna valido tanto para
o modelo Gaussiano quanto para o modelo Apt.

Estes dois resultados, 2.9 e 2.5, nos indicam que dentro da aproximagio de campo
médio o valor esperado da largura dos campos é idéntico nos modelos Sigma, Gaussi-
ano e \p?.

Se esta constancia fosse comprovada no limite N — o0, isto nos permitiria ligar
a solucdo do modelo Gaussiano, 1.2, 3 do modelo Sigma. Um resultado como esse
nos proveria de um formidavel meio para determinagdo da posigdo do ponto critico

do modelo Sigma.




Capitulo 3

O Método de Monte Carlo

Antes de passarmos & descricio dos resultados obtidos, faremos um exposigéo do
método de Monte Carlo, que foi utilizado para realizar as integrais funcionais nos
calculos dos observaveis, bem como dos algoritmos com os quais o implementamos.

Do ponto de vista da mecénica estatistica, os sistemas estudados serao sempre
sistemas em equilibrio. Devemos observar que a TQC euclidiana é equivalente a
mecanica estatistica em d = 4.

Assim, seja E¢ a energia de uma particular configuragéo da rede e supondo que o
sistema esteja equilibrio térmico; a probabilidade do sistema se encontrar na configu-
ra¢do C € proporcional a

exp (_IBEC)T

conhecido como fator de Boltzmann. Para que tenhamos uma distribui¢do de proba-
bilidades normalizada, a probabilidade pc da configuragdo C é definida como

Lo
PG — ¢ BEe (3.1)

onde o fator de normalizacdo Z é definido como a soma do fator de Boltzmann sobre
todas as possiveis configuragdes do sistema,

e T e (3.2)

vCeR

Esta quantidade é normalmente chamada de fun¢do de parti¢do do sistema.
A distribuicdo de probabilidades definida por 3.1 é denominada de distribuicdo de
probabilidades de Gibbs e com ela poderemos calcular o valor médio de um observével

O desde que:

e conheca-se {1, o conjunto de todas as possiveis configuragdes do sistema;

16
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* possamos calcular o valor da energia E¢ e do observavel O¢ para todas confi-
guragoes C € ;

e possamos realizar a soma

(0) = Z pcOc¢ = —;: Z OcePFe. (3.3)

vCen YCeQ

3.1 Sorteio de Configuracoes

O problema é que, embora o esquema apresentado acima para o calculo de observaveis
na rede seja completamente consistente do ponto de vista conceitual, s6 temos con-
dicdes de realizar a somatéria 3.3 para um nimero extremamente pequeno de casos.

Quando nio possuirmos meios para calcular exatamente 3.3 teremos de nos valer
de métodos numeéricos para tentar obter seu valor.

Este é o caso quando tentamos calcular o valor de algum observdvel na agao de
alguns dos modelos j4 descritos. Mesmo usando campos em O(1) (Unico caso em
que espago de configuragdes serd finito) em redes relativamente pequenas, o tamanho
do espaco de configuragdes é grande demais para que qualquer outra alternativa seja
viavel.

Por exemplo, no modelo de Ising (ou modelo Sigma Nao-Linear com simetria 0(1))
temos, associado a cada sitio 77, um campo @5 € {-1,+1}, de maneira que, se formos
estudar o modelo numa rede bi-dimensional 4 x 4, teremos 216 — 65536 possiveis con-
figuracdes. Neste caso, com os atuais recursos computacionais, poderfamos calcular
todas as possiveis configuragdes do sistema sem grandes problemas. Todavia, se esti-
vermos interessados em estudar redes ndo muito maiores, como 10 x 10 por exemplo,
teriamos 2190 ~ 103 configuragdes, um numero que estd muito, muito além de nossas
capacidades atuais.

Quando ndo existem meios analiticos para integragio de uma fungdo ha duas
alternativas: integragdo numeérica e integragdo estocastica. A integragao estocastica,
ou método de Monte Carlo, é competitiva com a integragdo numérica para integrais
de dimensionalidade alta. Para algumas aplicacdes o método de Monte de Carlo € a
tinica escolha possivel.

O método de Monte Carlo aplicado as integragoes nos modelos interagentes consiste
da obtencdo de uma sequéncia de configuracdes descorrelacionadas na rede A de N¢
sitios. Assim, estimaremos as propriedades do sistema a partir de uma pequena
amostragem do espago de configuragoes.

Os valores dos observéveis de interesse sio entdo medidos em cada configuragao;
ao final do processo tomamos as médias dos valores destes obsgrvéve.is_ em todas as
configuragdes da sequéncia. Assim, se o nimero de conﬁgurag.oes utlllzadag para o
cilculo da média for m, este processo nos dard para uma quantidade O a estimativa
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1 — 7
(O)m = 7 Z O, e el com Z.i— Z e Silel, (3.4)

3.1.1 Selecao Aleatéria

Discutamos agora como realizar o passeio no espago de configuragdes, ou seja, como
realizar a selegao das configuragdes a serem utilizadas.

A abordagem mais simples e direta seria simplesmente sortear configuragoes ale-
atoriamente de forma homogénea no espago de configuragdes e estimar o valor dos
observaveis de interesse a partir da média desta amostragem.

No entanto, a varidncia de uma soma de variaveis independentes é a soma das

varidngas individuais. Assim as variangas do numerador e denominador em 3.4, usando
sorteio puramente aleatdrio, serdo

_1_ —Sile l —Sifp

— var (Oe5¥l) e — var (e~5ile]y, (3.5)
para o numerador e denominador respectivamente. Nestas expressoes temos o fator
1/m, que resulta numa redugao do desvio padrao por 1/4/m, o que estd longe de ser
razoavel caso tenhamos uma variancia grande no fator exp(—Si[y]), que é justamente
0 que acontece.

O problema é que estamos incluindo, com frequéncia igual, configuragoes com pe-
sos absolutamente discrepantes, muitas com contribuigoes absolutamente despreziveis
para o valor final de 3.4. As contribuicdes de diferentes configuragdes dentro de uma
mesma rede chegam a diferir em até exp(26N 2) para redes bidimensionais N x N no
modelo de Ising, fazendo com que a variancia divirja muito fortemente com o tamanho
da rede.

O que precisamos ¢ selecionar configuragdes que dardo contribuigdes significativas
a 3.4 com a maior frequéncia possivel, sem no entanto abandonar a distribuicdo correta
na escolha das configuragoes.

A melhor estratégia para realizar isso é selecionar configuragoes de acordo com
a distribuicdo de probabilidades de Gibbs, ou seja independentemente do valor de
O¢, pois assim 0 ensemble de configuragdes obtido pode ser utilizado no calculo de
qualquer observével e nao apenas de algum observével em particular.

3.2 Monte Carlo

O que queremos obter é uma sequéncia de configuragoes C; € Q na qual a frequéncia
de ocorréncia de cada C; seja proporcional & probabilidade de Gibbs p(C;). Para tanto,
precisaremos realizar um processo de Markov, um método para gerago aleatéria de
novos estados, no qual a escolha do préximo estado da sequéncia depende apenas
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o conhecim : : !
d 3 ento c{o estado,nnedmtamente anterior e de nada mais. Uma sequéncia
gel’fl a por esse método serd chamada de sequéncia de Markow.
S regras
: tegd ql}lge d_e_ﬁnem um processo de Markov podem ser expressas Como um
conjunto de probabilidades de transi¢io, para cada par C,C" € €, existe uma proba-

bilidade de transi¢do P(C' — C') entre esses estados. Estas probabilidades devem ser
normalizadas,

ZP(C—>C’):1.

C'eqt

- 90rgo~que1*emos ainda que nossa sequéncia de Markov esteja vinculada a uma
distribuicio de probabilidades de Gibbs serd preciso impor duas outras condigoes
sobre a probabilidade de transi¢do P(C — C'):

e ergodicidade: qualquer configuracio C' € § deve ser acessivel, em um nimero
finito de passos, a partir de uma configuracao inicial C' € ;

e balango: a distribuicio de probabilidades de Boltzmann P;(C) = exp(—S[C))
deve ser mantida invariante no processo.

3.2.1 Freiamento Critico

Existem varios algoritmos diferentes para implementar iteragdes de Monte Carlo satis-
fazendo as condicdes descritas. Alguns deles alteram as configuragoes localmente, isto
é, mudam apenas as varidveis em um sitio de cada vez, enquanto outros tentam mudar
conglomerados inteiros simultaneamente. Esta distingdo é muito importante, pois nos
estudos de fendmenos criticos, os algoritmos para simulagdes estocdsticas muitas ve-
zes apresentam fenémeno de freiamento critico (critical slowing down). Conforme nos
aproximamos de pontos criticos, o tempo de decorrelagdo, 7, definido como o nimero
de passos de Monte Carlo necessarios para que a auto-correlagao entre configuragoes
desapareca, se torna cada vez maior. Empiricamente, sabemos que 7 estd relacionado
com o comprimento de auto-correlagao (definido no item 3.4) através de

r (6

onde z é o expoente critico dinémico e £ o comprimento de auto-correlagdo. Em
sistemas finitos, como os utilizados em simulagdes computacionais, 7 aumenta com

T~ N*.

Como configuragdes nao sao estatisticamente independentes dentro de um intervalo
de tempo da ordem T, isto nos leva a um aumento nos €rros estatisticos ou em um

aumento no tempo de computagao necessério para gerar novas configuragoes. Este
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if;me?e;(; pccl);ie serﬁentencildo como uma perc-la. na Ueiocidad_e em que passeamos dentro
lo_espago configuragdes da rede, ou seja, quanto mais préximos estivermos da
linha critica, mails tempo terd de ser gasto para obter configurages estatisticamente
independentes.

Para o tradicional algoritmo de Metropolis, um exemplo de algoritmo local, temos
z = 2, levando 7 a crescer muito rapidamente com o tamanho da rede. Isto implica
num augler.lto muito grande nos erros estatisticos dos observaveis.

A principal razdo para isso é que em algoritmos locais as mudancas se propagam
por difusdo. Para tratar este problema foram propostos algoritmos nio locais [4] nos
quais conglomerados (clusters) inteiros de sitios tém seu valor alterado de uma sé
vez. Estes algoritmos, conhecidos como algoritmos de clusters, conseguiram evitar de
maneira muito eficiente o problema do freiamento critico. O algoritmo de cluster que
se mostrou mais eficaz e geral foi o algoritmo de Wolff, que apresenta, por exemplo,
z ~ (.14 para o modelo de Ising tridimensional e z = 0 para SO(N) com N = 2,3.

3.2.2 Metropolis

O mais importante e mais utilizado algoritmo para processos markovianos é o algo-
ritmo de Metropolis [3] desenvolvido em 1953. Em nosso trabalho o algoritmo de
Metropolis foi utilizado para variar a componente radial dos campos.

¢

OJT

Figura 3.1: A componente radial de campos ¢ com simetria SO(2).

Comegando em uma configuragdo inicial qualquer C,, o algoritmo de Metropolis
consiste de:

1. escolher algum novo estado C de acordo com uma probabilidade de transicao
P T(Cz101);
2. aceitar ou nao a nova configuragao C; de acordo com a probabilidade

. Pr(C1|C2) exp[S(Cy)]
HilC ) = (1’ Pr(CalCy) exp[sml)]) g

PA(C’2|C’1) — min (1, exp [S(C2) — S(Cy)]) para Pr(Cy|Cy) = Pr(Ca|Cy).
(3.6)

A probabilidade resultante P, = PrPa satisfaz & condicdo de balango detalhado.
Pr simétrica, a informagao necessaria para decidir quanto

Em particular, para aca i
a apenas da variagao na agao ASc, a5

3 mudanga para Ca € obtid
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3. repetir os passos anteriores.

Defimmos que uma iteragdo completa de Monte Carlo corresponde a repetir o
procedimento de Metropolis em torno de N4 vezes.

Neste trabalho o algoritmo de Metro

' polis foi utilizado para variar ¢, a componente
radial dos campos .

Para cada sitio 77 da rede A tentamos variar o raio (i) de acordo com

0¢(7i) =wrang x (random() — 0.5),
‘ptria!(s) ZW(ﬁ) o 5@(7:1,’),

onde wrang é a amplitude maxima da mudanca que tentamos implementar em ()

—

€ Yirial (1) é 0 novo valor do raio que sera aceito com probabilidade

Pa(@uia, ©) = ol exp (—AS[F]) — o™ 'random().

A ordem com a qual os sitios sdo submetidos ao teste também é importante,
neste trabalho utilizamos o método de checkerboarding para determinar a ordem da
aplicagdo. Neste método os sitios sdo separados diagonalmente em dois grupos de
forma que um sitio de um grupo sé tenha vizinhos pertencentes ao outro. No caso
bidimensional os dois grupos sao divididos similarmente & disposi¢ao de cores de um
tabuleiro de xadrez.

3.2.3 Wolff

Neste trabalho utilizamos o algoritmo de Wolff para variar a componente angular dos
campos @.

Figura 3.2: A componente angular de campos ¢ com simetria SO(2).

Nesta exposicdo utilizaremos, por simplicidade, a agao do modelo Sigma Nao-
Linear dada em (1.3). i : s e

Este algoritmo implementa uma generalizacao para N > 2 da inversdo da diregio
, ¢ — —p. Esta generalizacdo € feita atraves da escolha de

de campos de simetria O(1) . .
e da reflexao dos campos com respeito ao hiperplano

uma direcdo arbitraria, 7 € Sh—1, : 0
ortogonal a 7. Esta operagdo é realizada por R(7),
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Dada;s estas definigées Podemos expor o algoritmo de Wolff. Este consiste da
construcao e reflexdo de um cluster de sitios, C, através da:

1. escolha, aleatéria, de uma dire¢do 7 € RN;

2. escolha, aleatéria, de um sitio 7 € A e da inclusdo de 7 no cluster C € A (este

€ o primeiro sitio do cluster C que tentaremos construir)

?

3. ativacdo de cada link, £, conectando um sitio 4, € C com um sftio fiy ¢ C, com
probabilidade

Py(7i1, i2) = min(0, 1 — exp[26(7 - @(71))(F - 3(72))]);

se a probabilidade nio for satisfeita marcamos este link como desativado de
maneira que nao seja visitado novamente;

4. repetigdo do passo 3 até que ndo hajam mais links para serem testados:

5. uma vez terminado o processo de iteragdo, invertemos todos sitios 7 € C em
relagao ao hiper-plano ortogonal a 7

R(7)¢(7) = ¢(7i) — 2(@(7) - F)7.

A ergodicidade do processo é garantida pelo fato de que hd uma probabilidade nao
nula de que C seja composto por apenas um sitio. Para uma demonstragédo de que o
algoritmo satisfaz o balango detalhado ver [4] ou o capitulo de técnicas computacionais
de [1].

Definimos uma iteracdo de Monte Carlo, com o algoritmo de Woff, como a cons-
trucdo e inversio de um ndmero de clusters que correspondam, em nimero total de
sftios, a aproximadamente metade do tamanho da rede.

3.2.4 Calibrando os Algoritmos

Tanto no caso de Metropolis quanto no de Wolff serd preciso calibrar o funcionamento
dos algoritmos para que possamos obter o maximo de performance. :

No caso de Metropolis, calibramos o parametro wrang e no de Wol’r:f @odlﬁcamos 0
nimero de clusters que sdo criados, loopc, uma vez que o tgr'nanho meédio dos Cl}lSterS
depende de B, um pardmetro fisico. Em ambos 0s casos.utlhzamos 0 mesmo met9do,
visando obter 50% de aceitagdo nos testes de Metropolis e 50% dos sitios invertidos
numa, iteragio de Wolff. : . 8

O processo de calibre dos pardmetros consmte’ em estxmaf a taxa dei rejeicao dos
testes para diferentes valores de wrang ou do nimero de sitios que tém seu valor
mudado com a construcdo de loopc clusters. Sabemos que wrang = 0 implica que
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a taxa de rejeicdo : i 2 .
e yslead, T(yrang) € [0,1], seja zero, além disso verificamos que a taxa de
rejei¢ao seja monotonicamente crescente com wrang

Usamos entao o método de difer

engas finitas para tentar encontrar um valor de
wrang tal que T'(wrang) ~ 0.5.

Iniciamos os célculos utilizando o tinico ponto conhecido a priori e um valor inicial
qualquer para wrang como, por exemplo, 1. Realizamos varios testes com este valor
de wrang, ; obtendo T'(wrang, ;). Em seguida, ajustamos uma reta usando estes dois
pontos-obtendo assim uma nova estimativa para wrang tal que T'(wrang) = 0.5, este
procedimento é repetido muitas vezes até que o valor da estimativa se estabilize. Caso
a estimativa nos dé um valor negativo para wrang, tomamos como novo wrang metade
do valor atual.

O célculo do valor de loopc é realizado de forma analoga.

3.3 Back Rotation

Nesta se¢ao descreveremos o método de back rotation, utilizado em parte dos célculos
computacionais deste trabalho.

E bem conhecido o fato de que uma simulagao de um modelo SO(N) em uma rede
A finita com condigbes de contorno periddicas resultard em

(g) = 0.

No entanto se considerarmos a magnetizacdo de uma particular configuracdo da
rede C; da rede,

i ~ 1
Me, = 5c,(0) = 33 ) %, 0,
€A
o que acontece é que a direcdo de M ndo é constante e varia dentro de uma esfera

—

SN-1 6 que nos leva a (M) — 0.

O back rotation é um método numérico que utilizamos para eliminar as flutuagoes
da direcio de quebra de simetria das configuragdes da rede sem, no entanto, alterar o
resultado final do limite do continuo.

Este método consiste em fixar uma dire¢ao para a magnetizacdo em uma das com-
ponentes dos campos da rede. Assim para campos 7] com sinzetria SO(N),.esc?lhemos
uma particular @y componente e impomos q1:18 a magfletlzf'zmgao este]’a na direcdo desfa
componente e seja positiva: Y, pi =M o gn. Isto e obtido através de uma rotagao

dos os sitios.
dosé:ipi(;:oilzsgs o término da aplicagdo dos alg9ritmos .de Monte Carlo (Wolff e
quando obtemos uma nova configuragéo, medimos a sua magnetizagao.
rotagdo que seria necessaria para mapear M na diregio
ta rotagdo aos campos de todos os sitios.

Metropolis),
Em seguida determinamos a
positiva de @y e aplicamos €s
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Uma vez que os modelos sig invar
ragdo nao viola as hipéteses do a]
de quebra de simetria.

. iantes por rotagdes de SO(N), esta tltima ope-
goritmo de Wolff e nos permite manter fixa a diregio

Este procedi i
P ccihmento pode ser entendido como uma eliminagdo do modo-zero dos
campos em todas as componentes exceto a N-ésima
)

(Mpr) = (0,...,0,(M)).

Com isto ’ol?temfos uma representacao dos modelos em redes finitas em que () # 0,
o que sem duvida é diferente da usual, sem entretanto, mudar o limite do continuo.

3.4 Auto-Correlagdes entre Configuracoes

No célculo dos observéveis assumimos que as configuragdes sio totalmente descorre-
lacionadas, o que nunca é verdadeiro. Precisamos estio estimar as auto-correlagdes
entre as configuragdes para que possamos corrigir as barras de erro de nossas médias
estatisticas.

Assim para uma sequéncia {(Oy,...,0,)|m > 1} de valores de um observavel O,
com média

M=

= 1
O:_ O‘h
m‘i

Il
=}

a auto-correlacao entre medidas de um observédvel é calculada da seguinte maneira,

=

go(§) = —— D _(0: = 0)(Oss; - O).

=y

Para obter uma funcio de auto-correlagdo normalizada, para a qual f(0) = 1, defini-
mos a fun¢do de auto-correlagao como

foli) = 52((8)) (3.7)

O comprimento de auto-correlagéo de 0, £&¢, é obtido através do ajuste de uma

exponencial exp(—7/€&) & 3.7. Usando esta quantidade é que corrigimos a barra de

erro de O multiplicando-a por 1 + 6 /m.




Capitulo 4

A Proposta de Trabalho

Nosso objetivo era verificar se a relacio indicada pelos cdlculos de campo médio seria
observada em simulagdes estocdsticas dos modelos, pois neste caso teriamos como
calcular de forma exata, no limite do continuo, o valor de 3, dos modelos Sigma.

A principal questdo que se apresenta é como aproximar a linha critica no limite
N — oo. Utilizamos dois métodos diferentes de convergéncia para (A, a.) e B. no
limite N — oo.

4.1 Minimo de apg

A primeira abordagem do problema de mapeamento da linha critica do modelo Ap* foi
através da determinacio do ponto de minimo de o dentro do espago de pardmetros
(@, A). A quantidade ap é definida através de

N
e 1 1 2T 2 [ Thy
P(k)|? = ——=——, onde p°(k) =4 E sen (—— : (4.1)
<| ( ) Ndpz(k)+a3 — N

Esta quantidade é calculada nos programas através de uma inversao desta equagao e
de um ajuste ao valor numérico de o2 = (%) — (¢)*. O minimo de ap foi calculado
como funcio de 6 = arctan(—A/a), para um dado raio R =+va?+ )2

Como ap estéd relacionada com a massa renormalizada, mg, através de

Qg = (mRa)2:

onde ¢ é o espagamento entre 0S vértices, teremos no limite do continuo, quando

faremos com que o espagamento entre oS sitios va a zero, ar — 0.
Estimando os valores de a e A que determinam a posigao da linha critica através

de célculos perturbativos pode-se obter a relagio
0 £ 3005 =0, (4.2)
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e com o cdlculo da funcio de dois pontos obtemos

QR = &+ 3Ac2 (4.3)

na fase simétrica e

ap = —2a — 6)o?, (4.4)

na fase dezslmetrla quebrada. Deve-se notar que esta nio é uma férmula fechada uma
vez que o; depende de ap.
Assim, ao tomarmos o limite de N —» 00, obtendo consequentemente ap — 0,

estaremos levando tanto (4.3) quanto (4.4) em (4.2) e portanto caminhando para a
linha critica.

4.2 Limite com agp Constante

A abordagem através do minimo de apr no funcionou muito bem porque o critério
depende muito fortemente de R quando R é pequeno, apresentando de fato uma
divergéncia em R = 0 quando nos aproximamos do ponto gaussiano, por isso tentamos
alternativamente mapear a linha critica através de outra abordagem: tomando o limite
com ap constante ao longo da curva critica.

Este método consiste em definir um critério para, dado NN, escolher um valor para
agr de maneira que quando N — oo tenhamos ap — 0, mantendo entretanto ag
constante como funcdo de o e A\. De posse deste valor tentamos mapear uma linha
no plano (a, A) a partir do ponto (& = ag, A = 0) na qual ag tenha sempre o mesmo
valor.

A relagdo escolhida para variarmos ag com N foi
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Estas simulagdes foram todas realizadas dentro da fase simétrica do modelo, pois
assim teriamos como calcular valores para o2 usando resultados do modelo Gaussiano,

além de podermos testar o funcionamento do cédigo comparando seus resultados com

os resultados analiticos do caso A = 0. e . it
Comparando 0s resultados obtidos com os dois métodos no modelo Ap®, decidimos

étodo de ag constante nas simulagoes do modelo Sigma, pois
lculo do resultado analitico do modelo Gaussiano,
a inclusdo ou ndo nas somatdrias no espaco de

continuar apenas com O I ;
neste caso podiamos contar com 0 Ca
sem termos de nos preocupar COm
momentos do termo correspondente ao modo zero.




Capitulo 5

Resultados

Nossas simulagoes consistiram de:

1. simulagbes com poucas sub-médias com o objetivo de localizar a regido do
minimo de agr(a,A) ou de ap = 36/N? dados N e R (raio); como apresen-
tado na figura 5.1(a);

2. uma série final de simula¢bes de maior precisio na regido do minimo ou de
agr = 36/N?; como apresentado na figura 5.1(b);

3. uma ultima simulagdo no ponto indicado pelo ajuste polinomial dos resultados
das simulagoes do item 2.

O ndmero de sub-médias tomadas a cada conjunto de simulagbes variou entre
50 a 100 sub-médias de 2000 a 2500 iteracoes. Esta variagdo ocorreu conforme au-
mentdvamos o tamanho das redes, para algumas redes o aumento no tempo de com-
putacdo foi tal que nos forgou a diminuir o niimero de sub-médias e iteragdes.

5.1 Minimo de apr

5.1.1 Simulagdes para Obtengdo de a e A

Para redes de 6 sitios foram realizadas simulagdes com os seguintes valores para o raio
R: 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 400, 600, 800 e 1000. Em redes de 8 e 10 sitios foram
realizadas simulagbes apenas para raios com valores de 25, 59, 75, 1.00 e 150.

Dois motivos nos levaram a néo realizar simulagdes para raios muito grandes em re-
des de 8 e 10 sitios: o aumento no tempo de computagao das simulagées decorrenf,e c.lo
aumento do tamanho da rede e, principalmente, a observagao da rdpida convergéncia
para a linha critica como demonstrado na ﬁg-ura, 5. o i

Uma vez estabelecido que podiamos inferir a locahzagaOA do_s pontos de minimo a
edes menores, as primeiras sequéncias de simulagGes, que

partir das simulagoes para r Y iy e
te a posi¢ao do minimo, foram eliminadas.

tinham a finalidade de mapear grosseiramen

2
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mm
~ 0'3_' T T T T _
30
b 0.25+ al
R [
10F
2 0.15¢ -
of J
4|0 5‘0 6IO —_llo“—gla—-__L 0.1 L ' K 1 g
0 90 67 675 9 68 68.5

(a) SimulagGes para determinagao grossei-

i A (b) Simulagdes para determinacao fina do
ra da regido do minimo de ap.

minimo de ap.

Figura 5.1: Calculos realizados no modelo Ap* em rede de N = 6 com raio R = 25, onde § =
arctan(—A/a). Nestes cdlculos @ tem simetria O(1)ed=3.

5.1.2 Resultados Obtidos

Linha critica do modelo Ag*
determinado pelo minimo de ap

| i T 5 T i T T
140 2

100} Fase Simétrica

A 80

e Fase de Simetria Quebrada

20

Figura 5.2: Linhas criticas determinadas minimizando-se ap, para redes de 6, 8 e 10 vértices, em
superposicio. Nestes cdlculos ¢ tem simetria O(1) ed=3.

O que observamos foi que, embora o valor da largura dos campos fosse essencw;l—
i ti resentava um aumento

mente constante ao longo de quase toda aﬂhnha critica, ele aprese :
significativo para raios pequenos. Foi entao levantada a possibilidade de que a con-
vergéncia para raios menores fosse muito lenta, ndo podendo ser obtida (dentro de

nossas capacidades computacionais) atraves desse hlmlte..
N A salto entre os valores de o2 para raios pequenos e seu valor no ponto
o entanto, o e g .

gaussiano (a - 0, A = 0), claramente visivel na figura 5.3, precisa ser analisado. O

= — H bre g
i b qu,e para USarmos a solugao analitica do modelo Gaussiano no ponto

}

gaussiano,
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2 1
e e L DTN L wk
Ne[p2(k) +a0]’ onde p*(k) = AIZsen2 (—N”) : (5.1)
m

precisamos excluir da soma o termo correg

: pondente ao modo zero dos momentos, pois
como aqui temos ap = qp = 0, este term » P

0 ¢ divergente.

Largura Local x Raio !
minimo de ap ngur? Local x Raio
T T . minimo de ap
T

028 T —r : :

025 -

024

0'30_2_1— Ol 4

1 1 1 1 |

Raio

. 100
Raio

(a) Rede com N =6 (b) Rede com N = 10.

Figura 5.3: Valor de o2 na linha critica do modelo Ap*. O método para o mapeamento da linha

critica utilizado no calculo destes pontos foi a minimizagdo de ap. Nestes cilculos ¢ tem simetria
O(l)ed=3.

Deve-se notar que a diferenca entre as simulagdes de menor raio de cada rede N e
o valor da solucdo do modelo Gaussiano séo relativamente pequenas, diferem em 13%
para N = 6 (menor raio 10) e 1.8% para N = 10 (menor raio 25). Usamos o valor da
solugdo analitica do modelo Gaussiano para normalizar este resultado.

Entretanto, é nitido que o valor de oo diminui, em relagdo ao valor da solugao
analitica de A = 0, conforme aumentamos R. Os resultados de 5.3(a) indicam, no
entanto, que o valor de oo deve se estabilizar para R suficientemente grande. Ou seja

que

para R suficientemente grande.

5.2 Simulacoes Realizadas a ar Constante

Para realizarmos as simulagdes definimos um novo sistema de coordenadas com um

Sl . : :
i 2L nto o raio R’ quanto o dngulo #' apresentados
novo eixo of = a + &7, de forma queé ta

-
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l;gralrgoreailggdag simulacBes em redes de 6, 8 e 10 sitios com raios de 5, 10, 25,
50, 79, S : e_VldO a0 comportamento muito similar ao obtido com o minimo
de ap nao foram realizadas simulagGes com raios maiores do que 150.

0 Cf)mportamento da largura local dos campos no modelo Ap?* a ap constante é,
em essencia, o mesmo obtido minimizando ap,

. ; com a diferenga de que se aproxima
de maneira consistente do valor para )\ = 0.

Propagador versus Raio N=6
op=1
0171 ! ] : ! i !

Média: 0.169401
Ajuste: 0.168781 ¥~ 56.0654
Pto Gaussiano: (.17082
PLGau-Ajuste: 1.1919%

017

0.168 —

Raio’

Figura 5.4: Largura local dos campos em redes de N = 6 sitios, ag = 1. Nestes célculos ¢ tem
simetria O(1) e d = 3.

5.3 Modelo Sigma Nao-Linear

Apés nos convencermos de que ja tinhamos uma idéia suficientemente sélida sobre o
comportamento de og ao longo da linha critica do modelo Ap*, passamos a realizar
simulagdes do modelo Sigma Néo-Linear, cujo ponto critico é o limite da linha critica
do modelo Ap* quando A — o0. e . ; ;

0 critériowutilizado para determinar o ponto critico do modelo Sigma foi também
a busca por ag = 36/N?, pois consideramos 0 conjunto de dados obtidos no modelo

' ' i lorado do que os dados
< = 2 mais consistente e cuidadosamente exp de
iiner g Al a sequéncia em N de pontos criticos do modelo

{nimo de ag. Assim, Y ; o
ilerenis o mite da sequéncia de linhas criticas do Aot

Sigma poderia ser considerada como O li
obtidas com ap constante.
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Propagador versus Raio M-8
o, =0.5625
o o — T T
019l Média: 0.187964
Ajuste: 0.186676 ¢ 312.488 &l
i Pto Gaussiana: 0. 19055
PrGau-Ajuste: 2.0335% 5
0.189
o3
0.188 —
0.187 -
0.186 -
1 A | ; 1 i 4
0 50 100 150

Figura 5.5: Largura local dos
simetria O(1) e d = 3.

Raio (coord. de o)

campos em redes de N = 8 sitios, ag = 0.5625. Nestes calculos @ tem

Propagador versus Raio
o, =036

0203 -

0.202 —

0.201 -

0.198 -

0.197

0.196

Média: 0.199475 ,
Ajuste: 0.197769 3~ 408.607 -
Pto Gaussiano: 0.20291

Pt.Gau-Ajuste: 2.5318% 1

Figura 5.6: Largura local dos
simetria O(1) e d = 3.

1 i
s0 d 100 150
2 Raio’

campos em redes de N = 10 sitios, ag = 0.36. Nestes calculos ¢ tem

—
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Linha Critj
4 ; 1Ca
o clerminada por O Constante, sem back-rotation
| G—-ON=10
—ON=8 1
150 ; i

A 100

0 1 | .
-40 30 0 AT
o

Figura 5.7: Linha critica do modelo Ap*. Redes com N igual a 6, 8 e 10. Nestes cdlculos ¢ tem
simetria O(1) e d = 3.

5.3.1 Simulagoes Realizadas

Como o modelo Sigma possui apenas um ponto critico (em oposigio & curva do Ag*) o
trabalho computacional com este modelo é muito menos dispendioso tanto em termos
de tempo de computagdo quanto em termos de volume de dados, o que nos permitiu
levar as simulagdes a redes muito maiores do que as utilizadas no modelo Ap?.
Foram realizadas simulagdes com campos de simetria O(1) em redes de 4 até 20
sitios como apresentado na figura 5.8. E para campos com simetria SO(2) em redes de
5 até 16 sitios. Para este modelo também foi possivel realizar cdlculos em redes quadri-
dimensionais com campos de simetria O(1), foram realizadas simulagdes em redes de
4 até 11 sitios. Em alguns casos, os resultados obtidos para redes com N = 4 estavam
totalmente discordantes com os resultados de redes maiores e nao foram incluidos nos

graficos. . ;
O conjunto de sub-rotinas para paralelizagao automatizada teve de ser estendido

para que pudesse acomodar as sub-rotinas deste projeto.

5.3.2 Resultados Obtidos

Nas figuras 5.8, 5.9 e 5.10 pode-se ver 0s resultados de nossas simulagbes no modelo
: que a diferenca entre 0s valores obtidos no modelo Sigma e o

Sigma. Deve-se notar :
foi normalizada pelo seu valor no modelo

resultado analitico do modelo Gaussiano
Gaussiano

Ogaussiano — Osigma

A

O gaussiano

Os resultados obtidos sdo claros: existe uma diferencga entre a largura local dos




(Dif. entre modelo Gaussiano e Sigma) x N’
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Figura 5.8: Diferenga entre a formula analitica do modelo Gaussiano e resultados obtidos no modelo
Sigma Nao-Linear. Redes de N = 6, 8, 10, 12, 14, 16 e 20. Campos ¢ com simetria O(1).
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Diferenga entre resultados dos modelos Sigma e Gaussiano X ~
edes quadri-dimensionais i
T S T i T :

0.02

0.018

0.016

0.014

0.012

Dif. entre formula Gaussiana e Modelo Sigma

0.01

0.15 0.2

N

Figura 5.10: Diferenca entre a férmula analitica do modelo Gaussiano e resultados obtidos no modelo
Sigma Nao-Linear. Redes quadri-dimensionais de N =6, 7, 8, 9, 10 e 11. Campos ¢ com simetria
o(1).




Capitulo 6

Conclusoes

Ao final dos trabalhos, foi possivel constatar que os valores da largura média dos
campos nos modelos Gaussiano, Apt e Sigma Nzo-Linear nio sio exatamente iguais
em d =3 ou d =4. Apesar de muito pequena em alguns casos, a diferenca existe e,
aparentemente, aumenta com a ordem de simetria dos campos.

O valor de 0p no modelo Ap* parece se afastar rapidamente do valor do resultado
analitico do modelo Gaussiano, sendo possivel notar sinais de que do? /d R diminui com
o aumento de R. Curiosamente, o valor de estabilidade parece estar mais distante do
resultado analitico do modelo Gaussiano do que o valor obtido no modelo Sigma.

Tanto para O(1) e SO(2) em d = 3, a diferenga aumenta conforme tomamos o
limite do continuo convergindo no limite de N — oo para valores finitos, da ordem de
6% para O(1) e 5% para SO(2) em d = 3.

Para o caso O(1) em d = 4 o valor obtido foi 1.9%, embora a quantidade de dados
para este caso tenha seja muito menor pode-se observar o mesmo tipo de comporta-
mento observado em d = 3 mas com indicios de grande melhora em relagao a d = 3.
O que sugere como um possivel prosseguimento para este trabalho:

1. um tratamento completo do caso d = 4, envolvendo tanto a obtencdo de dados
mais completos para o modelo Sigma quanto a analise do modelo Ag?;

2. a andlise completa do caso d = 5.

Uma abordagem alternativa do problema seria realizar os mesmos calculos em
orno fixas mas, como nos parece que o COnjunto de re-

redes dicoes de cont :
e do problema, acreditamos que o resultado

sultados obtidos é conclusivo a respeito
provavelmente seria o mesmo.

Assim, a medida das flutuagoes dqs ca
outro método numérico para determinag

mpos passa a se caracterizar como apenas um
50 dos pontos criticos dos modelos Sigma.
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Apéndice A
Topicos em Computagio Cientifica

O objetivo deste capitulo é apr : o 14 .
e vall ,tP ’ P esent~ar conceitos e idéias que, acreditamos, sio de
grande valla na pratica da computagio cientifica nos dias de hoje.

A.1 Linguagens de Script e Computacao Cientifica

Nesta secao caracterizaremos as linguagens de programagao de scripts e serdo expostos
os motivos pelos quais estas devem vir a desempenhar um papel cada vez maior
dentro da execugdo de tarefas computacionais e, em particular, dentro do ambito da
programacao cientifica.

A.1.1 Linguagens de Script

Linguagens de Script possuem propdsitos diferentes das linguagens de programacao
de sistemas!. Linguagens de programagéo de sistema, como C e C++, séo feitas para
construir estruturas de dados e rotinas a partir do zero, lidando com os elementos de
programagcao mais bésicos. Sdo linguagens compiladas e que exigem que 0 programa-
dor esteja mais ciente de como o programa serd executado pelo hardware e cuide ele
mesmo de grande quantidade de detalhes. _ .

Linguagens de script como Python [23, 24], Perl [30], Bash .[31.] e.Vlsual Basllc.sao
construidas com diferentes propodsitos em mente. Uma das p1j111.c.1pa1s cara,c't.enstlcas
destas linguagens é o sacrificio de performanc'e em troca de flexibilidade e fac11}1da,de de
programagio, ou seja de tempo de desenvolvimento. No entanto, como a per ozmance
de um aplicativo de script € dominada pela performance de seus czmp.ortlen es qwie
530, normalmente, implementados em linguagens de prczgra_rrlaéici)a ;eséiqezr;i"fjts
nao chega a ser um problema crucial. Elas assumem a pre-exis j

d : i ara conectar estes componentes.
om 50 fei imariamente, par ’ ; :
€ componentes e sao feitas, pr e L e

. Dizemos que estas sdo liniuagen de vezes mais instrucdes de maquina do que as
S
€ que uma sentenca executa dezena

sente ' s como C ou C++-
ncas de linguagen ¢éo de sistema.

: ama
C, C++ e Pascal sio exemplos de linguagens de progr
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gramadores € até mesmo uma mudanga no perfil dos pro-

O crecimento da Internet contri
dade das linguagens de script pois
e programas existentes se tornasse
menta de uniao de componentes.

buiu muito fortemente para o aumento da populari-
permitiu, que uma vasta quantidade de aplicativos
acessivel. A prépria Internet 6 uma enorme ferra-

O a',umento~na, quahctiade destas linguagens é claramente visivel, partindo das shells
df% Unix que 1140 possulam suporte para fungdes, chegando até Python ou Ruby que
tém suporte a orientagdo a objeto.

p aumento na velocidade dos computadores faz com que varios nichos de apli-
cacoes passem a ser preenchidos por scripts, muitos aplicativos ja sio inteiramente
desenvolvidos em linguagens de script e possuem excelente performance.

Outro fator que também contribuiu em todo esse processo foi a mudanca de perfil
dos programadores. No inicio da década de 80 a maior parte dos programadores tinha
alto grau de qualificacdo e treinamento, trabalhando em grandes projetos. Dentro
deste quadro era razodvel que o programador gastasse varios meses de estudo para
dominar as técnicas de programagio de uma dada linguagem. Hoje, com o advento do
computador pessoal, mais e mais programadores casuais estio tendo que desenvolver
programas, pessoas cuja principal funcdo nao é programar e que usam o computador
como uma ferramenta ocasional no exercicio de seu trabalho. A absoluta maioria dos
pesquisadores que hoje escrevem programas para realizar seu trabalho se encaixam
neste perfil.

Estes programadores casuais nao tém o tempo e a inclinacao para gastar meses
aprendendo uma linguagem de sistema antes de poderem passar a escrever programas
que lhe sejam tteis. Linguagens de script, possuem em geral sintaxe mais simples,
podendo ser aprendidas em muito menos tempo.

A.1.2 Aplicacoes na Area Cientifica

A computagio cientifica se caracteriza por realizar simul’a‘gc")es compui:acionais, buscar
solucbes para equagdes diferenciais e implgmentar analise e redugao_de dados.. A
maior parte dos cédigos cientificos estd escrita em Fortran ou C e multos'acreidltam
que linguagens de script nao tem nenhum p-apel a desempe‘:nhe.tr nestas aplicagdes.

A maior parte destas tarefas é comput‘acmna,lmente muito mtensga, de forma que
em geral ndo poderemos escrever os algoritmos em Python ou Perl. No entanto, para

uma vasta quantidade de aplicagoes cientificas, j& existem algoritmos desenvolvidos

e exaustivamente testados disponiveis sob forma de bibliotecas em repositérios de
b

ienti ede [32). e
SOftX:rle' :;12?;;’ 2:' ;cript[ Sg tornam entio uma ferramenta muito dtil e poderosa
1

o ‘0 académico, pois permitem a0 pesquisador fazer uso destas bibliotecas
ra o mei ;




com menos esforgo, tanto i desenvolvimento
Nno apre i I
% prendizado da linguagem quanto no des lvi t

H4 tambérg linguagens de script comerciais
ra o desenvolvimento de aplicagoes cientificas,
e do MatLab. Estas linguagens possuem a vant

para, dentre outras 4reas, solugdo de equacdes
Contudo estes p

, desenvolvidas especificadamente pa-
como a do Maple, do Mathematica
agem de possuir grandes bibliotecas
- diferenciais e manipulagio algébrica.
: acotes sao por vezes demasiadamente caros & luz dos or¢amentos de
pesquisa, podendo também obstruir a colaboragao cientifica entre diferentes grupos
pois o compartilhamento ou desenvolvimento em conjunto de programas nestas lin-

guagens SO pode ocorrer caso os grupos envolvidos tenham acesso ao mesmo software
proprietario.

A.2 Paralelizagao: PVM/MPI

Uma outra tendéncia muito forte que surgiu nos tltimos anos é a paralelizagdo dos
programas de computagao cientifica. Isto se deve A tendéncia de barateamento do
custo de processadores e seu aumento de performance. Hoje a maneira mais barata
de se obter uma méquina com altissimo desempenho é através de um conglomerado
de nés de processamento paralelo. Atualmente, é perfeitamente possivel para um
conjunto de poucos grupos de pesquisa obter uma maquina com dezenas ou centenas
de nés de processamento paralelo.

No entanto, fazer uso real desta capacidade computacional requer a paralelizagao
dos programas.

Nos anos 90, vimos o surgimento de dois tipos distintos de tecnologias para abordar
esta (relativamente) nova necessidade de rodar em paralelo: suporte direto através do
compilador e ambientes para troca de mensagens. :

O modelo de suporte direto e automatizado através do .complla’dc_)r, no qual o
programador se envolve muito menos com a tarefa de paralelizar o cédigo, teve seus
maiores sucessos através de FORTRAN 90 e High Performance Fortran (HPF). Neste
modelo, o compilador tenta encontrar trechos do codigo que possam ser rodados em
paralelo. No caso do HPF o usuario pode incluir diretivas que indiquem que trechos do
r distribuidos para execugao em paralelo, mas os detalhes da
paralelizacdo sio deixados por conta do compilador. Nq entanto, o alto custo destes
compiladores e a falta da disponibilidade destg(‘;eznOi?ein;i?:;a Patean 1

Sl so junto a comunidade .

Opga(,)c; 1;12;;::;: ;Z?;Otiggzsde Jmensa,gens sao conuntos de bibliotecas que provém

. 5 ara execucao em paralelo; de certa forma, esta
meios para separagio de um program® p lelo. O programador é totalmente
é a linguagem assembler para o plocesiamsHio[ale = 0 -t =

cédigo devem ou nao se




39

: aplicacdo. Os dois ambi
agens mais pop = mbientes para troca de men-
SI ; opulares sio o p arallel Virtyql Machine (PVM : M 3
nterface (MPT). ) € 0 Message Passing

[21] que MPI seja, sob alguns aspectos, mais
01 0 ambiente escolhido para nosso trabalho.

: ~iClalmente por termos acesso imediato a documentagdo de
PVM [22] e pela disponibilidade de um médylg de PVM em Python [25] %Jando
Inclamos este trabalho de paralelizaczo?. .

A.2.1 O Modelo de Paralelizagdo Implementado

A cor.nputagéo paralela com um sistema como 0 PVM pode ser realizada de vérias
maneiras que diferem em como é realizada a organizagio das tarefas. O modelo es-
colhido foi o chamado mestre-escravos. Nesta, abordagem, um programa de controle
separado mestre é responsivel pela inicializacdo e espalhamento de processos, moni-

toramento e coleta de dados. Os programas escravos é que realizam a produgio de
dados propriamente dita.

Esta abordagem, foi escolhida por ser suplementar ao cddigo Fortran ja desenvol-
vido e ndo complementar, pois com essa suplementariedade, nés:

1. evitamos a introdugdo de bugs num cédigo extremamente complexo e ja relati-
vamente estivel;

2. mantivemos simples a compilagido dos programas;

3. nao vinculamos o uso dos programas as bibliotecas de PVM. Ou seja, mantive-
mos 0 maquindrio de cdlculo separado da interface;

4. obtivemos uma estrutura suplementar que pode facilmente ser re-utilizada em
outros projetos do grupo de pesquisa com modificagdes minimas (o que ja esta
acontecendo);

5. podemos escolher a linguagem de programagao a ser utilizada para o projeto.

A.3 Python

a a necessidade de implementar uma estrutura externa, ao nosso
lo. Dentre as varias linguagens de script existentes
quada s nossas necessidades, pois:

Uma vez identificad
cédigo era preciso decidir como fazé-
hoje, Python se mostrou a mais ade

magéo orientada a objeto;

1. d4 suporte® a progra .
je ja ha otocolo de MPI em Python [26
2Hoje ja h4 suporte para 0 uso do pr ma particular técnica ou estilo de programagao se

3 : do suporta U g e
Uma linguagem de programas E ja alcangado com facilidade e conveniéncia.

para que 4cnica ou estilo sej
prové meios o uso desta técnica ca : i
li ul a ao suporta uma técnica se, apesar de permitir seu uso, exige esforgo ou habilidades
Uma linguagem néo su

excepcionais para a utilizagao desta.




5. é uma linguagem com alta estabilidade
para provisao de suporte através de new
Software Foundation (PSA);

€ que possui uma grande comunidade
Sgroups, grupos de interesse e da Python

6. suporta inclusdo de chamadas de funcbes em C e Fortran [33], permitindo o uso
de seus typecodes.

Pelos motivos apresentados, acreditamos ser esta, atualmente, a linguagem de
script mais adequada para programagio cientifica, complementando cddigos em C e
Fortran.
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