Introducao

A teoria quantica de campos é bem aceita na atualidade como a principal ferramenta
para tratar sistemas quanticos e relativisticos de muitos corpos, como encontramos em
diversos trabalhos de fisica de particulas e nuclear. Além disso, ela também é ttil para
tratar problemas de outras areas da fisica como a cosmologia e a fisica de matéria conden-
sada. Neste contexto, existe a teoria de campos a temperatura finita, que aplica conceitos
da mecanica estatistica para compreender a importancia dos fenomenos térmicos nos

problemas que analisamos através da teoria quantica de campos.

Dentro dessa teoria, existem trés métodos para tratar dos problemas que envolvem
a temperatura. O formalismo de tempo real [1], a dindmica dos campos térmicos [2]
e o formalismo de tempo imaginério [3, 4]. Este dltimo é o mais eficiente para tratar
sistemas em equilibrio termodinamico, de forma que neste trabalho utilizamos apenas

este formalismo.

Uma caracteristica importante das teorias de campos é que podemos caracteriza-las
completamente a partir de suas fungdes de Green [5]. Desta forma, uma estratégia eficiente
de estudar diversos problemas da teoria é partir do funcional gerador das func¢oes de Green
da teoria. Existem varios tipos de funcionais geradores. Dentre eles, um em particular
se destaca, o funcional gerador das funcées de Green 1PIM, também conhecido como
acao efetiva. Assim, a partir da derivacao funcional da acao efetiva obtemos informacao

necessaria e suficiente para analisar a grande maioria dos sistemas em equilibrio.

Seguindo essa filosofia, estudaremos neste trabalho os funcionais geradores das fungoes

de Green e em especial a agao efetiva, tanto para temperatura finita quanto para tem-

(M Funcoes de Green irredutiveis, ou em inglés “one particle irreducible”.



peratura zero. Para tanto, vamos escrever as fungoes de Green geradas pelos funcionais a
temperatura finita no espago dos momentos, e dividir a fungao em duas partes, uma de-
pendente da temperatura e outra independente (correspondente ao termo de temperatura
zero). Nos dois primeiros capitulos discutiremos essa questao assim como mostraremos
todos os fundamentos tedricos necessarios para o entendimento dos resultados obtidos no
projeto.

O primeiro problema, que analisaremos no capitulo 3, traz a questao da invariancia
de gauge da massa fisica definida a partir do polo do propagador fermionico para a
eletrodinamica quantica em D dimensoes a temperatura zero. E fato que as teorias de
campo mais aceitas para explicar a dinamica das particulas elementares sao as teorias de
gauge [6]. Sendo assim, é importante demonstrar que uma grandeza escalar como a massa
fisica é invariante sob transformagcoes de gauge para garantir a consisténcia da teoria.

Essa questao ja havia sido estudada para gauges covariantes em diversos trabalhos [7,
8], porém, aqui estenderemos este estudo para uma classe mais genérica que compreende
os gauges covariantes, axiais e de Coulomb. Um método eficiente para isso é utilizar as
identidades de Nielsen que relacionam a invariancia de gauge dos funcionais geradores
da teoria (e de suas respectivas fun¢oes de Green geradas) em funcdo dos parametros
fixadores do gauge [1, 9] e se originam da invariancia BRST da teoria [10].

Utilizaremos este método para analisar o polo de um propagador fermionico proposto,
encontrando a identidade correspondente para o nosso problema. Também calcularemos
de forma explicita a dependéncia de gauge do polo do propagador proposto através dos
diagramas de Feynman 1PI (até a ordem de dois loops) correspondentes a fungao de dois
pontos do férmion, e dessa forma verificaremos a invariancia de gauge da massa fisica até
a ordem calculada.

No capitulo 4 analisaremos a questao da interacao de n fétons para eletrodinamica
quantica a temperatura finita num espago de (141) dimensoes. Um modelo de dimensao
menor, apesar de nao corresponder a nossa realidade fornece informacgao importante e
algumas vezes indicios do comportamento de alguns sistemas que em dimensao maior sao
muito mais dificeis ou até mesmo impossiveis de se calcular exatamente.

Para altas temperaturas, as interagoes com um ou mais loops estao na regiao dos hard



thermal loops, onde para o termo dominante os efeitos da massa do férmion no propagador
sao despreziveis e as variagoes dos campos externos sao muito menores que os termos de
integragao nos loops. Nesse contexto, podemos usar o modelo de Schwinger [11], que trata
da QED num espago de (1 4 1) dimensoes com férmions sem massa.

Em outros trabalhos [12, 13] ja foram calculadas, através do formalismo de tempo
real para o modelo de Schwinger, todas as contribui¢oes das amplitudes de Feynman com
um ou mais loops e dependentes da temperatura. Neste trabalho, usaremos o forma-
lismo de tempo imaginario para calcular as amplitudes causais retardadas, que facilitam
a compreensao fisica do fenéomeno.

No capitulo 5 trabalharemos em um problema de gravitacao quantica. O objetivo serd
encontrar nos limites estatico (onde os campos externos ao loop independem do tempo)
e de comprimento de onda longo (em que os campos externos independem da posigao) as
fungoes da interagao de n gravitons e 1 loop para altas temperaturas (ou seja, estaremos
novamente trabalhando na regidao dos hard thermal loops). Nestes limites, ao contrario do
caso geral, as fungoes de n pontos geradas sao locais [14, 15].

Utilizando as identidades de Ward [16] e a invariancia de Weyl [17], podemos relacionar
as fungoes de n e n + 1 pontos geradas pela acao efetiva. A partir dessas relagoes,
encontraremos uma expressao polinomial simples para escrever a funcao de n pontos
em cada um dos limites estudados. Por fim, utilizaremos o formalismo da equacao de
transporte de Boltzmann [18], para definir uma agao efetiva para cada um dos limites
do nosso problema e entender o motivo das func¢oes de n pontos geradas nos dois limites

apresentarem a estrutura encontrada anteriormente.






1 Conceitos Fundamentais

Inicialmente, vamos discutir alguns conceitos fisicos que sao essenciais para se chegar

aos resultados obtidos neste trabalho.

1.1 Teorias de Gauge

As teorias de gauge, também chamadas de teorias de calibre, sao baseadas no conceito
de que transformagoes de simetria nao sao necessariamente globais, como uma rotacao por
exemplo, mas também podem ser representadas por um grupo continuo de transfomagoes
locais, as transformacgoes de gauge. Dessa forma, uma teoria de campo cuja lagrangiana
que a descreve se mantém invariante apds uma transformacao de gauge é uma teoria de
gauge. FEssas teorias estao presentes em diversas areas da fisica, sendo que na teoria
quantica de campos (QFT) a sua utilizacdo na explicacdo da dinamica das particulas
elementares é bem aceita [6].

Podemos dividir essas teorias em dois grupos: as abelianas, cujas transformagoes nao
dependem da ordem que sao realizadas, e as nao-abelianas, em que as transformacoes de-
pendem da ordem em que sao realizadas. Um exemplo de teoria abeliana ¢é a eletrodinamica
quantica (QED), enquanto a cromodinamica quantica (QCD) é um bom exemplo de teoria
nao-abeliana.

Em geral, as teorias abelianas tém uma estrutura mais simples. Dessa forma, vamos
como exemplo inicial partir da lagrangiana do campo escalar complexo, e modifica-la para
que ela seja invariante sob transformacoes locais para entao chegar a lagrangiana da QED

para o campo escalar complexo.
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A lagrangiana do campo escalar complexo é dada por:

L = (9,97)(9"¢) — m*¢" 9, (1.1)

onde a (1.1) é invariante sob transformagoes globais, como a mudanga de fase

6 ¢ =, (1.2)

em que « é uma constante real.
Vamos fazer a substituicdo a — a(z). Dessa forma, a transformacao deixa de ser

global e passa a ser local, dependendo das coordenadas em que é realizada.
6= ¢ = °@g, (1.3)
Quando realizamos a transformagao acima na (1.1), temos:
(0,6")(0"6) — (0,0™)(0"¢/) = (Due™ " 67) ("¢ )
= [0u0" — i(0u())9"[0" 0 +i(9" () 9] (1.4)

Dessa forma, a lagrangiana transformada pode ser escrita como
L= L —i(0,0(x))¢" 0" +i0,¢"(0"a(x))d + (Ouc())§" (0" () &- (1.5)

Ou seja, a lagrangiana nao é invariante para esta transformacao local. Vamos entao
modificar a lagrangiana para torné-la invariante sob esta transformagao. Para isso, vamos

fazer a substituicao:

0, — D, = 0, + ieA,. (1.6)

Chamamos D,, de derivada covariante e definimos (D,¢) invariante sob a trans-
formacdo (1.3). Na (1.6), e é a carga associada ao campo escalar e A, é o campo de
gauge, que adicionamos a lagrangiana de modo a torna-la invariante. Para isso, A, deve

satisfazer a seguinte transformacao:

A(r) = Al (2) = A(x) + 28“04(:6). (1.7)
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Chegamos entao a forma invariante da lagrangiana
£ = (D) (D"9) — m?6"s, (18)

porém, para o campo A, ter significado fisico, precisamos colocar um termo cinético que
represente a dinamica do campo. Além disso, esse termo precisa ser invariante sob trans-
formacoes locais para manter a invariancia da lagrangiana. Com esse intuito, introduzimos

o tensor F),, definido como:
F.=0,A, —0,A,=—F,,. (1.9)

Aplicando a (1.7) na (1.9) é fécil ver que o tensor F),, ¢ invariante. Podemos entao

escrever o termo cinético invariante

1

‘Ccin = _Z MVFMV (110)
e adicionar este termo a (1.8), obtendo:
* * 1 v
L= (D,¢*)(D"¢) —m’¢* ¢ — 2 Fw . (1.11)

Essa ¢ a lagrangiana da QED para o campo escalar complexo. Fj,, é o tensor eletro-
magnético e A, o quadrivetor formado pelos potenciais escalar e vetorial da eletrodinamica
classica.

Como outro exemplo, podemos fazer o mesmo com a lagrangiana de Dirac, que descreve

a dinamica de um campo de férmions
L =9(in"0 — m)y = (i — m)y, (1.12)

onde 7"’s sdo as matrizes gama de Dirac. Analogamente & (1.1), a (1.12) pode ser trans-

formada em

L= (il — m)w — iFWF“”, (1.13)

o que nos leva a lagrangiana da QED para um campo fermionico.
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1.2 Mecanica Estatistica Quantica

Antes de discutirmos a teoria de campos a temperatura finita, precisamos relembrar
alguns conceitos de mecanica estatistica essenciais para o entendimento do trabalho.

Em mecanica estatistica, quando queremos descrever o comportamento de um sistema
em equilibrio, precisamos primeiro identificar as grandezas termodinamicas (macroscépicas)
que o caracterizam e especificar os estados microscépicos dos sistema. Chamamos o con-
junto completo desses estados de ensemble estatistico.

Para diferentes sistemas podemos definir diferentes tipos de ensembles, o que nos
permite usar a teoria de probabilidades para descrever o comportamento deste sistema
e fazer a conexao com a termodinamica, relacionando os estados microscépicos com as
grandezas termodinamicas que caracterizam o sistema macroscopico. [19]

Existem muitos tipos de ensembles estatisticos. Para o nosso caso, usaremos o en-
semble grande canonico. Neste tipo de ensemble, o sistema estd em contato com um
reservatério térmico externo, podendo trocar energia e variar o seu numero de particulas.
Entretanto, a temperatura, o volume e o potencial quimico das particulas no sistema sao
fixados. Este ensemble é ideal para descrevermos o comportamento de sistemas fisicos em
que o numero de particulas é variavel, como a teoria de campos.

Seja um sistema descrito por uma hamiltoniana H e seja uma série de operadores
nimero Ni, todos hermitianos, extensivos, e que comutam entre si e com o operador

hamiltoniano. Podemos definir o operador matriz desidade

p = exp[-B(H — wN;)], (1.14)

onde (8 =T"') e p; é o potencial quimico correspondente ao operador N;. Vale ressaltar
que os operadores niimero nao representam necessariamente o nimero total de um tipo de
particulas no sistema (ja que esse nimero nem sempre é conservado), mas também podem
representar uma quantidade conservada relacionada aos ntmeros de diferentes tipos de
particulas. Por exemplo, na QED o ntimero de elétrons nao é conservado, mas a diferenca

entre o nimero de elétrons e pdsitrons é, em virtude da consevacao da carga elétrica.
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Usando a matriz densidade, encontramos a média de um observavel representado por

um operador A qualquer da seguinte forma:

o Tr(4p)
Tr(p)
Podemos entao definir a fungao de particao grande candnica
Z(‘/?T7y'1hu2a'“) :TT(I&)’ (116)

e a partir da (1.16), podemos determinar as grandezas termodinamicas entropia (5),

pressao (P), numero total de particulas (IV;) e energia do sistema (E):

_A(TZ)
(T nZ)
P=—= 1.17b
(T nZ)
Ny = —F——-— 1.1

Como exemplo, usaremos agora o formalismo do ensemble grande canonico para tratar-

mos de dois sistemas basicos: o gas de bdsons e o gés de férmions.

1.2.1 Gas de Bésons

Vamos inicialmente considerar um sistema formado por um unico estado de energia
e ocupado por um numero n (ndo fixado) de bésons idénticos, onde cada bdson tem a
mesma energia e as particulas nao interagem entre si. Podemos tratar esse sistema como

um oscilador harmoénico quantico e a sua energia total é naturalmente dada pela equacao

E = ne + k, (1.18)

onde k é uma constante que pode ser interpretada como a energia do sistema na auséncia

de particulas. Vamos chamar de |n) o estado do sistema com n bésons.
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As propriedades basicas desses estados em funcao do nimero de particulas sao

<n|n,> = Onn (1.19)

> In)n| =1, (1.20)

que correspondem respectivamente as relagoes de ortogonalidade e completeza. Dessa
forma, a soma de todos os estados |n) possiveis formam uma base ortogonal de um espago
vetorial de dimensao infinita.

Vamos agora introduzir os operadores criacao e aniquilagao. O primeiro tem a pro-
priedade de, quando aplicado em um estado, “criar” um bdson, levando o estado inicial
ao estado correspondente a uma particula a mais multiplicado por um autovalor. O se-
gundo “destr6i” um bdson, levando o estado inicial ao estado com uma particula a menos

multiplicado pelo autovalor correspondente. Assim, temos:
a'ln) = vn+ 1|n + 1), (1.21a)

aln) = v/nln — 1), (1.21Db)

Nota-se que quando aplicamos o operador de aniquilagao no estado |0), que representa
a auseéncia de bésons no estado de energia €, o resultado é 0.

Usando as equagoes (1.21), é direta a relagao
a‘aln) = n|n), (1.22)

da qual podemos obter o operador ntimero N = afa. Podemos também aplicar o comu-

tador de a e a' num estado qualquer para chegar a relacao:
[a,a']|n) = (aa’" — a'a)|n) = 1|n). (1.23)

Ou seja, o comutador atua num estado como o operador identidade. Agora, para
escrevermos o hamiltoniano em funcao dos operadores de criacao e aniquilagao, lembrando
da equagao de Schrodinger independente do tempo (H|¢) = E|¢)) e tendo como referéncia

a (1.18) podemos considerar
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1
H= %(aaT +a'a) = (—:<aaT + é[a, aT])

:€<N+%)’ (1.24)

onde o termo £ aplicado num estado qualquer corresponde a constante de energia do

sistema na auséncia de particulas. Usando as equagoes (1.14) e (1.24), temos:

p = exp {—ﬁ(e—u)N—% . (1.25)

Na pratica, vamos desconsiderar o ultimo termo da exponencial da (1.25), pois néao
estamos interessados em estudar os efeitos de campo do vacuo de particulas, e sim na
diferenca de energia entre os estados do sistema e relacionar a funcao de particao com
a matriz densidade. Usando a base formada pelos estados |n), chegamos a funcao de

particao

Z = Tr() = Tr[exp[~B(e — u)N]]

= >l expl—Ble — )N]n) = > expl—B(e — un] (1.26)
- (€>n)

e com ela é possivel obter as grandezas termodinamicas relevantes do sistema.

Agora, vamos partir para um caso um pouco mais complexo. Considere um gas de
bosons livres, idénticos, nao interagentes e de spin nulo numa caixa cibica de lado L.
Como nao héa interacao entre as particulas, podemos resolver a equacao de Schrodinger
independente do tempo separadamente para cada bdson. O problema da particula em

uma caixa cibica é bem conhecido [20] e os valores possiveis obtidos para a energia da

1 2mn, \ 2 2, \ 2mn, \ 2
E _ z Y z 1.2

onde n; € Z. Podemos definir o vetor 77 = (n,,n,, n,) e usar a seguinte notagao simplifi-

1 /27it\?

particula sao

cada:
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Sendo N o nimero de bdsons no estado 77, sao diretas as seguintes relagoes:

N=> Nz, (1.29)

E =) N:Ez, (1.30)
H =) NzH;. (1.31)

Onde Hj é a hamiltoniana para as particulas no estado 7. A partir dos resultados
acima e das equagoes (1.14) e (1.26) chegamos a

Z=Tr(p)=Y exp|—BY (EaNs— puNy)

Nﬁ:O
= 1
_ —BNa(Er—p) _
=113 e =11 g ¢ (1.32)
i N=0 i
que é a funcao de particao do nosso sistema. Apesar do produtério, para determinarmos

as principais grandezas termodinamicas do sistema vamos trabalhar com o logaritimo da

funcao Z, ou seja com uma somatoria.

logZ = — Z log [1 — e‘ﬁ(Eﬁ_“)]. (1.33)

1.2.2 Gas de Férmions

Assim como no exemplo anterior, vamos inicialmente trabalhar com um sistema que
tem apenas um estado de energia e depois fazer a generalizacdo. No caso de férmions,
é preciso primeiramente lembrar do principio de Pauli que proibe a presenca de mais de
um férmion no mesmo estado quantico simultaneamente. Sendo assim, nosso sistema tem
apenas dois estados possiveis: |0) e |1). Usando novamente o formalismo de operadores

de criacao e aniquilagao temos:

a'l0) = |1), (1.34a)
all) = |0y, (1.34b)
al0) =0, (1.34c)
a'll) = 0. (1.34d)



1.2 Mecanica Estatistica Quantica 13

A partir dessas equacoes ¢é trivial verificar que os dois operadores quando aplicados

duas vezes seguidas em qualquer um dos estados se anulam, ou seja

aa = a'a’ =0, (1.35)

e, assim como para bésons, podemos também definir o operador nimero N = afa.

Além disso, os operadores satisfazem a relacao de anticomutacao
{a,a’}]i) = (aa' + ala)|i) = 1]). (1.36)

Vamos agora obter o hamiltoniano do sistema. Seguindo a mesma filosofia que em-
pregamos para obter a (1.24) e lembrando que para esse caso a energia também é da forma

da (1.18), chegamos a

= e(N - %) (1.37)

e assim como fizemos para bésons, vamos desconsiderar o termo independente do niimero
de particulas para chegar na funcao de particao para um gas de férmions com apenas um

estado de energia:

Z = Tr(p) = Tr[exp[—B(e — p)N]]
1
= 3l expl-Be — p) V) = 1+ & P, (1.3
n=0
Seguindo o mesmo procedimento feito no caso anterior, vamos generalizar o problema
para chegarmos a funcao de particao de um gas de férmions numa caixa cibica fechada

de lado L. Podemos proceder de maneira analoga a (1.32) e obter

1
7 = Z exp | — BZ(EﬁNﬁ — uNg)

Nz=0
1
_ H Z o~ BN(Ez—p) _ H [1+ efﬁ(Eﬁ*u)}’ (1.39)
i Nz=0 7t

e, a partir dessa funcao, obter as grandezas termodinamicas relevantes do sistema.
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1.3 O Formalismo das Integrais de Trajetoria

Quando tratamos das teorias de campos, existem dois formalismos que sao muito uti-
lizados: o formalismo de operadores e o de integrais de trajetéria (ou integrais funcionais).
Cada um desses formalismos tem suas vantagens e desvantagens no tratamento de difer-
entes problemas sendo que em alguns casos um método é mais eficiente, em outros o outro
método se sobressai. [3] Nesta segao, discutiremos o formalismo de integrais de trajetéria,
explicitando os seus principios gerais, o seu funcionamento e alguns resultados fundamen-
tais. No apéndice A desta tese, explicitamos mais detalhadamente algumas propriedades
das integrais funcionais e explicamos com mais detalhes o desenvolvimento do método.

Uma teoria de campos pode ser completamente caracterizada pelas suas fungoes de
Green [5]. Para obter o funcional gerador das fungdes de Green, vamos partir da (A.22)
e adicionar a lagrangiana do sistema um termo correspondente a uma fonte do campo

escalar da teoria. Assim, definimos a lagrangiana efetiva
Log=LA+jo, (1.40)

em que j é a fonte do campo escalar ¢. Dessa forma, o funcional gerador das fungoes de

Green, é dado por

21 :p/'D¢ exp{/oﬁdr/dl)lf(ﬁ—i—u./\/'—l—jgb)}, (1.41)

onde a funcao de partigao do sistema pode ser recuperada fazendo Z = Z[j = 0.

A fungao de Green de dois pontos é definida como

G((I_ile)7 (x_é,7_2)) = <TT(¢(JZ_i,7'1), d)(‘fé?T?)))ﬁv (142)

onde tomamos a média térmica do operador de ordenagao para o tempo imaginario 77,

definido como

T (p(21, 1), (72, 2)) = 0(T1 — T2)p(71, T1) P22, T2) + O(T2 — T1) (22, T2)P(71, 7). (1.43)
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Usando a (1.15) e a (A.4), é possivel fazer uma analogia e escrever

(TT(Qb(uﬂ,ﬁ), ¢($3,T2))>6 = %TT [eiﬁ(HiuN)TT((b(x_ia Tl)a <Z5(fz, 72))}7 (144)

e para obter o termo do lado direito da (1.44), vale lembrar que

0*Z|5]
5](I_i7 Tl) 5.7(‘,157 7_2)

Tr e PIINT (¢(1,71), 63, 72))] = (1.45)

Agora, para obter as funcoes de Green de n pontos do funcional gerador, tomamos
a enésima derivada funcional de Z[j] com relagao a fonte e dividimos o resultado pelo
funcional para normalizar a funcao obtida:

(n) =
Pl ). (@), - () Z[j] 6j(a1, 1) 05(%3,72) ... 05 (@0, Tn)

(1.46)

=0
Como um exemplo simples de aplicagdo do funcional Z|[j|, consideremos a teoria de

um campo escalar real e livre cuja densidade lagrangiana é dada por
L= ! 0,p0" 2 4
= 2 (000" — m?), (1.47

e vamos calcular a funcao de Green de dois pontos para esse sistema e verificar se o

resultado é compativel com o valor conhecido do propagador do campo real escalar.
Para este caso, devemos voltar ao espago de tempo real (7 = idt) e considerar que

a integracao é realizada sobre todo o espago-tempo. Assim, o funcional Z[j] assume a

forma
Z[j) = p/D¢ exp {i/de(£+uN+j¢)}
= p/m exp {i/dD:c( — %(b(@Q +m?)¢ + uf\/'+j<zb> } (1.48)

e vamos usar a notacio K = (0% + m?). Essa integracdo funcional é conhecida e seu

resultado da [21]:
Z[j]:pexp{—%/dDa:jKlj}. (1.49)
Usando a relagao (1.46) na (1.49) para a fungao de dois pontos, temos:

1 21

& XTy1,T2) = i -
G, ) Z[j) 0j(x1)07(x2)

= iK1 (1.50)

J=0
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Podemos escrever explicitamente o resultado

G(2)<1‘1,x2> = —Z'Kil = !

= Frm (1.51)

que no espago dos momentos (9, — —ip,) assume a forma conhecida do propagador livre

do campo escalar real [22]
GOp) = 5~

— m. (1.52)



17

2 Teoria de Campos a Temperatura

Finita

Neste capitulo usaremos o formalismo de integrais de trajetoria e vamos tratar mais
especificamente da teoria de campos a temperatura finita.

Assim como fizemos no capitulo anterior e no apéndice A deste trabalho, para tratar-
mos de sistemas em equilibrio a temperatura finita, é conveniente utilizar o formalismo
de tempo imaginario, em que realizamos a substituicao 7 = f, onde 7 tem dimensao
inversa da temperatura. Dessa forma, conseguimos realizar a conexao entre a mecanica
estatistica e a teoria de campos.

Vamos partir do funcional obtido no capitulo 1:

21 =p [ Do exp{/fdr/df“ﬂuwvﬂ@}. 2.1)

Para o caso bosonico, consideramos i = 0 e o termo dependente do operador N nao
precisa ser considerado. Como na maior parte deste capitulo, trabalharemos com o campo
real escalar, este termo nao aparecera nos calculos. Para férmions este termo nao pode
ser desconsiderado. O tratamento do campo fermionico com potencial quimico nao nulo
foge ao escopo deste trabalho mas pode ser encontrado em diversos textos [3].

Podemos definir o propagador de tempo imaginério

A(f7 T) = <TT(¢(fa 0)7¢(f’ 7_)>,3' (2'2)

Lembremos que na deducao do funcional gerador, a integracao é realizada para os

estados periddicos do campo. Dessa forma, temos a seguinte condi¢ao de contorno:

¢(Z,0) = ¢(7, B). (2.3)
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Ou seja, com relagao a variavel 7, o campo é uma funcao de periodo . Estendendo
o dominio para o intervalo [—/, 5], por exemplo, e usando a periodicidade do campo ¢,

temos que

A(Z,T) = A(Z, 7 — B), (2.4)

para 7 no intervalo [0, §]. Podemos entao generalizar esse resultado e tratar o propagador

de tempo imaginario como uma funcao de periodo  com relagao a variavel 7.
Trabalharemos com alguns aspectos importantes da teoria e, como exemplo, vamos

aplica-los num campo escalar para encontrar alguns resultados importantes. Para o caso

do campo escalar real, podemos escrever a lagrangiana da seguinte forma:
L = (0,0)(0"¢) —m*¢* + Lip, (2.5)

onde o tltimo termo define a interacao dos campos e para L;,; = 0, temos o campo escalar

livre.

2.1 A Acao Efetiva

A partir desta secao, utilizaremos os diagramas de Feynman para facilitar a inter-
pretacao das funcoes de Green geradas e tratadas no texto. O Apéndice B desta tese
contém um resumo com toda a informacao que serd necessaria para a construgao e o

entendimento de todos os diagramas apresentados ao longo neste trabalho.

2.1.1 Reescrevendo Z[j]

Como vimos anteriormente, podemos obter as fungoes de Green que descrevem uma
teoria de campo a partir do funcional Z[j] correspondente. No entanto, quando vamos
tratar de um problema em especifico, como por exemplo um sistema com n particulas
idénticas de um campo escalar interagindo entre si, obter todas as funcoes de Green
correspondentes a interagao de n particulas a partir de Z[j] e trabalhar com todas elas
nao é a maneira mais eficiente de tratar este problema.

Existem outros funcionais que podem ser obtidos de Z[j] e geram um conjunto mais

restrito de fungoes de Green que podem fornecer toda a informacgao necessaria para solu-
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cionar o problema apresentado. Para obter e entender o significado destes outros fun-
cionais, trabalharemos primeiramente com Z[j| e explicitaremos o significado das fungoes
de Green geradas por ele com o auxilio dos diagramas de Feynman.

Com este intuito, e usando como exemplo o campo escalar real, vamos partir da (1.48)
e reescrever o funcional gerador de maneira conveniente. Para o caso livre (L = 0),

temos que
2l =p [ D6 exp{i [ (= Jo@ +mo-+0) |, (2.6

onde o indice “0” indica que estamos tratando do campo escalar livre. Para reescrever

este funcional, vamos usar a relagao [23]

/ D¢ exp {— % / dPx ¢(x) Ap(z) +b¢(x)} = exp E / dPx bA‘lb} (det A)~Y2 (2.7)

onde
/ P AV Az, y) f(z) = / Pz 5 (z — ) () = f (o). 2.8)

Também é preciso lembrar que a funcao de Green para o campo escalar livre pode ser

obtida a partir da equacao de Klein-Gordon modificada
(0% +m?)G(z) = —0" (), (2.9)

e que como vimos no capitulo anterior a fungao de Green de dois pontos do campo escalar
livre é igual ao propagador de Feynman (de tempo ordenado) do campo escalar Ap(x).
Podemos entao substituir A = i(9? + m?), b = —ij, A~! = iAp(z — y) para obter:

_pexp [ 5 [ AP dP j(@)Ar(z — 9)i(y)]

Zo] det[i(9? + m?)]1/?

(2.10)

Com relagdo ao determinante, podemos usar a (2.7) tomando b = 0 e chegaremos

finalmente em

Zy|j) = pexp { - %/dD:v dy j(z)Ar(r — y)j(y)} x

X /Dqﬁ exp {—%/dl)x p(O* +mHo|. (2.11)
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Na pratica, como estamos apenas interessados na diferenciacao do funcional com
relacao a fonte j, podemos considerar a integral funcional um termo constante e adi-
cioné-lo ao termo de normalizacao p. Sendo assim, o funcional renormalizado tal que

Zy|j = 0] =1 pode ser escrito como:

alj) = exp | - 5 [ 0 Py ita)Aeta ~ )| (2.12)

Aqui um resultado interessante é calcular a funcao de dois pontos gerada por este
funcional, que deve ser equivalente ao propagador do campo escalar livre. Para isso

fazemos:

1\° 1 62
G($17x2) - (2) Zéj(xl) (5.](372) -

= |:iAF(‘T1 — ) + (/dDy Ap(r1 — Z/)> (/dDy Ap(zy — y))} X

<ep | 1 [ a0 Py iGa)Bete i)

J=0

= iAp(x; — 29). (2.13)

Vamos agora fazer o mesmo procedimento para o caso do campo real escalar com

interacao. Partiremos do funcional gerador

Z[j] = p/D¢ exp [z’/dD:c (Lo + Lint +j<zﬁ)1

=p / Do {exp [z / dPx Lmt(qb)} exp [@ / dPx (ﬁo‘f‘jﬁb)} } (2.14)

e aqui, assim como em [21, 24|, podemos fazer a seguinte substituigao

o(z) exp [z / dPx j¢} = —i 5j‘(5x) exp [7, / dPx jd)], (2.15)

e como j e ¢ sao variaveis independentes, podemos fazer a mesma substituicao para

qualquer fungao que dependa apenas de ¢. Dessa forma, fazemos

10

Lint($) = Lin (25—]_), (2.16)
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e substituindo na (2.14), temos
2l = p / D {exp [z [ 5(1%)} exp [z [ o +j¢>] }
J
= pexp [i/dD:B Emt(%@)] /D¢ exp [i/deE (Lo +j¢)]

= pexp [z‘/d% ﬁth%)]Zo[j], (2.17)

onde p' é a nova constante de normalizagdo. Renormalizando o fucional Z[j] de maneira

andloga ao que fizemos em (2.12), temos:
exp {z [ av- £mt(%5%(z)>] exp {— i [ dPx dPy j(x) Ar(z — y)j(y)}

Lo i f 02 Lau(t55) | o0 | - £ [ a2n a2y 0120t - i)

Z[j] =

2.1.2 Interpretando as Funcoes de Green

Agora que conseguimos reescrever o funcional Z[j] de maneira conveniente, vamos
analisar as fungoes de Green geradas com o auxilio dos diagramas de Feynman correspon-
dentes. Para isso, precisamos primeiramente definir o termo de interagao do campo.

Como exemplo usaremos a teoria A¢*, um dos modelos mais simples para o campo

real escalar. Dessa forma, definimos:
A
Ling = =570 (2.19)

Para tratar da exponencial do termo de interacao devemos expandi-la, tratar o prob-
lema perturbativamente e truncar a série em funcao do parametro A na ordem desejada.

Fazendo isso até primeira ordem:

exp {— %/d’jz (_iéj(zz)ﬂ =1 —% dPz <—i5jfz))4+0(v). (2.20)
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Vamos agora calcular o termo de primeira ordem de Z[j]. Para isso, temos que tomar

a derivada funcional de Zy[j] quatro vezes.

< - z’(sj,i(z)):xp {— %/d% 4y () Ap(z — y)j(y)] -
= { —3[Ap(z — 2)P + 6iAp(z — 2) l/d% Ap(z — x)j(x)} 2+
+ Ud% Ap(z - :U)j(x)] 4} exp [ - % /d% d”y j(x)Ap(z — y)j(y)] - (2.21)

O termo Ap(z — z) = Ap(0) é um loop fechado. Podemos usar os diagramas de
Feynman para representar os resultados da equacao acima. Na figura 2.1 os diagramas

(a), (b) e (c) correspondem na mesma ordem aos trés termos da (2.21).

OO .O. X

() (b) (c)

Figura 2.1: diagramas gerados por Z[j] de O(\).

Para facilitar a notagao, podemos entao escrever a (2.21) da seguinte forma:

{—SCD + 64 *Q* + *><>l< }exp <—%/dedDyj(x)AF(:I:—y)j(y)), (2.22)

onde os asteriscos indicam que os pontos externos nao estao definidos no diagrama.
Com relagao ao denominador de Z[j] em O(\), quando tomamos j = 0, os termos

correspondentes aos diagramas (b) e (c¢) desaparecem. Dessa forma, temos

{1—%]@% (—3@ +6i % () x + 5 X )]eXp<—%fjAFj>
e[ 7 (-C0)

Zlj) =

bl

(2.23)

que em O(A) pode ser escrito como:

Z[j] = {1_%/61% (m « O x4+ x )} exp (—%/dedDyj(a:)AF(x—y)j(y)>.

(2.24)
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O termo que nao aparece no funcional gerador normalizado é uma bolha de vdcuo, pois
nao apresenta linhas externas. Na pratica, as bolhas de vacuo nao sao importantes para
o calculo das interacoes em um sistema ja que seu efeito é igual em todos os diagramas
com linhas externas. Dessa forma, todos os termos podem ser renormalizados igualmente
e as bolhas de vacuo nao alteram o resultado.

Por isso, escrever Z[j] renormalizado é vantajoso, ja que diminui o nimero de diagra-
mas gerados e mesmo assim podemos tratar de todas as funcoes de n pontos da teoria.

Aqui, é importante ressaltar que para o caso da teoria A\¢*, é facil mostrar que se
tomarmos a derivada funcional de Z[j] um nimero impar de vezes fazendo j = 0, o resul-

tado sera sempre zero. Isso porque todos os termos da expansao de Z[j] sdo proporcionais

Z, o (/jAF>2neXp </jAFj>, (2.25)

onde n > 0. Assim, se tomarmos a derivada funcional um nimero impar de vezes os

a

termos nao nulos serao todos miltiplos de j.
Continuando, vamos analisar a fungao de quatro pontos até O(X\). Abaixo podemos

ver todos os diagramas relevantes nesse caso:

(a) (b) (c)

L]

Figura 2.2: diagramas de 4 pontos gerados por Z[j| até O(\).

Escrevendo a funcao de Green de quatro pontos, temos

31 Z15]
0j(21)07(w2)d5(23)07(w4) j:O.

G(z1, 9,23, T4) = (2.26)
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Para o termo de O(\?), fazemos

alol _ 0! |:exp < _ %/dedDy J(@)Ap(z — y)j(y))}

571 02 673 0ja

= —[Ap(z1 — 22) Ap(z3 — 1) + Ap(21 — 23)Ap(z2 — 24)+
+ Ap(z1 — 24)Ap(z2 — x3)]
_ _3(:)7 (2.27)

onde j(x;) = j; e o diagrama correspondente é formado por duas partes desconexas. Ja
com relagao ao termo de O(\), podemos dividir o calculo em duas partes. A primeira é

dada por

64 A i D D . .
3j1 642 0J3 0js [Z ORI ( N §/d vd”y j()Ap(x — y)y(y))}
A

= —ZEAF(O)/dDz[AF(z — 11)Ap(z — 22)Ap(v3 — 4)

+ AF zZ — l‘l)AF(Z’ — $3)AF($2 - 1'4) + AF(Z — :L‘l)AF(Z — ZL‘4)AF($2 — [L’3)

j=0

(
+ AF(Z — IQ)AF(Z — l‘g)AF(ZL’l — 5(74) + AF(Z — IQ)AF(Z — I4)AF([E1 — .173)
(

+ Ap(z — x3)Ap(z — x4) Ap(x1 — x2>] =

= —3M< O ) (2.28)

onde o diagrama final também é desconexo.

Com relagao a outra parte do termo de O(\), temos

o { _% « > * oxp {_ %/dedDyj(x)AF(l“ - y)j(y)H

=0

= —i)\/dDz Ap(xy — 2)Ap(xe — 2)Ap(x3 — 2) Ap(z4 — 2)

=—ix . (2.29)

Vale lembrar que a (2.21) tem a forma explicita dos diagramas *Q* e >x<><*

Juntando tudo, a funcao de quatro pontos até primeira ordem é dada entao por:

G([El,l’g, $3,$4) =-3_ — 3\ Q — 1A >< . (230)
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Como ja mencionamos antes, os dois primeiros diagramas gerados sao desconexos, ou
seja, podemos dividir o diagrama em partes independentes (que nao interagem ente si).
Usando a representacao dos diagramas de Feynman, se é possivel desenhar um diagrama
sem tirar o lapis do papel ao menos uma vez, podemos chamar esse diagrama de conexo.
Caso contrario, é um diagrama desconexo.

Podemos representar um diagrama desconexo como o produto das suas partes conexas.
Vale lembrar que quando vamos escrever um diagrama como produto de outros é preciso
depois levar em consideragao os fatores combinatérios dos diagramas. Nas (2.27 - 2.29),
o fator combinatério aparece como a soma dos diferentes termos que surgem da derivagao

funcional e sao representados pelo mesmo diagrama.

2.1.3 O Funcional Gerador das Funcoes de Green Conexas

Como podemos representar os diagramas desconexos em func¢ao dos conexos, com um
funcional gerador que nos forneca apenas as fungoes de Green conexas, podemos tratar
os problemas da teoria de campos estudada.

Este funcional, que chamaremos de W{j], é encontrado fazendo [23]
W) = —ilog(Z1) (231)

e podemos relacionar a derivada dos funcionais em relacao a fonte da seguinte forma:

ow (VA
W - _Edy—(:z:) (2.32)
Vamos como exemplo testar o funcional W[j] na fungdo de quatro pontos da teoria
A¢*. Lembrando que todas as derivadas de ordem impar de Z[j] se anulam em j = 0 e
Z[j = 0] =1, temos que:
5w
0j1 0J2 63 0Ja

— |
Z?% 071 07293 0ja 071 07302 Oja

_i{ 1 { 0z 8z 8z 8Z
§=0

03z 827 } 1 5z }
0j1 074 072 073 Z0j1 0J2 073 074 i

= Z[G(I‘l, JIQ)G(JIg, JI4> + G(l’l, .Z‘g)G(IQ, ZE4)

+ G(l’l, $4)G($2, 33'3) — G(Sﬁl, T2,X3, %4)] (233)
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A fungao de Green de dois pontos é igual a [23]

_ % O +00). (2.34)

Quando realizamos o produto de duas fungoes de Green de dois pontos até O(A),

G(ZEh .I'Q) =1

obtemos

G2, 22)G (23, 24) = lil g —% 1@] lig - —% ?’_CD_‘*]
:_1—2_9@_%@ O, (2.35)

3 4 2

3 4 12
e quando substituimos as fungoes de dois e quatro pontos na (2.33) chegamos a:

NEALANN R S S W S Ho!
0j1 0J2 0Js 04| 5 1 2 2
3=0 3 4 1 2
1 3 4A 1 3 A 2£>_4
5 i 2 2
2 4 1 3
B 1 4 B i\ L 4 A ZQ%
2 3 2 2

=2 X (2.36)

Aqui notamos que o fator de simetria de diferentes termos que discutimos anterior-
mente na funcao de quatro pontos ¢é explicitmente representado pelos diagramas com
indices diferentes dos produtos das fungoes de dois pontos, sendo que estes termos de-
sconexos e os da funcao de quatro pontos se cancelam.

Para facilitar a notagdo chamaremos de H(z1,xs,...,2,) a funcdo de Green de n
pontos conexa. Para a funcao de dois pontos temos que:

o 627
 Z3j1 0y

W .
H(xy,29) = 571 s =1iG(x1,x9), (2.37)

J=0

J=0
o que indica que a funcao de dois pontos nao apresenta termos desconexos. Sendo assim,
podemos escrever em forma de diagramas para a fungao de quatro pontos a seguinte

relacao:
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e
o
(2.38)

Aqui, um circulo branco representa todos os diagramas possiveis da funcao de n pontos

(e, por conseguinte, todas as interagoes possiveis na teoria), em que n é o nimero de linhas
ligadas a este circulo. J4 um circulo cinza representa o conjunto dos diagramas conexos
da func@o de n pontos. A (2.38) pode ser generalizada para um diagrama de n pontos (n

par). Assim, por exemplo, para n = 6:

e
-+ %3

E assim, podemos apenas com as funcgoes de Green conexas descrever todas as in-

(2.39)

teragoes possiveis do problema. Mas é possivel escolher um conjunto ainda mais restrito
de fungoes de Green que atingem o mesmo resultado. Para entender melhor aonde quer-

emos chegar, observe primeiro o diagrama abaixo:

Xy Z, Z3 Xz

Figura 2.3: diagrama conexo com dois loops.

Usando as regras de Feynman para a teoria A¢* (vide apéndice B), a funciao de Green
correspondente ao diagrama da figura acima pode ser escrita da seguinte maneira
i\’ )
deg(l‘l,l’g) = S — Z [ZAF(O)] X
« / / P21 dP2 (iAp(21 — 21)) (AR5 — 22)) (iAp(zs — 22)),  (2.40)

onde S é o fator de simetria do diagrama. Para separar as integrais, podemos adicionar

um ponto adicional ’ entre z; e 2o, € com isso, reescrevemos o propagador

iAp(21 — 29) = iAp(21 — 2" )iAp(20 — 2), (2.41)
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e substituindo na (2.40), temos:

cmwwbu>:s(—€§fwAﬂmF/ﬁPaaAFur—m»uAﬂa—nww

« / dPzy (iAp (25 — 22))(iAp (20 — 2))

i AONOR (242)

Dessa forma, podemos escrever o diagrama da figura 2.3 como o produto de dois

diagramas de ordem menor. Chamamos um diagrama desse tipo de redutivel, enquanto
um diagrama conexo que nao pode ser escrito como produto de outros diagrmas menores
¢ chamado de irredutivel (usaremos a notagao 1PI).

Podemos diferenciar uma funcao redutivel de uma 1PI facilmente através dos dia-
gramas de Feynman. Um diagrama redutivel pode ser separado em dois diagramas nao
triviais “cortando” apenas uma linha dele enquanto um diagrama 1PI nao, como podemos
notar na figura 2.4 onde o diagrama (a) é redutivel e pode ser dividido em dois, enquanto

o diagrama (b) ¢ 1PL

L0

(a) (b)

Figura 2.4: diferenca entre um diagrama redutivel e um 1PI.

2.1.4 O Funcional I'[¢]

O nosso préoximo passo é escrever o funcional gerador das funcoes de Green 1PI. Na
realidade, encontraremos o funcional que gera o inverso das fungoes de Green 1PI, o que
para fins praticos tem a mesma serventia. Para isso, vamos fazer a seguinte transformagao

de Legendre do funcional W{j] [23]:

ﬂw:wwwi/&%ﬂma@. (2.43)
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Podemos tirar diretamente da equagao acima

Wl _ )
S 0la). (2442
gl
Soz) j(x), (2.44b)
e entao a funcao de dois pontos fica
(21, 29) = ST¢) = _5]’(931)‘ (2.45)

Além disso, da (2.37) temos que

PW]_0g(r) (2.46)

G r1,T = —1— = . 5
(@ 2) dj1 072 5](952)

e usando as (2.45) e (2.46) podemos mostrar que

/dDz G(z1,2)(z,29) = i/dDZ 5;;((1;1)) 5?({2) = i6(z1 — T2), (2.47)

ou seja exceto por um fator ¢, as duas fungoes sao inversas.
A partir da derivada funcional de ordem n de I'[¢] em ¢(z) = 0, podemos obter todas
as fungoes de Green 1PI de n pontos da teoria. A tinica excegao ¢é a fungao de dois pontos,

que em particular é dada por [24]
® (z,y) = TP (x,y) + [0% + m?],6° (x — y), (2.48)

onde II®(z,y) é a funcdo de dois pontos 1PI e o indice y indica em qual varidvel é a

derivacao do tultimo termo.

2.2 As Frequéncias de Matsubara

Voltando a teoria de campos a temperatura finita, vamos agora escrever a transfor-
mada de Fourier do propagador de tempo imaginério, para obter a sua forma no espaco
dos momentos. Por questoes de simetria, é mais facil considerar a transformagao do
propagador no intervalo [—3, 3]. De qualquer forma, é importante ressaltar aqui que

como a funcao estd definida num intervalo finito, a transformada de Fourier inversa vai
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ser dada por uma somatdria de frequéncias discretas. Para uma func¢ao f(7) de periodo

5, teriamos:

s
Flun) = % /_ i) (2.492)
T) = % > e fwn). (2.49b)

Aqui, w, = com n € Z e os fatores multiplicativos vém da normalizacao da trans-

ﬁ Y
formada. Vamos trabalhar um pouco mais na (2.49a). Levando em conta a periodicidade

de f(7), temos

B
Flon) = % /_ r ()

0 B
_ ! {/ dr e f(1 + B) +/O dr ei“’"Tf(T)}

[ / dr e f(7) + /0 Cdr e f(r)}

B .
(1+ e“""ﬁ)/ dr "7 f(1)
0
B

(14 (=1)") /0 dr ™ (7). (2.50)

2
1
2
1
2
1
T2

Dessa forma, f(w,) vale zero para n impar e sé precisamos considerar os casos w, =

2mn
5
Analogamente, para o propagador de tempo imaginario, a transformada de Fourier e

Estas frequéncias w,, sao chamadas de frequéncias de Matsubara.

sua inversa sao dadas por:

AP, wy) / dr /dD Lz eln™ PN (2, 7), (2.51a)

dD 1—'

T 52/ o) e T N (5 ). (2.51b)

Trabalhar com o propagador no espago dos momentos em geral simplifica as contas
no formalismo de temperatura finita pois permite separar o propagador em duas partes,

uma dependente da temperatura e a outra independente e correspondente ao caso T' = 0.
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Vamos calcular o propagador do campo escalar livre no espago dos momentos. Para
isso, partimos inicialmente da equacao de Klein-Gordon fazendo a substituicao 0; — 0,

e temos que o propagador deve satisfazer a equacao:
—(2+V? —m?)A(Z, 1) = 5()6 P (2), (2.52)

que surge ao utilizarmos o método das fungoes de Green na equacao de Klein-Gordon.

Usando a (2.51b) e sabendo que a transformada da fungao delta é igual a 1 [25], temos

que
2 2 d” 1_’ +PZ) A a” 1_) i (wn T+PT)
_ anT px —t(WnT+px
@ vy S [ e pen =53 [ Gt
dP'p + 2 "'y i (wn T+PT)
BZ/ gﬁDl eI wp 4 (§)” + m?) AP, wa) = BZ/ 27TD1 e
(2.53)
o que nos leva a
G wn) = iA(F, wp) = — (2.54)

w2 4+ w?’
onde w? = (p)? + m?.

Como exemplo, voltaremos a trabalhar com a teoria \¢?, desta vez para T # 0.
Partindo da funcao de dois pontos, vamos calcular o diagrama de um loop (O\), descon-
siderando as linhas externas, ou seja, avaliaremos apenas o termo correspondente ao loop

do diagrama abaixo:

Figura 2.5: diagrama de um loop da fungao de dois pontos no espaco dos momentos. As

linhas diagonais indicam que estamos desconsiderando as pernas externas.

Usando as regras de Feynman no espago dos momentos (vide apéndice B), podemos

escrever o termo correpondente ao loop do diagrama acima da seguinte maneira
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dP~ly 1
BZ/%mww, (2.55)

onde K é uma constante que depende dos fatores de simetria do diagrama e de .
Precisamos entao calcular a soma da funcao para todas as frequéncias de Matsubara

do campo escalar. Para uma funcao f qualquer, temos que avaliar

3 Z f(Po 27;”) (2.56)

n=—oo

em que po pode ser interpretado como o termo correspondente a energia de um vetor (po, p)
num espaco de Minkowski de dimensao D. Para resolver esta somatoria uma alternativa
é transforma-la numa integral de linha em funcao de pg cujos polos coincidem com as
frequéncias que devemos somar. A figura 2.6 mostra a distribuigao dos polos de py no

plano complexo onde C' é um contorno possivel de integracao.
% C

Figura 2.6: integracao em torno dos polos correspondentes as frequéncias de Matsubara.

Agora precisamos encontrar uma funcao cujos polos coincidam com ¢ vezes as frequéncias

de Matsubara. Uma funcao que satisfaz essa condicao é

" Bpo\ ePro/2 o o=Ppo/2 B ePro 41 (2.57
o 9 | T oBpo/2 — g—Bro/2 g0 — 1 .57)

cujos polos sao iguais a py = ’2% = Wy
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Vamos entao testar a seguinte integral:

fgdpo f(po) coth (%) = 27 Z Res(po = 2nﬁm’>f( o) coth (65())

2nmi Bpo
=9 1 — h
™ Z_ A (= 25 ) o o (32)
2nme ePro 41
=92 | — - -
i z_ W%B( : )f<po>em_1

6,82—1—27171'@' + 1

= 2ri Z lim f(z + 2nmi/ B)z—5

n=—oo

2+ B2+ 8 4

= 27 i lim f(z 4 2nmi/B)z

n_fooz—”) ﬁz%—%—i—...
4 2
T Z f( nm) (2.58)

Comparando as (2.56) e (2.58), temos entao

_% dpo f(po) coth (6290) = Z fiwy). (2.59)

Vamos usar um contorno equivalente ao da figura 2.6 que seja mais conveniente para

realizar a integral. Este contorno pode ser visto na figura 2.7:

Figura 2.7: novo contorno de integragao.
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Dessa forma podemos escrever:

o 100+€ ico—¢
% Z Jieon) = 4_71m {/ dpo f(po) coth (%) +/ dpo f(po) coth <%>}

N——00 —100+€ 100—€
(2.60)
Uma relacao que é muito util aqui é
Bpo\ 2 2
coth <T = 1—|—m = —1—m, (261)
e substituindo de maneira conveniente estes valores na (2.60), temos
1 o0 1 100+€ 2
— W) = — d 14 —=
—100—¢€ 2
A S| — 1= )| (2.62)

Fazendo agora a mudanca de variaveis po — —po na segunda integral, podemos reor-

ganizar as integrais e chegar em

53 Sl =g [ d o)+ F-po)l+
1 100+-€ 1
5 Uil (=) e

Aqui ja aparece claramente a divisao da integral em duas partes, uma independente
da temperatura e outra dependente e que desaparece para T = 0 (lembremos que se
T — 0, § — o0). Além disso aqui podemos identificar a distribuigao de Bose-Einstein

para bdsons [4]

Np(w) = eﬁwl_ T (2.64)
No nosso caso,
o) = fom) = = (2.65)
e devemos considerar mais dois polos no plano complexo em pg = Fw.
Vamos definir
IT=T1°+ 117, (2.66)

onde o primeiro termo corresponde ao problema a temperatura zero e o segundo termo é

a parte dependente da temperatura.
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Para a primeira integral, podemos fazer a substituicao pp = ipg e levar o problema

para um espaco euclidiano de dimensao D onde d”p = d°~'pdpp. Assim

=K / — wg (2.67)

Para o outro termo, podemos fazer a 1ntegral em py escolhendo um caminho que

contorne apenas o polo py = w (note que este caminho obrigatoriamente percorrerda o

sentido horario). Com isso temos:

1 -2 1 : :
d = 2R =
2 Joo popg — w2ebro — 1 es(po w)pg Cwrel =1
. 1 1
= 2p1()1inw(po - W)pg —w2ebro — 1
11 1 1
S B T U 265)

Qwebw —1  webw —1

E com esse resultado finalmente chegamos em:

K/ 0Ly ). (2.69)

27TD1w

2.3 A Massa Fisica

Na tultima secao, escrevemos o propagador do campo escalar livre no espaco dos mo-

mentos a temperatura finita. Analogamente, para temperatura zero temos

Ap) = ——

p? —m?

(2.70)

onde p* = p2 + (p)%. De fato, ja tinhamos chegado a um resultado equivalente no capitulo

2 corresponde ao quadrado da massa da particula livre,

anterior (vide (1.52)). O termo m
ou seja, sem sofrer interacoes.

Para analisarmos o efeito do termo de interacao na massa da particula, vamos tratar
novamente a funcao de dois pontos do campo escalar. Desta vez, vamos escrever o prob-
lema no espago dos momentos e as correcoes do propagador em funcao dos diagramas 1PI.
Na notagao dos diagramas de Feynman:

SOt @ @@

(2.71)
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O diagrama da direita representa o propagador completo, considerando o efeito do
termo de interacao na massa da particula propagada. Para diferenciar o propagador
completo do livre, vamos chamar de A(p) o progagador completo e Ag(p) o propagador
livre. Além disso, para simplificar o cédlculo, vamos definir o termo de interacao 1PI,
também chamado de auto-energia, como Y(p)/i. Juntando tudo obtemos:
iA(p) = ilo(p) + iAo(p)Z(p)iAo(p) + z’Ao(p)yiAo(p)@iAo(p) + .

i

= iA(p)[1 + X(p)Ao(p) + E(p)Ao(p)E(p)Ao(p) + -]

= iMo(p) > _[2(p)Ao(p)]"
n=0
iAo(p)
= ) 2.72
1= %(p)Ao(p) e
Substituindo a (2.70) na (2.72), chegamos em
1
A(p) = 2.
(p) IS0 (2.73)
onde definimos,
mi =m?+3(p)| ,_, ., (2.74)

2 __.
pr=my

como a massa fisica da particula no campo escalar com interacao. Este resultado pode

ser obtido expandindo (p) perturbativamente partindo de mfc ~ m?2.

Essa definicao da massa fisica como o polo do propagador da particula é muito uti-
lizada em varias teorias de campo e é valida em muitos casos. Porém, como veremos mais
adiante, para algumas teorias a massa fisica obtida dessa maneira nao permanece invari-
ante sob transformacgoes de gauge. Isso é um absurdo do ponto de vista fisico, afinal, a
massa, como grandeza escalar, deve permanecer invariante sob esse tipo de transformagao.

Nesses casos, precisamos encontrar outra forma de escrever a massa fisica da particula,
reescrevendo o propagador de modo que a massa fisica definida a partir deste novo propa-

gador seja invariante sob transformacoes de gauge. Faremos isso no préximo capitulo.
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2.4 Campo Fermionico

Nos préximos capitulos, trabalharemos com teorias que contém tanto bdsons quanto
férmions como particulas de campo. Por isso, vamos discutir brevemente algumas diferencas
entre o tratamento do campo escalar e o do campo fermionico.

Para o caso livre (campo de Dirac), a lagrangiana é dada por:
L= (i@ —m)y, (2.75)

onde ¥ e ¢ = ¥T1? sdo spinores que contém os operadores de criacio e aniquilacio de
férmions e anti-férmions no campo.

O spinor 9 é uma solucao da equacgao de Dirac
(i —m)y =0, (2.76)

e resolvendo esta equagao, temos que a solugao geral é do tipo [22]

U(e) = 30 (e aulp)usp) + 7 Bl p)ui ) (2.77a)

e analogamente
9(r) = 30 3 b)) + ¢ al ()i(p)) (277h)

onde os valores de p correspondem aos quadrimomentos do campo spinorial permtidos

pelas condicoes de contorno do sistema e os operadores a;(p), al (p), b;(p) e bl (p) sdo os

»
operadores de aniquilagao e criagdo de férmions. Além disso, u;(p) e v;(p) sdo spinores

constantes e solugoes das equacoes
(p — m)ui(p) =0, (2.78a)

(p +m)vi(p) =0, (2.78b)

onde o indice 7 indentifica as componentes da base das diferentes solucoes possiveis destas

equagoes para uma mesma energia no sistema. [16]



38 Teoria de Campos a Temperatura Finita

Geralmente, usa-se a normalizacao [16]

E
ul (p)u;(p) = vl (p)v;(p) = Ep%’ (2.79)
que nos leva a
ﬂiu]‘ = 5@', (280&)

Devemos lembrar também que os férmions considerados s@o particulas de spin 1/2 que
obedecem a distribui¢ao de Fermi-Dirac [4]

1

- 2.81
eﬁw -+ 1’ ( )

Np =

onde w é a energia do estado dos férmions em questao.
Além disso, outra diferenca entre o tratamento de férmions e bésons esta na funcao de
tempo ordenado. No caso ferimionico a fungao é antissimétrica com relagao aos tempos e

escrevemos:

T(W(x), ¥(y)) = 0(zo — yo)¥(2)¥(y) — O(yo — o) (y)¥ (). (2.82)

Quando levamos este resultado para o formalismo de tempo imaginario, usando a

(1.15) e a (1.42), com 0 < 7 < f3, temos que

G((1,0), (23, 7)) = (T-(¥(21,0), ¥ (72, 7))) 5

~ 27 B)Tr [P s, )i, 0)]

— 27N (B)Tr[e7 P (a3, 0)e™ i (3, 7)]
~Z7H@)Trle

“Hp(a, B)(7, 7))

= —G((#1, ), (23, 7)), (2.83)

ou seja, a funcao de Green para férmions é antiperiddica de periodo 5. Relagoes como a

utilizada acima s@o conhecidas como relagoes Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [1].
Assim, quando vamos obter as frequéncias de Matsubara para férmions, fazendo o pro-

cedimento andlogo ao que realizamos na (2.50), mas para uma funcao f(7) antiperiédica,

obtemos
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p A
Flon) = 50— (=11 [ e (o), (2.84)

e dessa forma, para o caso fermionico, f(w,) = 0 para n par e as frequéncias de

Matsubara sao dadas por
2n+ )7

5 (2.85)

Wp =
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3 Independéncia de Gauge da Massa

do Férmion

Nos dois primeiros capitulos desta tese, falamos de maneira geral sobre aspectos da
teoria quantica de campos, em particular a temperatura finita, e obtivemos alguns resul-
tados e ferramentas, que serao tteis para obter os resultados principais deste trabalho.
Neste e nos proximos capitulos, trabalharemos com problemas mais especificos da teoria,

utilizando os conceitos ja discutidos e mais alguns outros que mostraremos a seguir.

Neste capitulo vamos tratar da questao da invariancia da massa fisica dos férmions
na QED sob transformacoes de gauge, em particular para gauges axiais. Essa questao é
importante, pois como veremos adiante, a maneira usual que escrevemos o propagador do
férmion e definimos a massa fisica a partir do polo deste propagador funciona apenas para
gauges covariantes, mas nao ¢ invariante sob transformacgoes para gauges nao covariantes,

COomo 0s axiais.

Assim, precisaremos encontrar uma nova maneira de definir esta massa fisica, ree-
screvendo o propagador de forma ao polo dele obtido permacer invariante sob trans-

formacoes de gauge.

Primeiramente, vamos mostrar que a forma usual de definir o propagador do férmion
nao funciona para gauges nao covariantes. Em seguida, obteremos uma nova forma de
escrever o propagador que seja vaida tanto para gauges covariantes quanto para nao

covariantes.

Utilizaremos entao as identidades de Nielsen [9] para mostrar a invariancia de gauge

da massa fisica em todas as ordens da sua expansao perturbativa (discutimos na segao
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2.3 que a massa fisica é obtida de maneira perturbativa, como na (2.74)). Finalmente,
vamos fazer o cdlculo perturbativo explicito, até O(e*) de interagao, onde e é a carga do
férmion, para reafirmar a invariancia de gauge da massa fisica obtida a partir do novo
propagador fermionico.

O apéndice C deste trabalho mostra diversas relagcoes para as matrizes de Dirac que
serao uteis no entendimento deste capitulo, assim como o apéndice D, que faz uma breve

discussao sobre o tratamento das varidveis de Grassmann.

3.1 Gauges Axiais

Antes de tratarmos da questdao do propagador fermionico e da massa fisica, vamos
descrever o que sao os gauges axiais que citamos anteriormente.

Quando vamos trabalhar com uma teoria onde férmions interagem com um campo
de gauge, como no caso da QED, para tratar de um problema qualquer, por exemplo
um calculo perturbativo, é preciso primeiramente escolher qual gauge vamos utilizar.
Geralmente, para definir um gauge, acrescentamos a lagrangiana da teoria um termo
adicional, muitas vezes chamado de termo fixador.

Como ja vimos no primeiro capitulo, a lagrangiana da QED para um campo fermionico

¢ dada por

L= QZ(ZlD - m)qu) - %FMVFMV = @Z_J(’La - m)@/) - Q&A@Z) - %FMVFMV, (31)

onde e é a carga do elétron (férmion), A* é o campo de gauge, F'* = OFAY — OV A' e
usamos a notagao A = v, A*.
Geralmente, escolhemos um gauge covariante e para isso adicionamos a lagrangiana o

termo fixador
1

2%

que mantém explicita a invariancia de Lorentz da lagrangiana e a covariancia dos célculos

Liiw = ——=(0,A"), (3.2)

perturbativos. O termo & é o parametro fixador do gauge. Como exemplo, dois dos gauges

mais utilizados sdo o de Landau (onde £ = 0) e o de Feynman (onde £ = 1) [6].
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Porém, algumas vezes é mais conveniente usar outros tipos de gauges para determina-
dos problemas. Os gauges axiais, que sao objeto central do nosso estudo neste capitulo,
nao sao covariantes, mas quando utilizados apresentam outras vantagens como o de-
sacoplamento total dos campos de Fadeev-Popov (conhecidos como “ghosts”) [26] e o fato
do funcional gerador das funcoes de Green ser escrito por muitas vezes de uma maneira
mais simples nesse tipo de gauge [27]. Estes gauges sao definidos com o auxilio de um
vetor adicional n*! tal que

n At = 0. (3.3)

Esse formalismo é pratico para definir nao s6 os gauges axiais como também para os
gauges de Coulomb (onde V - A = 0), como veremos mais adiante.

Com relacao a lagrangiana do sistema, no caso de gauges axiais adicionamos o termo

1

s e — . 2
onde & é o parametro fixador do gauge e
(n-0)n*
oy = > (3.5)

3.2 A Forma Usual de Escrever o Propagador Fermionico

E importante ressaltar que diferente da teoria A¢* que tratava de apenas um tipo de
particula escalar, na QED vamos trabalhar com dois férmions (o elétron e o anti-elétron,
ou pésitron) e um béson de gauge (o féton).

O propagador livre do férmion para o campo de Dirac é definido no espago dos mo-

mentos como [22]
1

Sr(p) = —m (3.6)

onde m é massa do férmion livre. Fazendo o procedimento anédlogo ao que fizemos nas
(2.71 - 2.74), podemos obter o propagador fermionico da QED. Assim, temos

B 1
p—m—X(p)’

[1IN&o é necessério mas é comum escolher este vetor de modo a ter a mesma dimensio do momento p*.

S(p) (3.7)




44 Independéncia de Gauge da Massa do Férmion

onde ¥(p) é o termo correspondente a contribuicdo dos diagramas 1PI na fungao de
dois pontos do férmion. Esta definicao do propagador fermionico é valida para gauges
covariantes e muito utilizada na literatura [5, 23].

Para obtermos a massa fisica neste caso, é preciso lembrar que a massa é uma grandeza
escalar, enquanto S(p) é um tensor (representado por uma matriz D x D). Dessa forma,
precisamos encontrar uma maneira de escrever a massa fisica apenas em fungao de termos

escalares. Primeiramente, para gauges covariantes, podemos escrever

S7Hp) =p—m —X(p), (3.8)
e definir

=0, (3.9

—2
_mf

em que u(p) e u(p) sdo spinores constantes, cOmMo 0s ue USAMOS para escrever o campo

fermionico de Dirac no capitulo anterior (secao 2.4) e que satisfazem
(p —mys)u(p) =0, (3.10a)

u(p)(p —my) = 0. (3.10b)

A primeira equagao é andloga a (2.78a) e a segunda é facilmente obtida tomando a
equacao conjugada a primeira e usando algumas propriedades fundamentais das matrizes
gama de Dirac (vide apéndice C).

A massa fisica my é uma grandeza escalar e devemos lembrar que todos os elemen-
tos escalares estao multiplicados por uma matriz identidade D x D. Para isolarmos a
massa fisica devemos escrever primeiramente uma equagao que relacione S~*(p) com uma

grandeza escalar. Dessa forma, fazemos

w(p) S~ (P)ulp)] oyys = UP)(P = mp)up)] o_,,s = O, (3.11)

e dal obtemos

my =m+a(p)E(p)u(p)] .2 (3.12)
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lembrando que
u(p)u(p) = 1. (3.13)

Esta forma de definir a massa fisica é muito utilizada e funciona para gauges covari-

antes.

3.3 Testando o Propagador para Gauges Axiais

Vamos tentar estender a definigdo da (3.12) para gauges axiais e mostrar que isso
nao é possivel, pois para este conujnto de gauges o termo u(p)>(p)u(p) ndo é invariante.
Isso invalida a definicao, j4 que uma grandeza escalar nao pode depender do gauge que
estamos usando.

Analisaremos explicitamente os diagramas 1PI da funcao de dois pontos do férmion e
mostraremos que apesar do termo de um loop (corregao de segunda ordem) ser invariante,
a soma das contribui¢ées dos diagramas de dois loops (quarta ordem) nao é independente
de gauge (depende do vetor n* que define o gauge).

Para analisarmos os diagramas 1PI, precisamos antes de tudo escrever o propagador
do féton. No gauge covariante, temos [22]

nt

D (p) = —
F (p) pz—l—ie’

(3.14)

onde € é um pequeno termo que introduzimos para evitar descontinuidades mas que apos
realizar as integracoes necessarias nos diagramas analisados podemos tomar ¢ — 0. 2!
Para o gauge axial, o propagador também depende do vetor n*. Usamos [28§]

1 ntp” +n"p" | p'p'n’ < §n’p’ )}
D" (p) = —= |n" — + 1+ . 3.15
P)=" n-p (n-p)? (n-p)? (319)

E interessante notar que esse propagador é simétrico com relagao aos indices uv e
nao se altera se substituimos n* — —n#. O primeiro termo da (3.15) corresponde ao
propagador para gauges covariantes, e dessa forma, se tomamos n — 0, os dois outros

termos desaparecem da equacao e voltamos para o caso covariante.

[2IDaqui em diante, vamos considerar as divergéncias que encontrarmos regularizadas sem necessidade

de escrever explicitamente a regularizagao.
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Além disso, podemos escrever
{n’p?
(n-p)*

pois o produto interno é proporcional a norma dos vetores p* e n* e estes vetores estao

a=1+

(3.16)

fixados. Dessa forma, podemos tratar o como uma constante independente do momento
e do vetor axial.
O tnico diagrama 1PI com apenas um loop para a funcao de dois pontos do férmion

¢é o da figura abaixo:

»

L p_' k v

ﬁ"
ﬁ"

Figura 3.1: diagrama de um loop da fungao de dois pontos.

Usando as regras de Feynman para a QED (vide apéndice B), desconsiderando as

linhas externas, temos

—i¥(p) = (ie)2(i)2/%l)uu(k)7y5(p — k)"

=t [ DSt b (3.17)
(2m)P " ’
onde o indice “1” indica que estamos tratando apenas dos termos de um loop e o fator
(—1) da maneira que definimos (p) na segao 2.3.
Vamos calcular X(p) perturbativamente partindo de p* = m7 ~ m*. Lembrando que

pelas regras de Feynman
1

S(p) = H,
usamos as (3.18) e (3.15) na (3.17) e obtemos

i) = il 4 | [ O S~ R+ (- -

(3.18)

an? / (;lﬂ)kD kZ(kl- n)ng(p_ kK|, (3.19)
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onde X! corresponde ao termo 1PI de um loop para o gauge de Feynman (covariante).

Agora, para mostrarmos que ug(p)¥q(p)uo(p) é invariante devemos usar que
(p — m)uo(p) =0, (3.20a)

o (p)(p — m) = 0. (3.20b)

A primeira equacao é igual a (2.78a), enquanto a segunda é obtida tomando a equagao
conjugada a primeira (vide apéndice C). O indice zero dos spinores indica que estamos
nos referindo aos termos de primeira ordem de u(p) e u(p), pois assim como X(p), estes
spinores s6 podem ser obtidos perturbativamente. Vamos utilizar essas equacoes para
mostrar que a contribuigdo das duas integrais da (3.19) é nula quando multiplicadas por
Ug € Ug.

Para isso faremos a manipulagao algébrica

k= (=p+k+m)+(p—m), (3.21)

e fazemos essa substituicao nas duas integrais. Para a primeira temos que

0| [t e 5 = 0+ (o~ )| 0 =

. dPk S(p— k)t ko
Ho W‘m) / oD o) / 2m)P k2(k - n)

dk hS(p—k)
+/(27r)D K2(k - n) (p —m)|ug, (3.22)

e usando a (3.20) o primeiro e o terceiro termo do lado direito da (3.22) se anulam.
O segundo termo também é nulo, pois a integracao é realizada em todo o espaco e o
integrando é fmpar (proporcional a k=3).

Para a outra integral fazemos

o | e a0 o=

] d°k S(p— k:;é dPk
o {(p_m)/ 0P BRne ] @nP et ¢

onde o primeiro termo do lado esquerdo também se anula pela (3.20) e o segundo termo

¢ zero pois a integral também é fmpar.
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Dessa forma mostramos que 4p%; (p)ug é invariante mesmo para gauges axiais. Porém,
para dois loops, veremos que a invariancia nao se mantém.
Para verificarmos isso, precisamos avaliar os diagramas 1PI de dois loops da funcao

de dois pontos do elétron. Um desses diagramas esta representado na figura abaixo:

qk

g p-q VP
Figura 3.2: diagrama 1PI de 2 loops.

Usando as regras de Feynman podemos escrever a expressao correspondente a este

diagrama (desconsiderando as linhas externas):

=i = (10)')" [ 5 Dun @ 0D S0 — 1)

— e [ A Dy @1 (@) Dara) S0 — a1, (320

onde I1%%(q) é a auto-energia do féton (mas deve-se notar que ji contamos os fatores ie
correspondentes aos vértices do diagrama e i correspondentes as linhas internas fora de
[1%%(g)). Esta é uma quantidade escalar que depende apenas de ¢*. Nio discutiremos os
detalhes do calculo da auto-energia do foton neste trabalho, mas este pode ser encontrado

em uma grande quantidade de referéncias [5, 22]. A forma geral de I1*%(q) é dada por

1°%(q) = (¢*n*" — ¢*¢")1(¢?), (3.25)

em que II(¢?) é uma funcao escalar par.

Podemos verificar facilmente que

211°?(q) = qua(*n™® — ¢* ") (P = (¢*¢° — ¢*¢")11(¢*) =0, (3.26)
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e usando este resultado junto a (3.15), temos que

Dual @0 Df0) = [ = 222 00 [, = 2222 (a2

Substituindo este resultado na (3.24), chegamos em

/ (;lvr—)qD Dy (@)1 (q) Dp (0)7"S(p — a)7" =

D a

- [ Lt —ant - s gy
a a

0 45— g+ 2204505 — ). (329)
Podemos entdo repetir o procedimento que fizemos para a fungao de um loop (3.20
- 3.23) para os trés termos dependentes de n*. Nao explicitaremos todas as passagens
neste trabalho pois estamos mais interessados em mostrar apenas o procedimento geral e
os resultados. Além disso seriamos obrigados a escrever diversos calculos muito similares
que o leitor interessado pode reproduzir somente com a informacao que ja apresentamos.
Dessa forma, usando as equagoes citadas acima e o fato das integrais impares em g*
terem contribuicao nula, podemos demonstrar que os trés termos dependentes de n* sao
nulos e up2ug ¢ independente de gauge. Resta agora analisar os outros dois diagramas

1PI de dois loops existentes para a funcao de dois pontos do elétron.

k k

Figura 3.3: diagramas 1PI de dois loops restantes.

Usando as regras de Feynmam para a QED, vamos escrever a expressao correspondente
a soma da contribuicao destes diagramas. Vale a pena notar que estes dois diagramas tem
o mesmo fator combinatério (igual a 1) e também o mesmo nimero de linhas e vértices.

Assim, o expoente do fator ¢ (igual a soma do nimero de linhas fermionicas e bosonicas)
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e o expoente do fator ie (correspondente ao nimero total de vértices) também serd igual
para os dois diagramas (e também iguais ao do primeiro diagrama).

Chamando a soma da contribuicao desses dois diagramas de —i(%57), escrevemos

i(357) = // dad k Dy (k) Das(@)7"S(p = k)y"S(p — k — a)y"S(p — k)y"+

2m)?P
Dy (k) Dap(0)7”S(p — a)7"S(p — a = k)y*S(p — k)7*]. (3.29)

Este cédlculo é muito extenso, por isso resolveremos ele por partes. De qualquer forma,
estamos apenas interessados na dependéncia com relacao a n* da contribui¢ao dos dois
diagramas somados.

Vamos escrever o propagador do féton usando a (3.15) e analisar primeiro apenas o

termo de O(a?) da integral, proporcional a

dPqdPkn?
// 2m)20 2 k2 (n - q)2(n - k)? [%S(p—k)sls(p—k‘—q)sls(p—k)kJr

4S(p — QkS(p — g — k)gS(p — k)F]. (3.30)

Podemos multiplicar a (3.30) pelos spinores ug e g e usar as (3.20) e (3.21) para

chegarmos em

dPqdPkn*
uo[ // 21)20 2 k2 (n - q)2(n - k)2 [4S(p —q— k)¢ +¢S(p—q—k)k] [uo.  (3.31)

Em seguida vamos fazer a seguinte manipulacao algébrica

4Sp—q—k)k=—¢—¢S(p—q—k)d+ ¢S —q—k)(p—m), (3.32)

e substituir este resultado na (3.31) para obtermos

“0{ // 2m)2D (kaqdekZ) 20 ) [4S(p — q — k)g+

—g—¢s<p—q—k>¢+gs<p—q—k><p—m>}}uo_

:_“"{ /| Ckaq?dsz> (- k)?ﬁ}”‘” .

sendo que esta integral vale zero pois é impar com relacao a variavel ¢*.
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Dessa forma, a contribuigao do termo de O(a?) é nula. A seguir, vamos analisar os
fatores de O(«r). Podemos escrever para o termo do propagador de k*, sem nos preocu-

parmos com os fatores de segunda ordem e contraindo os indices spinoriais

/ / 27rd§g /ijknn 72 Dos(@) (RS (0 — KNS =k = a)y*S(p0 — k)k+

V'S — QkS(p— q— k)y*S(p— k)k], (3.34)

e assim como no caso anterior podemos usar as (3.20) e (3.21) para obtermos

e [ // 27rd2D ZQ knn k)? 3 Das(@))[1 = S — k] S(p — ¢ = k)y* |uo.  (3.35)

Para resolver essa expresséo, devemos usar

Slp—q)kSp—q—k)=Sp—q—Fk) —Sp—aq), (3.36)

que substituindo na (3.35) resulta em

dPqdPkn? .
uo{ // 2m)20 2 (1 - ;)2 Daﬁ(Q)’YﬁS(p—Q)’Y Up. (3.37)

Este termo vale zero, e podemos mostrar isso através de argumentos relacionados a
dimensao da integragao em k*, como explicamos em detalhes no apéndice E deste trabalho.
Ainda resta avaliar outro termo de O(«), equivalente a (3.34) para a varidvel ¢*, que

pode ser escrito como

// szDd = P R[50 — k)gS(p — k — 0)gS o — K)y*+

4S(p— )" S(p—q— k)dS(p — k)], (3.38)

e multiplicando a expressao acima pelos spinores ug e iy e usando as relacoes (3.20), (3.21)

e (3.36), obtemos a expressao

" { // 27rd2167] Z? knn 2 Dw B[S0 = WS (0 = k)] o (3.39)

que vale zero, pois a integral é impar com relagao a variavel ¢ e assim, a contribuicao de

O(«) também é nula.
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Dando prosseguimento ao cédlculo, os termos restantes que devemos avaliar sao

// dPqdPk gk + 1k, _ Nafstnpha)
27m)2P ¢2k? n-k Tlec6 n-q

[vS(p = k)N S(p — k — @)y S(p — k)" +
VS —a)7'S(p—q—k)y*S(p — k)y*]. (3.40)

Vamos lidar primeiro com os termos proporcionais a 1/(n - ¢)(n - k). Para simplificar
a leitura, vamos tratar apenas dos integrandos e nao escreveremos os fatores 1/¢2, 1/k? e
1/(n-q)(n-k). Além disso, lembrando que a integral estd multiplicada pelos spinores u

e u, podemos usar as (3.20) e (3.21) novamente e chegar na expressao

—4S(p—k—S(p — k) —hS(p — k — q)¢S(p — )i+

—hS(p — k)gS(p — k — @) — hS(p — k)kS(p — k — q)d+

—kS(p—k — S — k)p +%S(p — k — g+

hS(p— )kS(p — k — q)gS(p — k)t — 1S(p — QS(p — k — q)¢. (3.41)

Este é um célculo muito trabalhoso que seremos obrigados a fazer em varias etapas

menores. Por exemplo, podemos usar a (3.36) e reescrever o segundo termo fazendo

#S(p—k —q)dS(p — k)t = wS(p — k — q)p — pS(p — k)i, (3.42)

e juntando com o sexto termo da (3.41), temos

—hS(p —k — q)h +hS(p — k)p +hS(p — k — q)h = %S (p — k), (3.43)

termo este que se anula pois a integragao é impar com relagao a variavel g*.

Podemos tratar de maneira semelhante todas as parcelas da (3.41), sendo que para
alguns termos ¢ 1til usar ¢ <> k. Esta substituicao é valida pois como as integracoes sobre
q" e k* sao sobre dominios idénticos, o resultado da integracao nao se altera.

Sendo assim, a contribuigao desta parte do calculo é

dPqdPk
e [// 2770 @2 gy )P T D = S = R o, (3.44)
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Voltando a (3.40), vamos analisar a contribui¢do do termo proporcional a 1/(n - k).

Escrevendo apenas o integrando e omitindo o fator (1/¢%k?), temos

nuky +nyky,

) [V"S(p = k1S =k — q)y*S(p — k)y"+

YaS(Pp— )y S(p—q—k)y*S(p—k)v"], (3.45)

e como a integral est4 multiplicada pelos spinores u e @, usando novamente as (3.20) e

(3.21), chegamos em (omitimos também o fator 1/(n - k))

(VS =k —q)v*S(p — k)b +1#S(p — k)7aS(p — k — q)7*—
VoS — Q)kS(p— g —k)y*S(p — k)t + 7S50 — QS (p — g — k)7y*]. (3.46)

Para o termo proporcional a 1/(n - ¢), podemos usar o mesmo argumento da andlise
anterior e realizar a substituicao ¢ <> k. Porém, nesse caso como os indices spinoriais
ainda nao estao contraidos, para facilitar a visualizagao substituimos o < p e § < v.

Estas substituicoes resultam em

nuky +nyky,

) eSe—arSe k=g "S- o+

7'S(p—k)vaSp—k —v*S(p — 9], (3.47)

que pode ser transformada em (desconsiderando o fator 1/(n - k))

~[1aS(p = kSl —k = S — 7™ + 7S — hSp — k — )kS(p — a)7*~
YaS(p =k —@)hS(p — )y +hS(p — k)7aS(p — k — )kS(p — 0)7°]. (3.48)
Agora precisamos tratar em conjunto as (3.46) e (3.48). Nao mostraremos o calculo

explicitamente, mas o resultado pode ser obtido utilizando os mesmos métodos que apli-

camos para os termos anteriores. Sendo assim, chegamos ao resultado

{// 2m) 2dDD ;;;kn 0 [VaS (0 — @) S(p — k)ip +94S(p — k)vaS(p — 0)7°] | uo- (3.49)

Dessa forma, as (3.44) e (3.49) correspondem a parte nao invariante de @y (p)uo.
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Levando em conta os fatores de i, desconsiderados apds a (3.29), finalmente obtemos

W5 (p)ug { // 2 QdD ;Z:an A VS (P — @)y S(p — k)i+

#S(p = k)vaS(p — )" — ﬁ%s(p —q)(p—m)S(p - k)?/i} }Uo, (3.50)

onde o indice n indica que estamos nos referindo apenas aos termos nao invariantes
(dependentes do vetor axial).

Porém, para confirmarmos que @(p)%(p)u(p) ndo é invariante ainda precisamos avaliar
mais dois termos de segunda ordem, correspondentes a s> (p)ug € w21 (p)ug, pois, como
ja comentamos anteriormente, os spinores também sao calculados de maneira perturba-
tiva.

Vamos avaliar o termo > (p)us. Usando as regras de Feynman podemos escreveé-lo

como
_ - d"k v L
Uozl(p)UQ = 1€ Ug WDW(]C)’Y S(p - k)’Y U2

dPk ntrkY 4+ nvk# EFkYn?
_ 2 — o uy o v B ]{3 "
e UO{/(QW)DW(?? " +a(n-k)2)7 S(p )7}1&2,

(3.51)

onde estamos interessados apenas na contribuicao dos dois ultimos termos de D, (k),
pois sao os que dependem do vetor axial. Usando a (3.20) e excluindo os termos impares

pode-se mostrar que

X7 (p)ug = i’ {/ (Qﬂ)Dd]ng(;n : k)yLS(p —k)(p — m)} U, (3.52)

e por analogia, para 13 (p)ug, temos que

S0 = i | [ = St~ 1 o

(3.53)

Para somar todos os termos, devemos lembrar que

(p —mypulp) = (p —m — om)(uo(p) + ua(p) +---) = 0, (3.54)
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e como a fungao precisa zerar em todas as ordens, temos

(p — m)ua(p) = 6 mug(p), (3.55)

onde o indice 2 indica a corre¢ao de segunda ordem (um loop) da massa fisica. Voltando a
(3.17) e lembrando que apenas os termos invariantes do propagador do féton contribuem
na correcao de um loop, chegamos em
. 9 dPq
(p — m)uz(p) = —ie [ / (%)—Dqgws (p— Q)ﬂ uo(p).- (3.56)

Assim,

“%%/fﬁﬁiimkﬁﬂp‘“@‘mﬁwz
64%[// 272D 22123]; k)¢5(p k)(p — m)y.S(p — q)v“]w), (3.57a)

[ G~ S ] =
o] [[ et — 0 (p — )~ R an. (357

Finalmente, somando as (3.50), (3.57a) e (3.57b) obtemos

WXy (p)ug + we Xt (p)ug + WXt (p)us =

wet [[ iZZf’“k)m,q)w@—q)(p—m>s<p—k>¢}uo, (3.58)

que é a parte nao invariante de segunda ordem de @(p)X(p)u(p). E como este termo nao

é nulo, provamos que a (3.9) nao vale para gauges axiais.

3.4 Redefinindo o Propagador Fermionico

Para encontrarmos uma nova forma de escrever o propagador do férmion, de um modo
que seja valido nao s6 para gauges covariantes como também para gauges axiais, devemos

analisar a estrutura da auto-energia do férmion. Para gauges covariantes, escrevemos

5 (p) = Am + By, (3.59)
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com A e B funcoes adimensionais, dependentes dos invariantes de Lorentz m e p?.
Para gauges axiais (ndo covariantes) devido a presenca do vetor axial, a estrutura
da auto-energia do férmion é mais complexa. Convencionalmente, usa-se a seguinte

parametrizagao [29]

D
5" = Am + Bp+ Cp, + m—2
L

oy =P, (3.60)

onde definimos

(n-p)
Pp="—gn", (3.61)

de maneira andloga a (3.5). Neste caso os coeficientes A, B,C e D sao fungoes adimen-

2 e m. Se tomamos C = D = 0, o efeito é equivalente a

sionais de p%,p2 = (n-p)*n
fazermos n* = 0. E assim, voltamos ao caso covariante.

A (3.60) foi obtida usando apenas conceitos gerais da Algebra de Clifford [30]. Porém,
numa teoria de gauge existem outras simetrias que podemos utilizar para simplificar o
modelo, de maneira que este ainda seja valido para todos os casos fisicamente possiveis.

Podemos usar a simetria de carga na QED, que exige que a funcao de dois pontos do

férmion satisfaca

C(S7Hp))'ct =S (-p), (3.62)

onde T indica que estamos tratando da matriz transposta e C é a matriz de conjugagao

da carga que pode é definida por
CTIMC = —(v")T, C(y)ret = (3.63)

Dessa forma, ao aplicarmos os operadores C e C~! na transposta da (3.8), para a (3.62)

se manter valida as funcoes A, B, C' e D devem respeitar

A(p) = A(=p), B(p) = B(=p),
C(p) = C(=p), D(p) = =D(=p), (3.64)
sendo que, para a condicao da funcao D ser satisfeita, ela precisa depender de uma

poténcia fmpar de (n - p). Entretanto, isso é impossivel, pois nesse caso, a simetria

n* < —n* seria violada e isso contradiz a (3.15), lembrando que a dependéncia de n* da
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auto-energia do elétron tem origem no propagador do féton. Dessa forma, para respeitar

a simetria de carga precisamos assumir D = 0, o que nos leva a
5" = Am + Bp+ Cp,, (3.65)
e voltando a (3.8) temos agora

S~(p) =p—m—Am — Bp - Cp,
= (1-B)p—Cp, —m(1+ A). (3.66)

Se queremos construir um propagador fermionico cuja massa fisica obtida a partir do

seu polo ¢ invariante, uma boa estratégia é construir um propagador do tipo
Sp) == (3.67)

em que o denominador D é escalar (na realidade uma grandeza escalar multiplicada por
uma matriz identidade). Dessa forma, garantimos que o polo do propagador é uma
grandeza escalar e restard apenas demonstrar a sua invariancia.

Partindo dessa idéia, vamos definir
S~(p) = A - BI, (3.68)

onde

A=(1-Bjp-Cp,. B=m(1+A4), (3.69)

e I é a matriz identidade. Podemos escrever
A% =[(1 - B)** + (C* -2C(1 — B))p2]IL, (3.70)
pois como pf é a projecao de p* na dire¢ao n*, é claro que
(p-pr) =i (3.71)
Sendo assim, podemos tentar

(3.72)
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equagao que estd de acordo com a (3.66), e tem um denominador escalar (multiplicado
por uma matriz identidade). Em func¢ao do inverso do propagador, o numerador e o

denominador podem ser escritos, respectivamente, como

N=A+Bl=-5"(—p)=—C(S(p))TC", (3.73a)

D=A"-B*=[(1-B)*%*+(C?*—2C(1 - B))p2 —m*(1 + Al
= =S (p)S~ (=p) = =S (P)IC(S () CTY, (3.73b)

e se definirmos D = D', em que D’ é a parte escalar do denominador, temos que

1 _ _
D = —WTT[S Hp)S™H(=p)], (3.73¢)
onde [D/2] é a parte inteira de D/2 e usamos o fato que em D dimensdes, as matrizes de
Dirac sdo 2272 x 2[P/2] Assim, seguindo essa definicdo de propagador fermibnico, para

encontrarmos a massa fisica precisamos fazer

, =0. (3.74)
f

3.5 0O Método das Identidades de Nielsen

Nesta secao, utilizaremos as identidades de Nielsen com o intuito de confirmar a vali-
dade do novo propagador proposto. Para isso, primeiramente precisamos determinar um
termo fixador de gauge para a QED com parametros de controle tais que, dependendo
dos seus valores, possamos tratar tanto dos gauges covariantes quanto dos gauges axiais.
Em seguida, discutiremos brevemente sobre a teoria que leva as identidades de Nielsen
e encontraremos a relagao procedente dessas identidades para a funcao de dois pontos
do férmion na QED (para o termo fixador de gauge definido). Finalmente, utilizare-
mos as identidades para verificar a invariancia de gauge da massa fisica obtida do novo

propagador fermionico proposto.
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3.5.1 Escolha do termo fixador de gauge

Como ja vimos anteriormente, a lagrangiana da QED é dada por
- 1
L=l —m)p — ZF“VFW7 (3.75)

sendo que, para definirmos o gauge em que estamos tratando um problema, adicionamos
um termo fixador. As (3.2) e (3.4) servem para fixarmos os gauges covariante e axial,
respectivamente. Para definirmos uma expressao que possa representar ao mesmo tempo

os dois termos fixadores, podemos tentar

1
Lyiz = =5\ (D) A, (3.76)
onde

AH(0) = ad" + BOY, (3.77)

e aqui podemos identificar

1 1

a = , b= . 3.78
gcov Saxial ( )

Dessa forma, o gauge que estamos usando nao é mais determinado apenas pelo vetor
axial n#, mas também pelos parametros de controle o e 3.

Se escolhemos § = 0 e a # 0, caimos no caso covariante. Por outro lado, para a = 0
e 8 # 0, temos o gauge axial. Finalmente, se o« = —3 e n? > 0, encontramos o gauge de
Coulomb, que mencionamos anteriormente.

Porém, aqui surge um novo problema. Nao podemos simplesmente adicionar o termo
fixador de gauge na lagrangiana esperando que nossa teoria nao sofra alteragoes. Sendo
assim, precisamos de alguma forma compensar essa mudanca e o método mais utilizado
para fazermos isso é adicionar mais um termo a densidade lagrangiana que compense o
efeito do anterior. [31]

Este termo é conhecido como ghost e é definido fazendo [1]

Lo = = [ 4% cto) (175 ) (Dyelo) 3.79
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onde ¢ e ¢ sdo os campos de Faddeev-Popov também chamados de campos fantasmas (em
inglés ghost fields). Sao campos de spin nulo que anticomutam (vide apéndice D para os
campos de Grassmann) e nao sao fisicos.

Ja f(x) corresponde a condigao fixadora tal que f(x) = 0 para o gauge fixado. Por
exemplo, para o gauge covariante f(z) = 9,A" pois como sabemos a condicdo que fixa
o gauge covariante é d,A" = 0. Para o caso do nosso gauge generalizado, a condigao
fixadora é dada por f(z) = A,(0)A*, pois A,(0)A* = 0. Dessa forma, temos que

0f ()
0A,(y)

e aplicando na (3.79), chegamos em

= A (0)0" (z — ), (3.80)

Lonost = — / dPy () [A4(0)8°(x — 9)] (Duc(v)
= —¢(z)A"(0)(Dyc(x)) = —c(x)A*(0)(0yuc(z))
= (A*(0)e(x))Opc(x), (3.81)

sendo que na ultima passagem desconsideramos um termo de superficie pois assumimos
que no infinito todos os campos tendem a zero.
Além disso, por razoes que veremos a seguir, existe uma forma mais conveniente de

escrever o termo fixador, assumindo
1

onde F' é um campo escalar auxiliar cuja fungao sera mostrada mais adiante. De qualquer

forma, tomando F' = A*(0)A,,, voltamos a (3.76) a menos de um termo de superficie.

3.5.2 Identidades de Nielsen

As identidades de Nielsen sao tteis para analisar a invariancia de gauge de diversos
aspectos associados a uma teoria de campo, como por exemplo as fungoes de Green
geradas pela agao efetiva da teoria, a invariancia de fenémenos como a quebra espontanea
de simetria e, para o nosso caso especifico, a invariancia da massa fisica obtida a partir

do polo do propagador fermionico.
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Para chegar a essas identidades, primeiro temos que analisar a lagrangiana do problema

quando fixamos o gauge. Definimos
Etot =L+ EfZ.T + ‘Cghost’ (383)
e esta lagrangiana é invariante sob as seguintes transformacoes

0A, = wiyc, 0F =0, 0 = —iewc, 81 = —iewc,

dc =0, 0c = —wk, (3.84)

onde w é uma constante de Grassmann arbitréaria (vide apéndice D). As equagbes acima sao
chamadas de transformag¢oes BRST (Becchi, Rouet, Stora e Tyutin) [10], sdo nilpotentes
(020190 = 0) e a invariancia da (3.83) sob elas é relativamente facil de se demonstrar
lembrando que w, os campos spinoriais e os campos fantasmas anticomutam entre si [1].

Para encontrarmos as relacoes de Nielsen correspondentes ao sistema que estamos

estudando, temos que adicionar a lagrangiana os seguintes termos

Lion = J'A, + JF +i(xt — ¥x) +i(iic — en) + ie(Mcy — heM )+

[Ha)(0"¢) + H(g)(04)| Ay + BHnyu(N"2) Ay, (3.85)

onde
N — a(aZ) —_ (TL ) a) (nw/ +

2
on,, n

i (3.86)

Os termos (J*, J, ¥, X,7,m) correspondem as fontes dos campos (A, F, 1,1, ¢, ¢), ja

o*n?  2ntnY )

(M, M) sio as fontes das transfromacdes BRST de (1,) respectivamente. Finalmente,
(Hay (), Ha) (a:),H(’jl )(z)) sdo as fontes cujas transformagoes BRST dos termos corre-
spondentes é igual a derivada de L;,; com relacao aos parametros (a, #,n*) definidos em
(3.77), ou seja a transformagao BRST destes termos indica a dependéncia de gauge da
lagrangiana em relagao aos parametros que definem o gauge.

E importante notar que a fonte de um termo que comuta com todos os outros apresenta
o mesmo comportamento. Por outro lado, se um termo anticomuta com um campo de
Grassmann, o mesmo vale para sua respectiva fonte. Sendo assim, M e M tém indices

spinoriais mas comutam, e as fontes H anticomutam.
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A idéia de somar estes termos a lagrangiana é a mesma que usamos no capitulo 1 para
chegarmos ao funcional gerador das funcoes de Green da teoria. Assim, podemos definir
a lagrangiana efetiva

'Cef = 'Ctot + £fon7 (387)

e a acao
S = / dPx L.y, (3.88)

de forma a chegar no funcional gerador
Z|J) = " = N/ch e, (3.89)

onde ¢ e J representam genericamente todos os campos e fontes da lagrangiana e N é
uma constante de normalizagao.

Agora podemos fazer uma transformagao BRST de todos os campos (¢ — ¢+Idgrsrd)-
Essa transformacao nao altera o funcional gerador pois a integracao funcional ja cobre
todos os caminhos e configuracoes possiveis de integracao, ou seja, o funcional depende

apenas das fontes e nao dos campos. Dessa maneira, obtemos
§Z[J)=0=N / D¢ dprsr(iS)e™. (3.90)

A agado S depende diretamente da lagrangiana efetiva, e como comentamos anterior-
mente, L;,; ¢ invariante sob transformacoes BRST. Assim, podemos analisar separada-
mente os termos correspondentes a Ly,,. Lembrando que a transformacao BRST dos
termos relacionados as fontes H ¢é igual a derivada de L;,; com relacao aos parametros

correspondentes, chegamos em

0= [6 [ [Jﬂé(Au>+Ja<F>+i<>zé<w>—6<&>x>+@<ﬁ6<c>—5<é>n>+z'e<m<cw>—

. L4y L1y L4,
S(Y)M) + Hiay =50 + Higy =g+ Hiyy 508

e (3.91)

considerando que todo § na equacao acima corresponde a uma transformacao BRST.
Lembrando que as transformagoes BRST sao nilpotentes, podemos descartar os termos

proporcionais a M e M. Além disso, usando a (3.8), podemos escrever
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8£ oL oL ;
D tot tot o tot S
/'qu/d { +H5) 93 —i—H(n) anu}e =

/Dqﬁ / dPx (J“@uc — yec) — ehey — iFn)weiS. (3.92)

Antes de continuarmos o procedimento para obtermos a identidade de Nilsen, é necessario
escrevermos uma importante relagdo. Para um funcional Z[J] = ¢! cujo termo de

fonte da lagrangiana é Ly,, = J ¢, vale a relacao

W[T] = —ilog(Z]T])

SW[Jl i 8Z|T) (_Z,)z'Nngb (¢)es
5J  Z[J) 0T N [Dg s

Usando a igualdade acima (adaptada para as fontes da (3.85)) e como podemos assumir

= (). (3.93)

que w tem valor unitdrio, pois é uma constante arbitréaria, a (3.92) pode ser reescrita como

8£ oL oL 4
D tot tot m tot S
/D¢/d { —i—H(g) 98 —i—H(n) (9n“:|6 =

)44 oW oW ow
; D I _ v _
z/d :L'(J auéﬁ X6M+5MX (Un). (3.94)

Seja H(x) = (H)(x), Hpgy(z), H(’jl)( x)) e ¢ = («, 5,n"), quando calculamos a derivada

funcional do lado esquerdo da (3.94) em funcdo dos campos H;(x) fazendo todos os

campos H irem pra zero temos

0 N D OL:ot OL ot i Lot | s
H(i>{Z[J]/D¢/d x{H(“) ga 055 THw G, u]e

aEtot iS
e, (3.95
/ Do G, (395)

onde ¢(;) é o campo correspondente a H;(x). Integrar o resultado da (3.95) em fungao

oL ow
D tot zS
/ gb/d o0 a(ﬁ@). (3.96)

Repetindo o mesmo procedlmento que fizemos acima para o lado direito da (3.94)

de z, resulta em

chegamos finalmente em

o =1 Dy aP H (y)52—W _ _ 52W
o) / / dPz dPy (J (v)9, 5Heo (2)57(3) +X(y)5M(y)6H(i)(x) .
W S2W
6H(Z-)(x)§M(y)X(y) - WU( )) (3.97)
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Derivando o funcional W em fun¢ao dos campos (¢, 1) obtemos as fungdes de Green
conexas como vimos no capitulo 2. Para tratarmos apenas das fungoes 1PI, precisamos
fazer uma transformacgao de legendre que relacione o funcional W com a acao efetiva da

teoria. Usando as fontes que definimos anteriormente, escrevemos
=W - /dD:c JPA, + JF +i(x¢ — x) + i(fe — en), (3.98)

sendo que devemos notar que as fontes M, M e H e seus respectivos termos nao fazem

parte da transformagao. Dessa forma, podemos escrever as seguintes relagoes

o _ow o _ow
M M’ M~ M’
or ow or ow
_ ’ = 7 3.99
0Hg)  0Hg %) O (399
e para as derivacoes dos campos da teoria temos
or or or
_:_JM> _:_J> _:ZX7
0A, OF 0
(5F or 5F
— =17 1
que sao analogas as seguintes relacgoes
ow ow ow
—=A —=F —_— =
gr 57 oy
ow ow ow
- _ = — = —iC. 101
T i, 57 ic, o ic (3.101)
Substituindo estes resultados na (3.97) encontramos
or // D D < or de(y) or 5T
= d”xd”y | — oW + — +
20 0Au(y) " dHu(x)  0Y(y) OM (y)dH ()
5% or dF(y) or )
5H(z (x)0M(y) oyp(y)  0H(x)dc(y)
or de(y) or 5T
= dPxdPy < — oW + +
// 0Au(y) ™ 6Hg(x)  0v(y) OM(y )5H
5
102)
dH;(x) > (310

aqui nos excluimos o ultimo termo pois como vimos anteriormente, ao tomarmos as
derivadas funcionais da acao efetiva obtemos o inverso das funcoes de Green 1PI da

teoria. Logo, o termo é nulo pois nao existem func¢oes de campos fantasmas de n pontos.
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De qualquer forma, a equacao relaciona a dependéncia da acao efetiva em relacao aos
parametros que fixam o gauge. Assim, analisando essa equagao para os trés parametros
de controle, temos a dependéncia de gauge da acgao efetiva, e derivando a relagao dos dois
lados (fazendo os campos iguais a zero) podemos encontrar o mesmo para as funcoes de
Green 1PI geradas que quisermos analisar. Sendo assim, a (3.102) é a identidade principal

que queriamos encontrar.

3.5.3 Aplicacao do Método

Queremos analisar o propagador fermionico e para isso devemos primeiro derivar a
acdo efetiva em funcdo dos campos spinoriais 1 e ¢». Como estamos derivando apenas em
funcdo dos campos spinoriais, o primeiro termo da (3.102) nao contribui, pois teriamos
uma funcao de um ponto do campo de gauge, o que violaria a invariancia de Lorentz.

Assim, os termos relevantes para analisarmos sao

b, o, (0T 5°T 5°T 5T
= [[ avwa y(ézz;o(y)ma(y)aﬂ@(x)+5H<i><x>5Mg<y>awa<y>>’ (3.103)

sendo que para cada spinor associamos um indice spinorial (no caso o) para deixar os

célculos mais claros. Derivando a (3.103) dos dois lados por ,(2) e 1, (w) (e fazendo

todos os campos iguais a zero) chegamos a

aS // dPx dPy [F(2,y,2)S,. (y — w) + S, 2z — 2)G8) (x,y,w)], (3.104)
onde
L __er
S (r—y) = 51#,,(?4)5"&#('%)’ 105
ey e) = §°T (3.105b)
) = e o )OI ) |
690 .2) — — »r (3.105¢)
w2 R )6 H o (9)60n (2) |

e todos os outros termos que surgem das derivagoes funcionais da (3.104) nao contribuem
pois as fungoes de n pontos geradas violam as regras de Feynman (seus diagramas nao

tem significado fisico) e, portanto, suas contribui¢oes valem zero.



66 Independéncia de Gauge da Massa do Férmion

Podemos levar a relagao (3.104) para o espaco dos momentos e escrevé-la da maneira

simplificada (podemos omitir agora os indices spinoriais)
05~ (p)
9

Agora, podemos aplicar a identidade no denominador do propagador fermionico pro-

= FOp)S(p) + 57 ()G (p). (3.106)

posto para verificarmos a invariancia de gauge da massa fisica. Dessa forma, derivando a

(3.73c) em funcao de um parametro ¢;) encontramos

oD 1 95~ (p) —1/ \W\T -1 1 2571 (p) ,_4
‘ gb(i)__Z[D/?}TT{ Srles e+ s e e }
1

=~ 7| (U057 () + 57 ()G )57 (-p)+
ST C(FIpICes ™ (p) + 57 (e 1eg ) (p) e ]
— DTy [(f“) (p) + G (p)) +C(FD(p) + G? (p))TCﬂ
—2D'Tr | (FO(p) + 99 () | (3.107)
Nesta operacao usamos diversas propriedades do traco como a ciclicidade, o fato de

Tr(A) = Tr(A)T e que Tr(cA) = ¢Tr(A) onde ¢ é uma quantidade escalar. O mais

importante é que a derivada do denominador depende do valor do mesmo de forma que

oD’
0bs)

ou seja, no polo o propagador é invariante de gauge. Além disso devemos lembrar que

=0, (3.108)

D'=0

D' o« =S~ (p)S™ (=p) = (p — mys)(p + my) = p* —m}, (3.109)

e como obviamente p é invariante de gauge, se D’ é invariante no polo, entao obrigatori-
amente my também é. Assim, conseguimos provar a invariancia da massa fisica definida

pelo propagador da (3.72).

3.6 Calculo Explicito da Invariancia da Massa Fisica

Nesta segao, verificaremos explicitamente se a massa fisica definida pela (3.72) é in-
variante de gauge até dois loops (quarta ordem) no gauge axial. Para isso, estudaremos

a funcao
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F(p*) = =Tr(S7'(p)S™" (1)), (3.110)

onde

F*)| ,_ ,=0. (3.111)

Ja vimos anteriormente que
S p) =p —m —(p). (3.112)

A partir de agora, para facilitar a identificacdo da ordem do termo que estaremos
analisando, vamos realizar a transformagao 3, (p) — €**3,,(p), ou seja, vamos escrever a
dependéncia da carga fermionica fora do termo de auto-energia para explicitar a ordem
do termo que estamos tratando.

Usando a (3.19) sabemos que até segunda ordem podemos escrever

57p) = p—m -l =i [ ST (= R+ Sl — D)~

OénQ/ (;Zﬂ')kD kQ(kl n)QkS(p—k‘)%‘ , (3113)

e usando os resultados das (3.22-3.25), obtemos
S~ (p) = p—m— el 4 i[(p —m)Sip +hS1(p —m)] — iomZ(p —m)Sy(p—m)}, (3.114)

onde é necessario usar o argumento do apéndice E para mostrar que um termo da inte-

gragao ¢ nulo e para simplificar a escrita utilizamos a notagao

[ dPk S(p—k)
SN—/(%)D o (3.115)

que também adotaremos nos calculos subsequentes.

Antes de partirmos para o cédlculo explicito, um ultimo detalhe para simplificar mais
nossa notagao. Na secao 3.4, mostramos que o propagador fermionico obedece a simetria
de carga e ¢ invariante sob a transformacao (n* — —n#*). Sendo assim, podemos escrever

no polo do propagador

F(p*)| oe = =Tr(ST 0)ST (=p))| e = Tr(STH(M)S™ (=m)) = F(m}) =0,

2 __
p —mf D —mf
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onde definimos

S7HEm) = p— (£m) — ’Sf — 'Sy — - (3.117)

Podemos também escrever a importante relagao

Tr(S™H(m)S ™ (=m)) = Trl(p —m = *Sf + O(eN)(p+m = *57 + O(eN)]_,e

2 02
pT=m5

Tr(m?c —m?) = Tr[eQ((p —m)X] + Ef(p +m)) + 0(64)]’

(m5 —m?) = e*om} + O(e*), (3.118)
sendo que

(p—m)ET +Zf(p+m)| . (p—m)E1 +SU(P+m) +i(p* — m®) (ST + fST)+

WS+ 1S (PP — m?) —ian®[(p® — m?)S; (p+ m) + (p —m)S; (p° — m?)]
=(p —m)S]~ + X1 (p+m) +i(mF —m?)[Syoh + hST+
ST +p Sy — an®(Sy (p +m) + (p — m)ST)]

(p—m)Sy +5F (p+ m)|p2:m? =(p—m)S] +E{T(p+m)+ O(e?), (3.119)
smi = (p —m)S{~ + X7 (p+m). (3.120)

Dessa forma, a diferenca entre a massa fisica e a massa da particula livre é de O(e?).
Para analisar a invariancia de gauge do polo do propagador, devemos apenas nos preocupar

com os termos que dependem do vetor axial. Temos que

STHm)STH(=m) = (p* —m®) — [(p — m)E; + Z{ (p + m)]+
XS] — (p—m)S; — S5 (p+m)] + 0(e), (3.121)

e definimos

Fy = Tr(p* — m?), (O(e"))
Fy = =Tr[(p — m)Xy + X7 (p +m)), (O(e"))
F=Tr[ESfS] — (p—m)E; =S5 (p+m)].  (O(e")) (3.122)
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O termo de ordem zero é trivialmente invariante, sendo assim precisamos nos pre-
ocupar apenas com F; e F,. Comecaremos pelo termo de primeira ordem. Escrevendo

explicitamente Zf, obtemos

Fy==Tr{(p—m)S{ + ST+ m) +i(p* — m®)[Sy b + ST + Si ot +94ST
—an?(Sy (p+m) + (p —m)SH)|}. (3.123)

A parte proporcional a Zf + ¢ invariante pois nao depende de n*, e a outra parte é

2

proporcional a (p? — m?), ou seja, ¢ de ordem maior. Temos que

22
=m
f

i(p* +m?)[SToh + ST + S+ ST — Sy (p+m) — (p — m)SS]|,
=ie®[(p—m)ST " + 27T (p+ m)|[Sy o+ Sy + S h + 9hS)

— Sy (p+m) — (p—m)SF]+ O(e*), (3.124)

logo esse termo contribui apenas em O(e!). Sendo assim, mostramos que o polo do
propagador ¢ invariante até segunda ordem.
Continuando, vamos tratar o termo de F; formado pelo produto de dois diagramas de

um loop.

Fy=Tr[S{S7] = Tr{S{TS] +iS{ T [(pp + m)Syob +hSy (p + m)]+
il(p — m) ST+ hSy (p— m)|ST — (p — m)SHh(p + m) Sy fh—
hSF (p — m)pSy (p +m) — n®(mG —m?) (ST ST + S7SF) + O(a)}.
(3.125)

Aqui o primeiro termo é invariante e os termos proporcionais a (m} — m?) nao con-

tribuem em O(e*) pois sdo de ordem maior. Com relagao a O(«)

Tr(O(a)) = Tr{oan[ —i(p — m)S;(p —m)ui — z’Ef”L(p +m)Sy (p +m)+
(mf —m*)[STh(p +m) + Sy (p — mSy + ST Sy (p+m)+
(p — m)S3 S]] — a2n4(mfc —m?)?S5 S5 }, (3.126)

onde novamente os termos miiltiplos de (m} — m?) podem ser descartados.
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Sendo assim, chegamos a
F" = Tr{iS{ ™ [(p +m) Syt + Sy (p +m)] +il(p — m)S{oh + Sy (p — m)|=f

— (p —m)S{h(p +m)Syh — hSy (p — m)RSy (p +m)
—ian®[(p —m)Sy (p —m)S{ + 7 (p+m)Sy (p+m)]}. (3.127)

Além disso temos que as quantidades [(p — m)S{~ + X{F(p + m)] e [#S] + So]
sao escalares (vide propriedades das matrizes de Dirac no apéndice C). Usando isto e a
substituicao (S;7t = 1S, + S;t — 7857 ) na soma da (3.127) com a parte de O(e?) da
(3.124), encontramos a contribuicao total da parte dependente de n* dos diagramas de

um loop em Fj, ou seja
By = Tr{ —i[S{ (p+ m)iST + ST(p + m)] + [(p — mypsSy + Syoh(p —m))Si ]
+ (P — m)pSy (p+m)Syoh+ hSy (p— m)STh(p +m) }, (3.128)
transformacao essa que, como veremos mais adiante, serd util para cancelar termos dos
diagramas de dois loops dependentes de n*.
Agora vamos tratar da parte de F, correspondente aos diagramas de dois loops. Como
vimos anteriormente, existem trés diagramas 1PI de dois loops para a auto-energia do
elétron. Dessa forma, vamos tratar estes diagramas separadamente como fizemos na

secao 3.3 e em seguida somar suas contribuigoes.

Para o primeiro diagrama (fig. 3.2), podemos partir da (3.27) e escrever

d%q 1 Naq, nsq
Eai:— IRl o — adp Haﬁ L — BYv v ot o M 19
2 / 2m)D ¢ l”u . ] (9) {ma LSt ot (3129)

e estamos interessados no termo

F = (p—m)85 + 357 (p+m). (3.130)

Vamos comegar por [(p — m)%5” ], lembrando que s6 precisamos analisar os termos
dependentes do vetor axial e que usaremos a defini¢ao (3.25) para I1%(q). Uma das

partes da expressao é dada por

—(p-m) / (;ln)qD q4(?7qﬂfyn) (0™ = ¢“¢")Y(@) (—quns)y"S™(p — 97" =

=) [ s (s - a0 igs - ). 130
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e excluindo termos impares e de ordem maior, como ja fizemos anteriormente, podemos
mostrar que a integral final tém contribuicao nula.

Outra integral que precisamos analisar é

—(p—m) / (;lﬂ)qD ql(qq"fl;‘) (@ — ¢ (@*) ()7 S~ (p — V" =

W ‘m)/ (gﬂqﬂ 0 (q2)>(q2¢5@—q)¢— (¢-m)gS~(p—a)g), (3.132)

¢*(q-n
que também tem contribui¢ao nula, pois usando a ciclicidade do traco podemos notar que
os dois termos da integral final sdo equivalentes aos da (3.131).

A ultima parte nao invariante do termo que estamos calculando é

- <p—m>/ él:fD @ O —ans)S (- 9" =

— —(p — m)/ (;ZW;JD 4H(q ) ~ (q2n2 —(q- n)Q)gS*(p B Q)%, (3.133)

q*(q-n)
e essa integral vale zero, pois ela é igual ao segundo termo da (3.131), a menos de um
fator escalar par.

(n)

Assim, a contribuicao de [(p—m)¥5"| com Fy™ é nula. Por analogia, podemos assumir

que a de [X57 (p+m)] também é. Concluimos entao que a contribuicao total desse diagrama
para F.") ¢ zero.

Continuando, temos que analisar os dois diagramas restantes (fig. 3.3). Assim como
fizemos na se¢ao 3.3, podemos partir da (3.29) e iniciar nossa andlise com os termos de

O(a?). Nesta parte, teremos que trabalhar com algumas integrais muito extensas e por

isso, para reduzir o tamanho da notacao, usaremos
S(p—q) =9, S(p—k) = S", S(p—q—Fk)=S%, (3.134)
e substituindo na (3.29), temos
c dPq de , N , N
b+) // D, (k)Dags(q) [y SkyP Gk~ Ghyl 1 B Gy Gaky S’W“}.

27T 2D
(3.135)

Para calcular os termos de O(a?), devemos usar a parte de O(«) da (3.15) e substituir

a (3.135). Fazendo isso, para [(p — m)EWrC) | chegamos em
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/ / dl;wd:;k R naZT(n k)2 [KS* =4S gS* ™k + ¢SRS ¢ S* k] =

~(pmm) [ T AR g+ (o m(8 g+ ST - MST SR, (3130

em que definimos

a’n?

¢*k*(n - q)*(n - k)*’

que é uma funcdo par para as duas varidveis. Analisando a (3.136), o segundo termo

Alg, k) = (3.137)

(quando multiplicamos por (p —m)) é de ordem maior e nao contribui em Fj, enquanto

o primeiro termo da

// o Al 5™ g5k ~

(p—m // "q dD ¢ k) [=1+ (p+m)S?*™ — fS*)¢S* k, (3.138)
onde o primeiro termo é nulo pois a integracao ¢ impar com relagao a ¢*, o segundo ¢é
de ordem maior, nao contribuindo em F5 e o terceiro é cancelado com o tultimo termo da
(3.137). Dessa forma, a contribuigao de [(p — m)EébJrC)*] é nula para O(a?) e por simetria,
[ZngH(p + m)] também nao contribuira.

Continuando, devemos fazer a andlise de O(«). Observando a (3.29), podemos dividir
este estudo em duas partes. Por exemplo, um dos termos de O(a) de [(p — m)¥57] é dado

por

dPqdPk an? e B et e
// 2m)2P k2¢%(n - k)?(n - )(_kukv)(qanﬁJr%na)W SETAP SIS Ty

= (9= m) [ T B k) RS g+ g5 K, (3139
onde B(q, k) é definida de forma analoga a (3.137), sendo par em k* e impar em g¢*.
Utilizando substituigoes iguais ou andlogas as das (3.136) e (3.138), além dos métodos
aplicados nos calculos anteriores, podemos mostrar que a soma dos termos similares a
(3.139) para os dois diagramas é zero.

Os outros termos de O(a) sao do tipo (para o diagrama b)

dPqd’k  an? e o
// 20 g r k) () SRS S =

—(p—m) / / d(QfT;ZDkO(q, k) fS* o STy SH TR (3.140)
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onde C(q, k) é par para as duas varidveis. E assim como no caso anterior podemos, usando
os métodos acima descritos, mostrar que a soma dos termos similares a (3.140) para os
dois diagramas ¢é zero. Porém, vale ressaltar que neste caso a soma resultard na integral

dP de

27-[- “(9-\2D

que vale zero devido a razbes que estao explicadas no apéndice E do texto. Assim a
contribuicao de O(a) de [(p — m)ZngrC)* ¢ nula e, por simetria, o mesmo vale para
(£ (p+ m)).

Resta apenas tratar os termos independentes de a que também podem ser divididos

em dois grupos. Para o primeiro grupo, com relagao ao diagrama b, temos

qude k nV+k: nﬂ)(qan5+qﬁna) v gk— B Qqk— o0 Qk— 1
// (27)2D k(g - n)(k - n) YSTTARSTT ST AN =

qude k— 1 agk— , ak— k— , oqk— 1 ak—
~p-m) [ [ G Dl RIS gtk st gtk

ES* ST g S oh + BS* ¢SS ), (3.142)

onde D(q, k) é impar para as duas variaveis. Podemos simplificar esta expressao a partir
de relagbes andlogas as utilizadas na (3.136) e descartando os termos de ordem maior.
Somando a expressao simplificada com a equivalente para o diagrama c e utilizando os

métodos ja apresentados, é possivel mostrar que a contribuicao total destes termos vale

— ) [ L Dl s ()t =
- mm[/%“p‘w](’“mw<2w>Dd;l<€k-n>S_(p‘“ "

(p — m)pSy (p +m)Syp, (3.143)

onde separamos as integragoes de ¢* e k* e usamos a (3.115) para escrever esta parte da
contribuicao de [(p — m)SPT7] de forma conveniente. Analogamente, a contribuicao do

termo [Z(zb+c)+(p +m)] é igual a

%Sf(p — m)SfVL(p +m). (3.144)
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Ainda falta calcular o segundo grupo de termos independentes de . Como exemplo,

temos (parte do diagrama b)

dPqdPk (kuny + kuny ) (=Nap) o re B agk— o ok— _u
) [ T gy S A S s =

p_ //d qd k )[%Sk ’}’aqu aSk*k_‘_%Sk*ryaqu*yaSkW/L], (3.145)

onde definimos que E(q, k) é impar em k* e par em ¢*.
Podemos simplificar a (3.145) fazendo as mesmas substitui¢oes da (3.136) e somar com

as outras contribuicoes deste tipo nos dois diagramas para chegarmos em

D JD
~p=m) [ [ T Bl k) 570" + 908755, (3.146)

que é a contribuicao total deste grupo.

Assim como fizemos na (3.143), pode-se ecrever as integracoes separadamente e obter

—(p-—m // d(D Ly )WLSk VaST™Y* + 0SS Y] =
{ ( )5(p—k)> (/(2%%%5 (p— Q)’Ya>+
([ s o0 )| o )¢

— (p—m)[hSy (157 7) + (i5] )Syah],  (3.147)
onde usamos que
wF dPk ([ —nu p . dPk
—ix! _/(2W)D< 12 )7 S(p—k)y ——/( )DkQ%S(p k)Y (3.148)

Podemos aplicar as propriedades do trago para organizar os termos da (3.147) de forma

mais conveniente

Tr{—(p — m)[hSy (1X77) + (i1 7)STl} = Tr{—i[(p — m)pSy + Syp(p —m)|= 1,
(3.149)

b+c)—

que vale para [(p —m) . Por analogia, a contribuicio do termo [S§ 9% (p +m)| é

Tr{—iS{t[(p + m)pSy + S{oh(p + m)]}. (3.150)
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Agora somando as (3.143), (3.144), (3.149) e (3.150) sem omitir o traco em nenhum
dos termos, chegamos a contribuicao total nao invariante dos diagramas de dois loops do

propagador do elétron em F5, ou seja

F3™ = Tr{i[SFH((p + mypST + STop(p +m)] + [(p — m)hST + SToh(p — m))| S]]
— (p — m)RST (p +m)Syoh — pST(p — m)SToh(p +m)}, (3.151)

e se somamos esse termo com a contribuigao de um loop dada pela (3.128), finalmente

chegamos em

FW =™ 4 ) — . (3.152)

Dessa forma, provamos por meio do cédlculo explicito que até dois loops, o polo do
propagador fermionico proposto na secao 3.4 é invariante para gauges axiais. E como
vimos anteriormente, isso significa que a massa fisica obtida a partir do polo deste propa-

gador também ¢ invariante até dois loops.
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4  Interacao de n Fétons em (1+1)

Dimensoes

Continuando o trabalho, trataremos neste capitulo de um problema de teoria de cam-
pos a temperatura finita. Assim como no capitulo anterior, vamos analisar uma questao
relacionada a QED, porém desta vez nosso estudo estard restringido ao espago de (14 1)

dimensoes.

Trabalhar com um espago de dimensao menor que a nossa realidade pode nao pare-
cer muito util a primeira vista, mas a partir da analise deste tipo de modelo, podemos
compreender de uma maneira muito mais simples e facil mecanismos e caracteristicas

importantes que também fazem parte das teorias mais complexas.

Nosso objetivo principal serd demonstrar para este espaco bidimensional, usando o
formalismo de tempo imaginario, que ao analisarmos a interacao de n fotons para altas
temperaturas, a parte térmica de todos os termos que contém um ou mais loops tém
contribuicao total nula. Quando falamos de altas temperaturas significa que estamos na
regiao dos hard thermal loops (usaremos a sigla HTL), onde a temperatura do sistema é
alta o suficiente para que os termos de integracao sejam muito maiores do que o efeito
de campos externos e os efeitos da massa sao praticamente despreziveis no propagador

fermionico.

A demonstracao desta questao ja foi discutida e realizada em outros trabalhos [12,
13], porém usando o formalismo de tempo real. Por outro lado, com o formalismo de
tempo imaginério, podemos entender de uma maneira mais clara o significado fisico da

questao, e usar a simetria CPT para mostrar que a contribuigao dos diagramas com loops
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¢é necessariamente nula.

4.1 Modelo de Schwinger

Dada a descrigao do problema, podemos usar o modelo de Schwinger [11] para analisé-
lo. Este modelo consiste na QED para um sistema de (1 + 1) dimensées com férmions
sem massa e pode ser resolvido exatamente.

Com relagao aos férmions, a lagrangiana do modelo é dada por

£ = D(t, 2}y (i), — eAy (b, 0)(t. 2), (4.1)

sendo que as matrizes de Dirac para o espago de (1 4+ 1) dimensdes e suas principais
propriedades estao descritas no apéndice C deste trabalho.

Uma maneira eficiente de tratar esta lagrangiana é usar a decomposicao do campo

spinorial [12, 16, 32]

1 1 20+ 2t
Vg = 5(]1 — 73), Yp = §(H + v3)1, at = 5
pr=p"+p', ot =3+, A=A+ A, (42)

e com essas novas variaveis a lagrangiana pode ser escrita da seguinte forma

L=Lg+Lp

= @Dg(i@_ —eA )Y+ 1/}})(ia+ —eA)Yp, (4.3)

onde é importante notarmos que s é possivel desacoplar a lagrangiana em dois termos
devido a massa dos férmions ser nula.

Para temperatura zero, quando calculamos por exemplo a funcao de dois pontos, ¢é
preciso regularizar a integral e as duas partes da lagrangiana se misturam. Porém, a
temperatura finita, estas divergéncias desaparecem e podemos tratar as duas partes da
lagrangiana separadamente [12].

Poderiamos agora seguir o método que descrevemos no capitulo 2 e no apéndice A,
adicionando fontes a densidade lagrangiana para obter funcional gerador das fungoes de

Green [33], e assim por diante até chegarmos numa expressao para a agao efetiva da teoria.
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Porém, este método é longo e calcular a acao efetiva a partir dele seria muito tra-
balhoso. Desta forma usaremos outro método, que descreveremos nas préximas segoes e
permite que a parte dependente da temperatura do funcional seja obtida de uma maneira

mais rapida para o caso analisado.

4.2 'Trabalhando com o Propagador

Agora que desacoplamos a lagrangiana em duas partes, vamos estudar os termos do
lado direito da (4.3). Calculando a equagao de Euler-Lagrange para w}, correspondente a

este termo temos
(28+ — €A+)wD = O, (44)

que na pratica é a equacao da QED sem massa e em uma dimensao para o campo ¥p.
Podemos escrever a funcao de Green correspondente a essa equacao, que é igual ao

propagador fermionico do campo fazendo

(i0; — eAL)Sp = 8(2°)5(z}) = w (4.5)

sendo que para encontrar essa fungao de Green, podemos usar o conjunto das autofuncoes
@/ng) dadas por
(i0y — eA s =\l (4.6)

As solugoes da (4.6) podem ser escritas como

rt

M (e, x_) o< exp [z (k‘x_ — Azt — e/ Ay (2, x_)dx““)} : (4.7)
0

onde o valor de x~ na integracao é fixado e consideramos a transformacao

/dk’eilm = 2mo(z™), (4.8)

que é conveniente para que possamos escrever o propagador na forma [25]

k.n xk,n
SD('T+,$7) :P/dkz ¢D (%_,_,l;) D (O’()), (49)

onde p é uma constante de normalizacao.
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No formalismo de tempo imaginario, o propagador fermionico também pode ser escrito

como [12]

S(k,7) = 2 {[0(r) — Nu(w)]e™ + [0(—7) — Np(w)]e ). (4.10)

2w

onde Np(w) é a distribuigdo de Fermi-Dirac para férmions [4]

1

Nel) = Gt

(4.11)

e tratando-se de férmions sem massa e (1 + 1) dimensoes, w? = k2.

Esta funcao é anti-peridédica para o intervalo —f < 7 < 0, mas nao para o intervalo
0 < 7 < B. Sendo assim, no nosso trabalho consideraremos que 7 estd no primeiro
intervalo.

Impondo entao as condic¢oes de anti-periodicidade

Yp(T) = —p(T + ), Sp(t) = =Sp(T + ), (4.12)

e considerando que para uma funcao qualquer
f(rx) = fla"27) = f(r+8,2) = fla +8/2,27 + 5/2), (4.13)

podemos usar a (4.12) na (4.7) para chegarmos na igualdade

xT4+6/
exp {z[k(x_ + g) - /\<fr + g) - 6/0 v 2A+(x’+,x_ + g)dx“r} } =
— exp {z (lm_ — Azt — e/w A+($/+,l‘_)d$/+):|, (4.14)
0

que pode ser escrita na forma

' xt+8/2 6
eih=NB/2 — _ oxpy {ie[/ A, (x/-‘r, m—+§) dx/+_/
0 0

Fazendo agora a mudanca de varidvel na primeira integral 't = 2" — 3/2 e usando

t

A )| b a1

que para n inteiro (—1) = e="®"*D temos que
o B _ .8
ei(k‘—/\n)ﬁ/Q — exp{ _ 271_(271 + 1) _I_ 'l.e |:/ A+ (Ij/-‘r + 5’1,— + §) dl‘”+
—B/2

zt

¥

At | (a0
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e aplicando a condigdo de periodicidade para o campo de gauge A, (7) = A (T + f),

podemos simplificar a expressao para

0
pilk=An)B/2 _ exp [_ it(2n+1) 4+ ie/

A (', x_)da:“r} : (4.17)
—-B/2

que nos leva a condicao

)\n:k+%[(2n+1)ﬂ—e/

-B/2
=k+ %[(2n+ D)m+ eay(x7)]. (4.18)

0
Ay (', x)dx’*]

Isso significa que os autovalores dependem de x~, o que nao causa problemas para a
(4.6), pois a derivada é em relagao a x*.

Agora usando os resultados que obtemos para ¢ e A, na (4.9), chegamos em
(10} — eA})Sp = pl¢p [ / dke™ =)

> exp { - i%[@n + D+ eay(z7)] — ie/o

n

zt

A+(x'+,x_)da:'+}. (4.19)
Em seguida podemos usar a fungao delta periddica [25] definida por

1 Z iz _ 5y (4.20)

e tomando (z = 4x7/f), substituimos essa expressao na (4.19), que fica proporcional a

5 (z1). Finalmente podemos escrever para —(3 < 7 < 0

)5ty = mpBlb (e N)6),  (4.20)

(i0y — eAy)Sp = plYp[*2mo (2™ — 5

que comparando com a (4.5) resulta na relagao

2mpB|? = L. (4.22)

A partir das (4.9), (4.18) e (4.22), temos que
dk 1 dk
10 (2 av 1 ar
S0 =AY [§ =552 [ 5
1
B mz/k;—i—gecq 0) +(2n+1)7r]

. 4.23
471'2/ Z k5+ea+ 0) +(2n+1) ( )

n=-—oo 2w
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Para resolver essa somatéria devemos usar as seguintes relagoes [34]

T s 1

t )l == 4.24

an(2) W;(Qn—i-l)Q—x?’ (4.242)
> 1 > 1 s T
- - — 9 =——t — 4.24b
Y sy Pl mrrare(F) e
e realizar a substituicao
1

que aplicada na (4.23) nos leva a

1 kB eay(0)
Sp(0,0) = 8—7T/dk tan {I+ . (4.26)
4.3 A Acgao Efetiva do Sistema
Agora que encontramos o propagador para (x,7) = (0,0), é possivel obter a acdo

efetiva deste sistema. Este método fornece o valor correto da acao efetiva apenas para a
parte do funcional dependente da temperatura, mas como estamos interessados somente
na analise dessas amplitudes, podemos utilizéd-lo aqui sem complicacoes adicionais. Assim

como em [12], vamos partir da equagao

ol'p 9
v : 4.2
A (1, x) e Sp(T,;7,), (4.27)
e lembrando que
0
ay(0) = —/ Ay (2, 0)da", (4.28)
—B/2

é possivel fazer uma pequena transformacao de gauge tal que A, assuma o valor constante

(—2a,/B). E assim, podemos usar essa transmormagao junto com as (4.26) e (4.27) para

o'p B oI'p  ep? kB eay(0)
§AL(0) 2 bay(0) 8r /dk tan {Z + T] (4.29)

Fazendo a integragao funcional em relacao a a, (0), obtemos o seguinte resultado (nor-

chegar em

malizado para I'p(ay = 0) = 0)

e o+ kB ed. ]
FD_47r dk:/o tan[4 + 5 }daJr, (4.30)
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e resolvendo a integral da tangente temos que

Ip= dk{ In {cos (%)] “In {cos (6“7* + %)1 }
=~ [dkm [cos (“%) — tan <%> sin (mT*)] (4.31)

Para tratar essa integral, faremos primeiro a substituicdo k' = kf3/4 para simplificar
a notacao. Em seguida, para —oo < k' < 0 faremos a substituicao k&’ — —k’, e assim

chegamos na equagao

2 o0
I'p = ;{ /0 dk' In |:COS (%) — tan(k') sin (wf)} -
In |:COS <ea_+) + tan(k') sin (ea_+>} }
2 2
= z{/ dk' In |:COSQ (ea_+)} +In [1 — tan?(k’) tan” (w—Jr)} }, (4.32)
7 Jo 2 2
e podemos resolver a integral do segundo termo da ltima linha usando [34]
w/2
/ die [l + ¢ tan2(k)] = 7 In(1 + \/g?), (4.33)
0

onde para o nosso caso ¢> = — tan®(ea, /2) e podemos, usando a simetria da integracao
do quadrado da tangente, escrever o intervalo 0 < k&’ < oo em N intervalos de tamanho
/2 com N — oc.

Dessa maneira, a segunda parte da (4.32) resulta em

1+ \/—tan2 (e%*)] —9NIn [1 + tan (“’7*) \/—_1]

— 9N {Cos (e%)} +2NIn [exp (@)}

2 o0
= —/ dk' — cos? (eaf) +21In [e(ﬁ)e‘”/ﬂ, (4.34)
0

™

2N In

e substituindo este resultado na (4.32), a agao efetiva é simplificada para

Tp=

2 o
A+ / dx’, (4.35)
0

™

que é um resultado puramente imaginario. A integral diverge e claramente precisamos

regularizar o funcional. Além disso, nao faz sentido ele apresentar um valor imaginario
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e v—1 = +i. Dessa forma, podemos usar o valor principal para regularizar a conta e

escrever
Tp = [ ak'i + (—i)] = 0. (4.36)
™ Jo
Por simetria temos
2ea_ >
I'p = v -1 dk’, (4.37)
™ 0

que também se anula da mesma forma.
A partir deste resultado podemos tirar uma conclusao direta: se o funcional gerador
das fungoes 1PI é nulo, a soma das fungoes de Green 1PI geradas deve ser nula em todas

as ordens.

4.4 Calculo Perturbativo

Agora, vamos calcular explicitamente a funcao de dois pontos do féton em 1 loop para
mostrar que a contribuicao é nula. Depois, generalizaremos o resultado para a funcao de
2n pontos. E ficil mostrar que as funcoes com um numero impar de pontos sao nulas
devido a simetria por conjugagao da carga [6]. Em duas dimensoes, as matrizes de Dirac

satisfazem algumas propriedades especiais [35], por exemplo

Tr(y" gy"2py"s¢...) = aybycy - uuu - + a_b_c - urufPulP - (4.38)
onde a,bs,... seguem a definicio (4.2) e vy = (1,£1) sdo vetores nas diregoes z*
respectivamente.

Comecaremos pelo termo de um loop da funcao de dois pontos do féton, que podemos

ver na figura a seguir

ptk

Figura 4.1: termo de um loop da funcao de dois pontos do féton.
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Podemos usar as regras de Feynmam (lembrando que estamos tratando do diagrama

com o formalismo de tempo imagindrio [4]) e escrever
dky 1 1
I, =é? /—T’f‘ {7 —7,,—}, 4.39
onde estamos somando as frequéncias de Matsubara
=(2n+ 1)nT. (4.40)

Utilizando o mesmo método que aplicamos no capitulo 2 para realizar as somas de
Matsubara e as propriedades das matrizes gama (vide apéndice C), chegamos a seguinte

equacao para a parte do calculo dependente da temperatura:

d*k
I, =26 [ 5[0 Pk + (1 D)k = k- (b + )

2 Np(k)o(k?) 2w Np(k + p)o((k +p)?)
(k +p)? k? |

(4.41)

Fazendo a substitui¢ao (k — —k — p) no ultimo termo da (4.41), obtemos

2¢? Ak

— WNF(W(W)[(% D)k + (k4 D)ok, — nuk - (k+p)].  (4.42)

I, =
Podemos escrever de maneira conveniente a definicao
KL= (" £ )k, (4.43)
que nos leva a relacao
K (k+p)L+ Kk + p)” = 2[k*(k +p)” + k" (k + )" — nuwk - (k+p)], (4.44)
e substituindo esta na (4.42) chegamos finalmente em

__/ k+p r(R)(I) I (k + ) + K (k+p), . (4.45)

Como k é apenas o momento de integracao do loop podemos fazer a substituicao
(k — —k) sem alterar o resultado. Contudo, realizando essa substitui¢ao de forma a

simetrizar a (4.45), simplificamos o nosso trabalho.
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Primeiramente, escrevemos
2 2
T e d°k

w =57 | G e WS+ p)) + ki (ktp)y + (k= k)], (4.46)

que é equivalente a (4.45). Aqui devemos tomar cuidado com os indices spinoriais. Usando

a (4.43) e os vetores v/ definidos anteriormente, temos que

ki =k u,, k, =k ub (4.47)

B W

e substituindo na (4.46), chegamos em

2 2
r € d°k 9
= o / TN ) %

(k5 (k+p)Tu,u, + k= (k+p) ufu, + (k= —k)]. (4.48)

Agora precisamos utilizar as substituicoes

3() = 0(ksh-) = grilAh) + (k) (1.492)
0
(k+p)* = (k+p)(k+p)-, (4.49D)
e aplicando-as na (4.48) obtemos
1’ = 6—Z/d%N (k)5 (k?) LA (k — —k)
w9 F (k+p)~ * " " (k+p)* *
e’ o, Ne(k) [k AT
= — mE e - - 4.

5 [ i [p_uuuué(k )+ S S0 + (b k)}, (4.50)

e como os temos sao impares em £, ny = 0 devido a presenca de (k — —k). Notem
que fazer a transformacdo (kK — —k) é equivalente a fazer (p — —p), e que tanto essa
caracteristica quanto a manipulagao algébrica da (4.50) sé existem devido a auséncia de
massa na teoria.

Percebam que todos os termos nao nulos que escrevemos, como por exemplo cada
parcela da (4.50) separadamente, sdo puramente reais. Isso estd de acordo com a (4.35)
valer zero, pois esta era puramente imaginaria antes da regularizacao e apoés o procedi-
mento, os termos imaginarios desaparecem ja que a acao efetiva sé gera termos reais.

Dessa forma, usando as regras de Feynman chegamos a conclusao que para a teoria
com férmions sem massa, o diagrama que estavamos analisando é equivalente a decompor

a fungao de dois pontos na soma dos dois diagramas da figura 4.2 [13].
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Figura 4.2: soma equivalente ao diagrama da figura 4.1.

Além disso, o fato do cancelamento dos termos ja existir no nivel do integrando também
pode ser interpretado fisicamente. Como tratamos de particulas sem massa, a helicidade
de cada particula é conservada independente do referencial. Se juntamos essa propriedade
a invariancia sob conjugacao da carga, chegamos a conclusao que uma particula que se
move com momento k é equivalente a uma anti-particula com momento —k. Assim,
quando somamos o efeito dos dois diagramas de espalhamento da figura 4.2, estes devem
se anular.

Como ja mencionamos antes, este resultado pode ser generalizado para 2n pontos. Va-
mos entao seguir o mesmo procedimento para analisar o diagrama da figura 4.3. Primeira-
mente utilizaremos as regras de Feynman para escrever a expressao correspondente ao

diagrama de 2n pontos.

Figura 4.3: funcao de 2n pontos.

dk 1 1
rn) = 2" Lt . 4.51
P12 h2n Z/ k%ﬂ k + pl :% 4 pl 4o 'pzn,lf}/ﬂ% ) ( )
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onde consideramos que todos os fotons estao orientados na direcao do loop, e portanto
prtpet ...+ P2 =0. (4.52)

Trabalhando com o integrando da (4.51) da mesma forma que fizemos na (4.41), cheg-

amos a
&k 21 N (k)3 (k?)
pren g k. D1, Da, .., Do r
P12 2 € (2ﬂ)2f( P1,P2 Pan-1) (k+p)2--(k+p1+-+ Pam1)?
2 Np(k +p1+ -+ p2a-1)0((k +p1+ -+ + p2a1)?) (4.53)
K2k +p1)?--(k+pi+ -+ pan2)? T
onde f(k,p1,pa,--.,p2n_1) é a funcdo originada do produto de 2n matrizes gama e dos

. , . . .. T(2n
numeradores dos propagadores, e assim, carrega todos os indices spinoriais de FM(M.)..M”.

Aplicando o mesmo método que usamos para tratar o integrando da funcao de dois

pontos encontramos termos do tipo

Np (ko) { K=ok )uf . uf, N
2kl \pf(p1+p2)t- (P +pa+- +p21)t
ETo(k)u
— (h™ ), k2 } (4.54)
pr(p1+p2)” - (pr+Dpe+ -+ pon_1)”

LU
n

que corresponde ao diagrama

k+q+pé+. Py
k k

Figura 4.4: diagrama que é parte da decomposi¢ao da func¢ao de 2n fétons.

Quando somamos este termo com o equivalente fazendo (kK — —k), a contribuicao
total é zero, pois ele é impar. Os outros termos da decomposicao da funcao de 2n pontos
em diagramas de espalhamento sao as permutacoes ciclicas dos momentos p; da figura
acima, e consequentemente, tem o mesmo resultado. Sendo assim, a contribui¢ao do loop

de 2n pontos é zero.
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5 Interacao de n Bésons na Gra-

vitacao Quantica

Neste capitulo vamos tratar do ltimo problema que discutimos neste trabalho. Ana-
lisaremos a interacao de m gravitons a altas temperaturas, ou seja, quando os termos
de interacao estao na regiao dos hard thermal loops, e portanto a influéncia da energia
e momento dos campos externos sao muito menores que a contribuicao dependente da

temperatura dos loops internos [3].

Nosso objetivo principal serd obter uma expressao simples para encontrar as fungoes
de n pontos e 1 loop derivadas da acao efetiva da gravitacao quantica nos limites estatico,
onde os campos externos aos loops sao independentes do tempo, e de comprimento de onda
longo, onde os campos externos sao independentes da posicao. Em geral, as amplitudes
geradas pelo funcional sao func¢oes nao locais dos campos externos, porém nesses dois
limites a dependéncia é local (e diferente para cada um dos casos) [14, 15]. Como nestes
limites, fungoes de trés ou mais pontos sao nulas para a QED ou teorias de Yang-Mils [15],
nao precisamos nos preocupar com estes casos e por isso que restringimos nosso estudo a

gravitacao.

Para conseguir este objetivo, precisaremos usar as identidades de Ward [16], que sao
de certa forma equivalentes ao teorema de Noether para a teoria quantica de campos. Ou
seja, para cada simetria do sistema podemos encontrar uma relagao entre os termos de n
pontos derivados do funcional gerador da teoria analisado, no nosso caso a acao efetiva.
Usando essas identidades aliadas a invariancia de gauge e sob transformacoes de Weyl,

que estao associadas a invariancia de escala da teoria [17], é possivel relacionar as fungoes
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de n e n + 1 pontos e encontramos uma forma simples de escrever estas funcoes.

5.1 Funcoes de n pontos

A gravitagdo quantica é uma teoria de campos nao-abeliana cuja lagrangiana é dada

por
2
£=v=a{ - SR+ g 0000 - o, 5.1

onde x é um fator relacionado a constante gravitacional de Newton, g é o determinante
da métrica do espaco e R é o escalar de Ricci e ¢ é um campo de uma particula escalar
de massa m.

Analisar todos os diagramas gerados a partir desta lagrangiana é uma tarefa compli-
cada que nao faremos neste trabalho. Ao invés disso, vamos utilizar o fato de que para
os termos dominantes, a contribuicao das fungoes de n pontos a altas temperaturas ¢é a
mesma para particulas escalares ou bésons de campo (como glions na QCD ou gravitons
10 nosso caso) a menos de um fator constante C (fator de Casimir) que depende apenas
dos graus de liberdade da particula em questao [36].

E importante ressaltar que estamos interessados apenas nos termos dominantes das
funcoes. Como trabalhamos na regiao de altas temperaturas, podemos usar esta grandeza
como parametro para avaliar se um termo é dominante ou nao. Como ja foi descrito
em diversos trabalhos anteriores [36, 37, 38], no caso da gravitacao quantica, os termos
dominantes tem uma contribuicao de O(T*) e os termos correspondentes a loops com
particulas fantasmas, quando fixamos um gauge, sao de O(T?), nao participando do nosso
calculo.

Temos que definir uma maneira de representar a métrica do espaco. Utilizaremos a

definicao
(V=9)g" =n" + h", (5.2)

em que " é a métrica de Minkowski e h*” o campo gravitacional, cuja acao sobre a
métrica é calculada de forma perturbativa. A partir desta definicao, como discutido em

[36, 39], apenas temos que tratar de diagramas com vértices de uma linha bosonica e duas
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escalares, cuja contribuicao é dada por

p+k
1 | |
=3 [(k+q),4, + (k+a),9.]

(5.3)

Sendo assim, tomando como exemplo as func¢oes de dois e trés pontos, precisamos

apenas considerar os diagramas da figura abaixo:

Figura 5.1: diagramas de O(T*) das fungoes de 2 e 3 gravitons.

Notem que, assim como mencionamos anteriormente, tratamos as particulas internas
dos loops como escalares. Além disso, cada vértice da teoria é associado a dois indices
spinoriais. Podemos usar as regras de Feynman para o formalismo de tempo imaginario

e escrever para as funcoes de dois e trés pontos as seguintes expressoes:

1 1 1
rm:—/d?’*/dN t(k,q)———— 4
(271_)47; q c 4o (QO)( 7Q>q2 (q—i—k)Q’ (5 a)

1 11 1
F[?’]_—/dg”/d]\f t(ky, ko, ks, q)— , 5.4b
(2m)% 1) (o)t o Q)qQ (q+ k)2 (q — k3)? (540)

onde para simplificar a nota¢ao suprimimos os indices spinoriais, ¢ = (1, ¢) é um quadriv-
etor em que ¢ é o vetor unitario na direcao do momento de integragao dos loops e a fungao
t é a parte do integrando que contém os termos com indices spinoriais.

No6s nao realizaremos o célculo dessas integrais explicitamente nesse trabalho, pois
o calculo é muito extenso e foge do proposito desta parte do trabalho. Além disso, em

capitulos anteriores ja realizamos integragoes de fungoes correspondentes a diagramas com
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loops e o leitor agora ja deve estar familiarizado com o tipo de manipulacao algébrica que
estes calculos demandam.
Dessa forma, para a auto-energia do graviton, podemos aproveitar alguns trabalhos

anteriormente citados [36, 37, 40] e utilizar o resultado

CrT* 4k
Cash) = 5 5 [ a0f 25 4= 5 banaaga, (5:5)

onde w é um fator que ¢ igual ao niimero de indices spinoriais do termo que sao iguais a
ZerTo.

Para o limite estatico kg = 0 e podemos escrever

CrT?
s, =-— Qw — .
ocﬁ,ul/ 2 . 240 /d (w 5)qaq,8qﬂq1/7 (5 63)
enquanto para o limite de comprimento de onda longo k=0e chegamos em
CrT*
L
Lasw = —5 510 /dﬂ(w — 1)¢a959u4y- (5.6b)

Com relagao a funcao de trés pontos, podemos usar os cdlculos apresentados em [36],

e escrever para os limites estatico e de comprimento de onda longo

CrT?
S _
Lo suwpe = 1910 / dQUw — 5)(w — 7)¢a989u9v99, (5.7a)
CrT?
Féﬂﬂl’PU = m / dQ(’LU - 1)(11) - S)QQQQq,u,qul)QJ' (57b)

Comparando as (5.6) e (5.7), podemos notar que existe uma similaridade na estrutura
das fungoes de dois e trés pontos nos dois limites. Como ja dissemos anteriormente, nosso
objetivo é encontrar uma expressao simples para as fungoes de n pontos nos dois limites.
Nas proximas segoes, falaremos sobre as identidades de Ward e da invariancia de Weyl,
para em seguida aplicd-las ao nosso problema relacionando as fungoes de dois e trés pontos

e, em seguida, generalizando a relagao para as funcoes de n e n+1 pontos nos dois limites.

5.2 Identidades de Ward

No capitulo 3 utilizamos as transformagoes BRST para chegar as identidades de
Nielsen. Também pode-se usar este conjunto de transformagoes para chegar as identi-

dades de Ward, que estao relacionadas a relacoes de conservacao devido a simetrias nas
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teorias de campo estudadas. No nosso caso, a simetria usada é a invariancia da teoria sob
transformacoes de gauge, que no contexto da gravitagao quantica podem ser interpretadas
como uma transformacao de coordenadas [36].

Para usar as relagoes oriundas das transformacoes BRST precisamos primeiro fixar o

gauge que estamos trabalhando. Como exemplo, podemos adotar a seguinte escolha:

Lo = —%GHG“ 42, (56", (5.8)
onde
Gr = b, (5.9)

§ € o parametro fixador do gauge, ¢, e ¢, sao os campos fantasmas e ¢ indica a trans-
formacao BRST do termo entre parénteses. Note que aqui, diferente da notacao que
utilizamos anteriormente, ja incluimos os campos fantasmas no termo fixador. As trans-

formacoes BRST dos campos sao dadas por

SR — e 4 O — D + D+ BB — DR, (5.100)
5 = —c"0,, (5.10b)

It = —(0act)c”, (5.10¢)

gk = —%G“. (5.10d)

E assim como fizemos para a QED anteriormente, podemos definir
*Ctot == »C‘{‘;wa;‘{‘thuu, (511)

sendo que para a gravitagao quantica, a teoria exige que adicionemos mais um termo para
garantir que (h*¥) = 0, ou seja o espaco plano é solugdo das equagoes de movimento,
sendo que t é um parametro com dimensao de massa. Porém, como neste trabalho sé
estamos tratando de funcoes 1PI que nao precisam dessa regularizagao, podemos tomar

o limite ¢ — 0. [41]
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E possivel definir uma lagrangiana efetiva

Leg =L+ Y JrF+ Y JspdF + QG,e", (5.12)
F F#cr

onde F representa genericamente todos os campos da teoria (incluindo os fantasmas). Jp
e Jsr sao as fontes dos campos e das transformacoes BRST dos campos respectivamente,
enquanto () ¢ a fonte do ultimo termo que adicionamos convenientemente a L.y pois ¢
util para encontrar as identidades.

Como L e Ly, sao invariantes sob transformacoes BRST, a transformacao da la-

grangiana efetiva é dada por
0Lep =Y JpdF + Q5(G "), (5.13)
F

lembrando que as transformacoes BRST sao nilpotentes.
Podemos a partir dessa lagrangiana definir um funcional gerador Z|[J] e escrever a

relagao andloga a (3.90) para a gravitacao quantica
5Z[J) = / DF (z / d'z Y JpdF + Qé(G,p“)) S die 0les — (5.14)
F

onde as transformagoes de cada um dos campos da teoria estao dadas na (5.10), e para
um campo spinorial ou tensorial, a grandeza que escolhemos como fonte contém os indices
spinoriais correspondentes de forma que dL.; seja escalar.

Nao mostraremos aqui toda a manipulacao algébrica a partir dessas transformacoes
para se encontrar as identidades de Ward da teoria, pois o calculo é razoavelmente extenso
e estamos mais interessados na aplicacao dessas identidades propriamente ditas. Contudo,
diversos trabalhos mostram que a teoria da gravitagao quantica ¢ invariante de gauge
[16, 41, 42]. Além disso, apesar de nos passos anteriores nao termos analisado efeitos
térmicos, é importante ressaltar que as identidades de Ward se mantém validas seja a
temperatura zero ou finita [16].

Para escrever a identidade de uma maneira conveniente, podemos primeiramente re-
fazer todos os passos ja apresentados no capitulo 3 de forma a chegar na seguinte forma

para a agao efetiva da teoria
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TF] = WJ] / d%{ SO JrF 4+ QG Q—ISGHG“ + th;}, (5.15)
F

em que, como anteirormente, W [J] é o funcional gerador das func¢oes de Green conexas.
Na realidade, na (5.15) as variaveis dos campos sdo os campos classicos, que podem ser

definidos como

oW
F;=—, 5.16
' e (5.16)
e a partir da (5.15) também podemos escrever que
or
Jrp=— . 5.17
4 OF (a1 (5.17)

Para escrever a invariancia de gauge (que neste caso pode ser também interpretada
como uma transformagao de coordenadas) das fung¢oes 1PI de forma conveniente para

analisarmos a relagao entre as func¢oes de n e (n+ 1) pontos usaremos a seguinte relagao

s o g
/d x&h/“’(x)éh (x) =0, (5.18)

onde

Oh* () = 0" 0aX” + 0" OaX" — 1" Dax"+

R ()06 + R M@)o — O W™ (), (5.19)

e x" é uma pequena variacao de x*.
Tomando agora a derivada funcional duas vezes (em h*” = 0) da (5.18) e aplicando a
transformacao de Fourier podemos relacionar as fungoes de dois e trés pontos no espaco

dos momentos [36, 39]

(ki — 2k1,mua ) TP (K kg, kes) =KETSP7 (ky) + kST (k) + koxD¥97 (ky) +

KOT57P (ks) + kPTS7P (ks) + k%77 (kg).  (5.20)

Essa é a relacao principal com a qual trabalharemos. Claro que podemos encontrar
relacoes equivalentes fazendo a permutacao dos momentos externos. Vamos verificar como
exemplo a validade desta relacao no limite de comprimento de onda longo. Antes de mais

nada, devemos lembrar que ky + ko + k3 = 0. Além disso podemos simplificar a relagao
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omitindo os termos constantes em comum das funcoes de dois e trés gravitons. Chegamos

assim na seguinte expressao:

(2k1umwr — kl)\n;w)l / dQ(w — 1) (w = 3)¢"¢"¢"¢"¢"¢" =
/ff/dQ(w —Darg*d’q” + ki’/dﬂ(w — Darg"q"¢" + kf/dﬂ(w — Dang*d°q"+
k?/dﬁ(w ~1Dand’a"q” ~ kf/dQ(w ~1)¢*¢°¢’, (5.21)
sendo que o lado esquerdo desta equagao pode ser reescrito como
km/dQ(w — 1)(w —3)¢"qnq"¢"¢"¢" — 2ku/d9( D¢’ ¢, (5.22)

onde usamos que ¢ = (1,¢), e devemos lembrar que ¢ é um vetor relacionado a diregao
do momento de integracao cujo médulo é igual a 1, enquanto w é o nimero de indices
spinoriais iguais a zero. Lembrando que estamos no limite de comprimento de onda longo
(k = 0), temos que

klO/dQ w(w —2)exq"¢ "¢ = ki’/dﬂ(w —Darg* "+

ki’/dQ(w —Dang*q"¢" + kf/dQ(w — Darng*q"q"+

k?/dﬁ(w - 1)qxqﬁq”q"+k?/d9( D¢*¢°¢°¢°, (5.23)

e essa € a expressao final que verifica a validade da identidade de Ward. Para verificar
este resultado de maneira explicita precisamos verificar todos os possiveis valores para os
indices spinoriais (a, 8, p, o, \). Por exemplo se todos os indices forem iguais a zero, para

a primeira integral w = 5, enquanto para as demais w = 4 e chegaremos na relagao

15k10/d§2 = 3k§]/dﬂ+3k§’/d§z+3k‘f/d9+3k?/d9+3km/d9, (5.24)

onde a igualdade esté evidentemente correta visto que kjg = V.

Ja para o limite estatico (ko = 0) encontramos
1
(2K100 — Fianw) 5 / dQ(w = 5)(w = 7)¢"q"¢"¢"¢"¢" =
Ky / d(w — 5)qrg"q°q” + kT / dQw = 5)arga"¢" + ki / Q2w — 5)g2q" "¢+

k?/dﬁ(w—5)qw5q’)q” —kf/dQ( 5)¢°¢°¢°¢°, (5.25)
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cujo lado esquerdo pode ser reescrito como

k1 / dQ(w — 5)(w — )¢’ pq“¢Pq°q° — 2k / dQ(w — 5)¢°¢°¢"¢°, (5.26)

o que nos leva a expressao final

b / dQ(w —5)(w — )q'pq" " "q” = kY / dQ(w — 5)qaq*¢ "+
kT / A w —5)qaq" "¢ + kY / dQ(w —5)grq"¢"q" +
kS / dQ(w — 5)qrg’ ¢ " + ky / dQw - 5)¢*¢"¢°q°, (5.27)

que é equivalente a (5.23) e deve também ser testada para todos os valores possiveis dos
indices spinoriais.

Podemos também utilizar as identidades de Ward para relacionar as fungoes de um e
dois pontos. Para tanto, primeiro precisamos escrever a funcao de dois pontos, que neste

caso é a mesma nos dois limites [43]

_C7rT4

T — dQ gtq” 2
240/ q"q", (5.28)

e para obtermos a identidade de Ward que relaciona as funcoes de um e dois pontos basta
fazer a derivada funcional da (5.18) uma vez, o que no espago dos momentos é escrito

CcOo1mo

QkHFMQB(k) — ]{/’)\Flwagﬁlw == —k?ar)\ﬁ — k@f‘)\a, (529)
que, como veremos mais adiante, pode ser simplificado na expressao
2K*T aap(k) = —koDag — kglaa — kxLagp. (5.30)

Agora vamos fazer como no caso anteiror e verificar essa identidade para os dois limites.

No caso de comprimento de onda longo temos que

ko/dQ WArIa Q3 = ka/dQ qrgs + kg/dQ qrGo + k’,\/dQ 7098, (5.31)

que deve ser verificada para todos os indices spinoriais (o, 5, \) possiveis.
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Por exemplo, se todos os indices valem zero obtemos a igualdade

que evidentemente esta correta.

J& para o limite estatico vale a relagao

k:i/dQ(w —5)qiqrqaqs = ka / dQ qrqs + k‘ﬂ/dﬂ drGa + k,\/dQ 70 4p; (5.33)

que também pode ser verificada para todos as combinacoes possiveis de indices. Por

exemplo, seja a = =0e A = j # 0, chegamos na relagao

igualdade essa facil de verificar. Basta lembrar que k* = —k;, usar que a integral do lado

esquerdo s6 nao se anula quando 7 = j e a relagao

3/dQ G = /dQ = 4. (5.35)

Dessa forma verificamos que as fungoes de um, dois e trés pontos obedecem a identi-
dade de Ward gerada a partir da invariancia de gauge. Para ir além podemos continuar
derivando a (5.18) de forma a relacionar indefinidamente fung¢oes de n e n + 1 pontos.
Porém, os célculos tornam-se cada vez maiores, e complicados de entender o significado
de cada termo. Assim, na proxima secao usaremos outro método para encontrar a forma

das funcoes com mais de trés gravitons.

5.3 Transformacoes de Weyl

Na secao anterior, utilizamos a invariancia de gauge da teoria para obter uma relacao
entre as funcoes de até trés gravitons. Nesta, utilizaremos outra simetria da nossa teoria,
a invariancia de escala, que vai nos levar as transformacgoes de Weyl. A simetria de escala
estd relacionada a invariancia das leis fisicas com relacao as dimensoes das grandezas
observadas.

Nosso universo nao ¢é invariante de escala, caso contrario seria impossivel para alguém

detectar uma invariancia de escala a partir de um experimento fisico. Por exemplo,
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imagine uma pessoa com uma bola dentro de uma caixa sem contato com o meio externo.
Suponha que esta pessoa pode medir as dimensoes da bola com a maior precisao possivel
segundo as leis que regem nosso universo. Entao, repentinamente, a caixa e todo seu
interior encolhem de maneira proporcional. Se a pessoa dentro da caixa refizer as medidas
das dimensoes da bola, perceberd que a precisao do seu resultado sera diferente da obtida
anteriormente devido ao principio da incerteza.

Porém, estamos trabalhando na regiao de altas temperaturas e desprezando o efeito da
massa das particulas. Nesta aproximacao, a invariancia de escala da teoria é preservada.

A transformacgao de Weyl é dada por
g — 2@ g (5.36)

onde o(x) é uma funcdo escalar que depende apenas da posi¢do no espago. Também

podemos usar a transformagao [17]

(V=9)g"" — e~V (\/=g)g", (5.37a)

onde d representa a dimensao do espac¢o, no nosso caso

(V=9)g" = e D (/=g)g"". (5.37b)

Se procuramos uma relacao de identidade a partir da simetria com relagao a essa

transformagao, podemos seguir o exemplo da (5.18) e partir da relagao
T 5(/=gg™) =0 (5.39)
———=—0(v/—99") = 0, :
5(v/=g9")

sendo que definimos a transformagao infinitesimal

S(V=g9") = (720 = 1) + ), (5.39)

e a partir dessa relacao podemos simplificar a (5.38) para

or
Ohrv

(™ + W) = 0, (5.40)

que é a identidade com a qual podemos trabalhar tomando as derivadas funcionais, assim
como fizemos com a (5.18) anteriormente. Fazendo a derivada da equacio acima por h®?

em h = 0, chegamos em

nuyruuaﬂ = _Faﬁa (541)
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resultado este que justifica a igualdade entre as (5.29) e (5.30).

Continuando, para escrever a funcao de n pontos, podemos adotar a seguinte notagao

CnT*
FulVl“'MnVn = 240 /dQ Cmm--ﬂnun (Qa ki, --- 7kn)7 (5-42)

onde C' é uma funcao que depende apenas dos momentos externos e do momento de inte-
gracao. Porém, como ja dissemos anteriormente, nos limites estatico e de longo compri-
mento de onda as amplitudes de n pontos geradas nao dependem dos momentos externos,

sendo assim, para este trabalho podemos escrever

Crneopimvn (@ k1, kn) = Criveopinin (@) (5.43)

Além disso, em trabalhos anteriores [15, 17], utilizamos o fato de que estas identidades
se mantém vélidas no nivel do integrando, assim, para a (5.41), por exemplo, podemos

também escrever

0" Crvap(q) = —Caplq), (5.44)

que pode ser facilmente verificada nos dois limites. Para o caso estatico, por exemplo,

temos

v v 1
77# CiuaB(Q) = 77“ ( - 5) (w - 5)(]#(]1/%1%3

_ —% [(w = 3)(q0)* = (w — 5)(D)?] dags

= —qaqs = —Cis(q). (5.45)

Se derivamos duas vezes a (5.40) e analisamos no nivel do integrando, obtemos

n'wjo;waﬁpcr(q> - _2Oozﬁpa(q>a (546)

que evidentemente s pode ser escrita nessa forma pois estamos apenas levando em con-
sideracao estas relagoes nos dois limites estudados.
De qualquer maneira, podemos generalizar as (5.44) e (5.46). Assim, ao derivarmos n

vezes a (5.40), podemos escrever a equagao

n#nJernJrl C/LlVl"',U«n+an+1 (q) = _nC,ulVl'”/‘nVn <Q)7 (547>
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onde definimos

1 n—1
Cﬂllfl-"MnVn (q) = ( - 5) PTL(w)quqvl G Qup s (548>

em que P,(w) é o polinomio que pretendemos descobrir a forma de escrevé-lo para a

fungao de n pontos nos dois limites. Usando as (5.6), (5.7) e (5.46), podemos escrever
P (w4 2) — PY(w) = 6(w—5)(w—T), (5.49a)
PE(w+2) — PEw) = 6(w — 1)(w - 3), (5.49)
e com o auxilio da (5.47) generalizarmos este resultado para
PS(w+2) — PP (w) = 2n(w — 5)(w —7) - - (w — 2n — 1), (5.50a)
Pi(w+2) — PX(w) = 2n(w — 1)(w — 3) - - - (w — 2n + 3). (5.50b)

Finalmente, a partir da (5.50) e das outras equagoes citadas logo acima podemos

P (w) = PE(w) =1, (5.51a)

e paran = 2
PS(w) = (w—"5)--(w—2n—1), (5.51b)
Phw)=(w—=1)--(w—2n+3), (5.51c)

que sao os polinomios que queriamos descobrir.

5.4 Equacao de Boltzmann

Apesar dos limites estatico e de longo comprimento de onda tratarem-se de casos
muito distintos, é notério que a estrutura das funcoes de n pontos nos dois limites é
parecida. Para entender melhor o porqué destes polindmios serem similares, estudaremos
o problema a partir de uma abordagem diferente da que seguimos até este ponto.

Com esse intuito, vamos primeiro nos recordar da equacao de transporte de Boltzmann.

Seja f(x#,p¥) uma funcao de distribuicao de particulas onde

il 5.52
pr=mo—, (5.52)
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temos que

df _ Of o= Of dp"
dr Ozt Ot Opt dr
_ptof  of a

m ozt Opt dr

(5.53)

A equacao de movimento de uma particula num campo gravitacional é dada por

dpt o
m—— = gp P’ (5.54)

onde I'** o € um simbolo de Christoffel, definido como

1
[as = —§9M(3agw + 059ar — OrGap)- (5.55)

Substituindo a (5.55) na equagao de Boltzmann, chegamos em

df _p,u, Fuaﬁ a 50]6
dT_ma“f+ mppap/“

(5.56)
sendo que se f é uma constante de movimento, (df /dr) = 0.
Todo este formalismo e os calculos estao explicitados em trabalhos anteriores onde,

trabalhando com essa equacao, é possivel encontrar para os limites estatico e de compri-

mento de onda longo a seguinte forma para a agao efetiva [18]

I = (/2\7: §3 / d'x / d'p O(P)N(P)0(v/—g9" p.py), (5.57)

onde N ¢ a funcao de distribui¢ao das particulas térmicas (no caso escalares), P é uma
constante de movimento e N ¢ um fator de normalizacao. Usando essa definicao, o que
diferencia se estamos tratando do caso estatico ou de comprimento de onda longo é a
constante de movimento. Para definir essas constantes, devemos lembrar que elas devem
satisfazer a equacao de Boltzmann e ser uma grandeza escalar com dimensao de momento
(para ser coerente com N (P)).

Podemos verificar que tanto pg quanto p; sao solugoes da equacao de Boltzmann. Um
principio bastante conhecido para teorias descritas em funcao de uma lagrangiana é que
a invariancia dessa lagrangiana com relacao a uma coordenada x* implica na conservacao

do momento canonicamente conjugado p* correspondente. Assim, no caso estatico, onde
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os campos externos independem do tempo, py é conservado, e no limite de comprimento
de onda longo, onde os campos externos independem da posicao, os momentos p;’s sao
conservados.

Portanto, temos que:

PS = py, PE = /pipi. (5.58)

Vamos entao trabalhar com a (5.57). Primeiramente vamos encontrar a relagao entre
as constantes de normalizacao dos dois limites. Para tanto, precisamos calcular as duas
agoes para o caso da particula livre (h = 0) nos dois limites e igualar os resultados. Para

o limite estatico fazemos

s /\/SC

1/“ /ﬁ%ﬁpoN@w[@d 7, (5.59)

enquanto para o limite de comprimento de onda longo

o NLc

/&/ﬁwp@<@mu> 2
= N Cg,/d4$/d4p N(|Po|)9[(170)2 - (@Q]a (5.60)

e como /p;p; > 0, a fungao # torna-se redundante neste limite. A (5.60) é simétrica para

(po — —po), portanto para igualar as duas agoes efetivas, precisamos que

=

5 (5.61)

Para simplificar a notagao, como nessa analise obteremos apenas resultados qualita-
tivos, vamos assumir que A = 1. Dando continuidade, podemos realizar os dois calculos

usando as substituicoes:
%= 75 gl =1; Z=q =75 (5.62)

Aplicando as substituicoes na acao de Boltzmann para o limite de comprimento de

onda longo encontramos

ﬁ/d%/m/dz /OOO dP P*N(P)O[(" + h")quq.], (5.63)
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e dessa forma podemos resolver as integrais separadamente. Para a variavel P usamos

que [34]
o] 4T4
/ dP PPN(P) ="~ (5.64)
0 15
ja com relacao a fungao # dentro do integrando temos que
O[(n"™ + ") quq,] = 0(2* — 14+ h2* + 2h% q;z + hY giq5), (5.65)
onde h"® = h% e podemos definir
A = h%; B = hV%g; C' = h" gq;. (5.66)

Normalizando I'* de forma que se anule para h = 0 e usando o fato de que para z < 0

podemos substituir (z — —z) e (¢; — —¢;) juntos, sem alterar o resultado, chegamos em

L CrT*
120

/d%/d@ /OOO dz[0(z* — 14 Az* + 2Bz + C) — 0(2* — 1)]. (5.67)

Daqui em diante, vamos nos concentrar apenas na integral da variavel z para entender
a estrutura das funcdes de n pontos geradas a partir da derivacao funcional de I'* pelo
campo gravitacional. Para isso, vamos expandir a funcao 6 em poténcias de h*”. Por

conveniéncia, fazemos a substituigdo z = y/u, e chegamos entao a relagao
/ dz[0(z* =14 Az> + 2Bz + C) — 0(z* — 1)] =
0

1 [~ 1
— [ du=—=06""Y(u—1)[Au+ 2B no(5.
;n!/o N (u— D)[Au+2BVu+ C|", (5.68)

onde 61 ¢ a derivada de ordem (n — 1) da funcio delta de Dirac.

Note que quando calculamos as derivadas funcionais com relacao ao campo gravita-
cional, os termos (A, B, C') sio os tinicos que dependem de h**. Além disso, A = h% B ¢é
proporcional aos termos de h com apenas um indice nulo e C' é proporcional aos termos
de h com dois indices nao nulos, enquanto no termo entre colchetes estao multiplicados

por (u, /u, 1) respectivamente. Sendo assim, temos que
[Au + 2Bvu + C]" o u*/?, (5.69)

onde w é o nimero de indices nulos da derivagao funcional.
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Portanto, para o termo de enésima ordem

1 1 ]_ w—1
on! J, du\/aé (u— D)[Au +2BVu + C]" ol du ¢ (u—1u 2z, (5.70)

sendo que podemos fazer a integracao do lado direito por partes, o que nos leva a

LT g st — 1y = L < - l)nl(w C)e(w=20+3),  (5.71)
2n! J, 2n/! 2

que é a mesma estrutura de PX(w). Vamos parar este cdlculo por aqui, pois estamos
apenas interessados em comparar qualitativamente a estrutura dos polinomios gerados
pelos dois métodos, visto que o fator multiplicativo pode ser obtido da forma que fizemos

nas segoes anteriores.

Para o caso estatico, temos que

d*z [ d*p 6(po) N (po0)0(v=99" Dupy), (5.72)

e podemos usar as mesmas substituicoes para chegar em

d*z [ dQ

o0
dz
0

dP P°N(zP)0[(n" + h*")q.q.], (5.73)
0

sendo que existe uma diferenca na funcao de distribuicao, cuja integracao em relagao a P

da

) 4T4
dP P*N(zP) = —— 74
/ P =T, (5.74)
e repetindo os passos do caso anterior obtemos
T4
S_szo /d"‘ /dQ/ 0(z> — 14+ Az> +2Bz+ C) —0(z* = 1)].  (5.75)

Dessa forma, quando analisamos apenas a integracao de z, temos que

/ ii[é’(z — 14+ A% +2Bz+C) —0(z*> —1)] =

1 * 1 n—1 n
Zlﬁ/o du2u5/25( '(u—1)[Au+2BVu+CJ", (5.76)
e usando a (5.69) encontramos

i/ du— 5 (u —1)[Au + 2Bvu + C]" du 6"V (u—u"z", (5.77)
0

2n! ud/? 2n'
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e finalmente, assim como na (5.71), chegamos a

w—>5

" 5Dy — 1y = L (— 1)n1<w S5 (w—2m—1),  (5.78)

2n! J, o\ 2

que é a mesma estrutura de P (w).

Dessa forma, fica mais claro o porqué de apesar dos limites representarem situacoes
fisicas completamente diferentes, os polinomios que fornecem as funcoes de n pontos nos
dois casos tém formato tao parecido. No apéndice F mostramos como ¢é possivel, a partir
da (5.57), obter um formato das agdes efetivas nesses limites de maneira que fica mais
facil realizar as derivagoes funcionais. Como exemplo, mostramos o procedimento para o
limite de comprimento de onda longo, porém algo semelhante pode ser feito para o caso

estatico.
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6 Conclusao

Neste trabalho abordamos alguns aspectos das teorias quanticas de campos. Nos dois
primeiros capitulos revisamos conceitos importantes para o entendimento delas, princi-
palmente com relacao as caracteristicas destas teorias a temperatura finita. Além disso,
introduzimos e trabalhamos com o formalismo de tempo imaginario e com o conceito
dos funcionais geradores das fungoes de Green de cada teoria. Isso nos forneceu a maior
parte das ferramentas necessarias para trabalhar com os trés problemas apresentados nos

capitulos subsequentes.

Com relagao a invariancia da massa fisica do férmion na QED, mostramos que o propa-
gador fermionico usado geralmente para definir a massa fisica para gauges covariantes nao
funciona para gauges covariantes. Definimos um novo propagador e mostramos, com o
auxilio das identidades de Nielsen, que a massa fisica obtida a partir do polo deste novo
propagador nao s6 funciona para gauges covariantes, como também para gauges axiais e
também para qualquer gauge nao covariante cujo termo fixador é oriundo de uma com-
binacao linear dos termos fixadores dos gauges citados anteriormente, como o gauge de

Coulomb.

Sobre a contribuicao da parte térmica dos diagramas de um ou mais loops da QED
de 1 + 1 dimensoes a altas temperaturas, conseguimos mostrar, usando o formalismo de
tempo imaginério e o modelo de Schwinger, que a parte térmica da agao efetiva da teoria
¢ nula. Portanto, a soma das contribuicoes das amplitudes causais retardadas geradas

deve ser nula em todas as ordens.

Em seguida, através do calculo perturbativo e das simetrias CPT, conseguimos enten-

der a interpretacao fisica do problema, onde ficou claro que no limite de altas temperat-
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uras, desprezando a massa das particulas, a contribuicao destes diagramas é equivalente
a soma de diagramas de espalhamento frontal de particula e anti-particula. E como nesse
limite nao conseguimos distinguir uma particula com momento k da anti-particula corre-
spondente de momento —E, a contribuicao total dos diagrams é zero.

Por fim, com respeito a interacao de n gravitons a altas temperaturas nos limites
estatico e de comprimento de onda longo, conseguimos, com o auxilio das identidades
de Ward e Weyl e tratando a interacao dentro dos loops como proporcional ao caso
escalar, descobrir o formato dos polinominos que fornecem as funcoes de n pontos e
um loop nos dois limites. Em seguida, usando o formalismo da equacao de Boltzmann,
pudemos obter a forma da acao efetiva para estes dois limites e entender a similaridade
na estrutura dos polindmios obtidos para os dois casos. Futuramente, é possivel estender
este problema e tentar obter o funcional gerador para o caso geral da gravitacao quantica
a altas temperaturas.

Dessa forma, todos os trabalhos atingiram o objetivo que planejavamos, apresen-
tando resultados positivos que foram publicados em periddicos cientificos de expressao

nos ultimos anos [44, 45, 46].
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A Integrais Funcionais

Nessa secao vamos tratar as integrais funcionais, que na teoria quantica de campos

sao também chamadas muitas vezes de integrais de trajetéria.

A.1 Definicao e Propiedades

Seja G| f] um funcional dependente de uma fungao f(x). Definimos a integral funcional
de G em relagao de f aplicada entre um ponto inicial f, = f(z,) e f, = f(xp) da seguinte
forma:

I= /DfG[f]. (A1)

Onde

(A.2)

Y

or- [ 11(222)

em que A é uma constante de normalizacao que depende de como definimos a condicao

de completeza da integral. Dessa forma, temos:

[ prins = jim / ﬂ (%) 1l =1 (A3)

Assim, quando realizamos a integral (A.1), estamos integrando o funcional G[f] de
forma a considerar as contribuicoes de todas as trajetérias possiveis no dominio de x que
levam f, a f.

Sendo F[f] e G[f] dois funcionais dependentes da mesma fungao, podemos definir

_ I DIGIAF]

G ="TprEg (A.4)
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onde (G) é a média do funcional G no dominio em que o funcional F' faz o papel de
funcional-peso ou densidade. Se F[f] for igual a 1 em todo dominio da integragao, entao
(G) serd igual a média do funcional G nesse dominio.

Vamos também enunciar a regra do produto para integracoes funcionais:

-/ pyap ] (A.5)

[or = cinmi g

f—o0

A.2 Aplicacao na Teoria de Campos

Primeiramente, vamos obter a amplitude de transicao entre dois estados no formalismo
de integrais de trajetéria. Como exemplo, consideraremos um campo escalar ¢(,t).

Da mecanica quantica, sabemos que se no instante inicial ¢y, um sistema estd num
estado inicial |¢), num instante ', a particula estard no estado e “74t|¢), onde At = t'—t,
e H é o hamiltoniano do sistema em questao. Nesse instante ¢’ a amplitude de transicao
para um estado |¢') é dado por:

(@'l g). (A.6)

Podemos agora dividir esse intervalo de tempo At em n intervalos de tempo de duragao

€ e escrever:
(@)~ g) = / (LI26) @l l0ienl . e loioale). (A7)
i=1
Sendo |IT) o estado do momento conjugado ao estado |¢), podemos definir a relagao

/DH]H><H| ~1, (A.8)

e inserir na (A.7)

(/|44 g) = / (TIPoDIL) (&110) (Moo 41 60) (@0 T 1) (]

=1

- T e 1) (|9 (A.9)
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Sabemos pela mecanica quantica que (z|p) = €. O equivalente para teoria de campos

i = exp (i [ M@o(a?0z), (A.10)
onde D ¢é a dimensao do espaco (Z,1).
Além disso, para e suficientemente pequeno podemos fazer e ¢ ~ 1 — iHe, e daf

temos que:

(ile™ "l gr) =~ (1| (1 — iHe)|dy) =

= exp (/d(D_l)f[Hk@)gbk(a:) + eH (g (z), qbk(:v))]) (A.11)

Vale ressaltar que H é a densidade hamiltoniana do sistema e depende dos autovalores
dos estados de I (z) e ¢x(x) com relagao ao hamiltoniano e nao dos estados em si.
Podemos agora reescrever a (A.9), substituindo os resultados obtidos nas (A.10) e

(A.11), para chegar a

(@le™ 5% ¢) = / (ﬁ D¢iDHi>5[¢ — 1] ¥

i=1
X exp {zezn: / d(D_l)f{Hk (M) — H(IL,,,, qﬁm)} }, (A.12)
k=1

onde consideramos ¢,,1 = ¢'. Tomando agora os limites n — oo e € — 0 a somatéria dos

pequenos intervalos de tempo se transforma numa integral e obtemos:

$(Et)=¢' ¢
1 ,—iHAt — DII D X l dt( d(Dfl) v(I10;¢ — H )] . A.13
e = fon [ oo e i [l faramas )| )

A densidade lagrangiana de um campo escalar pode ser escrita como
1 m?
L= 50,00"6 = 6" = V(5). (A14)

onde V(¢) é um potencial que depende das caracteristicas do campo. O momento

canonicamente conjugado ao campo é dado por

oL
9(009)

= 0% = 0,0, (A.15)
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e, consequentemente, a densidade hamiltoniana é dada por
H =0l — L = %(HQ + (V)2 +m2¢?) + V(9). (A.16)
Substituindo a (A.16) na (A.13), chegamos a
(@)e"%19) = [ P [ Do x
X exp [@ /t ' dt< / dPVE T8y — %(rﬁ +(Ve)® +m??) — V((b))], (A.17)

o que nos leva a uma integral gaussiana em II. Completando os quadrados temos:

(¢/|e” A ) = / DIl / D¢ exp [@ /t ' dt( / APV zx

< (= 1/2) (1= 00 - @) + (T + m*e?) = Vi) )| (A1)

:/DH/ng exp [z/t: dt/d(Dl)if (—%(H—80¢)2+£)1.

Seja K , um operador qualquer, a integral funcional Gaussiana tem como resultado

21, 23]
. t
/DHeXp {— 3/ dt/d(Dl):i:‘ HKH] - (A.19)
2 Jy det K

No nosso caso aplicamos a substituicao II — IT' = II — 9y, K=1le p ¢ um fator de

normalizagao. Além disso, a acao classica S[¢| é dada por

S[¢] = /t t dt / dPVz L. (A.20)

Usando estes resultados na (A.18), temos que:

. ¢/ "
(&= ) :p/¢ D 519, (A.21)

A funcao de particao no ensemble grande canonico é dada por

2= Tr(e 1) = [ Dogle 1), (A.22)
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e fazendo as substituicoes H — H — uN, iAt — [ e idt — d7, chegamos a um resultado

equivalente a (A.21):

B
7 = D dr [ d°~ 'z . A2
o[ ¢exp{/0 o fv(£+uN)} (A.23)

Aqui NV é a densidade do ntimero de particulas e [¢] representa o conjunto dos estados

H—uN)

periédicos. Podemos interpretar e 4 como o operador de evolucao no formalismo

de tempo imaginario.
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B Diagramas de Feynman

Os diagramas de Feynman sao muito utilizados no estudo das teorias quanticas de
campos, pois sao uma forma simples e pratica de escrever as interagoes entre as particulas
de uma teoria, além de ajudar na interpretagao do fenomeno analisado e seus resultados.
Nesta secao, enunciaremos as regras de Feynman para teorias de campos que utilizamos
neste trabalho, a teoria A\¢* e em seguida a eletrodinamica quantica. Todos os diagramas
apresentados no trabalho adotam a convengao da seta do tempo se mover da esquerda
para a direita, ou seja, os termos mais a esquerda num diagrama sao anteriores aos termos

mais a direita.

B.1 Teoria \¢*

Para esta teoria, tratamos apenas de um tipo de particula, proveniente de um campo
escalar real. Inicialmente enunciaremos as regras de Feynman, que relacionam os diagra-
mas e a expressao algébrica correspondente, no espago das posi¢coes e mostraremos um
exemplo. Em seguida, faremos o mesmo no espago dos momentos.

Devemos lembrar que para essa teoria a lagrangiana é dada por:
o 242 A 4
L= (0,6)(0"0) — m*¢* — 56" (B.1)
Seguem as regras de Feynman da teoria A¢* que usamos para o espaco das posicoes:

- A evolugao temporal do diagrama é da esquerda para a direita (eventos a esquerda

ocorrem antes de efeitos a direita)

- Uma linha continua ligando os vértices x e y corresponde ao propagador iAp(z —y)
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- Para cada vértice interno do diagrama multiplicar a expressao por um fator —i%
- Integrar em funcao de todos os pontos correspondentes a vértices intermedidrios
- Um loop ligado a um sé vértice z corresponde a um termo iAp(z — z) = iAp(0)

- Calcular o fator combinatério do diagrama

Como exemplo de aplicacao destas regras, vamos analisar o diagrama abaixo:

Figura B.1: exemplo de funcao de dois pontos.

Usando as quatro primeiras regras listadas acima temos que o diagrama coresponde a

seguinte expressao

c< - %)2 / / 0P 4P [iAp(z — )idp(z — I Plidey— Y, (B.2)

onde C é o fator combinatério do diagrama.

Para calcular este fator devemos notar que cada um dos vértices internos é conectado
a quatro segmentos do diagrama, pois neste caso o termo de interagao é de ordem quatro.
Podemos entao imaginar que cada vértice contem quatro “pontos de conexao”, que se
conectam as linhas do diagrama. Quando permutamos as conexoes entre os pontos de
conexao e as linhas, geramos diagramas equivalentes.

Além disso, os vértices internos sao indistinguiveis, assim podemos permutar os pontos
z e 7. Finalmente, devemos lembrar que os diagramas estao sendo gerados a partir da
expansao de um exponencial (vide (2.18) e (2.20)), sendo assim, para obter C, precisamos
dividir o nimero de combinacbes possiveis do diagrama por n!, onde n é a ordem da
interacao e, portanto, é igual ao nimero de vértices internos do diagrama.

No nosso caso, podemos conectar o vértice x a oito pontos de conexao diferentes (pois

podemos permutar z e z’). Em seguida, podemos conectar y a um dos quatro pontos
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correspondentes ao outro vértice interno e finalmente existirao 3! maneiras de conectar os
dois vértices através dos pontos de conexao restantes. Além disso, neste caso n = 2.

Assim, chegamos em:
8 x4 x3

¢ 2!

=4 x4l. (B.3)

Substituindo este resultado na (B.2), concluimos que o diagrama da figura B.1 é equiv-

alente a expressao

(_2)\)2 // dPz dP [zAF(x — Z)][ZAF(Z _ Z/)]3[iAF(y . Z/)] (B4)

Para o espago dos momentos devemos seguir outro conjunto de regras:

- A evolucao temporal do diagrama é da esquerda para a direita

- Uma linha continua com um indice de momento p corresponde ao propagador iAg(p)
- Impor a conserva¢ao do momento (D-dimensional) em cada vértice do diagrama

- Para cada vértice interno do diagrama multiplicar a expressao por um fator —i%

- Para cada loop fechado integrar em funcao do momento associado a este loop

- Calcular o fator combinatério do diagrama

Como exemplo vamos analisar o seguinte diagrama

Figura B.2: fun¢ao de dois pontos no espaco dos momentos.

Este diagrama é equivalente ao exemplo anterior, porém agora escrito no espaco dos

momentos.
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Usando as regras listadas e lembrando que ja calculamos o fator combinatorio deste

diagrama anteriormente, chegamos em

27T 2D

SLIBNI // TR A (@A (RiAr D —a— k)], (BS)

onde o fator (27) 2P ¢ devido a normalizacio da transformada de Fourier.

B.2 Eletrodinamica Quantica

Nesta teoria, trabalhamos com trés tipos de particulas, um férmion (elétron), o anti-
férmion correspondente (pdsitron) e um béson (féton). Como ji vimos ao longo do tra-

balho, a lagrangiana da QED para o campo fermionico é dada por
- 1 L. — 1 5
L =D —mp — ZF,WF“ = (i@ — m)p — qp Ay — ZFWF“ . (B.6)
Seguem as regras de Feynman que usamos para a QED:

- A evolucao temporal do diagrama é da esquerda para a direita

- Para cada vértice devemos associar um indice vetorial p e multiplicar a expressao

por um fator iey*
- Impor a conservagao do momento (D-dimensional) em cada vértice do diagrama

- Uma linha interna continua com uma seta na dire¢cao do fluxo do tempo corresponde

ao propagador de um elétron

- Uma linha interna continua com uma seta na direcao opsta ao fluxo do tempo

corresponde ao propagador de um poésitron
- Uma linha interna ondulada corresponde ao propagador de um féton iD,, (p)
- Para cada elétron inicial, devemos multiplicar a expressao por um fator u;(p)
- Para cada elétron final, devemos multiplicar a expressao por um fator u;(p)

- Para cada pdsitron inicial, devemos multiplicar a expressao por um fator v;(p)



B.2 Eletrodinamica Quantica 119

- Para cada pésitron final, devemos multiplicar a expressao por um fator v;(p)
- Para cada loop fechado integrar em funcao do momento associado a este loop

- Para cada loop fechado formado apenas por propagadores fermionicos multiplicar a

expressao por um fator (—1)
- Calcular o fator combinatério do diagrama

Podemos escrever o propagador fermionico (e o anti-fermionico) como

b= T —iS(p). (B.7)

Como exemplo vamos analisar o diagrama a seguir:

k

Figura B.3: exemplo de funcao de dois pontos na QED.

Usando as regras listadas acima e excluindo as linhas externas temos:

Dy. gD
() =€) [ [ T 0 D) Dasla S -0 S = —K)*S (o k1", (B
onde C' ¢é o fator combinatorio do diagrama.

Para calcular este fator devemos notar que para a QED os trés campos do termo de
interacao sao diferentes, portanto nao precisamos nos preocupar com a permutacao dos
“pontos de conexao”dos vértices.

Porém, precisamos ainda considerar as permutagoes possiveis entre os vértices no
diagrama. Neste caso, é facil ver que podemos permutar todos os vértices sem restrigao

e obter 4! diagramas idénticos. Dividindo esse valor por 4! (devido a ordem de interagao

desse diagrama ser 4) chegamos em C' = 1.
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C Matrizes de Dirac

Nesta segao vamos enunciar algumas propriedades das matrizes de Dirac (também
conhecidas como matrizes gama), que sao utilizadas para trabalhar com teorias de campos
spinoriais num espaco de Minkowski.

Primeiramente mostraremos algumas relagoes que envolvem essas matrizes para um
nimero arbitrario de dimensoes, e em seguida trataremos mais especificamente dos casos

de (1+1) e (3+1) dimensoes.

C.1 Matrizes de Dirac em D Dimensoes

Seja y* uma matriz quadrada, onde ;. = 0,1, ..., (D—1) é um indice spnorial, definimos

que as matrizes de Dirac devem satisfazer a relacao
{v, 7"} =4y + 4 =27 (C.1)

onde n*¥ é um elemento da métrica de Minkowski onde usamos a assinatura (+, —, —, ..., —).

Da equacao acima temos que

As matrizes gama também obedecem a condicao de hermiticidade
P =A%, (C.3)
e podemos obter as matrizes de Dirac covariantes fazendo

Y = muﬁ”, (04)
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e das duas equacoes anteriores é evidente que
=17 % =" (C.5)
Vamos também definir as contragoes
" = DI (C.6)
Y = —(D —2)y". (C.7)
Seja a” e b” vetores quaisquer de D dimensoes do espaco de Minkowski, definimos
ft="a., (C.8)
que chamamos de “a slash” e obedece as propriedades
i = (C.9)
b+ b = 2(a - b). (C.10)

Além disso, de forma analoga a (C.7), temos que

V" = —(D = 2)g. (C.11)

Outras matrizes importantes que podemos definir a partir das matrizes de Dirac sao
o = %[V’W”] = %(V“W’V — "), (C.12)

AP = 08t AP (C.13)

Seja C a matriz de conjugacao da carga, vale a relagao
CyCt = — ()T, (C.14)

Para um campo spinorial v, como os que encontramos na QED, é comum usar a

notacao
=iy, (C.15)
Com relagao ao trago, temos
Tr(y*) =0, (C.16)
Tr(c") =0, (C.17)

e para D par também é valido que

Tr(vP*™) =o. (C.18)
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C.2 Matrizes de Dirac em (1+1) Dimensoes

Em (1+ 1) dimensoes (D = 2), escolhemos duas das matrizes de Pauli como matrizes

de Dirac. Podemos definir, por exemplo

0 1 0 L 0 1
0 —1 1 0
e com isso temos que
0 -1
7P =iy’y! = —ioy = . (C.20)
1 0

Por definigao, todas as (C.1-C.18) sao validas para (1+ 1) dimensoes e em particular

notamos que
Ty Y = 0. (C.21)
Também vale que

fy“fy” = 77“” + et 3, (022)

onde " é o simbolo de Levi-Civita (e = 1).

C.3 Matrizes de Dirac em (3+1) Dimensoes

Em (3+1) dimensdes existem diversas maneiras de definir as matrizes de Dirac. Neste

trabalho escolhemos

10 0 0
0 0 1 0 0 ; 0 o
7= ) Y= ; (C.23)
0 0 -1 0 —0; 0
0 0 0 -1
e temos que
0 0 1 0
i boa 0 0 0 1
7 =" = Sewasy V™Y = (C.24)
1 0 0 O
0 1 0 0
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Além das (C.1-C.18), também vale para este caso

N YA = Anl, (C.25)
VYAV = =297, (C.26)
VY VPV A = 27"y + PP, (C.27)
Analogamente
Vgt = 4(a - D), (C.28)
Vb = —2¢b, (C.29)
Vudbgdnt = 2(ddp¢ + ¢hid). (C.30)

Para o traco valem as identidades

Tr(v*7) = (C.31)
Tr(y*yPy"y") = 4™ ™ — ™0™ +n™n™), (C.32)
Tr(gh) = 4(a-b), (©33)
Tr(gbid) = 4((a - b)(c-d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)]. (C.34)

Além disso, para n impar vale
Tr(y*y%2...~™M) =0. (C.35)

Com respeito a 7°, vale

Tr(y*) = Tr(y’y") = Tr(y"y"y") = Tr(y°+"+"7*) = 0, (C.36)

Tr(y° 49" y*") = —die”. (C.37)
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D Algebra de Grassmann

Hermann Grassmann desenvolveu uma algebra de varidveis anticomutantes cuja es-
trutura tornou-se uma ferramenta matematica importante no estudo de sistemas com
propriedades antissimétricas como as teorias de campos fermionicos. Nesta se¢ao enun-
ciaremos algumas propriedades basicas dos elementos dessa algebra usadas neste trabalho.

Sejam z; e 2o dois elementos dessa algebra
{z1,20} = 2120 + 2021 = 0. (D.1)

Uma consequéncia direta desse fato é que

{zi, zl} =0= zf =0, (D.2)
o que nos leva a

QN4

e —Zon!—lJrzl (D.3)

Uma funcao polinomial qualquer f(z) sempre pode ser escrita da forma
f(z) =a+bz, (D.4)
onde a e b sao constantes escalares. Para duas variaveis
f(z1,22) = a+ bz + czo + dz 29, (D.5)

e esse formato pode ser estendido para um nimero de varidveis n qualquer.

Pode-se definir uma variavel de Grassmann complexa

z =21+ iz, 2=z —iz9, (D.6)
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e temos que

2%z = 2iz129. (D.7)

Em geral, um spinor fermionico de dimensao D é constituido por D componentes de

Grassmann complexas.
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1

E Integral D-dimensional de ——
(n-k)

Nesta secao avaliaremos as integrais da seguinte forma

/ MW, (E.1)

onde n* ¢é o vetor axial, k* ¢ o momento correspondente ao loop que esta sendo integrado
e m é um numero inteiro qualquer.

Essa integracao vale zero e daremos duas justificativas para isso, uma matematica e
uma fisica.

Antes de mais nada é preciso lembrar que o termo 1/(n - k)? que analisamos no tra-
balho estd implicitamente regularizado, sendo assim, nao existem divergéncias ou descon-
tinuidades na integracao. Dessa forma, apds a integracao o tinico parametro restante no
calculo é o vetor axial. Como mencionado no capitulo 3, apesar de nao ser necessario,
costuma-se escolher a dimensao de n* igual a do momento. Dessa forma, a dimensao total
da integral acima é

d=D—2m — 4, (E.2)

em unidades de massa.

Apoés a integracao, o resultado obviamente deve manter a mesma dimensao. Como n*
¢ 0 unico termo algébrico que nos resta para representar a integracao, o resultado sera
proporcional a n?.

Porém o resultado da integracao nao pode depender da transformacao
n* — en'™, (E.3)

onde ¢ é uma constante nao nula qualquer.
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Isso s6 é valido se d = —2, caso contrario a integracao é nula. Parad = —2, D = 2m+2,
o que significa um numero inteiro para D. Mesmo que nosso espaco tenha dimensao igual
a (2m + 2), quando realizamos a regularizagdo dimensional da integragdo, passamos a
integrar em uma dimensdo nao inteira. Sendo assim, na pratica a integral (E.1) é nula

qualquer que seja o valor de D.

Fisicamente, podemos argumentar que a (E.1) corresponde a uma integra¢ao propor-
cional ao propagador do campo fantasma para o gauge axial. No gauge covariante o
propagador do féton tem mais graus de liberdade do que observamos fisicamente para a
polarizacao do féton e os loops dos campos fantasmas cancelam o efeito dessas polarizagoes
nao fisicas. No nosso caso, ao analisarmos a (3.15), temos que o propagador apresenta
(D — 2) graus de liberdade, assim como esperamos para os graus de polarizac¢ao do féton
em D dimensoes. Assim, a contribuicao dos campos fantasmas deve ser nula e assim, a

integral (E.1) vale zero.
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F Acao de Boltzmann

Para o limite de comprimento de onda longo vamos partir de

L C7TT4

/d4 /dQ/dz 0[v=99" quav] — O[7" 4.0 ), (F.1)

em que o segundo termo do integrando tem a funcao de normalizar o funcional tal que
ele seja nulo quando h = 0.

A condigao imposta pela funcao 6 para o integrando nao se anular é

9" 4.0 = 972+ (6" + 9°)zqi + g7 qiq; > 0, (F.2)

onde g% = ¢, Assumindo ¢°° > 0, devemos procurar as raizes de
"2 +2¢%2q; + g” qiq; = 0, (F.3)

que sao dadas por

. g %4 \°  giqq
z :_goo + (g()o) — g0 (F.4)

Dessa forma, a integracao em z pode ser dividida em duas partes

L_C;l?/d‘* /dQ[/ dz+/ dz—/ dz—/ dz] (F.5)

que pode ser simplificada na integral
T4
pr = &7 /d4 /dQ _ ot 9)
240
ot [ g g Qi _gvae (F.6)
120 e ’ '
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que é a forma utilizada para obter as funcoes de n pontos a partir das derivadas funcionais
com relagdo ao campo gravitacional [15, 36, 38].

Também é possivel fazer um procedimento similar para a agao efetiva no limite estatico,

que resulta na expressao

ps _ ¢rl” /d4;1: {‘/__g - 1} , (F.7)

90 950

resultado que foi obtido de maneira detalhada em [18].
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