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iNTRonJÇA.o

Recentemente tela havido um inteüresse bastante grande na apx.L

cação dos Apto;;imantcs de Fada, esp'3ci-alniente na física das In-

teraçl;es Fortes ( para um apanhado d3st= Frobl-cma ver curso de
Puster].a'

A finali.dado desta tese ó introduzir a aplicabilidade dêstes

aproxírnantes para o prob]-üma da ]lquaçao de Fase.
Primeirarncnte farei)os um resumo sobre Fraçoes Contínuas,Apta

ximantes de Pad6 e Funçoas de Stieltjcs. l.:encionaremos as prin-
cipais propriedades e daremos demonstraçocs IJara algumas delas

( as mais simpl-os ) .

ll;m segui.da introduzireraos a EcluE'çao dc B'ase, e con

mos a].Budas apl-icaçoeg para o caso do ond::3s S .
Se o potenci-al for dcltifoFmi] .:l :se'ltHcnci.a de P:id(5 Z;4a7jlã a::i

o rcsu atado excito .

Considerar::Fios tlirlbSm o potcncia]. d \rbuzovt ],'i].i.ppov e

Khrustalcv ' no cago cle energia zero ( Í :c' ). Êste pot;en

cíal é da forma ( '4/'t' -'> Z',oo(7'e')Õ(/-7)

l:ostrarcmos que o '' scattoring length '', para o caso em que

,/\=O, ó uma .B'unção de Stie]tjes na variáve]. À , quandoÀ.-.!

Em seguida compilrarcmos o v'a].or ex1lto do 'l scabtering longth''

com os diferentes Aproxirnantes de Padó.

O caso do poço quadr:ld3 para energia zero ( 'f:c:' )l também

Ó considerado.

Gostaríamos de obsexv1lr (lue para o J.;otencl%l de Arbuzov et .

sid rar

/

'$e
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al, , Calogero c Jassandro/737 demonstrllr.:tm que a série perturba

uva para a função do '' scattering lengtll '' diverge.
Estudos de outros tipos de potenciais, assim como consi.dcra-

çoes de energias diferentes de zero Í)lra a Equação d] ]Pase se-
rão objetos de tr'abnlho ulterior.

l PR'E]'.]'l.': TllARES F.:A': ::;T'ÁTT {;nS

atesta seçao dcsc:nvolvercmos os conceit;oí3 matemáticos ut;ili

zados no trabal1lo. .:;ates compreendcin a tccJ3.ia dos Ai)roxilnanten

de ?adé, e conccibo:} correm-fitos.

'Ae
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1.1.-FIAÇÕES COFTTllÍU,is

Na Teori.a das .B'unçoes de pari.ável Comlil-exa, uma função z2n(?),
anal.ética no i.nterior de um certo domínioDy,/ ! pode scr repre-
sentada pela s6ric de Ta)-lo!'?

z.)(Z-Z') ' Z..ICZa.!-!=!0,
z'.' /

com zz no interior do círculo de converg:
centro em Zo contido em Jn .

Dentro dêste cÍrcu].o de converbaencia o conhecimento de /Z'?.?.)

ou do conjunto éJ/"(:©zy ,/ sao aqui.valentes.

Uma outra maneira de sc reprcsentlir Unia funçai anal.ítica é

por intermédio d-: uma exnansao cm ]?ração Contínua 2' .. Passará.
mos a discuti..].a brevemente,

As Fraçoes Contínuas sao expressoüs da forma

serieda com

/ á,

(1)

'&+
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onde os conjuntos {r-/«.J e Í.r;,.,( são números, e as opera.-

çoes sao entcnclidas como sendo efetuadílo atÓ zz= ao
A expansão de uma ft;tnçao ;Zi'Z) cm ];\Mação Contínua Ó da fo=

e

ma

:'z) :. +)., .,. ..É&:É..
E).... .g2..ã.....

.).,.. a* t,
!),. c!.lJ ' .:=b:

( 2)

A .13lunçao Contínua truncada numa co:rta ordem /\./ , dá uma
Fraçao Rac'.anal cm 2; que runprescn't;a uma aproximação para

'Z'zZJ , da mesma manei.ra oue o polinomio obtido pelo cort-

e de uma Série de '=ayJor para Z 7.Z.) onH uma certa ordem

al)].'egollta uHÜ aproxi-mação para Ã /fi J

Veremos abaixo ( seçl;o -7' ) que a fada expansão de uma funçã)

em Série dc Taylor corresponde um:} Jxpansao dü mesma função em

:função Contínua.

}.s vozes 6 mais vantajoso traba]]lar cola 3 exl)ansao em ];'un.çao

Contínua que col'n a Série de3 Tay].or dicl7'i.do a do:í.s I'altos:

le) A Fiação Contínua converge num domíni-o maior que o círck
lo de convergência da Série de Taylor correspondente.

2e) !To cITou.Lo dc ccnvr)]'gane]a da S:5r]c c]c Tay]or, a ];Hn.çao

Contínua converge mais rbpídamcnte quc a Série dc Taylor.

'Ae



Um ex-amplo :siillples de uma expansão cm ]l\u.çao Contznu.a Ó da
do pela função

Parti.ndo da identidade,

[.. J7;:2' -- ] )Ç../]:)'
,F

podemos escrever,

] -...-J

Por interaç;o OnDtOHOS

l "''"}

'J:7,- Z

( 3)

COITVERGÊiiCIA

4

f ' As pi'opriedadcs de coilvergêncla po:leal ser provadas com

certo número de teoremas /i./ . Vamos mencionar um dêles.

uln

Numerosos exelT)pios podem ser vistos ern l7a]].

$.
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Teorema

A IB'nnçl;o Contínua

/'
( 4 )

converge p:ira todos os valores de (-Z , excito para (7:-.Z«%
onde C e um numero real qual(Luar pGsii.uivo.

A equaçl;o (4) suz'8e de (1) pondo todos /lJTz:: -/ e todos

c,Z: ; a
Aplicando o teorema acima à

de ser escrita na forma

'7

DO

dc v.7«.:i ,que

'''')V
5)

.// J

notamos que esta líl\Ea.çao Contínua convcréçirá p:lra todos os valo-
res de Z fora dc intervalo real -CV:i< z#z { --.7 . ]! intc-

ressanbe aind:, not..ir dois fatos relativos a este resultado,

i) êste intervalo corresponde uo corte de
il) enquanto a expansão eln S6rlo dc auyJ-or px!'a va+.ê' oolav-

erge sê)mente no círcu].o /Z/<" .Z , a c:xpansao(5) converge cm

todo plano colnplcxo com exceçao do intervalo -cu< Z (
Pondo Z= / em (5), obtemos as dií'Crentes ordens de aproxl

.l;. :: v''''f' !
)
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'1

/'d ;' .iC /
Ó

/7

g,'

/#

#

/ 4-/ú:{.,

f.Ç./3 7 93

»:3 /. zr/4- 2 8S'Z

/. «» / '; ;' /3 .55/

sendo que,

1. 4./ Ç2/3 5é;a

COm OXeOç30 dU OTduH :''( = .Z ) HO'bÜDlr.)b que Q ead:a p:àa o Q

obtêm uma apr'oxlmaçao ondfl voz melholp p'.\="n

moa uma precisão melhor que 7C) . Isto é notável quando

comparado com o rcsu].fado da Série de Ta;flor, cuja precisão, p2

ra a aproximação de defina ordem, é da .)i'dem#de /C.

$.
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Através do teorema acima podemos pro\rflr ainda

ção Contínua

que

Lo 8,(/f"z )

(6)

converge er'i fada p:irtc c:.(eito

na FIRA.çao Contínua,

.1

L ., .- u) ,l ,e qu

a z c 7 a n g (Z.,;
/t/.'Z:

, . ;)

V' zF :Í '

5'/9'.'
'7.,.- /É.-Z:z

'-4ü =;:'.:=

9 v.

( 7)

J

a converg13ncla rJCOTFQ exterior 30 corte no longo do eixo imagi
nári.. n.s i.ntervalos ( Z. , t cn ) c (- Z', - Z,CO



iE notáve]. que estas expansões convergem em todo .l,]nno compl.g
xo, exceto sabre singu].ari.jades e cortes, e nao =imp].esmente no

i.üterior de círcu].os de raio igual a ]. , como IIQ ctuo dn. Séri.e
àe Tay].oi' correspondente .

L
1 . 2- AP ROXILJ.MATES DE PANE

Da Fraçao Contínua (Z) cortada Ruina cera;;3 Ordem, obtemos uma

certa aproximação para #/r'Z,; que iS u!!] (!uociente de 2 polin2

aios. De manei.ra geral esta al.rox:imaçao Fera .'z rZ=.,) podo ser
escx'i.ta como

;?. . {z )
Q.~ ( Z .,,

}
( 8)

onde Zl-t (''?'',) é um pol:inomio de grau /'''\ e C;)í'Z)um pol-ironia

de grau /V . Os graus destes pnlin3írlios gu:lrd:lm entre sí a re
l Rr.RQ
n'b-HV

.''''''\ :: /y cz., F---'\ -:: /"/'+ /

Um fato íinportante zl{/ é que as pri-Lícitas ( M +/V ) deri-
vadas da razão (8) coinci.dem com as primeiras ( /''\-+/y ) deri-

vadas de ;ir?Z) para j?l:o . Isto siEinnifica que :;ir(Z) e
o quociente (8) possuem expansão de Taylor en] terno de Z=C)
que coincidem at6 ordem /''\+/' , l.e.p os Fria)eiras /'ç'\-+/fy-f/

$.
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termos da expansão de Taylor de 7'7-Z) e de (8) s;o idênticos.

Esta r=1.açlo entre a exp'lnsao de .7 ( .7.) em lÍiVaçao Contí
nua e sua expansão erc Série de T:iylor (3 que inspirou Pad6 JÍ'3-/a

generalizar a noção de aproximantes por fraçoes racionais para
/ 'r.Z,) . Considerando a série formal

7' ?:.? } Q',. z''./ ( 9)

que inclusive pode ter raio de convergência zero, file definiu o
quociente de dois polin8mioe /

,z2,. ( z) ( xo )

OwQ'l) '

dem doa pol:in8mios ){lXr?7 e {i:l2,,(1z',) lcul)ect,i.valente, tal que

jua . a, ; ou'''''")
(11)

! .

} ,
Devemos considerar também que ;,~\r'/.J e (i12&r'/J nao devem

ter nem'lum zez'o comum. À função .,~. ('/JHQr.;?,,) Chamaremos
Aproximantes de I'adé de ordem ( /~l-+./y ). Usape=m03 a seguir.te

»'b..Ü. 7''' t'.ZT'*' o« [v.m:7 : ;=('Z)/Q~(2)

»

$.
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ltl'ostraremos agora, que esta maneira de representar a função
jr''r.7.J é a única, i.e., n;lo existe nenilum outro aFroximante

/K\';-.,.(.71/ ,,,,(..!;',) a] éni de z=2~ ('?,)/1=;) (?,) que Bati.sfaça(1].)

Suponhamos que ex:i.sta '-:e.(z.}/'l$,..(.Z,) ta]. que

.ZÉIÍ141 . /'? z,) ; o(,:?'""'''''"'''')

Eii t;ao segue q.ue

;2 rz'' ) ..S.(,?) - c2., ( .7) .41,.Í.? ) : o( , '''''') J

cujo pri''eito HCEinDFO é um poli.né;mi.o de grau ( ./'''\ 't /y' )

Para que esta equação seja Consiotonte 6 preciso que e].e se
anule, donde

.4 ( .? ) . n. r?.)
a, (./) =,,,, c/)

Vamos i].ustrar o método com exemplo. Por conveniênci.a sempre

consideraremos ;r?o); Z de Díodo que a .ixpansao de '/'t'.?) em

Série de TayJ-or será usei'ita colmo

"'T'''""'7 ,.

/ '(.ê) : /'+ Q,Z t q?Z: t Q3Zs ., (12)

Segue que/para os di.:'erentes Aproxiiuantes de Padé,obteremos,
l

Õ.
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0.0 /

z'''-:t (/-'- Q, Z )

[/.rJ.?.: ( / (t 2 )''.
[/./.7: /' / 't (q,- CL. 'q.) /

/
Q',)Z.

'/

:.:,P.7: / v'' c!, Z

Z:2,c7 / ./ a, z 'f (cif-
/

/ /''./ :;; - ç', ,,''(.-7, ;:;Jr
/
q,

/

\ / - Q:; ,' c?. .z \

)

,/

/

J

/ /'/ 7' r z, - Q,,) Í'; :L - c<'ll) 'l>,:.,Z

/I'' ,- r''/
7 =.z'j''.i' -,- {(':!, a:

q
(;''' }

L* .-/
2' /7 /

+

':.:' ? 7 .- /' 7'',In + !. .J#r , 7~:, ''" /\',}?''* (. (l;: /.';r -r G{.N,--f- /y:

#" ,"v, Z t .'*,'.;

F/,

»/a
C7.:?

»

$.



?.. z * (q. /

/
7

./''\
'/

2 /' / (.}: ./ { L../ .- (i' {'.{,cj /' '2 ;J:7,

/ /'/ 7'f

{

:: -:à:: .).? ,' ((?:-. ::L '4 .4 /

/-

/

.''/
/

"/ J

z".$ /

./ ;fq', / {' ..7,"7 a : ,«,a )7 4'' ../.2. f

a. 'b/
)

,.'-'r ':
\'..-(

c.

'q

b
l

+

'{ .' )
-f 'á':-- '

,/y (Z (=', L)'5 t-'Z.l

z:, 0',

/'

/

t 7'./ L 7 q ( <.'?<..-z:) '

c'.( .z)
Ü.

c7. /\'

[G= :.f, /',-/

o.li' c> a.

í'3,?.7 ;.z (2,.=, \

./

./ 2,Z i?.?lll'./,

7 Q' :;.= '?. -.(,.({-.:: (./

c/ç.. /

/

;}



Ci, (Y .: (3'. (\. J -- (ll': (' c2,,. ('?, '?'...)- c&.

lr' /"»
( '-zã a. c? : ..l ,&'t2'-. r'(-.}

' .,. ':- .
r

} :?.:,} - Ç', ( (?: Q'
h.-/ \,i -rC

(Z:. .'Fy. o' (e:' qZ,

Ê'.{ : - D', - (Z,.À:, -. Q', -Z-b

OI)servemos que a Série deTaylor truncada em C poderá for--

tecer ( d' - ..? ) diferentes \.al8res par.a '"\ e 'v' ( tomados

de O a r )nos.AproxinantesdePadé.

Padé agrupou 3-/ os aproxinlantes numa tabela , conhecida como

Tabela de IPadé, da se8Dinte forma

fo,o.7 .Z'o./.7 Z'o,ca.7 /"o.3..r

E/,o7 Z'/./ .7 //,2.7 r/,3..7

f2,07 ra,/-7 Z'.?.?.7 Z'.?,3.,7

Os Aproximantes de Padé (]a ta])e]a, que í:ie ]oca].izam na la Zi
nha representam as al)roximaçoes à função cttravés da Série de

Tay[or. Os aproximo)cites (lue pertencem à (]iagona] principa] e b

primeira paralela acima, ou Bela, da fora:na //'/' , /\(/' ou

/' /y 9 ,/v/-.,/.l: 9 representam as aproxiinüçoes a função atra-

vés da F\lição Contínua

A tabe].a de Padé assim, contém tôdas as aproxímaçoes da f'ug:

ção por Fraçoes Racionais satisfazendo a eondiç;o (11), i.nc].uiB

do, como casos particuJ-ares, as aproxinlaçoes da expansão em Sé-

rie de Taylor e B'ração Contínua truncadas mania certa ordem.

#'

'$8
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1.3 F[JNÇOES D,.; S'.i]]E].'TJES

Tais classes d3 funçocs i;ao analíticas .3m todo plano complexo

ao de urn corte s8bbre o eixo real negativo, e apr)s:fitam

ai.nda descontinuidade de sinal defi-nií:io, que tomaremos negativa.

Cc3,- y&

Pelo teorema de Cauchy temos

onde assumimos (Lue ; (// -'.-....e c} s8brc o contorno C ,e

Z ' Q .Z ' s;o pombos col'r:spondentes em Z' e 4' .
lias {' 77Z.', :'/ , \,/'..:? : .=\. ',.;.íé a descontinuidade

da função sobre o corte e portanto



..] .6 --

/'

i l -.
r {.'j á./ / ( ].3 )

r'.
..\; .+

/

om L'?i"'f,..; = ..=(Xl;nl,'.f ;,/»'' <' o para - -c/x -/'

A classe das funções de Sti.el'l;jnls sa'bisfaz, portanto, uma eZ
ressl;o do tipo (13).

A expressão (13) pode ser posta na for!:.li

7'(!) = /c../.Z

9

\

7

que na expansão

2 / Z' . Z'' /- l

o b ü emo s

-z.
/.i' J

/

fecal

l

/"

?agenda :t mudança variável

/

z. ! 'i t)x.l)i'c):lis.lc} :tfl:l.--
/
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Í:ll, tçü:'''n" /

/' \.

{,/'

a... c<. (a\:: (]("//'t,'),.'-{/ 2. {õ

---. 'ç- {' . .. .J
r' '( z) ::. .L, 't . ÇZ )' ?

l podemos escrever l

(14)

com

p,4

l 'f" u'' o' ío) z, ü
( ].5 )

7
./

Vemos então (iue as funçoes de Stieltj: s aíinlitem um desenvol-

vimento do ti-po (].4) com a condição (15) s8bre= os coefi.ci.entes

//' . Uma d:finiçao de F'unçoes do St;icltj.:3s desta maneira
é encontrada em Backer'4;/ .

;Í'? Z / {iom É;;iso ':l>' ( Í,/' l

Surge agora a quest;o: como reconhcc;.,r se uma função

6 de Stieltjes ou nao? Para i-sto temos o es:=guinte resul-fado!
TeorenJa:

sao momentos de
r se]

Sejam os d':torll:ina:ires

$.
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.ã, ;p'Z v'' )/

'7):: '+ ?? #-//'

(' )'n, '?,.l
/. (16)

J

} ?'?t''z }'''*t-t'):,

onde os 7'7' sao os coefi.cientes do desenvol-vimento (14)

Pa.ra que ;r7rZ; eja uma ]3'unç:üo de Stie].tjes, os det

Z; ( 7'? , ,? ) devem ser post-ti-vos

Para a prova c]este resu].taco, consideremos a equação de auto....

/ '7'>z. + 2 ,2Z

l.x'

' \

h:ultiplicando .milhos 08 membros por ( ,Xc. X/ X;.

movi

.X. ) , obtâ

<:., 'K' f.,:.r X.X, Í,,..,. . . t X.. 'X': J'',':.,-. -t

t X, H.. {,,.., , X, 'x, f,,.......,'- - ., X, X,. ' // 7" p'ê f. .'

+'P'lq

2

.p x;. x:: '}.,.. ,: t x.,. x, l..... :...,..,-.

:J.'ç,,,, * ,, :J. #
I'3'v ';''('x.. .,.. 'x,',/.. . . -. x,.0

:U'Z, -+. 7't+ ZZ

'v9 o' r '4

(Q'l > o

}

Õ.



Como esta quanta.dado é ié;ual a .X ( X.:l -'

ramos que

, tl.

Diagonalizando a matriz -Z.)/"?'/z,}z.) , vemos que, como

todos os seus üLuto-valores sao positivos, o determi.nante -Z}'zzz.%

é positivo
Pode-se mostrar /4j' , que 6 suficientc que -Z>6o,JZ,,r, .ZOr/',?{2

sejam l)ositivos para que a função 7 ("z./ seja de Stie].tjcsl

i..e., satisfaça (14) e (15).
Para ilustrar o resultado consideremos a exl)ansao:

..L Z.....L :.
/ 1.

cuja funçl;o tzm r.Opte s8br'o o e:ixo real negativo que inicia cm

Z: ./ , e descontinuidade -2./\,.<'Z/ que é portanto de

sina]. constante. Cs dct.:rrainantes,

J'7?z):

/'

.z) ©, ,) -: /

C
L.

/

/é.

e

z)(',.) D /

/

4

sao positivos. .Dc acordo con o resülçz.=o
acima 5 uma F'unção de stleJ-BICA.

Embora a Função ~/r'./-':?,r seja analítica no pJ-ano compl.g

xo ,Z com corte sobre o eixo real ne8ati\o e descontinuidade

constant.:, há dificuldades em ..'/;?,'/-+ co t (quando ten'banjos

ri.or = 7'(?.

$.
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escrevo.].a na ['orça (13) ou equi.valentemente nas í'orlas (14) e

(15). Por isso devemos div=idi--la por -/. e considerará'l?;Z:/Z

Para eliminarmos o pol-o .Z':C) subtraimos /,/'2 . O fatos

2 a]larece ])OI'(llle queremos 7c; / .

P ROPRI =:..DADO .)E C'.?.Tc: ]i)IT.ILI ;)ADE

Considel'erros ' \z: ) pertencente a c].asse clãs funçoes que

sao ho].omorfas l)efta da origem, com o seu Apl-oximante de Padé

di-agonal :Z3'"r'.2,)/(;2v /'l? J ,

''? '7
C-l'' '''v : ' '

4.:, 7:?..,(z) (17)

onde /:i,v(./.; 1)ossue as mesmas proprie(jades de analiticidade

de /' :' /.',;

Consideremos a seguinte i-ntegral-

'&'«' : ?n ,f)-:C= ';', +À,, r;';.''; '
(18)

/

com a curva C contendo a origem mas nao singularidades de

Para '>/y' , usando (]-7) segue que

'a''' :.ê$,. . ,g ../.z .IB,JP..ç2:Y.deJ .....á... /.:ê 2wr2'Pé,L'a.J '''- ( 29 )

}

$.
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ruir si.ngularidades fora da origem poder)os deformar o contorno

C da pri-meiga integra]. de (19) até o infi.mito, onde o termo

e].a se anulara

Como /'/-/y'-'/ é n;o negatj.vo sebaue q.ue Z:b'C/'q2w,rZ ./ ''''
é também analítica em C e portanto a segunda :integral de(19)
r . . /

é também zero ,

Agora, no caso de .-'y-:,/)-'' a privei-ra integral. de (19) con-

tinua zero e da segunda,peJ-a Teoria dos Resíduos: obtemos
,ê;MÍ'').,/ dov/O2 . qlie etialnaFCHOS CX,.v

Em vista destas Considerações, seOae que

os

CK,.//yA/ 1/

( 20)

Caso a função '7''7í'../ seja de Stieltjes, o contorno C: aD9

de ser deforma ':lo [le tttl rnitncil':.t {jil(' ;i .liil..:':i :iç:lio l,o.I',l .'i ;-.;i- ..I'..

toada ao ].ongo do corte. Indicando a clcscontinuidade por ..:l7rrl)(ó/
co= /::'j '..í , = :=u=cgu- i'].5) :':c f

cJZ. Í'(Ê) .bX- ) Q,-.., . (B }
i -.:< .,\.

Com a mudança de variável,

'&

I'/u '> ( o) {i2., (?.) ã...,, (") dz'' :

)nde pusemos 2' Ça., ( /;/Z,) .- il?,..,, ('Z./,}

/

C

b':. -//z obl;Caos
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.-. ,/v .Á/

Vemos asse.m que os poli-n8mios (2vrZ.O :: r-J Z:/ ãLéç/r,y
de grau /y em re]açao a variáve]. Z/ sao ortogonais no corte

(2/---.--------.-....---. Z com medida positiv.:ã Q: rz./7 ' .

Veremos, algunç3 teoremas (lue s'ervirao para se obter resulta-
dos relacionados com a convergeiJeia dos Aproximniitefl íle I'i:id6.

/

Teorema

Os zeros dos pol-inomios ortogonais '''/vr Z./.) associados

com o peso CC(z:{,/ no interva].o .i''4 //:?í..J7 sao reais e dis-

tintos e estão todos localizados no intervalo /O, /,.,'Z ./ 66-''

Para a prova deste teorema, tomemos /v''= .9 , e /V7ÍC)

em ( 21) ,

çk,
=/u o{ (u) {'P«, ({./.

Como \:x r/a7c./z'/.êO ? =-'i'',.I''-C'/,/ deve mudar de sinal

pelo menos uma vez ?lo interva].o /''é), /..'''./.,../ . Chamando

el// } l/2, .- . ZI/é' , os zeros de Crh,.r'(-././ nêste intervalo,pg.
d emo s escrever ;

Ü...,('u1l {.. ü- !-/. 1 1. t,{ - t..J::) rlÍ/- t-Íe)-l( tf) ,

onde suporemos que 7(''t/..,l nao mais se QHu].i3 em /-'O, /,/Zra.7 ,

e que seja positiva

Segue então (lue

Q,.(u){a-ti.xt/- t/2)... (u- ue)=llq-a,) çu- c';)'- ' '(u-- Ut.) .}(u)'>0 .
&

$.



e portanto

.?A.,(U) (U- U.)IU- U:). (q-t-4{)!X.(U} '>0

Se 2' < A'' , r Zi./-(.ÓJ (C,'-Z.Q,l...((/-e/e.J é uma combinação de

polincmios (ll?o , C2 . . . (?/ e .É)optam-bo de ae8rdo com (21),
3 expressão (22) deve ser igual a zero . l:as êste tipo
de conta.'adição nlo exista.rá se Z= /''>/ , i.e., se todos os ze

áà, rWJ estiverem no intervalo Z'O, ///.; .7

Lembrando que (:2x,('t./.,i //JIZv dZ, r/2 , vemos que os ze-

ros de é2.,('z,.) estão sé;bre o corte c].i ]bnçao de Stie].tjes

ó zero de éZ./r'=./,/ pois o coeficiente (:iZ,V da egl
pansao (.2v(1'?.).: Ç' C3,í .Z'''? é cjifercnte de zero )

e

corte

~ . . . .. ::f1'3

Entre dois ZerOS CQHSCCUtj./ou (jo

mente uma rai.z de :e,,, r(/,/

Êste teorema pc'de ser demonstrado à .parti.r de (21)

,.<', . í'u} existe Grata

...{8}

Os zeros dc 7Ç>r'Z./ sao reais i se alternam com os zeros
de (2»/Z.,P

Com ajuda dêstes resultados .podendo pl'ov:l:t' tluu) sc 1l fE"Ul\ç:.IO

for de Stie[tjcs os Aproximantcs (]i P:l(].S ..]i-ü=onilis convcrgcnl
}

$.
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xtllifo:Lmemcnte Fora de seu corte. Podemos ílinda mostrar de acor-

do com ]l.!arkoff' ' ' que
f

g'- u$1#
'''''- «- 64.., (z)

,7lÍ .ZJ

em todo plano coral,lixo com o corte ( -cXO p - 7
Em IBakerí'4'7 ;..á teoremas com resul-tadc,s mais gerais para Apta

ximantes de Pa(lós inca-ainda os nao diagonais. Demonstra-sel por

exemplo, que sc 17'?Z,) for uma ['unção de Stiel-tjcs então
tanto os IPolos couto os zeros dos Apro}.iiiJ.ln'bes de I'adó Z'/V/,/y/-J:7

com ../)v-- J' estão s8bbl"e o c:i-xo real ne:;ativo

Ainda para as funçocs dc Stiel-tios 013 Aprclximantes de PadÓ
.f4.7 .. ..,..].+..a ;.n:.--l'lldndon, .:.d. Z (b real -' i-ao

obbedeceín '

neõaativo :

(. )'' {l [''-* , .«-. . t .jJ- ['N', ] ,.w .:i].?"bC'

c)

(23a

) 4. [N.N-, .j.7- ['/- '.õ'-, J' -* J]./ e, o ( 23bb)

[' õ/./'V.7 )z ' 7'(Z) '» Z''/V, ,V- /] ( 23c)

( 23a)
/' W,.a17' » 7?Z ) )z [','/..V-..7'

com .1 2p - 2 . Âg dua primeiras val)m também pura as deriva
ãas ( a primeira cora J> CI

»
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11 TEORIA DO ?ASE SHIFT VARIÁVEL

[[.]. A]3CA]]iCE =B'.=T]:VO E íi FRASE Sfí]lpT ]i VARIÁ]/l;JL

IE)ara espaliaamento a baixas erprgias! tal que somente ondas S

sao esbn'alhadas, a amplitude cle difusão eQ seçao do choque sao dg

dae por

? c;.,

/

-('

C

onde k=(p/.i.c',/B' )'' e ::l':o éo ''phaseShi-ft ''

da onda :l) - {jor:.:.:. .á .'Lcm e-,iih('Pião. o esptllhamento '\ baixas

energi.as pode também ser descrito por dual grandezas (lue carac-

teriza.m o Efeito do Potencial \~/( rz ). Tais grandezas são , o

alcance efetivo ( effective range .) /'?.., , um conceito já evi -
dente no tra a]ho de Breit et a] Z-tt/ e introduzido exp].lcita-

mento de difusa;o ( scattering length ) (-.Z. i.ntroduzido por

/)-4.7 . Ambas as quantidades foran} introduzidas em Tela -

çao ao espa]harnento }íuc]eon-rluc].eon.
Apelação de '4''' o (::2r oom (-b o ié: , obtidas'bravia

da Equação de Schroedingex'l 6 &

,'/']

$.
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/1.; :,a'L 'f" Á .. (1)

derivada por diforcntes métodos l)or LE:tndau--Smorodinsky (1944)

Schwi.nger(1947) e Bethe(1949)
Outro conceito que nos será tÍtil mais taFdun é o de '' phase

shift '' variável. Consideremos o l)otencial esfõricamente simé-

trico \./( ';i. ), do qual derivados a famíl-ia de potenciais.

/' zl.'i,l : \.,,/(.z.,, É)('e-'? .1 ,

onde éP( /é ) é a funç;o de fle'avisidade
Graficamente teríamos

-T. q(:..- )

.-> q.

Devemos entender por '-) ( '1- ) o :' p!:fase Shift

pelo potencial C'':{( Z )l em outras palavras o
Shj.ft '' â produzidoPor '..' ( /i.)é

l

produzido

' phase

,/,',: x( )

Certamente vamos poder definir eoniirinento do difusão var'lá.
}

6.



ve] CZI ( ':t.. ) , corresponde a

]l,:udando a notação » ---;;.. .'i-
da chamada Equação de Fase, que é

ta por

J'.. / '+-, ~c, ( ''t ).

darcnlos agora uma deduç lo

a equação diferencial satisfe.i

11.2 EQUAÇÃO úl FASE E PUUÇZo CCI'!'.Rlr,!U11PO })E Dllm SAO

p8x'a obtermos .l equação de fase, vamos iiarti.?.. da Equação Ra
dual de Schroedinger,

t ('-'~ .- í' l«. /

( 2)

com

( /'( 'i ; '* \,/ ( ;i ,l r 3)

Sabe")os .ãue o coi iiiortamento assintÓtico d:.] função de onda ra
dia: 'r ( /Z ) ó dado por

?' (''2;J //' ...# .;
?,& t l...'( tc' ( 4)

arde (:c'n= (-,r -. é'' :\l/-; é a defacagenl clo l)r'oblenla. O teria)o

. 2/';/.= é convencional. A razão para irlseríLlo é que com esta

/

Õ.



definição, tôdas as defasaõaens do empa-Llaannen'CO desaparecem qual--

do o ])otencial- se anula

Do comporbarnento ass:intÓti.co de ) , eq. ( 4) , segtae

que

y . -- f'' .{ {
/

,,/a7i ,e
4 q» C'0

( 5)

Esta relação sugere a introdução de urna nova função!
que chamar'e]»QS fuhçao defasagerr' ( defasaeen] variável-) . Seguimos

o tratar.enCo de .Franchetti,N.C. V.: 57. ]hitao,

IÜ ?':... (i. '';
i (.-.-:. ; .- \

/ '6a)

válida para qualcluer /:

\ Ev i. d e n t erra cu t; e

/.''.,'...
(''''- L

derivada de ( 6a) en]

r

( /'

Da relação a '(

r/
:J /í,' ) : .<1 //\.

t./ ('? )1) .i.i:..ü.)..
l ' '

p'' 'f ''( }
'}

-.; ' Í'
2

obtermos,

;i--j-4 ip
{.,

Í' 'í ,J

i
\

. k . ,il. .':'
f

4'e

»:,- ? k -f (y f'r. -- ,) / ,-- '.:'. / '' {J C ':l t. ( -? )'.:i ' /( os.+'d'(I'} ' t.e''}
nq:!H4; MnP---e - +v -+-» 8'

'- \''\.:

»
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de onde segue que

J.;''J
l

S.''n'( Á''?'-'- 4p ) (6b)

Esta é a equação de fase. Da condição de corlt8rno

segue que

&eÇ::ü::. o

?"( o ):o

(7)

Do ].imite de em ( 6b) ,

x;''., C4.É.3) s e } t.p k [l't
P

A ( 'i- ),/'.'{Supc,ndo que nest
mos definir :) (

limite ó finito, pode

.,eZ 27?
Ã..:; a

( 8)

A (..17 ( /?. ) 4 conhecida como funç;o comprimento de difusão.

Segue ente;o de (6b), que para ondas ''-;

CL'ç n. ) ::. ''>NU \ ['t

(
P

P
Q(")] (9)

e de (6a) ,

Czl Í 'r
z/ '( q)

(10)



ii.3 sozuçio p=aeuaBAUIVA Da XQUAÇ=o nl FASE

Primeiramente consideremos a eq.(9) . ]líotenlos que ao deriva-lal

a partir da eq.(6b), assumimos ( ----"+o .
Consideremos ainda o desenvolvimento em Série de Taylor de

(.7 ( /t ) em rel-aç;o ao parâmetro À ,

(2'(o ) ; (.Xei) ,. (....,{,: ) \ '"' .'7.:Í',;,., X
( ].1 )

Introduzindo esta expansão em (9), obtemosl

'2'.,,;'X. \~'' ç' )/IÀ' - :.l:}: } - (? r'zJ À.'' '':/

'c

f....>' (>

(12)

Dacondiçl;o deconté;rno, (-:7 ( i : C ): C] ,s.g

gue que t--lZ.,( /'i' ) = o Ente;o a eq. (]-2)
fica:

(7'?'z') ; ,' Q'.:ÍZ.J

Desenvolvendo o termo quadráti.co no segundo membro e comparam
têncías de cada Hembrop até o=do os coe

a.. X

/

POd.as mesmasfícientes

,\vc?) z''&' - (?l a),À '
.'\

J~. ? >'K- -- .:l'
Ú

(13)



-).L'

31('z).:. ''J('c) z''z'

a';(no : 'V(q )/'- ;'Z Ci. (; t) .7

a. :.utl:: \../('ill clf( ) - 2a. Q:('t)7

:L4.('Z):: Vt'-{)/"- 2''i C1.3('o-t 2 (],PO (]. .Ç,{)7 .

./t;'!j1l(:.i. ;i'{) - =,'{ =7, \'r) t :CZ.('} } - ,

C] :: (R):N(''tll1-2' Z (:-:ls«) t' .?':2,(t ) Cl; <... (? }. } 2 (Z=; «) CL-,Ç- : ].

Agora, no cago de ''«-É(D ) a eq. (6bb) pode 8er oucrl
ra ondas -::) l cc:mo

C7'tX,e,; .: ..... ,z;',4 z'"''7 - (.7r?J-,7 ,

f'd J..\ ... /-.p-\ ,.: .le fv. .=. A

(14a)

(14bb)

(14c)/

( ]. 4d )

( ]. 4e )

(14f)

taIPa

l

ontõrpara Çdefinição aieonde usamos a



--.).=--

(.'2 r'/z : ..), x: ) :: o
/

(7( Zi , /Z' ) aci.ma, substituanJos :,e.. ,i'' k /%

por

se. 7-f krnc - :/0?)]' '= -A- r/- ccs ak ('7- C{(:R,y.>.7,

e façamos a expansão da função cosseno en] Sé3.ie de Taylor, F'eito
isto obbtemos

f

:.,l. (Ê,''t): ,
XV'PÍJ ? .R- Q(k
r""l {)z Ã'

Usando o processo análogo ao caso o '\-':E e in 0 S

("'7 r.e Ç:'U:,'' / '

/
\

\*./'( } ' ;- k r? b (16a)
r')
c:

(./ l í x. ' ,)C
.s+ ;( (,2 /

( ].6b )

.''/
\

'7 '\. !!i
l

r'
/..L be'l:. i . J . :?,..{'.'' '.;',) - ( c=:; í.'n''?.? {:'7 '(Á,7,: ( ].6 c )
4

{,,(k,nl: \./L'«i) [l' - q.Z-S:.SJI.} e:.e. ?l ('Ln K'i) t P. {3.(k.'t) C{.bk':t )(,ÜS{.2F0.)r'

A' n) .';e. ?z Ç..l:F{ ) ,7 (16d)

Uma manei.ra dc3 ];estar Bates resu]tadoa, é toniaP o ],imite

nas eqs.(],6) e ver se obtemos as eqs.(14) ;$

6.



['..L
4C. k.''( } ::: ''aut) sg,-)t (;l iX' 1) CL,<k.'í)-'- c os (..: K'0(qÊ{Á'.«),'

] ::L {k 't 'l Cf
7 .2k S«}z Qk'z) C[' (É-,'t) Q; (B..''L) -- (16e)

4
<' '{ ) CL,(K.

111 APLICAÇÃO ]-X) ]biETOIX) DE APROXlll.:.MTT.=S D.= PANE

]lTossa pesquisa consta essencialmente do cálculo de coinpril:men-

to de di.:fusão (2' l para aJ-gins potenciais, peJ-o ]l.método doa

Aproxime,.ates de Padé e

111.1 . POTEtÍCIAL DEL':lFOM;íE

De agora em diante consideraremos sÕmentetondas S( z'': o ).

$.
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11 sabbido que a equaçl;o integral para a funç;o radial '7' ( e)

é a seguinte

sen.. k('(-s)x'"/(S) dS''+(nc) = $a;'; kn - ">-.k
(1)

11 simpl-es a verificação de que é realmente uma solução da
l;o radial de Schroedi.nger, eq. (11.2) para (:0 .

Suponhamos >-lv(nJ : À Á(/7-/,) , no caso de

obtemos de (].) ,

0

''t ). / ?

\

/\

A
s62? k'(''z-/ )

Da exprpo:''o (6a) segue que

( .'í '? 'f .4('z)x k:.el-z. kq - 'X- s.,(-)z. k(,?-!)
k cü$ }< -'t - 'x cos k ('-t-/)

O primeiro membro desta equação, pode
s3r escrito como

se ll K't:!..S=3Lb.]:..!2.!...!.
:o$ 1''( '{ - :,Q.). l-l''C 't.:an$

donde concluímos que para

X. se: ,l. .,4

,À.c c,.:.#':? n ç]3 ( 2)



Então se considerarmos os Apto)(amantes de Padé para

ÁZ.3zzg.!;,/.}* Se?Z /4 , todos do tiJio ,Z'""'\ ,(1).7 darão o

resultado exato (2) e portanto êste caso á tri.vi.al .

111. 2. POTE]TCIA.L ])E AR]3UZOV, F]],].PPOV E KlíRtlSTALOV

Arbuzov, Filippov e l<lhrustal-ov Z'15-/ consideraram a seguinte

equação de Schroedinger ( /4 : O )

i- l.q) - Íg.:!!g. z'f0) ,.. Ç: #:11,:.. q'il'c) :o

Êste tipo de potencia[ aparece quando ca]cu].anos o potencia]

de interaçnn ontz'e liam'tíclilas escala:L'en

Tomando a parte mais singu].ar obtemos para lpotencial

\

/

.z\

Em seguida, em 1964, Calogero e Cassandro

caso mais s]mp].es

e/ q«(?.)

f.B

/'i6.7 ...;l'oraram Q

. \./PW) 'z tr't))
( 3)

}

$.
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com Dotei)c:ía]

''óg #'7'/
'\,/t''rJ ( 4)

0 P./ .I'>/

Êles demonstraram que a expansão perturbativa para

tem raio de conver88ncia zero
Introduzindo

(.Z ( ''c )

#'.): .'& ('..z
#- - À Zog ",Í:'$

e a vara.ável

).. é",:.{'$/

f

#'

;s ,,,' J

obtemos, após algumas manipulaçocs algébricas,

c:.'$
c//

0

Temos assim) uma equação de Besse]. de ordeiiJ 4/i3 com variável
Imaginária /Z ( f\unção de Bessel modificada ). A solução que

se anula para ,7 -v' Or , l.e.l para ZI' ----» ct)

$.



'\í"7

Portanto nossa solução i# (1«,)

por

q.ue se anula na origem é dada

,'- Á'g ".,) H'b/'tcu ( 5)

Introduzindo (5) em (l,lo) obtemos para

/

: K.:,.3(.;/J2lÜ

( 6)

Observemos que a função /l ..., ( ?' ) é uma função regular em

todo pl-ano complexo IÍ com exceçao de uin corte ao longo do el
xo real negativo .

Então como o denominador de (6) é uma funç;o monódroma em to--

do pl-ano complexo com exce:'lo rlQ corte upEa.ttvo., aoé3uo que (i.7

é uma função mon6droma em todo plano compl-exo com exceçao do co=
te ao ].ongo do ei-xo real negativo. ])e modo que nao temos cortes

e nem pontos de ramificação isolados fora dn e:.xo real negativo.
Vamos mostrar agora que (.Z nao p06sue polos fora do eixo

real negativo. Para tal consideremos a eq. de Schroedlnger

c/' q"('i)

.yq:'

/'}

\\JPl\ :7"ol) (7)
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llultipliquemos ambbos os membros por

çao:

[Jsando a reza

q-n, J22t-(n) 1 -/ 't-n Ji '
l ..r ? l '

e integrando de C) a --c j obtemos

.J 5'-Ítl\ '';" gn.: eé «,.«'*Ã";l/h;,{:'.
Vemos que para a : cn , a eq. (4) dá !t- W) -: Q Então

'-;,-,dlnÜ . 'x. Ç.,ü» lq::a:Ü: : fi.J.2L)j .:.'.,
d't. ,/n l ' l í .:l 't'

( 8)

() c'

O segundo membro de (7) é positivo. Para #('L):. Ç: temos

e 2
'tÇ'.)í Js ) c (9)

v{'Ó2 é uma quantidade positi.va ( potencial. repulsivo )
a doa[gua[dade (9) aó é poaaÍva]. aQ /]'';'? .'\ ; o e Ã'é?,À(o .

De modo que os úníc06 polpa de (6) podem estar no eixo i'eal ne92
tivo do p].ano complexo 'A .

[çostraremos que e]es real.mente nao existem. De fato, se o de-
nominador de (6) é zero, então:

)

n
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r/- 4,À .l
/

(10)
/

e usando a rel-açao /I'?:/

k. ('z d' ' " ) : .?''" K,(zj -; .i-Ü Jr, U)<,(Z) '; l.'Ü J., (Z) , ( ].1 )

segue, depois de introduzida em (IO) e tornado a parte real

( com 'X -= -- /,À/ ), que

. /-* '*/x./)k-/.ÇÉü) A' (12)

Da expressão integral de

m . zz .= 4€'

Z.'' ' cJ) o© . -f'/

I'<, t. Z ) rÜ.7 ,

k..(z) ,/ ,42., ;,z pc)

segue que A'P ( Z' ) é uma função poslt'j'"a o decrescente em r

laç;o avara-ável .Z . Então /Í',,( 7 ) <'O .

Agora o primeiro membro de (12) é definido positivo! de modo

que obtemos uma contradição.
Então C;l nao possue polos.
Ca].cularemos a descontinuidade de {:='Z ao longo do e:.xo rea

negativo. De (6) segue:

e

l

*&.
? ;Ã
2' ó' A'yX('l,'ÇZ'Â.) l

+

q'-.q

'»

$



/<:,: (-h. ) k'k; (,á-) - A'u (:;.:.) Á'é r#x-)
2 } (13)

/
2 /.2Â,'

#

À+ pois z'e o
Então (ie (IO) obtemos para o numerador,t

? a'

/d('Ze' )A'. (Z'z Z
f'#

e

f.it' '#' RI, (Z)- {77 J.:('Z }Z/'' /'' »'A'. ('Z) t f#' -71, (Z)7-'"

.r' c '''/<(Z)-+'1777'. (Z)7[e /(,(Z)- {'a7',Ç:Z).

Í71 co$ o # fk' , (Z) ]' . (Z)- .r'Ç. Z ) A' ,t i.)7 :-'Z' 77 ç asÜ'n
'J ' '' ' /Z

onde usamos que o .,ronskiano \V'v' ( /ZIÍ'= b./ para to
dc 0 e

Porta'ito obtemos para a descontinuidade (12)//z)Z a expõe ss:o

Q'-0 -- P7 COS Z;'3
../

.f2/';-.. f
.? t aU'eb

/

/"")
«='

;+
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que tem evidentemente um sinal constante
Z'l2,z

como '

( Vrhittaker, p. 190), segue que

t

/

e IE)ortanto

/ \

Á% (#5-) ''''"
Então para }\ -?' a) t (-7
Agora par.a que a integral sobre o corte

fa'Í .r«. qüq/(''K-"x-
convirja é preciso

Isto evidentemente acontece com (7//'>\ .
Em resumos (::7,/'.À tem fadas as carácter

ção de Sti.eltjes para o potenci-al (3).
Vanoe calcular os Aprõximantes du Padó para a função {:{/;,Â.
Nas fórmulas (11,14), substituindo o pot;eincial (3), obtemos,

íst:Loas funde uma

0

c:Z, ('í) Ae ''c)J

:La(.'"1) ;. - 6 ct,tn.) - 2'z

n.
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7/ /7
c. -'7/'7 ,'t -F 2'9'. ocf'' ,-( -- 5.- í /c, ç?'l-

.? "z ( - 6 .3 3 y--' ü3.3 . 0z'. 7:3 ,é«,;'',, '* c; 5 ,4g'; -'z,Ó:? $')

l

Cy5(nz,) ..'Z ( 30 Z'0 e 4,:-; ,'? -'- ./cz
(="

)

/b;; ;:i +-

L.#J'

/

:;''''r }

[--'7 . ( 'i! J) .= .2' '? ('-.'' :=-/

5:. ''7i?o /o.?3 ,-i - 'rl}(-DE: /ÚCf'n .....')

./( 'tJ .= .2) '?

.,''o /''g" '-i- ( e. ./::,:Í',-í ):' \.=.

Calculados os cocfici-entes {ii:'7 .( 'C ) podemos (:.ntl;o dis-
por da expansão do comi'Pimento de ..iifusao :-17 ( '7 ),eq.(ll,llX
em Série de Tay[or para o potencia]. considero.do

No caso de /?''= / , segue!

q

/

e a expansão (11,11) fica,

(:l, {' À ) ,/- é: b..
l

t 7/ 'r - .'Z' e, (. Ê *. 30:: 6 \. - ç'0.:''7$::-À. *

t

Os diferentes .Aproximantes de Pad5 sao ;Deão dados por,

}

$.
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l

['o,017. /

/'q /-6 À
/

( / +- 6.'b')/7,

r/#...g 8.s3 Â ) ( / ''" 'z .e..s 3 ,x)

/

/),
,.fco, /- G.\ -t 7/

1'

!'

/"2',0.
/')

.:. (/-'X-t'7'X' )
/

/

7, (/ + //, 8, 30'X. 98cf)(/ í' /8 .8.30,À

[2, /.7: (/-+ /'s'X bÇ/-t '24'>.. t T3'X

/ f. 22n/53'>'.. -t e, &.5Õ'h ;':55"\ t 2i'2P8...

/- 6'À. -t- V/'X
l

/2C,C; 'É

Z.'.s,07. (/t 6'>. # 30Â.')

Z .3./ /8' 8 5 9 ;\ '7='.rs; T
/

3e. 9 É'X f t 23, e,'3 9'R.

(/-t- Z.C.9a 4' 'X3(. /.* 31.9z,. a- }.. /:.e,6 (., '#- 2'7&,0'a-8'É)
/

.\ / 7

2,'37: (/t q' .', V/9'X 'r 2/C},/3q- 4 .Õq Õ3 $' À')Í' / / é'Z WSa í'
. - f

-f 42S.Ç4 a)f')

[13 .'27 : (/ t 4. 8. A/~. t :;'yn7'#)(. /t54. }. + e-S0'X.. 3 3 2 )?)
/

Oe resultados obtidos para diferente X , al;o exibidos

na Tabe].a l 1.=ostramop t;imbém o vala: ezi\to do q,/'».. !

calculado de (lil.5), para os respectivos À doe P3dc4s .
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111. POÇO DE POTlaT'jlAL

Da e(l.(11.6a), libra ondas S , segue imediatamente que

é. a% C>8(7)(Zf' COS kR. -+k'2+-' SQ:n. h'''I):K'+CQSk't-'V'SQ.Rk''L Ç...3b

Para o poço de potencial

«o À/' 0$ ''7 e: ,f
'«('t)

o l-'/ ''t'»''"c

:l q-U) :. (.P--v.:,'b:+"0-tl) ,.«.J« Í.P:.#-Vo J

é do tiPOJ

( 14)

!/' (''{) ':- /X.sen Pa "'t- -t3(c.s +n''(.

'7'( /t= O ) -. C> , segue que00

logo

mo

)

y'(7,) .-- .4 se n 7p.'c

Para êste comi)orçamento de q'Z'f/z2 a e(1. (13) acima fi.cap

't.:à n. Q bu) :. BJ:-
7' cos./,c co$ Á' ''c - Á" :z '? p a' se 7z Ã''z

Explicitando a distancia, teremos" para /Zg''7)

Õ.
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t.:,«QS
' LKsenk't E©n p'c-t pcosk't coso't.

# ( ].5a)

F

P

e para aê /r

cos ÂZ se.n ;oê-Pse # Á'Ã cos P,e

se.-n.kãse")! PR +-. pcoskK.
( ]. 5õ )

Como estamos i.Lttetessados no limii;e .4'=' o , teremos que

.P: Z.y''<t' , onde Uo= X>O ( l,otenei-al atrati-vo ),

e para (15a) e (15bb) obbteremos,

C2'PZ, .>.) : ,Z . 'Z.ong.4 «'X' 'eJ'':r
,?(,q (16a)

=ãÇ't,'XI) 'Ían,gfJ~r5:''
v''ã'

/72z 'Z =.,/ ( 16bb)

l

Por método já exlplicitado no ca:'o dos potenciais anteriores

(seção 111,1 e 111,2 ), podem06 calcular a e;:pansao em Série de

Taylor do compr'imonbo de dif'usam para o po i;encial (14). Então as
fórmulas (11.14) fic.Iriam

CI,«) ; ..L ,t3,

q,(«) : -g-,/5
#

n.
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%'«,:a''
:-l <.. (./' )

6'2 'r'
P8.35
/2 4..38 a.''

/ 4- 03 3 qc 5
2/ oõ''z 8/ 7 /+- &

4.5//535cD0 925'x/3

C}5 f'z)
/7

:l] 6 ('( )

Como exigimos que o p='imeiro termo da c)=.!:.anoao seja 1, i.e.,

;Z'7COJ--- / na el:pansao em Série de TAXI-or de 7 (Z.) , deve

Rios tomar CZ'Í (/Z,) . 13//:rZ assim

q )
(:,ZPr nZ.)

','"':-üt,. .
'-14.('; : ..zg.á::3ê. .'

.p /06?''(8 ,/ 7'/4- .g
%'72 : ' /12i;7.99:?2'Õã'?b:'

As eqs.(16) deverão eu' tomadas como

"K (] ('' 1. )

Os resultados obtidos para diferentes 'À e /t (e/ )sao
exibidos na Tabela 11. 14ostramos também o valor excito .3(i7.//À./Z'"'

( sendo CZ dado }'or 111-.16 ), para oe corre:%pendentes 'X e /Z

dos Padés.
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Examindo a Tabela 11, vemos que os reaul--Lados exibidos nao

satisfazem a relação de desigualdade, Eq. (1,23). lsbo entretan-

to é esperado, pois as funções (16a) e (16b)p ou mais precisa

malte 3C2'C«,)/'À.a3 ( como foi- usada nos cálculos ),
nao sao F'unçoes de Stieltijes.



1 1 ,/ #
T A B E L A l

'\ : 0,8333

E)aTO:
P30
P31
P32

0,2906
0,0029
.0,4570
' ,1443

P20
P21
P22
P23

0,0833

ETATO:
P30
P3i
P32

0,7209
0,6167
0,728'7
0,6477

P20
P21
P22
P23

0,7956
0,7Z29
0,7255
0,7170

P].o
Pll
P12
PI.3

0,6667
0,7482
0,6983
0,74-79

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,5000
0,9930
0,2604'+

- J 0,0333

BEATO:
P30
P3z
P32

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,8000
0,8789
0,8320

;: 0,0222

EXÂPO:
P30
P31
P32

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,8667
0,9017
0,8878

0,0167

EXITO:
P30
P31
P32

0,9Z54
0,9147
0,9155
0,9135

P20
P21
P22
P23

0,9172
0,9i53
0,9i55
0,9it.54

P10
Pll
P].2
P].3

0,9091
0,9Z65
0,9].5 2
0,9Z55

P00
P01
P02
P03

1,0QO
0,9000
0,9i97
0,9Z39

'\ = f;:01].1
EXITO
P30
P31
P32

0,9407
0,9405
0,9407
0,9402

P20
P21
P22
P23

0,9413
0,9407
0,9407
0,9407

P10
Pll
P12
P13

0,9375
i),94].0
0,940Õ
0,9407

POQ
P01
P02
P03

l,ooo
0,9333
0,942].
0,9404

Notação PM.:l /}í ,bt 7

=--0,0546
= 0,2232
= 0,4122

P].o
Pll
P12
P]'X

: 0,1667
: 0,5396
=--0,8910
= l0,22

P00
P01
P02
P03

= 1,000
=--4,000
: 45,30
;--687,3

0,8516
0,8443
0,8521
0,8367

P20
P21
P22
P23 

0,8612
0,8506
0,8519
0,8514    

0,8333
0,8566
0,8495
olõs2a

0,8924
0,8905
0,8925
0,8875    

0,8960
C),8921
0,8925
0,8924  

: 0,88P3
= 0,8944
:: 0 ; 89]-8
:: 0,8926



T l
0,0].04

EXAPO:
P30
P31
P32

0,9440
0,9439
0,9440
0,9437

P20
P21
P22
P23

0,9445
0,9440
0,9a40
0,94a0

P10
Pll
P12
Pz3

0,94i2
0,9443
0,9440
0,9440

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,9375
0,9452
0,9438

A
/\ : o,o098

EXITO;
P30
P31
P32

0,9470
0,9469
0,9470
0,9467

P20
P21
P22
P23

0,9474
0,9470
0,9470
0,9470

P10
Pll
P12
Pi3

0,9444
0,9473
0,9470
0,9470

P00
P01
P02
P03

= o,o09z

EXITO:
P30
P31
P3P

'X' = o,o088

EXATO
P30
P31
P32

A
/\:: 0,0083

EXITO
P30
P3i
P32

0,9543
0,9542
0,9543
0,954]-

P20
P21
P22
P23

0,9sa6
0,9543
0,9543
0,9543

P10
Pll
P12
FI l

c),9 5P4
0 ,9 51.5
0,9543
0,9543

P00
P01
P02
PO'

l,ooo
0,9500
0,9549
0 ,9 ç; a- 2

c... qr''?,L/6'. uma .Função de Stieltjcís é de se espeJ.ar cine

os Aproximantes de Padé e o val-or exab) iat;isfaçam exatamente as

proprledaden de del3igualdade Üa.(1.23). Ocorrem entretanto, que

para o val-or de :i\:(ii)l9')SZ',X/Ci) o valor exato está acima
do Padé /"2,2/ . Isto é atribuído a inlprecisao do cécu].o do va.Lor
exato"( EXITO )

.f' Aa Tabu.Las de ]3'unçoes de 13essel disponíveis s6 nos perini-tem

cálculos ( x'alar.s ) :om precisão en't.re O,]g e OPOR.%

0,9498
0,9496
0,9497
0,9494

P20
P21
P22
pp\  

0,9501
0,9497
0,9497
0,9497    

0,9474
0,9499
0,9497
0,9497

P00
P01
P02
P03 

l,ooo
0,9444
c),950 5
0,9495

0,9521
0,9520
0,952i
0,95i9   = 0,9524

= 0,952'
= 0,9521
= 0,9521    

0,9500
0,9523
0,9521
0,9521    

].,ooo
0,9474
0,9528
0,9520
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T A B E L A ll

À.: l,o
E)aTO:

P30
P31
P32

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,9960
0,9960
0,9960

X

P20
P21
P22
P23

1,0 r
0,9092
0,9000
0,9iot
0,9092

0,5
P].o
Pll
P12
P13

EXITO:
P30
P3i
P32

0,9092
0,909z
0,909P
0,9092

0,909z
0,909P
0,9092
0,9092

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,9000
0,910=
0,9091

}.
P20
P21
P22

].,O r

0,7560

0,9
P10
Pll
P12
P13

EXATO:
P30
P31
P32

0,7560
0,7560
0,7560
0,7559

0,7553
0,75â0
D,7560
0,7560

P00
P01
P02
P03

l,ooo
0,6760
0,7822
0,7473

'X: z,o 1' 1,0

EXITO:
P30
P31
P32

2,0 r
0,9921
0,9920
0,9921
0,9921

e..l
P10
Pll
P12

EXITO:
P30
P3z
P32

0,9921
0,9921
0,9921
0,992Z

P20
P21
P22
P2X

À

P20
P21
P22
P23

0,9921
0,9921
0,9921
0,9921

P00
Pol
P02
PnR

1,00
0,9920
0,992Z
0,9921

2,0 r
0,8337
0,8000
0,8405
0,8337

0,5

Pll
P12
P13

EXITO:
P30
P31
P32

0,8336
0,8336
0,8336
Q,8336

0,8333
0,8337
0,8336
0,8336

P00
P01
P02
P03

]-,ooo
0,8000
0,8405
0,8823

}
P20
P21
P22

2,0 r
0,6086

0,9
Plo
Pll
P12
P13

EXITO:
P30
P3z
P32

0,6085
0;6085
0,6085
0,6075

0,6068
olõoaõ
olõoes
0,6085

Poo
P01
P02
P03

}

l,ooo
0,3520
0,7769
0;4980

INSTITUTO DE FÍSICA
Serviço de 13iblioteca

,....':T'TTTFF'' l

0,9962
0,99ÕO
0,9960
0,9960

P20
P21
P22
P23 

0,996i
0,99ÓO
0,99ÕO
0,99ÕO

P10
Pll
P12
PI l 

0,9960
0,9960
0,9960
0,9960

0,715
0,715
0,715
0,715    

0,715
0,600
0,762
0,715    

0,714
0,715
0,715
C),715

Poo
P01
P02
P03 

l,ooo
0,600
0,762
0,696
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CCHCIUSAO

os A.P. se apresentam como um método muito importante na ace

leraçao da convergência das séries convergentes, bem como na c(B..
' .:. \ 'p.-,..,..;n nn rPa'il;o onde a expansão em Série de Taylor

vergência à fun

nao converge.

O objetivo central deste trabal-ho foi

vés de al-gumes alÉ)licaçoes algébricas.

vimos que considerando funçoes pertencentes a classe aas tug.

çoes de Sbieltjes f3e obtém boas aproxin)aço::)s por qualquer subb-

sequência de Aproximantesde Padé ( aplicação 1 ). Quando a fuE

çao a se expandir nao pertence a tal classe de funçoes devemos

esperar bons resul-fados apenas como sub--sequências de Aproximam;

te de IPadé diagonais ( aplicação 2 ).

Tôdas apl-icaçoes consideradas consistiam em obbter uma aprox.L

maçaol pelo método dos Aproximantes de ]?adé , para a If'unção

iíScatteFing lengtllit pára al-duns potenciais através da Equação

de Fase. Esta função foi conveniente para nosso objetivo de teg

tar os Aproximantes de Padé} pois seus valores exatos sao bbem

conhecido s .

Numa possibilidade importante de apl-icaçao desses apto
tes é na soma da oéri-e pertencente a matriz .S , 6 o que está

+aR. .np 'p.}stoz']& et.a]..

este abrafatotestar

ximan

sendo
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