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INTRODUGAO

Recentemente tom havido um intercssc bastante grande na apli
cagao dos Aproximantcs de Padé, especialwonte na fisica das In-
teragoes Fortes ( para um apanhado d3st. problema ver curso de

rCF ’
Pusterla ’/ )

-~

A finalidadc desta tese é introduzir a aplicabilidade dcstes
aproximantcs para o problema da Equagao de Fase,

Primciramcnte faremos um resumo s0bre Fragaes Continuas, Apro
ximantes de Padé c FungSas de Stieltjos. Mencionarcmos as prin-
cipals propricdades ¢ darcmos demonstraggcs para algumas dclas
( as mais simples ).

Im scguida introduzircmos 2a Equegao dc Fasc, ¢ considorarce -
mos algumas aplioagaos para o caso dc¢ ondas S .

Sc o potencial fér deltiforme a senlitneia de Padé ImMo7 34 dd
o resultado cxato.

Considerarcmos tambdm o potencial dc Arbuzov, IFilippov o

V& s
Khrustalc¥ no caso de energia zero (79

cial & da forma ( A/2° - kg E(7-7)

). Bste poton-

Mostrarcmos guc o " scattering length ", para o caso om que
A=0, & uma Puncgao de Stieltjes na varidvel A , quandop={
Em seguida compararcmos o valor cxato do " scattering longth™
com os diferentes Aproximantos de Padé;
0 caso do poco quadrado para cnurgia zero ( /;G’), também

&8 considerado. 5

Gostarfamos dc observar que para o potaencial de Arbuzov ct .
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al,, Calogero ¢ Gassandrolvé? demonstraram que a séric perturba
tiva para a funggo do " scattering length " diverge.

Estudos dec outros tipos de potcenciais, assim como considcra-
QSOS de enorgizs difecrentes de zcro para 2 Equagao dc Fasc soc-

70 objetos de trabalho ulterior,

I. PRETIIMTNARES LA MATTCOS

Ilesta segao doscavolvercmos os conceltos mutemdticos utili
£ . .
zados no trabalho. :stes comprecndem a tcoria dos Aproximantes

de Padé, e conccitos corrzlatos.



I,1.- FRAGOES CONTINUAS

. ~ . =~ 7
Na Teoria das Fungoes de Varidvel Complexa, uma fungao # ¢ 2),

analitica no interior de um certo dominio.zai/, pode sc¢r repre-

sentada pela séric de Taylor,

(&P -
5 - £ 2 — ) - 77
Fiz)= Al20) - 7 (Zc)(E=Ze)# [ 12500 7-Fo), . FlEji FE,) .o
27 ) ,/}../ /

com # no intorior do circulo de convergineia da série com

centro em 7Zo contido em &2

—
Dentro doste cefreculo de convergencia o conhecimento de 7 (£)

. J ~ .
ou do conjunto LY (2l sa0 cquivalentes,

Uma outra mancira de sc reprosentur uma fungao analitica &

por intermédio dc uma expansiao cm Fragno Continua . Pagssarc-
mos a discuti-la brevemente,

As Fragoes Contfinuas sio expressoes da forma

(ﬁ I (1)




e

onde os conjuntos {fhif & fZWpf $20 nUmMCros, ¢ as opera-
coes sao cntendidas como sendo cfotuadas atdé e o ]

~ ~ 77, = ~ ’ ’
A expansao de uma fungao 77 7 ) cm Pmagao Continua ¢ da for

ma
Fezy-b,, AL _
N D
//‘: -+ {_jv; z, ( 2)
[y --v‘—‘{-.‘"_._____
b.;’g_ e ®
A Pmmcao Contfinua truncada numa carta ordem /A\/ , dd uma
Fragao Racional c¢ Z guce representa uma aproximagao para
7 . o~ .
rFOZ) , d4a mecsma maneira que o polinomio obtide pelo cor-
: m -“J -
te de uma Séric de Taylor para 77 z) cm uma certa ordem
apresounta uma aproximagac para F'Tz>) .

Vercmos abaixo ( sccao Z ) que a t0da expansao de uma fungs
em Série dc Taylor corresponde uma oxpansio da mesma fungao em
Fwacao Continua,

ls vezes & mais vantajoso trabalhar com a expansﬁo cem Fuﬂgao

Continua que com a 3érie de Taylor dcvido a dois Tatos:

12) A Fragao Continua converge num dominio maior gue o circu
lo de convergéncia da Série de Taylor corrcspondente.
28) Wo efrculo de¢ cenvorgéneia da S88ric de Taylor, a Peacao

Cont{inua convergec mais hpidamente que a Série de Taylor,
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Um cxemplo simples de uma cxpansao om Peacao Continua

do pecla fungao

-7

Oui !

i 750
Partindo da identidade,

(V/rZ +1 W (VivZ - 1) =7 )

podemos escrever,

7
Vitg o 7. Z

* ST
TE————T
2+ iz
Por interagao obtemos ,
J -7
\/j*Z = _"{ + é
£§+-m¢£_«__.
R

/")

Cow ¥

CONVERGRIICTA

As propriedades

/] . N
certo nimero de teoremas l]‘. Vamos mencionar um deles,

Numerosos exemplos podem ser vistos em Wall .Y

(3)

de convergéneia poilem ser provadas com um

da-



Teorcema

A Pmacao Continua

7+, (4)

7+ (7
converge para todos os valores de ¢ , cxceto para Q=-/% -C
onde C & um ndmero real qualqucr positivo,
A equagao (4) surge de (1) pondo todos L= 74 o todos
C?;z :a .

~ -7
Aplicando o tcorema acima 4 CXPUNS 10 (3) dc Ve A yque

vodec ser escrita na forma

———— /.
VI+2 - 1, 52

71,54
4, 7 J4 | (5)
7. ZLF
~7f-- : )

notamos que csta Pwagao Continua convergird pura todos os val0-
res de Z fora do intervalo real -9O< 2 £ -7 . £ intce-
ressante aindz, notar dois fatos relativos a este resultado,
R ) NPT
i) éste intervalo corrcsponde 2o corte de +Z
~ U

ii) enquanto a cxpansao em Sériec de Tuylor para Vit Z oon-
verge somente no circulo /Z/¢ Z , a oxpansao(5) convergc cm
todo plano complexo com excegao do intervalo -0 Z < -7 .

Pondo Z= Z ocnm (5), obtemos as difercntes ordens de aproxi

~ -y
magaon a <5,



1}?:5 /7:/4'/"0...

"5 99 - L HIFREST

e —— e -

T

sendo quc,
‘ -7 . A, -
VET 2 14/ 42/5562

Com oxcogno da ordem (%= Z | notomos quo o cada passo 80

obtém uma aproximacao onda voz melhor, ¢ para 7e= 2O JA4 tom-

mos uma precisac melhor que Vie) . Isto & notdvel quando

comparado com o rasultado da Séric dc Taylor, cuja preeisao, pa
P y ’ ’ a

ra a aproximacgao de déeima ordem, ¢ da ordem,de e .
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Através do tcorcma acima podemos provar ainda

cao Continua

Log (/1r2)= _Z
v /%7

converge om toda purte ceceto no corte (0 =«

na Teac2o Continua,

-

atclano(Z)-_%__
N Sora

nidrio nos intervalos ( U , 1 a0

a convergencia ocorre exterior ao corte ao longo do eixo
. x )
)G(—Ly"z'w)u

‘que 2 foa -

(6)

oo ),e que

(7)

imagi-~



E notdvel que estas expansoes convergem em todo plano comple
X0, exceto soObre singularidades e cortes, ¢ nzo simplesmente no
luterior de circulos de raio igunl a 1 , como uo cHun da Série

de Taylor correspondente,

I.2- APROXIMANTES DL PADE

Da Fracao Continua (2) cortada numa ccrta ordem, cbtemos uma

A Frz) i e de 2 polinod

certa aproximagao para ‘ que ¢ um guociente de polinpo
~ VU7, ..

mios. De mancira geral esta aproximacac pera “ 7 Z) pode ser

escrita como

FAAE) (8)
p— )
QN ( x
onde %2‘(57) & um polindmio de grau ©V e ég;y}um polindmio

de grau A , Os graus deéstes polinomios guardam entre si a re

lacao

M=N oo m vy

Um fato importante Zé] é que as primeciras ( ™M+ ) deri-
vadas da razao (8) coincidem com as primciras ( M-+ Y ) deri-
vadas de 7 (ZJ) para Z=0 . Isto significa que 7CZ) ¢
o quociente (8) possucm expansao de Taylor em tdrno de Z.=0

que coincidem até ordem /M+/¥, i.e., os primeiros M +N+/
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tormos da expansao de Taylor de 7 (2) ¢ de (8) sao identicos.
BEsta rclagas entre 2 expansao do 7 (7) om Pwagho Cont{ -

~ ’ . . 4 . . ) . A /3]
nua ¢ sua expansan em Seric de Taylor ¢ guz inspirou Padd a
generalizar a nogao de aproximantes por fracoes racionais para

3 - ’r K
rrz ) . Considerando a série formal

Alzr- 2 Q- z7 (9)
Vrel

que inclusive pode ter raio de convergéncia zero, ele definiu o

quociente de dois polinomios,

A2 (Z) (10)

onde O,Y(O/:Z y Y e /Y sao inteiros quaisquer que dao a o-

dem dos polindmios 7;—3&’} e Q,v(z?) respectivamente, tal que

R(Z) _ Az) o= oz7TT . (11)
QDuiz)

Devenos considerar também que "Q\(Z?) e @(2) nao devem
ter nerhum zero comum. A fungao )9«’2)/@(3} chamaremos

Aproximantes de Padé de ordem ( M=,y ). Usaremos a seguirte
Y

notag§0 7_7(?} ow LN NT = @«(Z}/ON(Z) .



-1i-

Fostraremos agora, que esta maneira deo representar a fungao
;ﬁzﬂg;) é a dnica, i.e., nao existe nenhum outro aproximante
/?"'\(‘g)/\s:yfz?) 2lém de R(Z)/C, () que satisfaca(ll)
Suponhamos que exista ;Qw(ZJ/SL(QU tal que

p/v\(Z) _ /7-?2) - O(Z/"\—f-lvr/).
Sy (2)

Fntao segue que

(T Sl Z) = Qu(2) R()- Oz

cujo primeiro membro € um polinémio de grau ( /¥\# /Y ).

Para que esta equacao seja consistonte é precciso que 2le se

anule, donde

O/y (;) \,E),y(z)

Vamos ilustrar o método com cxenplo. Por convenicéncia semprae

. - (s ~ —_
consideraremos 7 (€)= 2 gg modo que a cxpansao de /7 € Z) on

Série de Taylor serd escrita como

-

;-f.i"):ij/Z -f'(zzzzr- QSZ",‘. Q¢Z¢+"' (12)

Segue que, para os diZerentes Aproximantes de Fadé,obteremos,

»



(007 s
(o 7=(/+Q, 2) |

[1,00= (0=, 2y

L000:002(C=CLfO )27 [/~ )2

) 27 : =
L/= /72Q Z rQ.zZ7,

- PRV - I~ S0 7 ST - - <
Z/-«_/-// (“-L’/ (t_f/(/’\.7 ,v-(\u(,':—ij‘;{'?/\{/}/
(/= E
' ‘*/ {:‘ J 2
207077000 +(€h. 07 - Oy /s — ey 25
( {/ (‘l: [/ (‘/;l L -)° ‘\é/ ) )t.. /
/7 oy : .~ e - - -
L7700 (=) (- S0 A (R A @)
. o /_ 257
g -~ Q™Y 72/
= VA »
s~ -~y i~ . - 7 s 9_
L‘:f:«/:/ _s f( 'x"l/-/’ J—/"/)/?" (Q; 1/ / 7—(7 /\// /‘-/\//\)77 /



4

S
[N

x>y
é \4” -

AT
(=

—

> s /S ‘:Z Z

s NN )

(_,)c'f
7.
/"“,_ ')‘ -
i)

Jf . L orL

JE =+ (.

) D B
. - ) 3 - -
T L(’_.:, /»'4-) -C j‘A:.’ FL, 0 L__/;

-~ 2 . s 77
: Q > /‘V:) é‘z P '/\'... <

<~

<
Q-0 Cip

A e N

Q- O,

- (.{,,,_,, - .Ni ‘.z‘ (__.7./..-./’ -’{'J/ 1‘ T /J;. e 4
3 e,



Aoz L LA -Gy )= G - Q@ 2)- Q.

- Al

- QL DAL (T Gy - (LY, - O e (-

4 =
= N g

]
I4

;63 = - 2, - Gk, - & 2

Observemos que a Série deTaylor truncada em « poderd for-
necer ( { + 7 ) diferentes valdres para 7N e /Y ( tomados
de G a ! ) nos Aproximantes de Padé.

1 s
Padé agrupou‘B/ 0s aproximantes numa tabela , conhecida como

Tabela de Padé, da sezuinte forma
(6,07 o/ 657 (o057 .
£7,07 (77 /757 VAV

/207 (247 /227 (23 L

T 4 e e e mw w M % e e m w p e s amem oa - . -

Os Aproximantes de Padé da tabela, que se localizam na 12 1i

nha representam as aproximagSes a fungﬁo através da Série de
Taylor. Os aproximantes que pertencem a diagonal principal e a
primeira pararela acima, ou seia, da forma /t“/, fﬁ/ ou
| Lo, sy /7, representam as aproximagoes a fungao atra-

vés da Funcao Continua.

A tabela dec Padé assim, contém tddas as aproximagoes da fun
¢ao por Fragaes Racionais satisfaéendo a condigao (11), incluin
do, como casos particulares, as aproximagaes da expansao em Sé-

rie de Taylor e Fracao Continua truncadas numa cecrta ordem.,
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I.3. FUNGOES Do SPIZLRJES

Taigs classcs d2 fungocs s8a0 analiticas 2m todo plano complexo
com excecgao dc um corte sobre o eixo rcal negativo, ¢ aprascntam

ainda descontinuidade de sinal definifio, qua tomarcmos negativa.

7. / LT . ST L - —_— .
Fippe 4 oz AU o o g LE T (e
SR i ! T B
f;,.}-7..l - - o ) <«
onde assumimos {que FFE) = O s0bre o contorno C ) C
_ 7 - ~ ; .
gue 2, 1] z gao pontos corrcspondentes cm 77 e /} .

. el el W AN — .
lias { I R ,{j//;:? - Z\ (:lfé a descontinuildade

— o

da funcao sobrec o corte e portanto
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J‘A —.‘-'
R N A A AR (13)
z e 7 s
com {7 = NFUZ2i/7 <O para -0 £ - 7.

A classe das fungoes de Stieltjss satisfaz, portanto, uma ex

pressao do tipo (13).

A expressao (13) pode ser posta na forma,

m 4
- e / - ,..\ —
AAZ) = fe/z (2 )
/ AR < "4' ) ’
- Qo Z, (/ ~ 4y Y,
que na expansao
- s o
__;{___ I A A A 7 AT
= ’

S F

obtemos

7 .. !/ -, - —. ! -
/-(Z./ ety CX{2 0 ~ £ e
jE e - Sy - B
EA SR
Fazendo a mudanga varidvel T/= . /S5 " , L oexprossao nei-
ma fica,
*>

[P
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/,/_.'
_ ,/‘ ) _ / Y s 7
Fizr = [y K ~’<-’-”) /- F BT )
% - 7R o
Como OX (¢i: C?(‘&ﬁ?j/ﬁi/ 2z O , podemos esarcver,
o .
—— /7 W
7 (Z) = 5: ]‘ -7 ) (14)
: . s g ’ )
J-C o
com
//’7_
T Le ,
f = / oy L O ity) 20 (15)
4
- /}O

Vemos entao que as fungoes de Stieltjos admitem um desenvel-

vimento do tipe (14) com a condigao (15) sobre os coeficientes

/J' . Uma dofinigao de Fungoes de Sticltjes desta maneira
é encontrada om Bucker- * .
Os .]7' sao momecntos de AU Z) com piso  OT (b,

t4
-

Surge agora a questao: como reconhosir s uma fungao 7 (Z)
& de Stieltjes ou nao? Para isto temos o scguinte resultado,

Teorema:

Scjam os dnterminantes



Y/ :
I}n /"7’(}— f/[if-‘ﬁ
f?T{fl I[?‘)g 27 f o s (16)
(i gE d v ey
------------------------- 2
/?ﬂf-n f”-‘-.*__)?’_/‘ o /’)?l -2 2
onde os %7 sao0 os coeficientes do desenvolvimento (14).

— ~

Para que /2D seja uma Funcgiao de Sticltjes, os det .

L7 (72, 77 ) devem ser positivos
Para a prova dcste resultado, considercmos a Pquagao de auto-

valores,
7)(772 12) o
sl

Multiplicando ambos os membros por ( Xe X, Xz ... X, ), obte

mos,

2.4y

(X K for X [ v o 7 X3 £,

74 3 ' -
-+~ X, A ,{’714/ > X, X, /‘:_’(+3+--~+ X’ 'X7Z ]/,7rfr7-; s T

. e o e e e m = -

X X, ; \ v e X, N ) -
7 T Somen )/7« X, 7 e s MR ’\"?z :"7.';-:'-7'&-/-72')-

2, -t i FomGen [ sl

2_: //)79”71 )(ﬁ y? 7->9 _ L ry Xf" X? (/)=
n

/ X, . X + X ) x(u)
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Como esta quantidade é igual a AN Xo+ - o7 Xn) , ti

ramos que

A>O

Diagonalizando a matriz (7, 72) , VCmos gque, COomo

todos os seus auto-valores sao positivos, o determinante LX)

é positivo.

Pode-se mosgtrar /47 , que & suficicntc gque 2@/, (7, 22)
sejam positivos para que a funggo 7CZ scja de Sticltjes,

i.e., satisfaca (14) ¢ (15).
Para ilustrar o resultado consideremos a expansao:

4 .

FFz). o VIrE S

Z
z #

cuja fun¢ao tem corte sobre o €ixo recal ncgativo que inicia cm

—————y

Z=-7 , ¢ descontinuidade - 2,/ 2 quec é porsanto dc

sinal constante, Cs determinantes,

/ 7
2(0,7) = S A A
4 : o PR 2
7 /. . {s 7 E
///{‘ y{j :
i
e
Vi U5 ( _
-[’)(/1 /): = j -— —-/-— —//—
4 B/, 254G e
4(5 "C%’ <2 X G
| 1
s2o0 positivos. ¥c acdrdo com o rasuizaio .aturior a rE
acima & uma Puncao de Stieltjcs.
LImbora a Funggo (/+7 cseja analitica no plano complg

X0 Z  com cortc sobre o w2ixo real ncgativo ¢ descontinuidadc

constant:, hd dificuldades em /27 -5 @ , quando ten%amos
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escreve~la na Torma (13) ou equivalentemente nas formas (14) e
(15). Por isso devemos dividi-la por Z ¢ considerar V7/72/Z

Para eliminarmos o polo Z =0 subtraimos //Z' . 0 fator

2 aparece porqQue QqUEremos ji.: 7 .

PROPRIVDADE OL CATCGOINALIDADE

.
P

] o) ~
Consideremos b pertencente a classe das fungoes que

sao holomorfas perto da origem, com O SEu Aproximante de Padé

diagonal H~(Z)/ a2 ) ,
o~ - A S R
L,l Ty /’—z/} /:7;— 7 ol ,‘7‘\./ ( SIS 2 /-‘ N ( Z) (17)

onde Ao (7 ) possue as mesmas propriedades de analiticidade
de < i) :

Consideremos a seguinte integral

2 . H P e ;Z_"/’
-Z/\/,y’.:. _—F-—,___{ : %_&/_é__»//\/(.??) '\1/}\/’(23)— ‘2 , (18)
M AR S

~

com a curva C contendo a origem mas nao singularidades de
7 . -

7 ( tf/ .
Para V> A7 , usando (17) segue que

Nw-/v:/

(19)

— g ——

2'_7 N AN D ot

Z0

g - , /
D = Lo )/\ dz Pl Q2] 1 j‘m/z Pl B t#) 2
{
c c
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7 51 s iy en YN E -
Devido ao fato de *cv(d)ﬁﬁv(a/ =z nao pos-—
oulr singularidades fora da origem podemos deformar o contorno

C da primeira integral de (19) até o infinito, onde o t8rmo

- - — A ~
dominante de FA(Z) QZv’ﬂZ) serd - , € entao
ela se anulard.

. ;oY
Como /Y -~V7"'-/ ¢ nao negativo scgue que Z?¢f?/4kﬁﬁﬁzz

é também analitica em C e portanto a sczunda integral de(19)
é tambim zero,

Agora, no caso de V=/y’ a primeira integral de (19) con-
tinua zero ¢ da segunda,pela Teoria dog Residuos, obtemos
/BV(Q)(;%/ﬂQ) . gue chamaremos (X w .

Em vista destas consideragces, cegsue que

o

— ; ‘
-[/\,//'\/" = C:,\/A/’ Q(/\/
~ 4 ., ~
Caso a fungao /(2 seja de Stieltjes, o contorno € 1o
de ser deformado Jde tal muncirn qua o ol :,-'_'l':u,:;iu podomt o ol

tuada ao longo do corte. Indicando 2 descontinuidade por ST NE

con N s & 33uagzc (18] Tie:,
~-Z.
> s (Sl LA
C’/Z _!'--)(:’L_V“/q :‘\ \/,s
S ! N '_‘-._-7' o
.'.’w =
Com a mudanga de varidvel, = -/ 7 , Obtemos
r
/ .
/2. )
: Dolir) O =14 S (21)
S (L) L) D (v) T = S X,
x

~—~

' Y ’ D LT
onde pusemos Z sz (/2) = G ()



g A/ )
(D) =) U Lo (~/27)

sao ortogonais no corte

Vemos assim que os polinomios
em relacao a varidvel 7/
i

de grau Y
- L
com medida positiva () .

Z

o
Veremos, alguns teoremas que servirao para se obter resulta-

dos relacionados com a convergencia dos Aproximnutes de Padé,

Teorema:

= o
Os zeros dos polindmios ortogonais L 1084 associados
com o peso (¥} no intervalo pe) Cﬁgcg’ sao reais e dis-
tintos e estao todos localizados no intervalo [0, ﬁ@ih} 16/.
=D e NEO

Para a prova deste teorema, tomemos

em (21),
_ogg B
! A Stw) (Pl s O
2D
g ’ ! ;j" ’ ke .
Como X (Lr) i 20 , L (2] deve mudar de sinal
. - 7z
pelo menos uma vez no intervalo L O, 15 . Chamando
_ »".':Ij‘ - 4 ~ .
U Ly oo« Uy 0s geros de Lyl (&// neste intervalo,po
oy oo £ 1 PO,

demos escrever;

Lol U) = (um i ){ U - U)o (1= W) f o)

onde suporemos gue #(1/) nao mais se anule em £Q, 2,7,

e que seja positiva-

Segue entao que
~ A b 2y
Dl UN et 2= ) oo (-] (TN (U= a ) (U ) f(1) 3O,



e portanto

’/£o
[ o Q) (U-t)(U-4).. (1) xcw) >O

‘0

(22)

Se e N, (- U,}({/-L/;,_).__(z_/_ue) é uma combinagéo de

i

polinimios (. , 2 ... Js e portanto de acdbrdo com (21),

1 cxpressao (22) deve ser igual a Zero . llas Gste tipo
de contrag;ggo nio existird se =/ | i.e., se %odos os ze
ros de SZV(‘J) estiverem no intervalo L0,/ /7,7 .
Lembrando quec O/\/ (W)= //EN av (Z2) y VEmos que 0s ze—
ros de G (Z)  estio sdbre 0 corte da Fungao de Stieltjes
7_,(23.) . ( Observemos quec L - 4y U= nao
é zero de <;%/(LJ} pois o cocficiente sz da ex
~
pansao O (2) = > . Z s ¢ diferente de zero )
P =<

[77

Tecorema” '~

Entre dois zcros consecutivus de o (U cxiste exata -
mente uma raiz de thfl(C(/

Bste teorema pade scr demonstrado & partir de (21)

/£87

Teorema

Os zeros dc 55('27 sao rcais 2 sc altecrnam com o3 zeros
de 62/(2} .
Com ajuda d3stes resultados podemos provar que sc a fungao

cor de Sticltjcs os Aproximantes do Padl diagsonais convergem
¥
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nniformemcnte fora de scu corte., Podcmos ainda mostrar de acor-

r
do com Markoff"® 9]

Moo Y (F)

em todo plano complexo com o corte (oo , -Zo -
[4 !

Em Baker ¢ ud tsorcmas com resultados mails gerals para Apro

ximantes de Padé, incluindo o0s nao diagonais. Demonslra-sc, DPOT
A - ~ ~ ) . ~

exemplo, que 8¢ # (%) fHr uma TFuncgao de Stieltjes cntao
tanto os ponlos como 08 ZEYOS dos Aproximantcs de rads LY,V eF/7
com J2 - 7 ¢otao sobre o cixo real ngrativo.

Ainda para as fungocs de Stieltjos os Aproximantos de Padé

7
[ ! . . ; . ~
obecdecen b as saguintes desimunldados, ondo Z & real v naon

negativo:

(- } ([/\/7»/ NI+ I LN+, NV ]/ (23a)
/+J

-J {LN/YrJ/ [f///\/+d+/7j > (23b)

[yl 2 (22 LY =17 (23c)

- ‘s F7 4 (234
I s FE2) 2 LNy S )

com 12 -2 ., As dua prlmclras valem também para as deriva -

das ( a primoira com j>/ O )l 104
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II. TEORIA D0 TASE SHIFT VARIAVEL

IT.1, ALCANCE EFOTIVO T " PHASL SHIFT " VARIAVEL

Para espalhamento a baixas erergias, tal que sdmente ondas S

S0 espalhadas, a amplitude de difusao e segao de choque sao da

dags por.
.7
- . T L -~ \
/( @ i (U - A0,
=LK ’
0 - < /7 < 724 ':;:~
_;:5 R
. - A0 o
—_ N - <. et N N
onde kK =(D2: ¢ // E ) e >~ & o " phase Shift "
da onda O . iioma 4 bom eumhecido, o c¢spalhamento A baixas

energias pode também ser descrito por duas grandezas que carac-

, 5 . \V4 ~ . ~
terizam o Efeito do Potencial /(™ ). Tais grandezas sho , O

. . ~7 . ” .
alcance efetivo ( effective range ) ., s um conceito ja evi -

[11/

dente no tra alho de Breit et al ¢ introduzido explicita-

mente por Schwinger‘/lgj’, e Blatt e Jackson /iij y € 0 compri-
mento de difusao ( scattering length ) (/ introduzido por
Fermi *147 . Ambas as quantidades foram introduzidas em rela -
¢cao ao espalhamento lNueleon-Nucleon,

~ 7 iy < [
A relagao de Zo o { com S PR K , obtida através

da Zquagzo de Schroedinger, &



' - » 4y
?: M - 7 /“"\‘ /4 \ S a4
/\ (\.;%7(, oo E_;_ - _;T /\ - C(/\ ) (1)
derivada por difcrentes métodos por Landau—Smorodinsky (1944) ,
Schwinger (1947) ¢ Bethe (1949).
Outro conccito que nos scrd Util mais tarde & o de " phasc
Shift " varidvel. Consideremos o potencial esfericamente simé-
(/¢ ), do qual derivamos a familia de potenciais.
Q-

trico
N

cF( ¢ ) é a funcao de Heavisidade.
n \/(._)

1
/L.

onde
Graficamente teriamos
P oN()
N S l F
)= T — e 7 . ~ I| I ___l_“__._’...: e
. I/
/
7
Devemos entender por < ( % ) o " phase Shift " produzido
2 .
pelo potencial gt ), em outras palavras o " phase
Shift " é’ produzido por NSOy 6
r _
= /c 77 Cg (L
foez D
poder definir comprimento de difusao varid-
B

Certamente vamosg




07~

vel Ci ("¢ ), corresponde a (L),
~ >3 £ ~
Iudando a notagao e arcmos agora uma dedugizo

da chamada Equagao de TFase, que é a equagao diferencial satisfel
s
5 ¥

ta por C (),

II.2. EQUACAO JE FASE E FUUGLO COUPRINWITO DE DIFUSAO

Para obtermos 1 equagao de fase, vamos partir da Bquagao Ra -

dia. de Schroedinger,

ya ‘ . s 2L N (2)
&Tw (i)~ ! ’4 - (/T A fv) =

;

com

lged 2 L4 V() (3)

Sabemos que o corportamento assintdtico da fungéo de onda ra-

dias = (7 ) 4 dado por

(e
- s .
\ - . r”‘- - é :b’,'. e . ~
ornde Con =z g - € /e & g defasagem do problema, O termo

-4/, % convencional. A razao para inscrillo & que com esta
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definiggo, todas as defasagens do espalhamento desaparecem quan-

do o poteuncial se anula.

Do comportamento assintdtico de (/¢ ), eq. (4),segue
que
/ e o e
(_c};‘;'(i: ((’c A (jcz:) = Lo e - (_f_)_ (5)
= L~ 00 <o
Esta relagao sugere a introducao de uma nova fungao, é%(“ )

_.que chamavremgs funcao defasager (defasagem varidvel). Seguimos

o tratamenta de FPranchetti,N.C, VI_6G 57, Entao,

: o /_1'_'\‘_‘_, ( O ( ’/I_/-' S . . , ,68)
3 - l, LS R
-

vdlida para qualquer /¢ . DEvidentcemente

¢ 4
7 P O Cpo-

i
Da derivada dc (6a) em relacgao a ¢ obtemos,
~4 r . . - ) <
; A e A ) ) g
o ke Sl kel s )
,.‘_‘,':7",& 5 f "i) . : o - s L
(. . (" v (_." ‘/’{_ . " [N S ’( _./‘-,’)
= "_ “. / g'._.".__ s _-
= Al ST lyer)) T
h;/‘ ,;. . 4
. .__/ {/./(/’} )
- e, ~ . ) 14 .
kel 'C/(g)] 7 Tt E o O ())
= 7 P ¢ .

~ -

1 -y . I

3 Pl N . *» (
w“cmé“fiv'mée(iﬂ)/ﬁfﬁth(ﬁﬁwwﬁf(V)jmfNYLHWYLN{fH

L

£ CorT (KT 4 E,00)
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de onde segue gue

4 / /‘) £ 4 l/é’?..l_ Y i
/(% e L+ O,
Se (1) == szt P17 (6b)
Ista & a equagao de fase. Da condicao de contorno 7%( C ):=C
segue que
dewj=0 (1)
Do limite de /%'-~> )] em (6b),
(’ , 2 L, -
Co(tl= = UT) sen“f[Tr ST
< 2
G
Supcndo que neste limite Q(/« ),k & finito, pode -
mos definir 5« =0 ),
Lo
</ (7)==~ VAY i ZL (8)
‘e K

A (:Z ( /7 ) 4 conhecida como funcao comprimento de difusao.

Seguc entao de¢ (6b), que para ondas ,
- ) e
SALSEWN COVESNT(IVA (9

¢ de (6a),

D

no_ A (19)




IT.3. SOLUCEO PERTURBATIVA DE EQUAGRO DE FASE

Frimeiramente consideremos a eq.(9). Notemos que ao derivéd-1la,
a partir da eq.(6b), assumimos KX —>© .
Consideremos ainda o desenvolvimento em Série de Taylor de

(7 (/T ) em relagao a0 parametro A,
C/(7) = Qe v QUUIN + T N (11)

Introduzindo esta expansao em (9), obtemos,

; o /4)\ L N o o : re - IS <
",..’_'G{./.f yo L _f'. iy /I "M‘-/L) ( "\. A '\\/(/;,'}L//_; -- \_-L/‘)<: Y- (’? //7) /\". ..:7
(12)
Da condigao de contorno, /¢ )= Q S8
gue que (“ZCA ) = C . Entao a eq. (12) fica:

/4

., . 52
Q) Ay lr) Neesz NV 1) L2~ & A - (‘_‘g,)f;v?)/\ e (13)

Desenvolvendo O termo quadrético no segundo membro e comparan

do os coeficientes das mesmas poténcias de cada membro, até or

dem >C. :
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Q(z)= V) [ (142)
Q) (7) =N~ Q0T (14b)
Q (T)= (T T e Q)] (14c)

C[/ (7)=V1) /-7 “g (c) +2 Q) )/, (144)

£ E S /'—;—--\,‘.-} Ly N oLy, DTV Y7
C?’S (7) M) -2 0 ) # IV (146)

aQ, "(2)- N[22 ¢ 72200 Gy e)+ 2 (@)1
(141)

Agora, no caso de Kz0O , 2 eq. (6b) pode ser esorita,pa
ra ondas fb , cocmo,
(A7) = ,\ \/( T ser KL T-Yn)S (15)

onde usamos a definicdo (8). Vale para (15) a tondigao de contor

no,
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(L (=0, k)= O

por

A A
Se 7?L’<[/Z - C:_/(’?)_/:

PO

(it/( /< , /7 ) acima, substituamos 3C¢ /;"‘/é[;Z-C\/(-’Uj

[r-cos 2k (7-Cren))/

e fagamos a expansao da fun¢ao cosseno em Séiie de Taylor, Feito

isto obtemos

. , o0
P 4 i — e ey /J e./_ 3 - ;o .
Cf (R = ,/t\i\/(ngf_ N7 24T u(_k:_{;;);;_i]

R=0

2 K*E

Usando o processo andlogo ao caso

N .
NS

/ .
7 /3( I
q/\_, .

S~ - c -
C K.7) = _‘f_‘_;;" S LK)
= D :
~
P VA S Jir. b - . - N e B ;
A L0 - N AN ST EN RF R A
3 N v
j K <

Cre T K1)
A

Y (Fa)= ) [ -
A P

S - CnS k)Y

AN N G

. -
> .g_ AN Ki)serx ik [

~
<% N
(_

)

(2nY/

y obLtemos

(16a)
rxo) (16b)
)= k) ugr Ko )CLE(2kw)

(164)

Uma maneira de testar 8stes resultados, & tomar o limite

nas eqs., (16) e ver sc¢ obtemos as eqs. (14)



: . i . Py
Gl (k)= V() [~ L sere (2i7) CY (Fm)vcos (2 kO T ik n)s
o) < 2

4

2 Y ik I ,r’(’" . "_/—‘ - ¢ ok - / ,ZI D L —
-+ (,[!(_/\,(, \.,/7 '()/) r //\S( 2 (dl/ ) C’-/ (/\, ) ("[’: {//f (') i (160)

[

2 ' 4
J{ cos (k)L (K 2))

_ —

d
3
-

ITI. APLICAQKO DO MRTODO DE APROXIMANTSIES DI PADE

Nossa pesquisa consta essencialmente do cdlculo de comprimen-

to de difusao & , para alguns potenciais, pelo Método dos

Aproximentes de Padé,

III.l. POTENCIAL DELIIFORME

. . o S '
De agora em diante consideraremos somente,ondas S ¢z 0)
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£ sabido que a equagao integral para a funcao radial %*( 7))
é a seguinte

i

S bk(7-5) M(S) ds (1)

F(1) = S /x,/’(" - _>_\_
Kk

o

te uma solugao da e -

quacgao radial de Schroedinger, ©q. (II.2) para ,f;(j .
)&\/H7) = .A A(’Z /) nc caso de "SR,

E simples a verificacao de que € realmen

Suponhamos

obtemos de (1),

() = sex KT - A sen k(1-1)

Da expressao (6a) segue que

/J/(O(’/?f(((IZ)\://Dg/d/\(.')s 75///”—/)
Keoo kit — Ncosk (i-7)

O primeiro mewbro desta equacgao, pode &iT escrito como

Sen K+ t«cxs/”f ’ ISP g

CC&E//’?- S fr /2572%3tg

i ’

donde concluimos que para

Z/¢772 é \SQ?’ /
b oACoS k (2)
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Fntao se considerarmos os Aproximantes de Padé para
. Do ~
/,/Zdng; ‘f,-//,\ Se7n A , todos do tipo £ ™, 0_7 darao o

resultado exato (2) e portanto este caso & trivial .

IIT.2., POTENCIAL DE ARBUZOV, FILIPPOV L KHRUSTALOV

Arbuzov, Filippov e Khrustalov 115/7 consideraram a seguinte

equacao de Schroedinger ( A= 2 )

IV4 0 g ' -
- if\b—- /I/:j 2 ' ' ,/’\v - L
Yig) - P2 Gy g fert F)
- el ~ 3
,L. /Z.'__
Bste tipo de potencial aparece quando calculamos o potencial

de interagao ontre particulas escalares

T
Ve - N
‘>’f". }f-.-_‘,-«—-*:“,}(:ﬂ
j T
I4I

Tomando a parte mais singular obtecmos para potencial

A LB /g

- -3
/
Em seguida, em 1964, Calogero e Cassandro‘{lﬁ’ consideraram o
caso mais simples

2o -
C/ <'?L (7/ = )\ \_’/'(,.7/; (ZL/I()

)
C)’/Z =

(3)
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com potencial

_/égf%%Q /@/,7</
Vi) = (4)
/:’/ >/

()

fles demonstraram que a expansao perturbativa para

tem raio de convergencia zero

Introduzindo
- 4 //J - . \I//‘,':‘ -~
Yir): (L _ANbgrT @
s D / —
y_
e a varidvel
3/
- ~ &
Z = = [ /L . >\ ABQ 0’) ,
o o

3 Ealiewe Qé_ ——(/+—/ )?/Z’:O

S, L
7 LN DI
Sz° zZ 7 Sz
Temos assim, uma equaggo de Bessel de ordem {{3 com varidvel
imagindria ¢ Z ( fungao de Bessel modificada ). A solugao que
i.e., para # —= o §,

“5‘0‘ ]

Al (2)

se anula para 5




Portanto nossa solugao .
por
Yoty - Al Agt) Ky 2 (L - Nor) ]
\/- S Vi /J_Z- (4 b
- .
Introduzindo (5) em (I,10) obtemos para =1 ,
/
-
S LA (6)
~ Ty )
Pl < Kj //c'/\)

Observemos que & fungao A, ( Z ) & uma fungao regular em

todo plano complexo z com excecao de um corte ao longo do el

xo0 real negativo .

Entao como o denominador de (6) é& uma fungao monédroma em to-

do plano complexo com . excegio Ao corte negativo, sogue yue Cj

é uma funggo monddroma em todo plano complexo com excegao do cor

te ao longo do eixo real negativo. De modo que nao temos cortes

e nem pontos de ramificagao isolados fora ¢o eixo real negativo.

/ ~
Vamor mostrar Zgora que (i nao possue polos fora do eixo

real negativo., Para tal consideremos a eq. de Schroedinger

C:/'.?(fz,_-" NN Fer) (7)
o7c
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Multipliquemos ambos 0s membros por %L(’T;'/‘ . Usandc a rela-

cao:
ey JF) - (Fny T (U)__ [ 7))
cIn< A ol ety |7
e integrando de C a 1 4 obtemos
* ) Y ~ % ) /2
Gy S8 (’c)/ Fre) = (?/\ - ,\} S V(s)/ 7{0)/ 7‘_/ __C____'// Q/C
J'( r:_/ / <
© 7 ¢ Tz o o S
Vemos que para T =0 , a eq. (4) d4 (0) = C .Entao
3 l .
* ‘) 2
2 1 TN
o<l ) /\/'\/(5);/7‘(5); oIS - / / divosen (8)
Iy ' O
("
. - / .
O segundo membro de (7) é positivo. Para F(t)=c temos
/2 4:)
XN v /M)l s s o (o)
/i P
o
Como V{(S) & uma quantidade positiva ( potencial repulsivo )

a desigualdade (9) 88 § possfvel se LT ./\ i ®) e %ré)«o .
De modo que os uUnicos polos de (6) podem cstar no eixo real nega

tivo do plano complexo >\ .

Mostraremos que céles realmente nao existem. De fato, se o de-~

nominador de (6) & zero, entao:



-
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(1-43) Ky (L5 ) = K, /_/#) , (10)

/117

e usando a relagao

+ ¢ 77 V71 . -
k(z" )= k)T L), Y

segue, depois de introduzida em (10) e tomado a parte real

( com A= —-/A/ ), que

(/+ 4//\/)}"/5 (/2/,\/) '/" (/.2 . (12)

Da expressao integral de S, CZ ) /i7//’

Z

-2 _—
ko (2) = / ¢ chue , gy Fe2)0

53

\)

& uma fungao posluive o docrescente em Ie

segue que /(u ( £ |
AL 7)) <C .

lagao a varidvel Z . Entao

Agora o primeiro membro de (12) é definido positivo, de modo

que obtemos uma contradigao.

Entao Cz nao possue polos.

. . P
Calcularemos a dcscontinuidade de >}/ ao longo do eixo real

negative. De (6) segue:

y %2?..," ¥ //;/7 = /\) /w/, /¢ ,\*}/T 1 \/..,J
Gl - 2 )‘) + VAR Ve o
C2h L s (2A)
"')' € Hys (7/722)




o
,’ff/-(ga") '/s(/;"‘) ///,,(//u\'/ /{//J '/:K) (13)
S MO T b4

L _2N
(2 ‘:—/)/(,//5 /ZA/ ,) /fl/\ﬁ(//}/\

|

* .
pois A-ANz=7E —50

Entao de (10) obtemos para o numerador,
’ _ - T4 v
F(Ze YK, (F2 )-H(ze A, (Ze )=
- Uﬁ—, / . / z'
e /4’,,(2.7)-777];(1‘)//2 ‘i’(}y—gr]‘(zz)/_,_

v / . 4 *Z.t-)jf . - .
LR e e Azt L (2D

=17 cosviT K] (//] (7} ](Z>/r (2)]-

cob Sy ,

N |

onde usamos que o wronskiano ‘' ( ,ﬂk‘, , Z:_, ) = -‘//Z para to
dc Voooe Z# 0 .

Portanto obtemos para a descontinuidade (12)/2(' a expressgo
) | 7
A - —77COS i3 /”/;\/"

<t 214z - MRy (7573) - 53 /‘V (7))
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que tem evidentemente um sinal constante.

07
Como 412

/// (ZX‘/X ~ VX
SV3E’ /S X=>0C

( Vhittaker, p. 190), segue que

/’(//Z 4 ) > '// P
/2) /\ 200 /\\/'3
e portanto
///5( /5 A ) 5
A=
/(/3 (/9)\ )
Entao para A — © ’ @ ___;--Zﬂm“ .
Agora para que a 1ntegral gobre o] corte
- A
convirja é preciso que & e maéﬁ—yhﬁééameﬁ$e—ﬁue—4¥3r.

Isto evidentemente acontece com (zyéx .

Em resumo, CZ/ZK tem todas as caracter{sticas de uma fun -
cdo de Stieltjes para o potencial (3).

Vamoe calcular os Aproximantes de Padé para a funguo A/ A

Nas férmulas (II,14), substituindo o potcncial (3), obtemos,

Q ()= T (/- log )

~
s
=

Cl (1) = = 6 Q1) -7 /00"
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N rd
Cy ()="7/ 7 ="7/7 /0:_) 7+ QG oot 57 o™ 7
"J . ~ ,:? -~

J

Czé('?,):i’z( 65%rc33 /OQ'r -273 /Ou’ +65 /cU - 7/00/3/

-y o el LV AW - -~ %
ql;(/Z)h /Z(V‘U L’."(-j" -\“L\ C_\J{,, /C.‘F‘ [ /7, /J.a t -+
e / - ’-
7 7 ~y - .’ [ (] - 4‘. ! {v) ot
~ZC20 fogur+ FE2 L0 - 42 oot
. S w7 g
-~ i P A ar s - A A I SRS N & ’ ':;7
Ty ()= 27 / Brelli AV o0 — S0 R oo

EE 720 foo n — 0E0E boFr w1000 o= € L0 ),

+

-) >3 [
Calculados os cocficicntes {—7 ( 7 ) podemos ¢ntao dis-
. o~ .
por da expansao do comprimento de .ifusao ./ (70 ),eq.(II,11)

em Séric de Taylor para o potencial considcerado.

No caso de /= / , seguce
q, = (y, =-/866
(L = e ZCO06
Y - - - Sy [0 7T
~ (W) /
¢ a expansao (II,11) fica,
5 3 > &
T ’ ¢ S 4 "‘ S RA) - ‘ M - n g hd
l - /\ ) /—- 6': >\ *+ l// /\‘;“ = '/C-' O (_:" I’\\ 7". \5 ")t. ' (‘) '\ - \b»_{/”)-.’ g SI"I”:“ I\ tase

Os diferentcs Aproximantes de Padé sao cntao dados por,



LOCT =/
/.O/ /= /=6 A
) -/
/~/’ 0/ = ('/7"6/\-_\/
(1 1 7= (/#3, Q33 XN)( 1+ 7, &33A)
~ /\2
S0 27 /- EAX T+ T/ A
- e A2
/207= (/1-A+ 7 N)
[/, E7=(/+2, 830 A= 35, SRCN )/ #17 E30A)
(2 17+ /8NN 128N TS N
3y , ’aYe - s ) . /
[E D0/ r2FT7ESNTESHE N )(/ FHE TSN 21208 D
[0, 57 /= 6N+ T/ N = 1266 x’
o - 2 -z A 3
307= (/#+6X =35X + E30A )
v P Faur P — L" a7 N T R, —/
(7 3] (1417 859N - TE57 K57 SEGNN1+25EEIN)
N4
Sx el OEL DN 1R B OGN 1L 6EEN - 278,0285)

(2 3)= (1+40, TIGN #200,/5% X-430,6 ,QA’”/% 77N

-/

!‘—‘-/144" Lj/\d)

= =/
[327:(/7%8X*27 7X )(/?""4*/\+bfw>\ +352N)

Oec resultados obtidos para difcrentos X\ , 8do exibidos

na Tabela I. Nostramos também o valor czato de C\[/'/\ y

calculado de (TII.5), para o0s respectivos /\ dos Padés.
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ITI. POGO DE POTuEN JIAL

Da eq.(II.6a), para ondas & , segue imediatamente que

{3,795'(7)(%‘603;{,1 +/\’ ?7"5@72 /}/?):/\/ycos/rfz—zf.swz/r/z (13)
Para o pogo de potencial

Ve g/ OSAS T
VU ) = (14)
& £/ e

a funcgao é%’(/?, ) que satisfaz a eq.Radial de Schroedinger

e
L “ /. ) 2
d 7{(/?) - — (//\2‘ \/O) ?7‘(’?) , xS /'f: - Vo
S

é do tipo

)

- -
7L(’7J = Asen prn +1ccs pr.

-

Como gqueremos que 7*( T=0) = O , sSegue que ’

logo,

‘7&'(7_);: A sen DT

Para este comportamento de E%Lpz) a eq. (13) acima fica,

{anc &)= K sen pr cosKr-pcosPr ek
PC‘.OS]D'C cos k"Z—ks@,?sz SC2AKT

Txplicitando a disténcia, teremor para €T



—45-

c((rc): fdn—/ ACOS K 521 PT -PSenkhr COSPT (15)
+ (1b5a
LA Senk Sen PF PCOS/\//Z cospPn

e para /T2

St)= tano /i COSAT Sen Pr-p sen AT cos PR

~ — — 15b
A SeTATSenPr+ pCOSAT COS P (15%)
Como estamos interessados no limite A —=0O , teremos que
2= 1N , onde No= AN70 ( potencial atrativo ),
e para (15a) e (15b) obteremos,
q(,gl,)‘) - 7 - Z’drzgﬁ VX <7 (16a)
‘\/—)\
e 3
Gy N =/ - Zang/VA 7> CT=! (16b)
VAT

Por método ja explicifado no caso dos potenciais anteriores
(segao I1I,1 e III,2 ), podemos calcular a expansao em Série de
Taylor do comprimento de difusdo para o potcncial (14). Intao as

férmulas (II.14) ficariam

. 3
() = L 77,
d, E
5 .
ONGIE _2 7
/5



_4F -

Qj(l?) = '—/—7—" ,Z? )
3/5
7) = ______6‘__2__ 79
=555
05 (’Z) - /2 4‘58_ /'Z'/,
/403325 /3
Qg (%) = 2/0678/7/48  #

45//53550 925 %x/3

Como exigimos gue o primeiro termo da cxiansao seja 1, i.e.,

;riﬁD): 7 na expansao em Série de Taylor de Ezﬁ(Z;), deve

mos tomar C]k.pz) _23/625 , assim

C/O('rz) =/
G () = -

2
C

4_

’'7

1y o

612(7)2 y

L

<
C

&
Cz' 07) — -_éiéiﬁ <
3 945 5
+ 167775
pPI1OE7EI T/ »7°
/954998720675

As egs.(16) deverao ser tomadas como

(};/Zj = -

Z(7)
A3

Og resultados obtidos para diferentes A e /T ! <7 Y820
exibidos na Tabela II. Mostramos também o valor exato \5C2/4Kf13
( sendo C] dado por III.16 ), para osg correspondentes N e 7z

dos Padés.
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Examindo a Tabela II, vemos que os resultados exibidos nao
satisfazem a relagao de desigualdade, Eq. (I,23). Isto entretan-
to & esperado, pois as funcoes (16a) e (16Db), ou mais precisa -
meate 3@’('?)/7\/1’3 ( como foi usada nos calculos ) ,

nao sao FungSes de Stieltjes.

I

(3}
qt
' V]
S
s 1]
P
D
L
s
”n
Y
N
D
-
N
J SN
b
Lo
D

rovimantaecs o
e =

presentan—wesuttades
R .

”~
bers rrinrinalenate aadiagoniis como-preve o 1eorla
S-Sy + 5 12 < I
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EYATO

EXATO=
P30
P31
P32

nun

P30
P31
P32

i

EXATO
P30
P31
P32

EXATO
P30
P31
P32

oI

EXATO
P30
P31
P32

EXATO
P30
P31
P32

I U T |

0,2906
0,0029
-0,4570
7 ,1443

0,7209
0,6167
0,7287
0,6477

0,8516
0,8443
0,8521
0,8367

0,8924
0,8905
0,8925
0,8875

0,9154
0,9147
0,9155
0,9135

0,9407
0,9405
0,9407
0,9402

P20
P21
P22
P23

P20
P21
P22
P23

P20
P21
P22
P23

P20
P21
P22
P23

P20

P21
P22
P23

P20
P2l
Pa2
P23

[T I | B ¥ hnnn

i

ot H

Ny

nnuna

/

TABELA I

N=o0

~0,0546
0,2232
0,4122
~0,2008

N=o0

0,7956
0,7129
0,7255
0,7170

N o

0,8612
0,8506
0,8519
0.8514

P

Ao

0,8960
0,8921
0,8925
0,8924

s
Noo

0,9172
0,9153
0,9155
0,9154

é\: ¢

0,9413
0,9407
0,9407

Notagao PNM = /N,M.7

,8333

P10
P11
P12
P13

,0833

P10
P11l
P12
P13

,0333

P10
P11
P12
P13

,0022

P10
PLllL
P12
P13

L0167

P10
P11l
P12
Pi3

L0111

P10
P11
Pl2
P13

o

Hnonou

oo

T T |

wnnn

i

By

5

0,1667

0,5396
-0,8910

10,22

0,6667
0,7482
0,6983
0,7479

0,8333
0,8566
0,8495
0,8528

0,8823
0,8944
0,8918
0,8926

0,9091
0,9165
0,9152
0,9155

75
10
06
o7

OO0\
W

o Jolwie)

POO
POl
Po2
P03

POO
POl
P02
PO3

POO
PO1
PO2
PO3

POO
POl
PO2
P03

POO
POl
PO2
PO3

POO
POl
Po2
P03

b LU T | I

IR |

I unu

i

I T I

1,000
~4,000
45,30
-687,3

1,000
0,5000
00,9930
0,2604
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EXATO= 0,9440
P30 = 0,9439
P31 = 0,9440
P32 = 0,9437

EXATO= 0,9470
P30 = 0,9469
P31 = 0,9470
P32 = 0,9467

EXATO= 0,9498
P30 = 0,9496
P31 = 0,9497
P32 = 0,9494

EXATC= 0,9521
P30 = 0,9520
P31 = 0,9521
P32 = 0,9519

EXATO= 0,9543
P30 = 0,9542
P31 = 0,9543

P20
P21
P22
P23

P20
P2l
P22
P23

P20
P21
P22
P23

P20
P21
P22
P23

P20
P21
P22
P23

Como C](?)/ék é

de Padé e o valor exat) satisfagam exatamente as

os Aproximantes
propriedades de
para o valor de
do Padé /2,27

exato*( EXATO )

it

I O B o UV T 1}

A~ 0,0104

0,9445 P10
0,9440 P11
0,9440 P12
0,9440 P13
A

A= 0,0098
0,9474 P10
0,9470 P11
0,9470 P12
0,9470 P13
A = 0,0092
0,9501 P10
0,9497 P11
0,9497 Pl2
0,9497 P13
A - 0,0088
0,9524 P10
0,9521. P11l
0,9521 P12
0,9521 P13
A= 0,0083
0,9546 P10
0,9543 P11
0,9543 P12
0,9543 P13

nononi

(I L | I i on

nonnn

| | I

0,9412
0,9443
0,9440
0,9440

0,9444
0,9473
0,9470
0,9470

0,9474
0,9499
0,9497
0,9497

0,9500
0,9521
0,9521

OOOO
TGy
PN
L A \J1

@ W e e

DOLOWD

POO
PO1
PO2
PO3

POO
POl
PO2
P03

POO
POl
P02
PO3

POO
POL
P02
PO3

POO
POl
PO2
PO’

nannn

Wi

nonn

W H

Wt

1,000
0,9375
0,9452
0,9438

1,000
0,9418
0,9480
0,9468

1,000
0,9444
0,9505
0,9495

1,000

0,9474
0,9528
0,9520

00
500

549
542

?
¥
1

OO0 O

1
0
0
0]

H

desigualdade Tq.(I.23). Ocorre, entretanto,
=R
A= 0, 9252X /O o valor exato estd acima

uma Funcao de Stieltjes é de se espeiar que

que

. Tsto & atribufdo & imprecisao do cdeculo do valor

¥ As Tabelas de Funcoes de Bessel disponiveis sé nos permiten
»

calculos ( valdres ) com precisdo entre O,1% e 0,01%.,



EXATO=
P30
P31
P32

W

EXATO
P30
P31
P32

o

EXATO
P30
P31
P32

(LI R L

EXATO
P30
P31
P32

nmunnu

EXATO
P30
P31
P32

[T TR

EXATO
P30
P31
P32

EXATO
P30
P31l
P32

0,9962
0,9960
0,9960
0,3960

0,9092
0,9092
0,9092
0,3092

0,7560
0,7560
0,7560
0,7559

0,715
0,715
0,715
0,715

0,9921
0,9921
0,9921
0,9921

0,8336
0,8336
0,8336
Q,8336

0,6085
0,6085
0,6085
0,6075

P20
P21
P22
P23

LI TR | I ]

P20
P2l
P22
P23

nmn i

P20
P21
P22
P23

1 ann

P20
P21
P22
P23

o

P20
P21
r22
P23

Wwonnh

P20
P2l
P22
P23

nuwuni

>
1

P20
P2l
p22
P23

wnun

ABELA IT
pasd l,o r = Cr}.
0,9961 P10 =
0,9960 P11l =
0.9960 P12 =
0,9960 P13 =
1,0 r =0,5
0,9092 P10 =
0,9000 P11 =
0,9101 P12 =
0,9092 P13 =
1,C r =0.9
0,7550 P10 =
0.6760 P11 =
0,7822 P12 =
0,7560 P13 =
1,0 r = 1,0
0,715 P10 =
0,600 P11l =
0,762 P12 =
0,715 P13 =
2,0 r =201
0,9921 P10 =
0.,9920 Pl1 =
0,9921 Pl2 =
019921 P13 =
= 2’0 r = 0,5
0,8337 P10 =
0.8000 P11 =
0,8405 P12 =
0.8337 P13 =
2,0 Ir =. 079
0,6086 P10 =
0.3520 Pll =
0.7769 P12 =
0'6084 P13 =

0,2960
0,9960
0,3960
0,9960

0,9091
0,9092
0,9092
0,9092

0,7553
0,7550
0, 7560
0,7560

0,714
0,715
0,715

0,9921
0,9921
0,9921
0,9921

0,8333
0,8337
0,8336
0,8336

0,6068
0,6086
0.6085
06085

POO
PO1
P02
PO3

POO
PO
PO2
P03

POO
POl
PO2
PO3

POO
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P02
P03

POO
PO1
Po2
PO3
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POl
Po2
PO3
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1,000

0,9000
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0,696

1,00

0,9920
0,9921
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0,8405
0,8823
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0,7769
0,4980
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CCECLUSAO

Os A.P. se apresentam cOomo um método muito importante na ace-
leraggo da convergcncia das séries convergentes, bem como na Ccal
vergencia & fungao na regiao onde a expansao em Série de Taylor
nao converge.

0 objetivo central deste trabalho foi testar este fato atra-
vés de algumis aplicagoes algébricas.

Vimos que considerando fungaes pertencentes a classe das Fun
gaes de Stieltjes se obtém boas aproximaggss por qualquer sub-
sequeéncia de Aproximantesde pPadé ( aplicagao 1 ). Quando & fun
gao a se expandir nao pertence a tal classe de fungSes devemos
esperar bons resultados apenas cOmoO sub-sequencias de Aproximan
te de Padé diagonais ( aplicagao 2 ).

Todas aplicagges consideradas consistiam em obter uma aproxi
magao, pelo método dos Aproximantes de Padé , para 2 Pungao
"Scattering lengih" para alguns potenciais através da Equaggo
de Fase. Esta fungao foi conveniente para nosso objetivo de tesg
tar os Aproximantes de Padé, pois seus valores exatos sao bem
conhecidos.

Numa possibilidade importante de aplicagao destes aproximan=
tes & na soma da série pertencente a matriz S , & o que osté

sendo testado por Pusterla et.al.
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