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Resumo

Transicoes de fase em sistemas fora do equilibrio podem ser caraterizadas de uma maneira
semelhante do caso de equilibrio, por exemplo, pelo uso do parametro de ordem e seus mo-
mentos associados. Entretanto, essa caracterizagao "esconde" (mascara) o carater irreversivel
da dinamica, bem como sua influéncia na propria transicao de fase. Alguns trabalhos tem
sugerido que a producao de entropia pode ser uma quantidade importante para preencher
esta lacuna, uma vez que ela se anula para sistemas em equilibrio e é estritamente positiva
para sistemas fora do equilibrio. Com base em argumentos gerais, apresentamos nesta dis-
sertacao uma caracterizacao de transicoes de fase por meio da produgao de entropia. Nosso
estudo considera as transi¢oes de fase descontinuas, tanto em redes regulares quanto em redes
complexas, por meio da aproximacao de campo médio e além do campo médio. Transigoes
de fase continuas também foram consideradas. Exemplificamos nossas previsoes no modelo
fora do equilibrio mais simples que apresenta uma transicao de fase de ordem-desordem e
quebra de simetria espontanea: o modelo do votante majoritario. Acreditamos que nosso
trabalho abre o caminho para uma descrigao sistematica e classificagao de transicoes de fase

fora do equilibrio através de um importante indicador da irreversibilidade do sistema.

Palavras-chave: Producao de entropia; transicoes de fase; expoentes criticos; modelo

do Votante Majoritario.
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Abstract

Phase transitions in nonequilibrium systems can be typified in a similar way to equilibrium
systems, for instance, by the use of the order parameter and its associated momentum.
However, this characterization hides the irreversible character of the dynamics, as well as
its influence on the phase transition properties. Some works have suggested that entropy
production may be an important amount for filling this gap, since it vanishes identically for
equilibrium systems and is strictly positive for nonequilibrium systems. Based on general
arguments, the characterization of phase transitions through the entropy production is pre-
sented in this master’s thesis. Our study consider the discontinuous phase transitions, in
both regular and complex networks, through the mean field approach and beyond the mean
field. Continuous phase transitions have also been considered. We exemplify our predictions
in the simpler non-equilibrium model that presents a order-disorder phase transition and
spontaneous symmetry breaking: the majority vote model. We believe that our work paves
the way to a systematic description and classification of nonequilibrium phase transitions

through a key indicator of system irreversibility.

Keywords: Entropy production; phase transitions; critical exponents; Majority Vote

model.
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CAPITULO 1

Introducdo

As transigoes de fase sempre despertaram grande interesse na humanidade. Desde a fusao de
metais até as transformacoes da dgua em gelo ou vapor, elas tem sido intensamente estudadas.
Um dos primeiros estudos iniciou-se no ano de 1869 quando Andrews [1| descobriu que no
diagrama de fases do diéxido de carbono existe um ponto em torno de 31°C e 73 atm no qual
as propriedades do liquido e do vapor se tornam indistinguiveis. Este ponto foi denominado
por ele como "ponto critico". Em 1873 Van der Waals fez a primeira tentativa teorica [2]
para explicar os resultados de Andrews. Sua teoria previa a existéncia do ponto critico e
uma regiao de coexisténcia entre o liquido e o vapor. Em 1874 a teoria de Van der Waals
foi melhorada por Maxwell [3], introduzindo a regra das areas iguais para corrigir a curva

de pressao contra volume na regiao de coexisténcia de fases.

Durante os anos seguintes, diferentes cientistas demostraram que outros sistemas apre-
sentavam um comportamento parecido com aqueles obtidos por Van der Waals. Um caso
importante foi o feito por Pierre Curie [4] em 1895 no qual ele notou a existéncia de um

ponto especial (critico) no ferro. Este ponto é caracterizado, a campo magnético nulo, por
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uma temperatura acima da qual o ferro nao apresenta mais magnetizacao espontanea perma-
nente, temperatura denominada como "temperatura de Curie". Em 1907 houve um grande
avango, quando Weiss [5] postulou a existéncia de um campo interno bastante intenso agindo
sobre os spins de materiais ferromagnéticos. Mais tarde (1928) Heisenberg [6], por meio da
mecanica quantica, explicou a origem deste campo interno. No seu trabalho Weiss conside-
rou este campo como sendo constante, desprezando flutuagoes. Hoje em dia, este tipo de
abordagem ¢é conhecida como campo médio. Todas as teorias de campo médio fornecem os

mesmos expoentes criticos, chamados expoentes criticos classicos.

Varios modelos simples de spins que desempenharam um papel importante no nosso
entendimento de transigoes de fase foram propostos ao longo dos anos seguintes. O mais
famoso é o modelo de Ising |7], introduzido na verdade por Lenz [8] em 1920. Este modelo,
ainda hoje, desempenha um papel importante na mecanica estatistica e em outras areas,
pelo fato de ser o modelo de equilibrio mais simples que apresenta uma transicao de fase

para dimensoes iguais ou superiores a dois e ser exatamente soliivel na auséncia de campo.

Em 1937, foi proposta por Landau [9] uma teoria fenomenologica que pretendia ir além
da teoria de campo médio, mas fornece os mesmos expoentes classicos. Sua ideia baseia-se
no conceito do parametro de ordem e na expansao da energia livre em serie de poténcias
do parametro de ordem. Uma variante da teoria de Landau, que levou a resultados interes-
santes, foi a chamada teoria de escala, proposta por Widom em 1965 [10]|. Esta teoria, que
discutiremos em detalhe mais adiante, tem varias consequéncias importantes, entre elas a
existéncia de relagoes gerais entre os expoentes criticos. Em 1966 foi publicado por Kadanoff
um importante trabalho que introduziu a ideia de "grupo de renormalizacao" através das
chamadas variaveis de bloco para o modelo de Ising [11]. Mas ainda faltava uma teoria
matematica concisa para descrever os fendémenos na criticalidade que validara a teoria de
Widom. Isto foi feito por K. G. Wilson no ano 1971, quem ofereceu uma primeira abordagem

sobre o grupo de renormalizacao [12].

Nos tdltimos anos, transicoes de fase fora do equilibrio tém despertado um grande in-
teresse na comunidade cientifica. Varias pesquisas estao encaminhadas na busca de novas
ferramentas para caraterizar transicoes de fase. Um candidato é a producao de entropia,

cujas propriedades tém sido objeto de consideravel interesse em fisica [13, 14, 15, 16, 17],
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dindmica populacional [18], sistemas biologicos [19], verificagdo experimental [20], entre ou-
tras. Ela possui diferentes defini¢oes e é uma grandeza que distingue sistemas em equilibrio

daqueles fora do equilibrio.

A entropia é produzida em processos irreversiveis. A importancia de estudar esses pro-
cessos foi reconhecida no ano 1824 por Carnot [21]. Em 1865, Clausius introduziu o conceito
de entropia e forneceu a primeira formulacao matematica para a segunda lei da termodi-
namica [22]. Em 1877, Ludwig Boltzmann visualizou um método probabilistico para medir
a entropia de um determinado ntmero de particulas de um gés ideal, na qual ele definiu
a entropia como proporcional ao logaritmo neperiano do ntimero de microestados que um
gas pode ocupar. O trabalho de Boltzmann consistiu em encontrar uma forma de obter a
equagao entropica fundamental a partir de um tratamento matematico-probabilistico [23].
Mais recentemente, no ano 1976, o fisico alemao Schnakenberg deduziu uma expressao para

a produgao de entropia por meio de uma andlise estocastica [24].

No presente trabalho faremos um estudo detalhado sobre como a producao de entropia
pode ser usada na caraterizacao de transicoes de fase em sistemas com simetria de inversao.
No proximo capitulo mostraremos alguns dos conceitos bésicos da termodinamica estocastica.
Faremos uma anélise, com base em argumentos tanto termodinamicos como estocasticos,
sobre produgao de entropia. Seguidamente, vamos expor os conceitos estocéasticos de processo
markoviano, equacao mestra e sistema com simetria de inversao, que sao de importancia em
nosso trabalho. No terceiro capitulo faremos um breve resumo sobre as carateristicas gerais
das transicoes de fase, dando especial énfase no comportamento de algumas grandezas nas
vizinhangas da criticalidade. No quarto capitulo, utilizando aproximacao de campo médio,
desenvolveremos uma descri¢ao geral para producao de entropia em transigoes de fase que
ocorrem em sistemas com simetria de inversao. No quinto capitulo, aplicaremos os resultados
da teoria ao modelo do Votante Majoritario com inercia, paralelamente compararemos estes
resultados com alguns obtidos de simula¢oes numéricas usando o conhecido método de Monte

Carlo. Finalmente, sao apresentadas as conclusoes sobre nosso trabalho.
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CAPITULO 2

Termodindmica Estocastica: Conceitos Basicos

2.1 Introducao

Nos ultimos anos, a termodinamica estocastica tornou-se uma teoria consistente e funda-
mental da termodindmica fora do equilibrio. Neste capitulo vamos introduzir alguns dos
seus conceitos basicos [25]. Para tal, vamos primeiramente introduzir sues aspectos funda-
mentais por meio de argumentos "entropicos", considerando a interagao existente entre dois
sistemas em contato termodinamico. Em seguida, obteremos esses mesmos resultados por
meio de uma descricao estocéstica. Neste caso, definiremos aspectos basicos sobre processos
markovianos e as equacgoes dinamicas que os descrevem, entre elas a Equacao Mestra, que
descreve a evolucgao temporal da probabilidade de uma dada configuragao. Na secao seguinte,
definiremos os sistemas com simetria de inversao e mostraremos as principais caracteristicas

deles, bem como os conceitos mais basicos sobre producgao de entropia.
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2.2 Producao de entropia

O equilibrio termodindmico de um sistema isolado é determinado pelo principio de méxima
entropia. Denotemos por X;' e X uma dada varidvel extensiva (pode ser a energia, o
namero de particulas, etc.) dos sistemas A e B, respectivamente. Assumindo que o sistema

composto A + B é isolado, temos que

X+ XP = const. e dXjt = —dXp. (2.1)

Por outro lado, a entropia total S é dada por S = S4 + Sg, de forma que sua derivada

com respeito a X! (ou XP) fica

0S 05y  0Sg
OXA  OXA T oXA (22)

Levando-se em conta a Eq. (2.1) obtemos

08 0S4 0SB

OXA ~ 0XA  O0XE (23)

No equilibrio termodinamico dS = 0 (a entropia total é méxima), temos portanto que

0S.  0Sp
%1~ x5 (2.4)

Seja X, = f; uma dada variavel termodindmica intensiva associada a Xj;. No presente
k

exemplo se X, = u ou Xy = N, teremos que

oS 1
f = — ou Ix

Cou T

:a_N_

T respectivamente.

Consideremos novamente que os dois sistemas A e B sejam colocados em contato termo-

dindmico. A evolucao temporal de ambos sistemas sera dada por

dS 0S, dXi dSp 0Sp dXP
-y K Dp _ 5Dk 2K 2.5
i 4woX{ Tar C A 4<9XP i (2:5)

respectivamente, e portanto

dS  dSy dSp 5 (8SA dX{  0Sp dxg) 2.6
k

a a at 2\oxi @t T oXE

6
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: : . dXs dXE
Derivando com respeito ao tempo a expressao (2.1) temos que e de forma que
Eq. (2.6) torna-se
ds 0Sp 0S4\ dXE
— = — . 2.7
dt Z(aX[B; ax;g) dt (2.7)

k

dxg . . .
O fator dtK ¢ o fluxo associado a varidvel X} e ele pode ser interpretado como a corrente

microscopica Ji. Por exemplo para X = u temos <L — L

ds
Tn TA> Ju, uma vez que 2 > 0 se a

temperatura do sub-sistema A é maior que em B de forma que ﬁ — T—lA > 0, a corrente deve

sair de A para B. Por outro lado, se ﬁ — % < 0 a corrente deve sair de B para entrar em

. S .
A. Podemos entao escrever — da seguinte forma

dt
ds B 0Sp 0S4
dt _Zk I (ax}g ax;g)’ (28)
de forma que
— ————=f - fil=F
OXB  oxi e = h=F

¢ a forca generalizada. Uma vez que f{! = fP (fora nula), a corrente deve ser zero (con-
sistente com o equilibrio térmico), e portanto podemos interpretar Fy = fF — ka como o
responsavel por ocasionar a corrente Ji, de forma que podemos escrever Ji = Ji(Fy). Em
principio, a corrente J, em um dado instante de tempo ¢, poderia depender das forcas nos
tempos prévios t' < t. No entanto, vamos assumir que o processo esta proximo do equilibrio
e o sistema ¢ suficientemente grande, de modo que Ji(t) depende apenas da for¢a no mesmo

instante ¢t. Neste caso temos
dS
— = Ji F; 2.9
— Z cFr. (2.9)

o que implica que, ao contririo das variaveis termodindmicas X}, a entropia total nao se
conserva (de acordo com a segunda lei da termodinamica), mas é produzida espontaneamente
pela variagao irreversivel das variaveis extensivas (a energia, a quantidade de particulas, etc.).
Além disso, como o sistema composto A + B esté isolado e nao existe fluxo de entropia para
o exterior, podemos associar a variagao de entropia com uma producao de entropia. Tal
producao de entropia nao é uma propriedade de A ou B, mas é uma propriedade global
de A+ B. Um limite importante é o caso particular em que o sub-sistema B seja muito

maior que A, isso implica que é aproximadamente constante e B sempre permanecera

B
IXP
proximo do equilibrio, de forma que atuard como reservatério térmico de A. Nesse caso,
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podemos assumir que nao existe producao de entropia em B, uma vez que sua dinamica é
reversivel. Reinterpretando cada termo da equagao (2.8) como as quantidades:

0Sp

Z JkaX—B = & (fluxo de entropia do sistema para o reservatorio ou vice-versa)
. K
oS s
— Z J ’: = A (variagao temporal da entropia do sistema)
p 0X}; dt
as . .
e o = I1 (produgao de entropia)
temos a partir da Eq. (2.8) que
dSa
M=—4+9, 2.10
o (2.10)
e assim, obtemos uma expressao para a variacao temporal da entropia do sistema
dSa
— =11-9. 2.11
o (2.11)

A quantidade IT é sempre maior que zero, em quanto ¢ pode ser positivo ou negativo. No
regime estacionario, Il = ®, implicando que toda entropia produzida é cedida ao reservatorio.

Faremos em seguida uma deducao da expressao acima por meio de argumentos microscopicos.

2.3 Processos markovianos

Uma variavel aleatoria que depende do tempo t é chamada de variavel estocastica. Estuda-
remos aqui processos estocésticos a tempo discreto de tal forma que a variavel estocastica
também seja discretizada. Portanto suponhamos que uma variavel estocastica x; assume va-
lores inteiros e t os valores 0,1, 2,3, ... Tal processo estocéstico fica completamente definido

até o instante [ pela distribui¢ao de probabilidade conjunta
Pl(n07n1an27"'7nl)a (212)

de z; tomar o valor ng no instante t = 0, o valor ny no instante ¢ = 1, o valor ns no instante

t=2,...,eo0 valor n; no instante t = [.

Em seguida, considere a probabilidade de condicional
Prii(nigilno, na, na, ... my), (2.13)

8
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de x; tomar o valor n;.; no instante ¢ = [ + 1, dado que ela tenha tomado o valor ng no
instante ¢ = 0, o valor ny no instante t = 1, o valor n, no instante t = 2, ..., e o valor n; no
instante ¢ = [. Um processo markoviano é aquele em que, a probabilidade condicional de x;
tomar um determinado valor em um determinado instante, depende somente do valor que
ela tenha tomado no instante anterior. Em outros termos, se (2.13) for igual & probabilidade
condicional

Pria(nisa|m), (2.14)
de x; tomar o valor n;, 1 no instante ¢ = [ 4+ 1, dado que ela tenha tomado o valor n; no
instante t = [, entao o processo estocastico é um processo markoviano. Neste caso, é possivel

mostrarmos, a partir da definicao de probabilidade condicional, que
.Pl(’I’L(), ny,Nng,... 7”[) = Pl(nl|nl_1) ce Pg(n2|n1)P1(n1|n0)P0(n0), (215)

o que implica que o processo markoviano fica completamente definido pelas probabilidades
condicionais dadas por (2.14) e pela probabilidade inicial Py(ng). A probabilidade P(n;) de
que a variavel z; tome o valor n; no instante ¢ = [, independentemente de quais valores ela

tenha tomado nos instantes anteriores é dada por

P(n) = g P(ng,ny,ma, ..., ny), (2.16)
em que a soma se estende sobre ng, nq, ..., n;_1, mas nao sobre n;. Usando a equagao (2.15),
obtemos a seguente equacao de recorréncia para processos markovianos

Pi(m) = ZB(W|W—1)B—1(”1—1), (2.17)

ni—1

Portanto, neste caso, dado Py(ng) podemos obter FP(n;) em qualquer instante.

A probabilidade condicional P,(n;|n;—1) pode ser interpretada como a probabilidade de
transicao do estado m;_; para o estado n;. Os processos markovianos com probabilidades de
transi¢ao que nao dependem do tempo ficam completamente definidos pela probabilidade de
transigao e pela probabilidade inicial. Neste caso escrevemos a equagao (2.17) de uma forma

mais simplificada
Pi(n) =Y T(n,m)P1(m), (2.18)

onde podemos interpretar T'(n, m) como o elemento de uma matriz 7' de transigao do estado

m para n que deve possuir as seguintes propriedades

T(n,m)>0 (2.19)

9
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pois T'(n,m) é uma probabilidade (condicional) e
> T(n,m)=1, (2.20)

pois ela esta normalizada. Ou seja, dado um estado m qualquer, a probabilidade de perma-
necer em m mais a soma das probabilidades de todas as transicoes do estado m para outro
n ¢ igual a 1. Em outras palavras, os elementos da matriz T' devem ser nao negativos e a
soma dos elementos de uma coluna qualquer deve ser igual & unidade. Matrizes quadradas

que possuam essas duas propriedades sao denominadas matrizes estocasticas.

2.4 Equacao mestra

Considere a matriz estocastica T'(n, m) e suponha que as transi¢oes ocorrem a cada intervalo

de tempo 7, de forma que
T(n,m)=71W{(n,m) para n#m (2.21)
e T(n,n)=1-—71Q(n). (2.22)

Suponha ainda que 7 seja pequeno de tal modo que a probabilidade de permanéncia no
mesmo estado seja muito proxima da unidade. O uso da propriedade (2.20) nos permite

escrever €(n) como

Qn) = Y W(m,n), (2.23)
(#n)

onde a soma se estende sobre os estados m # n. Podemos escrever a probabilidade P;(n) de

o sistema estar no estado n no [—ésimo intervalo de tempo, na forma

Pra(n) = T(n,n)P(n) + > T(n,m)P(m), (2.24)
m(#n)

ou, ainda, usando as equagoes (2.21) e (2.22),

Pii(n) = A(n) = Q(n)Pi(n) +7 Y W(n,m)P(m), (2.25)
m(#n)
definindo a probabilidade do estado n no instante t = [T por P(n,t) = P/(n), temos entao

que
P(n,t+ 1) — P(n,t)

T

= —Q(n)P(n,t)+ Y _ W(n,m)P(m,t). (2.26)
m(#n)

10
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No limite 7 — 0, o lado esquerdo torna-se a derivada temporal

%P(n t) = —Q(n + ) W(n,m)P(m,t), (2.27)
m(#n)
e usando a equagao (2.23), obtemos a relagao
—P (n,t) Z {W(n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}, (2.28)

m(#n)
que ¢é a chamada Equacao Mestra. Ela descreve a evolucao temporal da probabilidade do
sistema estar numa dada configuracao n. Note que ela tem dois termos, um "termo de
ganho" W (n, m)P(m,t) associado as configuragbes m # n que podem se "tornar" n e um
"termo de perda" W (m,n)P(n,t), que leva em conta todas as configuragdes que "emergem"
de n. A grandeza W(n,m) é a probabilidade de transi¢gdo de m para n por unidade de
tempo, ou ainda, taxa de transigdo de m para n e portanto, W(m,n) é a taxa de transi¢ao

mversa.

Portanto, um processo estocastico markoviano em tempo continuo e no espaco discre-
tizado de estados fica completamente definido pelas taxas de transicdo W (n,m), além da

distribuigao de probabilidades inicial P(n,0).

2.5 Sistemas com simetria de inversao

A titulo de ilustracao da equacao mestra, consideraremos uma classe importante de siste-
mas definidos em reticulados, ou redes. Neste caso, cada sitio da rede esti associada uma
variavel estocastica que assume apenas dois valores que escolhemos como sendo +1 e —1.
Estes sistemas obedecem dindmicas que sao invariantes pela inversao dos sinais de todas as
variaveis, o seja, sao sistemas com simetria de inversao. No estado estacionario, eles podem
apresentar uma transicao entre dois estados termodinamicos. Por um lado, temos um estado
desordenado onde os sitios nao obedecem uma direcao preferencial, de forma que, as pro-
babilidades de escolher aleatoriamente um sitio com valor +1 ou —1 sao iguais. Por outro
lado, essa simetria deixa de existir quando o sistema tem preferéncia por um dado valor (seja
+1 ou —1), onde nesse caso estamos na presenca de um estado ordenado. Por esta razao a

transicao se deve a uma quebra espontanea da simetria.
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Sec. 2.5. SISTEMAS COM SIMETRIA DE INVERSAO

Seja o; a variavel estocéastica associada ao sitio 7 que assume os valores +1. A configuracao
global do sistema é denotada pelo vetor o = (01,09,...,0y), em que N é o ntmero total
de sitios. Consideraremos uma dinamica tal que, a cada instante, apenas um sitio tem
seu estado modificado. Podemos escrever a taxa de transicao entre duas configuragoes da

seguinte forma
= Z 8(o1,01)0(0h,03)...8(0%,0:)...0(ch, on)w;(o), (2.29)

onde 5(03-, 0;) denota o delta de Kronecker, que toma valor 1 ou 0 conforme o; e a; sejam
iguais ou diferentes, respectivamente. O fator w;(co) ¢ interpretado como a taxa de inversao
do sinal do i-ésimo sitio. Assim, a evolucao temporal da probabilidade P(o,t) do estado o

no instante ¢ fica determinada a partir da equagao (2.28) escrita na forma

—Pat Z{wl L t) —wi(o)P(o,t)}, (2.30)

onde a configuracao o' é aquela que se obtém da configuracao o pela troca de o; por —o;,
ou seja, ela é definida por o' = (01,09,...,—04,...,0n), € w;(c) corresponde a taxa de

inversao reversa. O valor esperado da magnetizagao m = (o;) pode ser escrito como

(o0) = 0iP(0)), (2.31)

Como os valores possiveis para o sao +1 e —1 a equacao anterior adquire a forma:

p+ —p- = (03), (2.32)

onde denotamos P(+1) e P(—1) como p, e p, respectivamente. Ainda levando em conta a

condigao de normalizagao p, + p_ = 1 temos

pt = %«ji). (2.33)

Derivando a expressao (2.31) respeito ao tempo e usando a Equacdo Mestra (2.30) chegamos

a equagao da evolugao temporal de (0;):

d

%<0i> = —2(oyw;(0)). (2.34)

Note que ela depende apenas de o; e da taxa de transi¢ao w;(o).
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CAPITULO 2. TERMODINAMICA ESTOCASTICA

2.6 Producao de entropia de Schnakenberg

Conforme vimos anteriormente, no caso geral de um sistema em contato com um reservatorio
térmico, a segunda lei da termodinamica estabelece que, apesar de determinadas quantidades
como a energia total (sistema + ambiente) sempre serem conservadas, este ndo é o caso da
entropia. Para mostrar isto do ponto de vista "estocastico", vamos denotar por E(o,t) a
energia do sistema com uma dada configuracao ¢ em um instante de tempo t, portanto, sua

média U = (E(o,t)) é dada por
U= E(o,t)P(o,t), (2.35)

Cuja variagao temporal é dada por

au  d d d

— = ZU: E(o,t)P(0,t) = Z {EE(U, t)} P(o,t) + XH: E(o,t) [%P(U, t)} . (2:36)
De acordo com a termodinamica estocastica, o primeiro e segundo termo podem ser iden-
tificados como o trabalho mecanico (Wi,e.) e o calor (Q) trocado com o reservatorio, res-
pectivamente, ambos por unidade de tempo [13]. Podemos entao escrever a equagao acima
como

dU d d
= W, + — 2.
dt  dt mee(?) dtQ(t)’ (237)

uma expressao que € consistente com a primeira lei da termodindmica. Em particular, se
consideramos que F nao depende explicitamente do tempo o primeiro termo de (2.36) é nulo

e fazendo uso da Equacao Mestra, obtemos

% = E(0)[W(o,0")P(c",t) = W (o', 0)P(0,1)], (2.38)
que € 0 mesmo que
% => E(0)W(0,0")P(o’,t) = > E(a)W(0',0)P(o0,1). (2.39)

Se permutamos o e ¢’ no segundo termo, a expressao acima fica

il_(t] — S E(@)W(e,0")P(o',t) = 3 E(c")W(0,0")P(o',1)

= ) [B(o) = E(o")]W(0,0")P(c",1). (2.40)

oo’
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Sec. 2.6. PRODUCAO DE ENTROPIA DE SCHNAKENBERG

Podemos novamente interpretar o lado direito como um calor trocado, cuja expressao é
dada por meio de uma relacao estocastica. Este nao é o caso da entropia, que nao satisfaz
uma relacao de conservagao. Em seguida, faremos uma anélise analoga para entropia. Neste
caso a variacao temporal de entropia Cil_t tem duas contribuigoes: o fluxo para o reservatorio
® e a taxa de producdo de entropia II |26, 27]. Matematicamente, de acordo como vimos

anteriormente, ela tem a seguinte forma:

ds
— =1(1) — 2(1). (2.41)

. . L. ds .
Como no estado estacionario a variagao temporal de S é nula (E = O), toda a entropia
produzida deve ser "entregue" ao reservatorio. De acordo com as leis da termodinamica,
a taxa de producao de entropia II deve ter duas propriedades importantes: 1) ela deve
ser positiva ou nula; e 2) ela deve anular-se no regime de equilibrio termodinamico, que
admitimos com sendo aquele em que ha a ocorréncia de reversibilidade microscépica. Uma
definicao microscopica da producao de entropia, no caso dos sistemas descritos por uma

equagao mestra, é dada pela expressao de Schnakenberg [24]. Dessa forma, admitimos a

seguinte expressao para a taxa de producao de entropia

= %B SO (W (m, m)P(n, ) — W (n,m) P(m, )} In {W(;”;:)P (n ? } . (2.42)

A Eq. (2.42) possui as duas propriedades mencionadas acima. Cada parcela da soma é
do tipo (z —y) In(x/y), que sempre é maior ou igual a zero e, portanto, IT > 0. Em equilibrio
termodinamico temos que II = 0, isto se deve a condigao de reversibilidade microscopica
e portanto W(m,n)P(n,t) = W(n,m)P(m,t) para qualquer par de estados. Assumindo a

expressao para a entropia de Boltzmann e Gibbs para sistemas fora do equilibrio
S(t) = —kp Y _P(n,t)In P(n,t), (2.43)
onde kg é a constante de Boltzmann, e derivando-a com respeito ao tempo obtemos
ds d d
— = ks Xn: In P(n,t)—P(n.t) = kp Xn: P(n,t)=In P(n.t), (2.44)

onde foram permutados a derivada e o somatério. Em seguida, mostraremos que o segundo
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CAPITULO 2. TERMODINAMICA ESTOCASTICA

termo desta expressao é nulo,

—k‘BZP n,t)— lnP(n t) = —k:BZP(n,t) {P(le t)} %P(n,t)

d
= —kp— ; P(n,t) =0, (2.45)

onde levamos em conta que Z P(n,t) = 1. Portanto, apenas o primeiro termo da equagao

n
(2.44) contribui na variagdo temporal da entropia do sistema, de forma que utilizando a

Equagao Mestra obtemos

as

— =k ZlnP n, t){W (n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}. (2.46)

Se efetuamos o somatério no membro direito, vemos que

ds
i —kB%;W(n,m) m,t)In P(n,t) k‘BZW (m,n)P(n,t)Iln P(n,t), (2.47)

e escrevendo o segundo termo de uma forma equivalente realizando uma a troca dos subin-
dices n e m, ou seja

— kg Y W(m,n)P(n,t)InP(n,t) = kg ¥  W(n,m)P(m,t)In P(m,t), (2.48)

nm

de forma que a expressao (2.47) adquire a forma simplificada

ds P(n,t)
o= —kp ZW n,m)P(m,t)In {m} : (2.49)

Podemos escrever a expressao (2.42) de uma forma equivalente fazendo a troca dos su-
bindices n e m no segundo termo (anéloga a 2.48), ficando

W (m, n)P(n, t)} |

I =kg Y W(m,n)P(n,t)ln [W(n, Pl (2.50)

A partir da Eq. (2.49) e da expressao microscopica para a producao de entropia (2.42),
vemos que é possivel escreve-la da forma — = II — ®, onde a expressao para o fluxo & é

dt
dada por

& = ki 3" W(m, n)P(n, ) In {%} | (2.51)
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que também pode ser escrita na forma semelhante a taxa de producao de entropia dada por

(2.42), ou seja

P — %B S (W (m, n) P(n, £) — W (n,m) P(m, )} In [W} | (2.52)

escrito de forma que o fluxo de entropia ® também sera nulo no equilibrio (balango detalhado

verificado). Por outro lado, no estado estacionario, isto é, quando

> {W(m,n)P(n,t) = W(n,m)P(m,t)} = 0, (2.53)

podemos dizer que IT = ® ja que dS/dt = 0. Se estiver no estado estacionéario de nao

equilibrio, entao a taxa de producgao de entropia é estritamente positiva, II = & > 0, ficando

M=&=kgY W(m,n)P(nt)l {M} , (2.54)

nm
o que constitui uma abordagem alternativa para descrever a producao de entropia no caso
estacionario a partir das taxas de transicao e serd objeto de anélise no presente trabalho.
Finalmente, usando a definigdo (2.29), podemos obter a seguinte expressao para sistemas
com simetria de inversao:

(o) = kg Z Zgzwi(a) In [“’Z‘(".) } Py(o)

w;(o?)

— kY <wi(a) In [@Zi((;))} > (2.55)

7
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CAPITULO 3

Transicdes de Fase e Fenémenos Criticos

3.1 Introducao

Na natureza podemos encontrar as substancias em diferentes estados de agregacao. O exem-
plo mais tipico é o caso da agua, onde estamos familiarizados com as suas diferentes formas:
liquido, gelo, e vapor, que podem se transformar entre si devido a variagoes de temperatura e
pressao. Tipicamente, uma substancia ao ser exposta a baixas pressoes e altas temperaturas
apresenta-se na forma gasosa. Fm baixas temperaturas e altas pressoes possivelmente estara
na forma solida, ao passo que a temperaturas e pressoes intermediarias pode se apresentar
na forma liquida. Em substancias constituidas por moléculas mais complexas podem surgir

outros estados diferentes, além dos trés mencionados acima.

Comecaremos este capitulo estudando algumas das formas que existem de classificar as
transigoes de fase. Seguidamente, a partir do comportamento de algumas grandezas nas

vizinhangas do ponto critico, introduziremos o conceito de expoente critico. Finalmente
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Sec. 3.2. CLASSIFICACAO

discutiremos as ideias essenciais da teoria de escala de Widom e calcularemos uma relagao

entre os expoentes criticos de uma transicao de fase liquido-gés.

3.2 Classificacao

2

Uma fase termodindmica esta constituida por um sistema homogéneo, isto é, totalmente
uniforme em quanto as propriedades especificas. Os estados de agregacao liquido, gasoso
e alguns solidos cristalinos sao exemplos de possiveis fases termodinamicas. Nem todos os
sistemas sao homogéneos, existem alguns que exibem simultaneamente duas ou mais fases,

sendo que neste caso estamos em presenca de uma coexisténcia de fases.

As transicoes de fase dividem-se em duas grandes categorias, transi¢coes de fase de pri-
meira e segunda ordem. A primeira classificagao foi introduzida por Paul Ehrenfest em 1933,
baseada no comportamento da energia livre termodindmica como uma fun¢ao de outras va-
ridveis termodindmicas [28]. De acordo com este esquema, transigdes de fase de primeira
ordem apresentam uma descontinuidade na primeira derivada da energia livre com respeito
a uma determinada variavel termodinamica. Um exemplo deste tipo de transicoes sao as
mencionadas acima para dgua, porque apresentam uma mudanca descontinua na densidade,
que é proporcional ao inverso da primeira derivada da energia livre respeito a pressao. Se-
gundo essa classificagao as transicoes de fase de segunda ordem sao continuas na primeira

derivada mas apresentam descontinuidade na segunda derivada da energia livre.

A classificacao de Ehrenfest acabou se tornando incorreta, por nao levar em conta o caso
em que uma derivada da energia livre diverge (o que s6 é possivel no limite termodiné-
mico). Por exemplo, na transi¢do ferromagnética a suscetividade magnética diverge para
o infinito. Atualmente, existe um esquema de classificagdo moderno onde as transigoes de
primeira ordem estao associadas com um calor latente. As transi¢oes de segunda ordem sao
também chamadas de transicoes de fase continuas. Elas estao relacionadas com conceitos de
invariancia de escala, onde se introduziu o grupo de renormalizagao. O comportamento na

criticalidade é extraido deste conceito.

Uma maneira alternativa para caracterizarmos uma transicao de fase é expressé-la em
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termos de uma quantidade denominada parametro de ordem m. Usualmente este parametro
¢ diferente de zero em uma fase (m # 0) e nulo na outra fase (m = 0), essas fases sdo

chamadas de fase ordenada e desordenada, respectivamente.

3.3 Expoentes Criticos e Classes de Universalidades

Tipicamente em um sistema contendo fases gasosa e liquida, existe um valor notavel de
pressao e temperatura, conhecido como o ponto critico, no qual gas e liquido tornam-se
indistinguiveis. Nas vizinhangas deste ponto algumas grandezas termodinamicas possuem
um comportamento singular. Tais singularidades sao bem representadas em leis de poténcia
dos desvios da temperatura respeito aos seus valores no ponto critico. Podemos supor que

as diferengas entre as densidades se anulam no ponto critico como uma lei de poténcia [29],

PL — P ~ (t)ﬁ ou v — v ~ (t)ﬁ, (3.1)

c " . .
onde t = ———— sendo Ty a temperatura critica. Existem grandezas que divergem no ponto
Tc
critico, entre elas a compressibilidade isotérmica. Suponhamos que ao longo da isocoérica

critica (v = v, ou p = p.) ela se comporta como

R ~ ’t‘i’y. (32)

Por ultimo, suponhamos que a capacidade térmica molar se comporte ao longo da isoco-

rica critica de acordo com

Cy ™~ ‘t’_a‘ <33)

Outro sistema importante é um ferromagneto uniaxial tipico, onde também existe uma
transicao de segunda ordem entre as fases ferromagnética e paramagnética. Nas vizinhancas
do ponto critico, certas grandezas termodinamicas possuem comportamento singular, mais

especificamente o parametro de ordem (m), a sua suscetibilidade (y = ,%LT [(m?) — (m)?]) e

o calor especifico (c = ]CB% [<E2> — <E>2} = ‘g—g) que apresentam um comportamento dado
por
M (= x~(E)T e em (E) (3.4
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respectivamente, onde «, v e § sao chamados exponentes criticos.

Uma série de trabalhos tem mostrado que os expoentes criticos acima dependem de
ingredientes mais genéricos ao invés dos “detalhes” sobre as interagoes dos sistemas. Dentre
esses ingredientes, citamos a dimensionalidade do sistema, a simetria do parametro de ordem,
o alcance das interacoes, entre outros. E denominada universalidade & propriedade notavel
dos sistemas criticos poderem ser divididos em um nimero razoavelmente pequeno de classes,
caracterizadas pelo mesmo comportamento (mesmos expoentes criticos). Sado bem conhecidos
os resultados experimentais publicados por Guggenheim em 1945 [30] onde se verifica que

diferentes sistemas apresentam o mesmo conjunto de expoentes criticos.

3.4 Teoria de escala de Widom

Para estudar as propriedades termodinamicas de uma substancia pura é desejavel estabelecer
uma forma para o potencial termodinamico valida ao redor do ponto critico, a partir da qual
se possam deduzir as leis de poténcias introduzidas acima. O potencial termodinamico mais
adequado para nossa analise é a energia livre de Gibbs molar ¢(T', P) que ¢ fung¢ao natural de
T e P. Escrevermos esse potencial termodinamico em termos das variaveis t = (T' — T.) /T,
ep = (P— P,)/P., onde T. e P. sdo os valores criticos da temperatura e da pressao,
respectivamente. Essa mudanca de variaveis é mais conveniente pelo fato do ponto critico
ser inico no diagrama de fase, de forma que ele possa ser assumido como ponto de referéncia.
Os eixos correspondentes as novas variaveis possuem origem no ponto critico e um deles

coincide com a linha de coexisténcia. entao, temos

9(T, P) = G(t, p)- (3-5)

Para analisar o comportamento critico, é conveniente separar a energia livre de Gibbs
molar em uma parte regular G, (¢, p) e uma parte singular Gs(t, p) que contenha as anomalias
relativas ao ponto critico bem como as descontinuidades ao longo da linha de coexisténcia.

Dessa forma, escrevemos

g(t7p> = gr(tap) + gs(tap)7 (36>

de acordo com essa separacao, qualquer grandeza termodinamica tera também uma parte
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regular e uma parte singular. A parte regular das grandezas que sao finitas no ponto critico
deve ver ser escolhida de modo que se anule nesse ponto, o que sempre pode ser feito pela

adigao de termos apropriados em G, (¢, p).

A teoria de escala de Widom consiste em supor que G, seja uma funcao homogénea

generalizada das variaveis t e p. Portanto, consideramos a seguinte transformacao de escala
(t,p) = (X, \°p), (3.7)

que liga os dois pontos do diagrama de fase. Dessa forma, as partes singulares da energia livre
de Gibbs correspondentes a esses dois pontos, também estao ligadas por uma transformacao

de escala, ou seja

Gs(t,p) = MG, (X1, X°p), (3.8)

onde a e b sao dois exponentes bem definidos que, como veremos a continuagao, estao relaci-
onados com os expoentes classicos. O parametro A é um fator de ampliacao arbitrario, sem

perda de generalidade podemos escrever A = t~/¢ de modo que

G.(t,p) = t~1/G, <1, tb]ja) — ¢ Vap (t%) . (3.9)

Supondo agora que F(z) é bem comportada, podemos usar as ferramentas usais da termo-

dindmica para obter as relagoes entre os expoentes criticos (a, 3,7 e §) em termos de a e b.

_ (99N _ 1 (9g\ _ 1 (9G\ 1 (3G
U_(a_P)T_Pc(ap)t_Pc(ap)t+Pc(3p>t’ (3.10)

o primeiro termo representa a parte regular do volume e efetuando a derivada do segundo

Temos, entao

termos obtemos

v = v, + D a g (#) , (3.11)

onde F'(z) = dF/dx. Ao longo da linha de coexisténcia, o volume molar do vapor vg € o vo-
lume molar do liquido v;, sao obtidos tomando os limites p — 0~ e p — 0™, respectivamente,

na expressao (3.11), ou seja
vg =v, +t A F(07) e v =0, 4+t UAF(0F), (3.12)
portanto, a diferenca entre os volumes molares do liquido e do vapor fica
vg —vp =t I TF(07) — F/(01)] ~ ¢~ 000, (3.13)
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essa ultima expressao, ao ser comparada com (3.1), fornece a seguinte rela¢do entre os ex-
poentes

(3.14)

Para obter a relagao com o expoente «, consideramos a capacidade térmica molar isoba-

rica ¢, tomando a segunda derivada em relacao a temperatura, temos

9°G, T (9°G,
oor(28) -1(78). .
p p
levando em conta que T' = T,(t+1) e efetuando a derivada na isobérica critica (p = 0) temos
t+1/14+a _1_g
Cp = 73 ( 3 )t «=F(0), (3.16)
que comparando com a expressao (3.3) obtemos
1
a==+2. (3.17)
a

Finalmente, para obter uma tltima relagao associada ao exponente v, consideraremos a

compressibilidade isotérmica

1 829 1 1_2b P
(L) iR (—) , 3.18
T vP? ( Op? )T vP? tb/a (3.18)
portanto, na isobérica critica temos
1 1_2b 1_2b
=0)=—=ta o« F'(0) ~t o @, 3.19
rlp = 0) = o5 (0) (319)
comparando com a expressao 3.2 temos
20 1
==+ - (3.20)
a a

A partir das equagoes (3.14), (3.17) e (3.20) temos a chamada relagao de escala
a+28+7=2, (3.21)

pois apenas dois exponentes determinam todos os demais. Esta é uma relacao de escala,
que tem sido sistematicamente verficada por meio da anélise de dados experimentais e de
calculos exatos ou numéricos. Analogamente, podemos obter a mesma relagao para o caso do
sistema ferromagneto uniaxial [31]. Nesta dissertagao, iremos testar esta relacao de escala,

com o expoente a medido a partir da produgao de entropia.
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CAPITULO 4

Producdo de Entropia como uma Ferramenta para o estudo de

Transicdes de Fase

Uma questao fundamental é entendermos se a producao de entropia pode, de fato, ser uti-
lizada como uma ferramenta tutil e consistente para caracterizar as transi¢oes de fase em
sistemas fora do equilibrio. Nos ultimos anos, alguns estudos tém sido realizados, indicando
que transicoes de fase continuas podem ser identificadas por uma divergéncia da primeira de-
rivada de II, cujo expoente associado desempenha um papel analogo ao calor especifico. No
entanto, tais trabalhos restringem-se a transicoes de fase continuas em topologias regulares

ou analise de campo médio para exemplos especificos |14, 17, 18, 32].

Neste capitulo faremos uma descricao detalhada sobre a producao de entropia em transi-
goes de fase. Na se¢ao (4.1) faremos uma descrigao geral do campo médio para sistemas com
simetria de inversdo. Na segao (4.2) apresentamos uma descrigao geral para produgao de en-
tropia em transicoes de fase descontinuas. A anélise serd dividida em duas partes: transi¢oes
em redes regulares e em redes complexas. Na segao (4.3) exporemos algumas caracteristicas

da producao de entropia em transi¢oes de fase continuas.
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4.1 Aproximacao de Campo Médio para sistemas com

simetria de inversao

Heuristicamente, uma transicao de fase continua pode ser descrita pela equacgao logistica,

que descreve a evolugao do parametro de ordem m = (o;) da seguinte forma

d
Pl a(q — g.)m — bm?, (4.1)

onde a e b sao constantes e ¢ é o parametro de controle. Existem duas solugoes estéveis:
mP) = 0 para valores baixos de ¢ e m(®) = j:\/m para valores altos de ¢, des-
crevendo as fases desordenadas e ordenadas, respectivamente. A transi¢ao de fase segue o
expoente de campo médio 3,y = 1/2 e m(t) anula-se exponencialmente como m(t) ~ e*(d-9)t
para ¢ < ¢. quando m(t) << 1. Por outro lado, para descrever heuristicamente transi¢oes de

fase descontinuas, é necessario incluir um termo adicional +cm?®, levando a seguinte expressao

[33]:
%m = a(q, — @)m — bm® 4 em?®, (4.2)

onde a constante ¢ > 0. A equacao acima exibe trés solu¢oes independentes do tempo:
mP) = 0 (fase desordenada), m(®) (fase ordenada) e mY) (fase instavel). Para ¢ = q; =
(b?/4ac) — gy, m salta de m; = m®(q;) para mP) = 0. Para ¢ > gy, m(t) comporta-se
como m(t) ~ eX®~D* para my < 1, de forma que ela se anula exponencialmente indepen-
dentemente da condigao inicial my > 0. A fronteira ¢ = ¢, separa o decaimento exponencial
de m(t) ~ e®®=9t (¢ > @) da convergéncia para um valor bem definido de magnetizacio
my = m9(q) (¢ < @) quando my < 1. Para g, < ¢ < g; (faixa de histereses), m(t) se

(D) W) m(t — o0) — m se

U)

comporta da seguinte maneira: m(t — co0) — m
U)

se mog < m

mo > mY) e s6 para my = m¥) tem m(t — o0) — mY). Por este motivo m(Y) é uma solu-
¢ao instavel. A figura (5.1) do proximo capitulo resume este comportamento para transi¢oes

de fase descontinuas.

Uma vez que as relagoes fenomenoldgicas acima ocultam o carater irreversivel do qual
estamos interessados, derivamos nesta tese uma expressao geral para a producao de entropia
levando em conta um sistema irreversivel qualquer com simetria de inversao. Neste caso,
podemos escrever a taxa de transi¢ao pela expressao w(o;) = 3[1 — goyg(X)], onde ¢ é o

parametro de controle genérico e g(X) expressa uma dependéncia genérica de uma vizinhanga
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local com k spins. Apenas duas suposigoes relativas a g(X) sdo necessarias. A primeira é
que, devido a simetria de inversdo, w(o;) depende do sinal da vizinhanga do spin local, de
forma que a fungao g(X) é impar. Além disso, levando em conta que w(o;) ¢ restrita entre 0
e 1 (taxa de transi¢do), a condigdo |gg(x)| < 1 é necessaria para todos os valores de X. Esses
pontos nos permitem reescrever g(X) como g(X) = |g(X)[S(X), onde S(X) é a fungao sinal
definida por sign(X) = 1(—1) ou 0, de acordo com X > 0(< 0) ou X = 0, respectivamente,
onde |g(X)]| fica restrita entre 0 e |g(k)|.

A partir das consideragoes acima, vemos que (de acordo com a Eq. (2.34)) a evolugao
temporal do pardmetro de ordem m = (0;) tem a seguinte expressao para o estado estacio-
nario

m = q<g(X)S(X)>. (4.3)

Para a obtengao de II no estado estacionério ¢ necessario calcularmos w; (o) In[w;(c) /w;(c7)]

dado por

5 [0S(X) — 4g(X)5*(X)] In

1 —qg(X)
1+ qg(X)’

onde a taxa de transigao reversa wi(aj ) é obtida por meio da transformacao o; — —o;

(4.4)

ficando w;(07) = 11 + go;9(X)]. A aproximagao de campo médio (de um sitio) consiste em
reescrever a probabilidade conjunta P(oy, ..., 044%) como um produto de probabilidades de um
sitio P(0;)...P(0i4x), da qual se derivam relagoes fechadas para as principais quantidades
como func¢ao dos parametros de controle. Uma vez que as principais caracteristicas das
transigoes de fase (criticas e descontinuas), ndo devem depender das particularidades de
g(X), é razoavel, dentro da aproximagao de campo médio, reescrever as médias em termos

de um valor efetivo de g dado por

m = q(g(X)S(X)) — qg(S(X)), (4.5)
1 1 —qg(X) 1. 1—gqg
5 <aiS(X) In Tg(x)> — 5 g (0,5(X)), (4.6)

2 1_QQ(X> g, 1—4q9,
5 <g(X)S (X) 1nm> - T —— 2 s2x)), (4.7)

2 1+4gqg
Neste nivel de aproximagao, a expressao para Il torna-se

31T [m(S(X) — ag(S*(X))]. (1)
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As médias acima sao calculadas decompondo a média da func¢ao sinal em duas partes:
(S(X))=P(Xy) - P(X_) e (S%(X))=P(Xy)+ P(X_), (4.9)

respectivamente, sendo P(X4) a probabilidade do sistema ter alguma configuragdo que faca

a funcao sinal assumir o valor +£1. Podemos aproximar esta probabilidade como

k
P(X:)~ Y Chprpht™, (4.10)
n=[k/2]

onde [...] é a func@o teto (em inglés "ceiling function") e para P(X,)[P(X_)] o fator
C* representa uma combinatéria que leva em conta o ntimero de possibilidades de uma
vizinhanga com n spins nos estados +1[—1], com as probabilidades associadas py dadas pela
equagoes (2.33). Portanto, para um dado valor de & a Eq. (4.10) mostra como obtemos

(S(X)) e (S*(X)) para um modelo qualquer com simetria de inversao.

As equagoes (4.9) tornam-se mais simples no regime de grandes conectividades. Para
vermos isto, notamos que cada termo da distribui¢ao binomial se aproxima a um termo

gaussiano com média kpy e varidncia o? = kp,p_, portanto
k bR k(1 - k(1/2 -
Z Cﬁpip’;_” — / e—df = ﬁ {erf {&} —erf {M} } :
n=[k/2] k2 OV2T 2 V20 V20

donde erf(x) = 2 [ e "dt//m denota a funcdo erro [34]. Para grandes valores de k temos
que erf[k(1 — pi)/v20] — 1 (ja que (S*(X)) — 1) e a expressdo para m e II torna-se

_ k 1., 1—gqg[m? _
= f = [1=-1 — = 4.11
m = qg [er (m\/;)] e 5 n1+qg [qg qg] ) ( )

respectivamente. Na vizinhanga do ponto critico a Eq. (4.1) mostra que m se comporta como

m~ (q— qc)l/ 2 e portanto obtemos as seguintes expressoes para a producao de entropia:

1. 14qg [q —
I~ =In i qu [q — q + qg] quando ¢ < q. (4.12)
2 1-qg| qg
e
o 14 ao
=% + qg quando ¢ > q. , (4.13)
2 1—qg

respectivamente. Assim, a producao de entropia é continua no ponto critico ¢., II. =

. . dll
1 . . . P2 z
49 —J_FZ g. p vada II' = T é descontinua, saltando de
C
q

Qng + 1— ch2 In 11— ch

1 - ngQ 2ch 1 + ch’

I = quando ¢ — ¢, (4.14)
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para ,
ch g 11— ch
I'=—"——=In : uando ¢ — ¢, 4.15
-2 2 1+4g rande g g (4.15)
. . . 1 1 - ch A . L.
cuja descontinuidade de — In — esté associada ao expoente critico ay,p = 0. De

2¢c9 14 qcg
posse dos expoentes classicos f,,; € Vns (obtidos a partir da variancia do parametro de

ordem [25]), vemos que a relagdo de escala ay,r + 20,,f + Yms = 2 € satisfeita, ilustrando
que a criticalidade é caraterizada pelo salto na primeira derivada de II, em similaridade
com a descontinuidade do calor especifico para sistemas de equilibrio. No préoximo capitulo

ilustraremos estas caracteristicas para o modelo do votante majoritario (ver figura 5.2).

Além disso, é importante mostrarmos que os resultados para a producgao de entropia
usando a aproximacao de campo médio também prevé corretamente as carateristicas em
transicdes de fase descontinuas. De acordo com a Eq. (4.2), m salta de m; = m®)(g;) a 0

em q = q; = (b*/4ac) — g e de acordo com a Eq. (4.11), II salta de

1 2 1 q q 1 g
(qu — ﬂ) In {—i_—qf‘?] para 49y, {—F—qu ) (4.16)
2 459 1 —qsg 2 1 —qrg
Inversamente, m salta de 0 para mqy = m(S)(qb) m g = q e, portanto, II saltara de
q 1 q 1 2 1 g
@3 1, [M} C paa L ( 05 — _) [ - qbg] | (4.17)
2 L — g 2 B9 I — g

Portanto, vemos que o comportamento biestavel na producao de entropia nao so6 distingue
as transicoes de fase continuas das descontinuas, mas também localiza apropriadamente a

faixa de histerese.

4.2 Producao de entropia em transicoes de fase descon-

tinuas

4.2.1 Rede Regular

Diferentes trabalhos [33, 35, 36, 37| atestaram que transi¢oes de fase descontinuas em sistemas
fora do equilibrio apresentam grandes diferencas entre redes regulares e complexas. No

primeiro caso, ela é caraterizada por mudangas "abruptas" no comportamento do parametro
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de ordem |m/|, de sua variancia y = N[(m?)—(m)?] e outras quantidade, cujo comportamento
escala com o volume do sistema N (veja, por exemplo, painéis (b) - (d) na Fig. 5.5 do proximo
capitulo) [33, 35, 36]. Nas proximidades da coexisténcia de fases, onde o comprimento de
correlagao é finito, a distribui¢ao de probabilidade pode ser escrita (aproximadamente) como
uma soma de duas gaussianas independentes, a partir da qual se extrai um comportamento
de escala com o volume do sistema [33, 36, 38, 39]. Mais especificamente, a distribuigao
de probabilidades é dada por Py(m) = P](VO ) (m) + P](\;i ) (m), onde cada termo P](Va)(m) esta
associado a fase a (com o pardmetro de ordem m,,):

VN exp[N{Agm — (m —ma)*/(2xa)}]
Ver  [FI(Ag N) + Fi(Aq; N)]

Os parametros x, € Aq = gy — qo correspondem a largura da distribuicao e a "distancia"

P (m) = (4.18)

ao ponto de coexisténcia de fases qg, respectivamente. Embora, em principio, a suposi¢ao

de duas gaussianas independentes nao possa descrever adequadamente uma transicao de

fase descontinua "fraca", na qual uma sobreposicao entre Pﬁf ) (m) e P](\;i ) (m) é esperada, sua

confiabilidade foi verificada em varios exemplos de transi¢oes de fase em sistemas fora do

equilibrio com propriedades distintas [36, 38|. A partir das consideragoes acima, mostrou-se
m?)

que o ponto, onde a variancia ¢ maxima e o cumulante de quarta ordem 1 — 3§m—2>2 ¢ minimo,

escala com o volume.

Nosso objetivo consiste em usarmos a relagao acima para derivar adequadamente a produ-
¢ao de entropia nas proximidades da transi¢ao. Isto porque apesar da producao de entropia
estacionaria apresentar uma dependéncia nao trivial com as correlagoes genéricas do tipo
(0:), (00i11), (0;0,410,42) € assim por diante, cabe notar que a equagao (2.55) a descreve
como a média associada a uma variavel aleatoria, o que nos permite recorrer as ideias do
teorema central do limite. A generalidade na forma da distribui¢cao do parametro de ordem
para descrever a coexisténcia de fase [36] bem como Eq. (2.55) descrevendo (¢) como a mé-
dia do ensamble, nos sugere a extensao de uma relagao similar para a producao de entropia.
Mais concretamente, assumimos que Py(¢) = PJ(\?)(gb) + P](\,fl)(qb), onde P](Va)(gb) ¢ dada por
VN expIN{Ag6 — (6 — 6%/ (2%a)]]

Ver  [F(Ag N) + Fy(Ag N)]

onde cada gaussiana é centrada em ¢, com Y, sendo a largura do a—ésimo pico. Dado que

Py (o)

Py(¢) ¢ normalizado, cada termo F,4 é dado por

Foay(Aq; N) = \/Xo(a) exp {NAG [do(a) + Xo)DAa/2] } . (4.19)
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Tendo em vista que a producao de entropia (estacionaria) ¢ a média de uma quantidade
flutuante, ela pode ser calculada diretamente uma vez que (¢) = ffooo ®Pn(¢)do, o que

resulta na expressao
Z (¢0’ + )_(UAQ> FO’(AQ; N)

I = .
: Fy,(Aq;N) + Fy(Aq; N)

(4.20)
o=o(d

Proximo da coexisténcia de fases, onde Ag deve ser pequeno, os termos O(Aq) devem domi-

nar sobre O(Aq)? de forma que Eq. (4.20) pode ser reescrita (aproximadamente) como

VXo%o + /Xatae N¢emda)Ad]
T X+ /Xae NGo—6a)Ad

Note que a Eq. (4.21) reproduz o salto de ¢, (¢q) quando Aq — 0_(;) e N — oo (uma terceira

I (4.21)

razao para supor Py(¢) como soma de duas gaussianas independentes). Notavelmente, as

curvas para diferentes valores de N cruzam no ponto de transicao Ag = 0 com

N
H* — XO?O )Ed(bd ) (422)

vV Xo + v Xd
O ponto de cruzamento distingue claramente as transi¢oes de fase continuas das descontinuas
e pode ser usado como um indicador da coexisténcia de fases, como se mostra no proximo

capitulo nas figuras (5.5) e (5.8), também na Ref. [40] (Figs. 7 e 8) para um modelo de

reagao quimica.

4.2.2 Redes complexas

Diferentes trabalhos [33, 35, 37, 41| tém mostrado que, diferentemente das estruturas re-
gulares, a coexisténcia de fase é semelhante ao campo médio em redes complexas (ver, por
exemplo, Fig. 5.1 do proximo capitulo), cujo comportamento é genericamente caraterizado
pela existéncia de um "ramo" (em inglés "loop") spinodal com biestabilidade. Mais espe-
cificamente, o parametro de ordem apresentara uma regiao espinodal na qual, ao longo do
"loop" histerético, o sistema converge para um dos estados estacionarios possiveis, depen-
dendo da configuragao inicial. Para localizar o ponto de transigao ¢y (referente a trajetoria
de "ida") o sistema é inicialmente colocado em uma configuracao ordenada e o parametro de

ajuste ¢ é aumentado em um incremento Ag, cujo estado final em ¢ é usado como a condig¢ao
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inicial em ¢+ Aq até que a descontinuidade do parametro de ordem seja visualizada. Inver-
samente, o ponto de transi¢ao g, (referente a trajetoria de "volta") é identificado diminuindo
o valor de ¢ (também pelo incremento Ag) comegando pela fase desordenada até que o salto
no parametro de ordem ocorra. Essas caracteristicas também estarao presentes na producao
de entropia, o que pode ser entendido como um argumento geral para transicoes de fase de

ordem-desordem.

O parametro de ordem comporta-se na fase desordenada como {(o;) ~ N~'/2 [42], entdo,
a n—ésima correlagdo se comportard como (0;0:41...04n) = (0){(0ir1)...(Tivn) ~ N2,
Assim, no limite termodindmico, todas as correlagoes anulam-se na fase desordenada e II de-
pendera somente dos parametros de controle quando N — oo. Por outro lado, (0;0;11...0410)
apresenta um valor bem definido (diferente de zero) na fase ordenada, de forma que II de-
pende nao apenas do parametro de controle, mas também das correlagoes. Assim, as mu-
dangas abruptas em ¢y (de m; = m(qr) # 0 para 0) e ¢, (de 0 para my = m(g) # 0),
comumente vistas em termos do parametro de ordem, também estarao presentes na produ-
¢ao de entropia. A presenga da biestabilidade implica que ®(t) convergiré para um dos dois
valores bem definidos, uma vez que, ao longo da faixa de histerese, o sistema se comporta

exatamente como a fase desordenada ou ordenada dependendo da condigao inicial.

Embora o argumento acima seja valido para transicoes de fase do tipo ordem-desordem,
acreditamos que ele descreva também transicoes de fase diferentes que nao sejam do tipo
ordem-desordem, contanto o parametro de ordem e as correlagoes também apresentem um
comportamento histerético. Assim, finalizamos a analise mostrando que o comportamento
da producao de entropia também carateriza a coexisténcia de fases, comumente tratada em

termos do parametro de ordem.

4.3 Producao de entropia em transicoes de fase continuas

Apesar de serem caracterizadas pelo anulamento do parametro de ordem |m| e pela di-
vergéncia algébrica da variancia x na criticalidade, o comportamento das grandezas torna-
se "arredondado" devido aos efeitos de tamanho finito. Conforme vimos anteriormente

com a teoria de escala finita (em inglés "finite size scaling"), eles se comportam como
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Im| = N=8/2 f(NV2"|e]), x = N/?*G(N'?"|¢|) sendo f e § funcdes de escalonamento e
¢ denota a "distancia" para o ponto critico € = (¢ — q.)/f.. Normalmente, q. é localizado
identificando uma quantidade apropriada que se cruza (é invariante) para diferentes tama-
nhos do sistema. Para transi¢oes de fase de ordem-desordem, a quantidade U, preenche o
requisito acima, cujo valor de cruzamento U depende da topologia da rede e das propriedades
de simetria. Alguns trabalhos [14, 15| descreveram uma relacao de escala semelhante para a
produgao de entropia, na qual perto da criticidade II e sua primeira derivada IT" = dI1/dq se
comportam como IT—TI, ~ (q. —q)'"* e II' ~ (g. — q) ™%, respectivamente, com a denotando
seu expoente critico associado . Apesar da continuidade de II, a expressao acima afirma
que a derivada II" diverge na transicao. Aqui estendemos a anélise de producao da entropia
em transicoes de fase continua para topologias complexas aleatorias. Devido a efeitos de

tamanho finito, é razoavel supor que I’ se comporta como
II' = N/ h(NY?|e]), (4.23)

com h sendo uma funcao de escala apropriada. Desejamos verificar se a relacao de escala

a+ 28 + v = 2, verificada em nivel de campo médio, esta presente além do campo médio.
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CAPITULO b

Producdo de entropia no modelo do Votante Majoritario

5.1 Definicao do modelo

O modelo do Votante Majoritario (VM) é um dos modelos mais simples fora do equilibrio que
exibem uma transicao de fase do tipo ordem-desordem [35, 42]. Ele ¢ definido a seguir: Cada
sitio ¢ de uma rede arbitraria pode assumir g possiveis valores inteiros (o; = 0,1,...,G — 1).
Com probabilidade 1 — f (sendo f o parametro de controle) o spin local o; muda para o spin
da vizinhanga majoritaria o} e com probabilidade complementar f a regra da maioria nao é
seguida. A dinémica é descrita por meio da quantidade wy, chamada taxa de transi¢ao, que
depende dos valores dos noés vizinhos. Recentemente, [43] estenderam o modelo considerando
a influéncia do proéprio spin local o; na taxa de transicao. Esta influéncia se chamou de

inercia. Portanto, wy estd definida exatamente pela expressao

_ 1-0 - / /
Wy = —— > 80}, 0) + 03(0, ), (5.1)
j=1
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com o; denotando o spin de cada um dos k vizinhos mais préximos do sitio ¢. Para o caso
mais simples, ¢ =2 e § =0, o MV se torna equivalente ao modelo de Ising em contato com
dois reservatorios térmicos, sendo um deles uma fonte de calor, a uma temperatura infinita,
e o outro um sumidouro de calor, a temperatura zero [42]. O contato com o primeiro ocorre

com uma determinada probabilidade e com o segundo com a probabilidade complementar.

Estudos recentes [33, 35, 37| mostraram que elevadas fra¢oes de inércia mudam, para
todos os valores de ¢, a transicao de fase de continua para descontinua. Uma transicao de
fase ordem-desordem surge aumentando f, cuja classificacao depende de 6 e da conectividade
de rede k. Para pequenos valores de ¢ (7 < 4) e § = 0 (regime sem inércia), é sempre continuo
[37, 42, 43|, mas o aumento de § modifica as propriedades de simetria (Zy e Cs, para § = 2
e 3, respectivamente), levando a diferentes conjuntos de expoentes criticos. A transi¢ao
de fase se torna descontinua para valores maiores de k quando # aumenta [33, 37]. Um
dado n—ésimo momento do pardmetro de ordem (m™) é calculado através da quantidade
(m™) = (| 32N, €2™9/3/N|™), com {(...) denotando a média do ensamble. O cason =1 é um

parametro de ordem apropriado uma vez que m > 0 (m = 0) na fase ordenada (desordenada).

5.2 Caso com simetria de inversao ¢ = 2

A seguir exemplificaremos os resultados do capitulo anterior para o modelo VM com q = 2.
Neste caso, podemos reescrever a taxa de transicao acima de uma forma mais conveniente
considerando a transformagao o; — 20; — 1, de modo que w;(o) fica w;(o) = 3[1 — (1 —
2f)0:S(X)], onde S(X) denota novamente a fungao sinal avaliada sobre a vizinhanga local
mais a inércia X = (1 —0) Zle o;/k + 6o;. Note que o modelo VM representa um caso
particular daquele examinado na se¢ao (4.1), portanto, os resultados (gerais) obtidos podem
ser aplicados diretamente substituindo na taxa de transigdo q e g(X) por 1 — 2f e S(X),
respectivamente. Assim, nesse caso, X nao depende apenas da vizinhanca, mas também do

spin local o;.

Para 0 = 0.5 o modelo é dominado pela inércia, onde nesse caso nao hé presenca de uma
magnetizagao espontanea. Apenas para § = 0.5 e f = 0 os spins ficam "congelados" na

configuragao inicial. Introduzindo a taxa de transi¢do microscopica na expressao (2.34) e
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lembrando que m = (o;) obtemos

dm
Usando a propria definicao da media estatistica no segundo termo e usando as expressoes

(2.33) obtemos:
dm 14+m

o mra-enfex () reeon ()] 69
onde neste caso

: k0
(S(X1)) :;...;s(;qim) (5.4)

Portanto a expressao do estado estacionério (‘iI—T = 0) para o valor absoluto da magnetizagao

torna-se

1+m 1—m

m= (1= 206000 = (-2 |0 (52 ) s (5] 69)

Conforme descrevemos anteriormente, a producao de entropia ¢é calculada a partir da eq.

(2.55) através da expressao

I = ky Z <wi(a) G > , (5.6)

7
onde a razao entre w;(o) e sua reversa w;(c") é dada por

wio) 1= (1=20)oS[X), 0+ £50i]
wi(0?) 14 (1 =208 05 — 0]

j=1

(5.7)

. ~ ~ . ~ . k .
A inspegao da razdo acima revela que apenas configuragoes locais com |7, 0;| maior que
kO/(1 — @) irao contribuir para II, j& que somente nestes casos a razao ¢ diferente de 1.

Assim, em similaridade com a Eq. (4.4), ela pode ser reescrita como

— 6,8(X)In (%) | (5.8)

com S’(X) sendo a fungao sinal avaliada apenas sobre o subespago de configuragoes locais
em que a propor¢ao é diferente de 1 (para 6 = 0, reduz para a fungao de sinal usual). Assim,

a expressao para II é dada por

1 f

de tal forma que depende das médias (0,5 (X)) e (S"?(X)).

[(0:8"(X)) — (1 = 2f)(S™(X))] , (5.9)
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5.3 Resultados de campo médio

Embora se espere que os principais aspectos das transi¢oes de fase nao dependam de 6, nesse

caso ¢ mais conveniente usar Eq. (5.9) ao invés dos resultados (gerais) da se¢ao 4.1, devido

a dependéncia do spin local. Em nivel de campo médio de um sitio, a expressao para Il é

obtida substituindo (¢;5"(X)) por (o;)(S'(X)), de forma que

i
1—f

Conforme vimos anteriormente, para grandes valores de k, podemos calcular (S’(X)) e

(S”(X)) a partir da Eq. (4.9), mas agora a probabilidade P(X,) estda dada aproxima-

M=-1 [m(S'(X)) — (1 — 2£)(S2(X))] . (5.10)

1
2

damente por
k k
P(Xy)m Y Chpit'plm+ > Chpipht! (5.11)
n=[n4] n=[n_]

onde os limites inferiores n. dependem de 6 (ver apéndice B) e sdo dados por

k(1 — 26) k
n+ = (&] n_ —

2(1—10) 2(1—-6)
Note que ambos n. se reduzem para k/2 quando § = 0. Ao realizar calculos semelhantes aos
feitos na segao (4.1), vemos que no regime de grandes conectividades a Eq. (5.5) se torna

(1 —2f) [erf(a) — erf(b)

— ]
T2 (1—2f) [erf(a) + erf(b)]’ (5.12)

m

2 x
onde erf(x) = T / e~ dt denota a funcao erro, com a e b dados por
T Jo

K 0 k 0
TV o2 {1—9“”] L Vs e {1—9_”‘]' (5.13)

A figura 5.1 resume os principais resultados para o primeiro caso com k = 12 e valores de

inércia distintos. Conforme descrevemos na secao (4.1), o pardmetro de ordem salta em fr e
f» e essas descontinuidades também sao vistas na produgao de entropia. Ao longo da faixa
fo < f < fr com "histereses" (spinodal), o fluxo de entropia ®(¢) converge para dois valores
bem definidos, II; = TI(f,0) e II, = II(m), f,6). A evolugdo temporal de m(t) segue a
previsdo teorica m(t) ~ e*o=H* para my < 1 (ver "inset") reforcando nossos resultados
gerais (em nivel de campo médio) para transigoes descontinuas. A figura 5.2 exemplifica os

principais resultados para transicoes de fase continuas. Em todos os casos, a producao de
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Figura 5.1: O painel & esquerda descreve o comportamento biestavel de II para 6§ = 0.43 e
k = 12. As curvas pretas (azuis) denotam as solugoes estaveis para mg > mfg ) (mg < mfg )).
Elas coincidem entre si para f > fr e f < f, e sao diferentes para f, < f < f;. As

curvas vermelhas correspondem as solugoes instaveis de f, < f < fy com m = mY )( f) se

my = m'Y )( f). "Inset": O mesmo comportamento, mas em termos do parametro de ordem.
No painel a direita mostramos a evolugao temporal do fluxo de entropia ®(t) para diferentes
configuragdes iniciais e f = 0,078. "Inset": A evolugao temporal de m(t), onde os circulos

correspondem & funcdo m(t) ~ e*e=t valida por my < 1.

entropia aumenta até um méximo em f = f* e depois diminui para f > f*. Para o caso sem
inércia ou mesmo para pequenos valores de 6, f* = f.. Isto pode ser entendido recorrendo
novamente aos resultados da segdo 4.1 [para ¢ = 1 —2f e g(X) = S(X)| em que no regime

de grandes k, m e Il sao dados por

k 1 f m?
m:(1—2f)erf<m\/;) e H:§1nm[1_2f—(1—2f) (5.14)

respectivamente. Nas proximidades do ponto critico, onde se espera que m seja pequeno, o

lado direito da Eq. (5.14) pode ser expandido na série de Taylor, permitindo-nos reescrever

m unicamente em termos de k e f:

m o~ —(fe = )P, (5.15)

onde B,y = 1/2 & o exponente critico e

1 s
fc—§{1— ﬁ} (5.16)
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Figura 5.2: Painéis esquerdo e direito: producao de entropia estavel II e sua derivada IT'
contra f para pequenos valores de 0, k = 4 (superior) e k = 12 (inferior), respectivamente
"Inset": o pardmetro de ordem correspondente contra f. Linhas tracejadas denotam os
pontos criticos associados.
) . o l=2fq 1-f 1 12 feof
¢ o ponto critico. Da Eq. (5.15), vemos que IT se comporta como I ~ =+ In = [ ?m]
ell = % In % para f — f_ e f > f., respectivamente e, portanto, a producao de entro-
pia é continua na criticalidade. Apesar disso, novamente conforme mostramos na secao 4.1,
sua primeira derivada II’ salta de

1 wln1+\/§ 12, 1+ /5

—\/ = para —In

2V 2k 1—\/5 us 1—\/;

e portanto seu comportamento é consistente com o expoente a,,; = 0. Ao aumentarmos
a inércia (veja, por exemplo, § = 0.4 e 0.3 para k = 4 e para k = 12 respectivamente),

o méaximo de IT ndo coincide com o salto de II' nem com o anulamento do parametro de
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Figura 5.3: Os painéis (a) e (b) mostram os diagramas de fase em nivel de campo médio para

0

k =12 e k = 20 através da analise de produgao de entropia. ORD (DIS) denotam as fases
ordenadas (desordenadas), enquanto linhas continuas e tracejadas, correspondem aos valores
de f; e fi, respectivamente. Eles coincidem para transicoes continuas, mas sao diferentes

para as transi¢oes descontinuas.

ordem. Assim, nem sempre a a criticalidade é marcada pelo méximo na producao de entropia.
Porém em todos os casos o ponto critico é caracterizado por um salto (em nivel de campo
médio) em II'. Acreditamos que os presentes resultados (juntamente da descrigao geral na
se¢@o 4.1) unificam a descrigdo no contexto do campo médio, no qual a criticalidade nao
é necessariamente marcada por um pico na produgao de entropia, mas relacionada a um

comportamento peculiar de sua primeira derivada.

Finalmente, na Fig. 5.3 mostramos os diagramas de fase para k = 12 e k = 20 avaliados
por meio das diferentes carateristicas da producgao de entropia. Vemos que a localizagao da
transicao de fase bem como sua classificagao estao em total concordancia com as obtidas a
partir da analise associado ao parametro de ordem (ver, por exemplo, a Fig. 1 em Refs. [37]).

Encerraremos a presente analise de campo médio considerando o caso k — oo, correspondente
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ao regime de grafo completo. Nesse limite, a expressao para m e Il torna-se

- (1=2f) [S(:% +m) — S(:%5 — m)]
22— (1-2)[S(3% +m) + S(zL —m)]

(5.17)

/
o - (=20}, (518)

respectivamente, onde Y, = {(1+m)S[m+60/(1—60)]—(1—m)S[m—60/(1—0)]}/2. Combinando

a relagao acima com Eq. (5.17), segue-se que II = 0, implicando que nao héa produgao de

II=1In

entropia no caso grafo completo. O caréter reversivel do VM sem inercia no grafo completo
ja foi apresentado na Ref. [44] e nossa analise nao apenas o confirma, mas também se estende

para o regime inercial.

5.4 Resultados numéricos

@

°
) 0
®

) 0

®

®

Figura 5.4: Configuracgao local para uma rede bidimensional com o sitio central (vermelho)

e seus primeiros (1), segundos (2), terceiros (3) e quartos (4) vizinhos proximos.

Nesta se¢ao, exemplificaremos os resultados obtidos por meio da teoria apresentada no
capitulo anterior considerando a versao do VM por simulacoes numéricas. Para isto, mos-
traremos resultados para diferentes estruturas de redes e vizinhancas. Todas as estruturas
estudadas estao fixas, ou seja, nao se alteram durante a simulagao do modelo. Para uma

determinada topologia de rede, ou seja N, f e 6 mantidos fixos, um sitio ¢ é escolhido
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Figura 5.5: Transicao descontinua: rede bidimensional com k& = 20 e 6 = 0,375. Painéis
(a) - (¢) mostram a produgao de entropia, o parametro de ordem |m| e sua variancia y =
(m?) — {|m|)? respectivamente, em funcio de f para diferentes tamanhos do sistema nas
proximidades da coexisténcia de fases fy. Linhas tracejadas: ponto de cruzamento entre as
curvas da produgao de entropia em (a) e do parametro de orem em (b). Linhas continuas
em (a) e (b) correspondem as previsoes tedricas a partir da Eq. (4.21). "Inset" superior
e inferior: II para um conjuntos de valores maiores de f e o colapso dos dados usando a
relagdo y = (f — fo)IV, respectivamente. Em (d), o grafico do maximo de y, minimo de Uy

e da distribuicao de probabilidade do parametro de ordem de &rea igual contra N~

aleatoriamente e seu valor de spin o; é atualizado (o; — o}) de acordo com w;(¢). Com
probabilidade 1 — f, o; muda para o spin da vizinhanga majoritaria o, e com probabilidade
complementar f a regra da maioria nao é seguida. Um passo de Monte Carlo corresponde a
N testes de atualizacao dos spins. Apos repetirmos a dindmica acima um nimero suficiente
de passos de Monte Carlo (na ordem de 10%), o sistema converge para um estado estavel de
nao-equilibrio. Redes regulares aleatorias foram geradas através de um esquema de modelo

de configuragao [45] descrito da seguinte forma: Para um sistema com N noés e conectividade
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Figura 5.6: Painéis (a) e (b) mostram a producao de entropia II e |m/| contra f para k = 20,
6 = 0.3 para a rede regular aleatéria com N = 10*. Curvas pretas e vermelhas correspondem
as "trajetorias" de ida e de volta, respectivamente. "Inset": A mesma andlise mas para
0 = 0,375. Painéis (c¢) e (d) mostram a evolu¢do temporal do fluxo de entropia ®(¢) para
distintas condigoes iniciais mo com f, < f = 0.10 < fy e f = 0.20 > f;, respectivamente.

Para valores de inércia maiores ("inset"), a biestabilidade se estende por 0 < f < ff, também

visualizada a partir do comportamento da producao de entropia.

k, primeiro comecamos com um conjunto de Nk pontos distribuidos em N grupos, em que
cada um contém exatamente k pontos. Em seguida, escolhe-se um emparelhamento aleatorio
dos pontos entre grupos e, em seguida, cria-se uma rede ligando os nés i e j se houver um par
contendo pontos nos conjuntos i-ésimo e j-ésimo até Nk/2 pares (ligagdes) sdo obtidos. Se
a configuragao de rede resultante apresentar um loop ou pares duplicados, o processo acima
serd reiniciado. O aumento de conectividade k£ em topologias bidimensionais é realizado pela
ampliacao do alcance da vizinhanca de interacao. Por exemplo, k = 4,8,12 e 20 incluem

a interacao entre o primeiro, primeiro e segundo, primeiro a terceiro e primeiro a quarto
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Figura 5.7: Os painéis (a) e (b) mostram os diagramas de fase para k = 20 para as estrutu-
ras regular e RR, respectivamente, através da analise da produgao de entropia. ORD (DIS)
denotam as fases ordenadas (desordenadas) e as linhas continuas (tracejadas) correspon-
dem as transigoes de fase continuas e descontinuas, respectivamente. Em (b), circulos (x)

correspondem ao aumento (decréscimo) de f a partir duma fase ordenada (desordenada).

proximos vizinhos, respectivamente, conforme esbogado na Fig. 5.4.

5.4.1 Transicoes de fase descontinuas

A figura 5.5 exemplifica as predi¢oes tedricas para o modelo do votante majoritario em redes
bidimensionais (regulares) com k = 20 e § = 0,375. Note que as curvas de produgao de
entropia seguem as previsoes teoricas (linhas continuas nos painéis (a) e (b)) das Egs. (4.21)
e (4.22), cuja intersecgao entre as curvas ocorre a fo = 0,05084(5), em excelente concordancia
com as estimativas obtidas usando analise de tamanho finito, 0.0509(1) (maximo da variancia
X), 0.0510(1) (minimo de Uy = 1 — (m*)/3(m?)?) e 0.0509(1) (condigao de areas iguais entre
as curvas de Py(m)). Note que todas essas estimativas escalam com N~!, em conformidade
com a teoria de tamanho finito [36], ver por exemplo painel (d). O colapso dos dados usando a
transformagao y = (f— fo) N ("inset") reforcam a confiabilidade da Eq. (4.21) para descrever
IT na regiao da coexisténcia de fases. Fora do regime de escalonamento (f > fy para grandes

N), II depende somente dos parametros de controle (f e 6 para o MV), como pode ser
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Figura 5.8: Rede regular para k = 20 e § = 0.32: Painéis (a) - (¢) mostram a produgao
de entropia, o parametro de ordem |m/| e sua variancia y = (m?) — (|m|)? contra f, respec-
tivamente, para diferentes tamanhos do sistema nas proximidades da coexisténcia de fases.
Linhas tracejadas: ponto de cruzamento entre as curvas de producao de entropia. Linhas
continuas em (a) e (b) s@o os ajustes da Eq. (4.21). "Inset": O colapso dos dados usando a

relacao y = (f — fo)N. Em (d), o grafico do méximo de x contra N1

visto no "inset"superior da Fig. 5.5. O cruzamento tanto no parametro de ordem como na
producao de entropia nao apenas distingue o comportamento das topologias regulares das
complexas (ver, por exemplo, Fig. 5.6), mas também as transi¢oes de fase continuas das

descontinuas (ver, por exemplo, Fig. 5.11).

A anélise na rede complexa é exemplificado na Fig. 5.6 considerando a rede aleatoria
regular com os valores k = 20; # = 0,3 ¢ N = 10%. Nesse caso, a producao de entropia revela

carateristicas tipicas das redes complexas acima mencionadas: a existéncia de um loop histe-
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Figura 5.9: Para a estrutura RR, os painéis (a) e (b) mostram a II estacionaria e |m| contra
f para k =20¢e 0 =0.35. Em (c) e (d), a evolugao temporal de ®(¢) para condigdes iniciais

distintas para f = 0,15 (loop biestavel) e f = 0,25 (fase desordenada), respectivamente.

rético [painel (a)| localizado no intervalo f, = 0,055 < f < f; = 0,15, cuja descontinuidade
estd em equivaléncia total com a faixa associada ao parametro ordem [painel (b)] [37, 33].
Na Fig. 5.7 sao mostrados os diagramas de fase para redes regulares e complexas, calculados
a partir da analise de produgao de entropia. Para fazer isto, estudamos o comportamento da
derivada da produgao de entropia com respeito ao parametro de controle f, em sistemas com
diferentes tamanhos e valores de inercia. Escolhemos como ponto critico o valor de f onde
essa derivada apresenta uma divergéncia (ver apéndice A). As figuras 5.8 e 5.9 descrevem
os principais resultados para as estruturas bidimensionais e aleatérias regulares para ¢ = 3,
em que a simetria C3, leva a um comportamento critico completamente diferente do caso
q = 2. No entanto, o panorama da coexisténcia de fases é analogo aos anteriores, incluindo
a existéncia de biestabilidade (redes complexas), cruzamento entre curvas no ponto de tran-
sicao (fo = 0,14160(5)) e escalonamento com o volume do sistema (estruturas regulares),

reforgando assim a robustez dos nossos resultados em transigoes de fase descontinuas.
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Figura 5.10: Rede regular para interagoes entre os primeiros, segundos e terceiros vizinhos
(k = 12) e inércia 6§ = 0.2: Painéis (a), (b) e (¢) mostram a produgao de entropia II, sua
primeira derivada IT' e sua variancia y = (m?) — (|m|)? contra f, respectivamente para
diferentes tamanhos do sistema. "Inset": A mesma anélise mas para o cumulante reduzido
de quarta ordem U, do parametro de ordem. Linhas tracejadas denotam o ponto critico
fe avaliado através do cruzamento entre as curvas Uy. O painel (d) descreve o grafico dos

logaritmos de xn e |m|y, além de II'y contra o logaritmo de N em f = f..

5.4.2 Transicoes de fase continuas

De acordo com as referencias [33| veremos que, independentemente do valor de 6, a transigao
de fase permanece continua em estruturas regulares quando k£ < 20 cujos expoentes criticos
sdo consistentes com os valores § =1/8, v =7/4e 1/v =1 (Ref. [42]). A figura 5.10 ilustra
as caracteristicas da transicao de fase continua em termos da producao de entropia. Embora

a produgao de entropia seja finita no ponto critico [painel (a)|, sua primeira derivada IT'
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Figura 5.11: Transigao continua: rede regular aleatéria (RR) com k = 12 e § = 0: Painéis
(a) — (¢) mostram a produgao de entropia II, sua primeira derivada II' e a variancia do
parametro de ordem y em funcao de f para diferentes tamanhos do sistema, respectivamente.
"Inset": o cumulante reduzido de quarta ordem U, contra f. Linhas tracejadas denotam o
ponto critico f. obtido por meio do cruzamento entre as curvas do cumulante Uy. O painel
(d) descreve o grafico dos logaritmos de xn, |m|y e (f.— fn), além de 1Ty contra o logaritmo

de N em f = f..

aumenta sem limites quando N — oo |painel (b)]. Para sistemas finitos, por outro lado, ela
se torna limitada devido aos efeitos de tamanho finito. Conforme descrevemos anteriormente

'y calculada no ponto critico aumenta com In N, consistente com uma divergéncia logarit-
mica na qual se associa ao expoente o = 0 [painel (d)]. A figura 5.11 estende esta anélise
para estruturas de redes aleatorias. Nesse caso, o comportamento critico segue os expoentes
Blv=1/4,v/v =1/2 e 1/v =1/2 [46], diferente dos valores § =1/2, vy =1e 1/v =2 de

campo médio e aqueles de redes regulares.

Em semelhanca ao caso bidimensional, II(f.) é finito na criticalidade e sua primeira
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derivada IT’y(f.) também aumenta com In N, novamente consistente com uma divergéncia
logaritmica e portanto com o expoente a = 0 . Assim como na segao (4.1), nossas conclusoes
sao refor¢adas novamente considerando a relagao de escala a+ 25 + v = 2. Tendo os valores
de 3 e 7, nés reobtemos em ambos os casos a = 0. Por fim, o caso de ¢ = 3 é caracterizado
em redes regulares pelos expoentes criticos § = 1/9 e v = 13/9. De acordo com a relagao de
escala, o expoente associado & producao de entropia deve ser a« = 1/3. Muito recentemente,
o valor av = 0, 32(2) foi confirmado a partir de simulagoes numeéricas em Ref. [48], de acordo
com nossas previsoes tedricas. Portanto, a presente analise nao apenas coloca em bases mais
firmes o comportamento da producao de entropia na criticalidade, mas também estende a

relacao de escala para transi¢oes de fase de nao-equilibrio.
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CAPITULO 6

Conclusdes

Apresentamos, com base em consideragoes gerais, uma descrigao das caracteristicas da produ-
¢ao de entropia para transicoes de fase continuas e descontinuas (praticamente inexploradas).
Nossos principais resultados demostram que as transigoes de fase continuas e descontinuas
podem ser classificadas através de caracteristicas especificas (bem definidas) da producao de

entropia no dominio da teoria de campo médio e além dela.

Nossa abordagem inclui aspectos fundamentais que compreendem a influéncia da topo-
logia da rede e propriedades de simetria. Na coexisténcia de fases, a producao de entropia
apresenta uma descontinuidade em um tnico ponto (e bem definido) em redes regulares,
enquanto um "loop" histerético aparece em redes complexas. O primeiro caso também é
caracterizado pela existéncia de um ponto de cruzamento entre as curvas da producao de

entropia para distintos tamanhos do sistema.

Por outro lado, apresentamos uma descri¢ao geral da producao de entropia no contexto da

teoria do campo médio para sistemas com simetria Z,. Nosso trabalho é um passo relevante
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na tentativa de unificar a descrigao das transicoes de fase em sistemas fora do equilibrio atra-
vés de um importante indicador da irreversibilidade do sistema. Como um comentério final,
seria interessante considerar o comportamento critico da producao de entropia (e suas quan-
tidades associadas) para sistemas que exibem outras simetrias e classes de universalidade,

para verificar a confiabilidade das ideias de tamanho finito apresentadas aqui.
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APENDICE A

Alguns resultados numéricos

Neste apéndice mostraremos, por meio de gréficos, alguns resultados obtidos tanto por mé-

todos analiticos como por simula¢oes numeéricas.

A.1 Resultados de campo médio

A figura A.3 contém as curvas analiticas da produgao de entropia obtidas usando a aproxi-
magao de campo médio para um sistema com conectividade k = 12 e diferentes valores de
inercia. Observa-se a descontinuidade evitéavel no valor critico, o que implica uma divergén-
cia na primeira derivada. Também podemos perceber que a teoria de campo médio prediz a

biestabilidade para valores grandes de inercia.
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A.2 Resultados numéricos

Nesta secao mostraremos alguns resultados obtidos de simulagoes em redes regulares e com-
plexas para o modelo do votante majoritario. Em todos os casos consideramos o mesmo

valor k£ = 20 para a vizinhanca.

Primeiramente, na figura (A.1) podemos visualizar o comportamento da derivada a na
rede regular como funcao do parametro de controle. Foram estudados sistemas com diferentes
valores de inercia 6 e diferentes tamanhos N. O tamanho do sistema esta dado por o niimero
total N de sitios da rede. Os pontos pretos, vermelhos, verdes e azuis correspondem a
sistemas de tamanho N = 4900, N = 6400, N = 8100 e N = 10000, respetivamente.
Observa-se como essa derivada diverge na criticalidade para todos os valores de inercia

estudados.

Na figura A.2 se mostram os resultados de simulagoes na rede complexa usando o valor
de inercia @ = 0,1667. Os graficos a direita representam a producao de entropia e a esquerda
) dIl - . L :

a derivada T sempre em funcao de f. Para este valor de inercia, nao se apresenta biesta-
bilidade para nenhum dos sistemas estuados. O cor preto representa a trajetoria de "ida" e

o cor vermelho a trajetoria de "volta".

As figuras A4, A.5 e A.6 mostram os resultados para a rede complexa. Observa-se,
em ambas grandezas, a biestabilidade para valores maiores de inercia. As linhas tracejadas
verticais pretas e vermelhas marcam o valor de f., calculados a partir do analise da parametro

de ordem.
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Figura A.1: Rede regular para sistemas com conectividade k& = 20, diferentes tamanhos e
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Figura A.2: Rede complexa com 6 = 0.1667
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Figura A.3: Producao de entropia calculada analiticamente usando a aproximacao de campo

médio para sistemas com conectividade k = 12 e diferentes valores de inercia.
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Figura A.5: Rede complexa de tamanho N = 6400.
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Figura A.6: Rede complexa de tamanho N = 8100.
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APENDICE B

Alguns calculos analiticos

Como vimos anteriormente na sec¢ao 2.5, podemos obter uma expressao para a dependéncia

temporal da magnetizagao % = —2(oy;w;(0)). No caso do modelo do Votante Majoritario

CZ—Tz—m%— (1—2f) < (ZU] kélal>>

onde o; representa o valor do spin local e o valor medio da funcao sinal esta dado por
(S(X)) = P(X;) — P(X_), s6 que agora a probabilidade P(Xy) nédo estd dada pela Eq.

(4.10). Isto porque consideramos a dependéncia do spin local o;, portanto, para alguns

esta expressao fica:

modelos onde existe esta dependéncia, devemos reescrever ela da seguinte forma

k
P(X:t) s Z Cvk n+1 k— n_|_ Z p:tp];: n+1 (Bl)

n=ln] n=In_]

Note-se que o primeiro termo de P(X) considera as configuragdes associadas ao valor do

spin local o; = %1, por outro lado, o segundo termo considera as configuragoes associadas
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ao valor contrario o; = F1. Os limites inferiores ny estao vinculados ao valor do spin
local e dependem do modelo em questao. Para o caso do modelo do votante majoritario

com inercia, podemos calcular estes limites reescrevendo o argumento da fungao sinal X =

(1—-0) 2?21 0;/k + 6o; de uma forma mais conveniente. O fator 1% ¢ sempre positivo

para qualquer um dos valores possiveis de k e 6, portanto, este fator nao influi no sinal do

argumento X, de forma que podemos reescrever como

k@ai
1-6’

X=N,-N_+ (B.2)

sendo N, (N_) a quantidade de vizinhos com valor +1(—1). Levando e conta que o nimero

total de vizinhos é k, podemos usar a expressao Ny + N_ = k na Eq. (B.2) ficando

X =2N, —k+ (B.3)

1—6

Em seguida, vamos calcular os valores de /N, para que o argumento X seja positivo, sendo

que, o limite inferior n, (n_) serd o menor destes valores quando o spin local é o; = +1(—1).

IN, —k L >0 B.4
de onde obtemos
Finalmente, avaliando para o; = +1 e 0; = —1, obtemos
k(1—20 k
T 2(1—0) ¢ T on -y (B6)

respectivamente. A inercia é uma quantidade continua, portanto, os valores de n+ também
serao continuos. Para corrigir isto na Eq. (B.1) temos utilizado a fungao teto, garantindo
que o somatorio inicie pelo menor valor inteiro maior ou igual que ny.. De forma anéloga,
podemos obter os mesmos resultados considerando os valores de N_ para que o argumento

X seja negativo.

Estudaremos agora sistemas no regime de grandes conectividades. Nestes casos, cada

termo da Eq. (B.1) se aproxima a um termo gaussiano com média kpy e varidncia o2 =

kp.p_, portanto

k L—kp4

ko~ ( )?
e " Vo
Crljpn-i-lpk—n_)pi/ - W
n:z[:m = 0F ny OV2T

o8
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L—k
k()

k n  k—n-+1 €
— —d/
nzw nP+P LI M=

Escreveremos agora essas integrais de uma forma equivalente fazendo a mudanca de varidveis

—k
¢y = == ficando

\/50- —k
k e ( pi)Q Ci 5
—d€ e Std B.7
pa / =2 A (B.7)
(E;I;i)2 ¢k ;
—d€ e td B.8
pe / e I (B.)

—k k(1— : . .
onde ({* = "ipri ek = %. Separando as integrais em dois termos ficam

. (¢ Qe = = E “d = “ tq B.9
- IRES = RS R — IRE=

escritas desta forma, podemos perceber que essas integrais representam funcgoes erro, defini-

das como erf(x) =2 []e e~ dt/\/x, de forma que,

n

P+ P+

VT Jo VT Jo

Agora podemos escrever a Eq. (B.1) por meio da fungao erro, ficando

= e ¢ — eS¢ = [erf(g“i) erf(¢1%)] (B.10)

P(Xy) = p;[erf((’ ) —erf(¢EY)] (B.11)
+ TElerf(¢k) — erf(¢h)]

de onde, usando a expressao (4.9), obtemos

(S(X)) =~ p2+ lerf (¢F) — erf(¢1M)] + %[erf(dﬁ) —erf (¢!7)] (B.12)
- %[erf((f) —erf (¢")] - %[erf((’f) —erf (¢"7)]
podemos simplificar ainda mais desenvolvendo os fatores n, — kpy, n_ — kpy e V20 =
1+m

\/2kp.p_ fazendo uso de pL = — , ficando

k(1—20 L+m\ k[ 6
.- <ﬂ> ) (T) -2 (—mqim) (B.13)
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k 1 1+m k
”_kpi—§<ﬂ)_k(7>—§

V2kpop- = \/k(l i m;(l —m) _ \/g(l — m?) (B.15)

<L F m) (B.14)

Agora podemos ver que

. " K 0 . . k 9
= ST (_1—9+m) caue (=6 =y 5T (_1—9_m)

portanto a Eq. (B.12) finalmente fica

1+m

(S(X)) =~ [erf (¢}) — exf(¢*) + 2erf(¢"7)] (B.16)

Note-se que ¢} ¢ diretamente proporcional a V'k, portanto para valores suficientemente

grandes de k, podemos assumir que erf(¢}) ~ 1, de esta forma a expressao anterior fica

(S(X)) =~ Lt merf((ﬁ’) - merf({i’) (B.17)
= %[erf((n_) —erf(¢}7)] + %[erf(ﬁ_) + erf (¢!7)]

Substituindo esta expressao na magnetizacao para caso estacionario m = (1—-2f)(S(X)),

obtemos a seguinte equagao

— _22f {lexf(¢") — exf(¢1)] + mlerf (¢"7) + erf (¢}7)]}

Finalmente obtemos a magnetizacao

o (1 —2f)[erf(¢") — erf(¢}7)]
2—(1— 2f)[erf(§ﬁ’) + erf(CZf)]

Correspondente com o resultado (5.12) onde

n— k 0 o n— k 0 _ _
= _\/2—2m2[1—9+m}_a ¢ C+_\/2—2m2[1—9 m}_b’
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APENDICE C

Artigo publicado

Finalmente anexo o artigo publicado recentemente por nosso grupo de pesquisa na revista
Physical Review E. Este artigo representa uma parte importante do meu trabalho em
estes dois anos de mestrado. Por outro lado, o fato de ser publicado em uma revista de alto

impacto proporciona maior visibilidade e aceitacao dos nossos resultados.
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Entropy production as a tool for characterizing nonequilibrium phase transitions
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Nonequilibrium phase transitions can be typified in a similar way to equilibrium systems, for instance, by
the use of the order parameter. However, this characterization hides the irreversible character of the dynamics
as well as its influence on the phase transition properties. Entropy production has been revealed to be an
important concept for filling this gap since it vanishes identically for equilibrium systems and is positive for
the nonequilibrium case. Based on distinct and general arguments, the characterization of phase transitions in
terms of the entropy production is presented. Analysis for discontinuous and continuous phase transitions has
been undertaken by taking regular and complex topologies within the framework of mean-field theory (MFT) and
beyond the MFT. A general description of entropy production portraits for Z, (“up-down”) symmetry systems
under the MFT is presented. Our main result is that a given phase transition, whether continuous or discontinuous
has a specific entropy production hallmark. Our predictions are exemplified by an icon system, perhaps
the simplest nonequilibrium model presenting an order-disorder phase transition and spontaneous symmetry
breaking: the majority vote model. Our work paves the way to a systematic description and classification of

nonequilibrium phase transitions through a key indicator of system irreversibility.

DOI: 10.1103/PhysRevE.100.012104

I. INTRODUCTION

Thermodynamics states that while certain quantities in-
cluding the energy are ruled by a conservation law, the entropy
is not conserved. In the general case of a system coupled
with an environment, the time variation of entropy dS/dt has
two contributions: the flux to the reservoir ® and the entropy
production rate IT [1,2], that is,

ds
—- =10 - o). (1)

Since in the steady state the time variation of S vanishes,
dS/dt =0, IT1 = & and all entropy produced must be deliv-
ered to the environment.

The entropy production has been the subject of consid-
erable interest in physics [3-7], population dynamics [8],
biological systems [9], experimental verification [10], and
others. A microscopic definition of entropy production, in the
realm of systems described by a master equation, is given by
the Schnakenberg expression [11]:

W;iPi(t)

kg
() = 2 S (WiP(0) — WPy (1)1 ,
() > {W;iPi(1) j ](t)}nVi/iij(t)

ij

2

where Wj; is the transition rate from the state i to state
J with associated probability P;(¢) at the time 7, and Wj;
denotes the reverse transition rate. Equation (2) implies that
I1(¢) is always nonnegative because (x — y) In(x/y) = 0, van-
ishing when the detailed balance W;;P; — W;;P; =0 is ful-
filled. Thus, it distinguishes equilibrium from nonequilib-
rium systems. Defining the nonequilibrium entropy by S(¢) =
—kg >, Pi(t)In P(t), a microscopic relation for the flux ®(r)

2470-0045/2019/100(1)/012104(10)
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is obtained:

‘/Vi'
(1) =ks Y _Wi;In W—{P,-(t). 3)
- Jji

L

Equation (3) constitutes an alternative (and advantageous)
formula for evaluating the steady entropy production, since
it corresponds to an average that can be evaluated from the
transition rates and it will be the subject of analysis in the
present paper.

Despite the recent advances of stochastic thermodynamics,
a fundamental question is whether entropy production can
be utilized as a reliable tool for typifying nonequilibrium
phase transitions. Different studies have been undertaken in
this direction [4,7,8,12—18]. Some of them [4,7,8,18] indi-
cate that continuous phase transitions can be identified by
a divergence of the first derivative of I1 whose associated
exponent plays an analogous role to the specific heat. Other
features, such as stochastic thermodynamics of many-particle
systems at phase transitions to a synchronized regime have
also been investigated [14,16,17]. Despite such a progress,
a theoretical description of the entropy production at phase
transition regimes, mainly in the context of discontinuous
phase transition, has not been satisfactorily established yet.

In this paper we present a characterization of phase transi-
tions in terms of the entropy production. Our study embraces
the analysis of continuous and discontinuous phase transitions
within the framework of mean-field theory (MFT) and be-
yond MFT. It is based on general considerations about the
probability distribution related to the phase coexistence. The
description of continuous phase transition takes into account
the extension of finite-size scaling ideas and hyperscaling
relations to nonequilibrium systems. A general description of
entropy production for Z, (“up-down”) symmetry systems in
the realm of MFT is presented. Our main result is that a given

©2019 American Physical Society
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phase transition, whether continuous or discontinuous has a
specific entropy production signature. As an example of our
theoretical prescriptions, we shall consider the majority vote
(MV) model with inertia [19-23]. It constitutes an ideal labo-
ratory, since it presents continuous and discontinuous phase
transition in both regular [19,23] and complex structures
[20-22] displaying quite distinct features and universality
classes. Thus, the existence of different entropy production
hallmarks at phase transition regimes can be conveniently
compared with those obtained from order parameter analysis.

This paper is organized as follows: In Sec. II we derive a
general mean-field description for Z, (“up-down”) symmetry
systems. Sec. III presents a description of entropy production
at phase transition regimes beyond the MFT. In Sec. IV, we
exemplify our theoretical findings in the inertial MV model
and Conclusions are performed in Sec. V.

II. GENERAL MEAN-FIELD DESCRIPTION FOR Z,
(“UP-DOWN”) SYMMETRY SYSTEMS

We are dealing with phase transitions in systems with up-
down symmetry. Heuristically, a continuous phase transition
in such class of models is described by the general logistic
order-parameter equation:

im—a( — go)m — bm® )
"= 9 —4qc m-,

where g denotes the control parameter and a and b are positive
constants. It has two steady solutions: m® = 0 (disordered
phase) and m®® = +./a(q — q.)/b (ordered phase), stable for
low and large values of g, respectively. The phase transition
follows the mean-field exponent B,,; = 1/2 and m vanishes
as m ~ e~} for q < gq. when m <« 1. Conversely, one
requires the inclusion of an additional term +cm?> for report-
ing discontinuous phase transitions, leading to the following
expression [23]:

i _ _ —b 3 5 5
dtm—a(qb qQm —bm’ +cm’, )
where ¢ > 0 [23]. It exhibits three steady-state solutions
m: m®P =0, mS andm©). At g = q; = (b*/4ac) — qp, m
jumps from m; = m®(g) to m'® = 0. For g > ¢y, m be-
haves as m ~ ¢*@~9" for my < 1 irrespective the initial con-
dition my > 0. The frontier ¢ = ¢, separates the exponential
vanishing of m ~ ¢“%~9' (¢ > g;) from the convergence to a
well definite my = m)(q) (g < g) when my < 1. For g, <
q < qy (hysteretic branch), m behaves as follows: m(t —
00) —» mP if my < mY, m@t — o0o0) - m® if my > m@)
and only for mg = mY) one has m(t — o0) — m”). For this
reason mY) is an unstable solution.

Since the above phenomenological relations hide the ir-
reversible character which we are interested, we derive a
general expression for the entropy production taking into
account a generic dynamics with up-down symmetry. Each
site i of an arbitrary lattice topology is attached to a spin
variable o; that assumes the values 1. The transition rate is
given by the expression w(o;) = %[1 — qo;g(X)], with g de-
noting the control parameter and g(X ) expressing the generic
dependence on a local neighborhood of k spins. Only two
assumptions regarding g(X) are required. The first is that due

to the Z, symmetry, it depends on the sign of the local spin
neighborhood (odd function). Also, taking into account that
w(o;) is constrained between 0 and 1, the product |gg(X)| < 1
for all values of X . These assumptions allow us to rewrite g(X)
as g(X) = |g(X)|S(X), where S(X) denotes the sign function:
sign(X) = 1(—1) and 0, according to X > O(< 0)and X = 0,
respectively, where |g(X )| gets restricted between 0 and |g(k)|.
From the master equation, one finds that the time evolution

of order parameter m = (o;) is given by

d

7 (i) =
In the steady state, m = ¢(|g(X)|S(X)). For the evaluation
of T1, one requires the calculation of w;(c) In[w;(c)/w;(c/)]
given by

—2{oiw(0y)). (6)

1 — qlgX)|
1+ qlgCOl

The reverse transition rate w;(c /) was obtained by performing
the transformation o; — —o; resulting in w;(c’) = %[1 +
qo;g(X)]. The one-site MFT consists of rewriting the joint
probability P(oj, ..., 0%) as a product of one-site probabilities
P(o;)...P(0y), from which one derives closed relations for the
correlations and then the relevant quantities can be obtained
as function of the control parameters. Since the main marks of
critical and discontinuous phase transitions are not expected to
depend on the particularities of g(X), it is reasonable, within
the MFT, to replace the averages in terms of an effective g
given by

1
S loiSX) = qlg(X)1S*(X)] In @)

m = q{|gX)IS(X)) — q&(S(X)), ®)
1 1 —qlg(X)| 1. 1-gqg
E<a,-S(X)1n v el qlg(X)|> -5 In 1oz qg<o,~S(X)), )
and

(S7(X)).

%<|8(X)|52(X)ln M> L8, 1—as

=1In

1+ glg(X)| 2 1+g4gg

(10)

At this level of approximation the steady entropy production
then reads

1. 1—gg

I[T=—1In q(?

2 1+gqzg

Above averages are calculated by decomposing the mean sign

function in two parts:

[m(S(X)) — g&(S>(X))]1. Y

(SX)) = (S(Xy)) — (S(X-)), 12)
and
(S2(X)) = (S(X4)) + (S(X-)), (13)
with each term being approximated by
k
(SXe) =+ Y Ciphpl”, (14)
n=[k/2]

where [...] is the ceiling function and for S(X)[S(X-)] the
term C* takes into account the number of possibilities of a
neighborhood with »n spins in the +1[—1] states with associ-
ated probabilities p+ = (1 &£ m)/2. Equations (12) and (13)
become simpler in the regime of large connectivities. To see
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this, we first note that each term of the binomial distribution
approaches a Gaussian with mean kp. and variance o2 =
kp+p—, so that

k
k k—
E G, Pips" —
n=[k/2]

1 k

e
o2 Jikp2

-l

k(1/2 — p+)
—erf| ————=|§, 15
er[ V2o “ )

where erf(x) =2 f(; e dt /+/7 denotes the error function.

Since for large k, erf[k(1 — p+)/v20] — 1 ((S2(X)) — 1),
the expressions for m and IT read

olelf)

1. 1—gg[m?
M=_ln—2 [m—_ - qg} a7
2 1+4qglqg

respectively. At the vicinity of the critical point m behaves
as m ~ (g — g.)'/?. So that one reaches the following expres-
sions for the entropy production:

1 1+q§[qc—q }

_ (e—kpy)?
202

and

M~ -1In o = + gz, (18)
2 1-4q8l 48

for g < q., and
g. 14+qg
=2,
2 1—gqg

for g > q.. Hence, the entropy production is continuous at
the critical point g, with T, = "‘T'g In t—Z‘g. However, its first

derivative I1" = dI1/dgq is discontinuous, jumping from

Qng 1— Qng 11— QCg

= 252 ——In 5’
1—qgzg 2q.8 1+qg.8

19

H/

(20)

when g — ¢_, to

l—[/ _ quz

S 1-g2@

1—q.g
1+4.8

g
-3 21

when ¢ — ¢, whose discontinuity of _ig In %‘g is asso-
ciated with the critical exponent «,,,; = 0. Remarkably, having
the classical exponents B, and y, s (evaluated from the
order-parameter variance [24]), we see that the hyperscaling
relation o,,r + 2B,y + Yy = 2 is satisfied, reinforcing that
the criticality is signed by the jump in the first derivative of
I1, in close similarity to the specific heat discontinuity for
equilibrium systems.

Above MFT entropy production also predicts correctly
the signatures at discontinuous phase transitions. According
to Eq. (5), m jumps from m; = m®(gs) to 0 at ¢ = g5 =
(b*/4ac) — g, and thereby from Eq. (17) the entropy produc-
tion will jump from

1 _om? 14+qr8
= (qu -~ —1_) In [—f} 22)
2 qr8 1 —gqr8

to
 ltas
98y, [ﬂ_’} (23)
2 1 —qr8

Conversely, m jumps from 0 to my = m(g,) at g = gy, and
hence IT will jump from

 laes
ELLON [—+ 8 } (24)
2 1 —qpg
to
1 2 1+ g2
= (qbg - @> In [L’bg} (25)
2 qv8 1 —q»g

The bistable behavior in the entropy production not only
discerns continuous and discontinuous phase transitions but
also it properly locates the hysteretic loop. In the Sec. IV, we
show explicit results by taking an example of system with Z,
symmetry.

III. BEYOND THE MEAN-FIELD THEORY

The analysis will be splitted in three parts: discontinuous
transitions in regular lattices, complex networks, and continu-
ous phase transitions.

A. Discontinuous phase transitions
1. Regular lattices

Distinct works [21-23,25] have attested that discontinu-
ous phase transitions yield stark differences in regular and
complex networks. In the former case, it emerges through
sudden changes of |m, its variance x = N[(m?) — |m|?] and
other quantities whose scaling behavior goes with the sys-
tem volume N [see, e.g., Figs. 5(b)-5(d)] [22,23,25]. At the
vicinity of an arbitrary discontinuous phase transition point
qo, in which the correlation length is finite, the probability
distribution can be approximately written down as a sum
of two independent Gaussians, from which one extracts a
scaling behavior with the system volume [23,25-27]. More
specifically, the probability distribution is given by Py(m) =
PI(\,") (m) + Pli,d)(m), where Pli,“)(m) is associated to the phase o
(with order-parameter m,,):

VN exp{N[Agm — (m — my)*/2xa)1}
V2r  [F(AgG;N)+Fj(Ag;N)]

Parameters x, and Ag = gy — qo correspond to the distri-
bution width and the “distance” to the coexistence point g,
respectively. Although in principle the assumption of two
independent Gaussians can not describe properly a “weak”
discontinuous phase transition, in which an overlap between
Pji,") (m) and Pli,d)(m) is expected, its reliability has been ver-
ified in several examples of nonequilibrium phase transitions
with distinct properties [25,26], even in some cases in which
the overlap is observed.

Despite the steady entropy production displaying a non-
trivial dependence on the system features and on generic
correlations of type (o;), (0i0i+1), (0:0i+10i+2) and so on,
Eq. (3) depicts it as the ensemble average of a fluctuating
quantity, enabling resorting to the central limit theorem ideas.
The generality of order-parameter distribution for tackling the

P (m) = (26)
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phase coexistence [25] and Eq. (3) setting up ¢ as an ensem-
ble average suggests the extension of a similar relationship for
the steady entropy production. More concretely, we assume

that Py (¢) = P\”(¢) + Pji,d)(qb), where P\ (¢) is given by

VN expiN[Agp — (¢ — $a)*/(2X)]}
2w [Fo(Aq;N) + Fa(Ag;N)]
where each Gaussian is centered at ¢, with ), be-

ing the width of the ao—th peak. Given that Py(¢) is
normalized, each term F,4) then reads Fyu)(Aq;N) =

N o) eXPIN Aql Py + Xo)Aq/21}. The steady entropy
production IT = & is straightforwardly calculated from

Py(¢), ® = [°2 ¢Pn(¢)d¢, reading

Z (¢s + X0 Aq) F5(Ag;N)
F,(Aq;N) + Fy(Ag;N)

Py(¢) =

’

m= Q27)

o=o0,d

Close to the phase coexistence, in which Aq is expected to be
small, the terms O(Aq) dominate over O(Ag)?* and Eq. (27)
can be approximately rewritten as

_ «/Z@;“‘mfbd@_[v[@”_@'mq]
o Ko + A Kae N @o—¢a)Ad]

Note that the Eq. (28) reproduces the jump from ¢,(¢y)
when Ag — 0_(4) and N — oo (a third reason for assuming
Py(¢) as a sum of independent Gaussians). Remarkably, the
curves for different values of N cross at the transition point
Aq = 0 with

1

(28)

I = \/z o + \/EQSJ ] (29)

Vv Xo+ v Xd
The crossing point clearly discerns continuous and discontin-
uous phase transitions and can be used as an indicator of the
phase coexistence, as shown in Figs. 5 and 8 and in Ref. [28]
(Figs. 7 and 8) for a chemical reaction model.

2. Complex networks

Distinct works [21-23,29] have stated that in contrast to
regular structures, the phase coexistence in complex networks
is akin to the MFT (see, e.g., Fig. 1), whose behavior is gener-
ically characterized by the existence of a hysteretic loop and
bistability. The order parameter will present a spinodal line
in which along the hysteretic loop the system will converge
to one of the possible steady states depending on the initial
configuration. For locating the “forward transition” point g,
the system is initially placed in an ordered configuration
and the tuning parameter ¢ is increased by an amount &,
whose final state at g is used as the initial condition at g + &
until the order-parameter discontinuity is viewed. Conversely,
the “backward transition” point g; is pinpointed by starting
from the disordered phase and decreasing ¢ (also by the
increment §) until the order-parameter jump takes place. En-
tropy production also captures these features, which can be
viewed through a general argument for order-disorder phase
transitions. The order-parameter behaves as (o;) ~ N~'/2 in
the disordered phase and then a n—th correlation will behave
as (070i41...0i4n) ~ (0,)(0i11)...(Ci4n) = N~2. Hence in the
thermodynamic limit, all correlations will vanish in the disor-
dered phase and IT will depend solely on control parameters.

" o)=IT £o.078
0.08 0.08 O(t)= 0 : _
I I )]
0.06 0.06 ( 1 5
! o Im| &S El
0.04 0.04 - i El
Ao X 4
0.02 0.02 ;\ X D(t _1_[0'0]0 20 ‘40 60 80|
. \\\\\\( )= 1\ t
oL
20 40 60 80

FIG. 1. Panel (a) depicts the bistable behavior of IT for 6 = 0.43
and k = 12. Continuous (dashed) curves denote the stable solutions
for my > m® (my < m©). They coincide for f > f; and f < f,
and are different for f, < f < f;. Dotted curves correspond the un-
stable solutions for f, < f < f withm = m™@(f) if my = m V().
Inset: The same but for the order-parameter. In panel (b) the time
evolution of flux ®(¢) for distinct initial configurations and f =
0.078. Inset: The time evolution of m, where circles correspond to
the function m ~ %= valid for my < 1.

Contrariwise, (0;0;41...0i+,) presents a well defined (nonzero)
value in the ordered phase and IT depends not only on the
control parameters but also on correlations. So that, the jumps
at gy (from my = m(qy) # 0 to 0) and g, (from O to m; =
m(qp) # 0), commonly viewed in terms of order-parameter,
will also be present in the entropy production. The presence
of bistability implies that ®(¢) will converge to one of the
two well defined values, since along the hysteretic branch
the system behaves just like the disordered or the ordered
phase, depending on the initial condition. Although the above
argument is valid for a generic order-disorder phase transition,
it is expected to describe phase transitions different from the
order-disorder ones, provided the order-parameter and corre-
lations also present a hysteretic behavior. Thereby, both cases
reveal that the entropy production behavior also embraces
phase coexistence traits commonly treated in terms of the
order-parameter.

B. Continuous phase transitions

Albeit characterized by the vanishing of the order-
parameter |m| and algebraic divergences of other quantities
at the criticality, the behavior of quantities become rounded
due to finite size effects. According to the standard finite-
size scaling (FSS), they behave as |m| = N~#/" f(N'/V|¢]),
x = N"/"5N'"|e|) with f and & being scaling functions
and € = (¢ — q.)/f.. Typically, ¢, is located by choosing a
quantity that intersects for distinct system sizes. For order-
disorder phase transitions, the quantity U, fulfills the above
requirement, whose crossing value U; depends on the lattice
topology and the symmetry properties. Some papers [4,5]
have described similar scaling relation for the entropy pro-
duction. Close to the criticality IT and its first derivative
I = dI1/dq behave as T — T, ~ (g. — ¢)' ™% and IT" ~
(gc — q)~%, respectively. Above expression states that IT is
continuous, but the derivative I1" diverges at ¢ = ¢.. Due to
finite-size effects, it is reasonable to assume that IT" behaves
as IT" = N*/"h(N'/"|e|), with & being an appropriate scaling
function. From the exponents 8, « and y, we wish to check
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whether the hyperscaling relation o + 28 + y = 2, fulfilled
in the MFT approach, is also satisfied beyond the MFT. Here
we extend the entropy production analysis for continuous
phase transitions in random complex topologies.

IV. APPLICATIONS: THE INERTIAL MAJORITY
VOTE (MV) MODEL

A. Model and definitions

The previous predictions will be exemplified in one of the
simplest nonequilibrium phase transition model with steady
states, the majority vote (MV) model [19,20], defined as
follows: Each site i of an arbitrary lattice can assume ¢
possible integer values (o; = 0, 1, ..., § — 1). The dynamics is
ruled by the fraction wy of neighboring nodes in each one of
the g states plus a local spin dependence 08(o/, o;) (an inertial
term), Wy, = (1 —6) ZI;=1 8(of,0;)/k +068(0/, 0;), with o;
denoting the spin of each one of the k nearest neighbors
of the site i. With probability 1 — f (f being the misalign-
ment parameter) the local spin o; changes to the majority
neighborhood spin o] and with complementary probability f
the majority rule is not followed. For § =2 and 6 = 0, the
MYV becomes equivalent to the Ising model in contact with
two heat reservoirs, one being a source of heat, at infinite
temperature, and the other a sink of heat, at zero temperature
[19]. The contact with the first occurs with a given probability
and with the second with the complementary probability.
Recent studies [21-23] revealed that large inertia shifts the
phase transition to a discontinuous one for all values of 4.
An order-disorder phase transition arises by increasing f,
whose classification depends on 6 and the lattice connectivity
k. For low ¢ (§ <4) and 6 = 0 (inertialess regime), it is
always continuous [19-21], but the increase of § modifies
the symmetry properties (Z, and Cs, for § =2 and 3, re-
spectively), leading to different sets of critical exponents. The
phase transition becomes discontinuous for larger £’s when 6
goes up [21,23]. A given nth order parameter moment (m") is
calculated through the quantity (m") = (| Y1, €27/ N|"),
with (...) denoting the ensemble average. The n =1 is a
reliable order-parameter since m > 0 (= 0) in the ordered
(disordered) phases. The steady entropy production rate is
calculated from Eq. (3) through the expression

n=’e qiliw(a)ln wi(o) (30)
N e l wi(o7) [’

with w; (o) and w;(c/) being the transition rate and its reverse,
respectively. The latter is evaluated by taking transformation
of o; to one of its ¢ — 1 distinct values. For § =2, the
transition rate above is more conveniently rewritten by taking
the transformation o; — 20; — 1, so that w;(¢) and m reads
w;(o) = %[1 — (1 =2f)0;S(X)] and m = (0;), respectively,
where S(X) again denotes the sign function evaluated over the
local neighborhood plus the inertia X = (1 — 6) Zl;zl oj/k+
0o;. Thus, in such case X not only depends on the neighbor-
hood, but also on the local spin o;. The steady-state expression
for the absolute m reads

m = (1 =2f){S(X)). €29

To evaluate IT from Eq. (30) we take the ratio between
w;(o) and its reverse w;(c/) given by

wio) 1= =2)oS[Y) o)+ {%oi]
wi(ol) 1+ a- 2f)0i5[ Zﬁ':] o) — %Ui]‘

(32)

Inspection of the ratio above reveals that only local config-
urations with |Zl;:l o;| greater than k6 /(1 — 6) will con-
tribute for I, since only in these cases the ratio is different
from 1. Thereby, it can be rewritten as w;(o)/wi(c’) =
o:S'(X)In[f/(1 — f)], with S'(X) being the sign function
evaluated only over the subspace of local configurations in
which the ratio is different from 1 (for & = 0, it reduces to the
usual sign function). The expression for IT is then given by

1
I[T=—1In !
2 1—f

[(0:8' (X)) — (1 = 2£)(S*(X)N],  (33)

in such a way that it depends on the averages (0;S'(X)) and
(S%(X)).

B. MFT results

The (general) results from Sec. II can be straightforwardly
applied for the inertialess regime simply by replacing ¢ and
g(X) for 1 —2f and S(X), respectively. Although the main
aspects of phase transitions are expected not depending on 6,
in such case it is more convenient to use Eq. (33), due to the
dependence on the local spin. The MFT expression for m reads

1 1 —
m=(1- 2f>[<S[X+]>(¥> - (S[X_])(Tmﬂ.

(34)

As in Sec. II, for large k the (S[X1]) can be calculated from
Eq. (14), but the lower limits ny. depend on 6 and are given by

k(1 —20) k
ny=-———> and n_.=_———.
2(1-6) 2(1-6)
Note that both ny reduce to k/2 when 6 = 0. By performing

similar calculations that those from Sec. II, Eq. (34) in the
regime of large connectivities becomes

(1 — 2f)[erf(a) — erf(b)]
m= , (35)
2 — (1 — 2f)[erf(a) + erf(b)]

where erf(x) denotes the error function, with a and b given by

k 0 /
a=,/-|——+m| and b= ]i—e —m|.
211-6 211-6

(36)

As performed previously, the one-site MFT for IT is ob-
tained by replacing (o;S"(X)) for (0;) (S’ (X)), so that

1= 1ln !
2 1-f
Figure 1 summarizes the main results for the former case
for k = 12 and distinct inertia values. As predicted in Sec. II,
the order parameter jumps at f; and f, and the discontinu-
ities are also presented in the entropy production. Along the
hysteretic branch, ®(¢) converges to two well defined values

[m(S'(X)) — (1 =2f)S?XN]. (37
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FIG. 2. Left and right panels: Steady entropy production IT and
its derivative IT" versus f for low 6, k = 4 (top) and k = 12 (bottom),
respectively. Inset: the corresponding order parameter versus f.
Dotted lines denote the associated critical points.

which are IT; = I1(f, 8) and Iy = [I(m®, £, 0) in the re-
gion f, < f < f. The time evolution of m follows theoretical
prediction m ~ e“U»=/)" for my <« 1 (see inset symbols).

Figure 2 exemplifies the main results for continuous phase
transitions. In all cases, the entropy production increases until
a maximum at f = f* and then decreases for f > f*. For
the inertialess case or even the low 6, f* = f.. This can be
understood by resorting the findings from Sec. II [for ¢ =
1 —2f and g(X) = S(X)] in which in the regime of large k,
m and IT are given by

m= (1 —2f)erf (m\/§> (38)

and

1 2
n=imt

2 1-fl1-=-2f
respectively. At the vicinity of the critical point, where m
is expected to be small, the right side of Eq. (38) can be
expanded in Taylor series, allowing us to rewrite m solely in

terms of f and k:
12
m [ e = N, (40)

where B, = 1/2 is the critical exponent and

1 b
fnzi{l— ﬂ} 41)

- —2f)}, (39)

is the critical point. From Eq. (40) I1 behaves as [~
o 1 - 2 and = 2 n L for f — f”
and f > f., respectively, and hence l'[ is contmuous at the
criticality. Despite this, its first derivative IT" jumps from
In 1+ﬁ 2y, 1+f
2k 1— ﬁ 4 ﬁ

hence consistent with the

0.4 T 0.4

03 4 03F 4
. {1 . DIS |
02 192 ORD 1
01 4 ol 7
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%0102 03 04 05 % 0T 0303 0405

0

FIG. 3. Panels (a) and (b) show the mean-field phase diagrams
for k = 12 and k = 20 through analysis of entropy production. ORD
(DIS) denote the ordered (disordered) phases, whereas continuous
and dashed lines, correspond to the values of f; and f, respectively.
They coincide for continuous transitions, but are different for discon-
tinuous ones.

exponent o,y = 0. By increasing 6 (see, e.g., 0 = 0.4 and
0.3 for k =4 and k = 12, respectively), the maximum of Il
does not coincide with the jump of IT’ nor the order-parameter
vanishing. Thereby the present results (together with the
general description in Sec. II) unifies the description in the
MFT context, in which the criticality is not necessarily marked
by a peak in the entropy production but related to a peculiar
behavior of its first derivative.

Last, in Fig. 3 we plot the phase diagrams for k = 12
and k = 20 evaluated through the distinct entropy production
signatures. We see that both phase transition location and its
classification are in full agreement with those obtained from
order-parameter analysis (see, e.g., Fig. 1 in Ref. [21]).

A final comment concerns that the limit k — oo corre-
sponds to the complete graph regime. In this case, the expres-
sion for m and IT become

_ 6 _
a Zf)[(_e m) S(l—ee m) , (42)
2 (1 =2)[S(s% +m) +5(:5 — m)]
and
I[T=1In f — (1 =2/)Y,} (43)
1—f b

respectively, where Y, = {(1 +m)S[m+6/(1 —6)] — (1 —
m)S[m —0/(1 —0)]}/2. By combining the above relation
with Eq. (42), it follows that IT =0 and thus there is no
entropy production in the complete graph case. The reversible
character of the inertialess MV in the complete graph has
already been presented in Ref. [30] and our analysis not only
confirms it but also extends for the inertial regime.

C. Beyond the MFT: Numerical results in regular
and complex structures

Numerical simulations will be performed for distinct
lattices structures and neighborhoods. All studied structures
are quenched, i.e., they do not change during the simulation
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FIG. 4. Local configuration for a bidimensional lattice with cen-
tral site (red) and its first (1), second (2), third (3), and fourth (4) next
neighbors.

of the model. For a given network topology with N, f,
and 6 held fixed, a site i is randomly chosen, and its
spin value o; is updated (0; — o) according to W, =

1—0)Y5_,8(0/.0))/k + 08(0/, 7). with o; denoting the
spin of each one of the k nearest neighbors of the site i. With
probability 1 — f, o; changes to the majority neighborhood
spin o] and with complementary probability f the majority
rule is not followed. A Monte Carlo (MC) step corresponds
to N updating spin trials. After repeating the above dynamics
a sufficient number of MC steps (in order of 10° MC steps),
the system attains a nonequilibrium steady state.

Random regular networks have been generated through a
configuration model scheme [31] described as follows: For a
system with N nodes and connectivity k, we first start with a
set of Nk points, distributed in N groups, in which each one
contains exactly k points. Next, one chooses a random pairing
of the points between groups and then creates a network
linking the nodes i and j if there is a pair containing points
in the ith and jth sets until Nk/2 pairs (links) are obtained. If
the resulting network configuration present a loop or duplicate
links, then the above process is restarted.

The increase of connectivity k in bidimensional topolo-
gies is accomplished by extending the range of interaction
neighborhood. For example, k = 4, 8, 12, and 20 includes
interaction between the first, first and second, first to third
and first to fourth next neighbors, respectively, as sketched in
Fig. 4.

1. Discontinuous phase transitions

Figure 5 exemplifies such predictions for the MV in bidi-
mensional lattices with k = 20 and 6 = 0.375. The entropy
production curves follow the theoretical predictions [contin-
uous lines in Figs. 5(a) and 5(b)] from Egs. (28) and (29),
whose intersection among curves [Figs. 5(a) and 5(b)] occurs
at fo = 0.05084(5), in excellent agreement with estimates
obtained from standard techniques [25], 0.0509(1) (maximum
of x), 0.0510(1) (minimum of Uy = 1 — (m*)/3(m?)?), and
0.0509(1) [equal area order-parameter distribution Py(m)];
see, e.g., Fig. 5(d). Collapse of all data by taking the trans-
formation y = (f — fy)N (inset) reinforces the reliability of

0.006 =
0.8
0.004 0.6/~
m]
1 0.4
0.002 02
0.0504  0.0508 f 0.0512 0.0516 0
1500 frooe ] T ] .(C) g 0056 . ‘ , Id
_H r ‘i | fr o maxy ( )
0003 7: ¢ x  equal area
1000 — Uf,,,‘ 'l ‘ i | AL 0.054 — o minU4
Xhb 4 0o 4 \ ]
y 7
500 [~ ! PRoq — 0.052
& DGBW&QE
S iia s I
O'W TTyvells 0.05 . ! . !
0.0504 oososf 00512 0.0516 0 0.0005 N—l 0.001

FIG. 5. Bidimensional lattice with k = 20 and = 0.375. Panels
(a—c) show the steady I1, the order parameter |m| and the variance
x versus f, respectively, for distinct system sizes at the vicinity
of phase coexistence. Dashed lines: Crossing point among entropy
production curves. Continuous lines in (a) and (b) correspond to the
theoretical description, Eq. (28). Top and bottom insets: IT for larger
sets of f and collapse of data by taking the relation y = (f — fo)N,
respectively. In (d), the plot of the maximum of x, minimum of U,
and equal area order-parameter probability distribution versus N~!.

Eq. (28) for describing IT at the phase coexistence region. Out
of the scaling regime (f > f for large N), IT depends solely
on the control parameters (f and 6 for the MV), as can be
seen in the upper inset of Fig. 5. The crossing in both order
parameter and entropy production not only discerns the be-
havior from regular and complex topologies (see, e.g., Fig. 6)

I, T T
r forward a) 1
»— backward # f. @
0.01
I1 i
T
0.005 £
Ote ; |
| |, p 005 0f oIS
0.05 0.1 f 0.15 0.2 0 0.05 0.1 f 0.15 0.2
N UL B B AR T
1 \ LV =0.1 © £=0.2 (d)
0.017,‘ = 0.01 =0. |
o CO=T1, 1 ol |
0.0057" BT, = 0.005— B(O)=T1, I
L8 fl
I
oy 4 H I 4
Ay i
1 i
10 100 t 1000 10000 1 10 IOOt 1000 10000

FIG. 6. Panels (a) and (b) show the steady IT and |m| versus f
for k = 20, @ = 0.3 for the random-regular (RR) case with N = 10%.
Black and red curves correspond to the forward and backward “tra-
jectories,” respectively. Inset: the same but for & = 0.375. In panels
(c) and (d), the time evolution of ®(¢) for distinct initial conditions
my for f, < f=0.10 < f; and f = 0.20 > f;, respectively. For
larger inertia values (inset), the bistability extends over 0 < f < f,
also viewed from the behavior of steady IT.
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FIG. 7. Panels (a) and (b) show the phase diagrams for k =
20 for regular and RR structures, respectively, through analysis of
entropy production. ORD (DIS) denote the ordered (disordered)
phases and continuous (dashed) lines correspond to continuous (dis-
continuous) phase transitions. In panel (b), circles (x) correspond
to the increase (decrease) of f starting from an ordered (disordered)
phase.

but also discontinuous and continuous phase transitions (see,
e.g., Fig. 11).

Conversely, Fig. 6 depicts the main results for the MV
in a random-regular (RR) topology, for k = 20,60 = 0.3 and
N = 10* In such case, the entropy production reveals typical
signatures from aforementioned complex networks: the exis-
tence of a hysteretic loop [Fig. 6(a)] located at the interval
fy=0.055 < f < ff =0.15, in full equivalence with the
order-parameter branch [Fig. 6(b)] [21,23].

T
o N=20x 20
o N=30x 30
o N=40 x 40
N=50 x 50 |

\ ‘ \
0 0.0005 -1 0.001
N

FIG. 8. Regular lattice for k = 20 and 6 = 0.32: Panels (a)—(c)
depict the steady II, the order parameter |m|, and the variance
x versus f, respectively, for distinct system sizes at the vicinity
of phase coexistence. Dashed lines: Crossing point among entropy
production curves. Continuous lines in (a) and (b) are the theoretical
description presented in Eq. (28). Inset: collapse of data by taking
the relation y = (f — fo)N. In panel (d), the plot of the maximum of
x versus N~'.
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FIG. 9. For the RR structure, panels (a) and (b) show the steady
IT and |m| versus f for k = 20 and 6 = 0.35. In panels (c) and (d),
the time evolution of ® () for distinct initial conditions for f = 0.15
(bistable loop) and f = 0.25 (disordered phase), respectively.

The phase diagrams, calculated from the entropy produc-
tion analysis, are shown in Fig. 7 for both regular and complex
networks.

Figures 8 and 9 depict the main results for the bidimen-
sional and random-regular structures for § = 3, in which the
(3, symmetry leads to an entirely different critical behavior
from the § = 2 case. However, the phase coexistence portraits
are analogous to the previous ones, including the existence
of bistability (complex networks), crossing among curves at
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FIG. 10. Regular lattice for interactions between the first to the
third next neighbors (k = 12) and 6 = 0.2: Panels (a)—(c) depict the
entropy production IT, its derivative IT" and the variance x versus f,
respectively for distinct system sizes. Inset: the same but for fourth-
order reduced cumulant Uys. Dashed lines denote the critical point f,
evaluated through the crossing among U, curves. In panel (d), the
In xy, In|m|y and IT}, versus InN at f = f,.
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FIG. 11. Random regular (RR) network with k = 12 and 6 = 0O:
Panels (a)—(c) show the steady entropy production IT, its derivative
IT" and x versus f for distinct system sizes respectively. Inset: the
reduced cumulant Uy vs. f. Dashed lines denote the critical point f,
evaluated through the crossing among U, curves. Panel (d) depicts
the plot of In yy, In |m|y, ITy and In(f. — fy) versus InN at f = f,.

the transition point [fy = 0.14160(5)] and scaling with the
system volume (regular structures), thereby reinforcing the
robustness of our findings at discontinuous phase transitions.

2. Continuous phase transitions

Previous results show that irrespectively the value of
6 [23], the phase transition remains continuous in regular
structures when k& < 20 whose critical exponents are consis-
tent with the values 8 =1/8, y =7/4, and 1/v =1 [19].
Figure 10 illustrates continuous phase transition traits in terms
of the entropy production. Although IT is finite in the critical
point [Fig. 10(a)], IT" increases without limits as N — oo
[Fig. 10(b)]. For finite systems, IT}, evaluated at f = f, in-
creases with In N, consistent to a logarithmic divergence in
which one associates the exponent = 0 [Fig. 10(d)].

Figure 11 extends the analysis for RR structures. In that
case, the critical behavior follows the exponents §/v = 1/4,
y/v=1/2 and 1/v = 1/2 [32], rather different from 8 =
1/2,y = l1and 1/v = 2 (MFT) and those from regular lattices

(Fig. 10). In similarity to the bidimensional case, I1(f,) is
finite and ITy (f;) increases with In N, which is also consistent
to a logarithmic divergence and with the exponent o = 0. As
in Sec. I, such conclusions are reinforced by appealing to the
hyperscaling relation « + 28 4+ y = 2. Having the values of
B and y, we reobtain in both cases o« = 0. Last, the § =3
case is characterized in regular lattices by the critical expo-
nents f = 1/9 and y = 13/9. According to the hyperscaling
relation, the exponent associated with the entropy production
should read @ = 1/3. Very recently, the value ¢ = 0.32(2) has
been confirmed from numerical simulations in Ref. [33], in
full accordance with our theoretical predictions. The present
analysis not only puts on firmer basis the behavior of entropy
production at the criticality but also extends the hyperscaling
relation for nonequilibrium phase transitions.

V. CONCLUSIONS

Based on general considerations, the description of entropy
production at continuous and discontinuous (practically un-
explored) phase transitions was presented. Our main findings
are that continuous and discontinuous phase transitions can be
classified through specific (well defined) entropy production
traits in the realm of MFT and beyond MFT. Our approach
embraces fundamental aspects comprising the influence of
the lattice topology and symmetry properties. At the phase
coexistence, the entropy production presents a discontinuity in
a single (and well defined) point in regular lattices, whereas a
hysteretic loop is portrayed in complex networks. The former
case is also characterized by the existence of a crossing point
among entropy production curves for distinct system sizes. A
general description of entropy production in the framework
of mean-field theory for systems with Z, symmetry was
presented. Our work is a relevant step in trying to unify
the description of nonequilibrium phase transitions through a
key indicator of system irreversibility. As a final comment,
it would be interesting to consider the critical behavior of
entropy production (and its allied quantities) for systems
displaying other symmetries and universality classes, to verify
the reliability of finite size ideas presented here.
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