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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo tedrico da coexisténcia de condensa-
dos de Bose-Einstein atomicos e moleculares. Leva-se em conta a formacao de
moléculas (que neste trabalho serdo diatémicas) e a destrui¢ao delas através
de um termo de acoplamento apropriado na hamiltoniana do sistema, tra-
tando a fase molecular como um campo independente. Todos os calculos
serao feitos supondo um condensado puramente coerente com a aproximagao
de Thomas-Fermi, que consiste em ndo levar em conta a energia cinética do
sistema.

Um dos parametros naturais dos experimentos envolvendo os condensados
de Bose-Einstein atomicos e moleculares é o niimero de particulas. Porém,
neste trabalho e adotado um tratamento em termos do potencial quimico.
Tal abordagem mostra-se vantajosa para a construgao de diagramas que ca-
racterizam as condigoes de existéncia das diversas solucdes estaciondrias.

Sao apresentados muitos resultados analiticos. Por exemplo, o conden-
sado é fortemente influenciado pela diferenca de energia entre atomos e
moléculas. Outro resultado importante é que um condensado pode ter uma
solugao para cada regiao espacial, mantendo contudo a continuidade da dis-
tribui¢ao das densidades atomica e molecular. Além disso, sao apresentados
resultados numéricos incluindo condigoes proximas as experimentais. As di-
versas solugoes estaciondrias sao analisadas pormenorizadamente.
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Abstract

This work consists of a theoretical study of the coexistance of atomic and
molecular Bose-Einstein condensates. It takes into account the formation
of molecules (in this work they are diatomic molecules) and destruction of
molecules through an appopriate coupling term in the system hamiltonian,
treating the molecular phase as an independent field. All calculations are
done within the Thomas-Fermi approximation, which consists in not taking
into account the kinetic energy of the system.

An important natural parameter in experiments involving atomic and
molecular Bose-Einstein condensates is the number of particles. However, in
this work it is replaced a chemical potential. This approach is advantatageous
for the construction os diagrams that characterize the conditions of existance
of the various stationary solutions.

Many analitic results are given as well as numerical results including si-
tuations close to experimentaly realizable conditions. The several stationary
solution are studied carefully.
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Capitulo 1

Introducao.

A Mecénica Quantica foi o ramo da Fisica que mais contribuiu na com-
preensao dos sistemas microscépicos como o nucleo atémico, o 4tomo e as
moléculas. Porém, até pouco tempo atrds, as evidéncias de que sistemas
macroscopicos obedecessem as leis da Mecanica Quantica estavam limitadas
a efeitos decorrentes da quantizagdo da energia dos fétons ou do spin do
eletron. Por exemplo, a Mecanica Quantica descrevia bem o fenémeno do
paramagnetismo, o comportamento térmico de materiais a baixas tempera-
turas e a tecnologia usada na cria¢do do laser. Ou melhor, nio havia nenhum
sistema macroscopico cujo o comportamento sé podia ser explicado fazendo
com que os dtomos como um todo (ndo sé seus eletrons) assumissem um
comportamento quantico.

Na primeira metade do século X X, os fisicos Satyendranath Bose e Albert
Einstein identificaram uma transi¢do de fase na teoria estatistica para um
gas ideal quantico de particulas que obedece a estatistica de Bose-Einstein
[1]. Em tal teoria, observa-se que para um certo niimero de particulas, ha
uma temperatura critica abaixo da qual o estado fundamental adquire uma
populagao macroscopica de particulas, hoje em dia denominada condensado
de Bose-Einstein.

Se um condensado de Bose-Einstein fosse formado em laboratério, haveria
um sistema macroscopico de dtomos comportando-se segundo as previsoes
da Mecanica Quantica. Primeiramente, foram feitas experiéncias envolvendo
helio em estado de superfluido. Segundo os resultados tedricos e trabalhos
experimentais, aproximadamente dez por cento dos dtomos formariam um
condensado de Bose-Einstein. Porém, devido a alta densidade, tais particulas
estao tao correlacionadas que a analise microscépica torna-se muito complexa




[2]. A formagdo de um condensado de Bose-Einstein atémico ocorreu no
final do século XX, pois nesta época ja havia a tecnologia necessaria para
tal realizacao [3]. As experiéncias consistiram em resfriar e confinar milhdes
de atomos em um pogo de potencial, bem aproximado por um potencial
harménico (podendo ou ndo ser isotrépico) gerado através de armadilhas
magnéticas ou 6ticas (usando laser). Os dtomos usados eram metais alcalinos
com spin inteiro [4, 5, 6], em estado gasoso e com baixa densidade. Como
tais gases sdo bastantes diluidos, pode-se considerar que as fungdes de onda
associadas as particulas do condensado sdo independentes. Assim é possivel
desenvolver uma teoria de campo médio onde cada 4tomo estd em um estado
de particula independente. Apesar disso, a contribuigdo da interagao entre as
particulas para o campo médio é muito importante. Essa interagao é tratada
em termos de um potencial de contato efetivo. Assim, o hamiltoniano obtido

7

e:

H=—(0(VE) + [(VOREPR+ SN Er (LD

2m

onde V/(r) é o potencial de confinamento, e 3 é um termo associado 2 inte-
racao entre as particulas.

As condigoes em que um condensado de Bose-Einstein existe (balxa tem-
peratura, baixa densidade, interagoes interatomicas efetivas repulsivas dando
origem a condensados de dimensoes maiores que as do estado fundamental
da armadilha) permite fazer a aproximagao de Thomas-Fermi para calcular
a funcio de onda associada ao sistema. Esta aproximacao consiste em tratar
o hamiltoniano sem o termo que corresponde ao operador energia cinética
(—ﬁvz). Usando a aproximacao de Thomas-Fermi e definindo uma densi-

2m
dade de hamiltoniano H como H = [ Hd3r, obtem-se:

H=V¥+ %[‘W (1.9)

E possivel que dois condensados de Bose-Einstein coexistam em uma mes-
ma regiao do espago. Tal tipo de condensado é denominado hibrido. Ha
algumas situagdes em que isso ocorre: dois elementos quimicos; um mesmo
atomo em dois estados quanticos; moléculas formando-se em um condensado
atomico, constituindo-se em duas fases distintas.

No caso de dois elementos quimicos coexistindo em um condensado hibrido
é necessario levar em conta os hamiltonianos dos dois condensados. Além dis-




so, € necessario adicionar no hamiltoniano as interagdes entre as espécies de
atomos diferentes. Utilizando o indice a para um tipo de 4tomo e b para o
outro. O hamiltoniano fica:

i A
H=ValWal’ + TVl + VW2 + 20 + AT T (13)

onde o termo A estd associado a interagdo dos diferentes tipos de 4tomo.

H4 um trabalho muito interessante a respeito de um condensado de dupla
espécie de Tin-Lun e V. B. Shenoy [7]. A aproximacao de Thomas-Fermi é
usada de modo que a hamiltoniana do trabalho é a mesma acima. O numero
de cada dtomo de cada espécie é conservado de modo que hd dois vinculos.
Utilizando a calculo variacional encontram-se dois multiplicadores de Lagran-
ge: os potenciais quimicos. Dois eixos cartesianos correspondendo cada um
ao potencial quimico de um condensado formam um plano. Os potenciais
quimicos determinam as fungdes de onda de cada condensado. Assim, em
cada ponto do plano encontra-se determinadas as fungées de onda correspon-
dentes aos condensados. H4 outros experimentos envolvendo condensados de
dois elementos, porém nao usam a mesma abordagem do anterior para ana-
lisar o sistema fisico [8, 9, 10, 11].

Para um condensado hibrido de uma tnica espécie atémica em dois es-
tados internos distintos, haverdo dois condensados, cada um deles sendo for-
mado pelos dtomos em um dos dois estados. Ao contririo do condensado
de dois elementos, o numero de particulas de cada condensado nio é neces-
sariamente fixo, pois pode haver um mecanismo que garanta as transicoes
a— beb— a Quando um 4dtomo de um condensado muda seu estado,
ele passa a fazer parte do outro condensado. Para descrever isso é necessério
introduzir um coeficiente denominado “coeficiente de Josephson” a que cor-
responde a taxa de conversao dos dtomos de um estado em outro, ou seja,
as transigoes eletromagnéticas induzidas representadas efetivamente por um
termo adicional. Denota-se a fungao de onda de um condensado pelo indice
a o outro pelo indice b. A conversao de a para b corresponde & ¥*¥, sendo
que o inverso corresponde a ¥, ¥;. Assim, o hamiltoniano fica:

Aa A
H = Vo) +e,|Ta)® + 7|‘1"a|4 + Vol To|® + &5 | T |* + fl%l‘* + AT, T +
+a(‘l’;‘l’b+‘l’a‘lf;)

onde ¢, e £, sao respectivamente as energias dos estados atdmico e molecular.
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O que é realmente relevante € a diferenca de energia destes estados. Assim,
faz-se e, = 0 e €, = €. Deste modo, € fica sendo a diferenca de energia entre
os estados e a hamiltoniana fica escrita como:

N A
Ho= Vol + ZWel* + VW[ + e[ T " + " + Aol L[ +
+a (U0, + U, T;) (1.5)

Ha trabalhos em que um laser com a frequéncia correspondente a dife-
renca de energia entre os dois estados estimula as transigoes ja citadas. A
intensidade do laser determina a taxa de conversao dos d&tomos de um estado
em outro ().

Ha experimentos engenhosos onde a transigao de estados é garantida pe-
la transigao Raman [14, 15]. Esta consiste em fazer uma transi¢do proibida
através de duas transigbes intermedidrias permitidas. Dois lasers com as
respectivas frequéncias das transigdes sdo acionados. Controlando as inten-
sidades dos lasers é possivel controlar a taxa de conversiao dos dtomos de um
estado em outro («). As frequéncias dos lasers determinam a dessintonia (¢).

O terceiro caso é o condensado atémico-molecular. Nele os atomos for-
mam moléculas diatomicas, havendo um condensado de dtomos e outro de
moléculas. A hamiltoniana é andloga a anterior. Porém, para cada molécula
“criada”, dois dtomos “desaparecem”. Logicamente, para cada molécula que
“desaparece”, dois dtomos sao “criados”. Denota-se as atomos pelo indice
a e as moléculas pelo indice b. A criagao de moléculas é correspondente a
U2, e a dissolugdo a Y2y, A hamiltoniana fica:

T A
H= VLR ] L e 5”|pry4 IS AL AL
+a(U20, + U2T;) (1.6)

onde ¢ é a diferenca entre a energia de uma molécula e a de dois dtomos
desacoplados.

Para que um atomo possa integrar uma molécula é necessario que seu es-
tado interno sofra transi¢oes através de interagao hiperfina. Um dos métodos
para formar moléculas em um condensado é utilizar a ressonancia de Feshba-
ch. Tal ressonancia corresponde & condigdo em que a diferenca de energia ()
¢ préxima de zero. A diferenga de energia (¢) é denominada “dessintonia”.




H4 um trabalho que discute em detalhes tal fenomeno [12]. Em alguns ex-
perimentos um condensado foi confinado por armadilha ética e foi colocado
em uma regido do espago onde hd um campo magnético uniforme que varia
com uma frequéncia correspondente & dessintonia [13]. Assim a dessintonia
pode ser calibrada. Entao diversos condensados foram formados e observados
em diversos valores da dessintonia. Tal método pode nao ser o ideal pois ele
limita fortemente os estados moleculares relevantes.

H4 experimentos engenhosos onde a formagdo de moléculas é garantida
pela transicio Raman [14, 15]. Este experimento é o melhor para estudar
um condensado de Bose-Einstein atomico-molecular.

Nesta dissertagao, o estudo do condensado atémico-molecular é inspirado
no trabalho citado anteriormente de um condensado de dois elementos [7].
Para fazer um diagrama andalogo ao anterior ha a dificuldade de que o nimero
de dtomos livres e o de moléculas pode nido ser conservado. O unico vinculo
que existe é o nimero total de particulas (nimero de dtomos somado ao
dobro do nimero de moléculas). Entdo sé ha um potencial quimico. A outra
varidvel que deve acompanhar o potencial quimico deve determinar junto
com esta as fungdes do condensado atémico e do molecular. A varidvel que
sobrou é a dessintonia.

No capitulo 2 deste trabalho sao exibidas as diversas solugoes estaci-
onérias no plano que tem como abcissa a dessintonia e ordenada o potencial
quimico. Estuda-se detalhadamente um caso particular em que as solugoes
sao analiticas. As solucoes que estiverem associadas a densidades negativas
ou mesmo nao reais sao excluidas e as regides onde isso ocorre é determi-
nada. No capitulo 3 faz-se um estudo dos condensados uniformes. Ja no
capitulo 4 é feito um estudo dos condensados nao uniformes, com todas as
possiveis solugdes sendo detalhadamente estudadas. Enfim, no capitulo 5
estd a conclusao.



Capitulo 2

Estudo dos condensados de
Bose-Einstein atomicos e
moleculares.

2.1 Estudo de um condensado Bose-Einstein
atomico
A energia H de um condensado de Bose-Einstein pode ser escrita como:

1 el (2.1)

onde a densidade de hamiltoniano H é dada pela equagdo abaixo. V(r) é
um potencial externo sendo 7 = 0 o ponto onde o potencial é nulo, A é um
coeficiente ligado a interagdo atomo-atomo e ¥(r) é a fungdo de onda. Na
aproximac¢ao de Thomas-Fermi, despreza-se a energia cinética. Assim:

H = VIR + 2120 (2:2)

O estado fundamental do sistema pode ser aproximado pelo minimo de
H. Para calcular este minimo, basta usar um conhecido multiplicador de
Lagrange: o potencial quimico . O vinculo é o nimero de particulas V.
O sistema estudado fica sob tal condi¢do que o numero de particulas nao se
altera. Define-se uma densidade de particulas p tal que N = [p d®r. Mas
também é verdade que N = [ |¥(r)|?d®r. Assim, p(r) = |¥(r)|%.




s

Entao, usando o método dos multiplicadores de Lagrange, deve-se mini-
mizar H — pN. Omitindo a dependéncia em r obtem-se :

H-puN = [Hdr —pu [ pd'r = [(H = pp)d'r (2.3)

Para H — uN ser minimo, o integrando (H — pp) deve ser tal que qualquer
variagao deste nao altere o termo (X — pp) em primeira ordem. Assim:

H—uN — H —puN +§(H — uN) (2.4)
[O=ppydr = [0 = pp)dr + [ 6 — po)er (2.5)
H—pp— (H— pp) +6(H — pp) (2.6)

Sendo que

A A
Ho—pp=VIZP + S0 = ¥ = (V - o+ o) (27)

Definindo v = p — V obtem-se

A
H—pp= —qufl2+§\‘1’|4 (2.8)

Como o parametro de variagao na fungao (H—pup) é ¥, entao para calcular
8(H — pp) da 2.6 deve-se fazer ¥ — ¥ + §W¥. Assim:

|2 = T — B (¥ +§0) = |T]? 4 T*50 (2.9)

T2 — |2 4+ T 5T (2.10)

T = (U2 = (122 + T'60)° = [T + 2TPU 80 + (¥°50)°  (2.11)
Desprezando os termos de variagao de segunda ordem, obtem-se:

[Tt — || + 2| 0|20 6T (2.12)

Substituindo tudo isso nas eqs. 2.6 e 2.8 chega-se a:




(H — up) + 6(H — pp) = —v(|T? + T*6T) + %(1914 + (TP (2.13)

Fazendo a 2.13 — 2.8 obtem-se:

A
6(H — pp) = —v¥7o¥ + 521\1112\11*&1; = U*(—v + A\¥[2)oT (2.14)

Fazendo §(H — pup) = 0 e olhando para a 2.14, conclui-se que um dos
fatores é zero. Como 0¥ é arbitrario, somente os outros dois fatores podem
ser iguais a zero. Entdo a 2.14 tem duas solugdes: o primeiro fator é zero ou
o segundo fator ¢ que é nulo. O que resulta: —v + A\|¥|2 =0 = |¥[* = X
Assim:

Solugao trivial:

T =0 (2.15)
Solugao nao trivial:

2 124
o =5 (2.16)
A primeira solugéo exige que haja vécuo, poisse ¥ =0 = N = [ pd*r =
[ |¥|?d®r = 0. Assim, tal solugdo sé é valida quando a segunda nao o for.
J4 a segunda solugdo ndo exige vacuo. Porém, ela sé é vélida para |¥|? >

0. Assim, |¥|> > 0= —% > 0 = v < 0 pois A é positivo. Entao:

v>0= [U)2=2 (2.17)

>

v<0=¥=0 (2.18)

No limite v — 0, tanto pela direita como pela esquerda, ocorre |¥|? = 0.
Logo a fungao |¥|* é continua. Assim, a transi¢do do condensado atémico
para o vacuo nao é abrupta. Pode-se dizer que v = 0 é a borda do condensado
atomico. Para visualizar tal situagdo basta olhar para o gréfico abaixo onde
é exibida a densidade |¥|?> em fungio de v (figura 2.1). Note que como
V = V(r) (supondo um potencial isotropico) e nos experimentos V' cresce
com o raio, entao v tem como valor maximo p. Assim, conhecendo u e
sabendo que v diminui até o valor zero é possivel saber a distribuigao espacial
do condensado. Como o condensado é limitado pela condigao v = 0 o raio
deste serd aquele que satisfaz a equagdo V(r) = p.
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Figura 2.1: Grafico de um condensado de Bose-Einstein atémico. A abcissa
corresponde ao potencial quimico efetivo v e a ordenada & densidade |¥|?.

2.2 Coexisténcia de condensado atémico e mo-

lecular

Agora os calculos serao modificados de modo a levar em conta a formagao
de moléculas a partir de dtomos do préprio condensado. Representa-se as
fungoes de onda de dtomos e moléculas respectivamente por ¥, e ¥,. Para
escrever a densidade de energia correspondente a tal situagao, basta modificar
a densidade de energia de modo a incluir a presenga de moléculas: além
da interagao dtomo-adtomo (indice A;), havera interacdo molécula-molécula
(indice Ap) e interagdo dtomo-molécula (indice A). Acrescido a isso, a energia
dos dtomos separados (e,) é diferente da dos dtomos unidos (e). Haverao
dois potenciais: um a que estdo sujeitos os dtomos V, e outro a que estio
sujeitas as moléculas V3. Além disso, hd um coeficiente o que caracteriza
a taxa da conversao de dtomos em moléculas (representada como a fungao

U, ¥;?) e vice-versa (representada como a fungio ¥;¥

2
a’

que é o complexo

conjugado da primeira funcdo). Usando a aproximagio de Thomas-Fermi,
serao desprezados os termos de energia cinética dos dtomos e das moléculas.

H:f%d%
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(2.19)




Aa A
?{:xumﬁ+7mv+M%F+mhﬁ+§WW+M%P+
AT 2| T 2 + (PTG + U, 007) (2.20)

Tal equacio pode ser simplificada. Primeiramente, o que interessa nas
energias atémica e molecular nao sao seus valores e sim a diferenca entre
eles. Entao, define-se g, =0 € &, = €.

Em segundo lugar, tal estudo serd restringido a potenciais isotrépicos
harmoénicos. Assim é possivel gtgroximar os potenciais V; e V}, por osciladores
harménicos simples. V, = m*5— e V, = M “—, onde m e M sao respectiva-
mente a massa de um atomo e a massa de uma molécula, e r é a distancia
a origem do potencial. Considerando o caso de moléculas diatémicas, faz-se

M = 2m. Entao, com todas estas consideragoes V;, = 2V,. Logo:

Mg A
Ho= Val@al + ST+ (2Va + €)W + Z Il + A Tal’ [T +
+a (V20 + T, 052) (2.21)

Analogamente ao caso atdmico, no condensado atémico-molecular o niimero
de particulas ficara constante. Porém, desta vez, parte dos 4&tomos estara na
forma atomica enquanto outra estara sob a forma molecular. Lembrando que
cada molécula tem dois atomos e definindo N, o numero de dtomos isolados
e Ny o de moléculas, o numero total dos atomos é N = N, + 2N,. Também
pode ser definido pg, ps € p tal que N, = [ p,d®r,Ny = [ pyd®r e N = [ pd®r.
Analogamente ao caso atomico, p, = |¥,|? e py = |¥s|?, onde p = p, + 2ps.

A energia deve ser minimizada. Assim como no caso anterior, serd usado
o multiplicador de Lagrange p. O vinculo sera o numero total de dtomos N.
Serdo achados os minimos da quantidade (H — plV).

BN fﬂd% . ,l[pd?’f = /’}{d3r - pf(pa + 20,)d%r =
= [ - woa +20)r (222)

Seguindo um procedimento totalmente andlogo ao da secao anterior, para
minimizar (H — pN), basta minimizar o integrando (% — pp). Seu valor é
determinado pela subtracdo da 2.21 por up = u(pa+2ps) = p(|¥a|* +2|04|%):
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A A
H—pp = (Va— ¥l + FIU" +(2Va + £ — 20)|T° + —231%,!4 o
AT |82 + (T} + T, 057 (2.23)

Analogamente ao caso atémico, define-se v = p — V,. Substituindo na
eq.2.23.

Aa A
H—pp = (DN’ + FI + (e = )T + 2 T|* +
AL 2|52 + (P2} 4 T, 022 (2.24)

Tal como no caso atémico, deve-se verificar se uma variagio em (H — pp)
é nula. Novamente, em analogia com o caso atémico, os parametros a serem
variados sao ¥, e ¥,. De acordo com a eq.2.10 e 2.12.

[Wa|* = |¥,|* + ©307, (2.25)
|Ws|> — |Ws|* + 36T, (2.26)
[Ta|* = [q* + 2| T[0T, (2.27)
[Ty — (! + 2| W37 T;6T, (2.28)

Usando as eq.2.24 e 2.25, e desprezando termos de segunda ordem:

|Wa? [T = (| Tal? + TL6T,) (| U7 + T}6T,) (2.29)

Assim:

[T 2T — [Wal?| W) + |Wa? Vs 0T, + U6, | T, [ (2.30)

Continuando com os mesmos raciocinios:

W20, — U0, + 60,) = 20, — U220, 4+ U250, (231
U020, +69,)2 = U302 — U2 4 200,60, (2.32)
13



Entdo, da eq.2.24 até 2.32 obtem-se uma expressio ansloga 3 eq.2.13:

H—pp+d(H—pp) = (—v)(|Va|?+ T260,) +

+7“(|\I’ |+ 2| W, |2 0r60,) +

+(s 2w)(1s|* + T;60;) +

PR+ 20,5, +

FA( Lo T |* + |Va | V6T, + 500, |T4)?) +
+a(U2T, + U260, + Uy U2 4 2030, 6,]2.33)

Fazendo a eq2.33 — eq.2.24 obtem-se:

S(H — pp) = ST (—vT% 4+ A UL [T, 2 + AT +
+2a0;¥,) + 8Up((—2v + &) ¥F + A5 | T2 +
AT, 2T} + l2?) (2.34)

Tal acréscimo deve ser nulo, pois o ponto é de minimo (ou méximo).
Como 61, e 0¥, sdo arbitrarios, faz-se com que aquilo que multiplica tais
fatores seja nulo ! Assim, obtem-se duas equagoes:

U (—v + Ag|Tal? + A[T)%) + 20050, =0 (2.35)

Uy (=20 4 € + A Ts|2 + AT, %) + @22 =0 (2.36)

As solucoes de tais equagdes sao os estados estacionérios do condensado
de Bose-Einstein e sdo andlogas a eq.2.14. H& quatro solugdes para elas,
havendo somente trés validas fisicamente.

2.3 Estados estacionarios de um condensado
atOmico-molecular

A primeira solugdo para o condensado atémico-molecular é ¥, = 0 e ¥, =
0. Esta é a solucdo trivial. Tais valores de fungdes de onda implicam em
|¥,|?> = 0e [Ty = 0. Logo nao hé dtomos nem moléculas: é o vacuo. Nao
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ha nenhuma restrigao a tal solugdo. Porém sempre que houverem particulas
no sistema havera uma regiao no espago onde nao pode haver vicuo. Assim,
tal solugdo s6 valida onde outras solugdes mostram-se impossiveis.

Ja a segunda solugao estacionaria é ¥, = 0 e ¥, # 0. Tal solugdo é um
condensado exclusivamente molecular, pois ndo h4 4tomos (|¥,|* = 0), mas
h4 moléculas (|¥p|? # 0). Substituindo ¥, = 0 na eq.2.36, obtem-se uma
expressao do tipo 0 = 0, ou seja ¥, pode assumir qualquer valor. Porém,
tomando a mesma solu¢ao na eq.2.36 chega-se a expressao:

p(—2v + e+ Xp|Tp)?) =0 (2.37)

Como nesta solugao ja foi imposto que ¥, # 0 resta apenas:

—2v+¢+ /\bl\pblz = [ (238)
Cuja solugao é:
9
| s (2.39)
Ab

Tal solugéo, ao contrédrio da primeira, nem sempre é valida. Como |¥,|? >
0 = v > 3. Esta condigdo estd associada ao fato de “c” ser a quantidade de
energia necessaria para dois dtomos formarem uma molécula.

E interessante notar que no limite v — $=|¥,|> = 0. Parav = § a
primeira e a segunda solugao coincidem. Assim, nio existe uma transigao
abrupta do condensado molecular para o vacuo. Isto é andlogo ao que acon-
tece na solugdo atomica (ver 2.17 e 2.18). Neste caso o potencial quimico
efetivo de uma molécula é 2v (pois tem dois 4tomos). Como a dissociagdo
de moléculas é proibida faz-se ¢ = 0. Fazendo as substituigdes 2v — v e
e — 0 as 2.17 e 2.39 ficam iguais.

Qutra solugao a ser testada é ¥, # 0 e ¥, = 0. Substituindo nas egs.2.35
e 2.36 obtem-se:

TH(—v + Aa|Tu|?) =0 (2.40)

a¥: =0 (2.41)

Olhando para a eq.2.41, @ # 0 = ¥, = 0, o que torna a condigdo
¥, # 0 e ¥, = 0 nao estaciondria. A condigio ¥, # 0 e ¥, = 0 indica
que o condensado € exclusivamente atémico, pois h4 dtomos (|¥,|* # 0) e
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nio ha moléculas (|¥,|* = 0). Assim, havendo 4tomos haveré a formagao de
moléculas. O contrario ndo € valido. Como « estd associada & formagao e
dissolugao de moléculas, pode-se interpretar um condensado exclusivamente
atémico como tendo a — 0. Pela eq.2.41, neste limite ¥, pode ser diferente
de zero. Neste limite particular, pela eq.2.40, [¥,[|* = 3= (o que corresponde
a eq.2.17 que é um condensado atoémico). Ha a restrigio v > 0. Porém o
exatamente zero nao tem como solugoes as egs.2.35 e 2.36. Assim, a solucao
que seria terceira nao serd estudada.

A terceira solucdo é ¥, # 0 e ¥, # 0. Esta a solugdo é a mais interessante
porque nela ocorre a coexisténcia dos condensados de Bose-Einstein atémico
e molecular. Como ¥, e ¥, sdo fungdes complexas, pode-se representa-las
na forma polar como ¥, = |¥,|e'%s e ¥, = |¥,|e*%. Assim, multiplicando a

eq.2.35 por ¥, e a eq.2.36 por ¥, obtem-se:

[Wal?(=v + Ag| o] + A[Ty[?) + 200203 = 0 (2.42)

[Ty |2 (=20 + £ + Xo|Up|* + A|To|?) + @T22T, = 0 (2.43)

Escrevendo ¥2¥; na forma polar obtem-se (|¥,]e*)?|¥,|e~"¢ =
| U, |2y |e¥(?Pa=%) . Definindo ¢ = 2¢, — ¢ = V2U} = |¥,|?|¥;e*?. Entdo,
U2y, = (V203)* = |U,)%|Psle . Substituindo tudo nas eqs.2.42 e 2.43
obtem-se:

W2 (=v + Aa|Ta|? + A T4)%) + 20| Ty || W6 = 0 (2.44)

[Wp2 (=20 + € + M| T | + A To)?) + | T, [} T4le ™ =0 (2.45)

Como ¥, #0e WU, #0=|U,] #0e |T, #0. Assim as eqs.2.44 e 2.45
ficam

U+ AT, + AT |2 + 20| Tyle® = 0 (2.46)

[T|(—=20 + & + A | T + M| Taf?) + | Vo’ = 0 (2.47)

As eqs.2.46 e 2.47 sao homogéneas. Assim, tanto a parte real como a
imaginaria sao nulas em cada uma delas. Os termos (—v + A, |Wo|? + A|Ts|?)
e |Wp|(—2v+e+As| Vs |2+ 2|V, |?) sdo reais. J4 os termos 2| Uple? e | P, |2e ¢
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A primeira solugdo, 0 vacuo, nao seré alterada
X € nem de A e é sempre valida.
J4 a segunda solugao, em termos de A fica

Ppois ndo depende de A,,

[¥a| =0 (2.60)
_ (v
Das eqgs. 2.52 e 2.53 da terceira solugdo obtem-se em termos de ):
—V + AT + A Ts|* + 20|48 = 0 (2.62)
[Ws| (=20 + & + AT + AT, |*) + | T, [?8 = 0 (2.63)

Isolando |¥,|? em 2.62 obtem-se
v —2a8|¥
[T|* = (——T|—b|) — T2 (2.64)

Aplicando 2.64 em 2.63 obtem-se uma expressio independente de |¥,]|.

Apés manipulagdes algébricas e usando as propriedades 2.54 e 2.55 chega-se
a

1 (Ae — Av — 2a?) v
— || — Ligiehger
2| B — 8 e | W] - (2.65)
Neste ponto é conveniente definir duas novas funcées: B e C.
Ae — Av — 202
8= _
o (2.66)
v
C=— 2
o (2.67)
Escrevendo a eq. 2.65 com as defini¢es de B e C tem-se:
1 C
§|‘I’b|2 = BBV = Gl (2.68)
A solucao de tal equagao é:
¥ =8B+ +vB2+C (2.69)
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Figura 2.2: Tanto a abcissa (dessintonia) quanto a ordenada (potencial
quimico efetivo) estdo com a escala de uma unidade para % Em todos
os diagramas v x £ a seguir tal unidade sera mantida. A reta que divide o
plano é v = 5. Acima da reta ha a solugao molecular e abaixo hd vacuo.

Sabendo o valor de |¥,| e usando a rel. 2.64 chega-se ao valor de |¥,|°.

Ha trés condigoes para que a solugao apresentada seja valida:

* | Wy deve ser real, logo B2+ C > 0;

Tl > 0=—0B LB £ >0

*Ea =0,

Para que tudo fique claro, tais condigoes podem ser visualizadas num
grafico v x €. Estes sao os parametros de controle da experiéncia. Um
exemplo da praticidade de tal método é representar neste grafico a solugao
molecular. Como foi visto, pela 2.39, tal solugao sé pode ocorrer quando
v > £. Graficamente isto € representado pela fig. 2.2.

2.4.1 1° restricao para a existéncia do condensado
atomico-molecular

Para provar a primeira condigao, o teste serd por absurdo. Ver-se-a onde a
solugdo é valida em B? + C < 0. Das rels. 2.66 e 2.67:

(Ae — Av — 2a?)? ey
(6a))? 3A
Apéds algumas manipulacoes algébricas onde v é isolado:

<0 (2.70)
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2

2
5—89;——2% 15012—3/\8<V<E‘-—8%\—+2%\/156¥2—3A5 (2.71)

Para facilitar a notagao definem-se as curvas

2
L&:E—S%dﬂ%JBM—Bk (2.72)

Assim, se B2+ C < 0 = v_ < v < v,. Tal regido é denominada
“zona proibida” pois a solugao atomica-molecular nao é vdlida nela. A regiao
proibida nao atinge valores infinitos de v. Para que a curva v, exista, olhando
a prépria definigdo, 2.72 é necessario ter (1502 — 3Xe) > 0. Logo a curva vy
ndo existe para (1502 — 3Xe) < 0 = € > 55,

Entao a “regido proibida” fica definida como ZP:

U sV (2.73)

Antes de prosseguir analisa-se as curvas v, e v_.
Faz-se a hipdtese v, > 0. Tomando a definigdo 2.72 e fazendo manipu-
lagoes algébricas tem-se:

2
2% 15a2—3hs>8%%—-£ (2.74)

Claramente o 1.° membro da inequagao é positivo. Tomando a defini¢iao
273, como v. < 5"‘72 o QT —€) > 0. Como os dois membros da inequagao
sao positivos, elevam-se os dois ao quadrado. Apds manipulagdes algébricas
chega-se a

0>(%?—5V (2.75)

O que constitui um absurdo, o quadrado de um numero real nunca é
negativo. Assim, é impossivel v, > 0.

E interessante descobrir o ponto onde v, = 0. Faz-se 0 = (2‘;2 —£)?o
que resulta:

2

u+:0$6:2%- (2.76)

E facil ver que a hipdtese v, < 0 nao conduz a nenhum absurdo. Assim:
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potencial quimico efetivo X detuning

Figura 2.3: Plano v x €. As curvas v, e v_ interceptam-se no ponto € = 5‘;—2
ev= —3%. A zona proibida Z P é aquela limitada pelas curvas.

Levando em conta que 2§v/15a® —3Xe > 0, entdo v, = € — 85’; +
22,/T507 — 3Xe > € — 8% — 22/150% — )¢ = v_. Logo, v4 > v_. Unindo
tal informacao com a eq. 2.77 tem-se:

No caso limite v, = v_ obtem-se pela def. 2.72 , 2§\/15a2 —3Xe
—224/15a% — 3Xe = 2§V15a? — 3Xe = 0 = 1502 — 3de = 0 = € = 5%..

Substituindo tal valor de € em v, obtem-se:

~—

2 ”

o? a?
—py. =3 =—Seg=5§— 2.7
el o 3 (2.79)

Finalmente o esbogo da figura estd acima.
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2.4.2 27 restrigao para a existéncia do condensado
atomico-molecular

Ja excluindo a “zona proibida” ZP, analisa-se a segunda condigdao para a
existéncia do condensado atdmico-molecular: |¥y| = BB + /B2 + C > 0.

Porém, antes analisa-se a condigdo limite |¥;| = 0. Isto implica em
BB+ vB*+C =0 = BB = Fv/B?+ C. Elevando os dois membros ao
quadrado e fazendo manipulagdes algébricas chega-se a C = 0. Pela def.
2.67, C =0 = v = 0. Substituindo |¥;| = 0 e v = 0 na rel. 2.64 obtem-se
|¥,|? = 0. Assim:

Wi ==t =010 1|2—0 (2.80)

Assim, para |¥,| = 0 a regido no gréifico v x € correspondente é v = 0.
Assim, divide-se o espago v X € em duas regioes cuja a “fronteira” é v = 0.
Como a “zona proibida” ZP “toca” oeixo v =0em e = 29;— entdao o plano
fica dividido em trés regioes definidas como:

e Regiao Av > 0
e Regido Bry <v <0parac < 2%;

e RegiadoC vy <v<0Opara2f <e<b%
2
o
ey P parae =9
02
ev=0parac > o

Tais regides estao representadas na fig.2.3.

Agora procede-se a andlise das regides. Comeca-se pela reg. A. Nela
v > 0, que pela def. 2.67 implica em C > 0 = vB?+ C > |B|. Define-se
também A = —B onde neste caso vA? + C > |A|. Para a solugdo |¥,| =
B+ +vB2+C (B = +1 e sinal “4”), tem-se |¥,| > 0 porque B > 0O e
VB2+C >0. Japara B<0fazse A>0= |¥|=-A+VA2+C >0
pois VA2 + C > |A|. Assim |¥,| = B+ v/ B? + C é solugao aceitavel na reg.
A.

Ja a solugao |¥y| = B — v/B?+C com B > 0, tem-se |¥,| < 0 pois
vVB2+C > |B|. ComB<0= |V =-A—+vVA?+C <0. Assim, |¥,| <0
tornando a solugdo |¥,| = B — v B? + C invélida na reg. A.

E a solugdo |¥y| = —B++/B? + C, para B > 0 é véilida porque v B2 + C >
|IB| = |¥s] = —B+ v/B*2+C > 0. Com B < 0, obtem-se |[Ty| = 4 +
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VAZ+C > 0pois A >0e A2+ C > 0. Assim a solugio |¥;| = —B +
V/B? + C é vélida na reg. A.

Resta analisar a solugao |¥y| = —B — vVB?+C. Para B> 0= —B —
VB2 +C <0porque B>0e+vB2+C >0. Com B <0, tem-se |¥y| = A—
VA? 4+ C < 0 pois VA2 + C > |A|. Entao a solugdo |¥y| = —B — VB2 +C
nao é valida na reg. A.

Entdo na reg. A sdo validas apenas as solucdes da forma |¥,| = 8B +
v/ BEE O

Antes de analisar a reg. B, faz-se a hipétese B > 0, usando a def. 67
implicaem (Ae — v —2a?) > 0=>v <e-— 2%\3. Analogamente, se B < 0 =
v>e— 2"’72. E facil mostrar quese B=0& v =¢— 2‘;—2. Geometricamente:

A2
BEO=>1/§£—2T (2.81)

2
Bgo:'uza—z% (2.82)

Aretayv=¢— 2%\3 intercepta o eixo € no ponto v =0 = ¢ = 29;. Tal
ponto é o mesmo onde a curva v, cruza o eixo €. Assim, resta saber se a
curva ¥ =€ — 2%\3 intercepta outros pontos da curva v,.

Hipodtese: vy > 6—29;—2-. Apos manipulacoes algébricas e usando a def.2.72
obtem-se v/15a? — 3Xe > 3a. Como para € < 5“—2, ambos os lados sao
positivos elevam-se os dois membros da inequagao ao quadrado. Com outras
operagoes algébricas obtem-se £ < 29‘,\—2. Assim a hipdtese v, > ¢ — 29; s6 é
valida para € < 2%2.

Como a reg. Binclui vy <v <0 parae < 29; entdo, usando as eq. 2.82
u2u+25—2"72:>u25—29‘;:>3§0. Assim, na reg. B, B < 0.
Para facilitar os calculos, testa-se as quatro solugoes usando A = —B, onde
A deve ser maior que zero. Nareg. B,v<0=C<0=+B?>+C < |B|=
v A2 + C < |A| = A. Usando todas as informagdes acima testa-se as quatro
solucgoes de |l

o [¥y|=B++vVB*+C=-A++vVA?2+C <0 pois VA2 + C < |A[;
¢ |U)|=B—+vVB2+C=-A-VA2+C <0poisvVA2+C >0e A>0;
o |¥y|=-B+vVB2+C=A+vVA?+C>0poisVA2+C >0e A>(;
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o |Uy|=-B-VB2+C=A—+A*+C >0 pois VA% + C < |A|;

Logo, as solugdes véilidas na reg. B sio do tipo |¥y| = —B £ VB2 +C.

Fazendo a hipotese vy <€ — 2% obtem-se por trabalho algébrico
V15a2 — 3¢ < 3a. Como ¢ < 5%, os dois lados da inequagio anterior
podem ser elevados ao quadrado resultando 1502 — 3ae < 9% = ¢ > 2"‘;4
Mas como ¢ < 59;\3 entao vy < ¢ 5 29; para 2“"; e 5"‘—;.

Faz-se a hipétese v_ > ¢ — 2. Pela rel. 2.72 isto implica em
—2"‘72 V15a2 — 3Xe > 6"7 O primeiro membro é menor que zero sendo que

é igual a este para € = 5%. Ja o segundo membro é extritamente maior
que zero. Vé-se um numero extritamente positivo ser menor que um numero
negativo. Assim tal inequagao nao tem solugao: a hipdtese v_ > £ — 2“72 leva
a um absurdo. Assim, resta apenas:

2
P e z-oj\— (2.83)

Na reg. C, para 2“72 s 59; tem-se v, < v < 0. Lembrando da rel.
2.80 e 2.81, comoparaQ"—: §5§5§ :¢>O§E«2"72 §3§ ]
5—2-‘;—2:>1/§5—2°—;:>820. Nareg. C v <v_ masv_ <s—2°‘Tz. Pela
rel, 2.81 que isto implica B > 0. Na reg. C ( a parte restante), para £ > 5"72
tem-se v < 0. Se625°72:>5—29;23a722021/:>1/§5—2%0que
implica B > 0. Assim nareg. C, B > 0.

Masnareg. C,v<0=>C<0=+B?2+C < |B|. Mascomo B > 0 =
v B? + C < B. Testando as quatro solugoes:

*|Wy| = B+ v/ B2+ C > 0 por razoes claras;

*ih| =B — B2 (0 >0pois B =+ B2+ C:

¥|Wy| = —B++vB?+C <0 pois B> +vB?+C,

*|Wy| = =B — vB? 4+ C < 0 por razoes claras.

Assim, na reg. C vale apenas |V,| =B+ +/B?+C.

H4 um modo alternativo de verificar se |¥y| > 0. Basta verificar se um
ponto no interior da reg. A resulta em |¥;| > 0. Caso isto ocorra neste ponto,
toda a reg. A terd |¥,| > 0, pois |¥,| = 0 ocorre somente em v = 0. Caso
|¥,| < 0 neste ponte, toda a regiao A terd |¥,| < 0. O mesmo procedimento
se aplica nas regs. B e C.

Para analisar a terceira condicao de existéncia do condensado atomico-
molecular, |¥,|2 > 0, serd usado este procedimento.
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2.4.3 3% restricao para a existéncia do condensado
atomico-molecular

Primeiramente acha-se a curva |¥,|> = 0. A rel. 2.80 mostra que para

|¥,| = 0 tal condigao é satisfeita. Além disso, tal curva é determinada através

da relagao entre os coeficientes da eq. 2.59. Tomando o caso particular Ay = A
a eq. 2.59 fica:

202 — 2av/ 02 + Av + v
A
Resolvendo para v, e chamando as solugoes de v, obtem-se:

=2 —¢ (2.84)

2
2
v, =s+4%:l: 7“\//\5+4a2 (2.85)

Assim se |U,|2=0= v =v}.

As curvas v/, e V. sdo validas apenas para (Ae + d0%) = 0= ¢t —4%\3.

E importante salientar que nas regides v = 0, v/, ou v/, |¥,|? pode ser
igual & zero: nem sempre o é. Isto porque ja se partiu da hipétese |¥,|* =0
e foi visto quais valores de |¥,| possiveis para tal. Por exemplo, foi visto
que [y = — & \/f\’—z + v nao é solucdo aceitdvel, pois neste caso |¥,| < 0.
Outro exemplo é que parav = 0 = |¥,| = fB+|B|. Nem sempre a expressao
BB + |B| é nula. Porém isto ndo atrapalha em nada. O que é preciso saber é
onde |¥,|? pode ser zero. Nem sempre |¥,|?> = 0 ocorre em v = 0, v/, ou v_
porém é impossivel que isto ocorra fora destas trés curvas. |¥,|*> = 0 é uma
premissa e nao uma consequéncia. Assim, s6 pode ocorrer uma mudanca de
sinal em |¥,|? nas regides que incluem v =0, v/ ou V.

Como QTC'\/AE +402 > 0=v, =c¢ +4‘;‘A—2 + QTQ\/)\E+4012 > € +4°‘72 —
2Ta\//\€ + 402 = vZ. Assim:

No caso particular v/, = v usando a def. 2.85 tem-se ZT"‘\/,\E +4a? =
—QT" Ae + 4a? = gf\//\s +40? =0= de+4a®’ =0=¢ = —4%. Assim:
.2

U, =y —e— —47 (2.87)

Faz-se a hipotese v/, < 0. Usando a def. 2.87 e algum trabalho algébrico
chega-se a (2§\/4a2 + Ag) < —5—4“72. O 1.° membro da inequagao é positivo

Yoo (2.86)
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enquanto o 2.° é negativo. Isto indica que a inequagao ndo tem solugdo pois
um numero positivo nunca é menor do que um negativo. Logo a hipdtese
v, < 0 néo é valida.

Usando a def. 2.85, resolve-se v/, = 0. Isto resulta em (2",‘\—2\/4a2 + Xe) =
—€ — 4%\3. O lado esquerdo'da equagao é positivo enquanto o esquerdo é
negativo. Assim, ambos devem iguais a zero. (2":\—2\/4052—-!—)&5) =0=¢=
—4"‘;. Logo:

vV, =0=>e=—4— (2.88)
Conclui-se que:

(07

uﬂr20:>52—4)\ (2.89)
Fazendo a hipétese v/ = 0 e usando a rel. 2.85 obtem-se € = 0 ou
= —4%\: Assim em — Q—; ce<Qouv ~0ouv >0 Parae— ~3%
obtem-se v/ = —%. Assim, v < 0. Para € > 0, também v/ < 0 ou v/ > 0.
Tomando € = “7 vé-se que . > 0. Logo:
o2
-—4T§5§0:>1/’_§0 (2.90)
E=D=p =0 (2.91)
Hipétese: v/ = v,. Usando as defs. 2.85 e 2.72 obtem-se
/ e (2.92)
Vv =y = —— .
g 4)

Testando a hipdtese v/ < v, usando as defs. 2.87 e 2.72 e muitas mani-
pulagdes algébricas chega-se & (4¢ + 7a*)? < 0. Logo a hipétese é absurda.
Conclui-se que

B (2.93)

Por tultimo testa-se v/ < —%. Pela def. 2.85 e um pouco de algebra vé-se
que isto implica em (g + 3";)2 < 0. Como tal inequagao nao tem solugao,

' a® :
v, < —5- é absurdo, logo:
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; Qo
A (2.94)

Agora basta dividir tudo em regides cuja “fronteira” é dada por v = 0,
v, e v, sem esquecer a “ZP”. Como o plano v x ¢ ja estava dividido e cada
regido tinha apenas 2 "|¥,|" possiveis, entao serdo subdivididas tais regides.
A reg. A é cortada por V. e v/, ficando trés regides denominadas A1, A2
e A3. A reg. B ficou dividida em trés regides pois além de ser cortada por
v’ em dois pontos a curva v/ intercepta v,. A reg. C ndo foi dividida pois
v =0 ja é sua “fronteira natural” e v e v/} ndo interceptam tal espaco.

A divisao ficou:

e Reg. Alv >0, para€§—49/\—2; z/zu;,paraezﬁzi":\—z;
e Reg. AZOSVSV;para—Al"‘TZ§5§O;y’,§u§uﬂrpara520;

e Reg. A30< v <V parace>0;

¢ Reg. Blu+§u§0parae§—4%;u+Syguipara—élg‘;-geg
L Jad
4x )

e Reg. BZung/SOpara—él"ngng;

oRezg. B3V+Sugz/’_para—%gsgo;mSUSOparaOSES
2
oReg.Cu+§u§()para29;§€§5“'ugu_parasSB";;uSO

02
para € > 5.

Isto esta representado a seguir.

Basta analisar um ponto contido nas regides e verificar se |¥,|> > 0 ou
|¥,|2 < 0. Para facilitar, vé-se somente as possiveis solugdes de |Ws|, n@o
tomando as solugdes invdlidas de |¥,|.

Comecando pela reg. Al. Nela sé sdo validas |¥y| = 8B + v B? + C.
Tomando o ponto do espago v X € contido em Al v = 5% eE= —5% subs-
tituindo tais valores nas expressoes 2.66, 2.67, 2.69 e 2.64 obtem-se |¥,| =
222 (—0.67 + 2.380). Para 8= 1= |¥,| > 0. Ja para f = -1 = |T,| < 0.
Assim, na reg. Al sé a solugdo |¥| = B + v B2+ C com seu respectivo
[P, |? é valida.
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Figura 2.4: Regides do plano v x ¢ divididas pelas curvas v, v_, v, V. e
v=0.

Tomando procedimento andlogo, faz-se um gréfico das solugdes corres-
pondente as regioes. Obtem-se:

e Reg. Al v > 0, parae < —4"; V> v, parae > —4% vale |U,| =

B++vB24+C

e Reg. A20§v§u#para—4§§e§0u’_SuguﬂrparaEEOvale

9| = BB + VB+C
e Reg. A30<v < parae>0Qvale|¥,|=-B++vVB2+C

e Reg. Blu+gug[)parasg—4"‘;u+§u§z/’_para—4§§5§

— 7 Dao ha solugao

e Reg. BZVquEOpara—4§§€§0vale |Wy| = —B++vB?2+C

e Reg. 33u+§u§u’_para—%geg(lzqSuSOparaOSsS?%
vale |¥y| = —-B++vB*+C

oReg.Cu+§u§Opara2°‘—;§5§59;;ugu_para5§5%2;u§0

2 - , =
ara € > 5% nao ha solugao.
X
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Ver fig. 2.4.

Ficam descartadas as regs. Bl e C. Além disso, j4 foi descartada a “zona
proibida” ZP. Olhando para a representagao geométrica, as trés regiGes
estudadas se interceptam. Entdo define-se a regido proibida D = ZP U Bl
U C. com esta redefinigao obtem-se:

Reg. Alv > 0, para e < —4"72 v > V,, para g > —4‘”:\—2 vale || =

B+VEB'TC

Reg. A20§V§v;para—4°j\—2§650v’_SuSuQ_paraeEOvale

|| = BB+ vVB2+C
Reg. A30<v < parae>0vale|¥)|=—-B++vVB?2+C

Reg. B2 v/ <v <0 para —4"‘; <e<O0vale |¥|=-B++vB*+C

Reg. 331/+Sugy’_para—%\iSEﬁOuSuSOpM&OSES?O‘A—Z

vale |¥y| = —B+vB*+C

Reg. ’Du§0parae—4°‘;u§u’_ para—4‘;—2§5§(—§)9;u<u+

para (—%)"72 Le< 20X <0patac> 2"‘7

Tais regides estdo representadas na figura a seguir.

2.5 Resultados numéricos das experiéncias.

Nas experiéncias envolvendo os condensados de Bose-Einstein atdmico-molecular,
faz-se com que a “dessintonia” (¢) fique constante. Sabe-se também que p é
constante. Sio estas duas varidveis que determinam a configuragao do con-
densado Bose-Einstein. Assim, o condensado distribui-se no espago havendo
uma variacao no potencial quimico efetivo (v). Desta maneira, se fosse dese-
nhado a distribui¢io de um condensado experimental em um grafico v X ¢,
este seria um segmento de reta vertical, pois € é constante; a extremidade su-
perior seria u, porque ¥ = fi— V = Upg, = pi devido a V' > 0; a extremidade
inferior corresponderia aos limites fisicos do condensado atémico-molecular
que ocorre quando este encontra o vacuo.
A escala natural do grafico v x € é QT Logo abaixo estao as simulagdes
numéricas onde ¢ e v estdo em unidades naturais do sistema. Os pontos do

grafico estdo anotados a seguir com suas respectivas regioes.
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Figura 2.5: Regioes do plano v x €.

Faz-se primeiramente a solugao puramente molecular com p = R £ =
QTE no grafico v x e. Como hé o limite v > 5, o condensado esta limitado a
v > 1‘-3— Assim, 1“72 = 8—"‘-;. A simulagao estd na fig. 2.6.

Outra solugao interessante é aquela em que no condensado atéomico mole-
cular aparece a solugao |¥y| = —B++vB? + C. Toma-se € = 6‘*—; €. [l = 109‘:\E
que pertence a regido A3. Tal regido ¢ limitada pelo eixo €. Porém a solugao
|¥y| = —B + v/ B? + C néao ¢ vélida na reg. D. Assim, tal solugdo s6 serd
validaem 0 < v < 10-“,\—2. O grafico de |¥,|? e seu correspondente |¥,|? estdo
na fig. 2.7.

Enfim, testa-se a solugao atémico-molecular |¥y| = +B + +/B? + C com
e=0eu= 49)\— Usando argumentos andlogos aos anteriores, 0 < v < 4°—;~.
O resultado estd abaixo na fig. 2.8.

2.6 Simetria e descontinuidades
do grafico v x e.
Os condensados Bose-Einstein atémico e molecular comportam-se de uma

maneira surpreendente devido a assimetria das equagoes relativas a eles. Por
exemplo, é possivel existir um condensado exclusivamente molecular, mas
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Figura 2.6: Gréfico da densidade molecular |¥,|*> (em unidade de ‘;—2) em
fungao do raio (em unidade de ‘;—2)

nao um exclusivamente atémico. O grafico v X € ndo tem nenhuma simetria.
A intuicdo é bastante limitada na andlise de tal sistema fisico.

As descontinuidades no condensado atémico-molecular ocorridos na reg.
B3 sao devidos & aproximagao de Thomas-Fermi, pois a energia cinética das
particulas nunca pode ser totalmente nula.

Até agora, apenas descobriu-se que estados fisicos 0s condensados nao as-
sumem. Por exemplo, sabe-se que nunca ocorrerd um condensado totalmente
molecular para v < . Também é impossivel a solugao atomico molecular
na reg. D. Ou ainda, a solugdo |¥y| = B — vB? + C em A2. Resta entdo
saber quais estados os condensados assumirao. Certamente a minimizagao

da energia é um critério a ser seguido.
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Figura 2.7: Gréfico da densidade atomica |¥,|* e molecular |¥;|? (em unidade
de $7) em fungdo do raio (em unidade de %-). Em r = 0 a densidade atomica

é menor do que a molecular. A solugdo é do tipo |Vy| = —B + VB2 +C
2
sendo € = 65-.
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Figura 2.8: Gréfico da densidade atdmica |[¥,|? e molecular |¥;|? (em unidade
de f\’—z) em fungao do raio (em unidade de C'Tz) Em r = 0 a densidade atomica

é maior do que a molecular. A solucdo é do tipo |¥| = B + vB2 + C com
e=0.
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Capitulo 3

Condensados Bose-Einstein
atomicos e moleculares
uniformes.

3.1 Condensados uniformes.

Agora, o objetivo é determinar qual das duas solugdes fica vélida nas con-
digdes de ambiguidade de solugdo. Na fig. 2.5 vé-se as regioes de ambiguidade
reg.A2 e reg.B3. H4 ainda pontos em que é véilida uma (ou duas) solugao
atémica-molecular e a solugao molecular. Como um tratamento analitico fica
demasiado dificil, o inico caso a ser analisado nesta parte do trabalho é o
condensado uniforme. Este caracteriza-se por possuir potencial externo nulo
(V, =V, = 0). Isto simplifica as equagdes e torna o potencial quimico efetivo
v igual ao potencial quimico propriamente dito f.

Os critérios utilizados para analisar as solugoes sao: estabilidade, energia
e pressao. As solucoes instdveis serao excluidas. Haverao ainda regioes onde
h4 duas solugdes estdveis. Neste caso sera mostrado que cada uma delas
corresponde a um nivel de energia.

3.2 Estabilidade da solucao molecular.
A densidade da hamiltoniana usando a aproximagao de Thomas-Fermi é dada

na eq.2.21. Como o que interessa estudar é o condensado uniforme faz-se os
potenciais externos V, = V, = 0. A equacao final fica:
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Aa A
Ho= W+ DTl + el Tl +
AT [2 + a(T2T; + T, 02) (3.1)

Na solug¢ao molecular ¥, = 0. Assim obtem-se da 3.1:

A
H = | T2 + 3b|11u,,|4 (3.2)

Este hamiltoniano corresponde a um condensado de uma sé espécie. Entao
sua estabilidade é trivial.

3.3 Estabilidade da solucao atémico-molecular.

Para analisar a estabilidade de uma solugdo que nédo seja trivial é necessario
que uma perturbacado seja introduzida no sistema. Para o caso de apenas um
grau de liberdade, que é o que interessa neste trabalho, se o ponto for um
minimo local, a perturbag@o serd um movimento harmonico simples. Neste
caso, o sistema é estavel.

A equagdo de um movimento harménico simples é z(t) = zoe ™ com
w real positivo. Outra forma de escrever tal expressaio é como a equagao
diferencial correspondente ‘fo = —w?z. Se w? < 0, w ndo é real. Assim, o
movimento nao é harmodnico simples e nao ha estabilidade.

O condensado analisado tem 4dtomos e moléculas, logo usa-se 3.1 com-
pleta, com todos os termos. Porém, como foi dito, sé serd analisado o caso

particular A, = Ay = A. Entdo fica apenas:

A A
H = §|‘I’b|4 + EI%I“ + e[ Ts|* +
FATG 2| ? + (P20 + T, T2 (3.3)
Como foi usado o principio variacional dependente do tempo, ha o vinculo
JO[H - id—g'tﬂi’; ~ ic%h\llz]d?’r = 0= 6H = iLal; + i‘%hq’;. Assim faz-se
uma perturbagao em ¥, e em ¥,. As perturbagoes resultantes para # serao

consideradas apenas em primeira ordem (os procedimentos sao andlogos aos
das egs. 2.25 e 2.32).
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U — Ut 4+ 0 (3.4)
|W,a|2 — |Wa|? + T, 60 (3.5)
[Tt — |Tal* + 2T, *Tab T}, (3.6)

Os calculos relativos & ¥, sdo andlogos aos relativos a ¥,. Usando as
3.4,3.5 e 3.6 chega-se a:

|22 — (1Wal® + Wad W) (W] + Lb0T;) =
= | W, 2| o) + |Wa|2Tp6T; + | T2 T, 005 (3.7)

V20— V20 + U257; (3.8)

U220, — (U0, + 002,20, =
= (V22 4 202600y, =
= U2Q, + 200,00 (3.9)
Substituindo as 3.4,3.5,3.6,3.7,3.8 ¢ 3.9 na 3.3.

A
H+0H = E(l‘l"aiq | 2|\Pa|2\11,,,5‘1’2) +
+e(| P> + Ty0T}) +
A
+§(|‘1’b|4 + 2|0 |° T, 6 T}) +

A CalP[Ts)? + |a*Ts0T; + |T3*TabT7) +
(V205 + U255 + U220, + 200,60 (3.10)
Fazendo a 3.10 — 3.3 chega-se a:

H = AV 20,002 +
+eTp6W; + A2 Ty00; +
AT 20,605 + [T |20, 002) +
(V2507 4+ 2020, 60%) (3.11)
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Impondo o vinculo §H = 9%t + {26T; em 3.11 encontra-se as
equagoes que regem a dindmica do sistema:

d¥,
e AT, 2 0, + MW |* ¥, + 200,02 (3.12)
AV, iy 2 2 2
e = eWy + A|T, 2T, + ATy [>Ty + o T2 (3.13)

As solugoes a serem analisadas serdo as estaciondrias. Assim esta serd do
tipo ¥, — U,e ™! onde ¥, ndo depende do tempo. A perturbagio serd
do tipo §,(¢). Para simplificar as equagdes a perturbagio sera escrita como
60, (t)e ™! Assim a solugdo estaciondria acrescida de uma perturbacio fica:

U, — (Vg + 6T, (t))e ! (3.14)

Fazendo toda a perturbacao até primeira ordem obtem-se:

Tt — (U2 4+ 6UL(t))e™" (3.15)

|Wa|? — (U, + 60, ) (T + 602 =
= |, > + V26, + U, 00 (3.16)

"I’alz‘l’a - Ifoa|2 + U0, + U002 (T, + 6\I;a)e—iuat i
= (llIfa|2\I/a + I\Ila|25\11a + \11(215\11; =t ’\I;a[25l1,a)e—iuﬂt =

= (|20, + 2|, 26T, + U265 )e et (3.17)
dv | 4 didl,) ..

a g \I’ wat a ot :
= (¥, +6%,)e + e (3.18)

A funcao ¥, é anéloga. Faz-se ¥, = (¥, + d¥,)e "¢, Calculando tudo
até primeira ordem obtem-se:

Ty — (U + 0T, )e it (3.19)
U — (U; + 67 ) (3.20)
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Os célculos envolvendo ¥, sao andlogos. Usando as 3.15 até 3.20.

\\I’blz\lla = (l\:[lb.2 . ‘I'b(S‘Il; SE ‘I’;(S‘I’a)(‘lja ik 5‘I,a)e—iuat Al
7= (I‘I'blz\lja + U, 0,00, + U, U560, + | U420, )e™ (3.21)

W, — (U2 + §U)(T, + 6, )ei0eva)t —
= (w:‘pb S ‘I;;(S\Ila + ‘I’bé‘l’;)e_i(ub_yﬂ)t (322)

Substituindo as egs3.14 até 3.22 na 3.12 analisa-se a primeira equagao
dindmica.

sy
Lo 00, )e o) — et

= M| W 2T, + 2|, 200, + T25T2)e ! +
+)\(|\I}bl2\pa = ‘I’a‘I’b6‘I’g —+ \110\1135\1;0 - |\I;b|26\lja)e—-iuﬂt it
+20(T5T, + VL0, + U007 )ellve )t (3.23)

Separa-se a equagao em duas partes: a equagao de equilibrio e aquela
relativa as perturbagoes.

VaBa = AP0, 4 A|T[2T, + alL ¥y e i)t (3.24)

Como o primeiro membro da equagao nao depende do tempo o segundo
também nao deve depender. Assim, v = 2v,.

Escreve-se a fungio ¥, na forma polar: ¥, = |¥,|e!%s. Um tratamento

anélogo é feito com U, ¥, = |Py[e'. Substituindo tudo isso nas 3.24 e
definindo 3 = e #(2%a—%).

Ve = AW, |2 + AT, )% 4+ 28| T (3.25)
Como ja foi visto 8 = +1. Se v, = v tal equagao torna-se equivalente a

estacionaria. Usando o mesmo tratamento para a perturbacao:

dév
S = 2A|W, 269, +
dt

FATZSTY + +A[Ty[260, + AT, T,60; +
FAT, U560, + 200,607 + 200560, (3.26)

v, 0¥, +
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Redefine-se §¥, — W, e % e §U, — dW,ei?s.

déw
a = 2 2 q’a
7 AV,[“0%, +

FA|TL 20T + AT, 200, + AW, ||Ts|60F +
+)‘|\I’a||qlb|6q’b +
+208| W, |6 + 208|W,|6T, (3.27)

v 0V, +

De 3.27 — 3.25 multiplicada por §¥,.

dov,
‘;t = AW, 200, + AW, 260 + AW, || T, |60} +
F AU, || T4|6T, + 208|068, + 20| T, | (6T — 5F,) (3.28)

Definindo Re(6¥, ) = R, e Im(6%¥,) = I, de modo a 6%, = R, + il,.
Chega-se a

al,
— =% = D Vo’ Ry + 2| Wl | T3] R + 20| Lol Ry (3.29)
dR,
dt = a/@(_4|‘l’b|fa + 2“1',a|-[b) (330)

Agora analisa-se a outra equagdao dindmica 3.13 com a solugio ¥, =
(Ty + 6T, )e ™t = (T + §T,)e 2=t Seguindo analogias com 3.17, 3.18 e
3.21.

W20, — (| T2 T, + 2|0, |20T, + U260} )e 2ivat (3.31)
d¥ : d(6w :
_d_tﬁ = —2ia (¥, + 6T, )e ! + il - b) g-ivat (3.32)

[T, 120, — (| o> Ty + U 80% + T Ui6T, + |T,|260,)e 2t (3.33)

W2 [(U, + 60, )e ™2 = (U2 4 20,60,)e 2"t (3.34)
Assim, usando as 3.31, 3.32, 3.33 e 3.34 em 3.13.
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A0y _giver _
E—e t—
= e(Ty + 00, )e™ 2%t 4 N(| 3|2 Ty + 2|05 | 20T, + W25 )e2ivet 4
FA(| T2y + WU 0T: + Wy U6, + | T, 200, ) 2vat 4

+a (P2 4 20,00, )e 2t (3.35)

2, (W + 6Wp)e2vet 4

Separa-se a parte estaciondria da perturbagao.

20, Wy = ey + )\lll’blz\l’b = F )\|‘I’a|2\IJb + CY‘I’E (336)
doW,
20,00, + —— =
1% »+ dt

=60y + A(|T,|260, + T26T;) +
AT T 0TE + U Ut 5Ty, + |, |?60,) +

+2a¥,0¥, [3:87)
Usando as definigdes U, = [T, |e'%? e 60, , —> 6T, pe %t nas 3.36 e
3.37.
2 2 |\I’al2
v, = €+ A W)° + A T,|* + af T, (3.38)
b
Esta equagao coincide com a equagao estaciondria se v, = v.
dév,
20,00 =
ety
= 5(511’{, o A(I\Ijb|25\yb o L\Ilb|25\1’§) -+
FA(| || Ta| 0T} + || [La]|0T, + [Ta[?0T,) +
+2a8|¥,|67, (3.39)
Fazendo 3.39 — 3.38.
déw
= MTLEY, + M 0| Tal ST, + | W] Ta|ST) +
+aB(2|T,|6T % ) (3.40)
o . a — ;
|Wy|6T,
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Definindo Re(é6¥,) = R, e Im(6%,) = I, de modo a 6%, = Ry + il

Chega-se a:
dI, : | ¥al?
=i AW, | |y | Ry + 2X| T2 Ry + 2a8| V4| Ry — o %] Ry, (3.41)
b
dR, ol
— = afB(2|V, |1, — 3.42
o = P2l Walls - af 1) (342
) prlmeuo vinculo é |¥,|% + 2|‘I’b\§£¢ 0. Fazse N = [(|¥,|* +
2T, [2)dr = 9N = f(\p;%awa#ww;%uwbd; )d*r =2 [ Re(¥; %+
20 ) = F = sze(w;% + 20388 )d% . Redefinindo 6%, —
§W,e~"%e chega-se & 4 = 2 [ Re(|¥,|%]a- + 2]‘1’1;!“—‘1“'—)6137” =2 [(|¥,| % +

2|, !%)ds‘r = 0. Assim, o significado fisico ¢ que o nimero de particulas
é conservado (& = 0). Entdo N = 0 = ¥36¥, + 2¥36¥%, = 0 =
|Wa|R, + 2|0y| Ry = 0 = Ry = —4i%L R,. Derivando R, obtem-se de 3.42

2| Wy |
dsz dl, I\Ifaf2 dly
— 2|1 W, | — — — )
- Allons e (69
De 3.41 e 3.29
d’Ry 3
—z = —B(2|Va| AVl Ra + 2| Wal[Ve| Ry + 20| Va| Ry) +
Nl |Wo?
;\1/ J (2A| W, || s | Ra + 27| Us|° Ry + 2a8| V4| R, — o T, Ry)(3.44)
Usando o vinculo R, = Q%Rb.
d’Ry 2 20 (2 _ o2 Yol
T = (0B LPI%| — 80T’ — o 525 Ry (3.45)
Definindo A = (J—l— - aﬁ(+g-“%}[—3 J|‘§_Z|L))
e df" = 48|V, |AR, (3.46)
Assim w? = —4af|¥|A. Se § = -1 = A > 0 e w’ também. Assim w
é real e o sistema é estavel. Logo as solucoes associadas a § = —1 (|¥,]| =
—B + vB? + () sao estdveis.




J4 se B = +1 obtem-se w? = —4a|¥y|A. Assim, para w? > 0 é preciso
A < 0. Logo, para A > 0 o sistema é instdvel. Para achar a regido onde
A < 0 deve-se achar primeiramente a curva onde A = 0. Fora desta curva
A>0ou A <0. Se um ponto do gréfico v x ¢ corresponder a A > 0 entao
toda a regido limitada pela curva A = 0 estd associadaa A > 0. Caso A <0
a situagdo é andloga.

O grande problema é que neste contexto tal procedimento mostra-se im-
preciso. Isto se deve ao fato de que as curvas A = 0 nao tem expressao
analitica. Assim fica dificil dividir o plano v x € em regides. Consequen-
temente nao é possivel saber em que regido o ponto se encontra. Uma das
solugdes para A = 0 é |¥,| = 0. Tal solugdo ndo terd grande importancia
pois as curvas correspondente a |¥,| = 0 limitam a regido onde a solugao
com 8 = +1 é vdlida. J4 as outras solugoes de A(e,v) = 0 ndo sao curvas
analiticamente determinadas. Assim, ao invés de localizar tais curvas, o que
serd feito é calcular A para cada ponto nos resultados numéricos feitos no
final deste capitulo.

3.4 Energia das solugoes atdmico-moleculares

H4 regides no grafico v x € em que pode haver duas solugoes estaveis: A2 e
B3 (ver fig.2.5).

Um critério para evitar a ambiguidade das solugoes é verificar as energias
correspondentes a cada uma das solugoes.

Como os condensados sao uniformes, pode-se escrever:

E- f?{d% — AV (3.47)

N= fpd37‘ = ol (3.48)

Onde V é o volume do condensado e N é o numero de particulas. Divi-
dindo ambas as equagoes.

B HY
= e U (3.49)
N plt p

= (%{)N (3.50)
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Considerando que os dois condensados tem o mesmo nimero de particulas
para comparar suas energias basta calcular a energia por particula %.

Eis os célculos abaixo da solugdo geral |¥,| = 8B + /B? + C. Partindo
da 3.3 (o unico caso analisado serd aquele que A, = Ay = \).

A A
g §|‘Ifb|4 =E 5"1’614 e E]\I/blz 1
FA T P[4 ? + (P2} + 9, ¥3%) (3.51)
Sabe-se que |¥,|* + |Up|? + 2| T, |2|Tp|? = (|Ta)® + |Tp[?)2. Além disso
sabe-se que W20} = |U,|2e%e|Pyle~i® = |T,|2|Ty|ei(2ba=%e) = |W,|2|W,|0

onde 8 = +1. E ainda T, 032 = (P203)* = (0,3 0s|8)" = |¥.[|?|Ts|0.
Substituindo na 3.51.

A
H = E(ym? + |Ts)2)? + £|Ty|% + 208|T, || Ty (3.52)

Lembrando que |¥,|? = #J‘—Pﬂ — |®4|? e substituindo na 3.51.

- 2aﬁ|\Ilb|

A v 2
=
v—2ap|¥
+€[\I’b‘2 o 2(‘!,6(fﬁ]b| S "I’b|2)|\pb| (353)
Lembrando que C' = 35 = v = 3AC.
A3 npl)
i = 5( e it
3AC — 2a0|¥
el + 2082 )y =
N2 _ 12 Uy| + 4a?|T,)?
L g C‘;f’ sl

20c¢
+2aB(3C|¥y| — TI‘I’bfz — | @)?) =

2
_ e + | ¥ |(—6aB8C + 6aBC) +
202 4o’
T2 (e + % e —;‘—) — 20|, (3.54)
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ONC? 20
b [Ty|?(e — T) — 20|, (3.55)
Lembrando que B = 26=2=20% ont35 6XaB = e — A\v—20% => e — \v =
(6aB + v)A = € — 2% = 3)AC + 6aB. Logo
9NC?
H— + | T[> (6aB + 3AC) — 28| T, (3.56)

A substituigao das varidveis € e v por B e C foi usada por dois motivos:
facilita os célculos, como sera visto e porque |¥,| estd em funcdo de B e C.
Finalmente pode-se calcular H. Usam-se as relagdes (a + b)> = a? + 2ab + b
e (a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

|| = BB+ VB2 +C (3.57)

e = (BB LVBIL Q) =
= (BB)? +2(£1)BVB2 + C + (x1)*(B*+ C)  (3.58)

Como 92 =1 (L1211

)2 = B2L2BVBYLC 4 (B*40) =
— 2B + 9BV B2+ O+ C (3.59)

¥, = (BB£+VB?2+C) =
= (8B)° +3(BB)*(£1)(B*+ C) +
+3B8B(+1)*(B* + C) + (x1)}(vVB2 + C)® (3.60)

Como 3* = 3?3 = (8 e analogamente (£1)% = +1.
[0,)° = BB®+3B2/B+C +36B(B*+C)+ (B +C)WEB 4 C =
=48B% + 36BC + V4B* + C (3.61)

Substituindo as 3.59 e 3.61 na 3.56 obtem-se:
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A 2
Hi— %Jr(232izB\/32+C+C)(6aB+3AC)+

—2a(3(48B* + 36C £ V4B2 + C) (3.62)

Usando que 8% =1

9INC?
=
+(12aB® + 6 B*°AC + 6aBC + 3)\C? — 8aB® — 6aBC) +
+3v B2 + C(120B? 4+ 6ABC — 8aB? — 2aC) (3.63)
15XC?2
H = 520 +4aB® + 6B*XC +
+8v B2 + C(4aB? + 6ABC — 2a0) (3.64)

Calculando a densidade usando as relagdes de |¥,|% e |T,|2.

p= a4+ 2l = L2 ey gy =
e Qf;m‘pbl + (T, =
il 2‘15(5? VB +0) | 282+ 98BVETFC + C)3.65)
p—232+40—2i‘?-i\/'3?—(23—7) (3.66)
Definindo as variaveis

= bl +4aB® + 6B*AC (3.67)
C, = 4aB? + 6ABC — 2aC (3.68)
Cs = B?+2C — 9‘/\5 (3.69)
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2x

Assim escreve-se H e p como
H=C,xpBvVB2+CCy (3.71)

% Ci%8/BHCC, o
P 2(03 = ﬁ\/ B? + CC4) .

Como p > 0 a grandeza £ também o é. Assim, multiplica-se o numerador

e o denominador por (Cs F 8v/B? + CC,). Usando (a + b)(a — b) = a* — b?
obtem-se.

o Gy B2+ CC,)(Cs ¥ BV B? + CCy)
p 2(C3xBvB?+CCy)(Cs F VB2 + CCy)
GGy F BvVB2 + CC.Cy + BVB2+ CCyC3 — (B% + C)C,

2(C3 - (B? +0)C%)

&
£3.74)

GGy — (B + C)G,C. + BYB?T £ C(CCs — C1CY) o
7 2(C2 — (B* + C)C?) :

-
P

Toda a dependéncia de 3 ou do sinal (£1) das densidades |¥,|* e ||
estd embutido no termo (C2Cs; — C1C4). Se (CoC; — C1Cy) = 0 entdo a
energia de todas solugdes sao iguais: ja se (C2C; —C1Cy4) > 0 entdo a solugao
|¥y| = B++/B2 + C terd maior energia que a solugao |¥,| = —B++/B% + C.
Mas se (C>2C3 — C1C4) < 0 entdo a situacao se inverte. Sempre a energia da
solugdo |¥y| = B + vV/B2+C é igual a de |¥y| = —B — vB?+C. Isto
nao constitui nenhum problema pois nao existe regiao no grafico ez em que
coexistam as duas solucoes.

Para saber se (C2C3 — C;C4) é positivo ou negativo toma-se o procedi-
mento padrao: acha-se a curva (ou as curvas) onde (C,C; — C;Cy) = 0. O
espaco v X ¢ fica dividido em regides. Se um ponto de cada regiao for positivo
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toda a regido o serd. O mesmo ocorre se um ponto for negativo. Calcula-se
0203 e 0104 a partir das 3.72 a 3.75.

40283
C>Cs = 4aB* + 8aB2C — 222 | 6AB3C +
2 2
+12ABC? — 6aB>C — 2aB2C — 4aC? + 22 J¢ (3.76)
4 2R3
CoC; = 4aB*— i +6AB3C +
2B
LINHEE sapt . 20O (3.77)
15XBC*
CiCy = : 20 + 4aB* + 6ACB?® +
1 o
LU e (3.78)
2 X
Entao:
9ABC? 7aC? 2a2BC
CQC:;‘”C]C:;: 5 - CY2 it QA +6C¥BZC (379)
9\BC T7aC 2a°B
CoCs ~ CiCy = C(—= + C; -+ O‘A + 6aB?) (3.80)

A curva (C>,C; — C1Cy) = 0 ocorre em C = 0 ou IABC + TaC + 2"‘;B +
6aB*=0.SeC=0=§=0=v=0 Jise IABC+1aC+29B+6aB’ =

Lh e _ Ae—Ar—2a? sl
0 faz-se as substituicoes B = e O

9X Ae— \v—2a° Ta, v

2 e el
202 e — Av — 2a2) 5 (A%€? + N2 4 do* — 202w — dded? + 4Ava?)
e Wy (6a0)?
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Mev — AN22 — 2a2v)  Tolv)

VTS AT
dea? — dva® — 20t - A2e? + M2% 4 4ot — 2\ %r — ddea® + 4dve®
32 62 i
EAZED = 22 Oy o — A ead k 2)2e2
< o =0 (3.81)
Assim
2202 4 p(W%e — 1200%) + 4)dea? — 2X%€2 =0 (3.82)

Pela férmula de Baskara

— (A% — 12X0?) £ /(A% — 120a2)? — 4X>(4)ea? — 2)%?)

L 22 =

. r L 60 H \F482 — 24X3a% + 1440204 — 16A3ca? 4 8A%e?
i 4\ 0
£ . bor 9 102 3604

wh g e :
5 e 3 \/;E ) £+ 32 (3.83)

Define-se assim a curva v} onde

i £ . bo’ 9 10a2  36at

U, = —=— 4+ — t4/-€? - €+ 3.84
R D D 4 A A2 (e
Para saber onde as curvas v/ e v ” se interceptam basta calcular on-
: ; 10:\:9 4, /1000t _ 943604
de (32 — 8¢ 4+ 365;) = 0. Usando Béskara ¢ = e
4

(I—O—i—‘{g@)“—;. Logo, nao ha valor real para que € satisfaga a equagao acima.
Entéz), sempre v » # v _. As duas curvas nunca se interceptam.

Resta entdo saber onde as curvas v/ e v ” interceptam as curvas v/, V. e
vy. Isto é fundamental pois as regices onde ocorre ambiguidade nas solugoes
atomico-molecular estao limitadas por estas curvas.

Escreve-se

vy =1 (3.85)

Como sera visto a seguir, o sinal +1 sumira com os célculos.
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e 6a? \/952 102 36at

e
do? 2
—c+ % I —/\9—\/)\5 F 4a? (3.86)
3. dotg
9
0a? T
i\/%e? L e+ 3’?\% F Ve + da? (3.87)

Elevando os dois membros da equacao ao quadrado.

95 v dals 90 ditgl
ZE_G_/\‘E—*_—)\Z__ZE —6‘/\'—5+
520" 4 9 10a? . 360!
+ 22 1 R e - 107, B e (e
480 4a 9\ 40c*  144a® 360t
— — —= 2l d) 22 22
\2 3 (il)(¥1)\/45 + 9¢?a? — 10a% o L N
(3.89)
120° DR 2, 4ot 14408
T (£1)(F1) e + 9e202 — 10022 — e 12 (3.90)

Novamente, elevam-se os dois membros da equacao ao quadrado. Tal
operagao some com o sinal (+1)(F1).

144a® 92X , o 55 dal " aug®
T + 9¢“a” — 10a’e Tu 32 (3.91)
4 4
94—’\53 — o?e? — %E =0 (3.92)
9A 4o’
E(ZE2 — o’e - %) =0 (3.93)
50

INSTITUTO DE Fisica
Servige de Biblioteca e Informagio

Tombo: ‘jé_LL_

e iy



4
Logo € = 0 ou 2% — a% — 4= =,

Usando a formula Baskara.

9\, 1
. 4% =0 (3.94)
24 /ol + 3608
SEeda i (3.95)
5
2 a?
€= §(1 + ‘/3_7)7 (3.96)

Como o sinal & desapareceu nao é possivel saber quais sdo os cruzamentos
de v e v com vy, e v!. Entdo é necessério calcular os valores de v/ v/, v,
e . relativos aos trés valores de €.

Para ¢ = 0 obtem-se v/ = %,uﬁ =0 — §‘;—2,v’_ =0. Logoem e =0
o que estd sendo interceptado sao as curvas v” e v/

Japarae = 2(1+/37)% = L8I% gbtem-se v} = 1030 ;0 _ 013a? ;1
%,V’_ = % Assim, em € = % as curvas que se cruzam sio v} e
v

Enfim, para ¢ = %(1 — \/ﬁ)"—; = i}g"—z Os valores das curvas sao:
Vi = Mf‘ﬁ,vﬂ = ———_O'f\z”z,y; = “ﬁ“z,uL — ~——-——‘°'§2°‘2. Portanto em ¢ = —_1'13"‘2

as curvas que se interceptam sio v” e /.

Comega-se estudando a intersecgdo entre v/} e v/,. Para e = 13‘ =

10.81a? _ 9.470% L Ba® oy, e 1062 __ 10.89a° .
g L Japarae = "5, 0y = = ey, = == A:ssun,
para ¢ > 1% U < !\ . Como v/} nido intercepta v/, para ¢ > 1812 vale

V. < V! </, Assim a curva v/ a partir de ¢ = 1572 fica contida na r eg A2
dividindo-a em duas sub-regides. Como /| > v/ pala £> 157"‘ entao v > 0
na regidao de interesse (ver fig. 3.1).

Agora basta calcular a fungao (0203—01 C4) acima da curva e abaixo dela.
O ponto (3‘1 m"‘ 1027 fica acima da curva v//. Para tal ponto a fungio (0203 -
C,Cy) < 0. Logo acima da curva v/ a solugao |¥y| = B+ vB2+C tem
menor energia do que |¥y| = —B+ v/ B2 . Tomando o ponto (0, 1i) que
fica abaixo de v/} chega-se & (C2C3—C) C4) > 0. Logo abaixo de v/ a solugao
|¥y| = —B + \/32 + C tem menor energia do que |¥y| = B + \/B2 _

Assim, a reg..A2 fica dividida em duas sub-regices: reg..421 com 0 < v <
V., para _4"2 e =0 <oyl para0<£<ﬂ,y’ <v <V para
= 1.5;0

reg A22 que fica em v} <v <V, parae > L 57"
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Sub-regioes de A2

Figura 3.1: Pano v x €. Esta figura exibe a divisdo da regiao A2 em duas
sub-regices: A21 e A22.

Resta analisar as interseccoes entre v e v’ . A primeira intersecgao estd

em (L}\B—Q—z, :U—f’\zg—) e a segunda em (0,0). Para e = ‘f\“z, V' o= —°+W =
By = ’°+G"2. Como (0,0) faz parte do limite da regido B3 entdo para
% < e < 0acurva v’ passa por cima da curva v/_. Logo, a curva v/ nio
penetra na reg.33 no intervalo _l+hq < e <0 Parae— %50‘2, Y = ~o.;4,3,2
e v = iiﬁgj Logo, a curva v penetra a regido B3 para ¢ < —“1'}\3"‘2,

Para analisar como a curva v’ penetra na reg.B3 é necessario ver as
intersecgoes entre esta curva e vy, que é o outro limite da regiao estudada.

Faz-se

1 608 \/952 _ 10a2_ 360
2 45 i e

2 A
8a’ 2a
A + —)\—\/ 1502 — 3)e (3.98)



ld0®
=
\/9 1022 "Seel on
J— _E _ [

5 - — 2 -3\ .99
1 et 32 3 1502 — 3)¢ (3.99)

35
2

Elevando os dois membros ao quadrado obtem-se:

Do d2at = 1950t

ZE = T €+ \2 —
9, 1.0a®? 360* 60at 5
= :1-5 — )\ £ )\2 -+ /\2 = 210! €+
200 9 102 36a2 2o
= V1502 - Loz et e s 3.100
+ 3 15a 3)\5\/45 Wy 3 ( )
20 i 100a*
N e T
1 2 27\ 1 4 5408 108
— iy g2 — g3 — i £ + 3022 + g Ao, 101)

A 4 4 A A2 i

500° 27A . 25801 54008
~10ae + AO‘ :\/63.75a252—753— o (3.102)

A A2
o2 1000a* . 2500a®
a‘e’ — € —
. A e
27A 258a* 540a®
= 63750’ — —oed - 22 20 (3.103)
742  1960a®  27)
2.2 3l
36.25a¢* — e oo 1 ¢ =) (3.104)
Nao hd solugdo analitica trivial para a equagao acima. Tomando um
procedimento numeérico chega-se aos valores: ¢ = 0 =3 o -5%2

O ponto (5—‘;:, ‘:f\"z) fica externo a reg.B3. J4 o ponto (2%, 0) fica no limite
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1 la? 0.18a? —0. 2
desta regido. Parae = -, v” = —li—"‘— evy = i;z“—. Como na reg.B3 v <

0 entre os pontos (0,0) e (%,O) a curva v/ passa sobre a regiao B3. Entio

= i 2 e 2
a curva em questdo penetra a reg.B3 e encontra o ponto (=2~ =0-89a7)
i 2 =5 2 ] 2
Como para ¢ = =18 )/ = =0Ha ¢ — =08fa” 4 cyrva 1 passa por

baixo da reg.B3 para ¢ < =L28a” (ver 3.2).

Divisao da regiao B3

05 T T

Figura 3.2: Plano v x ¢. Esta figura exibe a divisao da regiao B3

A curva " divide a regido B3 em duas outras: uma a esquerda e outra a
direita de v _. Tomando-se o ponto (0, 7—%"—2) a direita da curva v _ chega-se
a (CyCy — C1Cy) > 0. Para o ponto (%ﬁaz, i’i—ga—g) abaixo da curva v _
obtem-se (C,C3 — C,Cy) > 0. Assim, em qualquer ponto da reg.B3 a solugao
|¥y| = —B — v/B? + C tem maior energia do que |¥y| = —B +vB?>+C.

Como na regido B3 hd apenas solugdes estaveis e sempre a energia da
solugo |¥,| = —B + /B2 + C é menor do que |¥y| = —B — /B% + C néo
é necessario subdividir a reg.B3 em sub-regioes.

Finalmente obtem-se as regides e o grafico do plano v x € (ver 3.3):

e Reg. Al v > 0, para ¢ < —4-"‘;\3 v > Vi, parae > —40‘; vale |U,| =

B++v/B2+C

eReg. A210 < v < v, para 4% < e < 0. < v < ¥, para
0e< 1.57"‘72 V. <wv <Y vale |¥y| = B ++/B? + C com a solugdo
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menos energética sendo aquela com = —1

e Reg. A22 V] <v <V, parae > 1.57’0’—)‘2 vale |¥,| = BB+ vB2+C
com a solugao menos energética sendo aquela com § = +1

e Reg. A30< v <V parae>0vale|¥|=-B++vB*+C
e Reg. BQU'_SUSOpara—ll—";—zSegOvale || = —B+vVB2+C

e Reg. B3V+SVSI/’_paI‘a—7—:A—2gESOV_,.Sl/SOpELIaOSESQQ;

vale |¥,| = —B &+ v/B?+ C com a solugdo menos energética sendo
|¥y| = -B++VB*+C

x

- . 2 ~ ~
para (—é ot 202\ v < 0 para ¢ > 24- onde néo vale solugao
alguma.

e Reg. Dl/gOparaE—tla—:uSr/’_ para—4°‘§§s§(—%)°’—21/<r/+

Divisao do plano em sub-regioes

I
+$ B - Be =2 =l ¥ v

Figura 3.3: Esta figura exibe o plano v x ¢ dividido em regides e sub-regioes
segundo o critério da energia.
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3.5 Energia da solucao molecular

Varias tentativas foram feitas para comparar a energia do condensado mo-
lecular com o condensado atémico-molecular. Infelizmente, ao contrario do
que ocorreu na solugao atémico-molecular, nao foi possivel dividir o grifico
v x € em regioes onde se sabe qual a solugdo de menor energia.

Resta entao calcular numericamente a energia de cada solugdao do con-
densado e compara-los.

Da 3.50 sabe-se que dados dois condensados com o mesmo niimero de
particulas aquele de menor energia serd o que tiver o menor _7;__ Logo, é
necessdario calcular tal grandeza.

Em um condensado qualquer vale p = |¥,|?+2|¥;|%. Como no condensado

molecular |¥,| = 0 obtem-se p = 2|¥,|?. Desta relagio e da 3.2 obtem-se:

BBl g (3.105)
p 2|2
H € /\b
— =4+ Z2|T,)? (3.106)
p 2. 4
Porém, é razoavel pensar que para valores bem altos de € a solugao mole-
cular seja instdavel ou de maior energia que as outras. Isto se deve ao fato de
que sera grande energia necessaria para dois atomos formarem uma molécula.
Também é razoavel achar que para valores bem baixos de € a solugao

molecular seja estivel e de menor energia que as outras. E evidente que
neste caso os atomos formarao moléculas minimizando a energia.

3.6 Pressao da solugao molecular.

A questao da pressio em um sistema uniforme é muito importante para
entender o confinamento deste. Assim, se um sistema uniforme possui pressao
positiva ele tende a expandir-se. Para conter tal expansao é necessdria a
presenga de uma parede que exerca pressao de fora para dentro. Um exemplo
disto é um gés no interior de um balao de borracha ou mesmo de uma garrafa.

Quando a pressao é negativa, o sistema tende a colapsar. A pressao
também pode ser nula. Neste caso o sistema nao colapsa e nem se expande.

No caso dos condensados Bose-Einstein o recipiente é uma armadilha
magnética (ou 6tica). Determinando a pressao do condensado, é possivel
saber se havera armadilha que conterd o condensado.

56



Comega-se estudando a pressao no condensado molecular. A defini¢ao de
pressao é:

oF
P=—-—— _
5V (3.107)
Usando a 3.47 vé-se que B = HV.
6(HV)
P=———+-= _
3V (3.108)
oM
P=V 1
V6V H (3.109)
Como p = % entdo a expressao acima fica:
dp OH
P= —Vﬁ?a—p —H (3.110)
N 0H
OH
P=p—— 112
p i H (3.112)

Para o condensado molecular sabe-se que p = p, + 2pp = 2pp. O hamilto-
niano de tal sistema estd em 3.2. Porém, para facilitar a notagao substitui-se
| W] por pp. Assim:

A
H =¢€py + §p§ (3.113)

ol loopyot.
IR o ) (3.114)

E o 6—96,05 2
Substituindo a 3.114 na 3.112 obtem-se:

1 A Ap?
P = 2py5(e + Apy) = (6o + 50}) = - (3.115)

Assim, a pressdo no condensado molecular é positiva. Logo o condensado
pode ser confinado. E interessante notar que na curva v = £ a pressao é
nula pois p, é nulo. Assim, o vdcuo ndo exerce pressio alguma (o que j4 era

esperado).
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3.7 Pressao da solugao atomico-molecular.

A pressao no condensado atémico-molecular é totalmente andloga a pressao
do condensado molecular. Basta usar a expressao da densidade como p =
Pa + 2p. O hamiltoniano é obtido da 3.52 fazendo as substituigbes de |¥,|?
e |¥,|? respectivamente por p, e py. Assim:

5 .
H=cepy+ §(pa + po)? + 2000+/P6 (3.116)

Calculando % e usando a expressao p = p, + 2pp.

OH  bpa 0H  SpyOH 1 P,
i EEh O 2 (e + A(pa s
To o e (Pa + po) + 2av/py + 5 (€ + Alpa + ) \/ﬁb)
(3.117)
Substituindo a 3.117 na 3.112.
1 ap,
P = (pa+2p)(A(pa+ pb) +2ay/ps + = (€ + Apa + ps) — )=t
2 VP,
A
—(epo + 5(pa + p5)* + 20pa~/P5) (3.118)

2
Apds manipulagoes algébricas:

2

@ =22 p) (B I1)

£ A &
P:—pa+§(2p2+5pg+7papb)+__ 2

2 v Po
Infelizmente, apds inimeras tentativas, nao foi possivel determinar ana-
liticamente uma curva no grafico ¥ x € onde a pressdo fosse nula. Assim, o

calculo da pressao serd numérico.
Um fato interessante é que nesta expressido o vacuo (p, = pp = 0) corres-
ponde a uma pressao nula. Além disso, se apenas o nimero de atomos tender

2 3
a zero (p, — 0) a pressdo tende a um valor positivo (P — 5’\—2‘0*& + dap?).
Assim, nas curvas v, quando |¥,|* é nula a pressio ndo pode ser negativa.
3.8 Resultados numeéricos.

Pode-se tomar um procedimento padrdo para determinar as solugdes associ-
adas a um ponto do plano v X €.
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1-)Identificar a regido & que o ponto pertence e relaciona-la com as so-
lugées possiveis.
2-)Se a regido contiver a solugio || = B + +/B? + C verificar a fungao
A(e,v). Se A < 0 a solugdo é estdvel. Caso contrario a solugio € instavel.
3-)Calcular os valores de |¥,|? e |¥,|? das solugdes estaveis. E importante
calcular uma quantidade f definida como —‘I’—_I];I’:E‘W—P f corresponde a fragao
de atomos em relagdo ao condensado total
4-)Caso se verifique que hd solugdo molecular (v > 5), calcula-se a densi-
dade |¥3|2.
5-)Caso haja solugao molecular, calcular numericamente as energias das
solugbes atomico-molecular e da molecular.
6-)Calcular a pressao das solugdes atdmico-moleculares estdveis a fim de
descobrir se ela é positiva, negativa ou nula.
Para ilustrar isso analisam-se alguns pontos do grafico. Comeca-se com
(O 1a? )
)Ele pertence a reg.A21, onde a energia da solugdo |¥,| = —B +
v B? + C é menor do que a de |¥y| = B+ vB%+C.
2-) Calcula-se A(0, %) = —0.32“—; < 0. Logo a solugdo |¥y| = B +
V' B? + C é estavel.

3-)As densidades sio |T,[? = 193 = 0.38 para a
solugdo |¥y| = —B + vB? + C e |¥, |2 040"‘ {lI’;,|2 — &;f’j,f — (.74 para
a solugao || = B+ vB?+

4-)Como 1 > 10, hé solugao molecular. Assim, [¥|? = 22
5-)As energias ficam: da solugdo |¥y| = B + B2 + C’ e

Wl ——B4 4 BEq U H = 2252 ¢ da solugdo molecular A= Oiﬂ_
6-)As pressoes sao: da solu(,‘ao |Wy| = —-B++vB2+C P = 25_0535§7 Ao
5| = B+ VB? +C P = ~0.06805545".

Outro ponto interessante ¢ (2o°, 1%a%),

1-)Ele pertence a reg..A22, onde a energia da solugao |¥,| = B+vVB? + C
é menor do que a de |¥,| = —B + VB2 +
2 A%, 10a?y _ —3Tda? () Jogp a solugao com 3 = +1 é estavel.

3-)As densidades sdo |¥,|2 = 250"‘ g 15§°‘ f — 009 para &

solugio [y = —B++v/B2+C e I\I/a|2 753"‘ e — 0'73"2 f = 0,83 para
a solucao |¥y| = B+ VB2 + C.

2 . ~ ; 2
4-)Como 10;’ > 23% | h4 solugdo molecular. Assim, |¥,|2 = e

1.60a?
Al )‘0: f
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5-)As %nergias ficam respec‘civammt ol

_ '5.48a Ll - da 3

= 24, de Wy = ~B+ VBT u - s Wil = B+ vETFC
p e

5.72¢c
e ’ ~
= X da solugio molecular

6-)As pressoes sao: da solugao I‘I’b\ e,
solugio |¥y| = =B+ VB2 +C P = 59 9902 B%+C P =933.801¢° da
2292

i , 2
Um terceiro ponto é (X%, 2%@)

1-)Ele pertence a reg..A22

1002 20a2y __ 3.76c?
2 JA S5) =5 5 2 91ogo asalucis com B = +1 é inst4vel
p— vel.

3-)As densidades sdo |¥o|* = 280 TP = 217302

solugdo |¥y| = —B+ B2+ C. = == fi— 005 paraia

20a? 110e® 14 4
4-)Como 22 > 53, hé solugdo molecular. Assim, |@,[2 = 3022
5-)As energias ficam respectivamente: da solugdo | ¥y = —B +,\m

A= 12252 ¢ da solugao molecular & = 12.580a

6-)A pressao da solugdo [¥s| = —B+ /B2 1+ C é P = 2784 832"
83

Enfim analisa-se o ponto (0, i;a_z)

1-)Ele pertence a reg.33 onde a solugao _ g fpoaaer -
energia do que |¥,| = fB LR T Gkl e s

2-)N3o ha a solugdo |¥| = B+ VB2 +C

3-)As densidades sdo |¥.|* = %‘ﬁ, |T,2 = &33_02, f = 0.52 para a
solugdo |¥y| = —B+ VB2 + C e |¥,|* = %, |2 = %,f = 0.65 para
a solugio |¥y| = —B — v B? + C.

4-)Como ‘O'Al"z < 10, néo hé solugdo molecular.

5-)Nao é necessario.

6-)As pressoes sdo: da solugdo || = -B+VB*+C, P = 1.523859;-,
da solugio |¥,| = —B — vVBZ+ C, P = —0.000965024%

H
p
H
P

3.9 Andlise das solugoes uniformes.

Foi mostrado que a solucdo |¥s| = —B + v/ B? + C € estavel. Em quase em

todo o plano v x ¢ esta é a solugdo de menor energia.

Al 2
Lembrando que B = 2¢=2¥=22" fica bem claro que para valores elevados

de ¢ B é grande. Se B2 >> C = |¥y| = -B+vB*+C — 0. Por outro

lado B2 >> C = || = B+ vB2+C — 0. Quando ¢ fica muito alto,
a energia gasta para dois atomos formarem uma molécula é alta também.

Logo, a formagdo de moléculas fica inibida. A solugdo que corresponde a esta
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lica o pérque da solugdo |¥,| =
. B2+ C. Isto e?ip b
. te\g);’x:ais energética do que |¥y| = —B++/B? + C.
as também mostraram muitos pontos do gréfico
B ++/B? + C era instavel. E bem provével que a
e ja instavel para a tltima solugio citada.
: _regido cal A22 seja 1nS L
maior partle da Sr£ Ire‘% _B — /BZ+ C ocorre apenas na reg.B3. E facil ver
. Zei?silzf:((i)e mbolecular desta solugdo € menor que a da solugio |¥,| =
que a

v/ B% + C. Como em B3 ¢ é bem préximo de zero nio hd razio para
o atomos “évitem” a forma molecular ou a atémica. Mas as interacdes
que 0s

4tomo-atomo, molécula-adtomo € molécu}a—molécula sdo positivas (A > 0)2
Cada molécula que se desfaz gera dois atomos. Logoﬂ 0 aumento em |¥,]|

supera a diminuigdo em |0y 2. Olhapdo na 3.52, ve-se que neste caso a
formacdo de dtomos aumenta a energia do sust(ima. Assu‘n, a formagao de
moléculas é favorecida. Além disso, a formacdo de moléculas aumenta a
densidade do sistema. Se p aumenta % diminui, minimizando ainda mais a

energia do sistema. Por todos estes motivos a solugdo |¥,| = —B++/B2 + C
tera menos energia do que |¥y| = —B — v B?* + C.

Com o aumento de ¢, a energia da solugdo molecular deveria aumentar
bruscamente. Porém, como foi citado no pardgrafo anterior, a formacio de
dtomos aumenta a energia do sistema. A compensagio de tais efeitos fa-
zem com que nas simulagdes numéricas realizadas a energia do condensado
molecular seja intermediaria a duas solugdes atémico-moleculares (ver simu-
lagGes realizadas). No caso da regido estudada possuir apenas uma solucio
atomico-molecular, a solugdo molecular tera maior energia.

Serd que o condensado escolhe o estado de menor energia ? Em primeira
analise é 6bvio que sim. Porém, as temperaturas utilizadas na formagao de
tais condensados no estado fundamental é tao baixa que talvez seja mais facil
conseguir um condensado excitado. Isto é uma questdo em aberto.

Com as simulagbes numéricas realizadas, é bem provéavel que a solugao
|¥y] = —B + v/B? + C sempre corresponda a uma pressao positiva. J4 a
solugdo |¥y| = —B — v/B? + C quase sempre estd associado a uma pressao
negativa, exceto nas proximidades da curva v, onde ela é positiva, e na
curva v = 0, onde ela é nula. Na solugio Wl = B £ /B2 LG pressao
assume valores positivos ou negativos. Como foi visto, a solugao molecular
¢ estritamente positiva. Entio fica flagrante uma importante associagao:
a pressao cresce a medida que a fragio de dtomos diminui. Basta ver as
simulagGes numéricas da segdo anterior e notar que a pressao da solugao

inibigao é |¥s| =
B++/B? + C ser quase 5¢
Varias simulagoes numeric
v x ¢ onde a solugao | W] =
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molecular nunca é negativa. A interpretacdo fisica mais simples é que a
tendéncia de uma molécula transformar-se em dois atomos corresponde a uma
pressao positiva pois dois dtomos ocupam mais espago que uma molécula;
por razoes analogas a tendéncia de dois 4tomos transformarem-se em uma
molécula corresponde a uma pressao negativa. Outra interpretagao fisica é
que o que gera uma diminui¢do na pressao € o fato de haverem dois tipos de
corpos no condensado: atomos e moléculas. Tal interpretagao é coerente com
a 3.119 pois o unico termo da expressao da pressao que pode ser negativo é
aquele que estd multiplicada por a.
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Capitulo 4

Condensados de Bose-Einstein
atomico-moleculares nao
uniformes.

4.1 Condensado Bose-Einstein nao uniforme.

Até agora foram estudados os condensados de Bose-Einstein atémico-molecular
e molecular uniformes. Sabe-se que tal estudo é demasiado limitado pois os
condensados obtidos experimentalmente sao finitos e mantidos sob armadilha
magnética (ou Gtica), o que torna a uniformidade do condensado impossivel.
Ainda assim, dentro da aproximaciao de Thomas-Fermi, localmente, o con-
densado comporta-se como uniforme. Esta é a grande utilidade do estudo
feito no capitulo anterior.

Para analisar os condensados nao uniformes é necessario levar em conta
os potenciais V, e V;,. Usa-se o hamiltoniano da 3.52.

Os gréficos sao desenhados como anteriormente pois a energia e a estabi-
lidade de um condensado nado uniforme (segmentos verticais no plano v x ¢)
nao sao iguais as de um uniforme (pontos no plano v x ).

O critério usado para escolher as solugoes nas regioes de ambiguidade
serd neste caso a “continuidade”. Na natureza nao existem transi¢oes des-
continuas (ou sdo bem raras). Neste caso em particular, hd apenas a descon-
tinuidade na Reg.B3, o que ja foi visto. Porém, qualquer outra descontinui-
dade invalida a aproximagao de Thomas-Fermi. O operador energia cinética
é %Vz. Uma descontinuidade na derivada da func¢ao de onda corresponde
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a um laplaciano infinito. Assim, a energia cinética nio pode ser desprezada.
Como as temperaturas utilizadas nos experimentos sdo da ordem de 107°K,
a densidade de particulas é baixa, e a interagao entre as particulas é fraca, a
aproximacao de Thomas-Fermi deve ser boa.

Para saber a distdncia entre o nicleo do condensado (r = 0) e um ponto
qualquer basta fazer um cdlculo simples:

v=pu-Vr)=V)=p-v (4.1)

Como V(r) = kr? entdo

krP=p—v=r= 'u;y (4.2)
Esta simples expressao torna possivel calcular em que raio ocorre a tran-
sicao de uma solugdo para outra. Além disso, torna possivel calcular o raio
do condensado. Para tais cdlculos basta saber qual o valor de v o condensado
muda de solugao ou encontra o vacuo.
Resta agora estudar as solugodes continuas.

4.2 Anulamento das solucoes

As curvas que dividem o plano v X £ em suas diversas regioes sao v = 0, v/,
V' ewv,. Como foi visto ¢/, separa as solugdes reais das complexas (nao reais).
Assim hda uma descontinuidade. Quanto as outras curvas, foi demonstrado
que elas correspondem a possibilidade de |¥,| = 0 ou |¥,| = 0. Serd que elas
constituem descontinuidades ? Certamente nao, pois para calcular as curvas
v =0, v, e v_ supOs-se a continuidade. Resta saber entao quais solugdes sao
anuladas pelas curvas. Por exemplo, foi provado que em v/, |¥,| = 0. Mas
ha duas solugdes que margeam v/, : |¥y| = -B++vB?*+Ce B++vB?+C.
Qual delas se anula ?

Comega-se analisando a densidade molecular |¥,|. Como foi visto, |¥;| s6
pode se anular em v = 0. As solugdes que tocam tal curva sao as trés validas.
Assim escreve-se tais solugoes com v = 0. Para isso usam-se as expressoes

feitas anteriormente para escrever |¥|.

Ae — X 20 Az 207 g a
o 6o T 6ax  6a 3\

B




Gy 2 Clu=0) =0 (4.4)
a
|0 = BB+VB*+C (?—ﬁ)im_
e s (45)
Se £ — & >0=>¢2>2%.
Logose5>2°‘ = |&£ - &|=£ - & Ento
€ a € 7"
Gl s VELRC (e ) (- e
« £ o
_ﬁ(ga 3,\) .
(0]
= (4.6)

. 2 =
Assim, para £ > 2% a curva ¥ = 0 fornece como solugdo nula [¥;| =

—B +~/B? £ C.

Para e < 2"'—; obtem-se:

5 «x & (07
T T -
Assim
& (07 & (87
¥ = ﬁ(@ — 3—/\) + (—(@ - 3—)\))
= (o~ ) BF D (438)

Assim, para € < 2‘-"; a curva v = 0 fornece como solugdes nulas |¥,| =
B++VB?+Ce|¥| =—-B—-+vB2+C.

Como j4 foi provado, se v =0 e |¥y| = 0 = |¥,|?> = 0. Mas néo havera
uma regido em v = 0 onde |¥y| = 0 e |¥,]|> = 0 ? Nao. J4 foi provado
que a solugdo |¥,| # 0 e |¥,| = 0 é impossivel. Conclui-se que em v = 0,
para £ > 2% |¥4|*> = 0 na solugéo |¥y| = —B + VB2 +C, e para e < 2";
|¥,|? = 0 nas solugdes |¥y| = B+ VB2 +Ce|¥|=-B-+B2+C.
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Resta analisar as curvas ¢/ + e V.. Para a andlise de tais curvas convém

introduzir uma nova varidvel: NI :f:l Assim:

Vi =€+4-—+2—\/,\s+4a2 (4.9)

A
Ficando claro que v = +1 corresponde a v}, e y = -1 a . . Assim,
substitui-se v, em v obtendo:
Ae — AV, — 202
! i + 15
B(V:t) = 6a )
_Ae—Ae+45 +290e 1 40%) — 202
6o 7
- — Ve + 4a?
= e =-2-Y/keTi@ (40)
(83
) v & = da? 2a’y =
! =T =4 — 4 1y 4.1
C(vy) 3% 9 + 3/\2 32 A + 4o (4.11)
9 a9 2 e 4a® 2ay
— —_——_— = = A 2 o o P )‘ 4 2

B*+C ( ,\ )\\/ 5+4a)+(3/\+3/\2 3A2\/ € +4a?) =

o? 2017 Ae — 4a?

— + —V e — 402

PR Uwrioes

4 2
~E—+—a- a7vA6+4a2

+3)\ A S Al

206 s T e s (4.12)

BT
Agora resta achar v/B? + C. Faz-se uma tentativa de solugao calculando

Ae + 4
2’7\/m)2 o _+__,/)\5+4 2+£9j\__a,l=

a —_—
v 2T 3
2502 4e 4afy
= —/ 42 4.13
Y e o G
Logo
9 (8] 2')’ 212
B A C = (X+ 3—)\\//\s+4a) (4.14)
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v o2

(—a; + gV e +402)” = 72(§ 2k g—}\/ Ae +4a?)? =
2

L (% o 5}\/,\5 +4a2)2 = B2 4 C (4.15)

Assim

2
B41C = (5}+§\/m)2:

2
= (% + ﬁ\/ )\E A 4(12)2 (416)
Comega-se com y = +1.
2
B2+C: (§+§XV /\€+402)2 (417)

VB?¥C = \/(§+%\/Ae+4oﬂ)2:

2 2
i |§ . 3_/\,/——,\5 +da?| = % i B_A\/Ag +402  (4.18)

Se v = —1.

Bl = (%—3%\//\54—4(12)2:

iy g
:(Ta + Ve + a2y’ (4.19)
2
VB?+C = \/G — xVe +4a2)2 =
2
= |§— o5 Vie+4a? (4.20)

Para § — ZvAe +4a? >0 = a > 2Ve + 4a?.
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tudo ao quadrado.

a
A

Como ambos 0s membrog i

2
@ = =M 5 4
972 ) == 902 > 0 4 160
€= S
G (4.21)
= (5—2
e ﬁ ,—_-—AE+4a2' A 3A\/A‘5-“+‘\4(12)>0:>| _sz /A€+4a2|=
Entao para
(05 2
VB2+C = g %m (4.22)
Analogamente ¢ facil ver que para ¢ > =fe®.
i -"Vf\5+4azl = —+3—A\/)\€+4a2 (4.23)
Isto implica que para € > = T = VB2 +C = + 2/ e + 4o
Entao fica facil ver quais solugées de |¥,|* = 0 em 1/, e /.
Wyl = BB + vBI O =
2
—ﬁ(——a——\/,\e+4a2 (——+3—A\/)\E+4012)=
= %(— \/ e +4a?(—yB £ 2) (4.24)
0l
|0, |2 )\2(1$267+1 \//\E-Hla2 'yﬁi2 (—Bx7)+
Ae + 4o’ o’ 38
Tum ﬁ+4) /\( ﬂ)
S L et Aa2(3 o 390 (4.25)
9)\(5;273)+ 3)\ (3 3v0)
— 2aB|¥
. = LA oy =
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candat,. 20
=4 4 ;\/)\5+4a2+

Ny
= 6i'r)+3—);\/)\6+4a2( we2) - 5 E xR,
—i(s F 278) — 3)\2 22T e T 403(3 T 37B) =
16
— )+ S0 M 2 Ty =
:(%+196; i‘;\f Ve + 4a2)(1 + A7) (4.26)

> —Ta? 2
Assim, para € > 4/\ a curva u+ corresponde a |¥,|* = 0 na solugao

|¥y| = =B + vV/B%2+ C. J4 a curva v/, no mesmo intervalo, tem |¥,|? = 0
para as solugoes |¥,| = B—%—\/B2 Ce|¥| = —-B—+/B?+ C. Oanulamento
de [, também pode ocorrer para (g5 + 18- 4 298, /3- 1 45%) = 0. Mas
a solugao de tal equagdo sio apenas pontos no grafico v x . Como Ja foi
provado tals pontos nao podem estar contldos f01a das curvas v, ou /.
1zando a 4.23.

0| = BB+ VB?+C =

a 2
—ﬁ(___\“\u*“l lvA€+4a2):
:X(—ﬁil) \//\E+4a2 —8+2) (4.27)
-

e = /\2(13F2ﬁ+1) \//\5+402( B+2)(-B+1)+
Ae + 4a? a? 38
T(1¥4ﬁ 4) = A°(9 *ﬁ)+
) A(5 +26) + 373‘/_’\‘ +40%(3 + 38) (4.28)
v —2af|¥

|‘I,a|2_ : | b| *|\I}b|2~

£ Hdo?  'on 5
:5\'+7 Tm+




2B ey Lra-p) - RE e Hp
—9—)\(5 +26) - if\z Ve + 4a2(3 + 38) =
(4 48) + a(? -—»yﬁ iAZ\/AeHa?(uﬁ

45 160 2a’y -
9,\+ 90 3)\2\/)\64—40! )(1F B) (4.29)

= 0 nao depende
de 7. Assun a solugao com |¥,|? =0 é |\Ifb| = —B + \/B2 + C tanto na

curva v/, como v . Resta a possibilidade de 196; %ﬁ-}vAs +4a?) =0
para que |¥,| = 0 Porém, como no caso anterlor tal equagdo tem como

solu(;ao apenas pontos no grafico v x ¢. Isto é andlogo ao que acontece para
E B
Com as informagdes contidas acima é possivel saber onde as solugoes
anulam-se. Assim para a solugdo |¥| = —B++vB?2+C |‘I’b| = 0e ]\Ifal =10
emv=0parae>2; |¥,|?=0em v/, eem v_ para——<5< o

Ja a solugdo |‘Ifb| =B++vVB2+C tem |¥y| =0e |¥, =0em v =0 para
£ <0;|P,] =0em . parace > 0.

Enfim, a soluga,o || = —B—+vB2+ Ctem |¥y| =0e ¥,/ =0emv =0
para 0 < e < 22, |¥,| =0 em v_ para—7L<5<O

Chega-se a uma constatacdo bastante interessante. Quando uma solugao
existe em duas regioes vizinhas, as curvas que a separam nao as afetam. Por
exemplo, a solugao |¥y| = B + vV B? + C existe nas regides Al e A2. Tais
regides sio separadas pela curva v/,. Ora, nem |¥,| e nem |¥;| anulam-se
nesta curva. Como ambas as densidades sao fungoes continuas, pode-se dizer
que elas nao “sentem” tal curva.

Agora serdo analisadas todas solugdes que mantém a continuidade por
todo o plano v x e. Como ja foi dito serdo excluidas as solugdes descontinuas.

4.3 Solucao I.

A primeira solugio que é continua por todo o plano v xe¢ é a solugdo molecular.
Sua continuidade j4 foi provada. Para relembrar ela consiste em |¥,| = 0;
|Wy|? = 2% para v > § e |¥y] = 0 para v < § (ver fig. 4.1).

O raio do condensado molecular é obtido da eq.4.2.
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(4.30)

Solucao I

Figura 4.1: Solugao I exibida em um gréfico v X ¢.

4.4 Solucao II.

Toma-se a regido do plano v x € onde ha ambiguidade de solugao, reg..A2.
Escolhe-se uma delas: |¥,| = B + v/B? + C. Como ela ndo é afetada por

!

v, a solucdo escolhida para a regido Al fica sendo |¥y| = B+ vB2+C
também.

Na reg.A3 a solucdo |¥,| = B + v/B% + C nio é valida. E preciso que
a solugdo vélida nesta regido seja continua em relagdo a reg..A2. Como ja
foi visto, para ¥ > 0 a curva v anula |¥,|?. Porém, a solucdo vélida na
reg.A3, |¥y| = —B + +/B? + C nio é afetada pela curva v/ (|¥,|* = 0) para
£ > _ZJQ,T Assim, se a solugdo |¥,| = B + v/B? + C é vélida na reg. A2 a
solugdo |¥,| = —B + v/ B? + C ndo pode ser na reg..A3.

A solucao que pode estender-se além da curva v’ é aquela em que para
v =1, |¥,]? = 0. Como ja foi provado, nesta curva a solugao molecular toca
a solugdo atoémico-molecular. Assim, esta constitui uma solugio continua.
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Mas ainda é preciso verificar se a curva que separa a solugao molecular do
védcuo, ¥ = § ndo intercepta a curva v.. Caso isto aconteca, a solugdo
atémico-molecular |¥,;| = B + +/B? + C encontrard abruptamente o vécuo,
embora na ultima curva citada |¥,|?> = 0, |¥;| # 0 (pelo menos para v # 0).
Tal descontinuidade em |¥,| invalida o critério da continuidade. Entao testa-
se a igualdade

e
= — 4.31
g (4.31)
o? a €
£+47 ~2X\/)\€+4a2 = (4.32)
£ o a
Elevando os dois membros ao quadrado.
.2 f a4 o2
g2 cat o’ a’e o
— +4—+16— =4—+ 16— 4.35
I €
2
€
sy S g 4.36
- (436)
e—10 (4.37)
Assim, o tinico ponto de intersecgao entre as curvas v’ e 5 é ¢ = 0. Neste
pontov =v =2 =0. Parae = 5“—2 obtem se v = 3";) g = 5"' J4 para
E= *3§ chega-se a V. = —"72 = ——A Como a tnica mtersecgao entre
V. e £ é e =0 entdo para ¢ # 0 vale v > £. Conclui-se entdao que além de
V' estd a solugao molecular.

H4 ainda uma dificuldade: em v = 0 para € < 0 a solugao |¥y| = B +
V/B? + C resulta em |¥,]* = |¥,] = 0. A solugdo molecular s6 apresenta
tal resultado em v = £. Assim fica claro que para v # 0 a curva v = 0

2
nao mtercepta £. Logo, a solugdo molecular nao pode suceder || = B +

VB2 + C para ¢ < 0. Na regido B2 existe a solugdo |¥s| = -B + VB2 +C
Esta também nio pode suceder |¥,| = B + v B? + C pois neste 1ntervalo
|¥,| = —B + vB? + C nao tem |¥,|? anulada. Resta entdo o vacuo.
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A estrutura final da solugéo II fica sendo:

Em ¢ < 0 para v < 0 obtem-se o vicuo; para v > 0 vale |¥,| = B +
vB?+C.

Em ¢ > 0 para v < 5 obtem-se o vdcuo; para § < v < v vale a solugdo
molecular; para v > v vale |¥,| = B+ /B2 + C.

Tal distribuigao é continua em todo o plano v x €. Tal solucao estd na
figura 4.2.

Solucao II

- -3

L
122

1

£

]

(%)

o ——
=

(=

Figura 4.2: Solucdo II exibida no plano v x ¢.

Usando a 4.2 para valores negativos de ¢ o raio do condensado é r = \/E

Ja para valores positivos de € o raio do condensado é r = 4/ “—Ii sendo o ponto

]

p—v’

de transi¢ao da solugao atémico-molecular para molecular em r = =

4.5 Solucao III.

Tomando-se novamente a regiao A2 escolhe-se a outra solucao: |¥,| = —B +
vVB?+ C. Como para € > -% a solugdo |¥| = —B + /B2 + C nio é
afetada pela curva v_ na reg.A3 vale a mesma solugao. Além disso, para
e < 2% a solugao em questao nao é afetada pela curva v = 0. Assim, na
reg.B2 vale a mesma solucao.
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Na regiao B3 hd uma ambiguidade de solugdes: vale |¥y| = —B +
VB?2+C e |¥y] = —B — v/B?+ (C. Porém, neste intervalo, a solugao
|¥y| = —B + v/B?+ C nao é alterada pela curva ¥ = 0 nem pela curva
v . Assim, na reg.B3 vale a solucio |¥y| = —B + vB%+ C. Para con-
firmar tal fato, vé-se que para ¢ < 29‘; a solugao |¥y| = —B — vB*+C
fornece para v = 0 os valores |¥,| = |¥,|> = 0 0 que ndo ocorre na solugio

|¥y| = -B++vB2+C.

Na regido Al ha a solugdo |¥,| = B + vB%+ C. Porém, |¥,| = —B +
v B% + C tem |¥,| anulada em tal curva enquanto a outra solugao nao o
tem. Logo, usando o critério da continuidade, nao pode ser vélida a solugao
|¥,| = B+ v/B? + C na reg.Al. Resta entao a solugio molecular na reg.
Al

Na regido D nenhuma solugdo atémico-molecular é aceita. A solugao
molecular “encontra” o vicuo apenas na reta 3. Assim, usando o critério da

: ‘ 2 o
continuidade, para ¢ < —4% em v < 0 vale a solugdo molecular.

No intervalo —4"; <es —%";- a reta v/ fornece |¥,| = 0 para a solugdo

|¥y| = —B + v/B? + C. Entio a solugdo que sucede |¥y| = —B+ VB2 +C
para v < v/ é a solugdo molecular. A tnica objecao que poderia haver é a

reta ¢ interceptar v’ . Isto nao acontece pois ja foi provado que para € # 0
obtem-se v/ > Z.
i : 2 2 : B . :
Ja no intervalo —%\— < g £ 25 a situagdo € mais complicada. Neste

intervalo a solugao |¥,| = —B + v/ B? + C nao ¢ afetada pela curva v/. Na

curva v, nio é obtida a condigdo |¥,4|* = 0 de modo que esta nao pode ser
. = , & 2 i
sucedida pela solugao molecular. Porém, a reta vertical € = —%— nao pode

L 2 =
afetar a solugdo molecular. Logo, para € > —lﬁ— vale a solugao molecular.

Resta saber se a reta § intercepta a curva v, e onde isto ocorre. Faz-se

£

2 :V+:

2
% —c 82/\— 4 2§\/15a2 3% (4.38)
€ a? a
'2' —8—/\" = —ZXv15a2—3)\6 (439)

Elevando tudo ao quadrado:

2
g% % d o

(0% 2
g — =4—(15a" — 3 4.40
n 8/\ +G4/\2 4/\2( a £) (4.40)
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& ea? ot

Z+4_/\—+4F =0 (4.41)

Aplicando a férmula de Béskara:

—45 £ /165 — 4545

Fi 5 (4.42)
= (-8 +vVAx12 )5';— (4.43)
= (-8 \/ﬁ)%21 (4.44)

Sendo /48 & 6.93 os valores possiveis para & sio —1.07%2 e —14.93%2.
Como o intervalo de interesse é —7“2 < e= 2"2 entao o valor —14.93‘172 é
descartado. No ponto v = — & obtem se v, = v. > £. Como no intervalo
de interesse o unico ponto de 1ntersecgao entre v, e % e — ~1.07"; entao
, neste mesmo intervalo, para € < —1.07“—1\2 vale que v, > £. Parae =0 ¢

2
obtido vy = (-8 + 2\/5)‘}-2 ~ —0.26"‘72 enquanto que 5 = 0. Assim, para
e > —1. 07£ vale £ > 1.

Conclui-se entao que para € > — 4/\ em v < v, a solucdo molecular vale

ate E = —1. 07“ . A descontinuidade que existe na curva v, no intervalo
2 <e<L 2° ja foi suficientemente comentada. Ela é aceitdvel.

A estrutula da solugao III fica sendo:

Em £ < —4%5 para v < 7 obtem-se o vdcuo; para ¥ > = a solugao ¢é
molecular.

Em —4° £lE == pa,1a v < § obtem-se o vacuo; para
vale a solu(;ao moleculal ja para V. < v < v, fica viélida a sol
—B ++/B?+ C; enfim, pala v > vale a soluga.o molecular.

Em —% <e< —1.07" para v < 5 obtem-se o vdcuo; para £ S v < vy
vale a solug¢dao molecular; ja para v, g v < vV, fica vdlida a Solur;ao Wy =
—B + +/B? + C; enfim, para v > V! vale a solucao molecular.

Em —1. 070— S e 2“ para v < v, obtem-se o vacuo; para v, < v <V,
vale a solucao {lIfbl — —B+x/ B? + C; japarav > v/, vale a solugdao molecular.

Eme > 2“72 para v < 0 obtem-se o vicuo; para 0 < v < v/, vale a solugdo
|¥y| = —B + VB2 + C; e para v > v/, vale a solu¢do molecular.

(&1
IN

<<y
15 ‘\pb‘:
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Tal solucao estd na figura 4.3.

Solucao III

n

Figura 4.3: Solugao III exibida no plano v x €.

Usando a 4.2 chega-se ao raio do condensado e nos pontos de transigao.
Tais resultados sao triviais e serao omitidos.

4.6 Solucao IV.

H4 uma ambiguidade na regido B3: sdo vélidas as solugdes |¥,| = —B +
VB2 +C e |Vy| = —B — v/B?+ C. Na solugao III ja foi visto tal regido
com a solu¢ao |¥y| = —B + v/B% 4+ C. Assim, resta analisar a reg.83 com a
solugao |¥y| = —B — vB? 4+ C.

A solugao |¥y| = —B — v/ B? + C é afetada pela curva v = 0 para o
intervalo 0 < v < 2"‘72 que anula [¥,|? e |¥,|*>. Na reg.A3 que faz fronteira
com B3 neste intervalo, a tnica solugdo atémico-molecular valida é |¥,| =
—B++/B? + C. No intervalo citado, tal solu¢ao nao é afetada pelareta v =0
ficando |¥,|? e |¥s|* ndo nulos. Assim, aplicando o critério da continuidade,
vé-se que a solugio |¥y| = —B + v/B? + C ndo pode suceder |¥y| = —B —
v/B? + C. A tnica solugio que mantém a continuidade é o vécuo.

Além disso, a solucdo |¥y| = —B — v/B? + C tem |¥,[* anulada para a
curva v no intervalo —7—;’; < ¢ < 0. Na regiao B2 que faz fronteira com
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B3 a tnica solugao vélida é |¥,| = —B + +/B?% 4+ C. Como no intervalo em
questdo |¥3| = —B + VB2 + C néo é afetada por v_ tal solugdo ndo pode
suceder |¥y] = —B — +/B?2+ C. Logo a tnica solugdo que pode suceder
|¥y] = =B — v B? + C ¢ a solugao molecular.

A curva que limita a solugdo molecular é ¥ = 2. A interseccdo desta
reta com vy ja foi discutida anteriormente. Além disso, a descontinuidade
na curva v, também foi discutida.

A curva v = 0 nao afeta a solugdo molecular. Logo ela estende-se por
v > 0 encontrando seu limite na reta 5. Como ja foi visto, tal reta encontra
v =0e v nopontoec =0evr =0 Paraareta 5 a solugdo molecular
encontra o vacuo, sendo este sucedido pela solugao |¥,| = -B — VB2 +C
na reg.B3. A continuidade é mantida.

Assim, a estrutura da solugao fica sendo:

Em ¢ < —% para v < § obtem-se o vdcuo; para v > $ vale a solugdo
molecular.

Em —Z;”Tg <ex —1.07%3 para v < £ obtem-se o vacuo; para 5 <& < vy
vale a solugdo molecular; ja para v, < v < V. tem-se a solugdo |¥,| =
—B —+/B? + C; e para v > v vale a solu¢ao molecular.

Em —1.079; < e <0 para v < v, obtem-se o vicuo; para v, < v < v
vale a solugio |¥y| = —B—+/ B2 + C; parav > V' tem-se a solugao molecular.

Em0<e< 2“—; para v < v, obtem-se o vacuo; para v, < v <0 vale a
solugdo |¥y| = —B — v/B? 4 C; jé para 0 < v < § chega-se ao vicuo; e para
v > 5 tem-se a solugdo molecular.

Em e > 2“72 para v < £ vale o vacuo; para v > £ obtem-se a solugdo
molecular.

A solugao IV esta na figura 4.4.

Usando a 4.2 chega-se ao raio do condensado e nos pontos de transicao.
Tais resultados sao triviais e serdo omitidos.

4.7 Simulacoes numeéricas.

Para comparar os dados experimentais com os resultados analiticos é ne-
cessario fazer um grafico de |¥,|? e |¥4|? em fungdo do raio. Porém para tal
empreendimento faz-se necessario o uso de unidades realisticas. Para tanto
utilizam-se artigos sobre experimentos.

Uma vez em posse destes dados seguem-se os passos:
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Solucao IV

1%}

Chha

L
T

i

~

(e
o ——

-1

2=

hy

Figura 4.4: Solugao IV exibida no plano v x €.

1-)Escolhe-se uma das quatro solugdes.

2-)Fixando € dado no experimento “chuta-se” um potencial quimico p.

3-)Feito isso ultiliza-se a 4.2 copiada abaixo para saber os pontos de tran-
sicao e raio do condensado.

e (4.45)

4-)Através da relagio N = [ (|¥,|? + 2|¥|?)d*r calcula-se o ndmero de
particulas do condensado, tomando os limites de integragao do passo 2. Se
o numero coincidir com os dados experimentais prosseguir. Caso contrario
repetir os passos 2, 3 e 4 convenientemente, com outro u até chegar a um
valor bem préximo do experimental.

5-)Programar o computador para desenhar o gréfico de [¥,|?(r) e | ¥, [*(r).

6-)Comparar com os dados experimentais. Caso haja grande diferenca
entre o modelo e o experimento volta-se ao passo 1 escolhendo outra solugao.

Em um dos experimentos realisticos € varia entre ~15°—f\3 e 10"7\E (no artigo
em que a experiéncia é citada a varidvel € nao estd explicita, porém ela ¢é
funcio do campo magnético e da ressonancia de Feshbach). Assim, vale a
pena fazer simulagdes com estes valores. Os dados estao expostos abaixo:
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a? = 4.34 x 10" H 22 (nm)?
A =1.88 x 10'°Hz(nm)?

=2.31 x 10°H2

2 >|R,

(
(4.47)
(4.48)
~ 5 % 10° (4.49)
V(r) = 0.00110%[r(um)]*M H 2 (4.50)
v =100Hz (4.51)
Utilizando os procedimentos numeéricos e os dados acima faz-se algumas
simulacdes com o numero de particulas o mais préximo possivel de 5 x 1025.
Comega-se com a solugdo IIL. Na figura 4.5 fixa-se ¢ = 2.31 x 10"H2(10%")

obtem-se = 1.98 * 10°(0.8822) e N = 502562. Além disso, é calculado
o valor da energia do sistema, £ = 5681.74Hz. As figuras 4.6, 4.7 e 4.8
mostram respectivamente os valores € = 0, ¢ = —10"—)\2 elc — —15%. Os
valores de p, N e E aparecem nas figuras.

Com os mesmos dados a solugao II é simulada. Fixam-se € nos mesmos
valores fixados na solugao III. Os valores de u, N e E aparecem nas figuras
correspondentes. Ver figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12.

A solugdo IV também é simulada com os dados citados, sendo os valores
de e, v, N e E expostos nas figuras 4.13 e 4.14. Como para ¢ < —4"‘; as
solugoes III e IV se igualam nem todos os graficos precisam ser desenhados.

Enfim, a solugao I é simulada com os mesmos dados e da mesma maneira.
Nem todos os gréaficos precisam ser desenhados porque para ¢ < —4% as
solugoes I, IIT e IV se igualam (ver 4.15).

4.8 Analise das solucoes nao uniformes.

Nas simulagdes numeéricas a ordem de energia do sistema (em ordem crescen-
te) foi: solugdo III, solugdo I, solugdo IV e solugdo II (em algumas simulacdes
a solugao IV tem maior energia do que a solugao II).

Nao hé solugdo analitica para a energia dos condensados nao uniformes.
Entao pode-se conceber estes como um conjunto de condensados uniformes
para pequenas variagoes da distancia entre um ponto no condensado e o
nucleo deste. Pode-se dizer que a energia do condensado ¢ a soma das energias

i




VAN

plur’) .,

Figura 4.5: Créfico de |¥,|? e |¥s> em funcao do raio 7. Em r = 0
densidade atémica é maior do que a molecular. A solugdo é do tipo ||

—B + B2+ C. As constantes do experimento sao p = 1.98 * 10% 7, c =
231 x107Hz, N = 502562 e E = 5681.74H 2. Todos os graficos a seguir tem

como unidade de raio gm e unidade de densidade pm=3

[l o
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Figura 4.6: Gréfico de |¥,|* e |¥;]2 em fungdo do raio 7. Em r = 0 a
densidade atomica é menor do que a molecular. A solugao é do tipo |¥,| =
—B ++/B? + C. As constantes do experimento sdao p = 1.71x10°Hz, e = 0,
N = 503360 e E = 32287.8Hz.
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Figura 4.7: Gréfico de |¥,|* em fungdo do raio r (|¥,)> = 0). A solugao é
do tipo molecular. As constantes do experimento sao p = —4.38 * 10°H =z

e=-231%10"Hz, N = 498078 ¢ E = —80996H =.
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Figura 4.8: Grafico de |¥,|? em fungdo do raio r (|¥,|* = 0). A solugdo é do
tipo molecular. Em 7 = 0 a densidade atémica ¢ maior do que a molecular.
As constantes do experimento sio p = —9.47 x 10°Hz, ¢ = —3.46 « 10 s
N = 500973 e E = —318070.7THz.
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Figura 4.9: Grafico de [¥,|* e [Ty* e [T, 2 . (da solugdo molecular) em
funcéo do raior. Em r = 0 a densidade atomica é a menor de todas, enquanto
a maior é a puramente molecular. A solugao é do tipo |¥y| = B+v B? + C até
o ponto em que |¥,|? = 0. Dai em diante vale a solu¢ao puramente molecular.
As constantes do experimento sdo p = 16.86 * 106Hz, ¢ = 2.31 x 10"Hz,

N = 505681 e E = 93616.3Hz.
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Figura 4.10: Grafico de |¥,|? e |¥;|? em funcdo do raio 7. Em r = 0 a
densidade atomica é maior do que a molecular. A solugao é do tipo |¥,| =
B + +/B*+ C. As constantes do experimento sdo p = 7.16 * 10°Hz, £ = 0,
N = 503013 ¢ E = 49940.18H .
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Figura 4.11: Gréfico de |¥,|? e |¥|*> em fungdo do raio 7. Em r = 0 a
densidade atémica é maior do que a molecular. A solugao é do tipo |¥,| =

B + /B? + C. As constantes do experimento sdo p = 8.316 x 10Hz, € =
—2.31%x10"Hz, N = 497287 ¢ E = 64835.9Hz.
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Figura 4.12: Gréfico de |¥,|* e |¥y|? em funcio do raio 7. Em r = 0 a
densidade atomica é maior do que a molecular. A solugio ¢é do tipo [} =
B + vB?+ C. As constantes do experimento sio u = 6.7 * 105Hz, ¢ =
—3.46 % 10'Hz, N = 500382 ¢ F = 76398.27H z.
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Figura 4.13: Gréfico de |¥,|%, |¥s|? € |¥p|2pec (da solugdo molecular) em
funcdo do raio 7. A solugio é molecular até o ponto em que |¥,|Z, .. desta
solucdo se anula. Nesta regido, apesar de |¥,|*> > 0, |¥,| < 0. A partir dai
vale a solugao do tipo |¥,| = —B — v/ B?% 4+ C. As constantes do experimento
si0 = 4.39 % 106Hz, ¢ = 0, N = 502387 e E = 87456 H z.
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Figura 4.14: Gréfico de |¥,|%, |¥|* e |T)2, .. (da solugdo molecular) em
fungdo do raio r. A solugao é molecular até o ponto em que |2, .. desta

solucdo se anula. Nesta regido, apesar de |¥;|2 > 0, |¥,] < 0. A partir dai
vale 0 vécuo pois tanto |¥,|* da solugdo molecular como |¥,|? ficam negativos.
A partir do ponto em que |¥,|? e |¥;|? ficam positivos a solucio fica do tipo
|¥3| = —B — VB2 4+ C (no gréfico esta parte fica quase que imperceptivel
pois é muito pequena em relacido a extensdo do condensado. As constantes
do experimento sdao p = 3.67 x 10°Hz, ¢ = 2.31 x 10Hz, N = 495736 e
E = 148119H z.
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Figura 4.15: Grafico de |¥,)? em fungdo do raio r (|¥,|* = 0). A solugdo
do tipo molecular. As constantes do experimento sdo u = 5.313 * 10°H z,
=0, N =507829 ¢ E = 231658H 2.
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de condensados infinitamente finos (uma casca de condensado). Ou melhor,
tal energia € a integral da densidade de energia no volume.

Em quase todo o plano ¢ x v a energia da solugdo |¥,| = —B++vB? + C
é menor do que da solugdo |¥y| = B ++/B? + C. Além disso, nas simulagdes
numéricas feitas anteriormente, a solugéo |¥;| = —B + v/ B?% 4+ C tem menor
energia do que a solugdo puramente molecular. Assim, para € > —49;, a
energia do condensado tem valor menor na solugdo III do que na solugao
II. Para e < —4% a solugao II torna-se totalmente molecular. Para valores
negativos de ¢ (bem menores que zero) tanto a argumentagao fisica como as
simulagoes numéricas mostraram que a solugao molecular tem menor energia
do que a solugao |¥,| = B + vV B? + C. Entio, para ¢ < —4“—; a solugao III
também corresponde a uma energia menor do que a solugao II.

A solugdo |¥,| = —B + vB?+ C tem menor energia do que |¥,| =
—B — v/ B? + C para qualquer ponto no gréfico exr. Além disso, como j4 foi
visto, a solugao |¥,| = —B + v/ B? + C tem menor energia do que a solugao
molecular. Assim, a solugdo III tem menor energia do que a solucao IV para
E = —4%. Para € < ~49; ambas as solugoes se igualam o que obviamente
implica na igualdade da energia das duas solugdes.

As solugoes III e I igualam-se para ¢ < _49;_ Para ¢ > -4% a energia
da solug¢do |¥,| = —B + vVB?+ C é menor do que da solugdo molecular.
Assim a energia associada a solugao III nunca é maior do que da solugao L.

A energia da solugdo |¥| = B + v/ B? + C ¢é maior do que a da solugao
molecular em quase todas as simulagdes numéricas feitas para condensados
uniformes. Assim a solugao I tem menor energia do que a solugao II.

2 2 ~ . .
Para ¢ < —74‘; e para € > 2% as solugbes I e IV igualam-se. No in-

tervalo ~% il o 29; para v < 5 a solugdo I torna-se solugdo trivial: o
vacuo. Neste caso ndo faz sentido comparar as energias das solugoes. Pa-
ra v > £, no mesmo intervalo citado, as solugoes podem ser comparadas
por uma via indireta. Isto se deve ao fato de que nos condensados uni-
formes nao had uma grande regidao do plano v x € em que coexistam as as
solugdes |¥y] = —B — v/B? + C e a molecular. Como nesta regiao ¢ tem
valor proximo de zero, a formacdo de moléculas ndo fica inibida e nem fa-
vorecida. Assim, o que determina a diferenca de energia é o numero de
particulas (moléculas mais dtomos). Cada molécula que se desfaz gera dois
atomos. Neste processo o aumento da energia de interagao dtomo-atomo
¢ o dobro do que a diminuigao causada pela intera¢ao molécula-molécula.

Assim, a produgdo de dtomos fica inibida sendo a energia minima a da so-
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lugao molecular. Entao a solugao I tem menor energia do que a solugio
IV. Confirmando tal fato para € > 0, concebe-se um condensado como na
solugao I. Para transforma-lo em condensado com solugao IV, basta fazer
com que algumas moléculas do condensado transformem-se em dtomos. Em
e > 0 haverd uma camada “vazia”(com vicuo) seguida de uma camada
com a solugdo |¥y| = —B — vB?2+ (C. Como a expressiao da energia é
E = [Hd*r = [H(4nr?)dr um aumento razoivel no raio do condensado
(provocado pelo vdcuo) é capaz de dar uma grande diferenca na energia to-
tal do condensado.

Comparar as solugdes II e IV constitui-se uma tarefa complicada. Nao h4
nenhuma regiao no plano € x v em que coexistam as solugoes |¥y| = —B —
VB +C e |Uy| = B+ vB?%+ C. Porém, os cilculos analiticos mostraram
que se houvesse tal regiao, para um dado ponto no plano € x v as energias das
duas solugoes se igualariam. Como foi visto para e < —% e parae > 2%\3 as
solugoes I e IV igualam-se. Assim,neste intervalo, a solugdo IV tem a mesma
energia da solucao I . Em 0 < ¢ < 2—‘3;— ha uma certa regido de vacuo. Como
foi visto, tal regido implica um aumento da energia do condensado. Logo
neste intervalo a energia da solugdo II é menor do que da solugao IV. No
intervalo —7—;’; < € < 0 nada pode ser concluido.

Ha uma falha na argumentagao usada até agora: nos condensados uni-
formes a comparagao das energias das diversas solugoes foi feita com um
mesmo valor de € e v. Nos exemplos mostrados até agora os valores de v que
os condensados ocupavam nado eram tao diferentes assim. Por exemplo, no
caso extremo de € = 10%, a solucao II ocupa um intervalo em v que vai de
7.2%\E a 5"7 Ja a solugao Il vaide v =0 a 0.6“;. Assim, a maior parte do
condensado tem os mesmos valores de v. Porém, quando o médulo de ¢ au-
menta muito os valores de v divergem bastante pois cada solugao é limitada
por curvas que afastam-se umas das outras a medida que |¢| aumenta.

Assim para ¢ — +00 a formagao de moléculas fica inibida. Deste modo,
as solucoes I e IV ficam iguais e tem alta energia. Como j4 foi visto, neste
contexto B — +o0 = |¥y| = B+ vVB?2+C — +o0 e |¥] = B+
v B% + C — 0. Assim, a energia da solugao II fica maximizada enquanto
a energia da solugao III fica minimizada. Assim, neste caso a menor energia
continua com a solugao III, a maior com II e as intermedidrias com I e IV
(que sdo iguais).

Para ¢ — —oo a formacgao de moléculas fica estimulada. As solugdes
I, III e IV igualam-se em tal contexto, tornando-se a solugao molecular.
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Estas tem sua energia minimizada. Como ja foi visto, nesta situagao B —
—00 => |¥| = B+ vVB2+C —> 0. Assim a solugdo II tem sua energia
maximizada.

Conclui-se entdo que em ordem crescente de energia as solugoes ficam:
solugao III, I, IV e II. Em algumas situagdes (0 < e < 2%) a solugdo II tem
menor energia do que IV.

O estudo da estabilidade é mais complexo. Em primeiro lugar fica facil
lembrar que a aproximagao de Thomas-Fermi nao leva em conta a energia
cinética. Assim, é bem provavel que a descricdo usada neste trabalho nao
valha para os condensados de maior energia. E razoavel pensar que a energia
cinética das particulas destruird a estabilidade de alguns sistemas.

A solugao II é quase sempre a de maior energia. Além disso, para con-
densados uniformes hé regides do plano v X £ em que a solugdo |¥p| =
B + v/B? + C é instavel. Concebe-se um condensado nao uniforme como
um conjunto de condensados uniformes de comprimento infinitesimal. E ra-
zoavel pensar que a solugao II é instavel quando ha valores de v que ficam
na regiao onde |¥,| = B + v/B? + C ¢ instdvel. Porém, isto é apenas uma
estimativa. A unido de um sistema instdvel com um estdvel nao implica a
instabilidade do sistema total. Ainda assim é bem provavel que a solugao II
seja instavel.

J4 a solugdo I é bem diferente. Nos condensados uniformes moleculares
a solugao é sempre estavel. Porém, a energia da solugao molecular aumenta
linearmente com ¢. Tal aumento de energia pode implicar na instabilidade
do sistema. Assim, é razoavel dizer que a solugao I s6 é estavel para valores
negativos de € ou quando este aproxima-se de zero.

Nao se pode esquecer que para cada ponto do condensado é possivel
associar uma pressao. Mas é bom lembrar que tal pressao nao tem o mesmo
significado da pressao do condensado uniforme. No caso da uniformidade, a
pressao € constante e seu sinal determinara o tipo de armadilha magnética
usado para a contengao. Ja no caso da pressao nao uniforme o estudo se torna
bem mais complexo. Para as solugoes I e II ocorre um encontro “suave” com
o vacuo. Como no limite do condensado (a regiao onde ele encontra o vdcuo)
a pressdo € nula, pode-se imaginar que sua prépria borda “segura’ o sistema.
Na solucao III hd uma descontinuidade devido a aproximagao de Thomas-
Fermi. Considerando que num caso realistico o encontro com o vacuo é suave,
é razoavel pensar que ele também contém uma borda que o mantenha. No
caso da solugdo IV a situacdo é bem mais complexa.

Para valores altos de € a solugao IV fica igual a solugao I. Para o inter-
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valo (0 < e < 2“72) quando 0 < v < 5 hd a formagao de vacuo no nucleo
do condensado. Baseado no que foi estudado para condensados uniformes, 5
pressao exercida na parte externa do condensado é provavelmente negativa o
que o torna instdavel. Isto ndo constitui nenhum absurdo pois a densidade ng
solugdo |W,| = —B — v/B? + C cresce com o raio. Caso haja armadilha, esta
forgard o condensado a comprimir-se, visto que o vdcuo nao impde resisténcia,
e este perderd sua estabilidade. Para v > § hd um niicleo de solugdo molecu-
lar, seguido vacuo e finalmente a solugdo |¥,| = —B — v/B? + C. Se houver
armadilha, a parte externa do condensado é forcada a comprimir-se que-
brando a estabilidade do condensado. Uma pressao negativa no condensado
molecular é impossivel. Entao resta apenas a possibilidade para tal solugao
uma pressao nula no condensado interior (o que € verdadeiro para a “borda”
do condensado molecular) e negativa no exterior. Enfim, para ~74L; <e<d(
se v < V. o condensado é estavel pois nao ha vicuo e sua energia nido é
alta. Mas para v > 1 o condensado tem um comportamento estranho: do
nucleo do condensado até o ponto de transigao da solu¢ao molecular para
|¥y| = —B — v/B? + C a densidade do condensado descresce. Dai em diante
ela aumenta. Na reta ¢ = 0 a transigao entre as duas solugoes citadas chega
a ter densidade nula. E como se no intervalo citado o vdcuo estivesse prestes
a ser formado. Assim a estabilidade da solugao IV estd intimamente ligada
4 pressao. E bem provével que tal solugao seja instével

A solugdo |¥,| = —B + vV B? + C é sempre estdvel para condensados
uniformes. Além disso, para condensados nao uniformes, ele corresponde a
menor energia de todas as solugoes possiveis. Para ¢ < 4‘—’; a solugao III
iguala-se a I que é estdvel nesta regiao. Certamente a solugao III é estavel.

Os dados experimentais disponiveis nao permitem concluir qual das so-
lucdes aparecem nas experiéncias. Mas é quase certo que tal solugao é a IIL
A questao da existéncia do espectro de condensado Bose-Einstein atomico
e molecular é uma questao em aberto. Para valores de £ proximos a zero
as diferencas de energia das diversas solugdes sao menores do que para |e|
grande. Logo se houver um espectro do condensado estudado neste trabalho

este s6 deve ocorrer para || préximo a zero.
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