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Resumo

Neste trabalho se estuda a trivialidade do modelo Sigma Nao-Linear, partindo da
analise da acdo efetiva do modelo Ap? com fonte externa. Esta andlise é sugerida pela
conexao que ha entre estes dois modelos, segundo a qual o modelo Sigma Nao-Linear
sem fonte externa pode ser obtido do modelo Ap* também sem fonte externa. O trabalho
baseou-se nesta ligacao mas considerando a inclusao de fontes externas pequenas sob a
hipotese de que a andlise do caso de fontes externas infinitesimais é suficiente para o
estudo do limite do continuo com fonte externa. Esta andlise da trivialidade do modelo
é feita através de simulacoes estocasticas na rede euclidiana finita, com condigoes de
contorno periddicas, na fase simétrica do modelo.



Abstract

In this work the triviality of the Non-Linear Sigma model is studied, starting from
the analysis of the effective action of the Ap? model with external sources. This analy-
sis is suggested by the connection which exists between these two models, according
to which the Non-Linear Sigma model without external sources can be obtained from
the Ay? model without external sources. The work was based on this connection, but
including small external sources under the hypothesis that the analysis of the case of
infinitesimal external sources suffices for the study of the continuum limit with external
sources. This analysis of the triviality of the model is performed by means of stochas-
tic simulations on finite euclidian lattices, with periodic boundary conditions, on the
symmetric phase of the model.
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Capitulo 1

Introducao

Apesar do avanco de diversas técnicas analiticas hoje disponiveis!, com o progresso
alcancado pelos computadores o célculo numérico passou a ser uma ferramenta impor-
tante, com profundo impacto no desenvolvimento das ciéncias em geral. Hoje é comum
considerar-se que a Fisica estd dividida em experimental, teérica e computacional. Pa-
ra enfatizar a importancia de cdlculos numéricos, basta dizer que ainda nao sabemos
a solucdo analitica exata do modelo de Ising em trés dimensdes, mas a partir de simu-
lacdes numeéricas sabemos todas as suas carateristicas. Uma das vantagens importantes
das simulacbes é que podemos alterar parametros fisicos de forma conveniente, o que
dificilmente pode-se conseguir experimentalmente (por exemplo, parametros de rede,
dimensio, temperatura etc.).

Dentre as técnicas numéricas, a de Monte Carlo tem destaque em todas as dreas
da Fisica. Um dos aspectos mais importantes deste método ¢ a sua aplicagao na fisica
estatistica e na fisica de particulas elementares. Todo o desenvolvimento das técnicas
sofisticadas de Monte Carlo que se usa hoje é devido ao trabalho de Metropolis e
colaboradores em 1953 [1].

Para a avaliagdo da trivialidade do modelo Sigma Néo-Linear com fonte externa,
usaremos o formalismo da teoria de campos na rede euclidiana, que oferece um labo-
ratério de testes apropriado para este tipo de estudo, gragas as simulagoOes estocdsticas
em computadores.

No capitulo 2 primeiramente sdo estudados os fundamentos da Teoria Quéantica de
Campos na Rede (TQCR), ao que se segue o estudo dos observéaveis de alguns modelos
polinomiais discretos (como o modelo Gaussiano, Sigma Nao-Linear e Ap?, todos estes
sem fontes externas). Neste caso o modelo Sigma Néao-Linear é obtido como um limite
do modelo Ayt

Antes da avaliacdo da trivialidade do modelo Sigma Nao-Linear, estudamos no
capitulo 3 o papel da agdo efetiva na interpretacdo fisica da teoria. Vé-se também
neste capitulo que o fato de se introduzir fontes externas no modelo Sigma Nao-Linear

tComo, por exemplo, 0 Método do Campo Médio, que permite fazer um estudo preliminar do
modelo, prevendo de forma qualitativamente correta o diagrama de fases em trés ou mais dimensdes.




ir4 fazer com que as varidveis de blocos, que sao aquelas em termos das quais devemos
interpretar a teoria, assumam qualquer valor, sem respeitar uma relagdo de vinculo
como a relagio 3.3 = /B que é respeitada pelo campo fundamental. Estas varidveis
de blocos comportam-se similarmente &s varidveis do modelo Ap?. Devido a este fa-
to, podemos considerar que a acgao efetiva do modelo Sigma Nao-Linear tem a mesma
forma geral da agéo efetiva do modelo Ap? e é esta tiltima que usamos para avaliar a
trivialidade do modelo Sigma Néao-Linear com fontes externas.

No capitulo 4 estudam-se em detalhe os algoritmos usados para o cédlculo numérico,
como Metropolis e Clusters de Wolff.




Capitulo 2

Teoria Quantica de Campos na
Rede

Antes de abordar o estudo da TQCR, faremos uma breve descricdo da Teoria Quéntica
de Campos no continuo (TQC).

O estudo das probabilidades dos diferentes processos que podem ocorrer em colisoes
de particulas, cujas interagdes possam ser consideradas pequenas, é feito pela teoria
de perturbacdes. As estimativas da teoria de perturbagdo envolvem o aparecimento
de termos divergentes que a tornam um procedimento impraticdvel. Para obter um
esquema sem as divergéncias, é necessdrio renormalizar a teoria, procedimento este que
é chamado de “renormalizacdo perturbativa”. A origem das divergéncias estd no fato
de que os elementos da matriz a serem calculados envolvem produtos de distribuicoes
com argumentos coincidentes. Sabe-se que tal produto néo esta bem definido. As
divergéncias sio absorvidas em redefini¢des dos pardmetros iniciais que a teoria contém’.

Em 1974, Kenneth G. Wilson [2] descreveu a teria de gauge em quatro dimensoes
numa rede discreta, na qual eliminava-se problemas de divergéncia ultravioleta.

O problema de achar solugdes analiticas para problemas da TQC é enormemente
dificil, na maior parte dos casos ndo se conhece suas solugoes. O nosso grupo de pesquisa
tem contornado as questdes analiticas desse formalismo estudando varios fenémenos no
ambito dos campos escalares, como quebra de simetria, expoentes criticos, trivialidade,
entre outros, por métodos de simulagdes estocdsticas na rede euclidiana.

A seguir faremos uma descricdo do formalismo matemadtico que é usado no estudo

de problemas da TQCR.

2.1 Fundamentos

Chamaremos de rede euclidiana a um conjunto finito de pontos, que tém uma relagao
de vizinhanca, a qual determina a dimensdo da rede. Neste trabalho usaremos por
simplicidade redes finitas simétricas como a da Fig.2.1. Esta rede tem condicOes de

tEstes parametros sdo massas, normalizacdo do campo e as constantes de acoplamento.
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contorno periédicas, como explicaremos mais adiante. As redes que usaremos tém os
seguintes elementos: uma dimens&o denotada por d; links que s8o a unifo entre sitios,
cujo comprimento é denotado por a; N wvértices (N é o nimero de sitios consecutivos
em cada uma das d diregdes de rede); N¢ sitios. Classicamente, define-se externamente
um comprimento fisico L para cada dimensdo, estabelecendo-se o volume V = L%, O
comprimento a de cada link é dado por a = L/N. Estas redes podem ter condigdes
de contorno periédicas ou fixas, no caso da Fig.2.1 a rede tem condi¢des de contorno
periddicas, onde os links numerados unem-se aos sitios numerados correspondentemente.
Neste caso a rede tem N = 4 vértices e dimensédo d = 2.

a b c d
—
<—a—h
4 @ L & 4
L
3 ® - —@ —+ 3
2 @ ®— @ — @ 2
1 .——‘—-—‘ & 1 —+
@ e B c g
i - sitios *links

Figura 2.1: Rede euclidiana finita.

Se associamos comprimentos fisicos aos links de uma rede finita podemos dizer que
esta rede representa grosseiramente o espago-tempo euclidiano. Nao se trata, natu-
ralmente, do espago-tempo real, pois a representagao euclidiana nao tem uma direcao
temporal que se diferencie das outras trés.

Nio consideramos diretamente a nogdo de particula na construgdo da teoria, ela
aparece mais tarde como uma consequéncia da sua estrutura [4]. Em nossa represen-
tagdo do espago-tempo definimos campos como fung¢des nos sitios. Nesta tese se estuda
campos escalares ¢, onde 0s campos sdo funcdes que atribuem a cada um dos N < sitios
um conjunto de valores reais. Estes campos sao adimensionais e seu valor pode ser
representado por vetores em um espago interno contfnuof, como se mostra na Fig.2.2.
Nesta figura mostra-se uma rede com dimensao d = 2 e 0 espago interno, onde se
encontram os campos, tem uma dimensio N =2,

tEste espago interno néo € o espago-tempo. Estes espacos internos podem ter A/ dimensdes e neles
atuam transformacoes de simetria entre os campos.




Figura 2.2: Representacio dos valores do campo na rede euclidiana.

Vamos descrever a rede por meio de um sistema de coordenadas inteiras que deno-
taremos por 7 ou n,, onde = 1,...,d. A soma sobre todos os sitios terd a forma

N N
s i n1=1 ng=1
A soma sobre todos os links de uma rede pode ser descrita como

Esta soma é uma soma dupla sobre todos os sitios e todas as diregoes da rede.
Podemos denotar os campos nos sitios vizinhos (entendemos por vizinhos dois sitios
unidos por um link na diregéo ) por @4 e p_, onde p, esta no lado positivo do link e
w_ no lado negativo, onde estamos, por simplicidade, usando campos com uma unica
componente no espaco interno. Sabendo isto, podemos definir a diferenca finita como

Agp = Ayp(s) = — -

Existem operadores de diferencas finitas que atuam sobre a rede, um deles é o
operador de diferencas finitas A,,. Este operador é considerado como uma aproximagao
da derivada parcial. Ele pode ser representado como operador de diferenca para a
frente Aff) ou como operador de diferenga para trds Aff). Esses operadores aplicados

a0 campo ¢ na rede produzem
Aro(7) = p(fi + f) — o(7)
Az @A) = () — (7t — ) ,

onde # é versor da direcdo p da rede. O operador de diferenciacao parcial 9, no limite
do continuo é definido da forma

_



A Al
9, = lim —£— = lim —*~
a—0 @ a—=0 @

Outro operiador que atua na rede é o operador Laplaciano A?, que pode ser definido
a partir de A,(u ) da forma

Do) = Y Aly(i),

onde

de onde resulta
Ap(i) =Y [o(7 + ) — 20(7) + (7 — )] - (2.1)

Uma vez conhecidos os elementos que atuam na rede e nos campos, falemos agora
sobre um dos funcionais! mais importante na rede, que é a agdo. Este funcional ¢
importante porque define completamente a dindmica do modelo. Podemos definir um
funcional de acao como

Solel = 5 S (Ber) + 2 30 6), (2.2
£ s

onde ag > 0.! Este funcional define o que chamamos de Modelo Gaussiano ou de
Campo Escalar Livre. Veremos mais adiante que temos total controle deste modelo
para quaisquer valores de NV e d.

Veremos agora como o nosso formalismo matematico de representacao dos campos
na rede est4 relacionado com a teoria cléssica de campos no continuo. Por simplicidade
usaremos o modelo Gaussiano (2.2). Para estabelecer esta relagéo € necessario tomar o
limite N — oco. Neste limite assumimos que o comprimento L = Na permanece fixo.
Além disso fazemos com que oqg V& para zero no limite, de uma forma bem definida.
Podemos agora escrever a agao (2.2) da forma

2

+ g;% a® [CL(Z_d)/Qcp(s)]2 : (2:3)

a’(z_d)/QAu(p(S)

so[so1=§§jad2{ -

S

tFuncionais sdo funcbes que atribuem um valor real a cada uma das possiveis configuracoes do

campo.
tTrata-se de uma condicio necesséria para que a teoria exista ou seja estével.




Como N — oo e, portanto, a — 0, a somatdéria aproxima-se de uma integral ri-
manniana com elemento de integragio dv = d%z = a%. Observe que é necessério fazer
com que cp seja igual a (mga)?. Se mantivermos myg finito oq ird a zero com 1/N? no
limite. Definimos também o campo dimensional como ¢ = a®*=%/2¢. A razo entre
as diferencas finitas e a aproxima-se a uma derivada parcial 9, = d/9z,. Isso posto a
equacdo (2.3) pode ser escrita no limite como

2
56 = 5 [ ata S ot + 7 [ ot (@), (2.4

Chamamos este limite de limmite do continuo da teoria classica, onde as coordenadas
internas do volume V' relacionam-se com as coordenadas inteiras da rede por z, = n,a.
No limite do continuo a solucao cldssica do modelo (2.4) é dada pela equacéo de Euler-
Lagrange

— 029+ mp’p=0. (2.5)

Em d = 4 a versao Lorentziana desta equacao é chamada de equacdo de Klein-Gordon.

Em redes finitas é possivel encontrar a solugao cldssica, para isto podemos trabalhar
o termo que contém derivadas finitas na equacao (2.2) usando a definigao do Laplaciano
(2.1), por simplicidade em uma dimensao, obtendo

S (Aep)? == o(s)A%0(s) .

4

Usando agora o segundo termo da agdo (2.2) e generalizando para redes com dimensao
d se obtém

—A?p+app=0. (2.6)

Esta equacdo é chamada de equagao de movimento na rede euclidiana.
Como se vé as solucdes (2.5) e (2.6) dos modelos no continuo e na rede tem a mesma
forma, o que sugere que os problemas de TQC possam ser resolvidos por meio da TQCR.

2.2 QObservaveis

E conveniente escrever os observdveis da teoria na representagdo do espago dos mo-
mentos. Bsta representacdo é de grande importéncia para a solucdo dos problemas
matematicos da teoria, bem como para estabelecer sua interpretagao fisica. Os campos
definidos nos sitios sao funcdes das suas coordenadas inteiras 77. Chamamos esta repre-
sentacdo de representagdo do espago de coordenadas. Os campos na representagao dos
momentos serdo obtidos por meio de transformadas finitas de Fourier, onde as coor-
denadas 7 serdo mapeadas num novo conjunto de coordenadas inteiras k chamados de

7



modos da rede. Definiremos as transformadas finitas de Fourier @(k) em redes finitas
com condicoes de contorno periddicas como

T 1 12T KA
BR) = —3 DT (i) (2.7)

Também se pode fazer a transformacéo inversa para obter o campo no espacgo de coor-
denadas, que resulta

o(it) =Y e FEIH(E) . (2.8)

Em redes finitas com condigdes de contorno periddicas, os modos com k, = 0 e com
k, = N sao idénticos, e por conseguinte, os modos k, e k, + N sao 0s mesmos. Por
conveniéncia tomaremos o intervalo de variagdo de k, de forma simétrica em torno do
modo zero. No caso em que N é impar, temos

N =1 N —1

enquanto no caso em que [V é par, temos

N N N
b =] Ve D —
A (2 1) ’ ’0’ ’(2 ), 2

A somatéria da equacdo (2.8) no caso de redes finitas terd a forma
E

ki=km  ki=km

onde k,, € kas sao os limites minimo e maximo respectivamente do intervalo de variagao

das varidveis k.
O fato de que as equacdes (2.7) e (2.8) sdo a inversa uma da outra é uma consequéncia

das relacdes de ortogonalidade

N Fo
Z Z ezwn.(k— ) = Ndékhkrl..ﬁkd,k; 5 (29)

e completicidade

Z Z et A=’ =Nd5n1,nrl...5nd,n&. (2.10)

Tendo definido os campos no espago de momentos e no espago de coordenadas,
mostraremos agora 0s autovalores e autovetores do operador laplaciano A?. Usando a




definigdo (2.1), nédo é dificil mostrar que os autovetores de A? sdio as exponenciais que
aparecem nas transformadas de Fourier,

J 2 1 2ER 2 20 kq
! Ace'N = —p°eN {

onde —p? ¢ o autovalor do operador laplaciano e p? é dado por

o= %:pi =4 [sin2 (%kl) iR (%)] .

Denominamos de p,(k,) os momentos adimensionais na rede. O momento dimen-

sional na rede ¢ definido como p{") = p,(k,)/a e no limite se reduz aos momentos do

continuo p,,.

Definimos agora a teoria gqudntica de campos na rede. As quantidades de interesse
fisico sdo os observdveis da teoria. Estes observdveis sdo definidos como médias es-
tatisticas de funcionais do campo. O modelo estatistico estabelece que todas as possiveis
configuracdes dos campos’ contribuem para o cdlculo das médias, com probabilidades
relativas definidas pela acdo do modelo. Os pesos estatisticos relativos sdo dados pelo
fator de Boltzmann

e Slel

O valor esperado de um certo funcional Ofp] do campo definido na rede ¢ descrito
como a média

/_ " ] dels) Olple=s1
T et

Esta integral euclidiana é convergente devido a introdugdo de uma nova varidvel tem-
poral T através de uma rotagao de Wick, dada por 7 = it. Desta forma o fator e*lel da,
integracio funcional no espago Lorentziano (3]

[1a ofgleste
(©) = ,
/ [d@]ezslw]

passa a ser e 5¥l. Esta substituicdo de 15 [¢] por —S[¢] torna as integrais (2.11) con-

vergentes, desde que S[y] tenha limite inferior.
As integrais em (2.11) estende-se por todas as configuragdes possiveis dos campos.

O produtério é definido como

(0) (2.11)

(2.12)

tConfiguracdes dos campos sdo todas as possiveis fungBes-campo que podemos definir na rede, que
podem ser descritas no espago de posigBes ou no espago de momentos [5]-

9



N N
[Tdets) =TT - [] de(® -

Obviamente temos que (O[g] = 1)y = 1, mostrando que o denominador de (2.11)
estabelece a normalizagdo dos valores esperados.

Observaveis definidos como produtos dos campos em sitios diferentes
Ole] = @(1m)...o(nn) ,
sdo de particular interesse. Seus valores esperados! sdo as fun¢des de correlagdo, deno-
tadas no espago de coordenadas por
gN (1, s 1) = (p(11).0(n7))
e no espaco de momentos por

g(kla 7kn) = (&(kl)'g(kn)> 5
No caso dos modelos ndo conterem fonte externa, os valores esperados dos ob-
servaveis envolvendo um niimero impar de fatores sao nulos, ou seja
9(Z1, -+ Tain1) = (P(Z1)-.0(T2i1)) = 0,

G(Ey, ooos ki) = (Blk1)...B(Eaip1)) = 0.
Segue que as fungbes de correlagao dos nossos modelos sem fonte externa se reduzem
aquelas que envolvem um nimero par de fatores.
Um dos observéveis de grande importancia nas simulagées dos modelos é a funcao
de correlacdo de um ponto, ou a média do campo sobre a rede, que denotaremos como

nd
1
Oly] = N > w(s).
s
Estaremos interessados no valor esperado de O[yp] que denotaremos por

v = (O[g)-

Para fontes externas constantes o valor esperado de v em uma rede periédica é igual
a {p(x)) e nao ¢, em geral, nulo quando temos fontes externas. Qutra quantidade de
interesse é a funcdo de correlacdo de dois pontos g(n1,15) que é chamada de propagador
e que definimos como

g(ri1,m2) = (p(m)e(n2)), (2.13)
bem como seu equivalente dimensional definido por

G(my, 1) = ($(11)8 (1)) = a* (M) (). (2.14)

tEstes valores definem completamente as carateristicas fisicas do modelo definido pela agao.

10



2.3 Modelos Polinomiais Discretos

Apresentamos aqui os modelos: Gaussiano, Ap? e Sigma Néo-Linear. Primeiramente
veremos 0 modelo Gaussiano por ser este o mais simples. Como um exemplo resolve-
remos este modelo utilizando os elementos mateméticos do formalismo na rede, para
assim poder abordar modelos mais complexos. Em seguida faremos uma breve des-

cricdo do modelo interagente ou modelo Ap* e, por ultimo descreveremos o modelo
Sigma Nao-Linear.

2.3.1 Modelo Gaussiano

A acdo deste modelo foi definida em (2.2). Comumente usamos a agdo no espago dos
momentos porque facilita os calculos das fungoes de correlagio. Depois de obtidos os
resultados, fazemos uma transformada inversa de Fourier para obter o resultado no
espaco das coordenadas. Usando as equagdes (2.1), (2.8), (2.9) e (2.10) néo ¢é dificil
mostrar que a acao (2.2) no espago dos momentos é

N¢

Sol@(k)) = = D _[0° () + cal B (k) * (215)

k
Por simplicidade usaremos somente campos escalares com uma unica componente.
O valor esperado da fungdo de correlagao de dois pontos no espago dos momentos

(0 = (@(E)@(E’)) s6 existe no caso k = —k't, enquanto que nos casos k=Fkek# £k

ele é zerot. Da equacdo (2.7) tem-se que @(—k) = @*(k). Portanto o valor esperado do
observével fica da forma (O) = (|@(k)[*) e seu célculo fornece

i 1

(15(k)|*) = 'ﬁm, (2.16)

sendo pQ(E) os momentos adimensionais que estdo definidos na rede euclidiana, com
k= e By - B2l S ks variando de k., até kas.

O propagador no espaco das coordenadas {p(%1)p(Z2)) se obtém fazendo a trans-
formada de Fourier dos campos ¢(Z1) € ¢(2) e usando a equagao (2.8)8, obtendo-se

(p(@)p(E2)) = 3 e EFEE(GE) ) . (2.17)
k

Uma propriedade importante deste modelo é a fatoragdo das suas fungoes de corre-
lagdo. Derivando aos dois lados do propagador (2.16) com relagdo a —IN dp%(k) + ap)/2
obtemos

tEsperava-se que seja assim, porque este fato est4 relacionado com a conservagido dos momentos na

teoria.
tPode-se comprovar isto achando o valor esperado do observével para cada um dos modos.

§Usa-se esta equagdo com Z = afl.
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E)eve—se ter cuidado com os modos de Fourier no momento da derivagdo, porque com
k # 0 e k = 0 as solucoes séo diferentes. No primeiro caso deve-se ter em conta que
0s campos no espago dos momentos sao complexos, enquanto que no segundo caso sao
reais. Efetuando a derivagdo obtemos para o primeiro caso

(2.18)

(BB = 2(18(R) ) (2.19)
e para o segundo caso

(B(k)I*) = 3(I() ) - (2.20)
Fazendo a primeira derivada em (2.18) se obtém a funcdo de correlagado de quatro

pontos, a qual se fatora em fungdes de dois pontos. A mesma andlise pode ser feita
para fungoes de correlagio de 2n pontos. Obtém-se para k # 0

(R = al|@(R)D" (2.21)

eparaE:O

(BRI = (2n - DIEER)D" (2.22)

Todas as funcoes de correlagio do modelo Gaussiano reduzem-se ao seu propagador,

ou seja, toda a fisica deste modelo encontra-se contida na estrutura do propagador. A

fatoracio significa que nao ha interagées fisicas entre os objetos que se propagam, ou

que as ondas planas associadas as particulas que estio-se propagando se superpoem
linearmente sem interagir umas com as outras.

2.3.2 Modelo \y*

Introduzimos na teoria livre um termo de interagdo, ou seja, um termo onde o campo
tem uma poténcia par, para que o modelo exista ou seja estdavel. Isto quer dizer que a
acio deve ter um minimo global [5], sendo que a poténcia minima que o campo pode
ter neste termo é quatro. Esta agdo para campos com uma s6 componente é da forma

Sly] = %Z(Aew)2+%Zso2+2Zw4- (2.23)
£ s s

Se o campo for definido dentro de um espago interno de simetria SO(N) a agdo é
Slgl = EZ AP LG+ BF+ 2 > (@87 (2.24)
2 7 2 ; 4 =

12
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O produto ¢.¢ é realizado no espago interno SO(N). Deve-se ter cuidado na escolha
dos pardmetros a e A da teoria. Para que nossa teoria seja bem comportada deve ser
verdade que A > 0. Se for o caso que —0o € o < oo, entdo A > 0 e, se A = 0,
entdo a deve ser obrigatoriamente e > 0 porque de outra forma a teoria ndo seria bem
comportada.

No caso do campo ¢ ter s6 uma componente ¢ sendo A > 0 e & < 0, o potencial
V = (a¢?/2 + Ap?/4) tem a forma da Fig.2.3, que mostra que o potencial tem dois
minimos locais em ¢ = £+/—a/\.

60 o . | T T e
50
40
30:
V'

10

-10 |

el I Eep 0 25 50 75 100

Figura 2.3: O potencial V().

A introdugdo do termo quértico na acdo (2.23) torna as integrais funcionais (2.11)
nio mais Gaussianas e a sua solugdo analitica ndo é mais vidvel. Apesar desta difi-
culdade analitica este modelo ndo deixa de ser importante, j4 que apresenta quebra
espontéinea de simetria [8].

Para alguns valores de A e & h4 quebra de simetria, havendo uma curva de transicao
de fase [9]. Estamos interessados na curva que separa as duas regides, aquela na qual
h4 uma solucio v # 0 e aquela na qual ndo hd tal solugao. Segundo [9] a solugao
assintética da curva na aproximacao do campo médio com o < 0 e A pequenos é

dA 2d

da N+2°
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e, para o < 0 e A grandes,

M) = 24+ 20)
a)= —lo+ :

N
Devido a diferenca de inclinacéo das duas curvas, o formato da curva critica se aproxima
da Fig.2.4. A fase quebrada ¢é onde v # 0 e a fase simétrica onde v = 0 no limite do
continuo. Ao tomarmos o limite do continuo de uma rede finita, na qual estao definidos
o« e A, é preciso que a constante renormalizada ag! tenda a zero para que a massa
renormalizada m% = ag/a? seja finita no limite.

2.3.3 Modelo Sigma Nao-Linear

Este modelo faz parte da familia de modelos invariantes pelos grupos ortogonais SO(N).
Neste modelo os campos existem num espaco interno que é curvo se N > 2. Este modelo
¢ uma colecdo de campos escalares livres, com sua dinamica definida pela acéo

5161 = 5 L (0eP-(Beh). (2.25)
com o vinculo @.@ = 3, sendo # um nuimero real positivo. Este vinculo faz com que o
termo que contém a massa na agao do modelo Gaussiano seja constante e portanto nao
tenha nenhuma participacio aqui. A variedade onde os campos existem é uma esfera
de raio /B, enquanto que nos modelos polinomiais os campos podem variar livremente
de —o0 a +00.

Se ndo tivermos fontes externas no modelo, o modelo Sigma Nao-Linear SO(N)
pode ser obtido a partir do modelo Mgt SO(N) no limite A — oo sobre a curva critica,
ou sobre curvas com inclinacdo negativa (o < 0) no espago de pardmetros (Fig.2.4),
partindo-se do ponto Gaussiano [9].

Divide-se a acdo (2.24) em duas partes, S = S + >, V, sendo S; a parte cinética e
>V a parte potencial. A parte cinética é da forma

Sl = = S (AD)-(Ae)

e a parte potencial da forma

onde ¢ é o modulo de ¢.
A distribuicdio do modelo é descrita por

tNa referéncia [10] mostra-se por calculos perturbativos e simulagdes estocasticas a solucdo para
dor deste modelo, conclui-se que este propagador é similar a (2.16) da teoria livre com ag

O propaga
substituido por ag.
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A A

Fase Simeétrica

Fase de Simetria
Quebrada

Ponto Gaussiano
=

0

Figura 2.4: Representa¢io aproximada da linha critica no espago de pardmetros do modelo Apt.

[dyle™S¥ = [dp eV ¥] e~ Seld | (2.26)

Pode-se multiplicar esta distribuigio por qualquer constante que seja independente dos
campos sem que isto mude os observdveis. Entao pode-se escrever a medida como

[deo(a, A, @)] -

Consideramos a parte local normalizada g(a, A, ¢) da distribuigdo como

o(a, ), 9) = — : (2.27)
f dy e~ V()
0
com a condi¢io de normalizagao
o0
] dpo(a, A, 0) = 1. (2.28)
0
Examinaremos o comportamento de (2.27) quando A — co e o = —B\ para algum

3 positivo. Fazendo o célculo da integral do denominador de (2.27) obtém-se [6], em
termos das funcdes parabdlicas cilindricas D,

P dpe V@ = /T@N)t 5D,y | — (2.29)
~Vie) — [ (2)\)7% e5x e :
/0 - \E( | '%( 2)\)

Usando a forma assintética de D_1 [7] e substituindo a em fungdo de A, reescreve-se
a distribuigio o(a, @) = o(a = —BA A, () para valores grandes de A, como

15



A _A 2.
B %e 2-p)

Quando A — oo, ¢ tende a zero para todo ¢ exceto ¢ = ++/f3, ponto em que ela
diverge com VA, Assim, para uma dada funcdo f(p) continua e limitada verifica-se
em qualquer caso, usando-se a normalizagio (2.28), que no limite A — co temos

| 4w s0e0n0) =1 (VB) [ avero =5 (vVB) . 20

0

ou seja, a distribuicao g(A, ¢) tende a uma fungao delta de Dirac

lim o\, ¢) =5 (v~ VB) = 2v/B3(¥* — B).-

Portanto, nesse limite o valor esperado de um observével se torna

com a medida

[ded(3-¢-B)]=]]dl¢ (2.31)

=
S
i
£
oYl
£
|
=
o
o
pS
S

onde as funcdes delta de Dirac implicam a condigéo de vinculo @.8 = (B e faz o papel
de uma constante inversa de acoplamento.

Com base neste resultado define-se a agdo classica do modelo Sigma N&o-Linear
como (2.25) sujeita & condigéo de vinculo ¢.¢ = B.

Hsto s6 6 valido para o caso A > 1, no caso A = 1 hé dois picos em ¢ = +/B.
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Capitulo 3

Trivialidade

Veremos nesta se¢io que a agdo efetiva I' é o funcional que descreve o comportamento
dos observéveis da teoria quantica devido & introdugdo nela de fontes externas. Veremos
que descreve este comportamento de forma anédloga & forma como S faz o mesmo na
teoria cldssica. Depois passaremos ao estudo da agao efetiva do modelo A¢* com fonte
externa, que serd usado para avaliar a trivialidade do modelo Sigma N&o-Linear com
fonte externa no limite de fontes externas infinitesimais.

3.1 Papel da Acao Efetiva na Interpretacao Fisica
da Teoria

Como mostraremos no apéndice A, ha relagoes funcionais bem definidas entre o valor
esperado do campo v, que denotamos por ¢(), ¢ as fontes externas que sao funcionais
jle). O funcional que descreve esta relacio é a agdo efetiva I'[p()]. Nesta secao
mostraremos que a acdo efetiva T[] estd de fato relacionada & solugao da teoria
quantica através de um processo de minimizacdo. De forma geral, quando j = 0 temos
que @) = 0, enquanto para j # 0 temos alguma funcao @) (). Disto, vemos que
as configuragdes possiveis para @) sio determinadas pelas configuragdes possiveis de
4. A partir deste conjunto de possiveis fontes, a teoria quantica determina um certo
sub-espacgo de possiveis (¢ que pode-se encarar como o espago que é relevante no limite
cldssico da teoria.

B neste sub-espaco das configuragoes possiveis do campo cldssico ¢(c) que estuda-
remos o comportamento de I', nas proximidades da configuragao @), associada a um
determinado jo. Da equagao (A.9) do apéndice A a ag8o efetiva pode ser escrita como

/ 1de) T i@ )] =5

F oy i= In 3
e [ade

além do fato de que I' é um funcional apenas de (), de forma que nesta expressao

(3.1)
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j deve ser encarada apenas como um funcional de (), através da relacdo funcional
estabelecida entre os dois pela teoria quintica. Assim, dada a agao ') definida
desta forma para um dado (¢ qualquer, vamos definir a agao efetiva na presenca de
uma fonte externa j, qualquer, ndo necessariamente aquela que se relaciona com ()
pela relagdo funcional estabelecida pela teoria quantical, como

Ty = Dlow) — D do(@)pwe () - (3.2)

n

Dado um jj fixo, esta equagéo define ['(;) para um @) qualquer, de tal forma que a sua
variacao funcional é dada por

dT) = dTpg] — Y Jo(@)de( (7).

—

n

Consideraremos as variacdes do campo em torno do ponto ¢(c), que corresponde a Jjg,
com o intuito de estabelecer que a solucdo da teoria ¢ um minimo de I'¢j) na presenca
de jp, como

do(o) (1) = ey () — ©(e)o() -

Analisemos agora a variacdo de I'(; devida & variacdo do campo, assumindo que
as variacoes sdo pequenas. Deixemos claro que, na equacdo de acima, a fonte externa
é mantida fixa enquanto ¢ varia. Se fazemos uma variacao @) — ‘P'(c) do campo
clissico em torno do ponto ¢(e),, onde a variagao de ¢(¢) em torno de (e, corresponde
a uma variagdo de j em em torno de jo, Jjo — J [‘P’(c)]a entdo a variacio de i) é

/[dQD] EZﬁ j’(ﬁ)[tp(ﬁ)_“aic)(ﬁ)} @—5'
dl' = F[‘P,(c)] — Tp(epo] = —In [

(3.3)
[dy)] eZﬁJO(ﬁ)[w(ﬁ)—w(c)o(ﬁ)] g

Escrevemos j' da forma j' = jo + dj e expandimos a exponencial do numerador da
equacdo (3.3) até a primeira ordem, obtendo

o~ L Jo(@)¢(e) (@) [ [dy] L Jo(A)e(R) {1 i Z [p(7) — ol ()] dj(ﬁ)} o

e 3= jo(A)e(e)o(R) /[d(p] ezﬁjo(ﬁ)sﬂ(ﬁ) e~ s

dlr=-In

(3.4)

tQuando adicionamos explicitamente & agao S[p] um termo de fonte externa, escrevemos habitual-
mente S5 [ie] = Slel = S (@)e(it). A agho efetiva com fonte externa também terd esta forma.
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Desta equagéo retiraram-se de dentro das integrais funcionais os fatores que néo de-
penfl.em de ¢. Escrevendo (3.4) em termos de Sy = S — 3.5 Jjo(R)e(7) e usando
(M) 5y = ©eyo € dipey = Pl — P(e)0 Obtém-se

diio— Zjo(ﬁ) [ () = ey ()]

[ ] e=50 S [0(7) — ¢y ()] di(7)

—

e |k L

= Z_jo(ﬁ)ds@(c> (7) —ln |1+ D (@) di(@) = D ¢o(A)dj (ﬁ)}

= Zjo(ﬁ)dsﬁ(c)(ﬁ) =il Zdwc)(ﬁ)d]’(ﬁ)} -
Expandimos o logaritmo até primeira ordem obtém-se

dr = Z Go(@) e () + Y dipge (7)dj(7) -

Entdo a variagio de I'(;y dada em (3.2) é

dlyy = > jo(@)dy () + Z dy(e) (7)dj (1) — Zjo (7)dee) (7)
= S do(R)dj(A) . (3.5)

Na secdo (B.1) do apéndice B se mostra, usando a definicao de ¢[j] dada na equagdo
(A.2) do apéndice A, que as variacdes de j e ¢(,) em um mesmo ponto 7i estéo relacio-

nadas por

L 1 &
(U

Agora, usando esta equagdo, o resultado final (3.5) pode ser escrito como

dry) = Z [ii%%_()ﬁl . (3.6)

n

Para uma certa fonte externa jo(7) e um certo funcional I'[ip)], a equagdo (3.6) quer
dizer que o funcional ['(;) sempre aumenta, para qualquer variagdo dy(,) () em torno
da funcio @(o(7) determinada pela teoria quantica a partir de jo(7). De tudo isto
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conclui-se que o funcional T'(;[¢(] é minimo quando dg)(@) = 0, ou seja, quando
@()(7) é a funcio determinada pela teoria quéntica.

Conclui-se que I' descreve como a teoria quéintica comporta-se com a introdugdo de
fontes externas, da mesma forma como S o faz na teoria cléssica. Entdo I' é de fato a
acédo classica que descreve o limite classico do modelo.

Como se vé no apéndice A as derivadas funcionais de Z e W em relagdo a j geram
todas as funcdes de correlacio da teoria. Para entender melhor o significado de T
examinaremos as suas derivadas funcionais em relagdo a (. A sua primeira derivada
é dada pela equagao (A.8) que é da forma

6P[90(c)1]
5(10(5
Usamos aqui a notacdo da dependéncia com 7, através de indices numéricos, como

fazemos no apéndice A. Fazendo a deriva funcional a (3.7) em relagao a j e levando em
conta que a relacio entre j e ¢ nao é local, obtemos

= file)] - (3.7)

0 6F[‘P(c)] 6.71 d
8j2 0pEen 072 o )

Usando a regra da cadeia, a derivada (3.8) pode ser escrita em termos de () como

§ oT[p 8o 0°Tlp()] d
E =9
5]2 690 (e)1 5]2 690 c)Sé(p(c H

Das equacdes (A.6) e (A.7) do apéndice A temos que

(5(p(c)3 £ 6 oW = Gteins
S " 352 63 -

de onde segue que

8T (P(C] d
= 3.9
Z g(CJ) ) 6(10( )35(p(c)]_ 1,2 ( )

A segunda derivada funcional de T em (3.9) é o inverso do propagador no espaco de
posicoes. Este operador é denotado da seguinte forma

8T ()]

— =[] 1,2 (310)
5P (100(e)2 @

onde g2 = D(c)l? Vamos exemplificar isto no caso do modelo Gaussiano cuja
dinamica estd definida pela agao

Sole) = %Xe: (Aep)? th
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cuja acga '
i éssicg (9 etfetlval tem exatamente a mesma forma de Sp, escrita em termos do campo
15to esta demonstrado na segio (B.2) do apéndice B)

1 2 (87}
Tlowl = {5 > Do @)] + 24k, (ﬁ)} . (3.11)

5 2
7 )
Tomando uma primeira derivada funcional desta, equacao obtém-se
0T (e)]
590(c)1 i ; Z [Aﬂ‘ip(f:)i%} [Audﬁa] +O”0(;0(c)36i3} : (3.12)
I
Pelo fato de que as varidveis ¢, sio independentes em todos os pontos, temos que
6W(C)l il (Sd
&p(c)Q ke

In_tegrando por partes o primeiro termo de (3.12) e utilizando as funcgoes delta para
eliminar as somas obtemos

— L2 d
0Py ;( At + 2001 3)9(0)s -

Entao a segunda derivacao funcional nos d4

6°Tp(e)] ;
Dol i) L Rovar g
60 (e)100(c)2 ;( iy Gl = S ot (3.13)

Vemos que no caso do modelo Gaussiano o operador [J.) esté relacionado ao operador
de Klein-Gordon Euclidiano (2.5). Pode-se escrever o resultado (3.13) na forma de
operadores no espaco de configuracoes como

D(C)l,? = (—AQ + O!()I)LQ :
sendo I o operador identidade. O propagador é a fun¢do de Green do operador de

Klein-Gordon Euclidiano que satisfaz & equacao diferencial finita

Z(“A2 + apl)1,39(c)32 = 5§1,2 :
3
No limite do continuo esta equacdo escrita como uma equagao diferencial em termos

das quantidades dimensionais,

(-— Z@ﬁ AT mg) G(c)(fﬁl o iL‘Q) = (Sd(ﬂ')l = 2172) .
7

observe-se que, se tomarmos derivadas funcionais
lardo. Entdo fica demonstrado que o propagador
ussiano. Em geral as derivadas de ordem mais
de mais de dois pontos, ou seja, com

Como I' é quadratica nos campos,
de ordem mais alta de I, estas se anu
é o tinico contetdo fisico do modelo Ga
altas estdo relacionadas com as fungdes conexas
as interacdes que existem nos modelos.
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3.2 Acao Efetiva do Modelo \¢*

- de. e acao efetiva I'[ip(y)] deste modelo é preciso que fagamos as seguin-
tes consideragbes a respeito a I'[¢(]: estamos interessados no andlise do regime de
momentos baixos e assumiremos que a acio efetiva tenha a mesma simetria da agao
fundamental S[p]. Levando em conta estas consideragoes a agao efetiva deste modelo é

Do

L OR A .
Tlo@) = 5 2 (Awp@)l +5 D Wy + 5 2 %ot f%—’* St @l
14 s s s

onde o indice R nas constantes quer dizer que elas sdo renormalizadas. Sé considera-
remos a acao até o termo da ordem (p‘(‘c), pois os demais termos ndo sdo importantes
no limite cléssico de comprimentos de onda longos, além do que nao contribuem para
a funcao de quatro pontos. Para as derivadas, que estdo relacionadas com 0s modos no
espaco de momentos, tomamos aqui apenas os termos com poténcias mais baixas, da
forma k2, pois termos de derivadas de ordem superior estariam relacionadas a k*/ag,
que ndo contribuem para momentos pequenos.

Agora discutiremos a quebra espontanea de simetria que sabemos existir neste mo-
delo. Em rede finitas a simetria estd sempre quebrada, com v # 0 [5]. Se colocarmos no
modelo uma pequena fonte externa infinitesimal 8§, o campo se orientard espontanea-
mente na direcdo da fonte, seja ela negativa ou positiva, sem que 0 sistema apresente
qualquer resisténcia a esta mudanca. Para um §j suficientemente pequeno, isto acon-
tece sem que haja alteragao apreciavel na energia do sistema, de forma que o potencial
efetivo da teoria, dado por

R AR 4 HR 6
Vesilowl = 5 > 0 Z_Z% + —G-Zcpc T
S 8§ 8

deve apresentar uma regiao completamente plana em torno de ¢() = 0 como mostra a
Fig.3.1 [5]. Definimos aqui a quantidade vg como 0 valor de v(a, A, j) para j tendendo a
zero pelo lado positivo. Os parametros g € \g estdo relacionados com a forma da curva
nas regides @) = Vr € P(o) < vg. Se dj troca de sinal também o faz o valor esperado v,
como se mostra na Fig.3.2. Se re-escrevermos o potencial efetivo em termos d.o campo
clissico deslocado 90’(0) = P(c) — VR podemos entao representar o potencial efetivo como

mostra a Fig.3.3. a 2
Observe que no limite do continuo temos que vgp — 0, pois € necessario que nos

aproximemos da curva critica no limite, onde vg = 0. Assim, se vamos acabar por
13 !
tomar o limite, podemos fazer a analise tanto em termos de ¢, quanto em termos de

(o i a 1 d rita em termos de ¢}, tem as
Clomo vamos assumir que a acdo efetiva, quando escrl Doy

mesmas simetrias da agao fundamental que deﬁne. o modelo, segue que I‘[tp’(c)] deve ser
composta de termos que tenham a mesma simetria dos termos existentes em S[ip], ou

seja, que ela deve ter a forma geral
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Potencial Efetivo

Como Funcao do Campo Classico

T — T

Figura 3.1: Comportamento qualitativo do potencial efetivo em fung¢éo do compo médio ¢c).

= : AR $ o 3.15
Tiglol = 7 {; SlBetialt + G v+ T el (o) + (outros } , (315)
E .

ici s para a andlise do regime de mo-
rige eSCl’e_Vem((); exgggzarg?énger(fssi;jznézsprc(?lls‘:ia;l ;iogagador e “outros” indica termos
e PalXOS C’)cm otéxicias do campo ou com mais de duas derivadas do'campo. Ter-
s 'qua 50 'Iiradas nio contribuem para o regime de momentcis baixos e termos
i ok A oténcias do campo nao contribuem para a fungdo de quatro pon-
Eom glalsn(ffoq: ?te;;)rlé)ncia 5] podemos assumir que ¢ = 1, o que parece ser verdadeiro
08. Segu

. o~ ] . i
g

iv jonai a iva e conside-
r para momentos pequenos tomando derivadas funcionais da aglao.efet:i a\e o
o ’ = u } nada & cond
- d : ue ao final dos cédlculo deve se colocar ¢ = 0, que esta relacio
rando q

7 =0. O resultado é o seguinte:

1 3(p0)R)? - (2@ (3.16)
ARZGNG (B0
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Figura 3.2: Comportamento qualitativo da fonte externa em funcdo do compo médio ).

Desta equacdo pode-se ver que, na teoria livre, o numerador se fatorard (devido as
equagoes 2.21 ou 2.22) e resultard Ap = 0, como é de se esperar.

H4 outra forma de se obter informagdes sobre as interacdes de particulas do mo-
delo. Sabemos que as fontes externas introduzidas no modelo estdo relacionadas com
os valores esperados e que estas fontes externas alinham os campos em sua diregao.
Por exemplo, no caso do modelo Giaussiano o minimo da agéo é dado pelo minimo do
potencial, pois o campo alinha-se na direcdo de j. Sabe-se que o potencial da teoria
livre com fonte constante em toda a rede é

1 .
V=§ao<,02—5'<,0-

Fazendo a derivacdo do potencial com respeito ao campo e igualando a zero se tem o
campo minimo ou campo classico v
= < 3.17
V= Q) = " ( 5 )
Qp

onde a fonte tem uma relacao linear com o campo. Com a introducéao do termo qurtico
na agdo, como € no ¢aso no modelo Mg*, as coisas mudam e ndo sao tdo faceis assim.
bl

Valendo-nos da forma como estao relacionados o campo e a fonte externa no caso do
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Figura 3.3: Comportamento qualitativo do potencial efetivo em fungéo de cp’( o)

modelo Gaussiano (3.17), podemos fazer a mesma coisa para o cdlculo do minimo da
acio efetiva (3.15) do modelo Ap* com os termos s6 ate (%), obtendo

i@ ) = ar¥e) + Ari' () - (3.18)

Como ¢'(;) = @() — Ur, €ntao a equagio (3.18) fica da forma

7(p) = er(pE —vr) + Ar(@@) — vr)® - (3.19)

Vé-se aqui qual deve ser a relacdo entre a fonte externa j e o valor esperado do campo
v = (e)- Através da exploracio numérica desta relacdo pode-se obter o valor de Ag.

3.3 Acao Efetiva do Modelo Sigma Nao-Linear

Na secdo (2.3.3) mostramos queé o modelo Sigma Nao-Linear sem fonte externa pode
ser obtido do modelo Ap* sem fonte externa fazendo A — oo . Para entender de forma
duas classes de modelos é preciso discutir qual é o papel das

completa a relagdo entre as : s B
de superposigao envolvido na definicao de varidveis de blocos

fontes externas e 0 processo
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em cada uzna das duas c%zi'sses de modelos’. Com a introdugdo de fontes externas no
modelo Ap o estudo analitico, para a obtencio do modelo Sigma Néao-Linear com fontes
externas, najp pode ser feito. Vale apenas no limite de fontes externas infinitesimais.

Se conglderarmos 0 processo de superposicdo linear dos campos dentro de um bloco,
para d_eﬁmr uma varidvel de bloco, se mostra na secdo B.4 do apéndice B que a soma ¢
a média de uma colecio de vetores definidos sobre uma esfera unitdria néo estdo, elas
mesmas, definidas sobre a esfera unitéria. No caso dos vetores que estejam aleatoria-
mente distribuidos, a sua média tenderd a ter médulo consideravelmente menor que 1,
enquanto que, no caso em que os vetores estejam altamente alinhados, a média tenderd
a 1. O médulo da soma podera ter qualquer valor, maior ou menor que 1.

Em geral, a introducdo das fontes externas no modelo ird fazer com que as varidveis
de blocos, que siao aquelas em termos das quais devemos interpretar a teoria, se de-
formem para qualquer valor, sem respeitar uma equacao de vinculo [5]. De fato, estas
varidveis de blocos comporta-se similarmente as varidveis do modelo Ap*. Vemos que
o vinculo imposto sobre os campos fundamentais nao sobrevive ao processo de superpo-
si¢do, de forma que nao ha diferenca qualitativa entre o (@) de A\p* e 0 (p) do modelo
Sigma Nao-Linear. Devido a este fato, pode-se considerar que a agao efetiva do modelo
Sigma Néo-Linear é a mesma a I'[¢(y] do modelo Aol

Nas simulacdes ndo convém usar a equagao (3.16) para avaliar a trivialidade do
modelo Sigma Nao-Linear com fonte externa, ou seja, mostrar se Ag aproxima-se de
zero em qualquer limite. Esta técnica ndo é conveniente porque o resultado terd erros
numéricos muito grandes, devido a subtracdo de valores muito proximos das funcoes
de correlacdo de dois e quatro pontos no numerador de (3.19). E por este motivo
que recorreremos ao outro método, Ou seja, usaremos a equagao (3.19) para avaliar a
trivialidade do modelo.

Nossa proposta para avaliar a trivialidade do modelo Sigma N&o-Linear com fonte
externa é avaliar qual é 0 comportamento de v = ¢(c) em funcdo da variagao de 7, man-
tendo ag constante e medindo @(c)- Se o termo ciibico na relagdo (3.19) correspondente
ao modelo Sigma Nao-Linear com fonte externa vai a zero no limite do continuo, corres-
pondendo a um comportamento linear, fica demonstrada a trivialidade. Caso contrario
um ajuste polinomial da expressao determina o valor de Ag.

t As variaveis de blocos sio definidas como médias de algum‘t'{po sobre 0s C‘al?‘lpOS contidos em
regides finitas do espago-tempo, que denomir%amos de blocos. Tipicamente a média do cairaripo 1num
certo ponto serd uma simples média aritmét1c~a dgs campos dentro do b.loco mas, e'l’r'l g.e1d, Elgum
outro tipo de superposi¢ao linear ou mesn.lo~na<-)-hnear pode estar envolvido. f:s varidveis 1e ocosl,
e os correspondentes sistemas de superposi¢ao 111'1ear que as dc:‘,ﬁnem desempen’ am ?m pape dcentra
na defini¢io das teorias quénticas de campos, pois elas determinam que observaveis fisicos podem Ser

medidos.
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Capitulo 4

Simulacoes Estocasticas

Sabemos que nossa rede é constituida por um numero finito de pontos, fato este que nos
oferece um processo alternativo para a computagao das grandezas fisicamente relevantes,
isto é, dos valores esperados dos observaveis. Se sabemos como um determinado modelo
est4 definida na rede euclidiana na forma de um modelo estatistico, entdo podemos usar
métodos e algoritmos da Mecénica Estatistica que nos permitem calcular os valores
esperados. Nesta segdo vamos descrever alguns destes métodos, como o de Metropolis
e o dos clusters de Wolff.

4.1 Algoritmos de Monte Carlo

Para o calculo do valor esperado de um certo observavel se usa a expressao (2.11), que
envolve a soma sobre todas as configuragdes possivels para o0 campo . Por exemplo no
caso mais simples, o modelo de Ising, onde o campo s6 pode ter dois valores, positivo
ou negativo, em cada um dos sitios da rede, no caso de uma rede de N = 4 em 4
dimensdes, o nimero total de sitios é 256 e o niimero total de configuragdes neste
caso seria 2256 & 107, o que é, obviamente, um nimero impraticidvelmente grande. B
necessério desenvolver um método no qual se considere s6 algumas configuragdes, que se
aproxime ao méximo de (2.11), permitindo-nos assim estudar a teoria completa: se nao
estarfamos restritos a trabalhar em redes muito pequenas e portanto muito distantes

do limite do continuo. o
Os método que usamos € o método de Monte Carlo, no qual se gera uma sequencia

., Cy, nas quais sao efetuadas medidas dos observéveis. Este
método gera cada nova configuragdo a partir Eia anterlor, atraves ~de uma regra de-
vidamente preparada, criando assim uma sequencia cuja dfstrlbulgao aprc?mmzi-se da
distribuicio estatistica completa no limite de um grapde nimero de Conﬁgurz.a,goes ge-
radas. Esta sequéncia de configuragoes € u’rn.a sequéncia de Markov. Um algorltm? que
gere essas configuragoes deve obedecer a vérias condigoes, para que gere uma sequéncia

istribuicdo correta de probabilidades. .
ComDif?riiS;;su]l/c\}/C ¢/ COmoO & probabilidade de uma dada configuragéo C ser transfor-
__’-

de configuragdes Cy, Ca, - -
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mada pelo algoritmo em uma configuracio ¢’ o ;
e guracdo C’. A probabilidade W deve de satisfazer o

1. N};)rmahzagao: dada uma ’conﬁguragao inicial, a soma das probabilidades de se
obter todas as outras possiveis configuracdes tem de ser igual a 1:

Z WC—}C’ =1.
c

2 Pos}tividade: a probabilidade de se obter a configuracdo C' a partir da configu-
racao C, deve ser maior ou igual a zero:

WC-—)C’ = .

3. Ergodicidade: qualquer configuracio C' deve ser acessivel num nimero finito n
de passos, partindo-se de qualquer outra configuragdo C:

Wg_,cl = ZE"'ZWC—>01WC1—>CZ"-WCnJrC’ > 0.

Cl CE Cn

4. Balanco detalhado: esta condigdo garante que, dada uma sequéncia de configu-
ragoes Ci,..n Para n suficientemente grande, a chance de se encontrar uma dada
configuracdo C' é proporcional ao fator de Boltzmann eS¢, Esta condigdo é da
forma

WC-—)C" e_S[G] = WC’—-)C G_S[C’] 4 (41)

Mostramos agora como se obtém esta condicao.

Qe o sistema estd em equilibrio, a transicdo de C para C' deve manter o sistema
em equilibrio, neste caso a matriz We_ o tem a distribui¢ao de Boltzmann como

autovetor

Z W s = gndlEl
C

Esta equagdo define a condicdo de “balango”. Usando a condicao (1) e trocando
¢’ por C, esta equagao fica

Z[Wc-w ¢S — Wer,o e 19 = 0.
c

Esta equacao se resolve com a escolha da condicdo do balanco detalhado (4.1),
mostrando que esta ltima condicdo é suficiente, apesar de ndo ser necessdria,
para garantir que a sequéncia tenha a distribuicio de probabilidades correta.
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Descreve : «
. condiggorilrzo‘s E{«goran 0 metodo de “Metropolis” [11], que é uma realizagio pratica
B a ané;o detalhado. Este método gera configuragdes do campo que
alanco detalhado (4.1) levam & condigdo de equilibrio termodinamico.

Dessa forma, “caminha-se” 0
; | camlpha se” pelo espago de configuracdes, medindo-se os observéveis a
cada novo passo e tirando-se amostragens periodicamente.

A sequéncia de passos deste método é a seguinte:

1. Umc? CC:lIlﬁguragao C ¢ alterada para C' sorteando-se um sitio aleatoriamente e
mudando-se o valor do campo neste sitio. No caso do modelo de Ising, inverte-se

o valor do spin 0; para —o;. Em outros casos realiza-se uma caminhada aleatéria
do valor das varidveis.

2. Calcula-se a variagao do valor da acdo com a mudanca efetuada: AS = S[C'] —

S[C].

3. Define-se a matriz estocastica:

1. s @ e8]

Yoo :{ e 28 se B0 < 8] 7 (%)

que d4 a probabilidade de transi¢io C — C'. A nova configuragao é aceita segundo
essa probabilidade.

Este processo é repetido um grande numero de vezes e para cada nova configuragao
medimos os observaveis nos quais estamos interessados.

4.2 Método de Clusters de Wolff

No algoritmo de Metropolis a probabilidade de se encontrar o sistema numa certa
configuragao num determinado passo da evolugdo do algoritmo é fortemente dependente
do estado do sistema no passo anterior. No método de Metropolis, por exemplo no
modelo de Ising, apenas N¢ estados podem ser alcangados a cada passo, portanto
caminha-se muito lentamente no espago de configuracdes e as grandezas medidas ficam
muito correlacionadas, aumentando oS €rros estatisticos nas medidas dos observaveis.

Para contornar este problema aguarda-se, para medir os observaveis, um certo

nimero de passos até que o sistema perca a “memoria” do passo anterior no qual

cles foram medidos. Usa-se a fungdo de autocorrelagao

( ) (fcifci+p>i = <fCi)z‘<fCi+p)z‘ (4 3)

k(p) = 3 -
(fg',)z i3t <fci)'i

para calcular quao distantes na sequéncia devem ser as medidas de uma certa grandeza

f para que sejam consideradas independentes. C; representa a i-ésima configuragao, |
€. 64 configuragdo depois de p passos do algoritmo partindo de C;. A fungéo K estéd |
i+p
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normalizada da forma 1(0)

=1 e, quando f est4 : ;
passos, temos que k(p) = 0, q [ estd totalmente descorrelacionada apds p

No método i 5 i
it de hflgtropolls as grandezas est8o muito correlacionadas. Para evitar este
p ecessario que se caminhe mais rapidamente no espaco de configuragoes,

alteran.do—se o VleOI‘ de campo em v4rios sitios simultaneamente. Isto se consegue com
o algoritmo de “clusters” desenvolvido por Wolff [12, 13).

D(?screvemos agora 0 algoritmo de clusters de Wolf para o modelo Sigma Nao-Linear.
Para isto escrevemos a agdo (2.25) da forma

8 -2 f da
Snly] = 52 (Agp) = 52 (5 — )
¢ (i.d)
6 ¢ - — —_ —
= 52.@-25 ;) = Syl =~ (i 9y), (4.4)
) (1,7)
onde o vinculo ¢.¢ = 3 é escrito como Yah =1 com @ = /B Ve (i, ) indica que a
operacdo ¢ efetuada sobre o link que une dois primeiros vizinhos, U; e @Ej.

Este algoritmo consiste de se juntar um conjunto (cluster) de sitios inter-conectados

e de se fazer uma reflexdo dos campos em todos os sitios deste cluster.
O algoritmo consiste dos seguintes passos:

1. Sorteia-se um sitio qualquer da rede, cujo campo é designado por 1/;(2)

9 Escolhe-se aleatoriamente uma dire¢do 7 no espago interno com N componentes
para cada construgdo do cluster. Esta direcdo é mantida fixa durante a construgao
do cluster.

3 Visitam-se todos os sitios vizinhos do sftio %, cujos campos sdo denotados por
¥(j), e “ativam-se” os links £(i,7) com a probabilidade

Pyijy=1—exp {min [O, —25(1@- . f)(’lﬂj . f)}} : (4.5)

Os sitios vizinhos de ¢ com links ativados fazem parte do cluster. Repete-se
estes passos para cada um dos #(4), ativando-se também seus vizinhos com 2
probabilidade (4.5) e levando em conta que o algoritmo ndo modifica links ja

examinados e sitios j& verificados.

4 Refletem-se os campos do cluster segundo o hiperplano (M —1) dimensional, cuja
normal aponta na diregao 7. Esta reflexao é dada por

B, =i — 2(¢hi - F)F (4.6)

onde 7,5 ¢ 0 campo Ji depois da reflexao. No caso do modelo de Ising com simetria
z . - ~
0O(1) a ;eﬂexéio se reduz & multiplicagdo por —1.
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4.3 Descricao do Cdédigo

e e e
programacio estd organizada num conjunto de

sete programas, cad~a um fazendo uma tarefa especifica, até a obten¢do dos dados finais.
Estes programas sao inpdata, mcrelaxer, mcsampler, statistics, mcautoCorrs,
results e splitter.

Para cada simulagio é fixada a dimensdo espago-temporal d, o grupo de simetria \V,
0 nuimero d(f si’Fios N¢. o valor de f e o valor da fonte externa j. Em vez de 3, usamos
por conveniéncia o parametro 6 = arctan(1/8).

Mostramos agora que tarefas faz cada um dos programas.

1. O programa inpdata é responsivel pelo controle dos parametros da teoria (ta-
manho da rede, dimensao, f, simetria, etc.)t, dos pardmetros estatisticos (como
namero de submédias a serem geradas, o nimero de iteragdes que deve-se efetuar
para cada submédia, nimero de vezes que se repetird o cluster, etc.). Este pro-
grama ¢ simples e rapido e, no caso de incompatibilidade dos parametros, gera
erro.

9. O programa mcrelaxer € responsavel pela geragao de uma configuracao dos cam-
pos relaxada Cy, depois de um certo nimero de varreduras ou “sweeps”, a partir
de qualquer configuragao inicial escolhida arbitrariamente. A forma de se medir
a relaxagdo do campo é examinando a funcdo de correlagdo de um ponto (p), que
deve ter a forma da Fig.4.1.

Este programa é rapido, porque o nimero de médias e iteragdes é muito menor
que o do programa mcsampler.

3. O programa mcsampler é responsdvel pela geragao de configuracdes partindo da
configuragdo relaxada C,. Ele gera uma grande quantidade de configuragdes até
ter uma aproximagio do equilibrio térmico para uma determinada fonte externa.
A estrutura deste programa é praticamente a mesma do programa mcrelaxer,
diferindo sé no numero de médias e iteracbes. Nestes dois programas é criada
uma estrutura de indexacdo que reduz as estruturas matriciais a simples vetores,
acelerando o processamento. Depois inicia-se um “loop” para a geragdo de uma
média dos valores medidos e calculam-se as transformadas de Fourier do campo
a serem usados no caleulo das fungdes de correlagio. Acumulam-se os dados
em varidveis temporarias a partir das quais se calculam subnqédias; a renox-ragﬁ,o
das configuragoes € realizada pelo algori:cmo de cluster. Termma@ um conjunto
de sweeps, 0S dados parciais obtidos sao armazenados em arquivos, entre e}es
as submédias e a atual configuracdo do campo. Repete-se o procedimento ate a

geracio de todas as submédias definidas pelo programa (inpdata). Este programa

é bastante demorado e para acelerar o processamento se usa a paralelizacao.

alho a dimensdo d € 3 e 4, o grupo de simetria é SO(2) e a rede tem 44 sitios.

tNo caso deste trab
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S0(2) — 4 dim, — 4 vert. — fonte=0.2539062
0=75.3230000
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Figura 4.1: Processo de relaxacio do campo.

4. O programa statistics é responsével pela estatistica dos observaveis. Para a
avaliagdo dos erros estatisticos, acumulamos as médias dos observdveis a cada
passo do algoritmo e, apés um certo numero de passos definido no inpdata,

tiramos as médias dessas medidas, formando uma média parcial. Este programa
é rapido e nao precisa de paralelizagéo.

E

{

|

i

E

E

5. O programa mcautocorrs é responsével pelo cdlculo das funcoes de autocorrelagao }
(4.3). A fungao de autocorrelacdo mede a correlagio entre as configuragoes de .
campo e, portanto, a eficiéncia do algoritmo que gera as configuragoes. Ela tem E
um comportamento exponenci ;
i

|

|

{

|

f

|

i

l

é o “tempo de autocorrelagio”, com ¢ = 1, 4o

al como fungio de p, conforme mostra a Fig.4.2,

onde T

Este programa é parecido como 0 programa mcrelaxer, calculando-se apenas um

certo ntimero de iteragOes, que ém geral é menor que 0 do mcrelaxer. Depois
de terminado 0 “loop” de iteracoes, 0S dados sido armazenados em arquivos. Este

programa € rdpido e nao precisa de paralelizagao.
mentos de correlagdo dos observaveis ajus-

medidas em mcautocoors, a uma curva do
de erro por /7. Este programa efetua

6. O programa results mede 08 comp}:i
tando as fungdes de autocorrelagao, ja
tipo Fig.4.2. Corrigem-se entao as barras
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Figura 4.2: Funcdo de autocorrelagao em fungao de p.
o calculo das grandezas derivadas dos demais dados (massa, magnetizagao, etc.).
Ele é rapido e nao precisa de paralelizagao.

7. O programa splitter separa convenientemente os resultados finais em diversos
arquivos, para sua melhor manipulagao.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Nesta secdo descrevemos como foram calculados os resultados finais a partir dos dados
obtidos nas simulacdes, que sao mostrados no apéndice C. Nos gréficos do apéndice
C mostramos os pontos ou dados finais, que chamamos de “pontos de medida” (estes
pontos sdo g, € o valor de v no ponto B, ), calculados pelo procedimento que descre-
veremos em (5.1). Na secdo (5.2) mostramos o residuo (R) em funcado de j para os
casos d = 3 e d = 4. Na secdo (5.3) apresentamos 0s resultados finais para 0s €asos

— 3 e d = 4, ou seja, mostramos os graficos de j em fungdo de v a partir dos quais
avaliaremos a trivialidade do modelo.

5.1 Procedimento Utilizado na Obtencgao dos Pon-
tos de Medida

Para cada rede finital, queremos medir a magnetizagao v(B(j),) sob a agao de uma
fonte externa j, sob a condigao de que a massa renormalizada adimensional ar(8, 7) seja
constante, o que determina a funcdo G(j). Medimos v(B(5), J) quando ar(B,7) éigual a
36/N? que denotaremos COMO CRo» e o valor de B(j) neste ponto denotaremos como Bo; -
Para obter-se ag,, tomamos O comprimento de autocorrelacio dimensional x R igual a
L'/3, de onde segue que a massa renormalizada dimensional é mp = 1/xr = 3/L . Nesta
segao denotamos por L o comprimento de uma rede com condigdes de contorno. ﬁzcas, e
por L' o comprimento méximo que ha entre dois pontos d(’e uma rede com condigdes de
contorno periédicas. O comprimento L em termos d’e L e2da forma L =2L/ 2 Tergnos
entdo, a = L/N = 9L [N, e opg = (mga)® = [mR(QL /N)] :~[(3 X 2)/'N] = 36/N :
Para o célculo da massa, medimos numericamente 2 funcdo de d01sl pontos obtida
através das transformadas Eie Fourier do camp_o e estclima;noi R af_raves (§O+aJlJ:?S)tfl a0
propagador de uma expressao semelhante ao propagador da teoria Lvre (p? +m?)",

tNesta tese s6 trabalhou-se para redes com N=4
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po Tk i 1 R
92):(k) = Wk k) = AL
) ~ Sy o (51)
Nesta expressao R é chamado de residuo e os p? (k) sdo os autovalores do Laplaciano na

rede et 1~ndlca a t-esima componente do campo. A fonte externa alinha a magnetizagio
na direcdo da componente 2 do campot.

Havendo conseguido pontos suficientes para a identificagiio do ponto ag, (em média
5 a 6 pontos), ajusta-se um polinémio de grau 2 nessa vizinhanca, conforme se mostra
na Fig.5.2 para o caso N = 4 e j = 0,2343750 em d = 4. O valor de ap, obtido é usado
para a determinacao de o, e este é usado para determinar a magnetizac¢do pelo ajuste
de um polinémio de grau 2 nas vizinhancas deste ponto, como apresentado na Fig.5.4.%

Para achar os pontos ag, Bo, no caso em d = 3, procede-se da mesma forma que no
caso em d = 4.

!
1
¥
I
t

SO(2) — 4 dim. — 4 vert. — fonte=0,2343750
20 T r

T T

18 [ A—A componente 1
G—5 componente 2

o
(=]
=
o
no
X
o
poY
o
(6]
o
»

Figura 5.1: Componente 1 e 2 da massa renormalizada (o) em fungdo de B.

- ocio a componente 2 do campo (lembrando que o i
1Por conveniéncia a fonte externa tem como diregao p |

i i 5 SO(2))-
grupo de simetria do modelo & >
8T embremos que nas simulages usamos 0 campo 1P,

usamos .

enquanto que nos resultados graficos mostrados ¢
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S0(2) - 4 dim. — 4 vert, - fonte=0,2343750

A SR e e e e S T .
+ componente 1 1
L = &—=4 ponto de medida-componente 1
2.675 - = N - - — componente 2 i
X \ (3——= ponto de medida~componente 2
N Ya —-— ajuste
2.475 | . T
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2.275 | b
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G’R 2.075 e B i == ]
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1.875 + o
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\‘0.
1.675 e i
1.475 | b g
1.275

0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.28 0.27

p

Figura 5.2: Ajuste de um polinémio de grau 2 na regido correspondente ao ponto g,
nente 1 e 2 de ap.

SO(2) - 4 dim. — 4 vert. — fonte=0,2343750
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Figura 5.3: Magnetizagao (v) em fungéo de B.
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SO(2) — 4 dim. — 4 vert. — fonte=0,2343750

0.175 ¢ G—>0 ponto de medida—componente 2 J
ajuste
45— ponto de medida-componente 1 &
'///
0.155 / 1 |
/ 4
0.135 e 0 A
1% /zz
i
0.115 | // ]
g
/#

0095 r / .
0'0750.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25

Figura 5.4: Ajuste de um polind

B

mio de grau 2 na regiao correspondente ao ponto Jo; .
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5.2 Residuos

Aqui apresentamos os residuos para cada um

dos pontos de medida, ou seja, o valor
de R no ponto fBy,, - ’ =

. ' para cada fonte externa, nas dimensdes d = 3 e d — 4. As figuras
Fig.5.5 e Fig.5.7 correspondem & componente 1 de ag para d = 3 e d = 4 respectiva-

mente e as ﬁguras Fig.5.6 e Fig.5.8 correspondente & componente 2 de g parad =3 e
d = 4 respectivamente.

SO(2) - 3 dim. — 4 vert,

1.01 !’”' S Sl B ‘
t
:
1 b i _
& \ \
H . | :‘L
NN r A
ags | \7/1 - | |
R | 2
1 e \
L i 7 e \L ! ‘|
[ TR |
0.97 L 4
| l
| |
e 0.1 015 0.2 0.25 0.3

Figura 5.5: Valores do res{duo nos pontos de medida (correspondente & componente 1 de ag em d = 3)
em funcio de j, com @R = CRe-
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80(2) - 3 dim. - 4 v,

gt S e
‘ 3 j
1
0.99 i
- 0.98 | 5
0.97 | j \ | i
f o i ] |
I \ | | {
" L e
el |
| Al e i
0.95 | e
| ]
004 L . .0 . u L _1 i
0 005 J 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 ’

J

Figura 5.6: Valores do residuo nos pontos de medida (correspondente & componente 2 de ag em d = 3)
em funcédo de j, com ar = QR,-

S0O(2) - Fase Simetrica - 4 dim. - 4 vert.

11005 ey e

'.

0.995

—R 0.99

0.985

0.98 r

W—b—n—h—r‘—‘—“—
0.975 0 0.05 0.1 ,0.15 0.2 0.25

F 5 7. Valor do residuo nos pontos de medida (correspondente 3 componente 1 de ar em d=4)
igura a.7: valor

em funcdo de j, com OR = ORp-
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S0(2) - Fase Simetrica im
— 4 dim, -
- | 4 vert,
w‘ 0 L 0 B o = SRS S

1L s e
0.995
0.99

0.985 [ i /?_\\\;r
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o

Fgﬁ ‘
o
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T

0.965

ho!
0.96 | : L\

0.955 |

R e AL /S B e

_,_mﬁ
L
e

0.95 |
0.945 | L
!

0.94 - ki b i ‘ .
0 B A .0.15 0.2 0.25

J

Figura 5.8: Valor do residuo nos pontos de medida (correspondente & componente 2 de ag em d = 4)
em funcao de j, com ar = QR,-

Nas figuras 5.5 e 5.7 vé-se que R oscila préximo e abaixo de 1, e nas figuras 5.6 e
5.8 R diminui com o aumento de 7, esta diminui¢ao do residuo nao é continua pois esta
oscila.

Observe-se que a expressdo (5.1) é tipica do modelo Gaussiano; ao usarmos essa
expressao, estamos admitindo que o propagador funcione mesmo para o modelo Sigma
Nzo-Linear, apesar dos vinculos e da presenca de fontes externast. A reducdo pro-
gressiva do residuo correspondente 3 segunda componente do campo deve estar ligada
justamente a essa conjungao entre vinculo e fonte, pois esta ultima tenderia a elevar
os valores do campo, mas estes se mantém limitados pelo vinculo limitando suas flu-
tuacdes, o que caracteriza uma diferenca em relacdo aos campos livres e, portanto,
&4 propagacado das particulas livrest. Por outr.o. lado, a fonte reduz bas'tan.te o tama-
nho tipico da componente 1 do campo permitindo que ﬂutue. com mais liberdade e,
eliminando a influéncia direta do vinculo®, o e corresponderia aprox1ma,dar11ente ao
comportamento associado & particulas livres. Dai, portanto, a melhor adequagdo desse

propagador a componente Iz

e 9 do campo, orientando 0s campos nesta diregéo.

irecio a component ! .
gy dics e um comportamento associado a particulas

!Mas para fontes pequenas (menores que Jeriv) tID-

livres, como pode-se ver em Fig.5.11 e P"ig.5-13;-r
§A influéncia do vinculo €, entao, indireta, &

1 se reduz porque a outra aumenta.

tLembramos que j te

avés da componente 2, do campo, isto é, a componente
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5.3 Resultados Finaijs

Lembramos que estamos usando a agio efetiva do modelo Ap* como laboratério para
avaliar a trivialidade do modelo Sigma Nao-Tinear com fonte externa. Para que fique
demonstrada a trivialidade ¢ preciso que o termo cubico da equagdo (3.19) tenda a
zero no limite do continuo. Se 0 modelo nio for trivial, um ajuste polinomial de (3.19)
determina o valor de Ag. Estes dois possiveis casos estdo ilustrados na Fig.5.9.

025 """" R e e S e | R T | R SSE ) T I
trivial
- ngo trivial
02 | ‘
0.15
01
0.05
0 ey 0.1 0.12 Dyt
.02 0.04 0.0
0 0 Y

Figura 5.9: Fonte externa em funcio da magnetizagao.

s deste trabalho, a partir dos quais ava-

Nesta segE.Lo.al?resentgmf;oczisefssglilgaﬁssNﬁ;iliiSear com fontes externas. fALs figgras
L t.r e ondem & componente 1 de agpparad=3ed=4 1espezt1jaé

L e C(')rrsslpl e Fig.5.13 correspondem & compOI?ente 2 d‘i (g para d— S
g v ﬁgu.r e Estas figuras apresentam curvas de j em funcdo de U’C()) nde g

ed=4 respectlvamZ{lgz-s nf)s o da uma das fontes externas. O ponto

valores de v sdo medl

tos fo, para ca
5 igual a QeRy-
e op quando €
Bo, corresponde ao valor de ar 4
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(© Para Dimens3o 3

SO(2) - Fase Simetrica — 3 dim. — 4 vert.

m
0.3 i &—4A dados simulados.
- regressao Iinear:j=0,0002348+2,2824240*v. |
0.25 |
02 |
0.15 - |
041 F |
0.05 | |
0 . | L e T i I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

y

Figura 5.10: Fonte externa em funcéo da magnetizagao (correspondente 4 componente 1 de ap em
g3

Na figura 5.10 vé-se claramente qué 0 resultado da regressao linea.r passa por todas
as barras de erro dos dados da curva obtida por simulagdo. Isto quer dizer que o modelo
Sigma Nio-Linear com fonte externa ¢ trivial no que dipeehpaiteg oo SOIADOTER S,
L delo Ag* é Compatwe% com a do mod'elo Sigma Nao-Linear.
Referente aos comentarios sobre as pequenas oscilagdes dos residucs e
aos pontos de Fig.5.10, feitas para a figura Fig.5.5 na se¢ao (5'2) : er den .
oscilagbes e a pouca diminuicao dos residuos I(?ferente o s na(l) ; emm;L e;{preisao
(5.1). A medida de v é tal que, ao se plotar 7 €m funcdo de v resulta uma linha reta.
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SO(2) - Fase Simetrica - 3 dim, - 4 vert

w
03 _G—{)?:dossimulados. TR w5
* Tegressao linear total: j=0

— - - regressao linear parciajn_ 0073179+1,9913620°v. ]
0.25 |
0.2 |
0.15 |

G ]

triv r __________________________________________
0.05

0 -‘. A | 1 | oilicy 1 L ¥ A gt ] . ! J

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

V

Figura 5.11: Fonte externa em funcio da magnetizagao (correspondente a componente 2 de ap em
d=3)

Na figura 5.11 vemos que 0 resultado da regressao linear feita para jcoda a curva nao
sultado da regressdo linear feita até um certo
valor pequeno de 7, que denotamos pot juriv, Dassa por todas as !oar.ra‘s de erro dos daflos
do segmento da curva. Isto mostra que nesta regiao o modelo é trivial. Vé-se também,
que a curva acima de Jyrip CUrVA-SE para baixo, enquanto 0 esperado serla 0 que 0COITE
na Fig.5.9. Isto é como o dito na secao (5.2) referente aos residuos da componente

Rl : : : vez mais efeito & medida que
2 dos campos, que a partir de Jiriv O vinculo tem cada L Jhloieg aqé,
j aumenta, fazendo com que 2 Curva tenha curvatura para baixo. Portanto a agao
Srtiyado 1’no delo \p* ndo é compativel com 2 do modelo Sigma Nao-Linear referente

a esta componente. O vinculo tem pouco efeito para j mMenores que Jtriv, fazendo que a
e a % il ”(; seia afetada de maneira considerével e que & rr}edlda de v(fBo,) ?ara
G e ] que j em funcao v é uma linha reta. S6 para fontes maiores

7 menores que jiriv S€ja ta . : L
que Jeriy O \(}incitlgvpassa a ter mais efeito, fazendo com que 05 res1((i:1.1iios dimsipusgl et;;o;
s i ida que j aumen
consemv' e (5.1) seja afetada com maior grau & medid q . J .

guinte a exp som que 2 medida de v(fo;) para j acima de jiiy S€ja ta

partir de j;. Este fato faz i
que a Curg?ge j em fungao de v resulta com curvatura para

coincide com a curva. Entretanto, O re

43

|




(© Para Dimensio 4

SO(2) - Fase Simetrica — 4 dim. — 4 vert,

- A—2 dados simulados. ' —
- regressao linear: j=-4,6524940e-05+2,2765220"v.
0.25 _:
0.2

J o015 |

gt

G.05 _
E i O : S| ol | PR Rt . J_j
. 0 I 0.0é 0.04 0.06 0.08 0 0.12

v

e ] . .
Ei 5.12: Fonte externa em fungao da magnetizagao (correspondente & componente 1 de ag €
igura 5.12:
d=4).

& so d = 3, que o resultado da regressao

: Ha figine .14 VZ—SB ;lsa]i)a;?re;teéecfiz I;C;SC adados‘ da curva obti’da .p‘or simulagég.

linear passa por todas delo Sigma Nao-Linear com fonte externfi é trivial no que diz

Isto quer dizer que 0 MO te, portanto a acao efetiva do modelo Ap® € compatlvellclzon} a

respeito a es‘Fa comp~onir,l e,ar Neste caso, Como 1o caso d = ?i’ as pequenas os_c(:il acgioes

30 7r1€odelo Scligmaliatl)— nl;o te.m ofeito considerdvel na expressao (5.1) e a medida de v
e R perto do va ;

i eta.
é tal que j em funcao de v resulta em uma linha r
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SO(2) - Fase Simetrica ~ 4 dim. - 4 vert
G—=© dados simulados, —

regressao linear tota|: j=
: 1j=0,01651 -
- regressao linear parcial, flE b0

0.25

=

02 |

[

T

J o1s!

Jm'vj— B L meiies s e e

0.05 |

0 0025 005  0.075 0.1 paes o o5 | G178
v

Figura 5.13: Fonte externa em funcdo da magnetizagao (correspondente & componente 2 de ap em
d=4).

Na figura 5.13 vemos, de forma igual & da Fig.5.11 do caso d=23 qauea rfzgr('asséo
linear feita para toda a curva nao coincide com a curva. Entretanto, a regressao linear
feita até iy, passa por todas as barras de erro dos dados. Isto m_ostra que nesta
regido o modelo é trivial. A curva acima de juip CUrvam-se Dl baixo, enquanto o
esperado seria o que ocorre na Fig.5.9. Isto ¢ (et {ilto HAfct o (5.2) referente aos
residuos da componente 2 dos campos, que a partir de Jeriv O vinculo tem cada VGZ H_lf’ils
efeito & medida que j aumenta, fazendo Son} que a C}Jrva tenhadcurvagui"a é).ara %1?.0.
Portanto a acao efetiva do modelo A" ndo € compatlve} com & olmo elo Sigma fz?,t(')—
Linear referente a esta componente. Neste caso~tambem E) Vlnflu 0f tter:ril p(ci)uco efel o)
para j menores que Girivis fazendo que a expressao (5.1) nlac.) Seej‘z ?a? au: ‘ eemmf?lr;m;z
considerdvel e que a medida de v(fo;) para) ienRpee A jml” o ey a,qter]mais efefto
v é uma linha reta. SO para fontes maijores queé Jiriv _0:111‘3;{0 ri&slséo By afetad:al
fazendo com que 08 residuos diminuiam e por consggum e a p -f

: ! : . squmenta a partil de juiw. Bste fato faz com que a
com malor grau & medida queé J & .. tal que a curva de j em funcio de v resulta
medida de v(Bo;) para 4 acima de jiriw S€J2 1AL A

com curvatura para baixo:
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Consideramos a agao efetiva do modelo Mp? para avaliar a trivialidade do modelo Sigma
Nio-Linear com fontes externas, devido ao fato de que este tltimo é obtido como um
limite do primeiro quando seus parametros (“bare”) (c, \) = oo simultaneamente. Isso
permite também que se avalie a trivialidade do modelo Ap* nesse limite.

Os resultados obtidos mostram claramente que 0 vinculo do modelo Sigma Néo-
Linear associado & presenca de fontes externas apresenta dois efeitos:

1. Torna a acao efetiva do modelo M\¢* incompativel com a do modelo Sigma Nao-
Linear para a andlise completa da trivialidade deste tiltimo modelo.

9. Trivializa a dinamica do grau de liberdade da componente 1 de og.

Dos resultados das figuras 5.10 a 5.13, vemos que 0 modelo Sigma apresenta trivi-
alidade para a componente 1 em d = 3 e d = 4, embora seja um fato muito conhecido
que o modelo At ndo seja trivial em d = 3, 0 que indica que a presenca do vinculo,
lo Sigma Néo-Linear, trivializa a dinamica da componente 1. O
te 2 indica que os dois modelos nao séo
to a0 comportamento da

carateristico do mode
comportamento observado para a componen :
compativeis na presenca de fontes externas, no que diz respel
componente 2.

Outra indicagdo dess
foi fixado em 36/N?, traz como €0
componente 1 da massa renormalizada T

5 diferenca é que 2 condicio g, = c077:,51;_ = ag,, cujo alor
nsequéncia que a curva de j em fungdo v para a
esulte numa linha reta &, para a componente
9 puma curva com curvatura para haixo. Especificamente na fase simétrica, néo ha-

; ~ -
veria diferencas em se tomar como referéncia &g, O ag, constante, Jaﬁque as5 curvas
de ambas em funcdo de S praticamente coincidem, como sé observa na gfula ,.11, S
' = orme ilustra

8, senti onsi 7, = OR:

hi4 sentido. entretanto, em s€ € derar ap, = O, 02 fas(i1 gue?ra;ia, ;(;)I;m it
a figura ci’ta,da ja que ocorre af a quebra de simetria na 1regao . P rém, g e
tes de valor m;Lis alto, as diferengas entre as massas renormalizadas ;siao veri c? as jé
imi : i50 critica; como os valores constantes adotg 08 ’encon ram-se
el SR o formas para as curvas, isto é, a quebra de

préximos desse intervalo, obtém-se diferentes

. 5 ue se suporia
simetria na diregao 2 distorce a curva para baixo, além mesmo da reta q P
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indicativa de trivialidade, conforme se verifica 1
as figuras 5.12 e 5. =4
mesmo ocorre em d = 3, de acordo com as L 5.15116 it e 513, emd=4 Q

Simgliz;:i?;i:gg;?;l;lgfé:‘d:u: 0 tzmz}nho das redes analisadas. N&o foram ?fetuaq:as
L j J poderiam esclarecer o comportamento da acdo efetiva
usada no limite do continuo.

As f?ntes externas usadas sio suficientemente pequenas para o estudo do limite
do continuo do modelo na presenga de fontes externas, isto é, para redes com N =
4, porque, COmo Sse pode ver a partir das figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13", as curvas
claramente tendem a passar pelo ponto de origem das coordenadas a medida em que
i—=0, correspondendo a compatibilidade entre os modelos Sigma Nao-Linear e At
com j = 0. Para redes maiores, como sabemos podem-se usar fontes externas malores
do que aquelas do caso de redes com N = 4, porém, estamos interessados em fontes
externas que tenham um comportamento j — 0 de forma que as fontes externas usadas
em N = 4 serdo suficientemente pequenas também para redes maiores.

I ) > jma:c a
Mos por jmaz, POIS para j
externas denotare ; S
s fOndtesmininrlo da regido de quebra de simetria, sem cortar em
nto ae

i .+ o ficard cada vez mais perto
m fungéo de gt Sy Hzla.l?iilntll; ap, = R, fique por baixo
S cur\cfla adR2 : usar fontes maiores qué Jmaz sem que 2
da linha ag, = 0, podendo-s¢
2 ?

4 . ite de fonte externa-.
do ponto de minimo mas se tera tambem um limi
b

tNestas figuras ao méaximo valg :
linha agp, = @R, Passd por baixo do P
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Apéndice A
Geradores Funcionais na Rede

A mtTOd‘?Qf’»O de fonlte"s externas nos modelos muda a sua solu¢io clissica, ou seja, mu-
da i PRshes clo_mmlmo da ac@o. No caso quéntico esta introducio muda os pesos
estatlstl(fos' relativos eI associados a todas as possiveis configuracdes. As solugdes
tanto cldssica quanto quantica dos modelos com fontes externas estabelecem uma re-
lacdo funcional bem definida entre o valor esperado do campo v e as fontes j.

Pode-se estudar a teoria quantica usando os geradores funcionais das fungbes de
correlacio. Este desenvolvimento € geral, véalido para qualquer modelo de campos
escalares.

Assumimos que temos um modelo de campos escalares cuja dindmica estd definida
pela agio S[y| sem fontes externas, que € invariante pela troca de sinal do campo
S[e] = Sl—l implicando que {p) = 0. Adicionamos uma fonte externa ao modelo da
forma

Syl = Sle) = Y 3(@e(A) (A1)

nte externa o valor esperado para o campo nao é mais nulo.

Com a introdugdo da fo ‘
um funcional de j, da forma

Este valor esperado é uma fungao defie

[dy]p(7) e
el st (A.2)

ool = (@n = [[d(p] =

izer le é calculado na distribuicdo da teoria
O indice j no valor es erado quer dizer que € ; ; :
com a foéte externa SI()‘) O valor esperado U € denotado por @() que € denominado
2
também de campo cldssico-
Assumimos que o modelo est2
periédicas. O gerador funcional €

4 definido numa rede finita com condicoes de contorno
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Z[J] <€Z iR (p(-n)> ﬂd\@]—ef(]_)
[[dcp] - (A3)

ideraremos

Cons as derivadas funcionais de Z [7] em relacio a j(#

riag0es de Z quando variamos j em um tnico ponto. F e
77 0. Fazendo n derivadas funcionais

6" 23]

[dLP](P . e~ 56
o SIMICAMC _f L P
Sj1 .0 0 (o1 ne o)

. f [dgle? ’

onde denotamos as dependéncias com as posigdes 7i; por meio de fndices i. Com j =0
recuperamos as fungoes de correlacdo de modelo sem fontes externas,

VA
%lﬂ —0 ={p1---Pn) = g1, (A.4)

onde o indice n representa a quantidade de nimero de pontos que contem a funcéo
de correlagio. No caso da presenca de fontes externas j as fungdes de correlagdo sao
obtidos de

/ [dgor ... one 0

AL i
U] il ((,01 s @n) () = " = g(i)1,..m (AB)
f [dele™™?

Z[j] & -6
¢ tomado na medida 5;.

onde o indice (j) indica que O yalor esperado
O valor esperado ¥(e) do campo é dado por

ol @
penlil = Z7] o o0 (Z[51)

Fazendo

ode ser escrito como

gwil _ L %20, (A.6)
= y = = 7] o

pnld] = (1)) = "85 714

e correlagao. Neste caso W gera func_;oes de

7 gera funcoes de correlagao completas gi,..n

0 valor esperado ¢(c) P

erador de fungde

W também é um §
enquanto

correlacdo conezas J(ch

.....
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Tomando uma i

segunda derivada funciong] de W, partindo d (A.6)
’ 0 de (A.6) se obtém
it :
e o #Zh] _ 1 sz szp

J10J2 096 225 o
1032 Z2[5) &5, &5, U2 T PnP2 = Geane- (A7)
Aqui g(j):,» € © Propagador completo na presen
nas mesmas condigoes. Para o caso j =0 os d
ou nos casos onde j = 0 néo implica que ¢;
conexo gie,j), » dado por W e néo o propag

ta de gie Y(ei).. € O propagador conexo
018 propagadores coincidem. Para j # 0,
¢)=0, O resultado que interessa é o propagador

iy ador completo g,
g dado por Z. i
W pode ser utilizado para escrever as fungdes de correl(;u)glgo de tlr)ésr qu;?crf;mmom'ﬂ
) e mais

pontos. Se pode escrever Z e W da forma

[d(P]eZﬁ i(@e(A) -5

f [dgle*

Sabemos que existe uma relagao entre cada j e cada (), entao somos levados a dizer
que é possivel escrever W como um funcional de () em vez de j. Da equagao (A.6) a
variagdo de 7 em cada ponto é escrita da forma de um diferencial funcional

Z[j] = ¥l = [

oWl
A — 2 -(%%ldj(ﬁ) - Z o0 ()A5(7)

sendo dj variaces de j em todos os pontos da rede. Aplicando uma transformada de
Legendre a W, pode-se definir um novo funcional I

i — Zj(ﬁ)ga(c)(fi) - Wil

O primeiro termo € o valor esperado de T (7)o (7), pois como j Dao depende de ¢

temos

<Zj<ﬁ)w(ﬁ)> _ S ((Aet) = i@ = > i@ @

A variagdo de I' devida & variagdo de J € portante dé ¥(), ©

ar = > i@dee+ Z oo ()dj ()
4 n (7) = > ¢ ()di(#)

—dw

= N (A)de () T > (o (1)
) f
‘ INSTITUTO DE FiSICA

= > j(@dee (7)

Servigo de Biblioteea © Informacao

ol Tombo: _’_5_5_&,6““_0?1 Q/
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onde usamos a regra de Leibnitz e g f

orma,
funcional diretamente de ¢ e, indiretamente ifejl‘encw(.il de W. Conclui-
sendo que

il

se que I' é um

Gl = Zﬂ ) dip(e (1)

Agora os nossos funcionais podem ser escritos da forma
/[d@]eZﬁj(ﬁ)W(ﬁ)e_S

f (dple™®

0 funcional T[] é denominado de acdo efetiva da teoria. A sua definigdo pode ser
escrita da forma

Wl = oXri(@)p)(@) o ~Tlo)] —

f [dw]eZﬁa‘(ﬁ)[w(ﬁ)—w(c)(ﬁ>] oS
o Tloe) — (ezﬁjm)[w(ﬁ)—%)(m] > = : (A.9)

[1agles

Nota-se que I' € um funcional diretamente de @(c) € nao de J,
externas que aparecem aqui sao funcionais j[©())-

de forma que as fontes
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Apéndice B

Alguns Calculos

B.1 Variacoes de j e ©() Num Mesmo Ponto 7

Para podermos mostrar que as variagdes de ¢()(7) e j(7i) em um mesmo ponto 7 estao
relacionados por

dey = (WD) — ()] di = ofyds,

partiremos da defini¢ao de @) (5], que foi dado na equagao (A.2), na qual @[j] estd
em termos de j. A variagdo de ¢( no ponto i é

f [dep(R)] €5 f [deo(7)](7) Zdj(ﬁ)ap(ﬁ) =S

fes bl {f[dw(ﬁ)] e‘stj)}2
[1avtaio) > ) [ enars,
; /. .

{ Jiasim o}

j no ponto A/ Portanto s6 pegamos 0 termo em

Estamos interessados na variacao de
obtendo

que 7i = 7' das somatorias de (B.1),

d(p(C) (ﬁl) i f[d('p(ﬁ ] e—S(J)




onde colocamos 0s termos que nio dependem d
e

nigio (2.12), que ¢ a definigdo de valor
il esperado

dj(#' Ao (3 o=S;:
)/[d(p(n)]go(n) ity [[d(p(ﬁ)]@(ﬁ’) e56)

{ f [ )] e~3m}2 kb

¢ fora da integral. Usando a defi-
de um certo funcional @, em (B.2),

depe) (') (@(@)) ()i () — (@) ) {0 (7)) 5y (7)
= [{o(®)? '
)

= o () dj(7) . (B.3)

Fica eI;ltéO demonstrado que as variagdes de ¢, € j num mesmo ponto sdo dadas
pela relagao (B3}

B.2 Calculo da Acao Efetiva do Modelo Gaussiano

De igual forma as equagoes (2.7) e (2.8), podemos definir as transformadas finitas de
Fourier de j(k) em redes finitas com condicdes de contorno periddicas como

nadas,

Sk 1 JOE P
J(k) = fv_dz S5 ET (7). (B.4)
Também pode-se fazer a transformacdo inversa para obter a fonte no espago de coorde-
=Y e F R (B.5)
k
As fungbes-modo da base de Fourier serao denotadas, por simplicidade, por
£i(G) = e ¥, (B.6)
e seus conjugados complexos por
fri) = e FEE (B.7)
Usando (B.5) e as fungoes-modo Ja base de Fourier n& definicao da agdo efetiva do
sando (B.9) e a = ’
modelo Gaussiano dado por (31 obtém-se
> jl[‘Pl”‘P(c)l] 6'50&011
el
r[‘P(C)l] =—1In /[d(ﬂ] 6—50[%]
53
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Aqui estamos usando a notacio usaq

M Y iti a a ; '

ot ki el : n}o apendice A, onde as dependéncias com
as

espaco dos momentos, para a qual g

F'=-In

or indic
es. Transformando a expressio (B.8) ao

am O
08 as equagdes (B.5) e (2.8), chegamos a
> P T Gk *(2) Btk
[[d@] g1 PP ESET() [Z;:-z I(2) w(k2)~253 I3 c?o’(c)(E,g)] Sol@(RY)
o= Sol#(k

f [dp] e~ Sol#(#)] )

o termo So[¢p] € dado pela equacdo (2.15) que ¢ a agiio do modelo Gaussiano no espago

dos momentos. Os termos no ar
gumento da exponencial 3
denotados por R, a qual pode ser ordenado da forma s

i3 2 AW @i®pt) =35 RO EF0R) - SlpE).

E:’;"‘S 1

Usando a equacdo de ortogonalidade (2.9) esta expressao fica da forma

= Nt S8, JRBR) — N Y6 g, T(BNB(Rs) — Sol (k)]
kok

i =

=

= N Y TR E) - N TRF () - SolpE)- (B.10)
E E

N&o é dificil mostrar usando as equagoes (2.7) e (B.4) que a expressao ZEE(E)QB*(E) é
].

real, portanto esta expressao é equivalente a 1/2 Zg[j(!z){é*(k) + 7*(k)p(k)]. Usando
esta expressdao equivalente em (B.10), obtemos

e

2 = ¥ S GRp @+ FERR-Y 207

Agora fazemos uma mudanca d
Usando esta nova varidve

sda gy e OB
R:—Nde(k)W?c)(k)+—§_§[pQ(E)-FOto] 2 4
k

e variavel da forma G(k) = %(k) + 5(k)/1p*(k) + o)

] e efetuando algumas simplificagoes, obtemos

N SR + el RN

Colocando R em (B.9) obtemos

b4
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k.

SRR O AT
i o o (B)ta o d -
Ml (B)] = — In O [ [ap(R) e De B

/ [dG(F)]e= % Salo*@+aclia®yp :

onde estamos colocando os termos que ndo dependem de & B
£

integrais do numerador e denominador de (B.11) cancelam Se(fgsi?tr; ((ila integral. As
= nao em

2(E)+a0]

TRalE] = - {B—NdZ;E(E)G‘{C)(E)+NTd ) [T'ML}

APa‘ra o modelo Gaussiano, a referencia [5] mostra detalhadamente que a teoria
quantica estabelece uma relagao funcional entre o valor esperado () do campo e a
fonte externa, dada por

Usando esta relacdo em (B.12) obtemos

oL R B G
Llathll = EI;[pQ(EHaO] 2 glpz(l?)wo]
N

e O o) |Ba (B)*»

k

tem a mesma forma de (2.15), 86 que com $(e (k). Por-

onde vé-se que esta expressao ) B9.QL
das posigoes €

tanto a agdo efetiva do modelo Gaussiano 1o espaco

Tl (] = 2 {% S [Bup (@] + %E‘P%c) (ﬁ)} -

n

B.3 Célculo da Constante de Acoplamento Renor-

malizada Ar

P )\ . 4veis do modelo, valereniosci-nos Ai-jo
: i i di i o apéndice A €

f . i:)odermos calgular fuﬁcionais e da acd efetiva, que foi discutido no ap

ormalismo de geradores

na segio (3.1) respectivamente:

—



e Goes de quatro ou mais pontos, as
A W[Q_ao entre~onda.s ou entre particulas
7] a funcdo de quatro pontos para
: ; a quarta derivada a W{j], como
ara podermos calcular 3
L esta funcio de correlagao, cal imei
wira derivada funcional de W, valondo.nos » calculamos primeiramente a ter-

L (1 7), da vke ohteris da segunda derivada funcional de W/[j]
S .
gl 2 {L_ #Zli) 1 sz)5) az[j]
871072043 0jr L 2l5] 632bjs  Z%[5] 632 s }
e AR 12l ¢zl

Z1j) 651842035 Z*[j] 651 642b7a

| g_ézp]ﬁzuy_ 1 o0*z[j) 6zl 2 4Z[4) 2] 6Zl4]
Z%[3] 632 6inbjs  Z°[§] 0idda 853 Z[j] O iz 6ds

G(i)1,2,3 — Lol 9123 — P2 96 — P03 962 T 2 Pion Ple2 Pl

911,23 — Jlei),2 P03 ~ Yle)2.3 Po1 ~ e P(e)2 ~ Pl P2 Ple)3

= J(c,j)1,2,3 (B.13)

Lembramos que estamos denotando o valor esperado do campo v, pPor @(,, € as de-
pendéncias com as posigdes 7i; dos sitios por indices, @(o)(71) = @1
Para calcular a quarta derivada funcional partimos de g,j)1,2,3, obtendo

FW O
531852073673 671
= 9(3)1)2!3’4

(Gt Pl T Hedss Pent SEALALHES + Glenas Ve

[gresni2 ez T Hlens G2t + gleana Ies)
G2 Pl Pe T Il D(ey2 Pl T I Pz Pl
+g(c,5)2,3 Pl Pleid + glogpa POt Pz T Ilenda pen v

= Gleg)1,2:84 '
nstante de acoplamento renormalizada, valeremos-

Para relacionar (B.14) com 2 € - fetiva e em especial a 5e¢a0 (32) onde a

nos do discutido na segao (3.1), 5 tiva (3.14).
constante de acoplamento renormalizada ap:;r:fe :oin ag:;(; ;Itfa;vmgl danlas e
% i CI 3
Partindo da equacga0 (3-9) podese &7
uma soma adicional sobre & rede, & €quagac
2
S geana 9 ,)24,‘5_1_1?“& = Gled)2
Gleq)3 9(e1)%% 530 P ()4

3,4
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obtemos co
Mo se fez na deduciio da equacio (3.9)
Ui : 3
25;3 (c:)1,4 9(c,5)2,5 g(clj)s,ﬁ___ﬂf(i)]__
P0P(s0p  TeD123 - (B.15)

[sto nos mostra que a derivad :

conexa de trés pontos. Em uli:‘i.n clonal tripla de Tip(y] est4 relaci

funcional tripla € um vértice dolnguaigem diagramatica pod;rziclgpada com a fungéo
qual saem trés : s dizer que a derivada

trés propa adores . er
propag que funcionam como e deptrgsssf ezternas representadas pelos
ormagao, sendo :
este conjunto

de elementos equivalente & 3
a funcdo conexa de trés pontos. Na F
. Na Fig.B.1 ilustramos
0

diagrama corres onden ' :
5 P S te. Diferenciando mais um
alguns cdlculos obtém-se a vez a expressao (B.15) e depois de

1 4
5;8 9(e, )15 9(cd)2,6 9(c,)3,7 Yic,)4,8 ) ]__‘[(p(c)]
- 6('0(6)56(10(0)65@{(;)76@&)8
8T e)]

5(‘0(C)56(P(C)6 g(C,j)S,ll;,G

= —_g(c,j)1521314 + 29(6,3)1,2,5
5,6

2
+>:9(cjnssMg 12
5,6 " §p(c)500(c)6 lealfes

= i o B

gramética da equagao para & funcao de trés pontos.

Figura B.1: Representagao dia
& mostrada na Fig.B.2, onde C) T€Pre-
yer que 0S8 trés 1ultimos termos

processo de quatro pontos
Devido a isto as funcoes

A interpretacio diagramatica da relagao (B.16)
senta o inverso do propagador: Neste diagrama pode-se
corresponde a todas as formas possiveis de se E;o.nstrulr um
com as funcdes conexas de trés pontos € no mam‘rcno um Ce)-
ge_radas diretamente POr I‘[‘19(6)] 580 C arrjadas 5 Onese aradas em
Seja, sdo as funcoes :rredutiveis ou A% podem ser 5P

particle irreducible” ou “1pi”, ou
outras pela retirada




de uma linha interna. As versg : :
idveis de S es adimensionais dests; FINCE
com varld POS1Ca0 como argumentos § Tungoes serao denotadas por 7y
: bl

Ohlel
0Pt - - - 0P(o)n =Wy, ..., i) = Yoom

1 1
2
\ ;
=—/G<+ >@’—D‘°’6@i
3
4 4 7 4
1 . l ;
o
3 ¢ : .

Figura B.2: Representagao diagramética da equagdo para a funcio de quatro pontos.

Para o caso j = 0 temos queé @) = 0 e g2 = 0, porque 1o nosso modelo nao
temos iteracdes de trés pontos. Neste caso a equagao (B.16) pode ser simplificada para

§'T ()] B )

c Lo de s e T e A
5;8 ()15 9(0)2,6 9(c)3,7 9(c)4,8 590(c)5590(c)65<,9(c)75<,0(c)3 (c

E claro que a derivada funcional quadrupla tem O ofeito de extrair do termo quértico
de T[ip(e) 0 seu coeficiente, que seré justamente 2 constante de a(foplamer}to ieng’rm&
lizada. Para podermos fazer isto temos qué isolar s8> due € @ funcdo “lpi”, da

relagio (B.17). Para podermos isolar “1pi” re-escrevemos 2 equagao (B.17) no espago

de momentos. Multiplicamos os dois membros da equagao (B.17) pelas funcdes-modo

. . Ja 4d
da base de Fourier fi(1), £2(2), fa(3) € fa (4); multiplicamos também por 1/N*¢ e pelas
somatérias 31, 22 T obtendo-se

1 1 ;
; : = f3(3)g(c)3,7—’3 Z f4( )Q(c)4,8’Ys,e,7,s
Y a3 e 3 e > =7
1

5,6,7,8

= —ﬁlza Z (1) f2(2)f3(3)f4(4)9(c)1,2,3,4-

1,2,3,4

(B.18)

AL, fu E n variav e si momentos é
uma cao de a ia eis de po 1cao iy & expressao no espago de
n

escrita como
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1
Nnd LZM fl(l) v fn(n) Fl,...,n = ﬁl

e (B.19)

Para podermos represent
ar a 5
da expressdo (B.19) e da inva lftflag.ao (B.17) no espago de mo
Lt relario riancia discreta de translagio n milntos e
a rede, que é dada pela

1
Nd Z:fl(l) Iienz = fa(1) Geon,

obtendo-se

S £50) Gen £6(2) @ - .
bt (o)1 fe( ) 9(c)2 f2(3) 9(e)3 fs(4) G(c)a V5,678 = _5(6)1’2’3,4 :

el e 1
C A 1 ",
gen 9ier2 9(e)3 91t yad Z f5(1) f6(2) £2(3) fa(4) ¥5878 = ~yid Jlenzad (B.20)

5,6,7,8
Usando (B.19) temos que

1

- S J5(1) £6(2) f2(3) fo(8) 1078 = Trzss

5,6,7,8
usando esta expressao em (B.20) temos

T Tier2 G Gtene NV 4 Y1000 = G234

¢ momento por indices onde g1 = Gio)(k1) €0
Como 08 propagadores no espago de momentos
; escrevendo-a na forma

estamos denotando as coordenadas d
propagador no espago de momentos.
nio se anulam, podemos agora :solar a fungdo “1pi”

i G(0)1,2,34
= = — ;———,;—""77—_:—__ (B'Ql)
71,2,3,4 leld g(e)1 d(c)2 9(e)3 ()4

: . : 5 : do model
Temos aqui a fungéo «1pi” escrita em termos de valores esper ados do modelo no espago

de momentos.

Ao se tomar as derivadas funcionais da acdo efetiva F[(P’(c)] dado na equagao (3,-1‘5%

Chiieiando que estamnos o caso j = 0, devemos perceber que esta im-
is este é o valo e .

plicito que devemos colocar tp’(c) S,’ POlS . e~ Vf r qul, C(,)rres

e oo - D T sticos da agdo efetiva Tlg] s°

teressados noO
=0 ao final dos célculo

delo. Os termos quadr
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anulardo quando tomarmos ;
; as d
ores que cinco se anulardo deviderl\V adas, enquanto que os ter e
termo da acdo efetiva contend © a condigao <,0’( = 0, ent3 08 con potendlaiial
endo quatro poténciasC)do ca’,mpoao pOd}?mOS e
e nenhuma derivada

Vil 1L A :
0

e é 0 termo do potencia efetivo 5 V. 0 2

q ! : : P 1 efeti que é relevante pa

1r]1 . : i para momento zero. Tomand
Cw(ti)

= 13
590’(6)1 AR ; 90(6)060,1 i )\R(p’(?(’;)]_

Multiplicando esta equagdo por
: a0 por fi(1) e somando i S
siferenciando uma segunda vez obtemos em seguida sobre a varidvel 7 e

%
f 1 (4) - 12 =t I
| 21: 1 )———(5@(6)15({)20)2 /\R;fl(l)w(c)ﬁm = 3Arfa(1) ¢l

Multiplicando agora por f2(2), somando sobre a varidvel 7i; e diferenciando uma terceira
vez obtemos

5°1 (4)
1 : 2 = / ] /
512 F1(1) f2( )égof(c)lwf(cﬂ&ﬁ,(c)s 3AR E ' f2(2) f2(1)20( 12028 = 6ArS3(2) fs(1)@ (e

2

Repetindo o procedimento uma quarta e ultima vez obtemos

4
;fl(l)fg(z)fg(?))wm = GAR;fg(B)E(z)fg(l)(;M
= 6Xrfi(3)fa(2)fs(1)-
Multiplicando por f4(4) e somando sobre 74 obtemos para a quarta derivada funcional
de V4
4)/91/(4—)”"” —6Ar Y f1(H)fs(3)fa(2) £4(1).
1%4f1(1)f2(2)f3(3)f4( T L Bl CF -

da funcional é igual & funcdo “1pi” de quatro pontos, obtemos

Yost = AR £4(4) £(3) fe(D) falD)-
4

Como esta quarta deriva

5 £ (DA B4

12,34 | ’
N4 vezes 8 transformada de Fourier quidrupla

do que as fungdes-modo f;(4) sdo exponen-
¢ ¢ completicidade, temmos N¢ vezes uma

e momento, ou seja

No lado esquerdo desta equagao temos
de 71 53,4, enquanto do lado direito, 1embr?% .
ciais que satisfazem & relagdes de ortogon? 108 B
funcao delta de Kronecker qué expressa & g0
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N‘ld;:y
1234 = 6ARN46¢
RNCOT 1504

ombinando agora esta equaga m 3 £ n
C : g i quagao com a equagio (B.21) obtemo laca
constante de acoplamento renormalizada e as fungdes de cozcrelS o e
agao conexas,

- Ge),2,3.4
9(o)1 9(e)2 Tie)3 Ticyr

Para combinagoes dos momentos que satisfacam a condicdo de conservagao k) + kg +

r. 4+ ks = 0 a funcao § si :
ks + ka cao delta é simplesmente 1 e, assumindo implicitamente a conservagao
de momento, podemos escrever

d
ARy org4a = —

Lol
6 N¢ (B.22)

A _l L §(c)1,2,3,4

6 N% Gent o2 Jie)3 Gl

Naturalmente, como negligenciamos 0s termos em Ty, com poténcias maiores dos
momentos, esta relacao s¢ faz sentido para, momentos pequenos. Tomamos portanto
o caso de momento Z€ro ki =ky=ks=ka = 0 para obter, substituindo as funcgoes
conexas em termos das fungoes completas,

A= T (0D

(B.23)

B.4 Calculo da Média e Médulo da Soma de Vetores
Definidos Sobre a Esfera Unitdria Sy-1

Denotaremos as componentes dos vetores definidos sobre a esfera unitaria por 7y, COMM

i=12,..,N sendo N a dimensao da esfera unitariae ! =1,2,..,7 onde 7 &9 TUIHEEO
7 e |

de vetores definidos na esfera unitaria. O médulo da soma de Vetores definidos na esfera

e

n

Z(Tharlw i T‘EN)

=1

oy (B.24)

i & 7] = 1, isto é
vetores definidos n2 esfera é |71 :
Sabemos que o médulo de cada um dos : e
devid e Was o méximo valor que pode assumir (B.24) ¢ qui, s
S {’b .h i ' :4o. Supondo que tocilos os vetores es a0
0 vetores estdo alnnacos +dulo da soma dos vetores €
alinhados na componente N,

_S Il (B2




Como todos os vetores tem médulg Igual a um, entio de (B.25) obtemos que

M=n.

(B.26)
E a média destes vetores é

1 |r,~
GESUEY
n
Para todos 0s casos em que os vetores nio estejam alinhados num mesmo sentido o

médulo da soma destes vetores serd menor que n e a média destes vetores serd menor
que 1.
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Apéndice C
Graficos dos Resultados

Nesta secdo apresentamos os dados obtidos nas simulacoes, para red 1cO
de contorno periédicas com N =4, d =3 e d = 4. Most il Cond.lgoes
(o) e fungio i = . Mostramos, a massa renormalizada

R - s magnetizagdo (v) em funcdo de §, para cada uma das fontes
externas. Em cada um das figuras apresentamos os pontos de medida que s&o os pontos
que nos interessa, estes pontos sao ag, € 0 valor de v no ponto fy,. Quando cg tem
como valor ag,, a este ponto corresponde um Bo. - ;

J

(© Para Dimensao 3

SO(2) - 3 dim. — 4 vert. — fonte=0,0039062

—— componente 1
/——+. ponto de medida-componente 1

componente 2
o—=~ ponto de medida-componente 2

0.6

0.5
g _ 04
0.1 0.2 = B

: em funcao de ﬂ o




80(2) - 3 dim, -
- =4 vert, - fonte=0,0039062

[ &—4Aponto de medi
dida-compone
0.035 G—-oO ponto de medida—componerr.:;g 12

0.03
0.025 |

V o0

0.015

0.01

0.005

Figura C.2: Magnetizagao (v) em fungédo de 8.

SO(2) — 3 dim. — 4 vert. — fonte=0,0195312

—— componente 1

A~ ponto de medida-componente 1
- componente 2

5—©6 ponto de medida-componente 2

0.375 0.425 0.475

0.175 0.225 0.275 0.325

malizada em fungao de B.

Figura C-3: Massa renor
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80(2) - 3 dim. - 4 very

= fonte=0,0195312

0.08

&—A ponto de medida-
0.07 + O—Oponio de medida-

componente 1
componente 2

0.06 |

0.05
V 0.04
0.03
0.02

0.01

O 1 1 1 1 1 1
0.125 0.175 0.225 0.275 0.325 0.375 0.425 0.475

p

Figura C.4: Magnetizagdo (v) em funcéo de 8.

SO(2) — 3 dim. — 4 vert. = fonte=0,0390625

—— componente 1

o A——2 ponto de medida-componente 1
Lk componente 2
G——© ponto de medida-componente 2
g
5 £
Dok
3 ]
2 K
1 L
0.475
0 0.225 0.275 0.325 0.375 0.425
0.125 0.175 . l3
. 30 de B-
zada em fungao
: . Massa renormall
Figura cs5 M
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SO@) ~ 3 dim. - 4 yen

= fonte=0,0390625

0.14 &—Aponto de medida—

¢
G—0 ponto de medida- sl

componente 2
0.12 T

0.1 F

p 008 /

0.06

0.04

0.02
,-__-—_.—f”/'m/-‘?‘/--=

=

0 ] 1 1 1 1 1
0.125 0.175 0.225 0.275 0.325 0.375 0.425

B

Figura C.6: Magnetizagao (v) em funcdo de 3.

SO(2) - 3 dim. — 4 vert. = fonte=0,0781250

—— componente 1

/—+ ponto de medida-componente 1
componente 2

o—-oponto de medida—componente 2

0.475




SO(2) - 3 dim, - 4 vert. - fonte=

0,0781250

0175 L &7 ponto de medida-

Ida-componente 1
C—®©Oponio de medida-componente 2

0.15

0.125

v 0.1

0.075
0.05

0.025
|

0 1 1 a 1 1.
0.125 0.175 0.225 O.E/’S 0.325 0.375 0.425

Figura C.8: Magnetizagao (v) em funcéo de .
SO(2) - 3 dim. — 4 vert. — fonte=0,1171875

——— componente 1
/——A ponto de medida-componente 1

componente 2
G—>o ponto de medida—componente 2




S0@) -3 dim. -4 vert.,

& l‘onte:o,l 171875

0.175 &—A ponto de medida-

o
C—=© ponto de medida- mponente 1

componente 2 /"
0.15 /
0.125

0.075 | /
0.05 | 7¢/

0.025 | L

0 | | 1 1 L]
0.125 0.175 0.225 0.275 0.325 0.375

p

Figura C.10: Magnetizagdo (v) em funcao de 8.

SO(2) - 3 dim. — 4 vert. — fonte=0,1562500

—— componente 1

A—+ ponte de medida-componente 1
componente 2

o——o ponto de medida-componente 2

35 0.
e PR 2 : ﬁ’

i fungdo de B.
: a 1'enorma11zada em
Figura C.11: Mass
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80(2) - 3 dim, - 4 vert, — fonte

=0,1562500

0.45 |
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