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Resumo

Estudamos a dindmica de formagdo de gotas d’4gua introduzindo o é&ngulo de
inclinagdo que a torneira faz com a vertical como um novo parimetro de controle. A partir
dos tempos T, entre gotas construimos os diagramas de bifurcagdes, T, vs. abertura da
torneira, para angulo de até 26°. Analisamos os dados utilizando conceitos de topologia e de
caracterizagio de sistemas dindmicos, identificando os pontos fixos € variedades
invariantes do sistema em mapas de retorno (Ty1 vs- Tn). Verificamos que uma transicéo
abrupta entre atratores caoticos observada com o bico aprumado, chamada de “Blue Sky
Catastrophe”, ndo ocorre com 0 bico inclinado. Ao invés disto, duas regides cadticas se
conectam, ocorrendo uma transi¢do entre elas com a diminui¢do do fluxo d’agua. Para os
dados obtidos desta transigdo, encontramos dois pontos fixos imersos nos atratores
referentes e verificamos que a dindmica do sistema estad relacionada a um cenario
heteroclinico. Para um angulo de inclinagdo de 25°, observamos a coexisténcia de dois

atratores e sugerimos que técnicas de controle de caos poderiam ser aplicadas de forma

eficiente.




Abstract

We have studied the dynamics of the water drops formation presenting the angle
between the nozzle and the vertical direction as a new control parameter. Using the times
T, between drops the bifurcation diagrams, T, vs. faucet opening, were plotted for angles
up to 26°. We have analyzed the data by using topological and characterization of
dynamical systems concepts, identifying the fixed points and manifolds of the system in
first return maps (Tn+1 VS. To). We have verified that a sudden transition between chaotic
attractors observed for the vertical position of the faucet, called Blue Sky Catastrophe, is
not observed for nonzero angles. In contrast to that, two chaotic regions connect
themselves, performing a transition between them as the flux of water is decreased. We
have found two fixed points inside attractors associated to this transition and we have
verified that the dynamic of the system is related to a heteroclinic scenario. For 25° of the

faucet inclination we have observed the coexistence of two attractors, leading to the

suggestion that chaos control techniques could be applied efficiently.
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1. Introdugdo

Uma torneira pingando, talvez um dos fatos mais corriqueiros da vida da maioria
das pessoas, fol proposto por Rossler (1997) como um sistema simples que poderia
apresentar comportamento cabtico. A constatagio da presenca de caos foi feita por Shaw
(1984), e desde entdo este fendmeno tem sido considerado um paradigma de sistemas
caoticos.

Resultados experimentais (Shaw, 1984) mostraram que a torneira gotejante pode se
comportar como um sistema de baixa dimens#o, motivando diversos trabalhos baseados em
modelos fenomenologicos, como 0 modelo massa-mola (Shaw, 1984; D’Innocenzo €
Renna, 1997; Tufaile ef al., 1999). Neste modelo € suposto que a coluna d’4gua pendurada
10 bico do tubo onde se formam as gotas ¢ um oscilador cuja massa aumenta com © tempo,
e, ao atingir um volume critico, perde parte desta massa, ejetando uma gota. Este modelo
consegue reproduzir algumas caracteristicas observadas experimentalmente, porém
somente para certos intervalos dos pardmetros do experimento. Outro problema deste
modelo ¢ a dificuldade de obtermos uma correspondéncia adequada entre 0s pardmetros da
experiéncia e os da simulagdo.

Devido 4 complexidade da dindmica de formagdio de gotas, o tratamento tedrico do
problema da torneira gotejante exige uma grande quantidade de simplificagbes €
aproximagdes. As simulagdes baseadas na hidrodindmica nfio tém levado em conta detalhes
como, por exemplo, da geometria da extremidade do tubo onde se formam as gotas
(Fuchikami, 1998; Ambravaneswaran el al., 2000; Coullet et al., 2000). No entanto,
conforme observaram Gongalves (1996) e Tufaile ef al. (1999), e como pode ser visto neste
trabalho, a dindmica apresentada pela torneira gotejante depende fortemente de diversos
desses detalhes, tais como espessura da parede do tubo, angulo do chanfro da extremidade ¢
inclinagdo.

Desta forma, os modelos hidrodindmicos tém mostrado resultados simplificados
demais para descrever a torneira gotejante adequadamente, isto é, com os mesmos detalhes
observados nos dados experimentais.

O tratamento geométrico introduzido por Poincaré no inicio do século tem sido um

dos métodos mais bem-sucedidos na descri¢do dos sistemas cadticos. Esta abordagem




consiste em obter caracteristicas do sistema através da observagio do espago de fases e das
variedades invariantes do sistema. Poincaré (apud Alligood et al., 1996) observou que o
problema de gravitagdo envolvendo trés corpos apresentava comportamento irregular
quando estas variedades se cruzavam. O comportamento irregular observado por Poincaré €
atualmente chamado de caos € 0s cruzamentos de variedades ddo origem aos emaranhados
homo e heteroclinicos. As variedades dos sistemas caGticos possuem formas bastante
sinuosas e, em geral, ndo temos esperanga de descrevé-las em termos de fungdes simples.
Assim, o estudo da topologia dos sistemas que apresentam caos procura identificar
propriedades que independem do conhecimento destas formas.

Takens (1981) demonstrou que ¢ possivel recuperar informagdes importantes a
respeito do espago de fases de um sistema atraves da série temporal de somente uma de
suas variaveis e Sauer (1994) estendeu esta idéia para sistemas discretos. Estes trabalhos
foram fundamentais para 0 desenvolvimento de métodos topologicos em trabalhos
experimentais, principalmente aqueles que envolvem sistemas cujas equagdes ndo sio
conhecidas, como € o caso da torneira gotejante.

Os trabalhos envolvendo reconstrugdo de atratores a partir de séries temporais,
juntamente com as técnicas geométricas de analise da dinidmica formam um conjunto
bastante poderoso de ferramentas para a analise experimental de sistemas dindmicos.
Sartorelli, Pinto e Gongalves (Sartorelli et al. 1994; Pinto et al., 1994; Pinto ef al., 1998),
utilizaram diversas técnicas de topologia em atratores reconstruidos, verificando
experimentalmente diversos resultados tedricos a respeito de rotas para o caos € crises.
Pinto et al. (2000) identificaram uma “Blue Sky Catastrophe” ao estudar a transi¢do entre
dois atratores em fungdo da diminui¢do da vazdo d’agua. A “Blue Sky Catastrophe”
consiste em uma subita troca de um atrator cadtico por outro, devido a um tangenciamento
homoclinico das duas variedades de um ponto de sela. Pinto verificou também que,
inclinando o bico da torneira, a dindmica do sistema é modificada e a “Blue Sky

Catastrophe” ndo € mais observada, mas sim uma dinamica oriunda da fusdo dos dois

atratores.




A evidéncia de que a inclinagdo do bico da torneira é um pardmetro importante do
experimento motivou o presente estudo. O nosso objetivo foi estudar o comportamento
dindmico da experiéncia da torneira gotejante, introduzindo um nOVO parametro de
controle, além da vazdo d’agua: a inclinagéo do bico. A analise dos dados utiliza

principalmente técnicas e conceitos de topologia, procurando investigar caracteristicas

gerais do sistema dindmico.




2. Aspectos Teoricos

2.1. Sistemas Dinamicos

A evolugio temporal de um sistema dindmico deterministico pode ser descrita

através de um conjunto de equagdes diferenciais X = F(X), onde F ¢ uma fungdo vetorial
que age sobre vetores de estado d-dimensionais X. Todas as solugdes do sistema podem ser
representadas num €Spago d-dimensional, chamado espago de fases. As solugdes da
equagio acima correspondentes a diferentes condi¢des iniciais geram uma familia de curvas
orientadas que sdo chamadas retrato de fases do sistema (Jackson, 1989).

Dentre os sistemas dindmicos, 0S nio lineares fregiientemente apresentam
comportamento irregular, isto €, solugdes que ndo sdo periodicas € nem assintoticas, mas
que permanecem numa regido finita do espago de fases. Este tipo de comportamento
normalmente inviabiliza a obten¢do solugdes analiticas, ja que a grande maioria das
fungdes conhecidas € periodica ou assintética. No entanto, podemos recorrer a métodos
estatisticos (teoria ergodica dos sistemas dinimicos) ou geométricos (topologicos) para a

descrigéio de sistemas deste tipo.

2.2. Secdo de Poincaré e mapeamentos

Sistemas dindmicos que apresentam comportamento cadtico dificilmente podem ser
tratados analiticamente. Em geral, obtemos solugdes através de processos numéricos
relativamente complicados principalmente com relacio ao controle dos erros de
arredondamento. Existe ainda o problema de velocidade de processamento quando ha
necessidade de uma grande quantidade de dados.

Em 1980, Poincaré (apud Mira, 1997) descobriu que € possivel preservar a
informacdo dindmica de um sistema observando os pontos gerados pelo cruzamento das

orbitas deste sistema com um €sSpago (d-1)-dimensional adequadamente escolhido. Estes

pontos definem um mapeamento discreto conhecido como Mapa de Poincaré€.
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Fig. 2.1: Trajetéria tridimensional do sistema de Lorenz (1963) ¢ um excmplo de segiio de Poincaré,
representada pelo plano 7Z=25. Os pontos sio marcados quando as érbitas cruzam o plano de baixo
para cima. A seqiiéncia de pontos gerada por estas intersecoes define um mapeamento discreto com
uma dimensio a menos que o conjunto de equagdes diferenciais.

O conjunto de regras obtido para o mapeamento discreto € mais simples que o
gerado pelas equagdes diferenciais, principalmente sob o aspecto computacional por
envolver menos erros NUMEricos.

Podemos obter mapas que preservem as caracteristicas fundamentais do sistema de
equagBes diferenciais elaborando relagdes de recorréncia das quais se obtém o valor das
variaveis em intervalos discretos de tempo. Um exemplo de mapa discreto no tempo foi

introduzido por Henon (1976) para modelar alguns aspectos da dindmica do sistema de

Lorenz:

x  =a—-x.—by,

n+1

yn+1 = xn

(2.1)

onde a e b s30 parimetros € Xn+1 € Yn+1 530 08 valores das variaveis dindmicas x e y obtidos
ap6s um intervalo de tempo a partir dos valores X € Yn. Os valores de x, € ya obtidos

através do mapa de Hendn ndo mostrados na Fig. 2.2.




Fig. 2.2: Grafico obtido através da iteragio do Mapa de Henon (Eq. 2.1) para a=1,4 e b=0,3.

2.3. Descricdo topologica de sistemas dindmicos

Em descrigdes geométricas de um sistema dinadmico, buscamos trajetorias que
possuam caracteristicas especiais dentre todas as suas possiveis trajetorias. Em geral, a
caracteristica procurada € a de invaridncia com o tempo, O que revela que o sistema se€
encontra no chamado equilibrio dindmico. Este tipo de equilibrio inclui as solugdes
estaticas associadas aos pontos fixos, e as estaciondrias, associadas a trajetorias periodicas
do sistema. No entanto, o equilibrio dinamico esté relacionado aos comportamentos limites
do sistema, e ndo implica necessariamente no equilibrio estatico nem no estado estacionario

(Abraham e Shaw, 1992).

2 3.1. Pontos fixos e variedades invariantes

O ponto fixo € o tipo de trajetoria mais simples que apresenta invaridncia com 0
tempo. Podemos entendé-lo como um ponto que tomado como condigdo inicial faz com que

o sistema permanega inalterado com o tempo (equilibrio estatico). A classificagio de um

ponto fixo ¢ feita de acordo com 0 comportamento de trajetorias na sua vizinhanga. Se estas




trajetorias convergem assintoticamente para o ponto, este € considerado estavel, e instavel
se as trajetorias divergem da vizinhanga do ponto.

Os pontos fixos de um sistema dinimico cujas equagdes sdo conhecidas pode ser

encontrado fazendo X =0, ou seja, um ponto fixo X" é tal que F(X")=0.
O comportamento das Orbitas na vizinhang¢a do ponto pode ser obtido através da

expansdo de F(X) em torno do ponto fixo X", fazendo X=X"+§, onde |3| <<1. Portanto,

X-4 = 5=FX)+ [aF(X)} 8 +0(8%) 2.2)
A
onde
A \:M] (2.3)
X e

é a matriz Jacobiana de F em relagdo a X calculada no ponto fixo X"*. Desprezando o0s

termos de ordem de 8” e superiores, temos:

BLAS (2.4)

Escrevendo & como uma combinagio linear dos autovetores i de A, a solugdo para o

sistema linearizado pode ser escrita sob a forma (Argyris, 1994):

d
5(t)=>.Ce™y,. 2.5)
i=1

onde C; sdio constantes de integragdo determinadas pelas condigdes iniciais € A; sd0 0S
autovalores de A.

A estabilidade dos pontos fixos esta associada & parte real dos autovalores.
Autovalores cuja parte real € positiva estdo associados aos pontos fixos instaveis ¢
autovalores cuja parte real é negativa, aos estaveis. Nos casos em que a parte real dos
autovalores é nula (pontos fixos elipticos), devemos recorrer a derivadas de ordem superior
para analisar a estabilidade do ponto. A parte imaginaria dos autovalores esta relacionada
ao tipo de convergéncia das 6rbitas na vizinhanga do ponto fixo: oscilatorias se Im(A;)#0 ou
assintoticas se Im(A;)=0. Alguns tipos de pontos fixos sio mostrados na Fig. 2.3.

Se tomamos um autovetor yj cOmo condigdo inicial, o que significa que Ci=0 para

i#j, entdo as orbitas evoluirdo sempre sobre este mesmo autovetor. Este fato esta

relacionado com o conceito de variedades invariantes. Estas variedades sdo configuragoes




geométricas do espago de fases que permanecem inalteradas com a evolugdo temporal do
sistema. Por simplicidade, chamaremos as variedades invariantes somente de variedades.

Chamamos de variedade estavel o conjunto de pontos que sio levados
assintoticamente ao ponto fixo. O conjunto de pontos que seria levado ao ponto fixo caso o
tempo fosse revertido € chamado de variedade instavel do ponto fixo.

Nos sistemas linearizados, as variedades sdo obtidas através dos autovetores da
matriz A (Eq. 2.3), € sdo retas quando associadas a autovalores reais; ou planos, quando
associados a autovalores complexos.

A Fig. 2.3 mostra alguns tipos de pontos fixos, classificados de acordo com as suas
variedades. Utilizando a mesma convengio de Abraham e Shaw (1992), a cor verde

representa a variedade estavel e a azul representa a variedade instavel.

Retrato de Fase Autovalores Retrato de Fase Autovalores
k R

0 ,

Q

>

pul

wn

[i})

(72}

O

c
(1]
]
Q
[7]

0

Q

>

b

7]

=

w

Le)

c

Fig. 2.3. Tipos de pontos fixos encontrados em 3 dimensdes. As colunas contendo os desenhos dos planos
mostram as variedades invariantes na vizinhanga do ponto. As colunas que contém graficos mostram os
respectivos autovalores do sistema linearizado em torno do ponto. Adaptada de Abraham e Shaw
(1992).

2 3 2. Emaranhados homoclinicos e heteroclinicos

As variedades invariantes podem apresentar configuragdes bastante complicadas no

espago de fases. A priori, ndo ha impedimento ao cruzamento entre variedades, como
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acontece, por exemplo, com as trajetorias do sistema. Quando ocorre um cruzamento de
variedades de um mesmo ponto fixo, chamamos a intersegdo de homoclinica; e de
heteroclinica se a intersegdo ocorrer entre variedades de pontos fixos diferentes.

Para exemplificar as implicagdes de um cruzamento heteroclinico, consideremos
dois pontos de sela A € B e suas respectivas variedades no espago bidimensional. Seja o
ponto H de cruzamento da variedade instavel de A coma variedade estavel de B, chamado
de ponto de heteroclinico. Por definigdo, um ponto pertencente a uma variedade é mapeado
nela mesma e, portanto, um ponto heteroclinico dever ser mapeado em OUtro ponto
heteroclinico. A Fig. 2.4 mostra uma representagdo esquematica deste tipo de cruzamento e
as suas sucessivas iteragdes sucessivas, H+ e H++.

Como o ponto H+ é o mapeamento de H, a vizinhanga de H deve ser mapeada
proxima de H+. Como as variedades sdo continuas por definigo, deve haver uma linha de
que une os pontos H e H+. A maneira mais imediata de conectar 0S dois pontos ¢ através de
uma linha que parte de H e vai diretamente para H+. No entanto, esta conexdo ndo €
possivel pois causaria uma inconsisténcia na orientacdo das variedades (Fig. 2.5). Algumas
ligagdes possiveis 530 mostradas na Fig. 2.6. Estas ligagGes sempre geram pelo menos mais
um cruzamento heteroclinico, entre 0s pontos H e H+. O mesmo processo ocorre entre oS
pontos H+ e H++ ¢ assim sucessivamente, gerando um conjunto de infinitos pontos
heteroclinicos. Além disto, as variedades instaveis de A se distorcem ao s€ aproximarem de
B, devido a propriedade de estiramento desta regido, gerando o emaranhado heteroclinico

mostrado na Fig. 2.7. Este cenario ¢é comumente encontrado em sistemas cadticos e esta

fortemente ligado & presenga de comportamentos bastante complexos (Abraham ¢ Shaw,

1992).




Fig. 2.4 O ponto H representa o cruzamento da
variedade instivel (azul) do ponto de scla A

com a estavel (verde) do ponto de sela B. Os Fig. 2.5: Tentativa de conexio direta entre dois
pontos H+ e H++ sdo a primeira ¢ segunda segmentos de uma variedade instivel. A
iteradas de H, respectivamente. Adaptado de conexiio nio é possivel devido ao conflito na
Abraham e Shaw, 1992. orientagio das variedades. Adaptado de

Abraham e Shaw (1992).

Fig. 2.6: Alguns tipos de conexdes entre segmentos de variedades instaveis ligando pontos heteroclinicos
sucessivos. Estas ligagdes sao chamadas de assinaturas de Birkhoff. Adaptado de Abraham e Shaw
(1992).




Fig. 2.7: Representagio do emaranhado heteroclinico gerado pelo cruzamento da variedade instivel do
ponto A com a variedade estivel do ponto B. Adaptado de Abraham ¢ Shaw (1992).

23.3. Conjuntos limites, atratores e bacias de atragao

Toda configuragao para a qual um sistema dindmico tende assintoticamente €
chamada de conjunto limite. Um ponto fixo estavel é o exemplo mais simples, no entanto
em duas ou mais dimensdes, diversos outros conjuntos limites sao permitidos, como ciclos
fechados ou toros. Um sistema dinamico pode apresentar diversos conjuntos limites
espalhados ao longo de seu espago de fases. Se algum dominio leva a um conjunto limite €
possui volume nulo, entdio ¢ chamado de conjunto ndo-atrativo, € nao € observavel
experimentalmente. Se um dominio do espago de fases leva a um conjunto limite & tem
volume ndo nulo, entéio este conjunto limite ¢ observavel experimentalmente. Neste ¢aso, O

conjunto limite é chamado de atrator € 0 dominio, de bacia de atragdo deste atrator.




2.4. Reconstrugdo de atratores através de séries temporais

Em diversos sistemas fisicos, nem as equagdes de movimento nem as variaveis
dinamicas sdo conhecidas. Este problema constitui a maior motivagio para o estudo da
reconstrugdo da dindmica de sistemas dos quais se observam séries temporais de uma Gnica
variavel.

A primeira idéia no sentido de reconstruir o atrator de um sistema dindmico através
de uma série temporal associada a ele foi sugerida por Packard et al. (1980). Os autores
obtiveram um atrator topologicamente equivalente ao atrator de Rossler (Rossler, 1976),
utilizando somente a variavel x € suas derivadas ao invés das variaveis originais X, ¥, Z.
Com isto os autores forneceram 0 primeiro indicio de que diversas informagdes sobre a
dinamica do sistema sdo obtidas mesmo s¢ for considerada somente uma das variaveis.

Outro grande passo nesta linha de pesquisa foi dado por Takens (1981) que
demonstrou ser possivel reconstruir certas propriedades topolégicas do atrafor a partir de
um vetor obtido de somente uma das variaveis do sistema. O método é conhecido como

reconstrucfio por coordenadas de atraso (delay plot). Considere o vetor

E(f) = fx(E), x(t =), x(t = 20)5 00 X1 = (d -1} 2.6)
onde x(?) é a grandeza cuja evolugdo temporal € observada, T ¢ um tempo caracteristico e d
¢ a dimensdo do vetor. O teorema de Takens mostra que este vetor, sob condigdes nédo
muito restritivas e para dimensdes d suficientemente altas, ¢ uma representagdo um para um
(biunivoca) do atrator original. Isto significa que cada ponto do atrator é representado
univocamente por um ponto do vetor gerado pelas coordenadas de atraso e vice-versa.
Desta forma ficou definitivamente provado que atratores de sistemas dindmicos
podem ser reconstruidos através da série temporal obtida a partir de somente uma das

variedades deste sistema.

2.5. Reconstrugdo de atratores através de séries de eventos

Em diversos sistemas fisicos, a medida de amplitudes de uma determinada variavel

nfo & possivel ou desejavel, mas sim séries de pulsos ou disparos, também chamadas de




séries de eventos. Isto pode ser observado na experiéncia da torneira gotejante, onde 0s
tempos entre gotas sucessivas sio naturalmente discretos.

Sauer (1994) mostrou que ¢ possivel reconstruir a dindmica de um sistema fisico a
partir de uma série de intervalos de disparos ( ISI - interspike intervals).

O método se resume em determinar uma fungdo

S(H=S'"(x()>0

e a partir dela e da definigdo de um instante inicial To e de uma constante o, o
determinar os instantes de tempo {Ti} tais que:
iy
®@= [S(ndt. 2.8)

T,
As componentes t; dos vetores utilizados na reconstrugdo do atrator sdo obtidas

pelas diferengas t=T;-Ti.1 e as trajetorias sdo reconstruidas através dos vetores

2 ={t,, t > t,-_(mm}’ (2.9)
onde m & a dimens#o da reconstrugao. A Fig. 2.8 mostra o atrator de Lorenz reconstruido a

partir da série de eventos. E possivel observar que as caracteristicas gerais do atrator sdo

conservadas.

-30
10 20 30 40 50

0
(@ tempo (u.a.) (b)

Fig. 2.8: (a) Acima: série temporal da varidvel X do sistema de Lorenz.; abaixo: instantes {T;} de
disparos obtidos através dessa série temporal. (b) Reconstrugio do atrator de Lorenz através do
intervalo entre disparos. O atrator reconstruido preserva as principais caracteristicas do atrator
original. Adaptada de Sauer, 1997.




2.6. Determinagdo dos pontos fixos instaveis imersos nos atratores

A transformagdo do ponto fixo (So e Ott, 1995; So et al., 1996) é um método de
detecgdo das orbitas periédicas instaveis ‘mersas em atratores. O método estabelece que €
possivel estimar a posigdo destas orbitas periddicas instaveis utilizando a propriedade de
que um ponto proximo de um ponto fixo x*=f(x*) é mapeado na sua propria vizinhanga.
Podemos definir uma fungao densidade de probabilidade Ax) que possui singularidades do
tipo \x—x*l'”z. O método consiste em obter um histograma aproximado desta fun¢do
densidade. Desta forma, o histograma apresenta picos estreitos nas vizinhangas do ponto
fixo. Uma caracteristica do método ¢ o surgimento de picos espurios, dependentes de um
pardmetro k, que sao eliminados obtendo a média para diversos valores deste pardmetro,

tomados aleatoriamente.

Aplicagdes deste método serdo apresentadas na secdo 4.2.




3. Arranjo experimental

3.1. Sistema hidraulico

O esquema do sistema hidraulico utilizado no experimento ¢ mostrado na Fig. 3.1.
O aparato consiste de um reservatorio de aproximadamente 600 litros (c), cujo nivel €
mantido constante e no qual foi fixado o bico de vidro onde se formam as gotas. Este
reservatorio ¢ montado sobre uma plataforma de concreto suspensa por cabos de ago, de
forma a amortecer as vibragdes externas. O abastecimento deste reservatorio ¢ feito pelos
reservatorios (a) e (b), localizadas a aproximadamente 2 e 2,5 m acima do laboratorio,
respectivamente. O reservatorio (a) recebe a agua impulsionada pela bomba, proveniente da
caixa coletora inferior (d) localizada no chdo do laboratorio. O nivel da caixa intermediaria
(c) é mantido constante através de um transbordador, o qual recebe um fluxo constante de
agua da caixa (b), cujo nivel também ¢ mantido constante por um controlador de béia.

O controle do fluxo d’4gua através do bico de vidro é feito por uma valvula de
agulha controlada por um motor de passo através de um programa computacional. Cada

passo no motor € equivalente a 1/8 °.

32, Medida dos tempos entre gotas sucessivas

A variavel medida no experimento da torneira gotejante € o tempo decorrido entre a
passagem de uma gota € 2 passagem da gota seguinte por um determinado ponto. Esta
medida é feita utilizando um laser He-Ne e um fotodiodo a aproximadamente 8 cm abaixo
do bico, alinhados de forma que a gota interrompa o feixe de laser ao cair (Fig. 3.1). A
medida dos tempos & feita através do sinal induzido no fotodiodo. Enquanto 0 laser incide
sobre o fotodiodo o sinal induzido ¢ de 5 V e, quando nédo incide, 0 V. A Fig. 3.2 mostra
um sinal tipico obtido com a passagem de duas gotas sucessivas.O tempo que O sinal se
mantém em 0 ou em 5 V é medido através de uma placa contadora cuja resolugdo € de 1 ps.

O tempo entre uma gota e outra & obtido somando os valores de t, e 8t,. Maiores detalhes a

16




respeito do aparato experimental e do seu desenvolvimento podem ser encontrados em
(Pinto, 1999).

2501

cabos de ago motor de

s

controlador j I e ?\-
de nivel valvula
i 600 1 de agulha
transhordador
bico d
U—‘ plataforma de concreto | \:'ilg:’jo £
[\ filtro fotodiodo — e ! ]

feixe de Iaser/ j [

omba
d'dgua

Fig. 3.1: Esquema do sistema hidriulico mostrando a posi¢iio dos diversos reservatérios e do bico onde
sio formadas as gotas. O reservatorio de 600 1 foi montado sobre uma plataforma de concreto suspensa
por quatro cabos de ago para a atenuagio da vibragao mecinica sobre o experimento.
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Fig. 3.2: Exemplo de um sinal induzido no fotodiodo pela passagem de duas g
o laser incide sobre o fotodiodo, o sinal induzido se mantém em 5V. No
intercepta o feixe de laser, 0 sinal se reduz a 0V, A cada mudan¢a

otas sucessivas. Enquanto
momento em gue a gota
de tensdo a placa contadora de tcmpo
tempo entre gotas sucessivas é

retorna o tempo entre as duas altimas mudangas, ou seja t, € ot.. O
obtido somando estes dois tempos.




3.3. Medicdo do dngulo de inclinagao do bico

A medigdo do angulo de inclinago da torneira foi feita inicialmente através de um
transferidor colado no bico, conforme mostrado na Fig. 3.3. Uma haste posicionada sobre a
parte borizontal do bico de vidro posiciona o transferidor e suporta 0 fio de prumo. Quando
a torneira ¢ girada, a leitura do angulo de inclinagio ¢ feita diretamente sobre a escala do
transferidor, utilizando o fio de prumo.

Este sistema foi utilizado para as medidas de 5° a 25° de inclinagdo, com variagoes

de 5°.

AN transferidor

> ' / \J

haste suporte do fio de prumo

i

cola de silicone u

N\
N\
\

, bico de vidro %
hY
fio de prumo

Vista Frontal Vista lateral

Fig. 3.3: Sistema de medigdo da inclinagiio do bico utilizando um transferidor e um fio de prumo. Uma
haste posicionada na parte horizontal do bico de vidro é responsavel pelo posicionamento do
transferidor e do fio de prumo. Quando o bico é girado, a leitura do angulo ¢ feita diretamente sobre a
escala do transferidor.

Para uma medigfio mais precisa do angulo de inclinagdo do bico, foi montado um
dispositivo que utiliza um feixe de laser e um pequeno espelho fixado sobre o bico de
vidro, conforme mostrado na Fig. 3.4. O feixe de laser ¢é emitido paralelamente a0 plano
horizontal e refletido pelo espelho, incidindo sobre uma fita graduada posicionada

verticalmente a uma distancia D do bico. O espelho foi posicionado de maneira a formar

um angulo @ em relagdo ao eixo de simetria do tubo de vidro, o que faz com que o feixe

seja desviado e incida sobre a fita na posigdo hy quando o bico esta aprumado. Levando em




conta as grandezas mostradas na Fig. 3.4, a relagdo entre a medida H da posigdo de

incidéncia do laser sobre a fita graduada e 0 angulo de inclinagao gé:

H= (D+htan(9+90))(tan(2(9+90))—%, G.1)

onde

1 d
g =—tan”| =+H, |,
07 (2 oj (3.2)

h é a distancia entre o feixe € 0 eixo de giro do espelho € d é o diametro do tubo onde €
produzido o laser.

O posicionamento inicial do dispositivo foi feito através de um fio de prumo
pendurado em frente ao bico, que permite O seu alinhamento na vertical, por comparagao.
Nesta situagdo o espelho foi fixado ao bico e a posi¢io /o de incidéncia do feixe sobre a fita
foi anotada. Com esta medida € com 2 distancia d, medida diretamente sobre os espelho, €

possivel obter o angulo inicial de inclinagdo & (Eq. 3.2).
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Fig. 3.4: Esquema do dispositivo de medi¢io do dngulo de inclinagdo do bico de vidro. Este dispositivo
utiliza um feixe de LASER ¢ um espelho fixo sobre o bico. Uma fita graduada posicionada
verticalmente permite a mediciio da posi¢do de incidéncia do laser sobre ela. O dngulo ¢ obtido através
da geometria do dispositivo.




3.4. Aquisigiio dos dados

Os intervalos de tempo Ta medidos pela placa contadora sdo gravados
seqiiencialmente em arquivos. Para cada arquivo, a abertura da torneira (vazdo d’agua) €
mantida fixa. Uma rotina computacional cujo fluxograma ¢ mostrado na Fig. 3.5 se
encarrega de ler os valores dos tempos medidos pela placa contadora, gravé-los em disco,
acionar o motor de passo, esperar durante um periodo predeterminado e finalmente iniciar a
aquisigdo de um novo arquivo. Esta rotina se repete até que o nimero de arquivos atinja um
valor previamente estabelecido. O periodo de espera & necessario para que o sistema se
estabilize apés a mudanca da abertura da torneira. Tipicamente esperamos tempos
correspondentes a 5000 gotas.

As medidas foram feitas diminuindo a vazio na torneira, partindo de vazdes mais
altas e fechando o motor de um passo entre cada arquivo. Para cada valor de @ sdo obtidas
seqiiéncias de arquivos, cada um identificado pelo numero de passos dados desde a posigdo
de vazio maxima, tomada como passo Z€ro.

Dois pardmetros de controle sio utilizados neste estudo da dindmica da torneira, a

inclinagéo do bico, medida em graus € 0 fluxo d’agua, parametrizado em termos do namero

de passos do motor.




NN = num. sénes
N = tamanho das séries
P = num. passos do motor

entre os séries
TE = tempo de espera

aciona o motor P vezed
nsérie = nsénetl

salva sériec em disco

I espera TE i

O programa se inicia com a entrada dos

a quantidade de arquivos, 0 numero de gotas medidas em cada arquivo, 0
tre arquivos. A rotina

de arquivos estabelecido seja alcangado. Retirado de Pinto (1999).

Fig. 3.5: Fluxograma do programa de aquisi¢do de dados.

parimetros da aquisi¢do,
niimero de passos do motor entre cada arquivo e 0 numero de gotas de espera en

é repetida até que o nimero




4. Resultados e discussao

4.1. Primeiros dados: Transig#o entre as bacias de atragdo

Pinto (1999) obteve dados com o bico da torneira aprumado (6 =0) e observou que
para um valor critico Pc da vazio d’agua (abertura da torneira), o sistema apresenta uma
mudanga abrupta de comportamento. Esta mudanga ocorre com a diminui¢gio sucessiva da
vazio da torneira e consiste em uma transigdo entre duas regides diferentes do espago de
fases: C1 que perde sua estabilidade, e C2 que passa a ser estavel e a conter todas as Orbitas
do sistema. A Fig. 4.1 mostra os diversos valores dos tempos T, de passagem entre gotas
sucessivas em fungéio do nimero de passos do motor controlador da torneira. Estes graficos
representam o diagrama de bifurcagdes do sistema ¢ permitem observar eventuais
travamentos de freqiiéncia, crises, € as regides ocupadas pelo sistema ao longo da variagdo
do parAmetro de controle (abertura da torneira). A transi¢iio observada na Fig. 4.1 foi
identificada como uma “Blue Sky Catastrophe” (Pinto e Sartorelli, 2000; Abraham e Stuart,
1986, Abraham e Shaw, 1992) e ¢ descrita a seguir.

T i T ¥ T i T
45 -

T (ms)

0 10 20 30 g 50

passos

Fig. 4.1: Diagrama de bifurcacdes dos dados obtidos por Pinto (1999) onde a transi¢fio ocorrida entre as
regides C1 e C2 para 0 valor Pc da abertura da torneira, foi identificada como uma “Blue Sky
Catastrophe”.




A Fig. 4.2 mostra alguns atratores reconstruidos (Tnr1 vs. Tn) correspondentes aos
dados da Fig. 4.1. Um ponto de sela foi identificado na regido intermediéria dos atratores e
estd representado na Fig. 4.2 pela estrela vermelha. Juntamente com os atratores, é
mostrada uma representagio do retrato de fases do sistema, com as variedades invariantes
deste ponto de sela mostradas em azul (variedade instavel) e em verde (estavel).

O crescimento do atrator (Fig. 4.2(a) a Fig. 4.2(d)) faz com que a variedade instavel
seja empurrada na dire¢go da estavel, até o tangenciamento € a criagdo de infinitas dobras e
pontos homoclinicos. Com isto, o atrator inferior deixa de ser estruturalmente estavel,
desaparecendo e acarretando a convergéncia de todas as Orbitas para a regido Caos2 (Fig.
4.29).

Inclinando o bico de um angulo 6 = 5°, foi verificado que o comportamento do
sistema sofre modificagdes significativas como, por exemplo, a jungdo entre O atrator
superior € o inferior, formando um Unico atrator, com 6rbitas conectando as duas regioes
anteriormente desconexas.

Com o objetivo de estudar estas modificagdes fizemos medidas dos tempos entre
gotas em fungdo da vazdo para 0 = 5°, 10° 15°, 20° e 25°. Para estes angulos, adquirimos
séries de dados de 8192 tempos T, entre gotas, desprezando 4096 gotas antes de cada série.
Para cada valor de 0, adquirimos cerca de 120 arquivos, diminuindo a vazio da torneira de
um passo entre cada arquivo. Para a aquisigdo destes dados utilizamos o transferidor e 0 fio
de prumo para determinar a inclinagdo do bico, conforme a descricdo experimental.

Para cada valor de ©, plotamos os diagramas de bifurcagdes T, vs. abertura da
torneira (Fig. 4.3 a Fig. 4.7). Em todos estes diagramas, observamos transi¢des entre
regides do espago de fases equivalentes a observada para © = 0°. Nos diagramas sd0

mostradas as duas regioes, identificadas como Cl, que representa a regiio ocupada pelo

sistema antes da transigo, e C2, que representa a regido ocupada apos a transi¢ao.
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Fig. 4.2: Atratores reconstruidos mostrando
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estrela. Retirado de Pinto (1999).
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Fig. 4.3: Diagrama de bifurcacdes para 6 = 5°. As duas regides ocupadas pelo sistema sio identificadas

como C1 (antes da transigio) e C2 (apés a transicdo). As regides identificadas com P1 ¢ P5 identificam
comportamentos periédicos de periodo um e 5, respectivamente.
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Fig. 4.4: Diagrama de bifurcagdes para 6 = 10°. As duas regides ocupadas pelo sistema s@o identificadas
como C1 (antes da transicio) e C2 (apds a transicao).
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Fig. 4.5: Diagrama de bifurcagdes para 0 = 15°. As duas regides ocupadas pelo sistema sdo identificadas
como C1 (antes da transicdo) e C2 (apos a transigdo). A regido P5 identifica a regiio do parimetro de
controle onde o sistema apresenta comportamento periédico de periodo cinco.
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Fig. 4.6: Diagrama de bifurcacdes para 6 = 20°. As duas regides ocupadas pelo sistema sdo identificadas
como C1 (antes da transi¢do) e C2 (ap6s a transi¢io). P1 e PS sdo regies onde o sistema apresenta
comportamento periédico de periodo um e cinco, respectivamente.




| ; | T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120
passos

Fig. 4.7: Diagrama de bifurcacbes para 0 = 5°. As duas regioes ocupadas pelo sistema sdo identificadas
como C1 (antes da transicio) e C2 (apos a transi¢do). As regides identificadas com P1 mostram as
faixas do parimetro de controle para as quais o sistema é periodico (periodo um). A faixa (a) mostra a
quando o sistema sofre uma suabita volta para o atrator inferior, passando a apresentar um
comportamento quase periédico (ciclo limite). Com o aumento do parimetro o raio do ciclo limite
diminui gradativamente, até que o sistema se torna periodico. Apbs mais alguns passos, 0 sistema sofre
outra transicao, passando para a regiio C2.

Verificamos que, para os valores de © medidos, a “Blue Sky Catastrophe” nao
ocorre, isto é, o atrator C1 nio é destruido e substituido pelo atrator C2 quando o sistema
atinge o parametro critico. Ao invés disto, ocorre a fusdo dos atratores C1 e C2, que sao
visitados intermitentemente, 0 que pode também ser interpretado como um crescimento
abrupto no tamanho do atrator. Além disto, com a diminuigdo da vazdo, as orbitas sdo
transferidas gradativamente para a regiio C2 até que o sistema ndio visite mais a regido C1.
Por este ponto de vista, podemos dizer que 0 sistema passa por uma transi¢do suave de um
atrator cadtico para outro.

Para uma observagao mais detalhada deste efeito, os atratores correspondentes as
séries temporais medidas foram reconstruidos através do mapa de primeiro retorno (Tn+1 vs.
T,). Identificamos cada atrator com um prefixo alfabético, referente ao dngulo de inclinagdo
do bico, e um namero, que corresponde aos passos dados pelo motor. Da Fig. 4.8 a Fig.

4.11 mostramos alguns destes atratores em duas seqgiiéncias em mesma escala. Os atratores

da seqiiéncia superior mostram a evolugéo do sistema antes do inicio da transi¢do € 0S

atratores da parte inferior, ap6s o inicio da transigao.
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Fig. 4.10: Alguns atratores reconstruidos para 0 = 15°. Os atratores superiores mostrados na mesma
escala mostram o sistema antes da transicio, e os inferiores, apos a transi¢io. Os atratores coloridos

mostram o sistema em dois travamentos de periodo cinco.
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A transica :

i anls;:ao entre as bacias de atragfio para os diversos valores de 6 medidos sdo
bastan E" sfen.le anle.s, exceto para § = 25°. Neste caso ha uma subita volta do sistema para 0
a‘.[rator T ’Segulda de uma aparente bifurcagio de Hopf inversa e de um travamento do
sl.stema o p’erlodo um. Este comportamento pode ser observado na faixa (a) destacada na
ng. 4.7. Apb6s este travamento, o sistema passa para a regido superior C2. As Fig. 4.12 a
Fig. 4.14 mostram os atratores reconstruidos referentes a este comportamento.

Entre as regides superior e inferior existe uma regifio intermediaria que serve como
uma espécie de caminho de ligagdo entre elas, para a maioria dos pardmetros do
experimento. Os pontos sobre a regido intermedidria s&o levados diretamente a C1 ou a C2,
permanecendo nestas regides at¢ que uma nova mudanga de regifio ocorra. No entanto,
observamos que existem alguns pardmetros para os quais esta regido ¢ visitada juntamente
com o atrator inferior ou com o superior. Observamos também que ha uma faixa dos
parametros na qual existe um atrator intermediario, o qual ¢ visitado pela grande maioria
das orbitas do sistema. Trés exemplos de atratores deste tipo podem s&o mostrados na Fig.
4.15, onde a regido intermedidria ¢ destacada por um retangulo.

A estabilidade desta porgdo intermedidria pode ser observada seguindo algumas
orbitas pertencentes a cada uma delas, conforme feito na Fig. 4.16, onde cada conjunto de
segmentos da mesma cor representa a trajetoria tragada por 50 gotas sucessivas. E possivel
observar que as orbitas permanecem na mesma regidio durante diversas gotas. A passagem
das 6rbitas de uma regido para outra s¢ d4 somente por duas faixas estreitas do espago de
fases, localizadas nas proximidades dos circulos verdes mostrados na Fig. 4.16. Estes
circulos foram identificados como pontos de sela, conforme descrito na segdo seguinte.

Portanto, da observagdo destas trés regides do espago de fases e das orbitas em cada uma

delas, concluimos que a dinAmica ¢ regida pela fusdo de trés bacias de atrag@o.
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Fig. 4.13: Alguns atratores reconstruidos para 0 = 25°, mostrando que apds a primeira crise, o sistema
tem uma siibita volta para a regido inferior (alta vazio) e apresenta um comportamento semelhante 2
uma bifurcacdo de Hopf inversa, passando de um atrator cadtico para um ciclo limite cujo raio diminui
gradativamente com 0 pariametro de controle até que o sistema se torna periédico.
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Fig. 4.17: Particio tipica feita para 6=5° Para
cada parti¢io associamos um simbolo, e a
partir da série de dados obtemos a segiiéncia
simbélica, associando a0 ponto, o simbolo da
particdo a qual ele pertence.
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trés regloes,

tassem ad d regides de separagio, de forma que

resen m ade S

rep g quadamente as trég diferentes regides para todos os valores da abertura
ira. SR gl

da torneira. Uma parti¢io tipica para § = 5° o e

estas partigoes, Olitlvemos as sequéncias simbolicas dos diversos atratores, para cada valor
de 0. Estas seqiéncias sdo obtidas associando um simbolo a cada ponto do atrator, de
acordo com a regido ocupada por ele, Associamos o simbolo 1 aos pontos que se localizam
na particdo 1 e assim por diante. Contando 0s simbolos de cada seqiiéncia simbolica,
obtivemos a freqii€ncia de visitagio média de cada parti¢do em fungdo do niimero de passos
do motor (abertura da torneira).

Os graficos destas freqiiéncias de visitagdo podem ser vistos na Fig. 4.18. Estes
graficos fornecem um panorama geral do mecanismo de troca da estabilidade dos atratores.

A auséncia de um padrédo neste mecanismo de troca leva a conclusio de que ele depende

fortemente do angulo de inclinagio.

100
80 -

Visitagao do
atrator 3 (%)

Visitagéo do
atrator 2 (%)
B
o
!

Visitagao do
atrator 1 (%)

passos
i i assos rtura da torneira).

; ncio do niimero de passos (abe ura da to
O:E:aezluiung Fig. 4.17, isto é, 1 para a regido inferior (alta

Fig. 4.18: Fregqiiéncia de visitagdo dos atrat . - ~
a regido superior (de baixa vazio).

Os atratores sio identificados (.13 mesn(l;_lé:'ga L
Vazio), 2 para a regido intermed!
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4.2. Transformacgio do ponto fixo

Utilizam cni =
St baea transformagéo do ponto fixo (TPF) para identificar os

possiveis pontos fixos instaveis imersos nos atratores. Pinto (1999) j4 havia verificado a

presenga de um ponto fixo instavel para §=5°. A Fig. 4.19 mostra o resultado da

transformagao aplicada a série cinco75 ( Fig. 4.6).

Aplicamos também a TPF a diversas outros atratores apos o inicio da transigao.
Alguns destes resultados podem ser vistos na Fig. 4.20. Estes resultados mostram a
presenca de dois pontos fixos instaveis imersos nos atratores, um ja observado

anteriormente, na regiao da fronteira entre o atrator inferior e o intermediario e 0 outro

imerso na parte superior do atrator.
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f:gn ?.19- : E} e'gll)lll‘:] :i:;t :g: 5_; bidimensional mostrado em (a), cujo pico maior 1dtentli"1ca:l a posm:: 32
pontz:) o;—;::)ds;:gtével (b) Diagrama bidimensional representando o histograma atraves de cury

niveis,
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nto fixo aplicada 2 diversos atratores. O circulo vermelho

Fig. 4.20: Resultado da ¢ransformagdo do po i
1a transformacgao.

mostra a posigio ponto fixo instavel obtido pe
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A dimensdo de imers3
e :
I840 mais adequada & analise d -
muitas das caracteristicas do sistema pod os atratores ¢ d=3. No entanto,
odem ser ob
servadas em duas di des, situaca
qual 0s atratores, €m sua maioria, aparecem b DRm
m bastante desdobrados.
Os pontos fixos possiveis em ¢ .
uas dimensdes sio né 1
ot o s, selas ou focos. Observando
as trajetorias nas vizinhangas dos pontos fixos ;

: s imersos nos atratores (Fig. 4.20), podemos
concluir que se tratam de selas, devido ao fato das 6rbj 1

i 1 ; s Orbitas ndo apresentarem comportamento
oscilatorio em torno dos pontos, mas sim dj
as si 5 P e . :
s ’ m diregdes preferenciais pelas quais se aproximam
ou se afastam deles. Po A

. emos ter uma idéia dos tipos de trajetorias que o sistema apresenta
na vizinhanca dos pontos de sela observando a Fig. 4.16 onde orbitas das trés principais
regides s@o mostradas.

O fato dos dois pontos fixos estarem imersos nos atratores pode nos dar
informacdes a respeito das variedades invariantes destes pontos. Suponhamos uma orbita
do sistema nas proximidades de um dos pontos de sela. Como sabemos que o ponto €
instavel, a orbita deve se afastar dele e portanto, seguir pela vizinhanga de sua variedade
instavel. Pela observagdo da evolugéo temporal do sistema, sabemos que as trajetorias que
partem de um ponto sdo levadas a vizinhanca do outro ponto, e portanto se aproximam da
variedade estavel deste outro ponto. Assim, em alguma regido, a variedade estavel
(instavel) de um ponto de sela deve se cruzar com a variedade instavel (estavel) do outro
ponto, caracterizando um cruzamento heteroclinico.

A Fig. 4.21 mostra um esquema das variedades ¢ as regides A ¢ B onde os
cruzamentos heteroclinicos aconteceriam. A regido C mostrada indica onde haveria um

cruzamento homoclinico. A Fig. 4.22 mostra 0 atrator vc61 juntamente com uma

representagdo das variedades dos dois pontos de sela.
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Fig. 4.21: Representagio esquemati i
ca das variedades dos dois i
i s dois pontos de sela imersos nos atratores A
= L ’ . i s
regides A, B e C representam as regides de possiveis conexdes entre variedades.

0 esquemaitica das variedades

ente com uma representaci
ruzamentos destas variedades

Fig. 4.22: O atrator vc61 mostrado juntam
la (pontos vermelhos). Os ¢

(linhas verdes ¢ azuis) dos dois pontos de se
dao origem a0 emaranhado beteroclinico.
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4.3. Resultados com o aparato modificad
0

Apds a i 5 .

. instalagdo do dispositivo de medi 4o do &

através de um feixe de laser, foi possivel d ¢d0 do angulo de inclinagdio do bico

; tvel determinar com mai i

angulo. Assim, pude maior precisdo o valor deste
g pudemos obter dados para 0=22°23°. 24° 25% ¢ 26°.0s di

bifurcagdes em funcd . .Os diagramas de

- ¢ ¢do da abertura da torneira podem ser vistos nas Fig. 4.23 a Fig. 4.27

ns atratores i ¢ o 1g. 4.2/.

g reconstruidos a partir destes dados podem ser vist i ;

432, os nas Fig. 4.28 a Fig.

55 : :

50 | 6=

passos

dos obtidos para 6 =22° As regioes identificadas por PSeP9
jodos cinco e 9, respectivamente.

Fig. 4.23: Diagrama de bifurcacdes dos da
identificam travamentos do sistema em per

4]
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20 1 1 ! 1 L
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passos

Fig. 4.24: Diagrama de bifurcagdes
. para 6 = 23°, ides i i
travamentos do sistema em periodos cinco e 9, respec‘:isvar;i:)te: e e

55 T 1 T [ T I ! ]

40 60 2l

passos
Fig, 4.25: Diagrama de bifurcagoes para 6=24". As regioes identificadas por PS, P9 ¢ P22 identificam
travamentos do sistema em periodos cinco, pove e 22, respectivamente. O travamento de perfodo 22 € o

de maior periodicidade observada experimentalmente até o momento.
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passos

Fig. 4.26: Diagrama de tfifurca‘,:ﬁes para 6=25°. As regides identificadas por P5, P9 e P13 identificam
travamentos de freqiiéncia de periodos cinco, nove e 13, respectivamente.

55 T | T T . I ; :

passos

As regides identificadas por P1, P5 e P9 identificam

" : . 3 0=26°.
Fig. 4.27: Diagrama de bifurcagdes para b -vamente.
trfvamentos d% freqiiéll(!ia de periodos um, cinco € 9, respectiva
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nestes
No entanto, para 0 novos dados.

=26°, obtivemo
: S um comport ‘
na regido (a) da Fig. 4.5 (9 portamento parecido com o observado

=25%), ¢
» COm re 3 > 0N
Novamente foi observada uma e s
especie de bifurcacs
cagdo de Hopf inv i imi
ersa, com um ciclo limite

cujo raio diminui com o parimetro de controle evolui

R . » evoluindo para um comportamento
periédico, seg a transi¢do abrupta para o atrator superio

oA
Acreditamos que estas di
iferengas se i

e . v devem a um dos seguintes fatores: o primeiro
esta relacionado com a modificagfio do sistema de medigéio do angulo. A medida do 4ngulo
obtida anteriormente com o transferidor e a medida feita com o laser podem nfo
corresponder, devido as incertezas experimentais. Como ja observamos que o
comportamento do sistema depende fortemente do valor de inclinagfo neste regido, entéo
esta pode ser a causa da mudanga do comportamento. O outro fator esta relacionado &
coexisténcia de atratores na faixa do pardmetro onde ocorre o retorno a regifo Cl, e ¢é

discutido na segdo 4.6.

4.4. Atratores de alta periodicidade

Durante a fase de aquisicio de dados foram feitas medidas preliminares com 0

intuito de ajustar o equipamento e de identificar as faixas de medida. Durante estas

medidas, obtivemos diversos atratores peri6dicos, alguns com periodicidade bastante alta.

Atratores periodicos sdo freqlientemente observados em cascatas de bifurcagdes,

(apud Alligood, 1996) para o caos. Experimentalmente €

associados a rota de Feigenbaum
erior a oito devido a presenga de ruido

dificil obtermos atratores de periodo sup

experimental. _
‘ : i a uais
Existemn também atratores periodicos :mersos em faixas do pardmetro para as qua

. temente comportamento cadtico. Nestes casos dizemos que
minan

0 sistema apresenta predo

0 atrator configura uma janela peritdica.
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Jo parametro na qual ela surge.

Assim, o fato de observarmog atratores de periodic

pardmetro de controle da experiéncig & bastante estave]

A Fig. 4.33 mostra alguns atratores de alta periodicidade obtidos durante a aquisigéo
dos dados. Os gréficos foram feitos Tepresentando cada ponto de uma cor diferente, até que
o nimero de pontos igual & periodicidade do sistema fosse alcangado. A partir deste ponto,
as cores s&o repetidas. Desta forma, o fato das cores ndo se misturarem mostra que a ordem
de visitag@io de cada por¢fo do atrator é mantida.

Outro aspecto que estes atratores periddicos podem revelar quéo estavel é o

sistea com relag@o ao ruido intrinseco.
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Para todos os valor :
esd
e 6 existe um valor méaximo da vazio de 4gua para a qual
sistema apresenta gotejamento, P qra. o

Acima d

esta a 1
mportamento laminar proxi Ml bade
comp I proximo ao bico, sem a forma do d ici isica
il ¢do de gotas. Iniciamos a aquisi¢do
. ados com uma vazio préxima da méaxima. ident; .
. maxima, identificando o arquivo

icia indice z i i ;
o Cro, 0 arquivo seguinte (apés um passo fechando a torneira) com o
indice 1 e assim sucessivamente.

Existe um inconveniente de utilizar a vazio maxima como referéncia para o

controle de parametro, que € o fato de que, nesta vazio, tanto as taxas de gotejamento como

o comportamento do sistema s8o diferentes para os diversos valores de 0.

Um parametro usual utilizado para todas as séries temporais é a taxa média de
gotejamento, medida em gotas por segundo, cujos graficos em fungo do niimero de passos
sio mostrados na Fig. 4.34. O problema de utilizarmos a taxa de gotejamento como
pardmetro de controle estd no fato dela apresentar mudangas bruscas de comportamento
com a variagio da abertura da torneira, devido & transi¢do entre atratores de alta para baixa
vazio, conforme podemos observar na Fig. 4.34.

Por outro lado, observamos que esta transicio é uma caracteristica comum as séries

temporais de todos os angulos medidos, e seu inicio é facilmente identificado. Desta forma,

sugerimos que uma referéncia mais adequada para estabelecer uma referéncia para as series

temporais ¢ o nimero d¢ passos dados em relagdo ao inicio da transi¢do, ou seja, que todas

ar a transigdo no mesmo valor do pardmetro.
ara a determinagdo da visitagdo das trés particdes

as séries deveriam inici

Esta mesma técnica fol utilizada p
o as taxas médias de gotej
sto na Fig. 4.35. Com esta modificagdo

amento modificadas para que a
na sego 4.1. O grafico mostrand

passo 65 pode ser vi

gularidade um pouco
rém nenhum padrdo de comportamento

transicdio acontecesse NO .
maior no comportamento,

podemos observar que existe uma re

0
principalmente acima de 30 gotas PO segundo, P

relevante foi identificado.
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taxa de gotejamento (gotas/s)

100

taxa de gotejamento (gotas/s)

passos

de passos dados a partir da posigio de
aracterizado por uma variagdo abrupta
eferéncia para as diversas séries

m fungio do nimero
picio da transicdo € ¢
ser utilizado como uma r

Fig. 4.34: A taxa de gotejamento média ¢
vazio méxima. Podemos observar que 0 i
da vazio (proximo ao passo 60), 0 que pode
temporais.

53




e )y
—— 230
—— 240

——o-—.250

—e 260

taxa de gotejamento (gotas/s)

T r ; : ; ' '
: = - 60 80

100
passos

Fig. 4.35: Taxa de gotejamento em fungdo do niimero de passos. Os dados para 0=22° a 25° foram
ajustados de forma a iniciarem a transigdo em 65, passo no qual a série para 0=26° sofre a transigdo.
Podemos observar um comportamento similar até o inicio da transi¢io, mas nio hi um padrio de
comportamento apos a crise.




4.6. Coexisténcia de atratoreg

arquivos com 65536 T, par
; n para cada valor da abertura da torneira em torno da regifio d
, do de

transi¢do. Os dados correspondentes a e i 4
stas medid i i
. 1das podem ser vistos nas Fig. 4.36 a Fig.

Para estes dados, a bi 5 !
; furcagdo de Hopf inversa foj novamente obtida e é mostrada

no detalhe (b) da Fig. 4.36. Nesta mesma figura, podemos observar que, até o sexto passo

motor, 0 sistema o
i?g_ s zeszt“i:jt;\:onz r;:iio ol .do espago de fases. (fttf-atores (a) e (b) da
» 0 sistema permanece inicialmente na regido
inferior, mas passa repentinamente para o atrator superior ap6s algumas gotas (Fig. 4.38¢).
Apbs esta transi¢d@o, o sistema passa a visitar a regidio superior a maior parte do tempo, mas
ainda € possivel observar alguns retornos do sistema a regifo inferior (Fig. 4.37 e Fig.
438(e) e Fig. 4.38(f)). Com a diminuigdo da vazdo, o sistema volta definitivamente a
regidio inferior e comega a descrever a bifurcagéio de Hopf inversa, sem qualquer retorno a
parte superior (detalhe (b) da Fig. 4.36).

Observando o comportamento do sistema nas trés medidas feitas (se¢des 4.1 e 4.3 €
nesta se¢do), vemos que para 0=25° o sistema pode efetuar a transi¢do para o atrator

superior de duas maneiras distintas. A primeira, passando a visitar tanto C1 como C2, com

0 aumento do numero de orbitas em C2 a cada modificagéo do abertura da torneira. A

outra, iniciando a transi¢do € retornando a Cl, passando por uma bifurcagdo de Hopf

inversa, depois para C2, conforme foi visto nos dados mostrados nesta se¢do € na segao 4.1

s comportamentos diferentes par

37 e Fig. 4.38), nos levou a suspeita de que 0

: a 0 mesmo valorde 6 e a
A observagdo destes doi

visitagdio alternada das duas regioes (Fig. 4.

ia de atratores nesta faixa da abertura da torneira.

sistema apresenta coexisténc
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Fig. 4.37: Detalhe do diagrama de bifurcacoes da Fig. 4.36. As setas indicam as regides em que 0

sistema visita o atrator inferior.
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Fig. 4.38: Atratores reconstruidos para 0=25". Os grificos (a) e (b) mostram dois atratores antes do
inicio da transi¢do. Nos graficos (c) a (f) observamos visitagGes das regides superior e inferior. Em (_g)~e
(h) sio mostrados atratores no inicio da bifurcagao de Hopf inversa e em (i) o atrator apés a transi¢io
final.

4.7. O sistema perturbado

e ajustes, enquanto O equipamento estava sendo testado, um

acente foi ligado. Antes disto, o sistema se

Durante a fase d

i 1 J
mpressor de ar locahzado em uma sala ad
regime per n g otas/s). Com o

eéncontrava em g. p jodico (pO to fixo), em alta vazao ( 40 g )

stema passou 2 apresentar um comportamento quase-

acionamento do compressor, 0 Si T

ar um ciclo limite.

amente tal qual antes do acionamento do
2

eI ‘(’) i ()I:)Ser \4

: eriodic:
sistema voltou a se comportar P

Compressor.
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Adquirimos um i

ar

quivo com 6000 gotas, desligando durante algum t ferd
novamente 0 compressor durante a = gum tempo e ligando
‘ : aquisigdo. Esta série temporal pode ser observada na

Fig. 4.39a. Na Fig. 4.39p mostramos o mapa d

De i pa de retorno das séries temporais periodica
(azul) € quase-periddica (verde) . Calcyla S

- A mOs, também, as transformadas de Fourier (FFT)
para estes dados nas trés etapas, antes de deg; -
e 1gar o compressor, com ele desligado e ap6s

- amente. As trans
e formadas podem ser observadas na Fig. 4.40. Notamos,
nesta figura, o aparecimento pico ! )

= Pico nas transformadas de Fourier das séries quase-periodicas.

odemos concluir x . :

» pela observagdio dos graficos da Fig. 4.39, que o sistema se
comporta da :
omp mesma forma antes e depois do compressor ter sido desligado. Podemos
imaginar que o COmpressor exerce uma perturbagdo periédica no sistema, devido a rotagdo
aproximadamente constante do seu motor. Esta perturbagio é a responsével pela introdugéo
de uma nova freqiiéncia no sistema, necessaria para a existéncia de um comportamento
quase-periodico.

Se aplicamos a perturbagfio quando o sistema apresenta comportamento periddico,
todas as freqiiéncias envolvidas podem ser obtidas, a fregiiéncia de gotejamento antes ¢
ap6s a perturbagdo, e a freqiiéncia da perturbagdo (forcamento). Esta ultima pode ser
variada experimentalmente com facilidade, bem como a amplitude da perturbagéo,
constituindo dois novos pardmetros de controle do sistema.

Recentemente, Tufaile et al. (2001) identificaram uma rota inteira de quase-
periodicidade para o caos, aplicando um forgamento periodico sobre uma mistura de agua e
glicerina onde sdo formadas bolhas. Alguns dos resultados deste trabalho se assemelham

com o comportamento mostrado nas Fig. 4.39 e Fig. 4.40, com a passagem de atratores

periodicos para quase-periodicos quando a perturbagdo é aplicada. Devido a semelhanga

entre os dois sistemas, acreditamos que 0 estudo sistematico da dindmica de formagdo da
bl

gotas com a introduc@o destes dois novos pardmetros de controle seja uma proposta

bastante promissora para trabalhos futuros.
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Fig. 4.39: (a) Série temporal com as trés fases do sistema,

. i a inicial e a Gltima com o compressor ligado
¢ a intermedidria com o compressor desligado. b) Re . -

BT T construgiio dos atratores da série anterior
(verde) ¢ da séric intermedidria (azul),
10° T . ; ‘ : . . [
s 0,1606 gota™ anterior (ligado)

—— compressor desligado
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Poténcia (u.a.)
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Fig. 4.40: Transformadas de Fourier dos dados correspondentes as trés fastas do sistema, anterior ¢
])OS.tCl:iOI", com o compressor ligado e a intermedidria, com o compressor desligado.
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5. Conclusodes

o Faar R agua introduzindo um novo
: (] 3 : :
agdo do bico. Para isto desenvolvemos um dispositivo que

utiliza um feixe de lase
I € um espelho preso ao bico i inaca
A » 0 que permite a determinagfo do
angulo de forma acurada.
Observamos que exi Bl e
o 5 que existe uma transicio entre duas regides do espago de fases a
medida em que diminui A : .
q uimos a vazdo da torneira. Diferentemente do que acontece para o

bico aprumado, onde foi observad i
i :
uma “Blue Sky Catastrophe”, verificamos que, para
- | il ) .
todos os valores de © medidos, a transi¢éio ¢ caracterizada pela fusfio de duas regides do
espago de fases, formando um tnico atrator. Identificamos dois pontos de sela imersos nos

atratores, o que nos levou a conclusfio de que a dinimica do sistema esta relacionada &

existéncia de emaranhados heteroclinicos.

Dividindo cada espago de fases em trés partes, calculamos a freqiiéncia de visitagéo
em cada uma delas, quantificando a transferéncia das 6rbitas entre a regidio de alta para a de
baixa vazdo em fungio da abertura da torneira.

Observamos que pequenas variagdes de dngulos em torno de 25° produzem grandes
diferencas no comportamento do sistema, evidenciando a forte influéncia das condi¢des de
contorno na dindmica do sistema.

Observamos janelas de alta periodicidade (periodos 11, 16 e 22) nunca antes
observadas neste experimento. Estas janelas sdo encontradas em faixas muito estreitas de

vazdo, o que indica que este parametro ¢ controlado adequadamente.

As medidas longas feitas na regido da transi¢do entre as regides do espago de fases

permitiram a observagdo da coexisténcia de atratores para uma faixa estreita de vazdo. Esta

observaciio é uma evidéncia de que; nesta situagdo, & possivel fazer com que o sistema

mude de regido atraveés de pequenas perturbagoes.
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da transicio entre as bacias de atragio, esta taxa apresenta uma

descontinuidade. Esta caracteristica torna a taxa de gotejamento inadequada para a

comparagio entre as séries de angulos de inclinago diferentes. Sugerimos que o inicio da

transi¢@0 entre as bacias seja tomado como referéncia para comparagdo entre as séries.
Verificamos que uma perturbagio periddica aplicada ao sistema modifica a sua

dindmica, fazendo com que um atrator de periodo 1 passe a apresentar um comportamento

quase-periodico, indicando assim um novo parametro de controle para o experimento.
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