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Abstract

We study the problem of calculating the probability distribution of a random chain
consisting of IV steps being a knot, corresponding to a certain value of a given invariant.
In the case of the abelian invariant known as winding number, we reproduce the solution
presented in the reference [7]. In order to extend this calculation, we study two examples
of nonabelian knot invariants: the Jones polinomial and the Turaev invariant. We show

that this last example has a physical interpretation in terms of a quantum theory of
topological vortices.
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Resumo

Estudamos o problema que consiste em calcular a distribuigao de probabilidade de
uma cadeia aleatéria de N passos ser um né com um certo valor de um dado invariante.
No caso do invariante abeliano conhecido como numero de voltas, nés reproduzimos a
solucdo contida na referéncia [7]. Com o objetivo de estender esse célculo, estudamos
dois exemplos de invariantes de né nao-abelianos: o polinémio de Jones € 0 invariante de

Turaev. Mostramos que esse ltimo exemplo possui uma interpretacao fisica em termos
de uma teoria quantica de vértices topologicos.
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Introducao

Essa dissertacio tem por objetivo delinear alguns aspectos basicos do cenédrio moder-
no da pesquisa em fisica de polimeros. Ao entrar nesse vasto campo multi-disciplinar
descobrimos importantes relagdes entre topologia, mecanica quantica, teoria de campos €
estatistica de polimeros.

O primeiro capitulo faz um apanhado geral de alguns importantes resultados histéricos
da fisica de polimeros. Durante o processo de formacdo dos polimeros, as cadelas de
moléculas podem enrolar-se umas nas outras, assumindo conformagdes estdveis conhecidas
na linguagem matematica como elos. Neste capitulo consideramos o exemplo simplificado
em que um polimero situa-se nas imediagoes de uma reta infinita, que corresponde a
uma segunda cadeia muito maior do que a primeira. Um problema cléssico associado &
esse exemplo consiste em calcular a probabilidade de uma cadeia aleatéria de N passos
circundar uma reta infinita um nimero n de vezes. A solucdo desse problema é obtida
na forma de uma integral de trajetorias no caso em que o nimero de passos da cadeia é
muito grande, conforme pode-se ver na referéncia (7).

Consideremos agora o caso geral, em que um sistema formado por polimeros pode
assumir uma conformacio qualquer no espaco. Verifica-se que para cada conformacao
arbitraria, existe um conjunto de conformacoes que podem ser obtidas a partir daquela
mediante deformagdes continuas, isto é, sem que haja ruptura em nenhuma das ligagoes
quimicas do polimero. Desejariamos ser capazes de decidir se uma conformacao arbitraria
de um sistema de polimeros pode ser deformada continuamente até tornar-se idéntica
2 uma conformagdo padrao escolhida previamente. Esse problema nao possui solugao
conhecida até o momento. Observa-se, no entanto, que é possivel classificar parcialmente
as diversas conformagoes que O sistema pode assumir. Para tanto, necessitamos estudar
o conceito de invariante de né. Um invariante de né é uma funcdo que assume O mMesMO
valor em todas as conformagoes de uma cadeia fechada que estdo conectadas entre si
por deformagoes continuas. Nosso objetivo final ¢, portanto, o célculo da distribuicdo de
probabilidade de uma cadeia aleatéria de N passos ser um né com um certo valor de um
dado invariante. Nosso proximo passo consiste entao em um estudo mais aprofundado
acerca da obtencao de invariantes de no.

O segundo capitulo contém uma exposicao dos conceitos bésicos da teoria dos nds.
Apds esta introdugao tratamos do problema dos invariantes. Estudamos em particular
um dos exemplos mais importantes das ltimas décadas, o polinoémio de Jones. Ainda
neste capitulo verificamos a existéncia de uma conexao entre a teoria dos nds e o estudo

do grupo de trangas.




No terceiro capitulo introduzimos uma abordagem para a obtencio de invariantes
de n6 que teve inicio em meados da década de 1980. Essa abordagem leva em conta as
relagdes existentes entre grupos quanticos (dlgebras de Hopf, em particular) e topologia em
dimensdo 2 e 3. Especificamente falando, apds introduzir a categoria dos emaranhados
(objetos que generalizam os conceitos de nd e elo) e a categoria das representagoes de
uma certa algebra de Hopf, obtemos o invariante de Turaev. Essa abordagem pode ser
encontrada na referéncia [25], por exemplo.

No quarto e ultimo capitulo desse trabalho, tentamos dar uma interpretagao fisica
para o invariante de Turaev. Partindo de uma teoria de calibre em duas (2+1) dimensdes,
estudamos seu limite em baixas energias, encontrando assim um sistema de N vortices
topolégicos. A quantizagio desse sistema d4 origem a processos que sao interpretados
como espalhamento, criagdo e aniquilagao de vortices e anti-vértices. Essa interpretacao
é a chave para a obtencao de um invariante de né que tem uma estrutura extremamente
similar ao invariante de Turaev.

Concluimos essa dissertagao com um apanhado geral dos resultados e com uma breve
discussao a respeito de uma possivel continuagao deste projeto de pesquisa.




Capitulo 1

A topologia na fisica de polimeros

1.1 Generalidades sobre polimeros

Iniciamos esta dissertagao apresentando algumas nogdes bésicas a respeito de certos tipos
de moléculas conhecidas como polimeros. Polimeros sio objetos de estudo da Fisica, da
Quimica e da Biologia. Como exemplo da importancia pratica do estudo de polimeros
ressaltamos que a estrutura e as funcoes dos sistemas biologicos sao determinadas pelas
propriedades dos polimeros presentes nesses sistemas, conforme se vé na referéncia [4].

Nesse estudo, as unicas propriedades dos polimeros que nos interessam sdo as que tém
origem na conformagao das macromoléculas, isto €, na disposicao espacial dos Atomos que
compoem o polimero. E bom que se diga que 0s fendmenos associados as conformagoes
dos polimeros se dao em uma escala de tempo muito maior do que a escala dos fendmenos
atdmicos. Isso é uma garantia de que os métodos da fisica estatistica classica sao apropri-
ados para a descri¢ao desses fendmenos. Desde a década de 1930 os fisicos vém tratando
de questdes relacionadas 5 estatistica de macromoléculas. Apds a descoberta da estrutura
de dupla hélice das moléculas de DNA (J. Watson e F. Crick, 1953), esse campo de estudo
recebeu um impulso adicional, mas o grande interesse por eSSes termnas somente Ocorreu a
partir da década de 1960, quando os métodos modernos da fisica teérica passaram a Ser
empregados largamente no estudo dos polimeros (veja a referéncia [23], por exemplo).

Nosso ponto de vista é fisico-matematico, e somente estaremos interessados em analisar
certas questoes de cunho topologico e estatistico, que serao estabelecidas mais adiante
neste capitulo. Antes disso, no entanto, devemos detalhar um pouco mais nossa visao
acerca dos aspectos gerais da fisica de polimeros.

Qe analisarmos a estrutura dos polimeros mais detalhadamente, verificaremos que cada
uma das macromoléculas ¢ formada pela repeticao de agrupamentos menores de dtomos,
chamados de mondomeros. Os mondmeros estéo ligados quimicamente uns aos outros, de

modo a formar o polimero.




O ntumero de ligagdes quimicas que um monomero pode formar € chamado de fun-
cionalidade. No caso de mondmeros de funcionalidade igual a dois, temos & formacao
de polimeros lineares, objetos de estudo do nosso trabalho. Como exemplo tipico de ca-
deia linear podemos citar as moléculas de polietileno e de poliestireno, que podem ser
representadas pelas férmulas estruturais mostradas na figura (1.1).
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Figura 1.1: Exemplos de polimeros lineares.

O nidmero de mondmeros que formam um polimero ¢ chamado de grau de polime-
rizacao. Polimeros sintéticos possuem grau de polimerizagao variando entre 10% e 10°.
Esse fato nos permitird utilizar a hip6tese de que o numero de monomeros que formam
o polimero é tao grande quanto necessitarmos em cada um dos nossos eventuais calculos
aproximados. As macromoléculas mais longas conhecidas sio as moléculas de DNA, que
chegam a possuir grau de polimerizagao da ordem de 10°.

Um polimero linear pode ser uma cadeia aberta ou fechada. Cadelas fechadas podem
apresentar-se enroladas em torno de si mesmas, caracterizando aquilo que chamamos de
né. Essa é a principal razao para 0 Nosso interesse neste assunto. Se representarmos um
polimero fechado através de uma curva continua fechada que nao intercepta a si propria,
estaremos entrando no ramo da matemaética conhecido como teoria dos nos. Veremos que
é possivel obter informacdes a respeito da termodinamica de solu¢des de polimeros através
do estudo da estatistica de nos.

Da teoria dos nds sabemos que O conjunto de todos 0s nés estd dividido em classes
de equivaléncia, conhecidas como classes de isotopia. Uma pergunta que se faz é: dada
uma curva fechada gerada aleatoriamente, qual a probabilidade de ela pertencer a uma
certa classe de isotopia? Mais tarde veremos que essa questdo devera ser modificada, pois
formulada assim ela nao tem solucdo conhecida até o momento. Para tanto, necessitaremos
introduzir o conceito de invariantes de no, e em vez de falarmos em classes de equivaléncia,
tentaremos responder a pergunta: qual a distribuicao de probabilidade de uma cadeia
fechada gerada aleatoriamente ser um n6 com um dado invariante?

E interessante lembrar que 0 problema do polimero que se enrola em si mesmo foi for-
mulado por Delbriick (1962) no contexto da Biologia Mateméatica, como pode ser visto na




referéncia [1]. Nesse artigo Delbriick conjecturou que 2 probabilidade de um polimero fe-
chado formado por N mondmeros ser equivalente a um circulo (PY) decresce rapidamente
com o aumento do grau de polimerizagdo. Em 1976 McKenzie observou esse comporta-

mento através de simulagdes numéricas, conforme se vé na referéncia [2]. Ele obteve a
seguinte expressdo para Py:

BY s Au N (1.1)

em que A e p sio constantes positivas e a é aproximadamente igual a 7/4.

Delbriick também formulou o problema em que dois polimeros enrolam-se um no outro.
Do ponto de vista da teoria dos nés temos a formacdo de um elo, que pode ser pensado
como a unido de dois ou mais nés disjuntos entre si. Esse problema pode ser simplificado
se substituirmos um dos polimeros por uma reta infinita fixa no espago. A solugao dessa
versao modificada pode ser encontrada em (3], [7] e 8], por exemplo.

E importante destacarmos que esse problema nao é de interesse apenas para ma-
tematicos e fisicos tedricos, pois efeitos topolégicos podem modificar de forma significati-
va, as propriedades termodinamicas das solucoes de polimeros. Imaginemos, por exemplo,
que um agente externo atue em uma solucdo de polimeros no sentido de mover ou esticar
as macromoléculas. E claro que se as mesmas estiverem entrelagadas umas nas outras, o
agente externo devers gastar mais energia do que seria necessario se 0s polimeros estives-
sem totalmente livres.

1.2 Cadeias ideais

Com o objetivo de compreender melhor as propriedades dos polimeros, costumamos re-
presenté-los através de modelos simplificados que levam em conta as propriedades ma-
croscépicas bésicas dos sistemais reais de macromoléculas, como por exemplo a sua flexi-
bilidade. Vamos considerar inicialmente o caso simplificado que consiste em uma cadeia
ideal de N passos.

Inicialmente devemos tornar claro o conceito de cadeia ideal. Tomemos um ponto fixo
arbitrdrio no espaco D-dimensional. Denotemos esse ponto pelo simbolo 7,. A partir
desse ponto desenhemos um segmento de reta de comprimento igual a | em uma dire¢ao
arbitraria [. A partir do ponto Fa+lf desenhemos outro segmento de mesmo comprimento
e também em uma diregao arbitraria. Procedendo dessa forma um numero N de vezes
temos aquilo que chamamos de cadeia ideal de N passos. O ponto final da cadeia sera
denotado pelo simbolo 7. Podemos imaginar que as jungdes entre 08 diferentes passos da
cadeia exercem O papel das moléculas, enquanto que 0s passos, POt sua vez, representam
as ligagdes quimicas que mantém as moléculas unidas.




Podemos agora obter alguns resultados bésicos a respeito de cadeias ideais. Primeira-
mente mostraremos que o valor médio (tomado sobre todas as conformagdes possiveis) do
quadrado da disténcia entre as extremidades da cadeia 6 linear com relagdo ao numero
de passos. Abaixo obteremos esse resultado seguindo a abordagem contida em [5].

Sejam 7;_; e 7; os raios vetores das extremidades do i-ésimo passo da cadeia e seja {f)

o simbolo para o valor médio da grandeza f tomado sobre todas as conformagdes possiveis
da cadeia. Temos entao que:

N
ﬁ:Z(ﬁ' — Ti-1) (1'2)

7=

N
(B =Y (- ")) + 23 Y (F — A - ) (1.3)

1<i <j<N

Usando a hipdtese de que os 0s passos podem assumir qualquer diregdo no espago
com igual probabilidade, temos que 0 angulo formado pelos vetores 7; — o g €T T
denotado por 6; ;, pode assumir qualquer valor no intervalo [0, 27| com igual probabilidade.
Como resultado disso temos:

W~ Fog) AT — Fi1)) = 12 (cost; ;) = 0. (1.4)
Usando também o fato de que @~ F 1)f = 2 obtemos finalmente:
<R’2> — NI, (1.5)

Podemos estimar o quanto 0 polimero esta espalhado no espago definindo o seu “ta-
manho médio” (Ro), através de: Ro =4/ <R2> = N2,

O fato de R crescer com a raiz quadrada de N indica que para grandes valores do
grau de polimerizagao, as conformacdes correspondentes a polimeros esticados s40 menos
provéveis do que as conformagdes mais enoveladas. Isso é uma consegiiéncia da 2¢ lei
da termodinamica, segundo a qual sistemas estatisticos em equilibrio minimizam a sua
energia livre de Helmholtz. No nosso caso, equilibrio significa maximizacio da entropia,
pois a energia interna é a mesma para todas as conformacoes (cadeias sem interag8o).

Um outro resultado importante que podemos obter consiste no seguinte: a distribui¢ao
de probabilidade (Pn (7p — Ta)) de uma cadeia ideal ter extremidades nos pontos genéricos
7 e 7 é uma fungao gaussiana do médulo do vetor diferenca (7, — 7,) para valores




suficientemente grandes de N, ou seja, tem o seguinte comportamento assintotico para
N L

— 15 bRt
Py(R) ~ N 2¢ 2n0%, (1.6)
emque R= (7, —7a) e R= |R).

O fator N=2 estd ligado & normalizagéo de Py(R). Observemos que o argumento da
distribuicdo de probabilidade é o mddulo do vetor diferenca, ou seja, essa distribuigéo é
invariante por translacdes e por rotagoes. Esse resultado serd explicitamente obtido, mas
podemos argumentar que esse comportamento é esperado do ponto de vista intuitivo, pois
nio fizemos nenhuma hipétese a respeito de pontos ou direcdes preferenciais na formulacao
do problema. Esse resultado é conhecido como teorema central do limite.

1.2.1 Distribuicao de probabilidades para polimeros longos

Vamos agora obter a expressao anterior para a distribuicao de probabilidade em tres
dimensdes, seguindo para isso a abordagem contida em [7]. Antes devemos introduzir a
notacao a ser utilizada. Adotando o ponto 7y COMO MAarco zero para a contagem do nimero
de segmentos constituintes da cadeia, definimos a varidvel Vetoinl AL = = 1 D
ponto 7o serd identificado com o ponto 7, € assim como antes, a diferenga entre 0 ponto
final e o inicial da cadeia sera denotada por R.

Consideremos 0 enésimo passo da cadeia, que tem inicio no ponto Tp_1- Chamamos
de P(Af,) a distribuicao de probabilidades da sua extremidade final estar localizada
no ponto 7p = Fp—1 + AF,. Como Af, pode apontar em qualquer dire¢do com igual
probabilidade, Py (A7) deve depender apenas do médulo do vetor Af,. Além disso,
dado que a cadeia tem passo constante e fixo, essa distribuicao de probabilidades s6 pode
ser diferente de zero em uma esfera de raio igual ao passo da cadeia. Escrevemos entao
que :

i 1
T A2

em que o fator Zx?lﬁ foi introduzido com a finalidade de garantir a normalizagao de P (ATy).
Essa imposicao corresponde ao fato de que a extremidade final da cadeia formada por um
nico segmento estd necessariamente situada em algum ponto de uma esfera de raio I
centrada na origem. A contribuicao para a distribuigao de probabilidades total de uma
Gnica cadeia de N passos que tem como extremidades os pontos 7, e Ty € igual a:

ISIAY §(|AFa] = 1), (1.7)

N

dPy(R) =]] [@ar] [1 El—ga(lﬁm - z)} SR~ Bry), (1.8)




de forma que a distribuigio de probabilidades total escreve-se:

N N N
T 5 A sl el .
Py(R) 31;[1 [ f d An} 1l [ Ls(and 1)} SO@-Y. a0 09
Na expressio acima a delta tridimensional garante que as Ginicas contribuicdes levadas
em conta sio aquelas que de fato tém extremidades nos pontos 7, € 7. Vamos agora
utilizar a representacdo integral da delta de Dirac tridimensional, o que nos permitira
escrever a distribuiciio de probabilidade na forma de uma transformada de Fourier:

N
Py(R) = f A grt I ] [ f i 5(]AF|—Z)6‘“—“'M"] (1.10)
(2m)3 = " 42 i : :

de onde concluimos que:

N
= 1 b ol
Pn(k) = SATR——=06 Ly .
) = [T || @aragpt(6rl =0 (L11)
Vemos assim que Py (k) é de fato igual a enésima poténcia de PI(E), isto é,

Pu(k) = [151(12)} i (1.12)

O calculo de }51(1_5) nio é dificil de ser feito. Escolhemos um sistema, de coordenadas
esféricas centrado na origem e tomamos O eixo axial na mesma direcdo do vetor k. A
integral na varidvel radial é facilitada pela presenga da distribuicdo delta de Dirac. As
integrais angulares sao elementares, levando ao resultado abaixo:

. o men(Rl)
Pi(k) = :
\(F) =25
Substituindo o resultado (1.13) em (1.10) e realizando as integrais angulares na variavel
E, que sdo do mesmo tipo das presentes no calculo de Pi(k), temos:

00 . N
PR — = /0 dikcksen(kR) (Senk(l“)) ; (1.14)

om?

(1.13)

Observemos que, assim como esperavamos, 0s vetores 7, e T, comparecem na distri-
buicao de probabilidade apenas através do médulo da sua diferenca.

Uma estimativa para Py (R) pode ser obtida se fizermos algumas aproximagoes. Lem-
bremos que a fungao sen(z) possul uma expansdo em série de Taylor em torno da origem
dada por:




2i+1

sen(z) = Z(—l)"—(-;_—m. (1.15)

Para valores da varidvel de integracdo suficientemente préximos de zero, 0 integrando
no contribui de forma significativa para a integral, pois nessa regiao a fungao S—@nk—l(kl—)
aproxima-se da unidade, enquanto os outros fatores do integrando aproximam-se de zero.
Escolhamos entdo uma regido do intervalo de integragao para a qual o integrando contribua
de forma efetiva para a integral. Notemos que essa regido ¢ tanto menos extensa quanto
maior o valor de N, pois o integrando é o produto entre uma funcio limitada e uma
poténcia negativa da varidvel de integracdo, a saber, k=N Concluimos entao que €ssa
regido comega pouco depois do zero e nao se estende muito além do mesmo. Vamos
considerar que essa proximidade com O zero seja tal que os Unicos termos da série de
Taylor que contribuem significativamente para a funcio sen(kl) sejam o termo linear e 0
termo cubico. Temos assim:

N
(Senéfl)) e N2 /(6N . (1.16)

O préximo passo da aproximagao consiste em substituir o fator (1 — klez/(ﬁN))N
pela funcgao o—k?NI/6 1o resifo especial j& descrita. Argumentamos agora que essa subs-
tituicao pode ser estendida para todo o dominio de integragao. Para valores de k maiores
do que os da regido especial, a diferenca entre &;%Q o e~**NE/6 & praticamente nula,
pois nessa regiao ambas as funcoes nao diferem significativamente de zero. Por sua vez,
a funco e~** N/ apresenta um comportamento similar & fungao g%iﬂ na regifio muito
préxima a origem, onde ambas as fungdes aproximam-se da unidade. Isso completa nossa
argumentagao.

A integral resultante pode ser realizada de forma fechada. Realizamos primeiramente
uma integragdo por partes € el seguida estendemos 0 dominio de integragdo para toda a
reta real, usando o fato de que o integrando é uma funcdo par. Obtemos entdo a seguinte
expressdo aproximada para a funcao Py(R):

- 3 " 2 N2
Py (R) = ———/ dke % NE/8cos(kR). 117
W)~ v | (kR) (117

Essa integral pode ser realizada, por exemplo, se utilizarmos a série de Taylor para
a funcio cos(kR) e calcularmos 0 termo genérico da série resultante, que é uma tipica
“integral gaussiana’” . A série resultante é facilmente soméavel, dando o seguinte resultado

para Py (R):




= 3 3/2 st
N (R) =~ (m> e 2N, (1.18)

Com a distribuicdo de probabilidades acima podemos calcular, por exemplo, a entropia
e a energia livre da cadeia, através das quais podemos estudar o que acontece quando a
cadeia estd sujeita a uma tragdo externa. Para tracionar o polimero o agente externo
deve modificar a energia livre do sistema. Em oposigao ao esforco externo o polimero
apresenta uma forga de origem estatistica. Podemos dizer que como a cadeia busca estar
em equilibrio termodinamico (que no caso corresponde a0 maximo da entropia), o sistema
tende a restaurar esse estado sempre que wm agente externo atua no sentido de diminuir
o grau de desordem da solucdo, esticando as cadeias, por exemplo.

A entropia S(R) por polimero e por unidade de temperatura é definida como sendo
o produto da constante de Boltzman pelo logaritmo do numero de conformagoes que
correspondem a situacao em que as extremidades da cadeia estao ligadas pelo vetor R,
denotado por Wy(R). Por simplicidade, vamos escolher um sistema de unidades no qual
a constante de Boltzman é igual a 1. Notemos que PVN(E) é o produto de PN(R) pelo
ndmero total de conformagdes possiveis da cadeia. Usando a expressao (1.18) e o fato de
que 0 numero total de conformacoes é constante, temos que:

. 3R*
S(R) ~ cte — m

Definindo a energia livre de Helmholtz como sendo F(ﬁ) — TS(I?), temos que:

(1.19)

e =

Pl =ote SN

onde usamos novamente o fato de que na nossa aproximagao de cadeia sem interacao a
energia interna (U) nao depende da conformacao da cadeia.

Observemos que a energia livre é andloga a expressao para a energia potencial de
um oscilador harmonico. Podemos definir um objeto chamado de “constante da mola”
do polimero. Como 2 acao externa é responsévelﬁpela mudanca da energia livre, temos
que a forga externa f é igual ao gradiente de F(R). Disso resulta a “lei de Hook” para
polimeros:

(1.20)

£l = 21 (121)

em que || estd de certa forma associado a um conceito analogo ao da elongagdo de uma
sy - 5T
mola sujeita a uma tragao externa. A constante da mol?. vale, portanto, 5z-
Podemos nos perguntar em que condigbes a aproximagao de cadeia ideal traduz o
comportamento experimentalmente observado em solugdes de polimeros. A resposta €




que polimeros aproximam-se do comportamento ideal quando diluidos em bons solventes

e quando a solugdo estd concentrada. Discussoes a respeito dessa questdo podem ser
encontradas nas referéncias [4], [5] e [6].

1.2.2 Integral de trajetorias para PN(ﬁ)

Agora que dispomos da expressdo para a distribuigao de probabilidades no caso em que
N > 1, podemos escrevé-la em termos de uma integral de trajetérias. Paraisso é suficiente
que lembremos um resultado bem conhecido da mecénica quéntica na formulacao de
Feynman, a saber, a expressao para o propagador da particula livre. Encontramos em (9]
que o propagador de uma particula livre de massa M que sai do ponto 7, no instante t,
e chega ao ponto 73 no instante ¢ é dado por:

1 i M Fp=ia)?
2

Gyt Turt) = e — iy B0PRC (1.22)

em que D é a dimensao do espago. Se estendermos a expressdo anterior para a regiao de
tempos imaginarios fazendo

t — —iT, (1.23)

(com 7 € R), e se realizarmos as seguintes substituigoes:

Aan R 7o — 74 = NI, M/h— DJL, (1.24)

encontraremos exatamente a expressao da distribuicao de probabilidades PN(E) em D
dimensoes, isto é:

1 DRE?

PN(I:?:) = We_m. (125)

Comparemos esse resultado com a equagao (1.18), que mostra o caso em que =3
O caso geral mostrado na expressdo (1.25) pode ser encontrado na referéncia [7]. Da
mecanica quéntica no formalismo de Feynman sabemos que o propagador da particula
livre em D dimensdes é dado por:

1 j—l co d3$n iS
- e, e . I l 755 12

em que S; é dada por:

j Caed
S; = ez F;— (T—n———;’l—_l> } , (1.27)




e = (t— 1)/ e j é o nimero de sub-intervalos em que 0 intervalo de tempo (t —t') foi
dividido no processo da construgio da integral de trajetorias.

Tomando agora a expressao (1.26) para o propagador € realizando a extensdo (1.23)
e as SU_bStitUif;éeS (1.24), obtemos uma expressio para Py(R) em termos de uma integral
de trajetérias no espago euclidiano. Se identificarmos o ntdmero de subintervalos j com
o nimero de passos da cadeia N, poderemos dispensar 0 processo de limite presente
em (1.26), dado que N é um niimero suficientemente grande. A expressdo final para a

distribuicdo de probabilidades em termos de uma “integral de trajetérias” serd escrita
COMO:

N-1
R 1 i d*z
P NI B Te i
w(E) (2mi2/D)P/? E L/_Oo (QWIQ/D)DM} & (1.28)
com Sy dada por:
p &
Sw = 5g 2 (= Fa) (1.29)

n=1

1.3 Cadeias reais

Apbs essa revisao sobre cadeias ideais faremos alguns comentarios a respeito de tratamen-
tos mais realistas do problema da estatistica de polimeros. Falaremos agora nao mais em
cadeia ideais e sim em cadeias reais. A primeira diferenca fundamental entre as cadeias
reais e as cadeias ideais € 0 ofeito de volume excluido, presente apenas nas primeiras. A
fisica por trds desse efeito é a seguinte: duas porcoes da mesma cadeia ndo podem ocupar
a mesma PosiGao No espago ao mesmo tempo, pois 0s atomos constituintes dos polimeros
repelem-se uns aos outros através de forcas eletromagnéticas. O mesmo é verificado pa-
ra atomos de cadeia diferentes. Matematicamente formulamos esse problema através da
utilizacdo do conceito de SAW!. SAW’s diferem de cadeias ideais pelo fato de que cada
ponto do caminho pode ser visitado no méaximo uma vez. O fato de SAW’s nao poderem
interceptar-se faz com que as cadeias reais ocupem em média um volume maior do que as
cadeias ideais. Podemos verificar essa afirmagdo tomando a média (sobre todas as con-
formagées) do quadrado da distancia entre as extremidades da cadeia. Podemos entender
esse comportamento se notarmos que como dois pontos da cadeia nao podem ocupar a
mesma posi¢ao a0 mesmo tempo, quanto maior o grau de polimerizagao da cadeia, menor
a probabilidade da sua extremidade final retornar as regides mais préximas & origem, pois
as chances de essa regiao estar ocupada sdo grandes.
Faeeemn BS BRRET R T o

1Gigla para a expressdo inglesa: “gelf avoiding walk”.
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Esse problema foi abordado na literatura nio apenas de forma analitica, mas também
através de métodos de cdlculo numérico. As referéncias [5] e [6] contém varios resultados
relativos as cadeias reais. Tomando por base essas referéncias vamos agora apresentar
uma lista de alguns resultados sobre SAW’s, comparando com os resultados para o0 caso
das cadeias ideais. Vamos inicialmente estabelecer que as cadeias estdo definidas em uma
rede periédica em dimensio D. Dado um sitio da rede, o nimero de primeiros vizinhos
do mesmo serd denotado pela letra z. Por exemplo, no caso em que D =2e arede é
quadrada, temos que z = 4.

O ntimero total de conformacdes de uma cadeia ideal de N passos com inicio em um
ponto fixo da rede ¢ dado por Wiotat = 2, enquanto que no caso de um SAW, o resultado
obtido é Wiy = ctezN7"1. O valor de z é menor que z. Por exemplo, para 0 €aso em
que D = 3 e a rede é clibica simples, z =6 e 7 = 4,68. O -y presente no expoente de N
depende somente da dimensao da rede. Para D = 2, temos que v ~ 4/3, enquanto que
para D = 3, temos que vy ~ 7/6.

Qutro resultado que podemos comparar com 0O Caso de cadeias ideais é o tamanho
médio da cadeia, como ja haviamos dito. No caso de um SAW, chamaremos essa gran-
deza de Rp, em homenagem ao quimico Flory, que realizou importantes trabalhos na
determinacdo do tamanho médio de polimeros. No caso de cadeias reais, temos uma
modificagdo importante com relagao ao caso ideal:

Rp =cN’, (1.30)

em que v e c¢ sao constantes positivas e v depende somente da dimensao do espago.
Acredita-se que v seja um expoente universal, isto é, que ele assuma 0 mMesmo valor para
todos os polimeros lineares, bem como para o SAW.

Em 1949 Flory desenvolveu um método nao rigoroso para o calculo de v que rendeu
resultados excelentes para qualquer dimensao D. Em resumo, Flory obteve que para
D < 4:

3
e 1281
B e (L)
enquanto que para D > 4:
1
Ge it 1.32
v =3 (1.32)

1.4 Entrelacamento de polimeros

Nesta segao vamos examinar mais a fundo as consegiiéncias do fato de polimeros serem
capazes de enrolar-se em torno de si mesmos e em torno de outros polimeros. Assim
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como dissemos no inicio deste capitulo, o problema de dois polimeros entrelacados pode
ser simplificado se considerarmos o caso em que um dos polimeros pode ser efetivamente
substit‘jui(%O por uma reta infinita, sendo que o segundo polimero ndo enlaga a si préprio.
A lpro'Jeg.ao das curvas que representam os dois polimeros num plano perpendicular ao
primeiro polimero nos leva ao problema bidimensional em que uma curva continua pode
circular um numero arbitrdrio de vezes um ponto fixo no espago, sem no entando jamais
poder tocé-lo.

Estamos considerando o caso em que os polimeros mantém a sua estrutura, sem jamails
romperem-se. Dessa forma, podemos afirmar que no conjunto de todas as curvas que
representam possiveis conformagoes da macromolécula em torno de um ponto fixo (a
origem, por simplicidade) existem curvas que nao podem ser deformadas continuamente
umas nas outras. Existem, no entanto, curvas que podem ser deformadas continuamente
umas nas outras. Intuitivamente podemos dizer que essas Gltimas mantém algum tipo de
relagio entre si. O conceito de homotopia nos permite formalizar essa nogao, conforme
Veremos a seguir.

1.1-Defini¢ao: Homotopia

Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e sejam f e g dois mapas continuos de X em
Y. Dizemos que f ¢ homotdpico a g, € esCrevemos f ~ g, se existe um mapa continuo
h:X xI—Y (em que I =[0,1]), tal que para todo z € X tenhamos:

iz, 0) = flz), hie, 1) = glz) (1:33)

E possivel mostrar que homotopia ¢ uma relagao de equivaléncia. Tomando X = I
e Y = R?, introduzimos uma relagao de equivaléncia no conjunto das curvas do nosso
problema. O conjunto de todas as curvas homotdpicas a uma dada curva 7, denotado por
[v], é chamado de classe de homotopia de v.

O problema do entrelagamento de polimeros formulado nessa segao é, do ponto de
vista topolégico, idéntico ao problema de uma particula livre que se move em um circulo.
Na proxima segao estudaremos detalhadamente esse problema, 0 que nos proporcionard
alguma experiéncia com a formulacéo de integrais de trajetéria em dominios com restrigoes
topolégicas. A partir dai seremos capazes de pensar em termos mais gerais a respeito das
questdes topolégicas da fisica de polimeros.

1.4.1 A particula quantica no circulo

Consideremos um sistema composto de uma particula sujeita a um potencial indepen-
dente do tempo em que O Seu eSpago de configuragdes se resume a um circulo, isto é, as
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posicdes acessiveis & particula podem ser parametrizadas por um nimero pertencente a
um intervalo fechado da reta real cujas extremidades estdo identificadas.

Vamos quantizar esse sistema utilizando o formalismo das integrais de trajetoria O
conjunt(_) de todas as trajetérias de Feynman que ligam dois pontos quaisquer Go © Oy €
uma unido disjunta de classes de homotopia. Note que no caso em que as posicoes inicial
e final da particula coincidem, o nimero de vezes que uma dada trajetoria -y circunda a
origem é o mesmo para qualquer elemento da classe de homotopia [y]. Esse é um dos
exemplos mais simples do que costumamos chamar de invariante por homotopia. Esse
invariante recebe o nome de nimero de voltas®. No caso em que as posi¢oes inicial e final
da particula nao coincidem, podemos sempre definir o ntmero de voltas se adotarmos a
seguinte prescricdo: para cada trajetoria aberta associamos a trajetéria fechada obtida
através da sua composicao com uma curva fixa (a mesma para todas as trajetorias aber-
tas) ligando as posicdes inicial e final da particula. Definimos entao o numero de voltas
das trajetérias abertas como sendo igual ao valor desse invariante nas curvas fechadas
construidas segundo a prescri¢do dada.

As classes de homotopia das trajetérias de Feynman da particula no circulo sao in-
teiramente determinadas pelo valor do nimero de voltas assumido pelas mesmas. Em
situacbes mais gerais, em que temos ou um polimero enrolado em si mesmo (nd) ou varios
polimeros entrelagados (elo), o niimero de voltas ¢ insuficiente para determinar as classes
de equivaléncia dessas curvas. A questao da classificagdo de nés e elos serd tratada com
mais detalhes no préximo capitulo.

Vamos agora calcular o propagador desse sistema, seguindo para isso a abordagem
contida em [7].

O operador Hamiltoniano sera denotado pela letra H. Supomos que H pode ser
decomposto em uma soma de dois operadores, a saber, 0 operador energia cinética I" e o
operador energia potencial V', ou seja:

H=T+V (1.34)

Como as configuracdes acessiveis ao sistema se resumen a um circulo, a resolucdo da
identidade toma a seguinte forma:

foﬂdw | o) |= 1. (1.35)

Além disso, temos a seguinte condigdo de normalizagéao:

(0n | Pn-1) = 6(¢n — Pn-1); (1.36)

2Do inglés, “winding number”.
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em qu’e a distribuicéio delta de Dirac nesse caso é uma delta no circulo, isto &, podemos
encara—lai como uma, distribui¢io periédica na reta com periodo igual a 27. Adotando
o procedimento usual aplicado para o caso de fungdes periédicas, podemos calcular uma
série de Fourier para a distribuicdo delta, cujo resultado é dado por:

o0
e il i imn (Pn—@n—1)
8(Pn — Pn1) = mr;w — . (1.37)
O propagador é definido como a amplitude de probabilidade de uma particula lo-
calizada na posi¢do angular ¢, no tempo {, estar na posicio g, no tempo tp, isto &,
{pp | e~ w(t=t)T+V) | ) (na descrigdo de Schrodinger). De agora em diante utilizaremos
a seguinte notagdo para o propagador:

G((pb’tb; ‘Paata) = ((Pb l e_'l-‘(tb_ta)(T+v) | ‘Pa) (1-38)

Adotaremos agora o procedimento usual para obter uma expressao para o propagador
em termos de uma integral de trajetérias. Para isso utilizaremos um resultado conhecido
como férmula de Trotter (veja a referéncia [11], por exemplo), que estabelece que se T e
V séo operadores auto-adjuntos em um espacgo de Hilbert H e se T + V é auto-adjunto
na intersecdo dos dominios de T e V/, estao é valida a seguinte afirmagao:

itV

lim (e'Fe'™ )V | ) =T | o), (1.39)

N-ooo
para todo | ¢) pertencente a0 espago de Hilbert H.

Supondo que os operadores T, V e H satisfazem as condigoes necessarias para a
aplicagdo da expressao (1.39), temos que:

N+1 : %
G(Wb,tb3‘10aata) = lim (¢ | H g ple R’ } Pa)- (1'40)
N—oo wh

em que € = (—t[ﬁj—::—;—) Inserindo agora N resolugoes da identidade entre os fatores exponen-

ciais temos:
e 25 e ey
G(py, th; Pas ta) = lim depr - [ don{es | e 7 e " | on)-
N—oo Jq 0
e Gl e et e )

Vamos agora usar o fato de que 0s vetores | ¢,) 3o autovetores do operador posicao,
0 que nos leva a escrever:
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(on | € FTe™ %Y | pny) = e FV -0, [ 75T | 9n-y). (1.42)

Adotaremos condicdes de contorno periédicas para as fungdes de onda do problema.

Nesse caso 0 ogerador momento possui autovetores, que sdo as ondas planas da forma

(0| k) = (%)ﬁez%(p, em que p/h = m € N. A resolugéo da identidade no espaco dos
momentos assume entdo a forma:

co

S [mimi=1 (1.43)

m=—co

Inserindo (1.43) em (1.42), obtemos:

oo
oo o 5 ey~ P8 B ([ it | 00 =
M, =—00
i ko2 o 1 : ) ch 0]
ieh Apn—Pa1)—m2
— Z e_sz"((,Dnlmn><mn\Q0n——1)= Z 57_;61[171 (on—Yn—1)— 337 : (144)
Mp=—0C Mpn=—00

O propagador assume ent&o a forma:

2m 2m N L
d(pl...f d(pNH [e“’ﬁv(ﬂf)i)] X
0

i=0

G((pb:tb; (paata) = 1\}1—I>noo ;

0o o0
1 ip A EBeD L —on)—2m% ]
il (o —spe) el il E : - pilmag (o= = g3l 1.45)
- Z o’ . 2m (

mp=—o0 MN+41=—0

em que estd implicito que identificamos @g COM @ € PN+1 COM Pp.

Vamos agora introduzir um resultado que serd de grande importancia para 0 prosse-
guimento deste trabalho. Seja f(k) a distribui¢ao periédica de periodo unitario definida
como segue:

F(k) = i §(k — m). (1.46)

m=—0co

Assim como procedemos com relacio & delta no circulo, podemos obter uma série de
Fourier para a distribui¢ao f definida acima. O resultado é:
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(e o] [e0]
Y ok M- (1.47)
m=—0o0 I=—c0

Essa igualdade recebe o nome de férmula de soma de Poisson.

Voltando ao nosso problema, vamos agora introduzir um termo da forma 6(k; — ms;)
em cada um dos somatdrios da expressio (1.45) e substituir as varidveis discretas m; pelas
varidveis continuas k;. Para que a expressio nfo se altere, realizamos a integracdo em
cada uma das varidveis k;. O objetivo desse procedimento é tornar possivel a aplicacao

da férmula de soma de Poisson em cada um dos somatérios, 0 que nos leva ao seguinte
resultado:

2 2 N :
0 0 z
3=0

f dkl Ly f de+1 E _—ei[kN*l—l(‘Pb_‘PN)_zil’vl—[k?v_‘_l-i-QTrkN.*,llN_'_l] T

- —00 2
Iny1=—c0
o0
1 i[k1(p1—w )— £ k2 2mkih]
Y el stk (1.48)
2m
lj=—0

Notemos agora que é possivel absorver os N primeiros somatorios nas variaveis [;,
procedimento este cujo resultado é a extensdo dos dominios de integragao das varidveis
angulares, que passam a ser integrais em todo a reta real. Chegamos a essa conclusao dis-
pondo os somatdrios e as integrais na expressao do propagador de uma forma conveniente,
a saber,

N+1

i dkl i de—{—l ich 3.2
G , tos ,la) = e - e_QMkiX
(‘Pb by Pa a) /—oo o /;OO o E
co 00 -
—ig ik - kil
X Z Z [ d(IDNe ’th((PN)el[ N+X(‘Pb (PN)'{"‘Z'JT N+1 N+1] S
INy1=—00lN=—00 0

& 27
s X Z A d(}pge_"“ﬁV(‘i”?)61["03(@3—902)+27rk313]X

lo=—00

% i f% dgple—‘i%(v(ﬂﬂl)‘*‘v(‘ﬂa))ei[k‘z(ﬁﬁz—'tpl)+2'ifk252]ei[kl(tpl—ﬂPo)+21rk1[1]. (1.49)
0
lj=—00
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' Vanllos noi concent.rar 1o somatério em l;. Para cada valor assumido por Iy existe uma

mtegl;a angular com limites 0 e 2. Em cada uma dessas integrais realizamos a seguinte
. Sl

transformagao de varidveis: ¢, = ; + 27l;. Nesse momento devemos atentar para o fato

de que 0 p.otericial é uma fungéo periédica de periodo igual a 27, de modo que a mudanga
de varidveis ndo altera o valor de V (¢,).

O somatério em [; pode entdo ser escrito na forma:

o 2m(l1+1)
Z / d(p'le_i%(v(ﬁ"fl)“'v(‘ﬂa))eikzlipz—‘ﬂ'l +21T(l2+l1)]eik1(99’1‘500) (1'50)
2

=l e 7l

Considere agora cada termo da soma em [; tomado separadamente. Como 0 indice
l, estd somado sobre todos os valores inteiros, para cada um dos termos da soma em
l; podemos introduzir um novo {ndice de soma, dado por Iy = Iz + {1, sem que OCOTTa
nenhuma modificacio na soma sobre o indice . Como resultado desse procedimento,
temos que o integrando de cada uma das integrais que compoem 0 somatério em I € 0
mesmo, e que estas integrais s6 diferem entre si pelos limites de integragao. Esses limites,
por sua vez, sao intervalos da reta real cuja unido é igual a R. Est4 mostrado assim que a
integral na varidvel y; pode ser estendida do intervalo (0,27) para toda a reta real. Apoés
realizarmos esse procedimento para as outras varidveis angulares teremos que apenas o
somatério em [y ficard intacto, de forma que podemos denotar esse indice simplesmente
por I. O resultado final é, portanto:

' o0 foe] 00 0O dk i dk
G(‘Pb,tbi(Pmta) = ]\1,1_13’;0 Z / d(,Dlj d(pN/ ?ﬂ-l aid [ ;;:1
-0 " -0

T -0 —00 —00
Nl N 22
] ckeatontartinnsa=vocil [] e o+ =
n=1 j=0

= i fD[cp(t)]fD {1-2’—;%} et it o= H )t (1.50)

Notemos que para cada valor assumido pelo indice [, a extremidade final da trajetoria
assume um valor diferente, a saber, @y + 2ml. Uma forma compacta de escrever esse
resultado é:

o0
G, to; Parta) = 9, (627t | Partalnes (1.52)

[=—00
em que o simbolo “n.c.” significa «nio-ciclico”. O indice discreto [ ¢ exatamente o nimero
de voltas, descrito no inicio desta segao.
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COI_HO exemplo, vejamos o caso da particula livre no circulo, isto €, consideremos um
potenma,l nulo. Nesse caso sabemos que o propagador nao-ciclico é dado por:

1 iM ($°h—¥’u)2

((:Db i Qﬁl: Ly ‘ (Pa:ta>n.c. — ¢t it (153)
V2mih(t, — ta)/M

O propagador da particula livre no circulo é, portanto:

il o= iM (e t2nl—pa)?
G (b, tv; Pas ta) = 3 e ERCE (1.54)
V2mik(t, — to)/M
Observemos que as amplitudes de probabilidade associadas a cada uma das trajetorias
pertencentes a uma determinada classe de homotopia sao levadas em conta de acordo com
o processo usual, ou seja, sdo integradas. As contribuicdes provenientes de cada uma das
classes de homotopia sdo simplesmente somadas umas as outras.

Antes de prosseguir na solu¢do do nosso problema, vamos obter alguns resultados
auxiliares, que serao utilizados adiante, no momento mais conveniente.

1.4.2 Integrais de trajetoria em coordenadas polares

Conforme vemos na referéncia (9], o propagador de uma particula quantica sujeita a um
potencial V(r) em duas dimensoes espaciais é dado por:

N+1

N - [ (5m=n)

i I ie \:M(_J_J;L) —V(Fj-l)]

-‘ = - ‘ L —_7,__ ]I [ = ) 1'55
G(, 15 Tar ) = m zmen/MH / th/M] e o

1=1 7=1

em que utilizamos as seguintes identificacoes: Ty = Ty € T4 = T

Vamos agora utilizar o procedimento usual que torna possivel escrever uma integral
funcional na regiao euclidiana a partir da expressao (1.55). Esse procedimento consiste
na substituicdo da varidvel real ¢ pela varidvel —i7, onde 7 é uma varidvel real.

Com essa substituicdo, a expressao para o propagador assume a seguinte forma:

N — N+1 Fi =75 2

. o _;__[% (_.L__J;l) +V(FJ~_1)1

e | S I‘[ ] € 156
G (s, 793 s Ta). = U0 omeh/M E {f QWEF”/M} j=1 : -

De posse dessa eXpressao vamos proceder agora & passagem do sistema de coordenadas
cartesianas para o sistema de coordenadas polares, aplicando as seguintes mudangas de

variavel:
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z; = ricos(ip;) e y; = mysen(w;)-

O jacobiano da transformacgao genérica é J; = r;, 0 que nos leva a escrever que:

o o w don | Y7
Thy T6; Tay Ta) = Hm ——— 5 —£V(F-1)
i N—oo 2meh/M 1:!;‘[1/(; dTnT"/(; 271’671/]\/1} H or

j=1
N+1

e H e—%[r%-&-r%_1—2rnrn_1cos((pn—-cpn_..1)]. (157)
n=1

Encontramos em [12] a seguinte identidade:

eaco-Sfb: Z Im(a)eimqﬁ’ (158)
m=—00

em que I,(z) é a funcdo de Bessel modificada de primeira espécie de ordem m. Substi-
tuindo a expressdo (1.58) na equagao (1.57) verificamos que a parte do integrando que
depende das varidveis angulares se reduz a funcoes exponenciais simples. Ap0s realizarmos
as integrais angulares temos como resultado um produto de fungdes delta de Kronecker,
conforme vemos abaixo:

1 N oodT P N+1 i
s T T =i v i ] | - M (r24ri_y)? —%V(ﬂ-_l)]
Gt = i, (7 LUl / he/M} e

n=1

N+1
. - ! H(MN+1PN+1—T1P0) X Mrn_17n 5 5
- Z e Z 57?6 H mj he mi,me T Umy MmN

mi=—00 mN41=—00 j=1
(1.59)

Com o auxilio das fungoes delta de Kronecker, podemos eliminar N somatorios na
expressao anterior, chegando ao seguinte resultado:

N
. 1 irr
G(T(H Ty Tas Ta) — Nh_I'}noo (———he/ﬁ/‘[) {rg/(; ___he/l\/‘[}

0 N+1 M
1 im(gs—ye) e 8ty M iedlD e
Z ?);T_e H o 2 I ke : ( )

v+

m=—00 n=1
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Definiremos agora um objeto que serd chamado de amplitude radial e que serd de-

notado pelo simbolo G(ry, 7y;7a, Ta)m. A amplitude radial é definida de tal modo que o
propagador possa ser escrito na forma:

o0
G('Fb, Th; i ,Ta) — 1 G T . i_ im(‘Pb—‘Pn) 16]_
a m;oo \/m ( b’Tb,Ta,Ta)mz’]Te . ( )

Um caso particular de interesse para nossa discussao € a particula livre, isto é ¥lr] —
0. Nesse caso a amplitude radial assume a forma:

—— N+1 0
G 2 = | _._M. dTTlTﬂ _2‘_\’{2(?%_{_7.121_ ) ]\JTTL-—ITTL
Pt bl o e 1__11 B Ml ( o

Com o auxilio da seguinte identidade:

o0 2
f dr Tefélm(br)fm(cr) — Eegi}rf—ﬁ)ﬂf,,n (a—bf> y (1.63)
0 2 2
encontrada em [13], realizamos as integrais radiais recursivamente, pois como pode-se
ver, o resultado de cada integral é uma fungdo que apds substituida na expressao para 2
amplitude radial gera um novo integrando (em outra variavel radial) que tem a mesma
forma do integrando original. Apos realizarmos as integrais, obtemos finalmente:

Diq 2
M JTo¥s C_g_lt_l:ﬁbj’_a] (M TsTa )
—_— . (P Ta m PSRN s

h p— Ta h 17— Ta

G(Tba Tpy Ta, Ta)m ==

(1.64)

1.4.3 Dois polimeros entrelacados

Conforme dissemos anteriormente, n0sso problema agora consiste em uma curva bidimen-
sional continua e fechada contida em uma regido do plano da qual foi retirado um ponto
(a origem, por simplicidade).

A distribuicao de probabilidades va(ﬁ) obedece & seguinte lei de composi¢ao:

Pn(F3 —T1) = ]dz'r‘ZPN—M(FS — %) Py (72 — 71)- (1.65)

Sabemos que O resultado da integragao acima nio se altera se um numero finito de
pontos for excluido do dominio de integragdo. Por essa razdo, afirmamos que a distribuicao

-

de probabilidades Py(R) é dada pela expressdo (1.25), com D =2, ou seja:

1
n N2

B

Pu(R) = e (1.66)
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leerentement.e da distribuigdo de probabilidades total, a distribuigéo de probabilida-
d(‘iS d’e'uma. cadeia de N passos circundar a origem um nimero n de vezes (PR(E5:7,))
ndo ¢ invariante por translagio. De fato, como a cadeia tem comprimento finito (L),
P, T“.) (%eve? ser nulo no caso em que, por exemplo, 0s pontos 7o € 7 estao localizados
AUt filStanCl"l maior do que L/2 da origem. No prosseguimento vamos escrever a dis-
tribuigdo de probabilidades total como a soma das distribuigoes parciais Py (75, 7a), 0 que
nos permitird identificar a expressdo para PF (7, 7a).

Tomemos as expressdes (1.64) e (1.61) e facamos as substituigdes indicadas em (1.24).
No caso de (1.64) obtemos:

e B0
G(Tb)Tb; Ta, Ta)m = Q—I\T’,%E.[m (2%%) 6_( N-:'Eu) . (167)

No caso de (1.61), devemos lembrar que, de acordo com a discussao contida na segao
(1.2.2), se tomarmos a expressao para o propagador quéntico e realizarmos a mudanga
de varidvel mostrada em (1.23) e as substituigdes indicadas em (1.24), obteremos uma
expressao para a distribuicao de probabilidades PN(]?). A mudanga de varidvel (1.23) ja

foi realizada no inicio da segao (1.4.2), de modo que ao realizarmos agora as substituicoes
(1.24) em (1.61) obteremos:

. 8 T s (e 1 .
L ToTa) -Ybtia) 1 im(py—we)
il = e > Im (2Nz2) G 0l o)
m=—00
em que utilizamos o resultado (1.67) obtido anteriormente.
Na expressao (1.68) vamos substituir o indice m por uma varidvel real, com o auxilio
da distribuicdo delta de Dirac:

By — 2 . 5 TTa —'(—rﬁ;@ ! ik(pp—pa) -
PN(R) = —]\Tl-g—f dkfk (2]\”2) € Nl 271—6 Z 5(k m) (169)

=09 m=—00

Utilizando agora a férmula de soma de Poisson (1.47), temos:

= e e~ 1 i t2mn—ga
Pn(R) = Z -ﬁﬁ/_mdkfk (2Nl2)e e (pp+2mn—¢a) (1.70)

n=—o0

A expressao (1.70) para a distribuicdo de probabilidades total é a soma das distri-
buigdes de probabilidade parciais PR(r,T). A expressdo correta para a distribuicdo de
probabilidades parcial é exatamente 0 termo genérico da soma acima, ist0 é:

o - 2 - TpT ———bj—(r2+.rg) 1 i Tn—
P};L,(Tb,’f‘a) = ]—V—ﬁ /;OO dk?I;,, (2 ng) e N _2—7—1'6 kligyt2mn ‘pa). (171)
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Rigorosamente falando, no entanto, nio podemos chegar & essa conclusdo diretamente

a partir de (1.70). Na referéncia [23] é apresentada uma outra abordagem para o célculo
de P3(7, 7). O resultado mostrado nessa referéncia é idéntico a equagao atval)

Observacao:

Neste capitulo vimos que polimeros podem apresentar-se entrelacados, assumindo con-
formacoes espaciais conhecidas como nds e elos. No exemplo simplificado em que temos
um polimero nas imediagdes de uma reta infinita, o invariante denominado numero de
voltas fornece uma classificacio completa das conformagdes da cadeia ideal. Em situagoes
mais gerais, no entanto, esse invariante ndo é suficiente para classificar as conformagoes
das macromoléculas. No préximo capitulo vamos estudar mais detalhadamente alguns
conceitos basicos da teoria dos nés, dando especial énfase & importante questdo dos inva-
riantes de né. Estudaremos um exemplo de invariante nao-abeliano (polinémio de J ones),

capaz de distinguir um nimero bem maior de curvas que 0S invariantes abelianos, como
o niimero de voltas, por exemplo.
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Capitulo 2

Teoria dos nos

2.1 Conceitos basicos

Essa se¢ao tem por objetivo apresentar uma breve revisio acerca dos conceitos basicos da
teoria dos nés. As referéncias bésicas para esse capitulo sao os livros (18], [19] e [28]. Antes
de introduzir o conceito de né, vamos delinear algumas de suas caracteristicas de uma
maneira intuitiva, usando para isso a nogao cotidiana que temos dessa palavra. Adotando
esse ponto de vista, podemos pensar em um 16 como sendo uma corda fina (C) enrolada
em si mesma, cujas extremidades foram coladas uma na outra. Uma das caracteristicas
mais importantes de C é o fato de que ela ndo intercepta a si mesma. Eventualmente
talvez desejemos que a corda C esteja disposta no espago de uma forma suave, ou seja,
sem pontas.

Abaixo mostramos alguns exemplos que ajudam a visualizar nossa descri¢ao intuitiva.

e ()

Figura 2.1: Exemplos simples de né

Devemos agora traduzir nossa NOGao intuitiva para a linguagem rigorosa da ma-

tematica.
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2.1-Definicao: N¢

Um né é um mapa K : S' — R?, tal que K : S' — K(S*) é um homeomorfismo.

: O fato de exigirmos que o mapa K : §* — K(S!) seja um homeomorfismo ¢ a expressao
rigorosa da nogdo intuitiva de que a corda C néo intercepta a si propria.

Voltemos por alguns momentos & nossa nogao intuitiva de né. Imaginemos que estamos
implementando deformacdes suaves na corda C, de forma que durante esse processo a
corda se mantém inteira, sem rupturas. Ao final da deformagdo teremos uma curva que
ainda respeita todas as condigdes que caracterizam a nogao intuitiva de né. Além disso,
podemos dizer que em um certo sentido a curva final nio ¢ essencialmente diferente da
inicial, dado que podemos ir de uma a outra de uma forma suave, sem que haja necessidade

de rupturas em nenhuma das partes da corda. O andlogo rigoroso dessa nocao é fornecido
pela definicdo de isotopia.

2.2-Definigao: Isotopia

Sejam o e B dois nds. Dizemos que o € isotépico a B se existir uma familia a um
parametro f, : R? = R? ¢ € [0,1] de homeomorfismos tal que fo seja o mapa identidade,
fi(a) = B e tal que o mapa F : R® x [0,1] — R®, que a cada par (7, t) associa o ponto
f,(7), seja continuo. Dizemos que f, ¢ uma isotopia que conecta o € o

Intuitivamente podemos interpretar a isotopia como sendo o deslocamento de um fluido
compressivel que deforma e transporta a curva  no espago, até que ela se torne a curva
(. O ponto importante que nos levou a discutir isotopia é o fato de que esse conceito
induz uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todos os nés. Para que uma relagao de
equivaléncia entre nés esteja bem definida, precisamos mostrar que se «, 3 e y 520 nos,
entdio as seguintes afirmativas se verificam:

a) a~
b) se oo ~ f3, entao B8 ~ o,
c) sea~ fBef~r,entao a~7,

em que O sfmbolo ~ deve ser lido como “¢ equivalente a”. Vamos mostrar que isotopia
entre nés é uma relagao de equivaléncia.
Seja @ um no arbitrario. A familia id; : R® — R3, definida por idi(7) = (F), com
telo,1]efe R® é uma isotopia que conecta a a . Mostramos entdo que o ~ 0.
Suponhamos agora que hy : R® — R3 seja uma isotopia que conecta o € B. A familia

by : R® — R® definida por he(F) = hi () é uma isotopia que conecta f e c. Mostramos
assim que se o ~ 8, entdo B ~ .
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: tSuponhamos finalmente que f; seja uma isotopia que conecta v e 5 € que g; seja uma
isotopia que conecta 8 e . Consideremos a familia h, : R — R®, definida por:

hy(7) = { far(7) SetE[O,l/Q]
ga—1[f1(F)] sete (1/2,1].

Notemos que ho(7) = fo(F) = 7, ou seja, hy é 0 mapa identidade. Por sua vez,
r(7) = a[A(®)] = hi(a) = ailfi(@)] = ¢(8) = v Além disso, pela definicdo de f;
vemos que o mapa H : R® x [0,1], dado por (,t) +> hy(F), é continuo. Podemos entao
afirmar que a familia hy, com ¢ € [0, 1] é uma isotopia que conecta e 7. U

Dado um né a, o conjunto de todos os nés que lhe sao isot6picos € chamado de classe
de isotopia de a, e denotado pelo simbolo [a]. O conjunto de todos os nés estd dividido
em classes de isotopia.

Em vez de definir nés como sendo homeomorfismos, podemos exigir que eles sejam di-
feomorfismos, o que corresponde a impor que a corda C mencionada no primeiro paragrafo
dessa secio seja suave, isto é, nao apresente pontas. Uma terceira abordagem consiste em
definir nés poligonais, conforme vemos abaixo.

92.3-Definicao: Noés poligonais
Um né poligonal é um mapa K : S! s R3, linear por pedacos, tal que a restrigao
K : S' — K(S') é um homeomorfismo.

Também no caso poligonal podemos introduzir uma relacdo de equivaléncia entre noés.
E importante destacar que existe uma correspondéncia bi-univoca entre o conjunto das
classes de equivaléncia de nos poligonais e o conjunto das classes de isotopia de nos
suaves (definidos em termos de difeomorfismos), conforme podemos ver na referéncia [19].
No caso de nés poligonais o papel da isotopia € exercido pelo conceito de movimento
elementar, que serd descrito a seguir.

9.4-Defini¢do: Movimentos elementares

Seja K um né poligonal e AB um lado de K, que junto com 0s segmentos ACcCD
forma o tridngulo ABC da figura (9:2.a).

Suponhamos que 0 né K nao intercepta o triangulo ABC e nem o se_u_i_nterior (deno-
tado por int(ABC)), em nenhum ponto além dos pertencentes ao ladg_A_B._z_A__ operagao
chamada de movimento elementar consiste na substituigdo de AB por ACU CB. Através
dela obtemos um outro no, o qual serd denominado de K'. A figura (2.2.b) mostra um

exemplo de movimento elementar.
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Figura 2.2: Exemplo de movimento elementar.

2.5-Definigdo: Equivaléncia entre nés poligonais
Dois nés poligonais sdo ditos equivalentes se existir uma seqiiéncia (possivelmente

vazia) de nos K, Kj, ..., K, K', na qual cada elemento é obtido do anterior através de um
movimento elementar ou seu inverso.

Notemos que os movimentos elementares definem de fato uma relacdo de equivaléncia,
pois:

a) a seqiiéncia vazia conecta cada né a si mesmo,

b) se a segiiéncia K, K. .. K, K'eonects Ko K', entdo a seqiiéncia inversa, isto é,
K' K,,..., K1, K, conecta K'ekK,

b) se a seqiiéncia K, K, ..., K, K' conecta K e K' e a seqiiéncia KoK, i
conecta K' e K", entdo a seqiiéncia K, Ko, .o B, B Bl e B £ " conecta K e
K.

Uma maneira conveniente de representar nos (poligonais ou nao) é através de suas
projecdes regulares, descritas a seguir.

9.6-Definigdo: Projecoes regulares de né.
Uma projecao de um né em um plano II é dita ser regular se satisfizer as seguintes
condigoes:

a) a projegdo de uma linha qualquer do né jamais se reduz a um ponto,

b) o nimero méximo de pontos do né que podem ser projetados em um mesmo ponto
de TI é igual a 2. Esses pontos sio chamados de pontos duplos,

c) 0 numero de pontos duplos da projecéo é finito, e em cada ponto desse tipo as
projegoes das tangentes aos pontos correspondentes do n6 nao coincidem.
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i i

Figura 2.3: Situacdes proibidas em uma projegao regular.

Essa definicio de regularidade proibe situagoes como as mostradas na figura (2.3).

Observacgoes:

1) Existem nés continuos que nao podem ser descritos em termos de projecoes re-
gulares. Eles sao chamados de nos selvagens (veja a referéncia [19]). No caso poligonal
eles estao excuidos, de forma que nao hd uma correspondéncia bi-univoca entre classes de
equivaléncia de nés poligonais e classes de isotopia de homeomorfismos K : Bt K5,
com K(S') C R®.

2) Agora que ja sabemos como transformar um dado né poligonal em outro equivalente,
podemos argumentar que dado um né qualquer, sempre € possivel através de uma certa
seqiiéncia finita de movimentos elementares obter um né cuja projecao em um certo plano
é regular.

3) Tudo que foi dito até o momento pode ser estendido para o conceito de elo!, que
vem a ser uma generalizagao do conceito de no.

9.7-Definigao: Elos 7

Um elo de m componentes ¢ um mapa [-s'ustu---u S - R, em que a restrigao
L:Stustu---ust s L(StuStu---USh) éum homeomorfismo.

Observacgao: Na definigao acima o simbolo LI denota a uniao disjunta de conjuntos.

Se por um momento ignorarmos a presenca de todas as c6pias de S com excegdo de
uma delas (qualquer uma), estaremos em pOossSe de um né. A imagem do elo L vem a
e i

1D inglés, “link”.
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ser a uniao disj i 5 - .
= junta das imagens dos nés obtidos dessa forma. O né pode ser pensado,
portanto, como um elo formado por uma tnica componente.

2.8-Definicao: Elos poligonais

m

B

Um elo poligonal de m componentes é um mapa L : StustL- U ST — R, linear

por pedagos, em que a restrigio L : Stu St u St = Lish g Lol St) é um
homeomorfismo.

Observagao:

No caso em que a projecao do elo é equivalente & unido disjunta de m circulos, temos
um elo trivial de m componentes.

Vamos agora introduzir algumas preliminares necessarias para que possamos enunciar
um dos teoremas mais importantes dentro da teoria dos néds, conhecido como teorema

de Reidemeister. Inicialmente vamos definir equivaléncia de projegdes regulares (isotopia
planar).

2.9-Definicao: Isotopia planar

Dizemos que duas projegdes regulares de elo sao plano-isotépicas se uma for conectada
3 outra por uma sequéncia finita de movimentos como os mostrados a seguir.

Figura 2.4: Exemplos de isotopia planar.

’
\I

Observemos que durante a isotopia planar estao proibidas as seguintes situacgoes:

a) surgem ou desaparecem pontos de cruzamento,
b) as projecoes de dois trechos do né tangenciam-se,

c) as projegoes de trés pontos do nd coincidem.

Embora proibidas na isotopia planar, essa situacdes ocorrem durante 0 processo de
realizagio dos chamados movimentos de Reidemeister, que podem ser de trés diferentes
tipos: 1, 2 e s Eles podem ser vistos na figura (2.5).
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Figura 2.5: Movimentos de Reidemeister.
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Na referéncia [16] Reidemeister estabeleceu um resultado de grande importancia para 2
teoria nos nés, conhecido hoje como teorema de Reidemeister. Esse resultado nos permite
abordar o problema da equivaléncia entre elos, que originalmente ¢ tri-dimensional, do
ponto de vista das suas projecoes regulares.

9 10-Teorema: Dois elos sao isotépicos se e somente se um pode ser obtido a partir do
outro através de uma seqiiéncia finita de movimentos de Reidemeister e isotopias planares.

Prova:

1) Para provar a primeira afirmagéo do teorema é suficiente observar que cada um
dos movimento de Reidemeister bem como cada um dos movimentos que definem isotopia
planar pode ser obtido através de projecoes de uma seqiiéncia finita de movimentos ele-
mentares. Concluimos entdo que se as projecdes regulares de dois nés forem conectadas
entre si por uma seqiiéncia finita de movimentos de Reidemeister e isotopias planares,
entio esses nés sdo isotopicos entre si.

2) Para provar o restante do teorema tomemos dois elos isotopicos L e L' e suas pro-
jecdes regulares Lo e Lj em algum plano de projecdo II. Pela defini¢do de isotopia, €
suficiente considerar um Unico movimento elementar (ver figura 2.2). Observemos que as
componentes da intersecao de int(ABC) com Lo podem ser de dois tipos: se a cOmpo-
nente estd associada a um trecho do né situado acima do plano II, falamos em projegao
superior, e em caso contrario, falamos em projecao inferior. A existéncia de dois tipos de
componente deve ser sempre lembrada durante a realizacdo dos movimentos elementares.

Como a intersecdo de int(ABC) com Lo é em geral composta de vérios trechos dife-
rentes, é muito mais simples considerar que em vez de realizar diretamente o movimento

e O

elementar AB — ACU C B, nés o realizamos por partes, percorrendo uma seqiiéncia fini-
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E?iSSgﬁzvggt:;elgz?tﬁfs equivalente ao movir.ncinto original. Vamos entao c_lividir 0
e dge ini rjznores, .sob a cond.lgao de que os lados desses tridngulos
i e (ABC)N L. Es§es tridngulos menores podem ser de quatro
; - ) o com as partes de int(ABC) N Lo com as quais eles possuem
intersegao. A figura (2.6) mostra alguns exemplos.

Tridngulos do tipo I contém um vértice de int(ABC) N Ly, bem como partes dos
segmentos que se “afastam” dele, desde que essas partes s6 atinjam dois lados diferentes
de.ABC. Triangulos do tipo II contém um vértice de int(ABC) N Lo e partes dos
dois lados que se “afastam” dele. Tridngulos do tipo III contém somente uma parte de
um 1~ado de int(ABC) N Ly. Finalmente, trigngulos do tipo IV nao contém nenhuma
pOrgao de int(ABC) N Ly. A construgo desses tridngulos pode ser feita por etapas:
prlrlrle%ramente utilizamos os tipos I e II para dar conta de todos os pontos de cruzamento
e vértices, posteriormente englobamos todos os trechos de lados de int(ABC) N Lo que
porventura estejam sobrando, usando para isso 0s triangulos do tipo JTI. Como ultimo
passo preenchemos os espagos vazios restantes com tridngulos do tipo IV.

Notemos que cada um dos movimentos elementares realizados através dos tridngulos
I,II,1IIe IV geraouum dos movimentos de Reidemeister ou uma isotopia planar. No
caso dos triangulos do tipo I, temos em correspondéncia um movimento de Reidemeister
do terceiro tipo (€23). No caso dos tridngulos do tipo 11, temos ou )z, como Vvisto na
figura (2.6.ILa) ou uma isotopia planar, como visto na figura (2.6.1L.b). No caso dos
triangulos do tipo I1], temos ou (),, conforme se vé na figura (2.6.11L.a) ou uma isotopia

planar, conforme se vé na figura (2.6.11Lb). No caso dos triangulos do tipo IV, temos
uma isotopia planar. U

) ey b ILb)
\ fil I' \ i \\
’I\ \‘ ,1\/ \\ ’, \\ /
T ~ \ !
,’r \\\\ " \‘ l’ r “\
A I" I"
I11.a) 24 [11.b) i V) £
’ \ ,JI ‘\ / 1, \\
A ' v ! \
l: \‘ 1‘ /\‘ II \\

Figura 2.6 Triangulos do tipo I, 11, Il e IV.

Devemos observar que O resultado acima tem a importédncia pratica de reduzir um
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problema tri-dimensional a um problema bi-dimensional.

2.2 Invariantes de elo

E;ln i;iﬁgg;le;:?; a(?fgtgzri?zz i(l;np‘or_tantes da teoria dos nés consiste em encontrar

: 5 ecidir se dois nés dados sdo isotépicos. O fato de
esse p_lob.lema nao ter solugio conhecida até o momento é a razio pela qual dissemos
g PR Pl capitulo que no sabemos determinar a probabilidade de uma curva gerada
aleatoriamente pertencer a uma determinada classe de isotopia.

'O que usualmente se faz é associar aos elos uma fungdo que depende apenas das classes
Sie isotopia. Essa funcio é chamada de invariante de elo. Dois elos que possuem a mesma
imagem por um certo invariante ndo sio necessariamente isotopicos, mas se dois elos
possuem imagens diferentes pelo invariante, entdo podemos afirmar que esses elos nao
sa0 isotépic_os. O conhecimento do valor assumido pelo invariante em uma certa curva
~ nos permite restringir o niimero de classes de equivaléncia as quais pode pertencer.
Quanto mais nés diferentes o invariante consegue distinguir, mais refinado ¢ 0 nosso
conhecimento topoldgico acerca das curvas em estudo, de modo que grande parte do que
se faz em estatistica dos nds é tentar calcular a probabilidade de uma curva qualquer ser
um n6 com um dado valor de um certo invariante.

Atualmente os invariantes descobertos por Jones (veja a referéncia [21]) e Vassiliev
(veja a referéncia [18]) tém se mostrado de grande importancia. Nessa segao descreveremos
em detalhe uma das possiveis construgoes do invariante de Jones, seguindo a abordagem
contida em [18] e [22].

2.2.1 Invariante de Jones

Inicialmente vamos introduzir a notagao a ser atilizada. A figura (2.7) mostra 3 diagramas
de elo que sdo iguais entre si em toda parte, exceto nas regioes contidas no interior dos
pequenos circulos pontilhados. Dentro dessas regioes os diagramas sao conforme mostrado
nessa mesma figura. Denotaremos esSes diagramas pelos simbolos L, La e Lp.

Figura 2.7: L, La € Lp.

Seja L um diagrama de elo qualquer e seja Ko 0 diagrama do no¢ trivial. Vamos associar
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: a cada diagrama de e inémi ‘4
| o ggenérico - lo ‘mfl polindmio nas variaveis a, b e ¢, denotado por (L) no caso do
, satisfazendo as seguintes relacdes, chamadas de relacdes definidoras:

(L) = a({L4) + b{Ls), (2.1)
(LU KoY = c(L), (2.2)
(Ko) = 1. (2.3)

501" fim, vamos assumir também que esse polindmio é invariante por isotopia planar.
i Ra_lélos a_gora estudar o comportamento de (L) quando da realizagao dos movimentos
e Reidemeister. A figura (2.8) mostra as situacdes relevantes para a discussao.

a) <\/\/\/\)>=(a2+b2+abc)<.’> <‘.>+ab<’\/‘.>
e b & o ‘\(\/J s
b) “AA Y=al —— ) +a! :\/
/\> = a<'\_——-—\ ( '.> +a"1<l’\\//\f‘

C) Il’ ‘\I i _a__ 3 Irl \\ IfJ \\I = —'33 ‘.', \\I
Figura 2.8: Comportamento de (L) sob os movimentos de Reidemeister.

Na equacao mostrada na figura (2.8.a), a relagao (2.1) foi aplicada aos dois cruzamentos
do diagrama do primeiro membro dessa equacdo. Vemos que fazendo b = a™' e ¢ =
—(a® + a™?) temos invariancia de (L) por (. Agora, no entanto, nao podemos mais
impor nenhuma relacdo desse tipo, pois 0 numero de varidveis independentes se reduziu
2 1. Devemos entdo averiguar se O polinémio na varidvel a ¢ invariante pelos outros
dois movimentos de Reidemeister. A figura (2.8.b) mostra que (L) é invariante por {l3.
Observemos que para chegar a €ssa conclusio aplicamos a relagao (2.1) e utilizamos a
invariancia de ( L) por Q4 e por isotopia planar. A figura (2.8.0), por sua vez, nos mostra
que (L) ndo é invariante por ;. Um mapa invariante por Q, e 3, como (L), é dito ser

um invariante por isotopia regular.
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T

5 Lg) feg?izﬁgsdsu:p}jcas(}:: ;135616.\'350\ (2.1).é 0 surgimento de dois novos diagramas (_L A
s f Sl cenco a reah'zagaf) de uma transformagamo do t1.po A, %sto
; Ay ST L SUTEIY devido & realizagio de uma transformagéo do tipo B, isto
é, L -—> L B .O nimero de diagramas obtidos apés todos os pontos de cruzamento sererm
destruidos é igual a 2, onde n & o ntimero de cruzamentos de L. Um outro fato importante
s dt’ave ser notado & que dado um diagrama L e um outro diagrama obtido a partir de L
ai?raves de um nimero finito de transformagdes do tipo A ou do tipo B, sabemos sempre
d}ZGJ} que tipo de tranformacdes ocorreram em cada cruzamento de L, o que por sua vez
significa que sabemos sempre dizer qual mondmio na varidvel a estd associado a cada
diagrama obtido pela destruicio dos cruzamentos de L, independentemente da ordem em

que-tals destruicdes sao realizadas. Essas observagbes nos permitem enunciar o resultado
abaixo, que pode ser encontrado em [18], por exemplo.

9.11-Teorema: Existe um tnico polinomio (L) satisfazendo as relagoes definidoras

@1, (22) e (23).

Prova: Dado o diagrama L, numeramos seus cruzamentos € associamos a cada um
deles uma varidvel de estado (s;, para o ¢-€simo cruzamento), que pode assumir 0s valores
abstratos A ou B, de acordo com o tipo de tranformagao efetuada no cruzamento quando
da aplicacio da relagao (2.1). Uma escolha dos estados de todos os cruzamentos de L é dita
ser um estado de L. O niimero de estados de um diagrama qualquer com n cruzamentos
éigual a 2". A cada estado s do diagrama corresponde um conjunto de circulos disjuntos
dois a dois, obtidos apés a destruigao de todos os cruzamentos de acordo com a prescricao
ditada por s. Denotando por a(s) e B(s) os nimeros de cruzamentos nos estado Ae B e
por (s) o nimero de circulos disjuntos associados a s, obtemos:

(L) = Zaa(s)bﬂ(S)Cw(s)—l i Z a?(&)=B0) (g2 — B (2.4)
8 S

Vemos assim que o polinomio (L) estd univocamente definido. Se tomarmos a equagao
(2.4) como a defini¢ao de (L), garantimos a existéncia desse polindmio. Usando essa
expressdo para (L) € possivel verificar as relagdes definidoras. A relagao (2.1) pode ser
obtida se escolhermos um cruzamento arbitrario e realizarmos explicitamente a soma 1o
indice correspondente. A relacdo (2.2) pode ser obtida se notarmos que a iinica diferenca
entre o diagrama L € 0 diagrama formado pela unio de L com um circulo é que o segundo
possul um circulo a mais que L. A relacdo (2.3) € trivialmente satisfeita, pois nesse caso

existe um tunico estado s associado ao diagrama, sendo que a(s) = B(s) =0e y(s) = 1.

O
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De posse do polindmi ¢ : ;
o p.t omio estudado acima, podemos definir um invariante por 150topia.
ssitamos definir uma fungéo auxiliar denominada nimero de torgoes?.

2.12-Definicao: Nimero de torgdes (W (L))

Seja L um diagr o . o
. e = diagrama de elo. Vamos atribuir a cada componente de L uma orientagao
arbitraria. Para cada cruzamento associamos um nimero (€;, para o i-€simo cruzamento),

de acordo com a figura (2.9).
AN b
e /

Figura 2.9: Valores possiveis da varidvel ¢;.

A funcdo W(L) é dada por:

W)= e (2.5)

em que a soma é tomada sobre todos os cruzamentos de L.

Podemos mostrar que W (L) é invariante pelos movimentos Q, e §23, pois no caso
do segundo movimento de Reidemeister os sinais dos dois cruzamentos que SOmeM (ou
surgem) sdo Opostos, enquanto que no caso do terceiro movimento de Reidemeister os
sinais dos cruzamentos A, B e C sao iguais aos sinais de A', B' e C', respectivamente,
conforme se vé a partir de uma andlise da figura (2.5). Com relagao a (;, no entanto,
W (L) varia de uma unidade, pois nesse caso temos ou o surgimento ou o desaparecimento
de um cruzamento.

Tanto o polinémio (L) quanto a funcao W (L) sdo invariantes por Q) e §23. Podemos
entio tentar combinar suas variacoes associadas a (), de forma que elas se cancelem
mutuamente. Isso é obtido se definirmos o chamado polinémio de Kauffman:

X (L) = (-a)"M (L), (2.6)

em que o diagrama |L| é o diagrama L sem orientagao.

2Do inglés, “writhe number”
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Utilizando a definigao aci
finigdo acima podemos verificar que X (L) é invariante por ;. Vejamos:

i
(%) oten (£53)-2(£3)
Figura 2.10: Invaridncia de X (L) por ;.

: Cg:lodoﬁp.cz;u%omio de Pr(auﬁ"mgn é definido a partir de (L), podemos encontrar as
relagdes definidoras para X (L). E usual proceder-se como segue: dado o diagrama L,

escolhemos um cruzamento qualquer e definimos os diagramas L*, L™ e L° mostrados na
figura (2.11).

-
P ~ P

P :'\/4“. il
\\\ \/r \\/

~ Sl=im iy

’ N

\

/ \
/\ 0 ] 1
! L el !
! \ '

7 \ 7

- \\___/

Figura 2.11: Diagramas associados ao polinémio de Kauffman.

Aplicando a relagdo (1) para L™ e L™ obtemos:

Gl e = e~ UL, (2.7)
Usando agora o fato de que W(L*) = W(L®) £1, chegamos a:

AX(IH - *X(L7) = (a® — a 21X (L) (2.8)

As outras duas relagdes satisfeitas por X (L) também podem ser obtidas a partir das
relagoes satisfeitas por (L). Obtemos assim que o polindmio de Kauffman assume o valor
1 no né trivial e que a relagdo (2.2) é vdlida com (L) substituido por X (L). Se na defini¢do

‘de X (L) substituirmos a variavel a por g~ /* obteremos uma expressdo para o polinémio
de Jones V(L). Escrevendo as relagGes satisfeitas por X (L) em termos da nova variavel
g, chegamos finalmente as relagoes definidoras para o polinémio de Jones:

V(L) - V(L) = (@Y = VD), (2.9)
V(LUK = (g + V(D) (2.10)
V(Ko) =1, (2.11)
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i Lol novamente o simbolo para o diagrama do né trivial. A equagdo (2.9) nos
b o que. <{1feFentemente do caso em que lidamos com o polindémio de Kauffman, no
caso do p011110~m10 de Jones nio temos a destruicdo de um ponto de cruzamento, € sim
a transformacdo de um cruzamento no seu oposto, além da presen¢a de um né com um
cruzamento & medog (L%). Podemos entio aplicar (2.9) recursivamente, até que em algum
mom?ntg existam apenas elos triviais, cada um com um nimero m de componentes. O
Po%ﬁomlo de Jones pode ser facilmente determinado para o elo trivial de m componentes
(Lg™), sendo dado por V(Lg™) = (—¢/* - g~/2)m1  de acordo com as relagdes (2.10) e
(21l

A rigor, para termos certeza de que esse procedimento realmente leva a determinagao
de V(L), devemos provar que existe uma seqiiéncia finita de elos ligando L ao elo trivial.
Para tanto enunciamos o resultado abaixo, que pode ser encontrado em [18].

2.13-Teorema: Qualquer elo de m componentes pode ser transformado no elo trivial
de m componentes pela aplicacio de uma seqiiéncia finita de mudangas de cruzamento.

Prova: Tomemos inicialmente o caso de um né K. Consideremos a projegao de K sem

distinc@o entre pontos superiores e inferiores em cada cruzamento, ou seja, a “sombra”
desse né. A figura (2.12) mostra um exemplo especifico.
=yl &8

» A

 p
Sombra
de K !

Figura 2.12: Um no trivial obtido através de mudangas de cruzamento.

¢ B

g

Tomemos uma reta r contida no plano de projegép tal que a interse¢ao enf:re a sombra
de K e r seja vazia. Imaginemos agora que aproxima-se dessa sombra, ate que ocorra
uma intersecio em algum ponto P. A partir desse popto tomemos uma reta perl()jend}(czlular
a0 plano de projecao € sobre essa reta .ESCOH.la,fI].OS dois poptos distintos A e’E_B. ons1d ere-
mos agora O movimento de um ponto imaginario que viaja em uma trajetoria ascen ente

~, desde A até B de forma que a sombra dessa trajetéria coincida com a sombra de K.
3 )
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Unindo a trajetdri

pode ser obtiilo arlga;‘yti?odsegmentq de reta que liga A e B obtemos o nd trivial (o

fe e ei K mediante a aplicacio de um nimero finito de mudangas de
geral de um elo com m componentes, devemos proceder da mesma

2.3 Trancas e nds

Nesta secao v . : g : :
. ;}n amos @ostrar que existe uma estreita relacio entre os objetos conhecidos

omo tr ; ! : : ’ '

, gas e 0s nés. Vamos mostrar que & possivel obter invariantes de né a partir de

funcoes deﬁnld'as no conjunto das trancas. Inicialmente vamos definir trancas adotando
um ponto de vista geométrico.

2.14-Definigao: Trangas

Consideremos um sistema de eixos cartesianos no espago. Tomemos dois segmentos
de reta opostos um ao outro, paralelos ao eixo das abcissas e contidos no plano XZ. Em
cada um desses segmentos tomemos n pontos equidistantes uns dos outros, Py, ..., Py no
segmento inferior e @1, ..., @, no segmento superior, digamos. Chamamos de tranga de
n cordas a um conjunto de linhas ascendentes que une os pontos P, ..., P, aos pontos
Q1,...,Qn em qualquer ordem. Por linhas ascendentes queremos dizer que um plano
paralelo ao plano XY intercepta cada uma das linhas em no maximo um ponto. Na
figura (2.13) sao mostrados alguns exemplos.

e

Figura 2.13: Exemplos de trangas.

Cabem agora algumas observacdes a respeito da definicdo anterior. Em primeiro lugar,
poderiamos ter definido trancas como sendo mapas, mas acreditamos ser mais pratico
pensar em termos de linhas no espago.

Outra observagao importante é que assim como no caso dos nés, podemos introduzir
uma relagdo de equivaléncia entre trancas, usando para isso a defini¢do (2.4) de movimento
elementar. Devemos apenas estar atentos ao fato de que trangas sdo linhas ascendentes,
de forma que estao proibidos 0s movimentos elementares que, se realiza.dos7 levaria,.m a
uma situacdo final na qual algum plano paralelo ao plano XY interceptaria alguma linha

em mais de um ponto.
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2.3.1 Grupo de trancas

gii?tf:;im%sr aégom que o conjunto das classes de equivaléncia das trancas de n cordas,

. C}; n, POSSUl uma estrutura de grupo.

. t?gigzz?igglz i\iz 1:(;18112:2 dle n cordas é definido como sendo a concatenagao das

e d:; plesmente co~1ar os pontos P, ..., P, de umta tranca aos
P IERER ) outra. Na nossa convencdo o produto bgb; é formado dispondo-se a
tranca by sobre a tranca b;.

Sejam [a] e [b] duas classes de equivaléncia de trangas. Definimos o produto [a[b] como
sendo a classe de equivaléncia do produto entre um representante da classe [a] e um da
classe [b].

A ﬁgurrfx (2.14.&) mostra um exemplo de uma tranca (denotada por e) que é equivalente
a tranga trAlvqul. O elemento identidade do grupo de trancas é definido como sendo a classe
de equwalen/ma de e. A figura (2.14.b) mostra que o produto entre classes de equivaléncia
de trancas é associativo. A figura (2.14.c), por sua vez, mostra um exemplo de uma
tranca (b~1), cuja composicdo com a tranca b, também mostrada na figura, é equivalente
a e. Note que b~! é obtida mediante a reflexdo de b com relagao a um espelho hipotético
paralelo ao plano XY e tocando as extremidades Py, ..., P, (ou @1, ... Qn) de b.

0 bzlL_ oy b—uYP ;

Figura 2.14: Elementos do grupo de trangas.
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2.3.2 Geradores e relacoes

Podemos apresent : ;
e ell:)ement:: (;1;11 grupo listando um conjunto de elementos capaz de gerar todos
grupo e estabelecendo as relacdes satisfeitas por esses geradores.

ntes de listar os geradores de equivalencia
A ore e ivalénci

e g 1 do grupo B,, notemos que em cada classe quivalénci
podemos escolher um elemento que possui as seguintes caracteristicas:

a) as projecdes das linhas ascendentes néo se tangenciam,

b) nenhum ponto do plano X Z é a projecio de trés ou mais pontos da tranca,

c) todo's os pontos de cruzamento ocorrem em altitudes diferentes (medidas na diregao
do eixo axial).

Na figura (2.15.a) vemos um exemplo de uma tranca satisfazendo essas condicoes.

Observemos que ela pode ser escrita como um produto de elementos do tipo B oy
mostrados na figura (2.15.b).

b)

a) AN J
g\ b, = \/\ L e s y\—

Figura 2.15: Geradores do grupo de trangas.

Como conseqiiéncia, temos que toda classe de equivaléncia de trancas [b] pode ser
escrita como um produto das n — 1 classes de equivaléncia dos elementos by, ..., Uy 1 do
figura (2.15.b). Dizemos que {[b1), ..., [ba—1]} é 0 conjunto dos geradores de B,,. Asrelagoes
satisfeitas pelos geradores podem ser descobertas se examinarmos o que acontece quando
realizamos transformagdes que ndo respeitam as condicdes a), b) e c) listadas acima.
Na figura (2.16) mostramos 0s diversos tipos de transformagdes que nao satisfazem tais
condicoes.

A partir da figura (2.16) podemos inferir que:

b:[b;'] =, (2.12)
(ba) (Bi-ra][bs) = [Bisa] (Bi] i)y (2.13)
e também
(b:)[b;] = [b;[be), sempre que [i — 7 = 2. (2.14)
39




a)

c)

b)
N\ —
\

Figura 2.16: Relagdes entre os geradores do grupo de trangas.

A~ relagdo (2.12) é satisfeita por qualquer grupo. A relagdo (2.13) é conhecida como
relacio de trancas® e a relagio (2.14) é chamada de comutatividade & distancia & o
posse dos geradores de B, e de suas relacoes, podemos nos perguntar se qualquer relagao
entre trancas pode ser obtida pela aplicacio das relacdes (2.13) e 2.14), além das relagoes

uls;u?us de grupo. A resposta para essa pergunta é dada pelo teorema de Artin, enunciado
abaixo.

2.15-Teorema: O grupo das classes de equivaléncia de trancas de n cordas (B,) ¢é

isomorfo ao grupo abstrato gerado pelos elementos by, ..., by_1 satisfazendo as relacoes
(2.13) e (2.14).

Prova: J4 vimos que os elementos by, ..., b1, satisfazendo as relacdes (2.13) e (2.14),
geram B,. Para mostrar que toda relacéo entre trangas encontra uma expressao em termos
das relacdes entre os geradores, ¢ suficiente mostrar que qualquer movimento elementar
realizado em uma tranga é equivalente a aplicacao de tais relagoes.

Utilizamos para isso o artificio de realizar o movimento elementar por etapas, assim
como foi feito no caso do Teorema de Reidemeister. No caso de trangas, temos que,
por defini¢do, nao ocorrem situacdes envolvendo o primeiro movimento de Reidemeister,
pois as linhas poligonais sio ascendentes. A realizagio de um movimento do tipo £
corresponde & aplicacao da relacdo usual de grupos (2.12). A realizacao de {23 corresponde
A aplicacdo da relagao (2.13). A realizagao de isotopias planares que modificam a altitude
dos pontos de cruzamento, por sua vez, estd associada & aplicagdo da comutatividade a

distancia (2.14). O

3Do inglés, “braid relation”
1Do inglés, “far commutativity”
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2.3.3 Teorema de Alexander

Nesta secao vamos final : - >

e eragién:cl)lbtfen;zsg :Irl a relacao e)-dstente entre trancas e nds. Inicialmente

b € By, definimos o seu fechamento CQO?ISI, conhecida como fechar.nen‘io. .Dada uma tr-anga

e Bl e i pO sendo a classe de equwalenqa do elo ol?tldo a

o htaro Dol D s 1 G’Qi, P, e 1, e assim por diante, terminando

o alirente dud e o by elbLe atrave§ de curvas contidas no plano X Z. Notemos
Ssoclagao ¢ bem definida, ou seja, constitui um mapa. Afirmamos

também que esse mapa, é sobrej
rejetor. Essa afirmacao é v
_ é, de fato, o con 1
Alexander, enunciado abaixo. . s

.16- : : ]
A2 6 Teorerfla. O fechamento é um mapa sobrejetor, ou seja, toda classe de equi-
valéncia de elo € o fechamento de alguma tranga.

Prova: Yamos apresentar uma prova para o caso particular de um elo com 1 com-
ponente. Seja K um diagrama de né poligonal e seja O um ponto qualquer. Se um
observador situado em O vé todos os lados de K orientados positivamente, isto ¢, da di-
reita para a esquerda, dizemos que K circula em torno de O. Nesse caso a demonstracao
do teorema, é simples, pois é suficiente cortar o diagrama K segundo uma linha radial e
esticé-lo na direcdo vertical, conforme vemos na figura (2.17), onde a linha radial citada
acima aparece pontilhada. O resultado dessa operagdo ¢ uma tranga cuja imagem pelo

fechamento é o né K.

it
QTN

Figura 2.17: Um né obtido a partir do fechamento de uma tranga.

Para que a demonstracao esteja completa, devemos mostrar que mediante a realizagao
de uma seqiiéncia finita de movimentos elementares é possivel transformar qualquer nd em
um outro né cujo diagrama circula em torno de algum ponto O. Para tanto necessitamos

aplicar o procedimento descrito a seguir.
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Seja AB um lado n i
: egativame i - :
movimento elementar que substiéllfz zlizrcll?do logud eelogao 4 O do 8 Bt u

tridngulo cujo vértice C est4 s; AB pela unifo dos outros dois lados de um
1t T
de tal operacéo. uado atras do ponto O. A figura (2.18) mostra um exemplo

Figura 2.18: Movimento associado & demonstracio do teorema de Alexander.

Os dois novos lados estdo positivamente orientados com relagio a O. No caso do
lado AB possuir um ponto de cruzamento, h a possibilidade de alguma porgéo de K
invadir o interior do tridngulo ABC. Nesse caso podemos mover o ponto C' de uma forma
conveniente, até que a intersecdo do interior de ABC com K seja vazia. No caso mais
geral em que o lado AB possui mais de um ponto de cruzamento, podemos dividi-lo em
segmentos menores, cada um contendo apenas um cruzamento, ¢ realizar as operagoes
descritas em cada um desses segmentos. O

2.3.4 Teorema de Markov-Birman

O fechamento nao é um mapa injetor. No exemplo mostrado na figura (2.19) vemos duas
trancas que ndo sdo equivalentes mas que possuem 0 MesMo fechamento.

/ &
/- \

Figura 2.19: Duas trangas nao-equivalentes que possuem O MeSmMo fechamento.

A questdo que se coloca entao é: quando duas trangas possuem o mesmo fechamento?

A resposta a essa pergunta é dada pelo teorema de Markov-Birman. Antes de enuncid-lo

necessitamos introduzir a definicdo de movimentos de Markov.
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2.17-Definigdo: Movimentos de Markoy

Seja b um elemento d
il 0 gru e : ;
substituicao: grupo B;. O primeiro movimento de Markov consiste na

b — a:ba,_l, com aq¢€ Bn- (215)

segun I
O segundo movimento de Markov consiste na, substitui¢ao:

+1
bbb com b.e B, (2.16)

Na expressa i 1
o partisfcc)l azlmaBO simbolo b que aparece multiplicando b é um elemento de Bpi1
P e b € B, pelo procedimento que consiste em justapor uma (n + 1)-ésima

corda a direita de b € Bn e considerar o resultado como um elemento de B,y. Na figura
(2.20) mostramos os dois movimentos de Markov.

a) b)

Figura 2.20: Movimentos de Markov.

Podemos agora enunciar o teorema de Markov-Birman, que estabelece quando duas
trancas estdo associadas 34 mesma imagem pela operagao fechamento.

9 18-Teorema: Duas trangas possuem 0 mesmo fechamento se e somente se uma pode
ser obtida a partir da outra por uma seqiiéncia finita de movimentos de Markov.

Prova: Vamos mostrar que oS movimentos de Markov ndo alteram o fechamento de
uma tranca. A outra afirmagao do teorema é bem mais diffcil de ser provada e por essa
razio remetemos o leitor ao livro de Birman [20] para uma leitura mais aprofundada. A
figura (2.21) € um argumento suficiente para demonstrar a primeira parte do teorema.
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2)

b)

Figura 2.21: Teorema de Markov-Birman.
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Capitulo 3

Invariante de Turaev

S;I;foggz)i;:ngnn(?j;‘j:;”j&:? [25] - [:?49], é posgivel obter ir.lvariantes de né através de
: categoria dos objetos conhecidos como emaranhados' e
a ca,tego'rlz?, das representacoes de dimensdo finita de uma 4lgebra de Hopf com certas
caracteristicas especiais. Essa associacio é conhecida como funtor de Turaev. Conforme
veremos adiante, elos podem ser pensados como sendo casos particulares de emaranhados.
Para esses casos particulares o funtor de Turaev fornece imediatamente invariantes de no.

Inicialmente apresentaremos as categorias envolvidas na construcdo do invariante de
Turaev, ap0s O que enunciaremos o teorema que garante a sua existéncia.

3.1 Categorias e funtores

Como ponto de partida para nossas discussdes necessitamos introduzir alguns conceitos
basicos da teoria das categorias.

3.1-Definicao: Categorias
Uma categoria C consiste em:

a) uma classe Ob(C) de objetos A, B

b) para cada par ordenado (A, B) de objetos de C, um conjunto Mor(A, B)c, chamado
de conjunto dos morfismos de A em B,

c) para cada tripla ordenada (4, B,C) de objetos de C, um mapa de Mor(B,C)c x
Mor (A, B)c em Mor(A, C)c, chamado de composicdo de morfismos, que associa o

par (g, h) ao morfismo gh =g°h,

1Do inglés, “tangles”

45




satisfazendo os seguintes axiomas:
a) os conjuntos a

) j Mor(4, B), sio disjuntos dois a dois

)

b) se hg e gf estdo definidos, entso (hg)f = h(gf)

c¢) para cada objeto -
el deJA egeixistg um rr'lorﬁsmo pertencente a Mor(A, A)¢, chamado de
Lo otado por id4, para o qual vale: idgo f = fegoida =g
0 esquerdo dessas equagdes estiver definido. . :

Observagao: Utilizaremo
s fr L
f € Mor(4, B)c. equentemente a notagdo f : A — B para indicar que

3.2-Definicao: Isomorfismos

Um morfismo f : 5 di i
f: A — B édito ser um isomorfismo se existir um morfismo g : B — A

tal que gf =tds e g 4 W
¢ 4 ¢ fg =idp. Dizemos que o morfismo g é o inverso de f, e escrevemos:

3.3-Definicao: Funtores covariantes

S-ejam C e D categorias. Um funtor covariante 7 de C em D, denotado por F : C = D
consiste em uma familia de mapas que: :

a) a cada objeto A de C associa o objeto F(A) de D,

b) a cada morfismo f: A = B de D associa o morfismo F(f) : F(A) = F(B) de D,
de tal forma que:

a) F(ida) = tdx(a),

b) F(gf) = F(g)F(f), sempre que gf estiver definido.

Funtores contravariantes sao definidos de forma inteiramente andloga ao caso covari-
ante, a unica diferenca sendo com relagio a propriedade b), onde no caso contravariante

temos que F(gf) = F(H)F(9)-

3.4-Definigao: Transformagoes naturais
Sejam F e G funtores (do mesmo tipo) de C em D. Uma transformacgdo natural

o : F — G é uma mapa que associa a todo objeto A de € um morfismo em D, a

et By ELO D G(A), sendo que para todo morfismo f : A = B de C temos:
; nsformagéo natural que ¢ um isomorfismo é chamada de

G(f)on = apF(f)- Uma tra
isomorfismo natural.
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3.5-Definicao: Bi-funtores

Dadas duas categorias C -
objetos sdo pares ordenados ?f’lD }Bdeﬁnlmos 0 produto C x D como sendo a categoria cujos
<o pares ordenados (,g), con ), com A objeto de C e B objeto de D e cujos morfismos
»9), com f morfismo de C e g morfismo de D. Sejam C, D e €

categorias. Um bi-funtor F d
: eC =D 3 {li 3 i
el e em £ é uma familia de mapas tal que sejam validas

a) para cada identidade id,, F(id,, -) é um funtor
b) para cada identidade idg, F(-,idg) é um funtor

c) paracada f: A= A em Ceg: B — B em D, temos que:

}-(fvg)[j:(AaB)] = F(ZdA’ag)OF(fade)[j:(AvB)]

= F(f,idg) o Flids, 9)[F(4, B)]. (-1

’Se 08 f.untores F(ida,") e F(-,idg) forem ambos covariantes, dizemos que 0 bi-funtor
F é covariante.

3.6-Definigao: Categorias monoidais
Uma categoria monoidal (C,®, I, a,T, [) é constituida de uma categoria C, um bi-funtor

covariante ® : C x C — C, um objeto I de C, chamado de identidade e trés familias de
isomorfismos naturais

aAgc(A®B)®C—>A®(B®C), TAZA(X!I—)A, lAI®A-—)A (32)

(em que A, B e C sio objetos de C), tais que 08 seguintes diagramas comutem:

(A®B)®(C®D)
. & (A®1)®B — A® (I®B)
o
(A®B)®C)®D A®(BS(COD)) ’®\1N /d®l
A ® id d® a A®B

(A®(B®C))®D _2, A®(B®C)®D)

Figura 3.1: Diagramas comutativos de uma categoria monoidal.
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Uma categoria monoida] é dj

: ta ser estri
figura (3.1) forem morfismos ide brita se todos os isomorfismos aspc, 74 € la da

ntidade.
3.7-Defini¢ao: Trancados?

Um t
rangado em uma, categoria monoidal C,®,1,a,r,l

isomorfismos naturais ¢y - ) consist ili
vy UV 5 VeU e em uma familia de
, tal que para

C os Seguintes diagramas comutem: quaisquer objetos A Be C de
A i :
(A®B)®C B = e o
e B(C®A)  AB(B®C) (CRAIDB
N d® e id® S~ h _e@id

(B® A Lt
Y®C B® (A®C) A®(C®B) +> (A®C)®B

Figura 3.2: Diagramas comutativos dos trancados.

A naturalidade dos trancados signi
gnifica que par . :
g:B— B terics: que para todo par de morfismos f : A — Ae

(9® fleas =cap(f®9) (3.3)

Pode-se mo~strar (ver referéncia [28]) que trangados em uma categoria monoidal satis-
fazem a equacdo de Yang-Baxter, isto é:

(ide @ CA,B)(CA,C ® 1dg)(ids ® cpc) = (eBc ® ida)(idp ® cac)(caB® idc). (3.4)

Uma categoria monoidal com trancados é dita ser uma categoria monoidal e trangada,
denotada por (C,®,1,a,71, ¢). Dada uma categoria monoidal e trangada, podemos in-

troduzir o conceito de espiral®.

3.8-Definigdo: Espirais
Seja (C,®, I,a,71, ¢) uma categoria monoidal e trangada. Uma espiral nessa categoria

4 uma familia de isomorfismos naturais 8, :V — V, com V objeto de C, em que 0r = ids

e tal que para todos 0s objetos A e B de C tenhamos:
Eet TG G

2Do inglés, “braiding”.
3Do inglés, “twist”.
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/] =
A®B CB,ACA,B(QA X 93) (35)
3.9-Definicao: Dualidade

Uma dualidad :
€ em uma categorial monoidal (C,®,1,a,r,1) consiste em:

a) um mapa de C em C que a :
cad : .
o hiataadoids ohiehs ool Zobjeto A associa um outro objeto, denotado por A*

b) duas familias de morfismos

ba:l 2 AQA* e dy: A"@A—I, (3.6)
satisfazendo as seguintes relacdes:

'l:d,q = (’LdA ® dA) (bA @ ZdA) e ";dA* — (dA ® idAk)(idA— &® bA) (37)

O. conceito de dualidade nos permite definir o morfismo dual. Dado um f : A— B
definimos o seu dual f*: B* — A* através de: ;

F = (dp ®ids-)(idp- ® [ @ ida-)(idp- ® ba)- (3.8)

Podemos verificar que (fg)* = g*f* e (ida)" = ida-. Vemos entdo que as associagoes
A A* e f — [* definem um funtor contravariante, chamado de funtor dualidade e
denotado por x : C — C.

Dizemos que a dualidade é compativel com a estrutura de trancados e espirais se a
seguinte igualdade for satisfeita.

04- = (04)" (3.9)
Categorias monoidais e trancadas com dualidade satisfazendo a condigao de compati-
bilidade (3.9) sdo chamadas de categorias compactas.

3.2 Categoria dos emaranhados

Vamos agora definir 08 objetos conhecidos como emaranhados. A defini¢do mais interes-
dtico é a de emaranhados poligonais. Apresentaremos inicial-

sante do ponto de vista Pr :
e mapas, assim como procedemos no caso

mente, no entanto, uma definicdo em termos d
dos elos.
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3.10-Defini¢do: Emaranhados

Consideremos um si

sistem

m quadrado @ bema de coordenadas cartesianas em R?. Tomemos nesse espago
um q com dois lados paralelos ao ej : 0S ne pag

paralelos ao eixo vertical (“direcso 7) xo0 horizontal (“direcio X”) e dois lados

r enquanto que o seu lado horizom,al' O 13@0 horizontal inferior de @ serd denotado por

i : su ‘ : At

disjunta de circulos e intervalos fechados %Zrﬁ;se;id[%nc{]cado BOT, sy oein DRUIaEs s
e )

Um emaranhado é um ma
pal D R iga : ’
homeomorfismo. Requeremos ainda que: Tounnny

a fronteir i
° finitas dl;a (da imagem) de T, denotada por T, seja composta de duas seqiiéncias
pontos, uma delas contida em 7 e a outra contida em s
b

b) as. retas tangentes & imagem de T que passam por um ponto qualquer de 07T nao
sejam paralelas a 7 e nem a s.

Se o dominio de T for orientado, falamos em emaranhados orientados. A figura (3.3.a)
mostra um exemplo de emaranhado.

3.11-Definicao: Emaranhados poligonais
Sejam 7 e s 0s segmentos de reta da defini¢ao (3.10). Um emaranhado poligonal
(orientado) é a unido de um nimero finito de arcos poligonais (orientados), disjuntos dois

a dois, em que a sua fronteira é composta de duas seqiiéncias finitas de pontos, uma delas
contida em 7 e a outra contida em s.

A figura (3.3.b) mostra um exemplo de emaranhado poligonal, enquanto que a figura
(3.3.c) mostra um exemplo de emaranhado poligonal orientado.

a) b)
[l

R T

Figura 3.3 Exemplos de emaranhados.

Seja T' um emaranhado qualquer. Chamemos de k 0 m'imero de pont,os pertencentes a
8T Nr e de | o numero de pontos pertencentes a 6T Ns. Dizemos que Té u¥n emaranhaFio
do tipo (k,1). Caso T seja orientado, cada_um dos pontos pertencen_tes 4 sua fronteira
pode ser a origem Ou o término de uma linha de 7. Vamos associar 2 cada um dos
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linha de T', associamos a ele i 2 t'

siti
pontos de T N r, construf ST
o de BT s Ak dagemmé():euml?l Sequencia de sinais formada por k elementos. No
2 cada ponto que & o término dmel ante, S_endo que agora associamos um sinal negativo
origem de uma linha de T assoceia?nguma Ll ] dme Ol d oo

0S um sinal ;

todos os pontos de 0T N s construimos uma, S positivo. Procedendo dessa forma para

equéncia de sinais composta de [ el
Men o ; posta de [ elementos.
A figura (3.4) mostra um exemplo que ajuda a visualizar essa regra.

vo. Procedendo dessa forma para todos os

N — -+ + + 4
\\/- % ;
T= @\/4
/ \
CE e :
domtl=[—+ — &+ codom(T=(—. —. +. +. +. )

Figura 3.4: Seqiiéncias de sinais associados a um emaranhado orientado.

A seqiiéncia de sinais associada a oT N r, chamada de dominio de T', ¢ denotada por
dom(T"), enquanto que a seqiiéncia de sinais associada a 9T N s, chamada de co-dominio
de T, é denotada por codom(T).

3.12-Definicao: Composicao de emaranhados

Sejam T; e T» emaranhados tais que dom(Th) = codom(T3) A composigdo Ty o T3 é
definida como sendo 0 resultado da concatenagdo de Ty e T», isto é, dispomos T} sobre
T, e conectamos 0s pontos associados a dom(71) aos pontos associados a codom(T3). Na

figura (3.5.a) vemos um exemplo dessa operagao.

3.13-Definigao: Produto tensorial ,
Sejam 1 e CI% , emaranhados. O produto tensorial de T por Ts, denotado por T @73, é

obtido através do procedimento queé consiste em dispor T1 e T2 lado a lado (T & esquerda)
e considerar o resultado como sendo um novo emaranhado. Na figura (3.5.b) vemos um

exemplo dessa operacao.
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Figura 3.5: Exemplos de composigéo e produto tensorial de emaranhados.

Observagoes:

1) Tentg @ composicio quanto o produto tensorial de emaranhados sdo operagoes
assoclativas.

9) Da mesma forma como fizemos no caso de elos e trangas, introduzimos uma relagao
de equivaléncia no conjunto de todos os emaranhados. Para emaranhados poligonais a
definicao (2.4) de movimento elementar induz essa relacdo de equivaléncia, enquanto que
1o caso de emaranhados definidos em termo de mapas é o conceito de isotopia que induz
essa relacao. No caso de emaranhados existe um analogo do teorema de Reidemeister, ou
seja, podemos afirmar que dois emaranhados poligonais sdo equivalentes se € somente se
suas projegoes regulares estiverem conectadas por uma seqiiéncia finita de movimentos de
Reidemeister e isotopias planares.

Passaremos agora a utilizar a linguagem da teoria das categorias. Contruiremos a ca-
tegoria dos emaranhados e verificaremos que cla é monoidal, estrita, trangada e compacta.

3.14-Definicdo: Categoria dos emaranhados (Tang)

A categoria Tang tem por objetos seqiiéncias finitas de sinais .positivos e gegativos
e tem por morfismos as classes de equivaléncia de e.mfa,ranhados orientados. Sejam T3 e
T, morfismos dessa categoria. Definimos a composi¢ao T, o T, como sendo a classe de
equivaléncia da composigao de um elemento de T com um’eleme.nto de T, segux}do a
definigao (3.12). O produto tensorial dos morfismos T, e T, é definido de forma analoga,
isto é, escolhemos um representante de T, e um de T, obtemos 0 seu produto tensorial
e tomamos a classe de equivaléncia desse resultado como a definicio de 71 ® To. O
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produto tensorial de dois obje
procedimento: colocamos elJ etc;s 6115 €2 de T'ang é a seqiiéncia obtida através do seguinte
como uma nova seqiiéncia de sinzaia S l,ado (€1 & esquerda) e consideramos 0 resultado
Vamos agora introduzir uma, S, 1510 € um novo objeto de T'ang, denotado por € @ €2
que é conveniente para a reaﬁ:;gelr; e ropresentan dispatan d ponE ey i
‘ a0 de = . A ;
graﬁCO). demonstragdes de cardter topolégico (célculo

As figuras (3.6.a), (3
dos morfismos id,, I)” :( 6.16@ ee (3-'_% C) mostram as representagdes graficas dos diagramas
figura (3.6.d), por sua vez mogte 6@ - @em — € ® -+ @ €, respectivamente. A
, mostra o diagrama do resultado da composi¢ao dos morfismos

, énquanto que a figura (3 ;
do produto 71 @ Tp, com T} : €1 - ey e Ty - Ei L c( .6.¢) mostra o diagrama do resultado
: i

a) b)

&
d
) 83 o) e) 82 84 €, €4 82® 84
L8 hem-pm-
A\ Y Y Y Y Y v

Figura 3.6: Representagao grafica dos morfismos de Tang.

Utilizando o calculo grafico vamos demonstrar que Tang é uma categoria monoidal,
estrita, trangada e compacta. O objeto identidade é a seqiiéncia vazia, denotada por 0.
Notemos que o produto tensorial em Tang define um bi-funtor covariante de Tang X T'ang
em Tang. Para toda seqiiéncia e néo-vazia temos que € Q0 =0 ®e=e. Além disso, para
trés objetos quaisquer de Tang €1, €2 € € temos que (ere2)es = €1(€2€s), O que significa
que 0s isomorfismos da equagao (3.2) sio identidades. Est4 mostrado assim que Tang é
monoidal e estrita. _ ‘

Vamos agora verificar que Tang ¢ trancgada. Consideremos um exemp%o simples em
que € = (‘h—) e € = (_,.4.)_ O diagrama dlo trangado.ce,ﬁf podt}a ser visto na figura
(3.7.a). Em termos da notagdo do calculo grafico esse diagrama € COmMO mostr?iio na
figura (3.7.b). Essa notacao serd gsada para o caso geral em que temos duas seqiiéncias
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¢ e ¢ arbitrérias. As relacq
COes associ :

representadas graficamente ag ﬁgur:;das a0 diagrama comut

chamada de naturalidade (3.7.c) e (3.7.d

dos tran ,
podem ser obtidas atray cados, é mostrad

: és da aplicacs
conhecida como equagdo de Yan;é‘;afao do teore

relagdo decorre da naturalidade d

ativo da figura (3.2) séo
), enquanto que a relagdo (3.3),
ana figura (3.7.e). Todas essas relagdes
ma de Reidemeister. A relacio (3.4),

ter, € mostrada grafi
cam
os trancados. & ente na figura (3.7.f). Essa

2} s

D 9
e

¢ \
T g€ g g g2 g gQ@¢g g»

d) & -
~ ! !

£ £2®e»

f) \\ < L .
|- B
& \8’ & g ¢ 3@8’\\8” :: &’ \e”

Figura 3.7: Propriedades de T'ang enquanto categoria trancada.

Vamos agora verificar que T'ang é compacta. A cada seqiiéncia ¢ fazemos corresponder
uma outra seqiiéncia, denotada por €* e chamada de seqiiéncia dual de €, construida de
acordo com a seguinte regra: a cada sinal positivo (negativo) de € corresponde um sinal
negativo (positivo) de €*. O morfismo id,- é mostrado na figura (3.8.a), de modo que
temos a identidade mostrada na figura (3.8.b). Os morfismos definidos na equagio (3.6)
sio mostrados nas figuras (3.8.c) e (3.8.d), enquanto que nas figuras (3.8.¢) e (3.8.f) pode-
se ver as representagoes gréficas das relagdes da equagdo (3.7). Observemos que essas
relacdes decorrem da aplicacio do teorema de Reidemeister, sendo que nesse caso estao
envolvidas apenas isotopias planares de diagramas. Recordemos agora a defini¢do de
morfismo dual: dado um morfismo T - ¢ — €, podemos contruir o morfismo 7% : €™ — €,
de acordo com & equaco (3.8). A representagao gréfica do diagrama .desfse anrf}ano é
mostrada na figura (3.8.g). Temos finalmente que no caso de 75 ang as espirals sao 1c}ent1cas
a0 morfismo identidade, de forma que a condicdo de compatibilidade da expressdo (3.9)
¢ trivialmente satisfeita, sendo expressa graficamente pela figura (3.8.f). O
De modo analogo ao que fizemos para o caso do grupo de trangas, vamos apresentar

a categoria dos emaranhados através de seus geradores e de um conjuntg comé)le;? de
relagOes entre esses geradores. Para ser mais preciso, chamamos de geradores de [lang
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3 um conjunto de morfism
os tal
SorlmiaE e o rc?éle qualquer-morﬁsmo dessa categoria possa ser escrito
Produtos tensoriais entre os elementos desse conjunto. Por

conjunto completo de relagdes en
Coes entre os geradores queremos dizer, por sua vez, que qualquer
)

relagé,o estre os geradores pode ]
; ser obtida a ir 1 ] 0]
o ot e iy e partir desse conjunto mediante a aplicaQéi

3.15-Teorema: i
A categoria dos emaranhados é gerada pelos morfismos cujas projegdes

regulares (diagramas) estao ,
(3.9.b). ) mostradas na figura (3.9.a) satisfazendo as relages da figura

’” \/ L 7
d Y /X A /\+ ,/> e T
o B

zZ Z

Figura 3.9: Geradores e relacoes de Tang.

Vamos agora esbocar uma demonstragao do teorema enunciado acima.

Prova: Utilizaremos a expressao ponto critico para designar todos os cruzamentos e
todos os MAXimos e minimos locais de um certo diagrama de emaranhado. Seja T um
sorRsmio de Tong Tomemos uim elemento representativo dessa classe que satisfaca a
seguinte condigao: todos os pontos criticos do diagrama desse elemento est5o situados 2
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diferentes altitudes medidas ns, direciio do ej
¢ possivel desenhar linhas paralelag 0 do eixo axial (
: : S as retas r
quE L0t e hCilhas adjacentes quaisquer e 'ets ;
das regioes contidas entre d : X1sta so
uas linhas
aralelas adj .
dos elementos da figura (3.9 P adjacentes é o produt :
9.a : produto tensorial ent
: ( ) e Vérios diagramas de morfismos identidade, de fi e
EEa ey € composicoes de pr i e 1dade, de torma que
de equivaléncia dos morfismos ctjes G produtos tensoriais envolvendo as classes
. ramas estd
diagrama de emaranhado sati a0 mostrados na figura (3.9.a
& satisfazendo essa, condi¢do ¢ dito ser (L e ,)I e
emaranhado. ito ser um diagrama genérico de

direge‘io vertical). Para esse diagrama
contidas no plano do diagrama, tal

Para verificar que as relagdes listadas na figura (3.9.b)

aplicar o teorema de Reidemeister. enquanto que para s o
j Y

relacoes é completo, é sufici b e
c P - ciente mostrar que qualquer um dos movimentos de Reidemeister

bem como qualquer -
qualq um dos movimentos que definem isotopia planar pode ser obtido a

partir das relacoes listadas e da aplicaca ;
= plicacdo das propriedades de Tang enquanto categoria.

Vamos agQra Qf-nel um-conteudo algébrico & nossa defini¢do de categoria dos emara-
nhados, definindo a categoria dos emaranhados coloridos

3.16-Definicao: Categoria dos emaranhados coloridos

Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. A categoria dos emaranhados coloridos por
elementos de X, denotada por Tang(X), é contruida da seguinte maneira: os morfismos
de Tang(X) coincidem com os morfismos de Tang, enquanto que 0s objetos de Tang(X)
sao seqiiéncias da forma ((V1,e€1), ., (Vi €x)), sendo que para todo @ € {1,...,k} temos
que ¢; € {+,—} e V; € X. Além disso, requeremos que 0s elementos de X associados as
duas extremidades de uma mesma linha de um emaranhado T sejam iguais entre si.

Interromperemos momentaneamente 0 N0SSO estudo a respeito da categoria dos ema-
ranhados, passando agora a apresentar alguns fatos relacionados a categoria que, digamos
assim, serd a imagem de T'ang pelo funtor de Turaev.

3.3 Algebras de Hopf e suas representagoes

Nesta secdo vamos estudar as estruturas conhecid.as como a’tl-geblras~ de‘ Hopf e suas re-
presentagoes, terminando por apresentar a catf-:gorla cujos gbjetos sao 1ep1‘~esentagoes de
dimensio finita de uma algebra de Hopf do tipo ﬁta; e cujos fnorﬁsmos sdo mapas de-
finidos nessas representagoes que comutam com a agao q§ssadalgebfa:tRessiltamoi Ccliue
embora o conjunto dos ndmeros complexos tenha sido utilizado explicitamente €m odas
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as construgoes dessa secio, el
nicialmente al . . Ne pode ser substituid
inic1a gumas definigges. 0 por qualquer corpo F'. Relembremos

3.17-Definicao: Algebras
Uma algebra (A, m,I) constituy
3 il stitui-
linear m : A® A — A, que -se de um espago vetorial A sobre C, de um mapa

associa
I € A tal que para todos os elem Otelemento a®b ao elemento ab € A e de um elemento
entos a,b e c € A as seguintes relagoes se verifiquem:

e =albe) & Jo—al

(3.10)

3.18-Defini¢ao: Homomorfismos de 4lgebra

Um homomorfismo de 41 .
A — B tal que: gebra f : (A,my,I4) — (B, ms,Ip) é um mapa linear f :

J(ab) = fla)f(b) e f(I4)=1Is, com abe A (3.11)

Deﬁniren}os agora um homomorfismo de édlgebra que apareceréd diversas vezes neste
trabalho.’ Serjm? (A, ma,I4) = A e (B, ms,I5) = B dlgebras. A permutagao de elemen-
tos de A’ e B’ é o homomorfismo de élgebra o : A'® B' — B'® A’ dado por:

ola®b)=0®a. (3.12)

3.19-Definicao: Representacdes de dlgebras

Seja (A, m,I) uma dlgebra. Uma representacao (V, pv) dessa dlgebra é constituida de
um espaco vetorial V' e de um homomorfismo de dlgebras py : A — End(V), em que o
simbolo End(V) denota o conjunto dos endomorfismos de V.

Seja (V, pv) uma representacao de (A,m, I). Um sub-espago invariante V' de (V, pv)
¢ um subconjunto de V tal que para todos os elementos a € A e v € V' tenhamos:
pv(a)(v) € V'. Dizemos que uma representacdo é irredutivel se os seus {inicos sub-espagos
invariantes forem os conjuntos {0}eV.

Uma representagao ¢ dita ser completamente redutivel se puder ser escrita como a
soma direta de representagoes irredutiveis. Lembremos que S€ U e V sdo representagoes,
a acio da éalgebra em U oV é dada por: puev(a)(u®v) = pu(a)(u) @ pv(a)(v), para

todos os elementos u € U, V € Vea€A
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3.20-Deﬁnic_;éo: CO—élgebras
Uma co-dlgebra (A, A,

.mU1t1plicagao, e de um mapa linear ¢ : A = C,

(3.13)

(€®id) o A= (id@e) oA = id. (3.14)
3.21-Definicao: Bi-algebras

Uma bi-dlgebra (A, m,I, A ;
, My I, A\ €) constitui- ;
algebra (A, A,e) e b Isl;nsidie uma algebra (A,m, I) e de uma co-

A(eb) = A(a)A), AI)=I®I, elab)=¢(a)ed) e €I)=1. (3.15)

Notemos que as relag6 ima i i dade sao hom
\ €S acCl 1mphcam que o co I a

y -produto € a co-un T
lllOI'ﬁSl’IlOS de algebra. i D o

3.92-Definicio: Algebras de Hopf

Uma élgebrat. de Hopf (A, m, I, ¢, S) é constituida de uma bi-dlgebra (A w146
e de um mapa linear S : A — A, chamado de antipoda, para o qual vale:

mo (S ®id)oAa) =mo (id® S)o Ala) = €(a)], com a€ A (3.16)

Pode-se mostrar que S é um anti-homomorfismo de algebras, isto é, S(ab) = S (b)S(a).

Dizemos que uma algebra de Hopf é co-comutativa se tivermos: oo A = A, Ha casos
em que uma condi¢ao mais fraca do que a co-comutatividade se verifica. Essa condigao €
formulada com o auxilio da definicdo de dlgebras de Hopf quase-triangulares.

3.23-Definicao: Algebras de Hopf quase-triangulares
Um algebra de Hopf quase-triangular (A,m,I,0,¢€ S, R) é constituida de uma 4lgebra
de Hopf (A, m, I, A€, S) e de um elemento R € A®A, inversivel, satisfazendo as seguintes

relagoes:

gola) = RA(@)R™,
(A®id)(R) = Ri3Ras € (3.17)
(id® A)(R) = Ri3Ria,




em que R1‘2 = R®I) R23 — I®R

i . = e Rin= (5

matriz R universal?. B (Zd®a) (RIZ)- O elemento R é conhecido como

Para toda algebra d i
=D (5i)ai,gem QU(; }II%OIf %ase-tnangular (Am, I, A€, S, R) definimos o elemento
= 2% ® B;. Sej o &
mostrar que o elemento u definido acims, sati;fiza al;lgezirstizt?gquﬁqger B
ualdades:

S%(a) = uau1
(@) = uau1, uS(u) € centrode A e

A = -1
em que Ro1 =0 o R. 0 (Ra1B) (v®u) = (u® u)(Ry R) 1 (3.18)

3.24-Definicao: Algebras de Hopf do tipo fita’

ilgeb -
Uma 4lgebra de Hopf do tipo fita (A, m, I, A€, S, R, v) é constituida de uma dlgebra

de Hopf quase-triangular (A, m, I, A
as seguintes igualdades: ( , 1, €, S, R) e de um elemento central v € A satisfazendo

AW) = (RaR) T v®v), S =v, ev)=1 e v®=uS(u). (3.19)

3.95-Definicao: Representagdes de uma dlgebra de Hopf
Uma representagao de uma algebra de Hopf (A,m,I,A e S) é uma representacdo da
glgebra (A, m,I), conforme a defini¢do (3.19).

A definicao acima leva em conta apenas a estrutura de dlgebra de (A, m, [, B¢, il
Podemos lancar mao da sua estrutura de 4lgebra de Hopf e introduzir diversos conceitos
Gteis. A existéncia do co-produto, da co-unidade e do ant{poda nos permitem introduzir as
defini¢des de representagao produto, representacéo trivial e representacdo dual, conforme
veremos a seguir.

3.26-Definigao: Representagao produto
Sejam (U, pu) € (V, pv) representacoes da 4lgebra de Hopf (A,m,I,A€S). A repre-

sentacao produto (UQV, pu® py) € 0 espago vetorial U®V equipado com 0 homomorfismo
de 4lgebra pygv : A End(U) ® End(V) dado por:
prev(@u®v) = (v ® pv) (D (a)(u ® ), (3.20)

4Do inglés, “universal R-matrix” ”
5Do inglés, “ribbon Hopf algebras
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3'27_Deﬁnti§ii~0: Representagao trivial
A representacao trivial de (A4 omomorfismo d
2 ? s
e = © L I,A,G,S)eocorpoCmunidodoh omorfis e

o (3.21)
3.28-Definig¢ao: Representacio dual
Seia (V, uma 0 a

ja (V, pv) representacao de (A,m, I, A ¢, S). A representacio dual (V*, py-) ¢

contituida do espaco vetorial dual V*
. i edoh . -
e 9480 em um elements f arbizdri de V- & dada pa T

pv-(a)(f) = (pv(S(2)))* (). (3.22)

em que no segundo membro temos o morfism
e o dual de 1
com a equacao (3.8) e com as definigdes abaixo: Al

bv(l) = Zei ®e" e dv(f ®‘U) = f(?)), (3'23)

com {e;} base de V, {e'} base de V" e e'(e;) = i ;.

3.4 Categoria das representacoes de uma algebra de
Hopf do tipo fita

Nessa secdo introduziremos a linguagem das categorias 1o estudo das representagdes de
dimensao finita da algebra de Hopf do tipo fita (A,m,I,A,e,S, R,v). Essas represen-
tagoes nos permitirao construir uma categoria monoidal, trangada e compacta, denotada
por Repa, que &, de um certo ponto de vista, a versio algébrica da categoria dos ema-
ranhados, estudada na secao (3.2). Essa afirmacao sera esclarecida quando estudarmos
mais adiante o funtor de Turaev, € verificarmos que de fato as categorias Tang e Repa

mantém uma forte relagdo uma com a outra.

3.99-Definigao: Categoria Repa : )
Seja (A, m 1('; A. e, S, R,v) uma 4lgebra de Hopf do tipo fita. A categoria Rep 4 tem por

objetos as representagdes de Jimensdo finita de (A, I,,€,5, R, v) e tem por morfismos
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. o mapas lineares f : V. — W
: : » com (V.
ow © f. Dizemos que esses mapag C(Orhi‘f:) e (W, pw) objetos de Rep 4, tai fopv(a)
G A, tais que fopyla) =

am ¢ 5
e Om 2 agéo da algebrab
Vamos inicialmente mostrar '

S ; que Repy é ;
entagao trivial da definicio (3.27 P4 € monoidal. O obieto ; :
Tk . al). S Jjeto id 4 )
existencia de um bi-funtor COV&l‘ia),ntA Tepresentagio pro entidade € a repre

duto da definica :
] § e de Re efinicdo (3.26) induz a
os isomorfismos da equagio (3.2) sdo dados i’;: Rep em Rep,. Temos finalmente que

(u®v)®wl—+u®(v®w), YR N My
e

A matriz R universal (R) AR U Au. (3.24)

permite .
definir trancados, conforme vemos abaixo:

3.30-Definicao: O tran
cado em R ; o
/@ U definida por: ep.4 € dado pela familia de mapas cyy : U®V —

cuy =00 (py ® py)(R). (3.25)
A demonstracdo de que os trancados definidos acima sio morfismos em Rep.4 pode ser

encontrada em [28] e [29] . As demonstragdo da comutatividade do diagrama mostrado na

figura (3.2) e da naturalidade dos trang
2 cados para o caso de Re odem E
nessa mesma referéncia. e

3.31-Definicdo: A dualidade em Rep,4 é dada pelos morfismos ay : C >V @V*™ e
By:V*® V' — C definidos por:

ay(l) = Z @ e BlE®e)= e'le;) = 815 (3.26)

em que {e;} é uma base para 0 espacgo V e {¢'} a base de V* definida por: e'(e;) = 0ij-
A demonstracdo de que 0S mapas definidos acima s&o morfismos de Rep, pode ser
encontrada em [28]. As relagoes (3.7) seguem imediatamente das definigdes. Temos entao

que Rep,4 é compacta.

3.5 Invariante de Turaev

rar a conexao existente entre emaranhados e repre-
sso devemos introduzir a notagao a ser utilizada
os emaranhados coloridos por representagoes de
f do tipo fita (A,m, I, B¢ S, R,v). Cada

- Nesta segao vamos finalmente mostrar -
sentagoes de algebras de Hopf. Antes. di
nessa segio. Consideremos & categoria d

= 2 7
inglé inacdo de “intertwiners
6Em inglés esses mapas recebem & denominag
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um dos morfismos da figura (3.9.4) goyg
etc...) acrescido de um conjuntg 0 Ia agora den,

otado pelo sf {0
s G
e Cotmios dofoh 2oy mbolo original (X*, X,

ndices que identific

3.32-Teorema: Para tods 4
um unico funtor covariante di j;%@bra. de Hopf do tipo fita (A, m, I, A e. S. R :
(T ang(Repa)) na categoria Re €goria dos emaranhados colorido; ’o ,61;_ i
i P4 que preserva o prod dos por objetos de ltepa
condigoes: Produto tensorial e satisfaz as seguintes

f((‘/l,€1), crey (Vk,ek)) — ‘/151 Q- @V

emaue s £ {+ —}paaie fl. Bl Vi =y n
= e

(3.27)

f(\LV) = ’idv, f(Tv) = ’id\/-, .F(UV) = ay, F(ﬂv) = ﬁV

o) =Evw, LR )] .
( V,W) V\w ( V'W)_CW,V’ F(Z;W):Cwlxw e F(Z\_/,W)ZCV,W--

Prova: G

a) Unicidade: A equagég (3.27) define completamente o funtor F nos objetos de
Tang(Repa)- Sqlnagclo-se a isso o fato de F estar definido nos geradores de T'ang, segue
que o funtor estd univocamente definido.

b) Existéncia: Os valores assumidos por F no conjunto dos geradores de Tang sao
morfismos de Rep, conforme comentamos na segio (3.4). Para que o funtor seja co-
variante e compativel com o produto tensorial, é necessario que cada uma das relacoes
mostradas na figura (3.9.b) seja vélida também em Repa. A validade das relagbes (I)
e (IT) mostradas nessa mesma figura j& foi discutida quando estudamos a dualidade em
Rep . As relagoes (I11) e (IV) da figura (3.9.b) seguem diretamente da definicao de F. A
relacdo (V) dessa figura, por sua vez, ¢ a propria equagdo de Yang-Baxter, que j4 sabemos
ser valida em Rep.4, dado que essa categoria é trancada. A relacdo (V1) também pode ser
verificada diretamente a partir da definicao de F.O

Recordemos que um emaranhado do tipo (k1) tem uma fronteira composta de duas
seqiiéncias de pontos, uma delas com k elementos € a outra com [ element(?s. Seja L uma
classe de equivaléncia de emaranhados do tipo-(0,~0). Podemos dizer que L eduma clalsseﬁde
equivaléncia de elo. Seja Lo um diagrama (projecac re}gular) C}e e te aes ag?es,
satisfeitas pelo funtor de Turaev, temos queé f(j?(’) i nume:;o fa ;agosegoiﬁum;f;z;
modificado sob a ac¢do dos movimentos de isotopia planar, que ]:()acor]re;10 fad s
mostrados nas figuras (3.9.0.1); (3.9.b.I1) e (3.9.b.IV), e nem sob 2 ag
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Reidemeister, que estio I‘eprQS.e
e icando agora o teorema, de Rei
Aphcamvimentos elementares (
EOIOIT Zrn outras palavras, o fy

)

.Jb.VI).
ntados pelag figuras (3.9.b.111), (3.9.5.V) e (3.9.b.VI)
demeister concluimog

& i iante
que o valor de F(Lg) é 1111}/&;a :
i ' ivalen
1o caso Poligonal) realizados na classe dg equ.latnte e
ntor de Turgey induz a existéncia de um invari
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Capitulo 4

Sistema de N vértices

O objetivo deste capitulo é : 4

o invariante estudadI()) e -e r’nostrar dile € possivel dar uma interpretacdo fisica para

St g capitulo anterior. Consideraremos uma teoria de campos em
imensoes descrit :

(2+ ta por uma densidade de Lagrangiana invariante de calibre que

apresenta quebra esponténea de simetri
a. A regi i i
teoria, obteremos equacoes de ¢ 0 fastudar o regime de baixas energias dessa
, ; campo que admitem as chamadas solucdes de vértic
estao associadas ao gr fund 0k o g e
! s a0 grupo fundamental de um plano com N pontos retirados

Posteriormente estudafem_os a algebra de observéveis do sistema de N vértices, ob-
tendo as suas representagdes irredutiveis, processo este conhecido como quantizagdo. O
esiﬁufio dos pl'(?cgssos de espalhamento, criacao e aniquilagao de vortices fornece as pres-
crigbes necessarias para que poSsamos escrever o funtor de Turaev para esse caso, bem
como o invariante de né associado.

4.1 Teorias de calibre nao-abelianas

Nesta secdo vamos estudar uma teoria cldssica de campos em um espago tempo (2+1)-
dimensional. Consideremos um sistema descrito por uma densidade de Lagrangiana in-
variante de calibre, que apresenta quebra espontanea de simetria. Assumimos que o
grupo de calibre G € um grupo de Lie nio-abeliano e compacto. A escolha deﬂ um grupo
de calibre compacto possibilita a presenga de véricices. nessa teoria (ve? referéncia [34]),
enquanto que o fato de G ser nio abeliano leva 3 existéncia de uma interagao do tipo
Aharonov-Bohm entre esses vortices, diferentemente do caso-abehan‘o, em que tal inte-
ragio nao estd presente (ver referéncia [38])- A. 4lgebra de Lie associada a G, deﬁnota,da

do conjunto {T*}, sendo que a e {1, Kk} com
por G, tem como geradores 05 elementos do CONJ Sufcalene sl
LE fimensio de G O campo basico da teoria, denotado por @,

com a representacao adjunta de G, podendo ser escrito em termos dos elementos da base

dessa algebra. O campo de calibre Ay, também chamado de conexfo, pode igualmente ser
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escrito nessa base, isto ¢, A T
tem 2 seguinte forma: o=1 AﬁT“. A densig
ldade de Lagrangiana desse sistema

b w2 (DH9) ~ v(@),
em que as componentes Fo d
: pr 90 tensor inteng;
Zﬁ:l 1" cel dado por: £, = 0,4, -9 ASlda:d([gAde R s o 1 =
mponente da deri - VL = UGl A el o
ZZopIiamento da teo;rizd: T(;O(\grlante’ definida por: D”<I>Ai] ,6D<I>u iy i{mbolo e
’ i g it - AT ’
espontéunea R ) € um potencial Invariante pef; i ;g ; MCIC;, géa co’nstante de
g 3 origem a um conjunto de ¢ao de & que apos a quebra
Além disso adotamos uma no generado de configuracdes de vacuo.

rmalizagdo conveni

. L en :

configuragdes de vécuo é chamado de variedade 1(;3(;1 e Elual V(@) > 0. O conjunto das
Vécuo

subgrupo finito de G. e é invariante pela agéio de um

Vamos estudar £ no regi : !
e orelgc;:zi%i :Iiléxas Znergéas (grandes distancias), adotando o calibre
: e : 0 a densi ; :
de Hamiltoniana, definida, por: idade de energia do campo com a densidade

oL
H= el
. (aao@) - (4.2)

e escrevendo cada um de.s'eus termos de forma conveniente, verificamos que X ¢ igual a
uma soma de termos positivos, conforme vemos abaixo:

(4.1)

1
H=7 STFL? 4+ (D) D2 + V(D). (4.3)

ot

Se desejarmos que a energia total seja finita, devemos impor que H seja nula para
grandes distancias, o que nos leva a escrever que nesse €aso:

V(@) =0, F&,=0 e D=0 (4.4)

uv

No calibre temporal, essas equagoes reduzem-se a:

V(@) =0, Fg=0 Di®=0, OoA; =0 ¢ 82 =0, (4.5)

com i,] € {1,2}. As equacoes de campo dla tef)ria no regirile de baic%s.ene;gias nos
informam que suas solugoes sao estaticas. Alem,dlsso., a equagao Vd(‘I’)h— ump e Céue g
campo ® esté restrito as suas configuragoes de vacuo:. Vamos proceder eurlst}cagig e— DQO
sentido de resolver as equagdes de campo- Escrevendo explicitamente & equagag == = =

temos:

T T
Do inglés, “vacuum manifold
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das componentes do vetor Az '
, podemos escrever- o sl e oada e

®(z Sl
el 5 (0+A$)‘@(5’30)+V®(§;‘).Af
SubstItuIndo & equagao (4.6) na equagao (4 7t |
-1}, Lemos:

oz S e
e I denot e AUl i9A(2) - AZ)2(z), (4.8)
u enota o i 1 i
GICTll : > AaTaEalj)a 1d9nt1dade no espago dos ®’s e A(T) AF & = ;
ada para ) ; Aj 2?. Seja v uma curva ligando o i b oL
situado a uma grande distancia da origem, de tal forlr)r?;tcfugxo Ty a um ponto F também

ntida na regido em L . essa curva estd inteiramente
L 8 gue D;® = 0. Aplicando a expresséo (4.8) iterativ : t 1
de v podemos determinar o valor de ®(z): . amente ao longo

®(F) = Pexp {ffﬁ d-fz:} P(Zy). (4.9)

To
. Na eXpreSSBILO acima o simbolo P representa o ordenamento de caminhos. A exponen-
cial ordenada é chamada de transporte paralelo da conexdo ao longo de . No caso de

ser uma curva fechada, definimos 7(7), chamada de holonomia da conexao a0 longo de 7,
através de:

7(7) = Pexp {f{ﬁi : dEc} . (4.10)

Se exigirmos que O campo ® seja bem definido em 7, teremos que as holonomias
tomam valores no subgrupo de G que deixa o vicuo em #p invariante, denotado por
H. Esse conjunto ¢, de fato, um subgrupo do grupo de simetria da variedade do vacuo.
Na realidade, as holonomias sao representantes dos elementos de H no conjunto dos

endomorfismos do espago vetorial dos campos ¢, mas por simplicidade assumiremos que

7(y) € H.

Ao 50 F& = i epende apenas
Veremos que como consequencia da equagdo Fij = 0,2 holonomia 7(y) dep b

da classe de homotopia [7]. Antes de demonstrar esse fato, vamos considerar o seguinte

exemplo fornecido pelo eletromagnetismo classico: seja & um pll'arkllo atravessacxldo 1p°r N
solendides ideais, cujos campos magnéticos estao confinados &s linhas perpendiculares a
7

% que Thes servem de suporte. Vamos aplicar 0 teorema de Stokes, isto é:
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-/:f' dF: -~ 5
jgr‘ dé -V x A,
em que 0 € X é uma regisp ¢ ot o

I. No caso em questdo o rotaciona] de A S05 que tem como fronteira a curva fechada
iferente d ~ i
diferente de zero somente nas rets,

bl al a0 vetor indugdo magnética B, que é

curva I da expressio (4.11) for a franteir, d 08 N solendides ideais, de forma que se a

penhum solendide, entdo g Integral de linha,edl;rriol;eeiao 0 que nao ¢ interceptada por

: reali 5 a

S o ea1’1|zarmos deformagoes continuas em T de forma

intercepte os solendides, o valor da integ que essa, curva nunca

r(l)ugo- VzrsssFagor;t Zplijar (EJ éeorema de Stokes 3 situagfio mostrada na figura (4.1).
serve = 1U--. N, € que a integral de 1i s

inha d :
escrita cOmMo a soma: e A na curva total pode ser

%A-d?"szi‘-df—-[f_l’-df—---—f A-dF, (4.12)
r ¥ 5} Cn

Nesse caso a expressao (4.11) pode ser escrita como:

(4.11)

N N N
j{;i'-df:zjf A‘-df‘:zf[davm':z[fdaé. (4.13)
v i=1 v Ci i=1 gi i=1 i

. StOkeS.

de. No final do célculo das inte-

te um solendi ’
Cada pequeno circulo Cronyol¥e sty desses circulos tende a zero. A

: m
T alo de cada u
grais devemos tomar 0 limite em que O I

67

—



expressdo (4.13) informa que 4 ;
a Inte s
\ s fl 4t gral
5 soma do UX0S magnéticos que de 4 a0 longo da cyr
por essa Curva. J& vimos anteriorm Tfavessam g re va 7 da figura (4.1) € igual
e

: . gido co "
interferem na validade da expresss, nielque deformacges C;negfa por pedagos delimitada
3 Inuas da curva total I ndo

tendo so e

e rcl’llzsei = On’l(-;I:e 0s termos de ordem nenor 05?‘& 0l circuito ABC'D da figura (4.2.a)
5 ns u
; f porte paralelo ao longo de Agca a lem Az e em Azy, podemos
Dessa forma vemos que se F% = 0 no popto A D ¢ dado por I + igFiyAztAx?.
valor ao'longo dols trechos ABC e ADC Anaiisatganspgrte paralelo assume o mesmo
est4 inteiramente locali g ndo a figura (4.

odemos realizar pe ueiadadem Uma regiao em que o tensorginten(sidizl’dvemos e
p : quenas deformagdes em cada um dos pont Eoempg ot
qualquer mudanga no valor da sua holonomia.D S

_.>
X0

Figura 4.2: Circuito escolhido para o célculo da holonomia.

Sempre que a holonomia a0 longo de uma curva fechada for diferente da identidade
diremos que estamos lidando com vortices. Esses objetos assumem O papel anteriormente
exercido pelos solendides ideais. Por analogia ainda falaremos em fluxo d.e um vortice,
embora nesse caso estejamos lidando com elementos de um grupo ndo-abeliano.

Conforme podemos ver em 36], a massa dos vértic’es é inversamente proporqonal a0
seu “raio”, isto é, ao comprimento que determin.a a 4rea ocupada por esses Ob_letOS no
plano. Por essa razao, no regime de baixas energlas podemos desprezar a extensao espa-

cial dos vortices considerando-08 como objetos pontuais. Esse argumento Nos perm1te~m
: equagoes de campo para todo o plano, com excessao

estender o dominio de validade das e wiw
de N pontos, nos quais 0 tensor intensidade de campo ¢ diferente de zero. Além disso,
)
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conforme vemos em [34]), pod
er
zero em todo o plano, COr,n eXCe;ls?”; escolher ypm calibre e
; o o 0 . spaci
infinito. Tais linhas s&o chamadag dse N linhas que Saemnglai Vem que A; é diferente de
cordas de D 8 IV vértices e diri
irac, Veja a f gem-se ao
gura (4.3).

1
[}
1

©(y)=a

X
0

Figura 4.3: Corda de Dirac.

n rti
;1’3& prese S@? ?e VOT.tICGS faz com que o plano ¥ adquira uma topologia nao-trivial,
sendo que as holonomias carregam as informacdes a respeito dessa topologia. Para toda

solugao. do tipo vortice e/xiste um mapa 7 : [1;(X) — H. Pela definicdo de ordenamento
de caminhos esse mapa é um homomorfismo, conforme vemos abaixo:

Pexp {/ Aidmi} = Pexp {[ Aidmi} Pexp {/ Aida:i} =
J Y1072 T T2

= 7([7] 0 [1)) = T((M])7([eD)- (4.14)

Dizemos que cada um dos homomorfismos 7 definidos acima € uma configuragao de
vortice. O conjunto de todos os homomorfismos 7 é o espago de configuracoes do sistema
de N vértices. Esse espago de configuracdes € isomorfo a HY. Vejamos: seja y; uma
curva fechada que circula uma {inica vez 0 i-ésimo vértice. Dado um homomorfismo 7,
calculamos o seu valor em cada uma das curvas %, obtendo como resultado que 7(y;) =
h; € H. Como essas curvas estao definidas em um plano, elas nao satisfa-zem nenhuma
relacio entre si, de modo que a5 holonomias dessas Curvas tamber]? sdo independentes
umas das outras. Por outro ]ado, dado um elemento arbitrario de H , podemos construir
um homomorfismo que associa & O sua ;-ésima componente h; & curva 7, para todo

i€ {l, .., N}.O
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Al
4.2 gebra de ObServéveis de N vért
vor iCeS

Vamos inicialmente estudar o L

v serd denotado por | a), com g e
Vimos na secao anterior que no cz—:mso de
um pla; Sohi
uma curva y depende apenas da classe de homotlcj)p'no[E] C(gm Ml 0
18 17|. Os fluxos d it 30 sa

; as particulas ndo sao
; as vari 5
os graus de liberdade dessa teoria sio topold air(; ERe o el
v entre ns pArtonles. Vessmos 8108, ou seja, ndo dependem das distancias

: x : : 3 que, ainda, assi A :
interacdo cuja origem é topoldgica. / assim, os vortices exibem um tipo de

ueremos definir ] :
i ((;Qlégicas o eﬁni dlgebra de operadores que nos permita obter essas informagoes
f I.)a 5 ém e 1a};1te, apenas por simplicidade, todo elemento de End(V) que
or a g gum observavel da teoria em estudo pelo mapa 4 chamad
genericamente de operador. Sl

Vamos ’1n1-c1a1Tnent,e deﬁmr. um operador Q,, com ¢ € H, capaz de medir o valor do
fluxo do vértice, isto é, Q. satisfaz a equagao:

Qcla) =6l a). (4.15)

Aplicando a relagdo anterior duas vezes concluimos que:

QdQc = 5c,de- (4.16)

Vemos assim que os operadores de fluxo sdo projetores, formando, portanto, um con-
junto linearmente independente. Vamos tomar 0 conjunto {Q. | ¢ € H} como a base
da 4lgebra dos operadores de fluxo, estendendo a equagao (4.16) por linearidade. Um
elemento qualquer dessa algebra é dado por: A=), a(g)@g, em que ¢ € uma funcao de
H em C. Notemos que 0 espago vetorial formado pelos operadores de fluxo € isom'orf’o a0
espaco vetorial das funcdes de H em C. Consideremos agora dois elementos arbitrarios

da 4lgebra dos operadores de fluxo, A = ¥, 0(9)@s € B = 5 B(h)@, por exemplo, €

tomemos o seu produto, denotado por C = 3., 7(i)Q:. Aplicando 2 equagio (4.16) temos:

Y v(®Q: = S o) B()9x%s = S a(R)B(R)@n (4.17)
7 g,h

h

50 li te independentes, concluimos que y(h) =
Como os operadores de fluxo sdo linearmente I e
a(h)B(h). Torl;)lemos essa expressao como a defini¢do do produto entre as funcdes de H

70




s ) deno
ainda realizar uma tranSformaggoedcomPOSta apens tada por F(H).

transformagao os campos transform;nf alibre globg] peradores de fluxo. Podemos

110§ campos ;
se da seguinte forma:p da teoria. Sob uma tal

as holonomias, que tomam v , Poi
transformacéo ¢ global tants«lz)ref em H, atuam diretamente e )
forma, O que nos leva '<; conclui o) o (&) = 7(7)®(Z,) tranforma : d i
- : m-se
e cluir que as holonomias transform _ a mesma
seja. am-se covarlantemente, ou

: \%emos a:c,slm que uma transformfi(;éo global de calibre corresponde a uma conjugagao
os fluxos. conjugagao de fluxos induz um endomorfismo na representagao definidora
denotado por d,, com g € H. A sua agdo em V é dada por: ;

3 | @) =| gag™"). (4.20)
Aplicando a relagao anterior duas vezes, temos que:

598;1 o 8.gh- (421)

A 4lgebra gerada pelos operadores de conjugagao é isomorfa & algebra das fungoes

de H em C com produto do tipo convolugdo, denotada por C(H ). Para verificar essa

afirmacdo, consideremos dois elementos arbitrarios da slgebra gerada pelo conjunto {04},

A=3, a(g)d, e B = S5, B(h)0n, em que olg) e B(h)ﬁséo ftmgées de H o C. O produto

AB desses dois elementos é o elemento & = .(i)d; da dlgebra. Realizando o produto
e aplicando (4.21) temos:

S (@b = > elg) B = S a(g)Blg % = % (Z a(g)ﬁ(g‘li)) & w)

g:h 9:t 5y

o 8 a defini¢io
3 a(g)B(g 19). Tomando essa expressao COIMO ic

Lo el es de H em C, temos 0 ijsomorfismo entre a 4lgebra dos

de produto na algebras de funcd
operadores de conjugagao € C(H)-

il




A conjugagao de fluxos ngg cq

) nuta com :
relagoes (4.16) e (4.21), temos. 3 medida dos megygg, De fato, aplicando as

5th8gl = thh‘l .
A expressao acima informa que 5 4] o
I :
o que chamamos de produto Semi—dirego deaL géﬁ))r atua na 4lgebra F
radores de fluxo e de conjugacao, é conhecidg,
p(H). Temos assim que:

(4.23)

: (H), caracterizando
as. A dlgebra geral, gerada pelos ope-
como duplo quintico?, sendo denotada por

o
A7 = DUE) = El) o Al (4.24)
Tomemos como base para D(H) os operadores Q.8 ond F it -
(4.16), (4.21) e (4.23)." O duplo g <0y, onde (), e 4, satisfazem as relagdes

: Ué’ntico é uma, Algebra de Hopf do tipo fita. O co-
produto (A), a CO—un}dadfa (€) e o antipoda, (S) séo definidos na base {QCSQ} e extendidos
por linearidade. Abaixo listamos as definicdes

relevantes:
A(Qedy) = ;(Qhég) ® (Qn-160,), (4.25)
e(Qcdg) = b, (4.26)
S(Qcby) = Qg-rem1g05-1, (4.27)
R=)Y Q84 e (4.28)

g
aen= Y 510, (4.29)
g

: ici ipulacdo algébrica aplicar as relagoes
éal i em H. E um exercicio de manipulagao azg: :
(Efln 1%;)16 (‘349231;(15 ?Z%z?epara demonstrar que as definigoes acima listadas satisfazem todos

os axiomas de uma algebra de Hopf do tipo fita.

’

A iaridade com b 1 vértice, devemos avangar no
a que temos algum mi ade com a alge ra de ! s ave
o ais i . Vamos inicialmente
n 'dgord be i a 4lgebra para um numero N qualquer de particulas OV i
e N=20 caminho natural é tomar como espag d
tratar o caso em que .

Spl V da representagao
tacio definidora o produto tensorial entre duas 001312313 d](-_)[ ejpggo
e Jes é 1 foa H* = :
de 1 \Qfértice. O espago de configuragoes é isomor

’Do inglés, “quantum double”
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Podemos escrever dil‘etament
de AV ® AW, Imaginemos agor
resultado sobre os vortices seja ¢
analoga ao “filme” do difeomoy

€ algung dog o
3 que o préprig
Omo mostradq

Servéveis de 4(2)

» & saber, os el
Plano X sofre ym ; ementos

i difeomorfismo tal que o
-4), onde vemos uma seqiiéncia

fismo. na figura (

Figura 4.4: Difeomorfismo associado ao operador K.

Apds essa operagao as curvas 7 € 7 medem novos fluxos: aba™ para o vértice situ-
ado & esquerda e a para o outro vértice. Esse difeomorfismo induz um operador R na
representacdo definidora dado por:

R | a)® | b) =| aba 1)@ |a) => R=00R. (4.30)

bservéaveis de um sistema de dois vértices. Para o

' mpleta dos o
s an sio dados pela unido de A @ AW @ AD com o

caso de trés particulas, 08 observavels
conjunto:

{1d ® R, R ®id, (id® o) o (R®@id) © (id® o)} (4.31)

' ' id no vetor
Observemos que o efeito do operador Ri3 = (id@o)o(R® id) o (id ® 0)

la)|) | ) e V@V @V édadopor

Rus @) | B) 10 =] aca™) | ) | @) (4.32)
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.

caso geral de N vért;
(Eotambégm pelos o vortices, temog que AWV) ¢
AW e peradores R, o € formaqy, pelos ele
esse Caso 0S eSPagos vetoriais afetad 1508 80 operador R

;e by i AL % OS ~
5 j-ésima e a J-€sima particula, Pela acio de R,

mentos de AV ®. .. @
i 1,3 definido acima, sendo que
J 530 as representacdes associadas
adOI R ests ;
; std ass
_ : rtices no Al ociado a um processo de
modo a permutar suas posicdes no espaco Essplano % viajando no tempo lentamente de
difeomorfismo do plano mostrado pn g Aebo

posicoes tem o :
. gura (4.4) : mesmo efeito do
o conjugado pelo flux “*), OU seja, ur ;
fuxo conjugado p 0 da outra, caracterizay Ja, uma das particulas tem o seu

L . S do : e :
yortices. Essa interagao ¢ dita ser do 6 Al aSBSHE uma, espécie de interagdo entre
%l V-Dohm : :
nesmo NOMme presente na meca ot » em analogia com o ef
Hica quantica de particulas eletricameﬁte carregaedzlsto l\(lig

que haja a necessidade da presenca de campos eletr

teracio 6 a Eone | omagneticos. O responsdvel por essa

us €Xatamente como no nosso caso

4.3 Quantizacao da dlgebra de N vértices

inicialment i et e s ,

Vamos‘ inic - e-quagltzlzar a algebra de 1 vértice, isto 6, vamos obter suas repre-
Solitacues I SHLLEIR, - ead 1 de§sas representagoes estard associada a um possivel
SCtok Fle uma particula da teoria. A situagio é andloga ao caso bem conhecido da teoria
quantica do momento angular, em que os diferentes setores sdo classificados pelo nimero
quantico azimutal. As representagoes irredutiveis do duplo quéntico podem ser encontra-
das em [33] e [37]. Seguindo a abordagem contida nessas referéncias, vamos introduzir
algumas notagoes e definicoes, terminando por enunciar um teorema que nos fornece as
representacdes procuradas.

Lembremos que a algebra de 1 vértice 6 isomorfa & algebra C(H) x F(H). Enquanto
espago vetorial, AW coincide com F(H) ® C(H). Vimos anteriormente que a dlgebra
F(H) pode ser identificada com a élgebra de funcdes de H em C com produto pontual.
Tomaremos como base dessa 4lgebra o conjunto das funcdes caracteristicas com suporte
em algum elemento de H, e denotaremos o elemento genérico desse conjunto pelo simbolo
Q., com ¢ € H. Quanto a 4lgebra C(H), sabemos que € 1somorfa a algebra dos ogexadc;rles
d ] a il ¢ por sua vez, de acordo com a extensao linear da equagdo (4.21),

e conjugagao de fluxo, qué p Meatil i i
; o multiplicativo H e assumirmos que seus ele
pode ser obtida se tomarmos 0 griup : : . d
linear € compativel com & estrututa de grupo
formam um espaco vetorial e que & estrutura linea

multiplicativo no seguinte sentido:

fly-th) = o gt (f+g)h:fh+gh, e A(gh) = (Mg)h=g(Ah), (4.33)
<) = )
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b
clemento qualquer da base de AN gors :
1a sua base por: Ta escrito com com g € H. Um

sa algebra é dado

chth = QCQ ol
Dado um elemento h € H, ¢ i 9dg—1gh. (4.34)
por K}, como sendo o conjunto: © 8rupo de estabilidade com relaca

K, =
O grupo Kj ind e e =h}. (4.35)
Tu R 1NAUZ u ~ ! :
h sé,ogelementes de H g{a relagdo de equivaléncia em H da se G :
2 Lo , d12€mos que hy ~ hy se hlh, € K Sg' e forma: se h; e
Tepﬁesemat“’o_ a 1-ésima classe de equivaléncia, c(ml[1 ‘52_ 6 eja & € H o elemento
entao da seguinte forma: ’ 1 =e. O grupo H pode ser escrito

H:flI{huggKhU...UgnKh' (436)

Observefnoz HEDTE QU 4 algebra F(H) pode ser vista como um espago vetorial de uma
representagao de si propria, caso em que a agao das fungdes é dada pelo préprio produto

pontual. Alem disso, de acordo com (4.34) podemos dizer que o grupo H atua em F(H )
através de:

ch = Qghg'l- (437)

Temos assim que F(H) cumpre trés papéis diferentes, a saber, o de algebra, o de espago
vetorial de uma representacao de sl mesma (enquanto dlgebra) e o de espago vetorial de
uma representacao de H. Uma situacéo analoga ocorre no caso da &lgebra C(H), que pode
ser vista também como O espago vetorial de uma representagdo de H, sendo que nesse
caso a acdo é dada pelo produto entre elementos de H. Por essa razdo, é conveniente
‘ntroduzir uma notacdo que torne clara essa diferenca de papéis. Manteremos a no.tagalo
original para elementos de F(H) e C(H) enquanto algebras. No seu papel passivo, isto €,

enquanto espago vetorial de alguma representagao, oS clementos da base de F(H) serdo

denotados por | a), com @ € H. No caso de C(H ) teremos uma notagao semelhante,

conforme vemos no enunciado do teorema a seguir:

}, com j € {1,...,m}, uma base de um sub-espaco de C(;(’—I)
redutivel (indexada pelo simbolo p) de K,
unto de elementos representativos dos

3.32-Teorema: Seja {| 7)s o
que é a0 mesmo tempo uma representagao IeC
com h fixo. Seja {&}, com % € f1.., ) soi
elementos de H/Kp, assim como em (4.36)-

75




Ent&o, os vetores dados poy:

§i | a)® | 5
J’)p El a1 :
fol-mam uma base para umsa, representagao § d&z )® ‘ J)p
Irredut{

abaiXOZ vel de A( (4.38)

1 ;
), através da acao definida

Qeg | &iagTY® | 5
% .7>p =) - i m
kvagg | 60057) © 3 19 (8) | by, (4.39)
em que g&i = &6, B € Kp, e T'®) 6 4 magy o, -
ara a representagiio
p.

Notemos que g¢§; pe
.dq .ggz p rtenf:e 'a alguma das classes d ivalénci
o e L € equivaléncia de (4.36), a qual

Podem m

. 08 sempre e

produto entre o elemento representativo da sua cla,ssepOu S_crezer esse elemento como o
2 S€)a, ¢;

estabilidade de h ; y e um ele
de » QUE€, POr sua vez, estd entdo totalmente determinacigeng)%;?rggupo
. mos

que & atua somente em | a), enquanto que 8 atua somente .
Vamos agora escrever os vetores d o o | 7)p-
tacho mais compacta. O as representagoes irredutiveis de AW ysando uma
notag o pacta. Observemos inicialmente que para o fixo, a agio de H em | a)
F 4 . ]
Bere U,H(lia 2 ltla em H. A oOrbita contendo a, também chamada de classe de conjugagdo de
o, sers denotada por [a]. Uma representagdo irredutivel r de A®) ¢ caracterizada pelo par

([fl]’ p). Dado uma representacdo 7 = ([a], p) ¢ um elemento fixo da érbita [] (o préprio a,
digamos), um elemento da base dessa representacao necessita ainda de dois indices para
estar totalmente determinado, conforme vemos abaixo:

l i3j>r = 61 l a’)® | ])P (4'40)

A acdo (4.39) assume nesse caso a forma:

Qo | 5 3)r = gt | 1 00r (4.41)

m

g lig)e = g6 @)@ =810 98| i)=Y % |7k} (4.42)

k=1

Como todas as representagﬁes r tém dimensao finita, podemos introduzir em cada
uma, delas uma estrutura de espago de Hilbert através do produto escalar dado por:

T(il,jl | i,j)'r = (5,5’1': 5,7 (443)
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E€Nncenteg : oo = Hrl X Hrg. Os

PIesentacs :
ordo com: §0€s quaisquer de uma 4lgebra,

uto d
enquanto que o operador R age de 5

R ‘ iaj>r1® [ k}l)r'& i ZS | i

Ll - h ) )7‘2 ® Qh \ i:j)rl, (444)
em concordancia com a definicio de 2

Podemos agora generalizar essa discussg
cada um dos vortices carregue uma represenlzzgEjL 0 caso de N vértices. Suponhamos que
' ' 5 &0 7;, com i

espago vetorial da representacio do sistema como um ‘;)Ciorfl 1 € {L,..,N}. Nesse caso o
H, ® @ Hry. Os operadores correspo 0 € 0 produto tensorial H -

. ndentes sj
operadores do tipo mostrado na expressio (4.31) a0 ou elementos de AV @ - - ® AW ou

4.4 Regras de fusao e mudanca de topologia

Conform_e Vioe anteriormente, os graus de liberdade da teoria de campos descrita pela
Lagrangiana (4.1) no regime de baixas energias sio puramente topolégicos. Para fixar
idéias, consideremos o caso de um sistema formado por dois vértices. As holonomias
nio dependem das distancias relativas entre os vértices. Na realidade, podemos sempre
aplicar uma mudanca de escala sem alterar o valor dos observéveis da teoria. Isso se deve
a0 fato de que em baixas energias os vortices sdo pontuais.

No caso em que os vértices possuem um extensao espacial, podemos dizer que existe
uma distancia de aproximacao a partir da qual a descricdo em termos da dlgebra total
A® pao é mais valida. A partir dessa distancia o observador ndo tem mais acesso as
informacdes individuais de cada particula. Essa situ:agéoﬂcorresponde a uma s’up.erpc?si(;éo
entre os perfis dos dois vortices. Como nossa teoria nao tem essa ca_ra,cterlsmca,‘ intro-
duziremos uma escala de distancias arbitraria. A partir dessa distancia de aproximagao

: . 5
entre as particulas consideraremos que o sistema é descrito por uma sub-algebra dj fct}( )
a sub-dlgebra medem somente 0 fluxo total do sistema 'e ois
obal de calibre, o fluxo total do sistema
dor que mede o fluxo total é dado

Os operadores de fluxo dess L
vértices. Além disso, dada uma transformagao g f

{ T
transforma-se como o fluxo de uma particula. ope
por :

oy 2 Qn ® Q-1 (4.45)
3

a uma transformagao global de calibre no sistema

enquanto que o operador que implement
de dois vértices é dado por:

i

e



de posi¢ao. Vemos ent3 3
il?gﬁ“das)’ ¢ um Subcoﬂiuzsoqgs if(sla)t;l o Eebr2, denotada por A®)
2 a i v or 4
ciagoes Qe QP e 8 5, dadas p A Alem disso, podese s (dlgebra de longas

(2) : or (4.45) e se verificar que as asso-
: _ i 4.4 i
AW e A Conforme vimos na segio (4.2) (4.46), definem urm homomorfismo entre

o yaél .
quantico D(H), de modo que as equagoes ( gebra de um vértice é isomorfa a0 duplo

k 4.45 :
Jo co-produto dada na equagio (4.25), ou sej a') ¢ (4.46) sao de fato identicas & defini¢do

2 :
(2) %= olQie B A (4.47)
Como Ay é homomorfa a AD, os operadores QP e 52 sat; : :
a (4.16), (4.21) e (4.23). ¢’ €0g satisfazem relagdes andlogas

Sejam agora . e H,y 0s espa '

¢os de Hilbert de d 5
) S , uas representagoes i ivel
A®), Com(? ((:101883;161101& de’ a algebra de longas distancias ser uma sgub-éll;gi;t;l\;eig)e
0 espago produto 7ir ® H, é em geral escrito como a soma direta mostrada abaixo: ’

Ho & Hoe = @ N;’T'Vn, (4.48)
n

em que V; é 0 espago vetorial de uma representagao irredutivel de A®) e o niimero inteiro
positivo Np™ conhecido como numero de Clebch-Gordon, é a multiplicidade de V; na
decomposicao (4.48).

Dizemos que cada uma das representagdes Vy € um possivel setor para o qual o sistema
de dois vortices pode decair quando as particulas estao suficientemente proximas. Esses
setores sao independentes entre si, cada um deles sendo caracterizado por seu proprio
nimero quantico, a saber, 0 (ndice de representagao 7. Em particular podemos querer

determinar a probabilidade de um sistema de dois vortices decair para um dos estados de

vécuo da teoria. Para entender melhor essa questao devemos especiﬁcar 0 que queremos

dizer por estado de vacuo.

Um estado de vacuo é um vetor que satisfaz as seguintes Cl

Qe l 0) = Oce l 0): (4.49)

) (4.50)

Ai 0) é0 elemento identidade de H. Comp
A equacdo (4.49) significa que © fuxo de | 0)  © aega. do vhcuo s trivial, em analogia

1 €
conseqiiéncia da equagao (4.50), podemos dizer 4%
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or eXemplo, as cargas possiveig

v Sejam as re r rtice na representacio (la
A probabilidade de um estado incig) | 11})) eessr? ¥a59es p do grupo de estabil(idad(l (]i,epc)a’
aula 10 caso emn que NO’ =10. Se N(:)—,r' £ r @ H,. ecair para o estado de vacuo é

» €582 probabilidade ¢ dada por:

By (0) = {0 | P2,

em geral esse espaco pode ser decompost Como ; " ®: - -@H,,, sendo que
a0 (4.48). Po . uma soma direta do mesmo ti
da aplicagao 1terativa do co-produto (lembremog que A? foi obtida medi .
aplicagao de A). Temos (mmbolicamente) por exempl L (3) e
Estamos agora de posse do mecanisnjlo que pOSz_%v_lt_ltUe. A = (Id® A) @ A(AD).
G 1 3
plano ¥ com N vértices. A lista dos difere tita a mudanga de topologia do

' : ntes setores da decomposici
de suas respectivas multiplicidades const; Sl

= tul 0 que chamamos de regras de fusio. Essas
regras nos dizem, por exemplo, em que circunstincias um sistema de dois vértices pode

decair para um estado de vdcuo. Em analogia ao que ocorre na teoria quantica de campos,
falaremos nesse caso em aniquilacio de um vértice e um anti-vértice.

Se H, é o espago de Hilbert de um determinado setor de 1 particula, queremos deter-
minar o espacgo de Hilbert associado a anti-particula, cuja representacio serd denotada por
7. Podemos resolver esse problema impondo que a representagio trivial esteja presente
na decomposicao (4.48) e calculando a multiplicidade Ng”'. O resultado desse célculo,
que pode ser encontrado em [37], estéd mostrado na equagio abaixo:

NS’T’ 7= 6[a—1],[al]6p' lp’, (4'52)

em que p* é a representagao dual de p, definida nas equagoes (3.8) e (3.22). Da equagao
(4.52) vemos que a representacao do anti-vértice 7 € dada por:

7= ([a—l]’p#). (4.53)

A equacio (4.53) indica que 2 representagéof estd ligada ao Cl?'lz,ciistgazz r 555063(:?2@;?
dual. De fato, consideremos uma representagaobr :dé[c‘]; ,;) {Cez'J} Sihe 6
Seja f um elemento qualquer de V*, {ei} umécc aieV®V* dado por by (1) =Y e ®¢€’
elles) = &y Tomando a equagao (3.8) com by :

sV s € dado pordp(f @) SR L
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Pv-(a)(f) = Pv(S(a)) (1)

(dv@id =)0 (2
ve) o (idy. ®pv(S(a))®idVi)o(idv ® by)(f)
dv ® i ' v
( V@gdv*)o(zdv*®pV(S(a))®idv-)(f®Z )
EiRel) =

(dv ® v-)(3, F @ Pv(S(a))e; ® e)
= }: Fov(S(a))e;)e,

ou utilizando uma notacio mais simples
7

(4.54)

af = Zf(S(a)ei)ei.
Aplicando esse funcional a um elemento e, qualquer da base de V', obtemos
; mos:
(af)(ex) = Zf(s(a)ei)ei(ek) = F(S(a)es). (4.56)
1
A expressao acima nos permite calcular o funcional af em um elemento qualquer de

V. Tomem(')s a=Q= Zhe[c“l] (n. Esse operador é o projetor na classe de conjugagao
de ¢~1. Aplicando (4.56) verifica-se que:

(4.55)

Qe1(f)v) = F(v) = Qe (f) = £ (4.57)

Vemos assim que os Auxos dos elementos de V* pertencem a classe de conjugacio [¢™].

Outro fato que podemos verificar é que dada uma representagéo (V, pv) e a sua repre-

sentacdo dual (V*, py-), se definirmos 0 mapa P .V*®V — C, dado por P(f®u) = f(v)
e aplicarmos as equagoes (3.16) e (4.56) podemos mostrar que:

PoAa)(f®v) = ¢(a)P(f ® V). (4.58)

De fato, temos que:
P o AQ:)(f ®) = 2n F(S(@Qn)Qn-rev) = f(mo (5@ id) o AQe)v) =
£(e(Qe)v) = @IPU ®v) e
PoAlg)(fev)=Ff5 (g)gv) = f(mo (5@ id) o A(g)v) i
= f(elg)v) = e(g)P(f @)

(4.59)
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Vemos assim que P ¢
analisarmos mais detalhad

m o '
berador linegy que comy
seremos levados g concluir

amente g egt ta com a acéio da 4lgebra AW, S
"utura das equagpe (4.52), (4.53), (i.57) e (4.58)(?

que P ¢ y
ma espécj
Outras informagéi . d(? filtro que nos permite obter a repre-
€ Mapa est4 dipet  contidas no produte * ® V. Acreditamos
€ aproximaggo da:rgente associado a um projetor na represen-

138 particulas est4 relacionado com varias

), mas se estivermos interessados

The it BYOee s brocesso de aniquilacio, vamos assumir

de pares (um vértice e um anti-vortice).

associado a criagdo de particulas, vamos

aniquilacdo. As figuras (4.5.a) e (4.5.b) 0S processos de espalhamento, criagdo e
; -0.D) represe is vorti

Tl innas e e ldssim b presentam o espalhamento de dois vortices.

it e i na corrllpreenséo da figura: consideremos que as
a no plano ¥ de modo ; icd
a permutar suas posigoes.

' labaticamente e que dura um certo intervalo de

e planos horizontais cortando a figura podem ser pensados como fotogra-
i 1nstantaneas_do sistema. As figuras (4.5.2) e (4.5.b) seriam, portanto, anlogas a
um filme que ~I‘€ngtI‘a 0 espalhamento. A passagem do tempo corresponde a percorrer as
diferentes segoes retas determinadas pelos planos horizontais desde o plano inferior até o
plano superior. As linhas cruzadas indicam a troca de posigdes. E importante notar que
a troca de posi¢oes pode ocorrer de duas formas inequivalentes, uma correspondendo a
uma rotacao anti-horaria do sistema, representada na figura (4.5.a) e a outra correspon-
dendo a uma rotagao horaria, representada na figura (4.5.b). Para compreender a origem
dessa inequivaléncia é suficiente lembrar a figura (4.4), onde se vé que a disposicao das
cordas de Dirac determina a acao do operador de espalhamento. A orientagdo das setas
é importante, pois diferencia vértices (setas orientadas para baixo) e anti-vértices (setas
orientadas para cima).

Com o auxilio dessa imagem, vamos agora abstrair o argumento e considerar sim-
plesmente que as linhas cruzadas indicam a troca de p(-)si.gées.em um espalharngnt?, que
as diferentes orientagoes das setas tém a fungéi(? de dlstmglyr. vértices de anti-vortices
e que as figuras (4.5.a) e (4.5.b) correspondem as duas possibilidades inequivalentes de

énci alhamento. ;
Ocog:ngiicizsgzpde criacdo e aniquilacdo serao associados as figuras (4.5.c) e (4.5.d). A
: = ; cimilar a0 caso das figuras (4.5.a) e (4.5.b).
interpretacio dada a essas figuras € Simuar . e
iado & criagdo de pares vamos consl erar. op

Para obter o operador a.sso.cm s seguinte: um anti-vortice carregan B
trado na figura (4.6.a), cuja mterpretagiao 3 até que em um dado momento uma flu-
representacao 7 viaja isoladamente no plano 2,
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u,v
Figura 4.5: Dj
- lagramas associgdog a0s operadores R, P e
) Qy .

tuagdo do vacuo d4 origem a yp +
do vdcuo aproxima-se entio do anti

regia"}o pontllhada, ou seja, estaremos entrando no regime descrito pela 4lgebra de longas
diatancias. Essa situacao é sugerida na figura (4.6.c). Nessas circunstincias o procei;so
efetivafnente observado ¢ a propagacio de uma tinica anti-particula carregando a repre-
senta¢do r, conforme vemos na figura (4.6.d). Temos entdo que o operador associado &
figura (4.6.a) é igual ao operador associado 4 figura (4.6.d)

a) b)

Figura 4.6: Diagrama de um processo envolvendo criagao e il

or de criagio pelo simbolo ay. Escrevendo ay na base {e; ® €'},

ad : :
Denotemos o oper umentos associados a figura (4.6),

: > Lo o icando os ar
isto é, fazendo ay = ) ;; @€ ® € € apica i
que:

encontramos que ¢ ; = 05, de forma

o= Z e; ® ei' (461)
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Observacio-
ao operador P, De gy

i esse exemplo é a mesma que utilizamos para construir
o operador de criagdo . A figura (4.7.b) répresenta a mesma situagio da figura (4.7.a),
ulo pontilhado teve a sua escala reduzida. Essa

3 momento entrar na regido descrita pela dlgebra
AE: . Essa situacdo é sugerida na figura (4.7.c). Nessas circunstancias o processo efeti-

vamente observado é a aniquilacio mostrada na figura (4.7.d), de forma que o operador
associado a esse ltimo diagrama é igual ao operador associado i figura (4.7.a)

- V/\‘ . m

Figura 4.7: Comportamento do vécuo sob permutagdes de particulas.

O resultado obtido para 3 é:
Blu® f) = FO_ Qndwv) (4.62)
h
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diagramas X\, Uy, ¢ 0

v Ur s ay e Ny — P, (4.63)
Pela anilise da figyra (4.5.1)

Vemos que ¢ operador 1 i F
i i associado ao diagrama X é
Rw,w POIS 0 processo correspond - L

| Conllen P ente é Interpretado como sendo o inverso do processo
ass grama X5 . Na visig semi-cléssica, issg corresponderia a realizar uma

mt&ﬁao no sgntltjlg anti-horgrio seguida de uma rotagéo no sentido horario.
0 caso dos dia ra ifer + - g 2
gramas qlie diferem de Xy e XV w por mudancas de orientagio, os

operadores correspondentes gig obtidos a par

ore ) tir de Ry e Ry, desde que consideremos
a definicao (3.28) de representacao dua] S€mpre que o sentido de uma das setas mudar,
indicando tratar-se de V*, em vez de /.

Através de cédlculo direto Podemos mostrar que os operadores associados aos diagramas
da figura (4.5) satisfazem todas ag relagdes da figura (3.9.b), no que sio acompanhados
pelos proprios diagramas. Se repetirmos agora os mesmos argumentos dos dois tiltimos
pardgrafos do terceiro capitulo, veremos que acabamos de obter um invariante de né
semelhante ao invariante de Turaev a partir do estudo de uma 4lgebra de N vértices,
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Conclusao

Nesse trabalho verificamg
em termos do seguinte Dl'jb?:ri ; If:(f;lé(i(') da estatistica de polimeros pode ser formulado
e alobitabia 1po: qual a distribuicdo de probabilidade de uma

€ Ser um ng : ]

e DFOblI;;CO;n ur}il dado invariante? Com o objetivo de lidar
: a da o 3 : : . i
em uma parte SUbStanclal desse trabalho i tengdo de mvariantes de no, que consistiu

Jones, estudamos com um bom nive] de d e oo fomcaip pelo polindmio de

i . etalh :
relagao existentes entre g categoria d amento o funtor de Turaev. Vimos que a

a8 representacdes de uma dlgebra de Ho '

i pf do tipo
fita (RfPA) & 4 Catcegoma dos emaranhadog coloridos por elementos de Re ossibilit :
obtencéo de invariantes numéricos. D4 possibilita a

. imilar ao do invariante de Turaev, de forma que
acreditamos ter dado um passo 3 frente no sentido da sua, interpretagéo fisica. Acreditamos

que a metodologia apresentada no tltimo capitulo dessa dissertacdo pode ser generalizada
para outras situagoes, nas quais temos um sistema, de objetos topoldgicos descrito por uma
teoria quantica. Podemos tentar extrair informagdes topoldgicas desses sistemas a, partir
da estrutura quantica das dlgebras dos observéveis da teoria em estudo. Consideramos que
uma possivel vantagem dessa abordagem consiste em que podemos utilizar a linguagem
da fisica para estudar problemas matemdticos de grande complexidade técnica,

Uma das possiveis continuagdes desse trabalho consistiria no prosseguimento do pro-
cesso de quantizagdo, no sentido de levar em conta as amplitudes de probabilidade asso-
ciadas a todos os diagramas imaginaveis envolvendo espalhamento, criagio e aniquilacio
de vértices. Acreditamos que esse procedimento daria origem a um objeto andlogo ao
funcional gerador da teoria quantica de campos, que conteria todas als) 'mforngo?s to-

e . . : . esse objeto poderiamos
poldgicas associadas ao invariante de né em estudo. Em posse d Jeto p

sstribuica babilidade na qual estamos interessados. Esse plano
tentar calcular a distribuigéo de probabill : .
d complexidade que tornou impossivel a sua
de pesquisa mostrou-se, no entanto, de uma

a t respondente ao mestrado.
completa execucdo durante o periodo corresp
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