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Resumo

Com o sem precedente desenvolvimento de vacinas em meio a uma pandemia, como
foi o caso da Covid-19, nos deparamos com a necessidade de vacinar a populagao
com urgencia e disponibilidade limitada de doses, buscando um balanco entre os
beneficios associados a protocolos de vacinagdo que satisfaga um dilema ético (J.
W. Wu, S. D. John, E. Y. Adashi, Allocating Vaccines in the Pandemic: The Ethi-
cal Dimension, The Am. J. of Medicine V.33(11): 1241 - 1242 (2020)). Diante
disto, este trabalho apresenta uma estratégia de vacinacao a partir do conceito de
divisao Enuvy-free. Com isto, nés buscamos alocar as doses vacinas, disponiveis em
lotes insuficientes para vacinar a populagao inteira, encontrando um balango entre
os beneficios direto e indireto da vacinacao para diferentes grupos etarios. A es-
tratégia proposta neste trabalho adapta um algoritmo construtivo baseado no Lema
de Sperner para aproximar um ponto de divisao Envy-free que garante a otimizagao
acoplada entre os dois beneficios. Uma simulacao numérica comparativa a partir da
distribuicao etaria de 236 paises sugere que a estratégia Envy-free é bem sucedida,
criando o balanco desejado ao longo de todo o periodo de vacinagao.

Palavras-chave

Covid-19, divisao envy-free, tomada de decisao, alocacao de vacinas balanceada,
Lema de Sperner, cake-cutting



Abstract

With the unprecedented development of vaccines amid a pandemic, as was the case
with Covid-19, we faced the need to vaccinate large populations with urgency with
limited vaccine availability, seeking a balance between benefits associated with vac-
cination protocols that address an ethical dilemma (J. W. Wu, S. D. John, E. Y.
Adashi, Allocating Vaccines in the Pandemic: The Ethical Dimension, The Am. J.
of Medicine V.33(11): 1241 - 1242 (2020)). This work presents a vaccination stra-
tegy based on the concept of Envy-free division. With this, our goal is to allocate
vaccine doses, which are available in batches containing an insufficient number of
doses to vaccinate the entire population, finding a balance between the direct and
indirect benefits of vaccination of different age groups. The strategy proposed in
this work adapts a constructive algorithm based on the Sperner’s Lemma to appro-
ximate an Enuvy-free division point that ensures the coupled optimization of both
benefits. A comparative numerical simulation based on the age distribution of 236
countries suggests that the Envy-free strategy is successful in achieving the desired
balance throughout the vaccination period.

Keywords

Covid-19, envy-free division, decision making, balanced vaccines allocation, Sper-
ner’s Lemma, cake-cutting
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Introducao

URANTE a pandemia de coronavirus 2019 (Covid-19), vimos o desenvolvimento
D de vacinas em um intervalo de tempo sem precedentes [!], [2]. Isto trouxe a
tona a questao de como distribuir as doses de vacinas disponiveis gradativamente
e em pequenos lotes, insuficientes para vacinar toda a populagao de uma s6 vez
[3], [1]. A alta transmissibilidade do virus, associada a gravidade dos sintomas,
reforgou a urgéncia de se desenvolver uma estratégia de distribuigao destas doses que
atenda a certos requisitos éticos [5] [6]. Neste contexto, diversos paises seguiram o
protocolo de priorizagao da Organizagao Mundial da Satide (WHO) [3] e destinaram
as doses iniciais para trabalhadores da area da saide, adultos acima de 65 anos e
adultos com comorbidade (considerados grupos de risco). A prioriza¢ao dos mais
idosos, em particular, é uma consequéncia da maior chance de desenvolvimento de
sintomas graves em individuos deste grupo [7], [¢]. Apds a vacinacao dos individuos
pertencentes a estes grupos prioritarios, entretanto, uma grande fracao da populagao
ainda permanece sem ser vacinada, e ¢ a fracao que direcionamos esta analise.

A contribuicao de cada individuo com a transmissao do virus, assim como a
gravidade dos sintomas, estao correlacionadas com a idade. Em geral, os individuos
mais idosos da populagao tendem a desenvolver sintomas mais graves [7], enquanto
os mais jovens, na medida em que possuem maior mobilidade, tendem a apresentar
uma maior capacidade de transmissdo do virus, embora isto ndo seja uma regra [9].
Os efeitos direto e indireto da vacinagao, causados pela interagao entre a capacidade
da vacina de diminuir a gravidade dos sintomas, por um lado, e a transmissibilidade,
por outro, levanta a questao sobre a possibilidade de se desenvolver uma estratégia
de vacinagao que crie um balanco entre estes dois fatores.

Neste trabalho propomos uma estratégia de distribuicao de vacinas que cria este
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balanco baseada em um algoritmo fair division' do tipo Envy-free?. Esta classe de
algoritmos vem sendo estudada formalmente desde meados da década de 1940 no
contexto de problemas cake cutting®, em que duas ou mais pessoas desejam repar-
tir um bolo entre todas elas [10], [I1], [12], [13]. Ao longo das tltimas décadas,
entretanto, matematicos e economistas tem expandido as aplicacoes destes algorit-
mos para a divisao de diversos outros tipos de recursos, como territérios, herancas,
aluguel de imével e acordos de divércio [14], [11], [10].

Antes de seguir com a apresentacao da estratégia desenvolvia neste trabalho,
introduzimos a seguir o problema cake cutting, assim como uma definicao formal do
conceito de divisao Fnuvy-free e alguns algoritmos para o caso em que o nimero de

individuos dividindo o recurso é N = 2.

Dividindo um bolo

Suponha dois individuos dividindo um bolo em dois pedagos, um para cada um. Para
que a divisao seja considerada bem sucedida, ambos devem estar de acordo com o
resultado e ficar satisfeitos com o pedago que receberam. Se o bolo for homogéneo
(por exemplo, um bolo inteiro de chocolate), uma simples divisao em duas fatias
de tamanho e peso iguais pode ser suficiente. Mas se, por exemplo um lado do
bolo possui um morango, enquanto outro lado possui mais creme, a divisao em duas
fatias com mesmo tamanho e peso pode nao agradar a ambos. Em especial, se os
dois possuem gostos parecidos e desejam o mesmo pedago (por exemplo, o pedago
com um morango) pode ser especialmente dificil encontrar uma divisao que agrade
a ambos.

Para formalizar este problema, vamos considerar um recurso B, representado
neste exemplo por um bolo, a ser dividido entre N individuos. Suponhamos que
cada individuo possui uma fungao utilidade u;(b), ¢ = 1,..., N que associa um certo

valor a qualquer pedago b do bolo. A funcao u; possui duas propriedades:

e u,; ¢é continua

ltrad.: divisdo justa
2trad.: sem-inveja
3trad.: divisdo de bolo
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e Para toda divisao do bolo B em N pedacos by, ..., by, u;(by) + ... + u;(by) =

A primeira propriedade, quanto a continuidade da funcao u;, esta diretamente
associada a continuidade do recurso que estda sendo dividido. A segunda é uma
consequencia da suposicao de que a soma de todos os pedacos do recurso devem ser
equivalentes ao recurso inteiro - em alguns caso como, por exemplo, a divisao de
bens apds um divércio, o recurso pode se desvalorizar quando particionado. Note
que a segunda propriedade também significa que a funcao u; é normalizada.

O problema do cake-cutting consiste, entao, realizar uma divisao “justa” do bolo
B entre os N individuos. Apresentamos a seguir as definicoes de divisao equitativa
e divisao Fnvy-free que vao ajudar a caracterizar as divisoes que serao discutidas

adiante.

Definicao 0.0.1 (Divisdo equitativa). Uma divisdo do bolo B em partes b;, j =
1,...,N,onde > ;bj = B, a serem distribuidas entre N individuos que avaliam cada
pedago a partir de fungoes utilidade u;(b;), i = 1,..., N, é chamada de equitativa se

u;(b;) > /N para todo i,j =1,...,N.

Vale ressaltar que, para que uma divisao seja considerada equitativa, nao importa
como cada individuo avalia os pedacos recebidos pelos outros. Para uma divisao
ser considerada equitativa,é preciso apenas que cada um avalie seu préprio pedacgo
em, no minimo, !/n. Note que isto ndo garante que todos os individuos vao ficar
satisfeitos com o resultado da divisao. Ao dividir um bolo entre quatro pessoas, uma
delas pode avaliar o préprio pedago em 1/4 e o pedago de outra pessoa em 2/4, o
que a levaria a invejar o pedaco recebido pelo outro. Para isto, introduzimos a ideia

de divisao Envy-free:

Defini¢ao 0.0.2 (Divisao Envy-free). Uma divisao do bolo B em partes b;, j =
1,....,N, onde > i b; = B, a serem distribuidas entre N individuos que avaliam cada
pedago a partir de funcoes utilidade w;(b;), i = 1,..., N, é chamada Envy-free se

u;(b;) > w;(b;) para todoi,j =1,...,N.

Diferentemente da divisao equitativa, para que uma divisao seja considerada
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Envy-free é preciso que cada individuo considere que seu proprio pedaco é o melhor
(ou um dos melhores) dentre todos os pedagos.

Toda divisao Envy-free é também equitativa. Isto fica evidente se lembrarmos
que, em uma divisdo Envy-free, u;(b;) > w;(b;), para todo i,57 = 1,..., N, de modo
que, se somarmos ambos os lados desta desigualdade para todos os valores de 7,

temos:

L= uiby) < Nui(b) &
= ufb) > @

Quando N = 2, toda divisao equitativa também é Enuvy-free. Podemos verificar

esta afirmacao lembrando que, se uma divisao entre dois individuos ¢é equitativa,

temos u;(b;) > 3 para i = 1,2 e, como u;(b1) + w;(b2) = 1, temos, para todos

1,7 =1,2 com i # j:

wilb) =1 uilby) > 5 3)
= wlby) < (W
ui(bi) > ui(by) (5)

Esta afirmacao nao é verdade, entretanto, para N > 2. A tabela 1 apresenta
um exemplo ilustrativo de uma divisdo equitativa com N = 3 [15]. Neste exemplo,
cada individuo possui uma funcao utilidade u; e recebe o pedago b;. Podemos ver
na tabela a utilidade que cada individuo atribui a cada pedaco neste caso. Embora
u;(b;) > 1/3 para todo i = 1,2, 3, caracterizando uma divisao equitativa, podemos
ver que o individuo ¢ = 3 avalia o pedaco b, com um valor maior do que o seu préprio
pedago, b3. Isto mostra que, embora seja equitativa, esta divisao nao é Envy-free.

A partir destas defini¢oes, analisamos a seguir alguns algoritmos de divisao do

bolo B entre dois individuos, I; e Iy [12].
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| [ b b
uy || 36 26 s
us || Yo 46 s
ug || Yo 36 2/s

Tabela 1: Exemplo de divisao equitativa.

e Algoritmo 1 Um mediador divide o bolo em dois pedacgos, by e by, que ele
julga terem utilidades iguais. O pedago by é, entao, entregue ao I, e 0 by ao

Iy;

e Algoritmo 2 O individuo /; divide o bolo em dois pedacos, b; e by, que ele
julga terem utilidades iguais. O pedago b; é, entao, entregue ao I, e o by ao

Iy;

e Algoritmo 3 - Slice and Choose * O individuo I; divide o bolo em duas
partes que ele considera possuirem utilidade iguais, b; e by. O individuo I,
escolhe para si o pedago que ele avalia ter utilidade maior e entrega o outro

para o Iy;

O Algoritmo 1 conta com a figura de um mediador, que usa a sua prépria
funcao utilidade para dividir o bolo em dois pedacos iguais, na sua visao. Se ambos
os individuos possuirem funcgoes utilidade iguais a do mediador, esta divisao é de fato
Envy-free. Caso contréario, é impossivel garantir que este algoritmo sempre resulte
em uma divisao Enuvy-free.

No Algoritmo 2 o I, cumpre um papel andlogo ao do mediador. Isto permite
que ele seja desonesto e realize uma divisao em que o pedaco by, que sera atribuido a
ele, possua uma utilidade maior do que o by. Isto é possivel pois nenhum individuo
tem conhecimento da funcao utilidade dos outros. Mas, mesmo que o individuo I;
seja honesto e divida o recurso em duas partes iguais, de acordo com sua fungao
utilidade, se ambos possuirem funcoes utilidade diferentes ainda é possivel que a
divisao nao seja Envy-free.

Os dois primeiros algoritmos apresentam um problema semelhante: o individuo

que divide o recurso nao conhece a funcao utilidade dos outros. Mesmo que um

4trad.: Divide e Escolhe
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individuo ou o mediador seja bem intencionado e queira executar uma divisao justa,
esta falta de informagcao faz com que estes métodos nao garantam uma divisao Envy-
free.

O Algoritmo 3, popularmente conhecido como Slice and Choose, é um dos
mais antigos estudado por matematicos da drea [10]. Como o individuo I; divide
o recurso em duas partes iguais, ele garante que ird receber um pedaco de valor,
no minimo, 1/2. Assim, cabe ao individuo Iy escolher o pedago com maior valor,
do seu ponto de vista, o que garante a ele um pedago de valor minimo 1/2 pois
ug(b1)+ua(be) = 1. Assim, vemos que este algoritmo garante uma divisdo Envy-free.
Outra caracteristica importante do Slice and Choose é que, mesmo sem depender
de um mediador, ele é “imune a desonestidade”.

Até agora discutimos diversos métodos de dividir um bolo mas, como mencionado
anteriormente, podemos aplicar estes mesmos conceitos e algoritmos a divisao de
outros tipos de recurso desde que sejam continuo e sua divisao nao altere o seu valor
total.

A estratégia de distribuicao de vacinas que propomos neste trabalho adapta o
algoritmo construtivo apresentado em [16] e revisado em [15]. Na préxima secao,
fazemos uma introducao ao nosso modelo, que serd desenvolvido em mais detalhes

nos capitulos seguintes.

Divisao de vacinas

Como foi discutido no comeco desta Introducao, este trabalho apresenta um algo-
ritmo de distribuicao de vacinas que gera um balancgo entre sintomatologia e trans-
missibilidade, ambos correlacionados a idade. Para isto, consideramos duas fungoes
utilidade que correspondem a priorizacoes de vacinacao distintas dos individuos de
uma populacao com base na sua idade. Estas priorizagoes sao representadas na
figura de dois conselheiros, C4 (Ana) e Cg (Bob). Enquanto a funcao utilidade do
conselheiro C4 representa a priorizacao dos individuos com o objetivo de diminuir
a transmissao do virus, a funcao utilidade do Cp representa a priorizacao com o

objetivo de diminuir a ocorréncia de sintomas graves. A cada lote de vacinas dis-
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ponivel, as doses sao distribuidas para individuos de faixas etarias distintas, em
uma proporcao que crie um balanco entre os beneficios referentes a cada um dos
conselheiros. Este balanco sera garantido por um algoritmo que estende o conceito
de divisao Envy-free.

Vale ressaltar que, ao contrario de modelos utilitaristas ([17], [L8]), o algoritmo
apresentado neste trabalho nao se baseia em um sistema de pontuacgao tinica no qual
a prioridade de alocacao das doses ¢é avaliada em termos da pontuagao total rece-
bida por cada individuo por cada um dos conselheiros. Nossa abordagem também
difere dos sistemas de reserva ([19]) em que todas as doses de cada lote de vacinas
sao distribuidas de acordo com proporcoes pré-estabelecidas para certas categorias
reservadas.

O modelo de distribuicao de vacinas e a simulacao computacional da dinamica de
vacinacao de toda a populagao desenvolvidos ao longo deste projeto e apresentados
neste trabalho, assim como todas as figuras e resultados, podem ser encontrados em
20].

A seguir, no Capitulo 1, apresentamos o algoritmo de distribuicao de vacinas
Envy-free, assim como um teorema importante para garantir que sempre encontra-
mos um ponto de divisao.

No Capitulo 2, desenvolvemos o modelo computacional que simula a vacinacao
completa de uma populacao com lotes de vacina disponiveis em um certo intervalos
de tempo. Esto modelo adiciona uma nova dinamica em que o procedimento apre-
sentado no Capitulo 1 é repetido seguidas vezes até que toda uma dada populagao
seja vacinada. Para fins de comparacao, também realizamos simulagoes de quatro
outros algoritmos de distribuicao de vacinas: Oldest-first, que consiste na vacinagao
dos individuos mais idosos com maior prioridade; Mazimize-benefit, que consiste na
vacinacao dos individuos que maximizam o beneficio médio relativo aos dois conse-
lheiros; Minimize-benefit, que consiste na vacinacao dos individuos que minimizam
o beneficio médio relativo aos dois conselheiros; e Random Vaccinaton, que consiste
na escolha aleatéria dos grupos etarios a serem vacinados. O cédigo do modelo
desenvolvido no capitulo 2 pode ser encontrado em [21].

O Capitulo 3 apresenta os resultados das simulagoes realizadas no Capitulo 2 para
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a populacao de diversos paises a partir de quatro pares de funcao utilidade distintas.
Em particular, apresentamos uma métrica desenvolvida para medir o balango entre
transmissibilidade e sintomatologia criado por cada um dos diferentes algoritmos.
Como veremos, o algoritmo Envy-free apresenta o maior equilibrio entre os dois
critérios apresentados, sem que haja uma perda significativa do beneficio total. O
conjunto de dados gerados a partir do modelo apresentado no Capitulo 2 e utilizado
para plotar as figuras apresentados no Capitulo 3 podem ser encontrados em [22].
Concluo com uma discussao dos resultados apresentados e consideragoes sobre
possiveis aplicagoes. Também apresentamos uma possivel conexao entre o modelo

apresentado neste trabalho e modelos epidemioldégicos do tipo SIRV [23].



Capitulo 1

Divisao de Vacinas Envy-free

OMO discutido anteriormente, o modelo proposto neste trabalho tem como obje-
C tivo criar um balango entre os dois lados do dilema ético envolvido na escolha
dos individuos a serem vacinados com cada lote de vacinas disponivel num certo ins-
tante de tempo. Este dilema tem origem no conflito entre dois objetivos distintos da
vacinagao: as necessidades de se vacinar, por um lado, os individuos mais propensos
a desenvolverem sintomas graves e, por outro, os individuos que mais contribuem
para o aumento da taxa de transmissao da doenga.

A apresentacao do modelo, a seguir, é dividida em trés partes. A primeira
envolve a apresentacao das funcoes utilidade assim como a construcao do simplex
que sera utilizado na dinamica a seguir. A segunda consiste no desenvolvimento da
dinamica que leva a decisao de quais individuos devem ser vacinados com o lote de
vacinas disponivel a cada instante de tempo. A terceira consiste na demonstracao
de um teorema que garante a existéncia de ao menos um par-candidato, essencial
para garantir a validade do modelo apresentado neste trabalho.

No desenvolvimento que segue, assumimos que uma unica dose ¢ suficiente para
imunizar cada individuo; que o tnico meio através do qual um individuo se torna
imune a doenca é através da vacinacao; e que durante todo o tempo nao ha nasci-

mento ou morte de individuos.
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1.1 Construcao do Simplex

Os dois objetivos que desejamos balancear sao aqui representados na figura de dois
conselheiros, C4 e Cp, cada um dotado de uma funcdo utilidade g¢,(I(x)), n €
{A, B}, cujo valor traduz a prioridade de vacinagao para cada individuo como fungao
da sua idade. g¢,(I(x)) é construida como uma func¢do escada, assumindo um valor
constante para cada faixa etaria da populacao. Esta construcao se da a partir da
ordenacao dos individuos da populagao (comegando em 0 e indo até N —1) por idade.
Deste modo, a idade I(x) se torna uma fun¢ao monotonica crescente e sobrejetora
da sua posicao ordenada z € [0, N — 1] C N.

A fungao utilidade do conselheiro C4, ga(I(x)), representa a priorizagao do ponto
de vista da diminuicao transmissividade, assumindo valores maiores em regioes cor-
respondentes aos individuos que mais contribuem com a transmissao do virus. Ana-
logamente, a fungao utilidade do Cp, gg(I(x)), representa a priorizacao do ponto
de vista sintomatolégico, assumindo valores maiores em regioes correspondentes a
individuos propensos a desenvolverem sintomas mais graves.

Para construir o 1-simplex que sera utilizado a seguir, mapeamos o intervalo

T

~ 1, de modo que

[0, N — 1] no intervalo [0,1] e a varidvel x na varidvel y =
y € [0,1] € R. Deste modo, a idade do individuo na posigao y pode ser calculada
como I(y(N —1)). Este processo envolve a passagem de uma variavel discreta para
uma continua, aproximagao que ¢é razoavel na medida em que N >> 1.

E importante notar que qualquer sub-intervalo w C [0,1] do 1-simplex pode
ser decomposto em M sub-intervalos disjuntos v;, j = 1,2,..., M, de modo que
w = UM v;. Cada sub-intervalo v; = [y}, y%] corresponde a [(y3, — 7)) N| individuos,
onde a notagao [z] se refere a parte inteira de z € R.

Enquanto a funcao g,(I(y(N — 1))) é descontinua, pois se trata de uma fun¢ao
escada, definimos a fungao p,(y), que consiste em uma versao continua da g, (I (yN)),
em que a passagem entre os valores de diferentes faixas etarias se dd continuamente.

A construcao da p,(y) é detalhada no Apéndice A. Sendo assim, definimos as funcoes

densidade de utilidade u,(y), y € [0,1] e n € {A, B}:
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Uy (y) =~ (1.1)

que serao utilizadas a seguir.

1.2 Dinamica

Para o desenvolvimento que segue, assumimos que a cada instante de tempo t é
disponibilizado para a populagao um lote contendo V' < N (t) vacinas, V' constante,
onde N(t) é a quantidade de individuos ainda nao vacinados. Esta se¢do apresenta
a dinamica de distribuicao das vacinas, ou seja, o procedimento de determinagao
dos individuos a serem vacinados a cada instante de tempo t.

Na secao anterior, apresentamos as funcoes densidade de utilidade (eq. (1.1)) de
cada conselheiro, cujo dominio consiste no simplex [0,1]. A partir delas, podemos
definir o beneficio adquirido ao vacinar uma fracao da populagao correspondente ao

intervalo w(t) C [0, 1], de acordo com o conselheiro n € {A, B}, como:

;0= [ty (12)
w(t

Segue da propria definicao da densidade de utilidade que o beneficio de vacinar
toda a populacao, para ambos os conselheiros, deve ser igual a 1.

Cada ponto y € [0, 1] do simplex divide a populacao em duas partes. A esquerda
de y, o intervalo £(y) = [0, y) corresponde aos os individuos com idade menor do que
I(y(N — 1)), e a direita de y, o intervalo D(y) = [y, 1] corresponde aos individuos
com idade maior ou igual a I(y(N — 1)). A fracdo da populagdo correspondente
ao intervalo £(y) é dada por y, e a fragdo correspondente ao intervalo D(y) é dada
por (1 —y). Deste modo, podemos dividir o lote V' em duas partes com tamanhos

proporcionais ao nimero de individuos em cada intervalo:
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Vew) = [yV]
Vo) = [(1 = y)V]

(1.3)

Neste contexto, colocamos a seguinte questao: um determinado conselheiro pre-
fere distribuir Ve(,) doses entre os individuos no intervalo £(y), com idade menor do
que I(y(N —1)), ou Vp(y,) doses entre individuos do intervalo D(y), com idade maior
ou igual a I(y(N — 1))? Em ambos os casos, as doses restantes serdo distribuidas
entre os individuos no intervalo nao escolhido pelo outro conselheiro.

A dinamica de vacinacao proposta neste trabalho se baseia na ideia de que existe
um ponto ygpr € [0,1] do simplex, denominado ponto Envy-free, em que ambos
conselheiros dao respostas opostas para a pergunta acima. Em outras palavras,
no ponto ygr, um dos conselheiros prefere distribuir Vg, ) doses entre individuos

do intervalo £(ygr) e o outro prefere distribuir Vpy,,

y doses entre individuos do
intervalo D(ygr). O procedimento detalhado a seguir consiste na determinagao de
um ponto denotado por y* &~ ygpr que ¢ uma aproximagcao para o ponto ygr. Para

isto, seguimos os seguintes passos:
e Divisao e rotulacao do simplex
e (Calculo dos beneficios

e Determinacao do ponto ygp

Como veremos, o ponto y* determina inequivocamente um sub-intervalo do sim-
plex correspondente a uma fragao da populagao N(t) a ser vacinada no instante de

tempo t.

1.2.1 Divisao e rotulacao do simplex

Comecamos dividindo o intervalo [0, 1] em d partes. Teremos, assim, pontos y, =
E, onde p = 0,...,d. Na sequéncia, atribuimos o rétulo A ao ponto yo = 0 e
seguimos rotulando todos os pontos restantes alternadamente como A ou B. Como

resultado, todo ponto rotulado como A terd como vizinhos (ou vizinho, no caso das
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extremidades) pontos rotulados como B. Analogamente, todo ponto rotulado como
B tera como vizinhos (ou vizinho, no caso das extremidades) pontos rotulados como
A (Figura 1.1-a).

Como mencionado acima, cada ponto y, divide o simplex em dois subs-intervalos
E(yp) e D(y,), e, a cada intervalo, podemos associar uma fracdo das vacinadas
determinada (eq. 1.3). Com isto, podemos, a partir da eq. 1.2, calcular os beneficios,
correspondentes a um determinado conselheiro, de vacinarmos individuos de cada
um dos lados £ e D.

E importante observar que, a menos da tultima iteragao, a fracao de individuos a
esquerda ou a direita de y, ¢ sempre maior do que a fracao das doses disponiveis para
vacinar os individuos daquele lado. Sendo assim, para determinar quais individuos
de cada lado de y, um determinado conselheiro escolhe vacinar, e assim calcular
o respectivo beneficio, nés buscamos subintervalos de £ e D, de tamanho Vg, ) e
Vbp(y,), Tespectivamente, em que a fungao densidade de utilidade do conselheiro em

questao assume valor maximo.

1.2.2 Calculo dos beneficios

Apos a divisao do simplex em d partes e a rotulagao dos d+1 pontos como A ou B, o
respectivo conselheiro decide, em cada ponto, se prefere vacinar o lado £ com Vg,
doses ou o lado D com Vp(,,) doses. Em ambos os casos, a fragao correspondente das
doses sera distribuida para a fracao da populacao que maximiza a funcao beneficio
daquele conselheiro no intervalo escolhido, e as doses restantes irao para a fracao da
populacao que maximiza a funcao beneficio do outro conselheiro no intervalo oposto.
Assim sendo, embora em cada ponto apenas um dos conselheiros escolha um lado, a
sua decisao é afetada pela funcao densidade de utilidade do outro conselheiro, pois
ela determina a regiao de vacinagao no lado oposto.

Para formalizar este procedimento, denotamos Qg(yp) o sub-intervalo de I'(y,) €
{€(Yp), D(yp)}, em que a fungdo beneficio do conselheiro n € {A, B} assume valor
maximo.

Em um ponto rotulado como 7, ao escolher vacinar os individuos do sub-intervalo

I'(yp), serdo distribuidas Vi) doses para os individuos correspondentes & regiao



CAPITULO 1. DIVISAO DE VACINAS ENVY-FREE 14

Qg(yp) do simplex e Vv, vacinas para os individuos correspondentes a regiao
Qg,l(y”), onde I" € {{&€(y,), D(yp)} \T'(y,)} denota o intervalo oposto a I' e ' €
{{A, B} \ n} denota o conselheiro oposto a 7.

A escolha realizada a cada ponto y, se resume, entao, na determinacao do inter-

valo I'(y,) que maximiza o beneficio total dado por:

!
T(yp) Qb (wp)

Uy =u " + U, (1.4)

E importante notar que, embora os dois termos do beneficio total sejam calcula-
dos sobre regioes de maximo de conselheiros distintos, ambos fazem uso da funcao
beneficio do mesmo conselheiro (aquele que esté realizando a escolha naquele ponto).

Para exemplificar este procedimento, vamos considerar um ponto y, rotulado
como A. Neste ponto, o conselheiro A deve escolher entre os intervalos £(y,) e

D(y,). Para isto, ele ird comparar o beneficio total de escolher o intervalo &(y,):

E(yp) QD(yp)

Ui(yp) — uXA +Z/{AB (15)

com o beneficio total de escolher o intervalo D(y,):

D(yp) £(yp)
Ul T Ly (1.6)

Se UY) > U5 o intervalo D(y,) ¢ escolhido. Caso contrério, o intervalo
E(yp) € escolhido. A Figura 1.1 apresenta um exemplo desta decisdo para um ponto
yp, = 2/7 rotulado como A.

Por outro lado, num ponto y, rotulado como B, o conselheiro B deve escolher
entre os intervalos €(y,) e D(y,) e, para isto, comparar o beneficio total de escolher

o intervalo £(y,):
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E(yp) D(yp)
Ug(yp) — ugB + z/{gA (17)

com o beneficio total de escolher o intervalo D(y,):

UPY) —ugs Uy (1.8)

Se U > UP™) o intervalo &(y,) ¢ escolhido. Caso contrario, o intervalo
D(y,) é escolhido.

Em qualquer ponto 0 > y, > 1, rotulado como A ou B, os respectivos conselheiros
podem escolher qualquer um dos intervalos £(y,) ou D(y,), a depender das duas
funcoes utilidade. O mesmo nao é verdade, porém para os pontos yg =0 e y; = 1.

Em y, = 0, o conselheiro em questao deve decidir entre o intervalo £(0):

( oy
U0 =y 414, (1.9)
ou o intervalo D(0):
Qf(©
UPO =y 41, (1.10)

Mas como em gy, = 0 o intervalo £(0) = [0, 0] possui tamanho nulo, as parcelas
dos beneficios totais que correspondem ao calculo do beneficio sobre esta regiao se

anulam. Assim, em y, = 0, a escolha passa a ser entre:

(1.11)
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D) _ 7,080
U, =u . (1.12)
O wp) o' ()
Como sabemos, U,,” >U," . Em ouras palavras, o valor da funcao beneficio

de um conselheiro calculado na sua regiao de maximo é sempre maior ou igual ao
valor desta mesma funcao beneficio calculada na regiao de maximo do conselheiro

. D
oposto. Com isso temos que U,

(=0) > U,}g © independente do conselheiro e, portanto,
o lado escolhido nesta extremidade ¢ sempre D(0).

Analogamente, em y, = 1 o intervalo D(1) = [1, 1] tem tamanho nulo, de modo
que as parcelas dos beneficios totais que correspondem ao calculo do beneficio sobre

esta regiao se anulam e a escolha passa a ser entre:

U =uy (1.13)
€
Qslu)
urt =u," (1.14)

£ Q&Y £(1) D(1) . .
T >U," ,temos que, U, > U, "’ independente do conselheiro

e, como u,?
e, portanto, o lado escolhido nesta extremidade é sempre E(1).

A figura 1.1 ilustra, para uma particao d = 7, este procedimento. Para cada
ponto, rotulado alternadamente como A ou B, as letras £ e D indicam qual dos

lados foi escolhido pelo respectivo conselheiro.

1.2.3 Determinacao do ponto y*

Como discutido, chamamos de ponto Envy-free, e denotamos por ygr, um ponto
do simplex em que os dois conselheiros escolhem intervalos opostos, em relacao a

ygr, para vacinar. Sejam os intervalos I'(ygr), I"(yer) € {€(yer), D(yer); T #
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I} e conselheiros 1,7 € {A, B;n # n'}, onde I'(ygr) é o intervalo escolhido pelo

conselheiro 1 e I''(ygr) é o lado escolhido pelo conselheiro 7, temos:

I(yer) I(yer)
UTI yEr) > UTI YEF

(1.15)
UF/(yEF) > UF(yEF)
' - n

Em outras palavras, no ponto Envy-free, se o conselheiro A escolhe o intervalo
E(yer), o conselheiro B escolhe o intervalo D(ygr), e vice versa.

Apos a rotulagao dos pontos do simplex e escolha entre £ e D, existira ao menos
um par de pontos consecutivos, que denotamos por (yr,yr), em que sao escolhidos
intervalos opostos. A existéncia de pelo menos um par de pontos (yr, yr) deste tipo,
que denominamos pares-candidato, ¢ garantida pelo teorema 1.3.2, apresentado na
se¢ao 1.3. Quanto maior o numero de divisoes do simplex d, mais proximos os pontos

YL € YR, €, no limite d — 0, temos:

I yr +Yr
im ——— =

d=s0 2 YEF (1.16)

Assim sendo, tomamos o ponto médio entre y;, e yr, denotado por y*, como uma

aproximacao ao ponto ygp:

X +
YEr R Y = vk 5 <Ly (1.17)

O Apeéndice B apresenta uma anélise numérica ilustrando a convergéncia desta
aproximagao conforme o aumento do parametro d.

O ponto y* determina dois sub-intervalos disjuntos do simplex, a sua esquerda e
A sua direita, denominados Q@) e QP que correspondem as regides de méaximo,
com relagdo ao ponto y*, do conselheiro que escolheu o lado E(yr) em y; e do
conselheiro que escolheu o lado D(yg) em yg. Em outras palavras, Q@) C &£(y*)

corresponde ao sub-intervalo de £(y*) onde a funcao beneficio total do conselheiro
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que escolheu o intervalo €(y;) assume valor méximo. Analogamente, QPW") C D(y*)
corresponde ao sub-intervalo de D(y*) em que a fungao beneficio total do conselheiro
que escolheu o intervalo D(yr) assume valor maximo. A unidao destes dois sub-
intervalos corresponde aos individuos que receberao as V' doses de vacina em t.
Para que toda a populacao seja vacinada, este procedimento é repetido até que
todos os individuos sejam vacinados. O Capitulo 2 apresenta os detalhes do al-
goritmo implementado para simular computacionalmente a vacinacao completa da

populacao seguindo este procedimento.

1.3 Teorema dos Pares Candidatos

O teorema 1.3.2, apresentado nesta secao, é essencial para o modelo desenvolvido
neste trabalho e se apoia em um importante resultado conhecido como Lema de

Sperner [15]. Segue o enunciado do Lema de Sperner unidimensional:

Lema 1.3.1 (Lema de Sperner 1-D). Seja o segmento de reta (y;,ys) subdividido
em d segmentos delimitados pelos vértices (yi,y1), (Y1, Y2), -, (Ya—1,Ys). Assuma que

cada vértice receba um rotulo £ ou D de acordo com as sequintes regras:
o Os vértices y; e ys recebem rétulos distintos
e Qualquer outro vértice recebe o rotulo, £ ou D

Entao, existe um nimero impar de pares de pontos consecutivos que possuem rotulos

distintos.

A demonstragao do lemma 1.3.1 unidimensional, assim como o enunciado e de-

monstra¢ao do caso geral n-dimensional, podem ser encontrados em [15].

Teorema 1.3.2. Considere dois conselheiros, C'y e Cpg, dotados de funcoes utili-
dade, Uy e Ug, que devem escolher uma fracdo da populacao de N individuos para
receberem V< N doses de vacina. O procedimento descrito nas secoes 1.1 e 1.2
sempre levard a descoberta de um numero impar de pares de pontos rotulados con-

secutivos em que:

1. Se um ponto possui o rotulo A, o outro possui o rétulo B, e vice versa
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2. Se em um ponto o lado escolhido € £, no outro € D, e vice versa
Denominamos estes pares de pares-candidato.

Demonstracao. De acordo com o procedimento descrito na Segao 1.2, os pontos do
1-simplex definidos sao rotulados alternadamente como A ou B, de modo que resta
apenas demonstrar o item 2. Para isto, devemos lembrar que, como discutido, em
Yo o lado escolhido é D, e em y,; o lado escolhido é sempre &, independente do
conselheiro. Nos demais pontos os rétulos, £ ou D, serao decididos de acordo com o
calculo do beneficio total descrito. Com estas condigoes, podemos utilizar o Lema de
Sperner para afirmar que existe um nimero impar de pares de pontos consecutivos

(yr,yr) que possuem rétulos € e D distintos. m

Ao garantir a existéncia de ao menos um par-candidato, o teorema 1.3.2 implica a
existéncia de ao menos um ponto y* a cada iteracao. Deste modo, a vacinacao com-
pleta da populagao, através da repeticao do procedimento descrito neste Capitulo
para todos os lotes de vacina até N(t) = 0, é garantida. O Capitulo 2 a seguir
apresenta uma descricao detalhada do modelo computacional desenvolvido para si-
mular esta vacinagao completa, e os resultados desta simulacao sao apresentados no

Capitulo 3.
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0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1

(a) ——0—0—0—0—0—0—0 )
A B A B A B A B

Aladof¢ Lado D

no ponto 2/7

"

se C, escolhe se C, escolhe
oLado ¢ oLadoD:
A A
(c) _'_—l__ T_
o ——o—-6—0—0—0—90—0>
0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1 0 1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1
A B A B A A B A B A B ABATB
(d)
+ < + => C, escolhe oLado )
yL yR
0 17 27 37 47 5/7 67 1
(e) _._._._._._H_._._>
A B A B A JV'B A B
D D D D D é é &

Figura 1.1: Exemplo ilustrativo, para o caso do ponto y = 2/7, mostrando a
dindmica de decisao que ocorre em cada um dos pontos rotulados. (a) Simplex
rotulado alternadamente com rétulos A e B a partir de uma particao d = 7. (b)
Funcoes densidade de utilidade ilustrativas para os conselheiros C'4 e C'z. Em des-
taque, o ponto y = 2/7, rotulado como A, e os intervalos E, a esquerda, e D, a
direita deste ponto. (c) A esquerda, o beneficio que o conselheiro C'4 obtera caso
escolha o lado E; a direita, o beneficio que o conselheiro C'y obtera caso escolha o
lado D. (d) Comparagao do beneficio total que o conselheiro C'4 obtera caso escolha
cada um dos lados E ou D. Como o beneficio total referente a escolha do lado D é
maior, este é o lado escolhido neste caso. (e) Exemplo ilustrativo de um simplex em
que, pada cada ponto, rotulado alternadamente com rétulos A e B a partir de uma
particao d = 7, esta indicado o lado escolhido pelo respectivo conselheiro. O ponto
y* aparece entre os pontos y;, = 4/7 e yg = 5/7, em que conselheiros diferentes
escolhem lados distintos para vacinar. Fonte: [20]



Capitulo 2

Simulacao computacional

ESTA secao detalhamos a implementacao do modelo computacional desenvolvido
N para simular a vacinagao completa de uma populagao com lotes contendo V'
doses de vacina, disponibilizados a cada instante de tempo t = nT, n = 1,2, ....
A quantidade de individuos nao vacinados em cada instante ¢ é dada por N(t), e
a populac@o total nao vacinada no instante inicial é N(0) > V. Os intervalos de
tempo entre a disponibilidade de cada lote sao tomados como constantes e dados,
por simplicidade, por 7' = 1. Como visto no Capitulo 1, os individuos sao ordenados
de acordo com idade, do mais jovem para o mais velho, e o intervalo compreendendo
todos os individuos ordenados, [0, N — 1], é mapeado no simplex definido pelo in-
tervalo [0,1]. Além disso, a populagao é dividida em grupos etérios. Em todos os
casos simulados aqui foram utilizados quatro grupos etarios, denotados po I, onde
k=1,2,3,4. Cada um destes grupos corresponde a um sub-intervalo de [0, 1], de-
notado por Tx(t) = [y, (t), 4, (t)] € [0,1]. Cada intervalo T4(t) representa, assim,
os individuos pertencentes ao grupo etario I que ainda nao foram vacinados até o
instante de tempo t. E importante notar que, embora os I, nao dependam do tempo,
pois se referem a faixas de idade, o nimero de individuos nao vacinados dentro de
cada grupo etario relativo a populacao total se altera a cada instante.

Além da estratégia FEnvy-free Envy-free, implementamos também simulacoes a
partir de outras quatro estratégias de distribuicao de vacinas, denominadas Oldest-
first, Mazimize-benefit, Minimize-benefit e Random Vaccination. A implementacao

de cada uma destas estratégias é detalhada a seguir. Em todos os casos, assumi-

21
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mos a existéncia de um par de fungoes densidade de utilidade w,(y), n € {4, B},
representando diferentes prioridades de vacinagao para os individuos nao vacinados
de cada um dos grupo etarios I, de acordo com os conselheiros C'y e Cp.

As dinamicas de vacinacao determinadas por cada uma das estratégias seguem, a
cada instante de tempo ¢ , as mesmas tres etapas: Decisao, Remocao e Mapeamento.
Na etapa de Decisao, determinamos os individuos de cada grupo etério a serem
vacinados. O conjunto de todos os individuos vacinados em um dado instante de
tempo corresponde ao intervalo A(t) C [0,1] C R cujo tamanho é v(t) = V/N(t).
Na etapa de Remogao, removemos os individuos vacinados de cada grupo etario. A

populacao nao vacinada passa a ser, entao:

N(t+1)=N{t) -V (2.1)

Na etapa de Mapeamento, remapeamos a populagao restante (ndo vacinada)
N(t) em um novo simplex [0, 1]. Este mapeamento é feito para cada intervalo Y(t)
separadamente. Ao fim desta etapa, um novo par de funcoes densidade de utilidade
un(y), n € {A, B}, é construido. O novo simplex criado, assim como as novas funcoes
utilidade, sao utilizados na iteragao seguinte.

A seguir detalhamos cada uma destas etapas, que estao esquematizadas na figura

2.1.

Figura 2.1: Visao esquematica das etapas envolvidas em cada instante ¢ para a
estratégia Envy-free: (1) Um ponto y* é determinado; (2) Os intervalos A; corres-
pondentes aos individuos que serdao vacinados sao removidos do simplex; (3) As
regioes restantes do simplex sdo remapeadas em um novo intervalo [0, 1], a partir do
fator de escala r, formando assim o novo simplex que sera utilizado em ¢+ 1. Fonte:

[20]
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2.1 Decisao

O procedimento utilizado nesta etapa para escolher o intervalo de vacinacao A(t) é
a principal caracteristica que distingue cada uma das estratégias.

No caso da estratégia Envy-free, seguimos os passos apresentados no Capitulo 1
para rotular o simplex e, a partir das equagoes (1.5 - 1.8), determinar o intervalo
escolhido por cada conselheiro em cada ponto rotulado. Os pares-candidato (yr,yr)
sao determinados por inspecao, e os pontos y* sao dados pela média entre cada um
destes pares. Caso exista mais de um ponto y*, selecionamos o que corresponde a
menor diferenca entre as utilidades totais de ambos conselheiros. Em caso de empate
neste quesito, selecionamos o que maximiza o incremento no beneficio. Apds esta
etapa, um novo empate é resolvido através de um sorteio.

Uma vez determinado y*, nés computamos entao o conjunto de intervalos dis-
juntos denotados por AW () = {AS¥7 A2 1 de tamanho total Ve /N (1),
em que a funcao densidade de utilidade do conselheiro que escolheu o intervalo
E(y*) assume valor méximo; e o conjunto de intervalos disjuntos denotados por
AP () = {APW) AP 1 de tamanho Vb /N(t) em que a funcao densidade
de utilidade do conselheiro que escolheu o intervalo D(y*) assume valor maximo. O

intervalo de vacinacao Agp(t) é dado, assim, pela uniao:

Apr(t) = (U Af@*)(t)) U (U A}’@*)(t)) . (2.2)

Para a estratégia Oldest-first, o grupo de individuos a serem vacinados a cada

instante é determinado diretamente pelo intervalo App(t) = [1—v(t), 1], onde v(t) =

v

NGO Isto corresponde a vacinar prioritariamente os individuos com maior idade na

populacao.

No caso da estratégia Maximize-benefit, computamos o conjunto de intervalos
disjuntos A™@(t) = {AP* A} cuja unido possui tamanho v(t), em que o
beneficio a cada instante de tempo t (eq. 1.2) possui valor maximo. Para isto, divi-
dimos o intervalo [0, 1] em x sub-intervalos, cada um com tamanho /«, e calculamos

o valor da soma das duas funcoes densidade de utilidade no ponto médio de cada
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sub-intervalo. Na sequeéncia, estes intervalos sao ordenados em ordem decrescente
e tomamos os primeiros [v(t)k], onde a notagdo [z] representa a parte inteira de
z € R. Caso v(t)k nao seja inteiro, tomamos também a fragdo v(t)rk — [v(t)k] do
([v(t)k] + 1)-ésimo intervalo. O conjunto destes intervalos consiste no A™**(t) e o
intervalo de vacinacao neste caso é dado por Apeap(t) = U,,—; Am®®(1).

Para a estratégia Minimize-benefit, nés buscamos o conjunto de intervalos dis-
juntos cuja unido possui tamanho v(t), em que o beneficio a cada instante de
tempo t (eq. 1.2) possui valor minimo. Este conjunto de intervalos é denotado
por \™ () = {\min \min 1O procedimento numérico seguido neste caso é com-
pletamente andlogo ao seguido para a estratégia Maximize-benefit com a diferenca de
que a ordenacao dos intervalos é feita em ordem crescente. O intervalo de vacinagao
neste caso é dado por Aprinp(t) = U, _y A7 (2).

A vacinagao aleatéria Random Vaccination, é realizada a partir do sorteio de um
nimero aleatério 6;(t) € [0,1 — v(¢)]. O intervalo de vacinacdo neste caso é dado
por Agy = [0;(t),04(t)], onde 84(t) = 6;(t) + v(¢t).

Todos os A(t), independente da estratégia utilizada, sdo compostos da unido

de L(t) € N7 intervalos disjuntos. No caso dos intervalos App, Ayaes € Aring,

L(t) > 1, e no caso dos Apr ¢ Agy, L(t) = 1.

2.2 Remocao

Na etapa de Remogao subtraimos de cada T(t), o subintervalo Y4 (t) N A(t), cor-
respondente aos individuos do grupo etario I, que foram vacinados naquele instante

de tempo:

sk(t) = Te(t) — (Tr(t) NA(L)) (2.3)

Os casos em que Yy(t) N A(t) = Ti(t) representam a vacinagdo completa do
grupo etdrio I, de modo que sx(t) = @. Por outro lado, quando Y (t) N A(t) = @,

nenhum individuo do grupo etario I, é vacinado no instante de tempo ¢, e temos
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assim s (t) = Ti(t).
Apés esta etapa, precisamos construir novos intervalos Y (¢t + 1) cuja unido
definird o simplex [0, 1] a ser utilizado na iteracao seguinte. Isto sera realizado na

etapa de Mapeamento.

2.3 Mapeamento

Nesta etapa, cada si(t) = [s;, ;] ¢ mapeado em um intervalo Yy (t + 1) = [y; (¢ +
1),y (t + 1)] através de um fator de escala. A unido de todos os Ti(t + 1) define o

simplex [0, 1], que serd utilizado em ¢ + 1:

UJTk+1) =1[0.1] (2.4)

k

O fator de escala utilizado para remapear os si(t) é dado por:

. __NO®
r(t;t+1) = NG+ D) (2.5)
E os Ti(t + 1) sao calculados a partir dos si(t) e r(t;t + 1) como:
0, Asi(t)r(t;t+1)|, k=1
Te(t+1) = : (Br(tst+ 1) (2.6)
a4 D 50+ 1) + Asi(Or(E+ 1)), k>1
Onde
Asi(t) = sp(t) = s, (1), si(t) #2 (27)

0, Sk(t) =o

Ao fim deste processo, um novo par de fungoes utilidade é computado, a partir
do procedimento descrito no Apéndice A.

E importante ressaltar que o intervalo de vacinacao A(t), independente da es-
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tratégia utilizada, sempre possui tamanho v(t) = V/n@g) < 1,e N(t+1) < N(t), de
modo que v(t + 1) > v(t), para todo t.

Na tdltima iteragao t g, entretanto, a etapa de Decisao descrita acima é dispensavel
pois N(t = tp) < V, ou seja, v(t = trp) = 1, de modo que temos A(t = tp) =
[0,1]. As etapas de Remogao e Mapeamento também nao sao executadas na ultima

iteracao.



Capitulo 3

Estudo numeérico da dinamica de

vacinacao

modelo computacional detalhado no Capitulo 2 nos possibilita simular a dinamica
O de vacinagao de uma populacao qualquer a partir da sua distribuicao etaria.
Para fins de comparacao, também desenvolvemos simulacoes computacionais de
outras estratégias, a que nos referimos como Mazximize-benefit, Minimize-benefit e
Oldest-first, além de um processo de vacinagao aleatoria, Random Vaccination. Os
detalhes de implementacao de cada uma destas estratégias podem ser encontrados
no Capitulo 2. A dinamica de vacinacao foi simulada a partir das distribuicoes
etarias de 236 paises distintos [21].

Todas as simulacoes foram realizadas considerando os mesmos valores para a
populacao inicial N(t = 0) = 10%, uma quantidade constante de doses de vacina a
cada iteracao V = 102, e nimero de particoes do simplex d = 102. A escolha dos
valores N(t = 0) e V é arbitréria com a tnica restrigao de que N(t = 0) > V. J4
o valor de d foi escolhido de modo a garantir a convergéncia do resultado, como
discutido no Apéndice B.

Para a construgao das fungoes densidade de utilidade w,(y) de cada conselheiro,
a populagao é dividida em quatro grupos etarios I,k = 1,2, 3,4, de acordo com a
Tabela 3.1.

A partir desta divisao, atribuimos valores distintos a cada grupo etério repre-

sentando a priorizagao de cada um quanto a vacinacao determinada por cada con-

27
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1, H Faixa etaria ‘

Iy || 0 al4 anos

Iy || 15 a 24 anos

I3 || 25 a 64 anos

1, || 65 anos ou mais

Tabela 3.1: Faixas etarias compreendidas em cada cada grupo I

selheiro. Para cada pais e estratégia foram simulados quatro cenarios diferentes, re-
presentando quatro priorizacoes distintas. Cada priorizacao consiste em um grupo
de valores diferentes para cada faixa etaria de acordo com cada conselheiro. Em
todos os cenarios, o conselheiro C'y sempre atribui maior prioridade a vacinagao dos
individuos entre 15 e 24 anos, considerando que este grupo ¢ o que mais contribui
com a transmissao do virus, seguido dos individuos entre 0 e 14 anos, 25 e 64 anos e,
por tltimo, 65 anos ou mais. Analogamente, em todos os cenérios o conselheiro C'g
sempre atribui maior prioridade a vacinacao dos individuos com 65 anos ou mais,
considerando que este grupo possui maior propensao a desenvolver sintomas graves,
seguidos dos individuos entre 25 e 64 anos, 15 e 24 anos e, por tltimo, 0 a 14 anos.
A diferenca entre cada cendario nao é, portanto, qual faixa etaria é priorizada por
cada conselheiro, mas sim, o peso dado a cada prioridade. Os valores atribuidos ini-
cialmente (antes da normalizagdo) para cada faixa etaria estao na Tabela 3.2. Nela,
podemos ver que no cenario (1) Padrdo cada conselheiro atribui os mesmo valores
para os respectivos grupos mais prioritarios, para o segundo grupo mais prioritario,
etc, até o menos prioritario. J& no cendrio (2) Sintomatologia, o peso que o conse-
lheiro C'p atribui ao seu grupo mais prioritario (65 anos ou mais) é maior do que o
peso que o conselheiro C'4 atribui ao seu grupo mais prioritario (15 e 24 anos). O
cendrio (3) Transmissibilidade ¢ andlogo ao (2) mas, desta vez, o grupo mais prio-
ritario do conselheiro C'y que possui valor maior do que o grupo mais prioritario do
Cp. Por tltimo, o cenario (4) Concentrado é andlogo ao (1), mas aqui a diferenca
entre os grupo com maior prioridade e com menor prioridade é maior.

Quanto maior a diferenca entre os valores atribuidos a grupo etéarios distintos,
maior o impacto da sua priorizacao na escolha do ponto Enuvy-free. Isto fica claro
quanto consideramos o limite em que todos os grupos tem o mesmo valor na visao

de um dos conselheiros. Neste caso, toda a dinamica de vacinagao sera determinada
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0Oald|15a24|25a64 | 65 anos
anos anos anos | ou mais
(1) Padrao gz 112 146 142 116
(2) Sintomatologia gg 112 126 ;1 213
(8) Transmissibilidade gg I 243 122 116
(4) Concentrado g;‘ I 223 ? 213

Tabela 3.2: Valores utilizados para cada grupo etario em cada um dos quatro
cendrios simulados.

pela densidade de utility do outro conselheiro.

A escolha de valores apresentada aqui é arbitraria e tem o objetivo de possibilitar
um estudo do comportamento do modelo desenvolvido diante de diferentes cenérios.
A figura (3.1) mostra quatro pares de densidades de utilidade construidas a partir
da distribuicao etaria dos Estados Unidos, tomada como exemplo, contemplando os

quatro cenarios apresentados.

3.1 Dinamica temporal do beneficio por iteracao

A cada instante de tempo t podemos calcular o beneficio referente aos conselheiros
C4 e Cp a partir da equagao (1.2), onde a regiao de integracao w(t), que corresponde
ao individuos vacinados naquele instante, é determinada pela dinamica de cada
estratégia. Deste modo, o incremento no beneficio médio obtido em ¢ pode ser

escrito como:

]‘ W w
Ut = 5 (U3 + ) (3.1)

onde w(t) € {wrr(t), wordest(t), Waraz (t), wWarin(t), Wrana(t)} se refere a regiao de
integracao determinada por cada um das estratégias de vacinagao Envy-free, Oldest-
first, Mazimize-benefit, Minimize-benefit e Random Vaccination, respectivamente.

No caso Envy Free, wgp(t) é determinado pela escolha do ponto y*(t) e das
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Padrao Transmissibilidade

Utilidade
(%]

Utilidade
[3%]

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Populagao Populagao

Sintomatologia Concentrado

Utilidade
(%)

Utilidade
(&)

| | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Populacao Populacao

—CA —CB — Média

Figura 3.1: Exemplo ilustrativo. Funcoes densidade de utilidade para os conselheiros
Cy (roxo) e Cp (verde) para as quatro combinagdes propostas: (1) Padrao, (2)
Sintomatologia, (3) Transmissibilidade e (4) Concentrada. Nos quatro exemplos foi
utilizada a distribuicao etédria dos E.U.A.. Fonte: [20]

regioes de maximo de cada um dos conselheiros, Qi(y*)(t) e Qg(y*)(t), onde 1,1 €

{A, B t.q. n #1'}. A regiao de integragao neste caso é

Qi(y*)(t) U Qg(y*)(t), se A escolhe E(y*) e B escolhe D(y*)
w(t)gr = . . (3:2)
Qf(y )(t) U Q‘;(y )(t), se A escolhe D(y*) e B escolhe &(y*)

Como ja foi discutido, embora cada conselheiro escolha um lado, ambos recebem
o beneficio referente a todos os individuos que forem vacinados, de modo que a
regiao de integracao wrp(t) é unica.

Para a estratégia Oldest-first, é vacinada, a cada instante ¢, a parcela mais idosa
dentre os individuos ainda nao vacinados até aquele instante. Deste modo, a regiao

de integragao corresponde ao intervalo:
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(1 =v(2)) 1] (3-3)

WOldest (t)

Onde v(t) =

INOE

No caso das estratégias Maximize-benefit e Minimize-benefit, a regiao de inte-
gragao é escolhida de modo a maximizar ou minimizar (respectivamente) o incre-

mento no beneficio dado pela equagao (3.1). Assim temos:

1
anlt) = 3 (U0 U = man(u(1)

1/ o Ot .
Wisin(t) = 3 (UAMZ"(t) + UBMW(t)) = man(U(t))

(3.4)

A estratégia Minimize-benefit nao possui aplicacao pratica neste contexto, mas
serd utilizada em algumas andlises comparativas como limite inferior para o beneficio
médio obtido a cada iteragao.

Para a vacinacao aleatéria, a regiao de vacinacao é tal que, dado um nimero
Trana € [0, (1 —v(t))] C R sorteado aleatoriamente, a regiao de vacinacao é dada

pelo intervalo:

WRand = [xranda Trand + U(t)] (35)

Onde v(t) = %

A figura 3.2 ilustra a evolugao temporal dos beneficios Uj(t) e Z/{g(t) e do beneficio
médio U(t) para as estratégias Random Vaccination, Maximize Benefit, Oldest-first
e Envy Free a partir da distribuicao etéria dos Estados Unidos e do par de fungoes
densidade utilidade (1) Padrdo (Tabela 3.2 e Figura 3.1). Nela podemos acompa-
nhar o beneficio adquirido a cada instante de tempo, correspondente a cada con-
selheiro, seguindo cada uma das estratégias. E possivel verificar que, no caso da

estratégia Fnuvy-free, os beneficios correspondentes a cada um dos conselheiros se

mantém proximos durante todo o tempo, até o fim da vacinacao. Este resultado
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sugere que, ao seguir esta estratégia, a cada iteracao as priorizagoes de ambos os
conselheiros estao sendo balanceadas. O mesmo nao é verdade para as outras es-
tratégias. Tanto a Maximize-benefit quanto a Oldest-first apresentam uma grande
disparidade entre os beneficios obtidos pelos conselheiros durante toda a vacinacao,
com longos periodos seguidos em que a priorizagao de um dos conselheiros foi muito
mais atendida do que a de outro. Embora a Random Vaccination também tenha
apresentado grande disparidade entre os beneficios obtidos por cada conselheiro du-
rante toda a vacinacao, vemos uma grande oscilagao entre qual dos dois conselheiros

foi mais atendido a cada iteracgao.

Random Vaccination Maximize-Benefit
o o 0.02- ‘\_\
Q Q
5 g M [
g 5 0.01-
m m
| L
0.00 - | | | | |
0 25 50 75 100
Tempo
Oldest-First Envy-Free
o 0.02- 1 o 0.02-
Q Q
b5 \ \ k5
g 0.01- g 0.01- m
0.00 - | | | | | 0.00 - | | | | |
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
Tempo Tempo

— CA — CB — Média

Figura 3.2: Série temporal do beneficio adquirido por cada conselheiro (eq. 1.2), Cy
(laranja) e Cp (azul), a partir da simulagdes das estratégias: Random Vaccination;
Maximize-benefit; Oldest-first; Envy-free. Em todos os casos foram utilizadas as
fungoes densidade de utilidade definidas como ”Padrao” (Fig. 3.1) e distribuicao
etaria dos E.U.A.. Fonte: [20]

A média temporal da diferenca entre os beneficios obtidos a cada iteracao pelos

conselheiros Cy e Cg é dada por:
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1
U= ‘u;;“) —ye (3.6)

Onde a somatoéria é realizada sobre todos as 7 iteragoes.

A figura 3.3 apresenta o calculo da média temporal dada pela equagao (3.6) a
partir das distribuicoes etédrias dos paises indicados e do par de func¢oes densidade
de utilidade (1) Padrdo. Podemos ver que AU se aproxima de zero para a estratégia

Envy-free em todos os casos, diferente do que ocorre com as outras estratégias.

Random Vaccination - P Estados Unidos

China
Brasil
Maximize-Benefit - ° %% ® Canada
Franca

Minimize-Benefit - ° .0 Australia

Alemanha
Japao
Oldest-First - ®e o Russia
Ira

® Africa do Sul
Envy-Free - ¢% e ¢ México

I I I I I
0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125
Diferenca A-B

Figura 3.3: Média temporal das diferencas (valor absoluto) entre os beneficios cor-
respondentes a cada um dos dois conselheiros (eq. 3.6) seguindo cada uma das
estratégias e densidades populacionais de doze diferentes paises listados. Em todos
os casos foram utilizadas as fungoes densidade de utilidade definidas como ” Padrao”.
Fonte: [20]

A média temporal do beneficio por iteragao U(t), pode ser calculada como:
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N
|
N
=

1 a 1 w(t w(t
HCRND

0
( uX(t) + Zug(ﬂ)
t=0

Como esperado, este resultado nao depende da estratégia utilizada, ja que a soma
do beneficio total obtido por cada conselheiro ao final do processo de vacinacao é
sempre 1, para todas as estratégias. Na proxima sessao, veremos que o mesmo nao

é verdade para a média temporal do beneficio cumulativo.

3.2 Dinamica temporal do beneficio cumulativo

Como consequéncia da normalizagao das fungoes densidade de utilidade, a soma cu-
mulativa do beneficio obtido por cada um dos conselheiros, para qualquer estratégia,
sempre sera igual a um. Apesar disso, 0 modo como este beneficio cumulativo evo-
lui no tempo pode variar consideravelmente. A capacidade de obter os valores mais
altos de beneficio nas iteragoes iniciais, deixando os valores mais baixos para as
ultimas iteragoes, ¢ uma caracteristica relevante em uma estratégia de vacinagao,
pois receber beneficio mais cedo pode resultar em uma menor transmissao ou menor
nimero de mortes. O beneficio cumulativo a cada iteragao, @, (t), pode ser calculado

CO1mo:

t
@, (t) = U (3.8)
t'=0

onde n € {A, B}, e a média entre os beneficios cumulativos de cada um dos

conselheiros a cada iteracao ®(t) é dado por:
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O(t) = - (Pa(t) + Pp(t)) (3.9)

1
2

A figura 3.4 ilustra a evolucao temporal dos beneficios cumulativos ® 4 () e P (1),
assim como o beneficio cumulativo médio ®(¢), para as estratégias Random Vacci-
nation, Mazimize Benefit, Oldest-first e Envy Free a partir da distribuicao etaria
dos Estados Unidos e do par de fungdes densidade de utilidade (1) Padrao. No
caso da estratégia FEnuvy-free, os beneficios acumulados a cada instante de tempo
devido a cada um dos conselheiros se mantém proximos durante toda a vacinacgao,
em comparacao com os beneficios acumulados das estratégias Mazimize-benefit e
Oldest-first. A Random Vaccination, embora nao seja efetiva para criar um balanco
entre os beneficios a cada instante de tempo, como vimos anteriormente, apresentou
um equilibrio entre os beneficios cumulativos préximo ao obtido através da estratégia
Envy-free.

Uma medida do balancgo entre beneficios cumulativos obtidos a cada instante de

tempo por cada conselheiro (eq. 3.8) pode ser calculada através da média temporal,

AD:

o =

A=

|DA(t) — Pp(t)] (3.10)
t=0

onde a somatoria ¢ realizada sobre todos as 7 iteragoes.

A figura 3.5 apresenta a média temporal dada pela equagao (3.10) para as es-
tratégias Random Vaccination, Mazimize-benefit, Minimize-benefit, Oldest-first e
Envy-free a partir das das distribuicoes etarias dos doze paises indicados e do par
de fungoes densidade de utilidade (1) Padrdo.

Os resultados que estao apresentados na Figura 3.5 podem ser compreendidos a
partir da interpretagao dos beneficios cumulativos apresentados na Figura 3.4 como a
evolucao temporal da posicao de duas particulas no espago de beneficios de cada um
dos conselheiros, indo da posicao 0 até 1. De acordo com esta interpretacao, valores

altos para a média temporal apresentada na Figura 3.5 representam uma situagao em
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Figura 3.4: Série temporal do beneficio cumulativo adquirido por cada conselheiro
(eq. 3.8), C4 (laranja) e Cp (azul), a partir da simulagoes das estratégias: Random
Vaccination; Maximize-benefit; Oldest-first; Envy-free. Em todos os casos foram
utilizadas as fungoes densidade de utilidade definidas como ”Padrao” (Fig. 3.1) e
distribuigao etdria dos E.U.A.. Fonte: [20]

que uma das particulas chega préximo de 1 consideravelmente mais rapido do que a
outra. Em outras palavras, neste caso os beneficios adquiridos por cada conselheiro
ficam descompassados por um grande periodo de tempo (se encontrando apenas no
final). Este é o caso das estratégias Mazimize-benefit e Oldest-first. Por outro lado,
no caso da estratégia Envy-free as duas particulas se mantém proximas durante
todo o tempo. Isso indica que, além de promover um balanco entre os beneficios
adquiridos a cada instante de tempo, esta estratégia também promove um balanco
na taxa instantanea com que isso ocorre.

Este resultado é importante pois, em um contexto real, o intervalo entre lotes
consecutivos de vacina pode ser longo, especialmente durante o estagio inicial da

vacinagao. Deste modo, o efeito da distancia entre os beneficios cumulativos causado
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pelas outras estratégias pode ter consequéncias graves para a populacgao.

Random Vaccination - § : e°® Estados Unidos

China
N . Brasil
Maximize-Benefit - »® oo Canadd
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Minimize-Benefit - Australia

..
® 6 6 o 0 0 o
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Japao
Oldest-First - .-“L.o Russia
Ira

® Africa do Sul
Envy-Free - .?: México

I
0.1 0.2 0.3
Diferenca A-B Cumulativa

Figura 3.5: Média temporal das diferengas (valor absoluto) entre os beneficios cu-
mulativos correspondentes a cada um dos conselheiros (eq. 3.10) seguindo cada uma
das estratégias e densidades populacionais de doze diferentes paises listados. Em
todos os casos foram utilizadas as funcoes densidade de utilidade definidas como
”Padrao”. Fonte: [20]

Podemos também calcular a média temporal do beneficio cumulativo médio por

iteracao (eq. 3.9):

O =

R

(1) (3.11)
t=0

onde a somatodria é realizada sobre todos as 7 iteracoes. Seguindo a interpretacao
cinematica, este valor corresponde a média temporal do centro de massa de duas
particulas para as diferentes estratégias e paises considerados, cuja trajetéria ¢é ilus-
trada pela linha preta da Figura 3.4. Diferente da média temporal do beneficio nao
cumulativo, dado pela eq. 3.7, este valor depende diretamente de cada estratégia de
vacinacao utilizada.

A figura 3.6 apresenta a média temporal dada pela equagao (3.11) para as es-

tratégias Random Vaccination, Mazximize-benefit, Minimize-benefit, Oldest-first e
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Envy-free a partir das distribuicoes etarias dos doze paises indicados e do par de
fungoes densidade de utilidade (1) Padrao.

Por construcao, a estratégia Maximize-benefit possui o maior valor de beneficio
cumulativo médio. Analogamente, por construcao, a Minimize-benefit possui o me-
nor valor, o que faz com que esta estratégia, embora sem aplicacao pratica, forneca
um limite inferior e possibilite uma comparacao entre as estratégias. Vemos que
a estratégia Envy-free possui médias temporais do beneficio cumulativo proximas
as da Maximize-benefit e, em particular, para os paises considerados, possui valo-
res maiores do que as Oldest-first e Random Vaccination. Vemos também que a
eficiéncia da estratégia Oldest-first em acumular beneficio é altamente dependente

da distribuicao etéaria de cada pais.

Random Vaccination - oo ® Estados Unidos

China
N . Brasil
Maximize-Benefit - o8y ° Canada
Franca

. . Australia
Minimize-Benefit - ]

Alemanha
Japao
Oldest-First - ° 40 q “ Russia
Ira

® Africa do Sul
Envy-Free - ° “: México

1 1 1
0.45 0.50 0.55
Beneficio Cumulativo Médio

Figura 3.6: Média temporal do beneficio cumulativo médio correspondentes a cada
um dos conselheiros (eq. 3.11) seguindo cada uma das estratégias e densidades
populacionais de doze diferentes paises listados. Em todos os casos foram utilizadas
as fungoes densidade de utilidade definidas como ”Padrao”. Fonte: [20]

3.3 Analise comparativa

A Figura 3.7 apresenta uma analise comparativa entre médias temporais da diferenca

entre os beneficios obtidos a cada iteracao pelos dois conselheiros (eq. 3.6), médias
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temporais das diferencas entre os beneficios cumulativos obtidos a cada iteracao
pelos dois conselheiros (eq. 3.10), e médias temporais dos beneficios cumulativos
médios por iteracdo (eq. 3.11). Sao apresentados dados de simulagoes feitas a
partir das distribuicoes etarias de 236 paises, para as b estratégias apresentadas
considerando os quatro pares de fungao densidade de utilidade: (1) Padrao, (2)
Sintomatologia, (3) Transmissibilidade e (4) Concentrado.

Também sao apresentadas na Figura 3.7, nas laterais direita e superior de cada
grafico, estimativas de densidade de kernel de cada conjunto de pontos [25].

Os resultados apresentados na Figura 3.7 estao de acordo com os apresentados
nas Figuras 3.3, 3.5 e 3.6 para o par de fungoes densidade de utility Default. A es-
tratégia Envy-free se mostrou tnica na sua capacidade de obter, consistentemente,
valores baixos para as diferencas entre beneficios nao cumulativo AU e cumulativo
A® de cada conselheiro, e valores relativamente altos para o beneficio cumulativo
médio ®. Embora os valores para a diferenca entre conselheiros C'y e Cp para
Mazimize-benefit e Minimize-benefit se aproximem dos valores para Envy-free em
alguns casos, vemos que ainda assim este tltimo mantém uma dispersao menor. De
fato, quando analisamos as distribui¢oes notamos que a estratégia Envy-free tem
uma tendéncia a diminuir as dispersées dos trés valores, AU, A® e @, quando com-
parada as outras através dos quatro pares de densidade de utilidade consideradas.
A menor dispersao apresentada pela estratégia Envy-free representa o fato de que

ela é mais robusta em relacao a diferentes distribuicoes etarias.

3.4 Fracao da Populacao Vacinada

De ponto de vista pratico, ¢ essencial que um modelo de alocacao de vacinas como
o proposto neste trabalho seja capaz de informar, a cada instante de tempo em
que um lote fica disponivel, a fracao de vacinas deve ir para cada grupo etario. A
figura 3.8 exemplifica este resultado para o caso dos Estados Unidos considerando
os quatro pares de funcao densidade de utilidade utilizados. Em todos os casos,
individuos com mais de 65 anos e individuos entre 15 e 24 anos sao os primeiros a

serem vacinados, como esperado.
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Figura 3.7: Resumo das médias temporais dadas pelas equacoes 3.6, 3.10 e 3.11 para
236 paises e todas as estratégias consideradas: (a) médias temporais do beneficio
cumulativo médio (@) pelas diferencas entre beneficios dos conselheiros A e B (AU);
(b) médias temporais do beneficio cumulativo médio (®) pelas diferencas entre be-
neficios cumulativos dos conselheiros A e B (A®). Fonte: [20]
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Figura 3.8: Fracao de cada grupo etério da populacao a receber as doses a cada
instante de tempo de acordo com a estratégia Envy-free considerando as diferentes
combinacoes de fungao densidade de utilidade, como indicado. Todos os resultados

apresentados sdo para a distribui¢ao etaria dos Estados Unidos. Fonte: [20]



Conclusao

ONFORME mencionado, a estratégia de distribuicao de vacinas, assim como a
C simulacao computacional da vacinacao de uma populacao completa a partir
desta estratégia foram resultado de um projeto de pesquisa e os detalhes apresen-
tados aqui, assim como todas as figuras e resultados, podem ser encontrados em
20].

Neste trabalho desenvolvemos uma estratégia de distribuicao de doses de vacina
para uma populacao de individuos, disponiveis em pequenos lotes e em uma certa
frequéncia. Esta estratégia tem como principal objetivo criar um balanco entre dois
efeitos da vacinacao. O primeiro é beneficio indireto, que afeta toda a populagao,
a diz respeito a diminuicao da transmissao. O segundo é o beneficio direto, obtido
por cada individuo, de diminuicao da severidade dos sintomas. Cada um destes
efeitos é representado, aqui, na figura de um conselheiro que define uma pontuagao
diferente para individuos de cada faixa etaria representado a sua prioridade quanto
a vacinagao. Deste modo, o primeiro conselheiro dd maior prioridade aos grupos
etarios que mais contribuem para a transmissao do virus. Analogamente, o segundo
conselheiro d& maior prioridade aos grupos etarios cujos individuos possuem maior
chance de desenvolverem sintomas graves.

O desafio na distribuicao de vacinas é, entao, selecionar um grupo de individuos
para serem vacinados no instante em que cada lote fica disponivel, balanceando as
priorizagoes de ambos os conselheiros. A dificuldade de criar este balanco reside
no fato de que, em geral, existe uma diferenca no quanto individuos de diferentes
grupos etarios contribuem para cada um dos diferentes efeitos da vacinacao. Se a
contribuicao de todos os individuos para cada um dos dois aspectos fosse o0 mesmo,

todas as estratégias de vacinagao resultariam no mesmo balanco entre severidade
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dos sintomas e diminuicao da transmissao.

A estratégia de distribuicao de vacinas proposta aqui, baseada algoritmos de
divisao Fnuvy-free de recursos, se mostrou bem sucedida em criar este balango. Nossa
abordagem ¢é uma adaptacao do algoritmo construtivo apresentado em [16] para o
cldssico problema de cake cutting (divisdo de um bolo). Aqui, a cada instante de
tempo ambos conselheiros selecionam, de maneira acoplada, uma fracao do lote
disponivel para distribuir para uma fracao dos individuos da populacao.

Para estudar o comportamento da estratégia de vacinacao que propusemos, reali-
zamos simulagoes computacionais da estratégia Envy-free, assim como outras quatro,
Oldest-first, Maximize-benefit, Minimize-benefit e Random vaccination, para fins de
comparacao. Todas as estratégias foram simuladas a partir de quatro diferentes pa-
res de funcao densidade de utilidade, que dao conta de traduzir diferentes possiveis
priorizacoes de vacinacao dos individuos populacao com relagao a idade, e das dis-
tribuicoes etarias de 236 paises.

A Figura 3.7 apresenta um resumo comparativo das principais caracteristicas
de cada uma das estratégias simuladas. Nela, podemos verificar que a estratégia
Envy-free é bem sucedida em promover um balango entre os beneficios de ambos os
conselheiros ao longo do tempo, e que as velocidades com que cada um o beneficio
de cada conselheiro evoluem no tempo sao bem proximas. Também vemos que,
no geral, o beneficio cumulativo médio da Envy-free é proximo ao da estratégia
Mazximize-benefit, que possui, por construcao, o maximo valor possivel, criando um
rapido acumulo de beneficio para a populacao. A estratégia estratégia Envy-free
também tende a equalizar o beneficio da vacinacao através de distribuicoes etarias
de diferentes paises.

E importante ressaltar que, neste trabalho, o tinico mecanismo através do qual
um individuo é removido da populacao é a vacinagao. Noés nao consideramos, por
exemplo, uma taxa de mortalidade devido a doenca ou a fatores externos durante o
periodo de vacinagao. Também nao foi levada em conta a eficacia da vacina. Uma
vez determinadas as funcoes densidade de utilidade de cada um dos conselheiros, o
modelo proposto sugere as fracoes de cada grupo etario a serem vacinadas a cada

instante de tempo para garantir o balanco entre ambos.
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O efeito da eficicia da vacina foi considerado em estudos anteriores a partir
de algoritmos de otimizacao em conexao com a evolugao de modelos populacionais
estratificados por idade [20], [27]. Em particular, uma dinamica baseada no mo-
delo SEIR (suscetiveis, expostos, infecciosos e removidos) foi utilizada para analisar
diferentes cendrios na escolha de grupos etdrios no estégio inicial da vacinagao [28].

Em um possivel desenvolvimento do modelo apresentado aqui, seria possivel estu-
dar a interacao entre a dinamica populacional através de um modelo epidemiolégico
do tipo SIR e a dinamica vacinal Envy-free. A partir de modelo SIRV (suscetiveis,
infecciosos, removidos e vacinados) [23], seria possivel utilizar a estratégia Envy-free
para determinar a fracao de cada grupo etéario a ser vacinado e, no outro sentido,
utilizar os parametros deste modelo para atualizar as funcoes densidade de utilidade,
a cada instante de tempo.

Por 1ltimo, notamos que as aplicagoes do modelo que desenvolvemos nao se res-
tringem as diretrizes e priorizacoes apresentadas. Outros objetivos poderiam ter sido
utilizados na construcao das funcoes densidade de utilidade, ao invés da diminuicao
da transmissao e gravidade dos sintomas, assim como outros valores para os dife-
rentes grupos etarios. Quanto a este ultimo ponto, nao sé seria possivel caracterizar
outros grupos etarios como mais prioritarios do ponto de vista de sintomatologia e
transmissibilidade como também incluir uma dependéncia no tempo, para conside-
rar a mudanca nestes valores ao longo da pandemia. Além disso, como o Lema de
Sperner, que ¢é a base que garante a existéncia de pelo menos um ponto de divisao a
cada interagao, pode ser estendido para mais dimensoes [16], [15], é possivel estender
a estratégia desenvolvida aqui para cenarios mais realistas em que a priorizacao dos
individuos envolve mais do que dois objetivos [5]. Sendo assim, os cendrios consi-
derados aqui nao tém o objetivo de esgotar as possiveis aplicacoes da estratégia de
distribuicao de vacinas apresentada, mas sim de oferecer uma visao abrangente de

sua robustez e seu de potencial.



Apeéendice A
Funcao escada continua

0 comeco do Capitulo 1 apresentamos a construcao das funcoes densidade de
N utilidade de cada um conselheiros, denotadas por u,(y), onde n € {A, B} se
refere aos conselheiros C'y e C'g. Como visto, estas fungoes dependem da definicao
de outra funcdo, denotada por p,(y), que possui um comportamento semelhante
ao da funcao escada, sendo composta por regioes do dominio em que o valor da
funcao é constante, mas com a diferenga de que a passagem entre cada uma dessas
regides de da continuamente. Nesta apéndice construimos a p,(y) a partir de uma
série de fungoes sigmoides. Para melhor compreender a construgao que segue, vamos
comegar construindo a fun¢do escada g,(y), descrita na Secao 1.1. Ao longo deste
apendice vamos nos restringir ao dominio de interesse determinado pelo simplex
[0, 1].

O ponto de partida desta construcao é a divisao da populagdo em m grupos
etdrios Iy, compreendendo individuos com idade entre I,_ e I, onde k = 1,2, ..., m.
Esta divisao corresponde a divisao do simplex [0,1] em m sub-intervalos 1) =
[y, vy ]- Cada intervalo Yy, = [y, , 3] corresponde aos grupo de individuos contidos
no grupo etério I. Cada um dos conselheiros (), atribui, entao, um valor a cada
intervalo, denominado wf; € R Este valor representa a prioridade de vacinacao do
grupo etario correspondente aquele intervalo segundo cada um deles.

Para construir a g¢,(y), utilizamos a fungdo Heaviside H(x — a) definida como:
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1, >0
H(z) = (A1)
0, <0
Assim, definimos g,(y) como:
g(y) =Y (H(z —yy) = H(z —yi)) vy (A.2)

k=1

A construcao da p,(y) se dd de maneira andloga mas, ao invés de H(z), utilizamos

a fungao Sigmoide G(y) dada por:

1
~ 1. .-By A,
G(y) 1+ By (A.3)
onde B € R esta relacionado & declividade da curva e y € [0,1] C R.
Assim, temos:
po(y) = ¥p [1— G (y— )]
m—1
+> G (y—yp) -Gy —u)] (A.4)
k=2

+ G (y — ypn)

A corregao nas extremidades k = 1 e k = m serve para garantir que a fungao

seja constante préximo dos pontos y =0 e y = 1.



Apendice B

Analise de sensibilidade do

nimero de divisoes do simplex (d)

OMO descrito no Capitulo 1, o Lema de Sperner garante que a estratégia Enuvy-
C free sempre ird encontrar um par-candidato, que consiste num par de pontos
(yr,yr) definindo um intervalo que compreende o ponto médio y* = % X YEF-
Quando o numero de divisoes do simplex, d, é pequeno, a aproximacao do ponto
ypr como sendo o ponto médio y* nao é muito boa. Uma mudanca no valor de d
leva a uma oscilacao no valor de y* e nas quantidades calculadas a partir dele. Ao
aumentarmos o valor de d, estas oscilacoes diminuem a diminuir, indicando que y*
se aproxima de ygpr. Por outro lado, este aumento no valor de d causa um aumento
consideravel no custo computacional do procedimento numérico. Deste modo, a
escolha de um valor adequado para d é essencial para atingir um equilibrio entre a
acuracia do resultado e performance computacional.

Com este objetivo, a Figura B.1 apresenta uma andlise de como as médias tem-
porais dos beneficio cumulativo médio ® (eq. 3.11); diferenca entre beneficios dos
conselheiros Cy e Cz AU (eq. 3.6); e diferenca entre os beneficios cumulativos dos
conselheiros C'y e Cz A® (eq. 3.10), sdo afetadas pelo aumento no valor de d. Para
esta analise foram utilizadas a distribuicao etaria dos Estados Unidos e o par de
funcoes densidade de utilidade Padrao.

E possivel verificar que a os trés valores oscilam e que a amplitude de oscilacao

diminui consideravelmente com o aumento de d. Em todos os casos, esta oscilagao
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se estabiliza para valores mais altos de d. Com base nesta andlise, foi escolhido o

valor d = 100 para todas as simulagoes numéricas realizadas e apresentadas neste

0.520 hwi o

0.515

trabalho.
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Figura B.1: Estudo da convergéncia dos resultados conforme variagao no nimero de
divisoes do simplex d. As quantidades examinadas estao indicadas nos respectivos
graficos. Em todos os casos, a mediana é indicada (linha laranja). Fonte: [20]
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