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Resumo

Um método numérico para determinar algumas grandezas termodinidmicas em redes
hierdrquicas é proposto, verificando previsoes da teoria de escala no caso de redes auto-
duais com interacdes ferromagnéticas uniforme e aperiédica no modelo de Ising. Expoe-
se, ainda, uma prova de um critério de verificagdo de ocorréncia de transicoes de fase de

primeira ordem via técnicas de grupo de renormalizagao no espago real.




Abstract

A numerical method for calculating some thermodynamic quantities is proposed, verifing
scaling predictions in ferromagnetic self-dual Ising lattice for uniform and aperiodic in-
terations. Moreover, a proof of first-order phase transitions’ occurence criterion, by real

space renormalization group technique, is exposed.
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Capitulo 1

Introducao

Seja Zy a fungdo de partigdo de um modelo de Ising ferromagnético uniforme de N
spins, de energia de interagao J > 0 entre primeiros vizinhos, sob presenga de um campo

magnético externo H:

N
Zn(B)=> exp |Bd Y ooyt BH Y ol (0
i=1

{ci} <i3>

onde B é a temperatura (inversa) do sistema e o; sdo as varidveis de “spins cldssicos”, que
podem assumir dois valores, +1 ou —1.

A equagdo (1.1) é a forma mais popular do modelo de Ising na presenca de campo
externo ([1]).

A investigacio das transi¢des de fase apéia-se nos zeros da fungdo de partigao ([2],
[3]); apesar de (1.1) ser uma soma de fungdes exponenciais — e portanto uma funcao sem
rafzes reais da variavel z = e — seus zeros (localizados no plano complexo), no limite
termodindmico, “encontram” a reta real.

Até a década de 1970, o obstdculo para a andlise da singularidade de equagGes como
(1.1) resumia-se nos métodos de seu calculo: eles dificilmente conduziam a um comporta-

mento singular esperado. O estudo dos expoentes criticos dos sistemas estava confinado

as resolucdes exatas via andlise termodindmica do modelo (para examinar, em seguida,




sua criticalidade) ou simulagbes numéricas. Havia ainda resultados numéricos a partir de
extrapolagdes de séries de altas ou baixas temperaturas com problemas de convergéncia
em regioes proximas do ponto critico (expansoes de altas temperaturas).

Neste cendrio, o propésito de Wilson ([4], [5]) foi o desenvolvimento de uma técnica,
o grupo de renormalizacdo (RG), que permitia a manutengao da singularidade no cdlculo
da fungao de partigdo no limite termodindmico (para a determinacdo da energia livre de
Helmholtz), com preocupagao especial na sua aplicagdo a teoria de campo e aos fendmenos
criticos. Uma adaptacao particularmente direta do RG para “spins cldssicos” foi propos-
ta por Niemeijer e van Leeuwen ([6], [7]) (como a expansdo em cumulantes), Migdal
([8]) e Kadanoff ([9]) (movimentacdo de ligagdes da rede), e Kadanoff ([10]) (tratamento
variacional), conquanto as aproximacdes eram inevitaveis em suas aplicacoes as redes de
Bravais com dimensao superior a um.

As aplicagdes iniciais do RG apresentaram numerosos trabalhos acerca do comporta-
mento critico, especialmente aqueles referentes as transicoes de fase continuas. No entanto,
nada foi estabelecido sobre as transicoes de fase de primeira ordem, até que nos meados
da década de 70. Nienhuis e Nauenberg propuseram, heuristicamente, um critério que
decidia a presenca destas tltimas transi¢oes analisando somente as propriedades bésicas
do esquema de renormalizacdo no espago real ([11]). Uma versao mais atual de referido
critério surgiu anos depois ([12]).

Aparentemente, entfo, as andlises basicas das propriedades criticas via RG estavam
completas. Uma questdo essencial foi relevada, entretanto, ao final dos anos 70 sobre a
sua validade. Artigos foram publicados tratando deste ponto ([13], [14], [15], [16]), mas
com poucOoS progressos.

Na mesma época, alguns trabalhos apontavam a existéncia de modelos onde o esquema

de RG apresentava resultados exatos ([17], [18]). Tais produgdes inspiraram a sedimen-

tagio daquilo que posteriormente denominou-se “redes hierdrquicas” ([19], [20], [21], [22],

[23], [24]).

O presente trabalho inicia-se com uma breve e resumida apresentacio do RG no
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capitulo 2 para ressaltar as peculiaridades das redes hierdrquicas — abordadas no capitulo
3. O capitulo 4 expde o critério de Nienhuis - Nauenberg numa linguagem moderna. O
apéndice A dedica-se a mostrar um exemplo de aplicagdo de RG em redes hierdrquicas
em um caso de maior complexidade do que serd apresentado no capitulo 3; trata-se de um
caso onde h4 interagdes aperiédicas entre spins de uma rede hierdrquica. O interesse no

estudo deste caso reside na discussdo da universalidade para distintas regras que ditam o

carater aperiédico do sistema.
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Capitulo 2
Grupo de renormalizacao no espaco

real

2.1 Introducgao

Pretende-se apresentar, neste capitulo, uma anédlise geral do grupo de renormalizacao
no espaco real em uma linguagem moderna (ndo aquela originalmente introduzida por
Wilson ([4], [5])), bem como suas limitagGes praticas. O objeto principal de estudo, as
redes hierdrquicas — introduzidas no capitulo 3 —, sdo entidades onde o esquema de RG
via Migdal-Kadanoff produzem resultados exatos; uma atencdo especial, portanto, serd

voltada a este método, que em redes de Bravais de dimensdo maior que um constituem

apenas uma aproximagao.

2.2 Grupo de renormalizagao no espago real para o

modelo de Ising

Seja A C Z® uma rede d—dimensional; a cada sitio associa-se uma variavel de spin,

que pode assumir dois valores, +1 ou —1; o espaco de configuragdes {2, de A é, portanto,

{+1,—1}*. Para um dado subconjunto finito A C Z°, pode-se definir uma fun¢do Hamil-
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toniana # : 24 — R e, a partir desta, a funcio de parti¢ao no sistema a uma temperatura

(inversa) f:

Zr(B)= ) exp [-H(X)], (2.1)

J\’EQA

onde H = BH ¢ a Hamiltoniana reduzida, que deve descrever a interagio entre sitios. Em

geral, escreve-se

—H{al =) Ko, (2.2)

sendo

b, = Hai, (2.3)

onde w denota algum subconjunto de spins de A.
Na literatura, é bastante comum encontrar (2.2) expresso de uma forma mais explicita

como

—H ({o:}) = ZHiai - ZKijaicrj + ... (2.4)

A prescricao do RG no espaco real consiste em agrupar um conjunto de spins {o;}
em “células” {7,}. Os critérios para atribuir um valor a 7, s@o arbitrdrios. O espaco
de configuragbes passa a ser Qpn = {+1, —1}’“", sendo A’ C Z? o conjunto de spins da

rede renormalizada. E conveniente impor uma condi¢ao de similaridade ao Hamiltoniano

reduzido renormalizado H’, escrevendo-o como
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—H (mh) =3 K, (2.5)

com

T = HTaa (26)

onde ¢ representa algum subconjunto de spins de A’.

No processo de renormalizagdo, sdo geradas novas grandezas, K., que desempenham
papel andlogo ao de K, na rede original. O conjunto de aplicacdes que levam o sistema de
um Hamiltoniano a outro constitui um semi-grupo, denominado grupo de renormalizagio.

A transformacdo de renormalizaciao R,

W= (2.7)

leva o Hamiltoniano H da rede original ao Hamiltoniano da rede renormalizada 7. Tal
aplicagdo ¢ escolhida de sorte que as propriedades termodinamicas criticas dos dois sis-
temas sejam idénticas; uma condicdo suficiente para tal consiste em impor a invariancia da
funcdo de partigdo. Seja A’ C A C Z“ um conjunto associado ao espago de configuracdes

da rede renormalizada; deve-se ter

Zn (B) =24 (B), (2.8)

a menos de fungdes que sao “bem-compotradas” a ponto de nado interferirem nas infor-

magoes termodindmicas criticas.




A equagdo (2.8) liga os Hamiltonianos ' e 7, conforme (2.7). Introduz-se, por

conveniéncia, uma fungdo P, com as seguintes propriedades:

. QAt X QA — R (29)
(2.10)
e
> Py (2.11)
YEQA/

A funcao supracitada é responsavel pela passagem de um Hamiltoniano para outro.

Seja ¥ uma configuragio de Qy; nesta situacao,

exp [-H (Y) -G = Y P¥X)exp[-H(X)], Y e, (2.12)
XN€EQy
onde o termo G serd explicado mais adiante. O segundo membro de (2.12) é sempre nao
negativo — e, por conseguinte, H' (Y) (Y € Q) é real -, fato assegurado por (2.9).
Sejam p' e p distribuigdes de probabilidade de Gibbs da rede renormalizada e original,

respectivamente, definidas na forma usual:

e T e Ol Xe, (2.13)

> e [-#H(Y)]

YeQa




A equagdo (2.12) indica que o esquema de RG segue as seguintes etapas:

H—p—p =H, (2.15)

sendo que ¢ possivel, para a primeira etapa, recorrer s equacdes de Dobrushin - Lanford -
Ruelle (DLR) ([25], [26]) - para Hamiltonianas obedecendo a certas condigdes —; a segunda
é direta, sendo uma simples aplicacdo de (2.8); a 1ltima envolve, novamente, a equagio
DLR.

Notar que a transformagéo consiste em “substituir” um bloco de spins por uma quanti-
dade efetiva. Tendo em vista que este processo envolve uma redugio de graus de liberdade,
introduz-se uma funcao G, que depende somente dos pardmetros presentes na rede orig-
inal (i.e., independe das varidveis de spins); a ela se associa a energia livre dos spins
“dizimados”.

Verifica-se, entdo, a invariancia termodinamica por aplicagao de renormalizacdo, so-

mando (2.12) sobre todas as configuracoes de Q:

> e[ HE) -6 = ¥ 3 P X ep|[-H(X)] =

YeQy YeQ, XeEQp

In Z exp [—W(Y)—G’] = Iy Z Z PV, X)| exp [—Q(X)] =

Yeq, Xe, | vea,

—In Z exp [-H'(Y)] = —-In Z exp [-H (X)].

YG.QA; XNeQa

Definindo, de forma usual, as energias livres de Helmholtz

F=—In Z exp [—H' (V)] (2.16)

YeQ,,
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F:=—In ) exp[-H(X)], (2.17)
XEQA
obtém-se
G+ F =F, (2.18)

que é uma expressao para a transformacao da energia livre dos spins.
Supondo que existam N’ e /N spins na rede renormalizada e original, respectivamente,
e sendo b o fator de escala nas transformacdes, o fator de escala de volume é expresso por

N/N' = b?. Definindo as energias livres reduzidas por spin, chega-se a

=g+l (2.19)

onde g deve ser uma funcao analitica. Deve-se lembrar que f e f' sdo a mesma funcio,
diferindo apenas no argumento.

Sendo o sistema transformado isomérfico ao original, pode-se repetir a renormalizagao
iterativamente; denotando por {Kim)} o conjunto das funcbes correpondentes as in-

teracdes entre spins nos vérios estagios da transformacdo (m-ésima iterada), tem-se

fHEY =Z g ({K™}) + bldf({f{:}’}). (2.20)

Com condicdes de contorno adequadas, supde-se que

lim —f ({KM}) = (2.21)

n—a»oob nd




As iteragdes levam a energia livre para regides onde T — 0 ou 7' — oo nelas, f({ K(S,”)})

deve ser bem comportada (sem singularidades), fato expressado em (2.21).

2.3 Transformagao de Migdal-Kadanoff

A proposta central da transformagéo de Migdal-Kadanoff (MK) consiste em sempre
visar reduzir o esquema de RG em um problema cuja complexidade técnica seja a de um

modelo unidimensional ([8], [9]).

Introduz-se, inicialmente, o conceito de grafo.

Definigao 2.1: Um grafo G ¢é um conjunto V(G) finito e ndo vazio de objetos ditos
vértices e um subconjunto E(G) das partes de V(G), ditas linhas, que unem os vértices

dois a dois; V(G) € o conjunto de vértices e E(G) € o conjunto de linhas do grafo G.

As linhas sdo representadas pelos vértices que elas conectam, sendo E(G), portanto,
um subconjunto das partes de V(G).
Dada uma rede, a renormaliza¢do de MK consiste em eliminar spins por dois processos,

considerando que um grafo é uma composicao de apenas dois tipos de subgrafos, G; e Gs:

%4 (GI) = {ul, Usg, ’U.3}

G1 =
E (Gl) = {’U,I'LLQ,UQU.3}

¥ (Gg) = {U], Ug}
Gg o
E (Gg) = {’U,I’U,Q, u’lu’z} -
A dizimacao de spins, no caso do subgrafo G, trata de eliminar o vértice uy, substituin-

do as ligagdes u,up € uous, de energias de interagéo associadas K4 e Kp (respectivamente),

10
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por uju3, com energia de interagao efetiva K’. Para o subgrafo Gy, a energia de interacao

efetiva é a soma das duas linhas originais. O grafos finais G/ e G}, sdo

V(GY) = {u1,us}

G =

E(GY) = {uius}

V (Gy) = {u1,ua}
E(G3) = {uius}

As regras acima resumem-se na figura 2.1 abaixo.

U
K4
Uz

Kp

[2%]

’UqO

—+ | K

(a)

Uy

Ky Kg

Ug

(b)

"0

UQO

Figura 2.1: Bases da transformacao de Migdal - Kadanoff.

K’

A invaridncia das propriedades termodinamicas (2.8) por renormalizagao exige as

equagoes

G

b —

L

_Inl

2

cosh (I(A = KB)

cosh (K4 — Kp)

|

(2.22)




GQ 5 I{’ = I(A + KB. (2.23)

Aplicacao da transformagao de MK em uma rede quadrada

Considere a Figura 2.2 como sendo subconjunto de uma rede quadrada, que é invariante

por translagao.

B e 3K,
(a) (b) (c)
3K, 3K,

3K, K,

(d) (e)

Figura 2.2: Transformacdo de Migdal-Kadanoff exemplificado
numa rede quadrada.

Na Figura 2.2(a), tem-se parte de uma rede quadrada, sendo a energia de interagao
das linhas horizontais e verticais K; e K3, respectivamente. Em 2.2(b), cada conjunto

de duas linhas contiguas verticais foi deslocado para uma terceira adjacente a uma delas,

12
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formando uma ligagio 3K,; pode-se, agora, tratar as seis linhas (duas verticais e as
quatro horizontais) independentemente como um caso de dizimagdo de spins em uma,
dimensao, o que é feito inicialmente para as horizontais, gerando uma ligacdo efetiva K,
ilustrado em 2.2(c). Duas linhas horizontais adjacentes, entdo, sdo deslocadas para uma
terceira contigua a uma delas, conforme 2.2(d) e, finalmente, dizimam-se os dois spins
intermedidrios verticais explicitos na figura, dando lugar & ligacdo K.

Os célculos indicam que

g .8 exp (3/,) + exp (—K})
Hii=0ly=—1
; e [3 exp (K1) + exp (—3K;) L
e
) ~ 1 exp (9K3) + exp (—3K3)
Koo i— = =1 . 2.2
. o {3 exp (K>) + exp (—3K,) &)

As expressdes (2.24) e (2.25) fornecem os pardmetros de interag¢do renormalizados;
neste exemplo, d = 2 e b = 3, com os graus de liberdade do sistema diminuindo de um
fator b% = 9.

Apesar de simples implementagao, a transformacao de MK nao é exata para as redes

de Bravais, exceto em uma dimenséo.

2.4 Limitacoes do grupo de renormalizacao no espago
real

Usualmente, interpreta-se o esquema de RG como uma aplicacao em um Hamiltoniano
para outro, conforme (2.7); pouco se questiona, entretanto, sobre sua validade. O esquema

de RG ¢ aplicdvel em algumas condigdes (ndo muito restritivas), podendo, em outras, ap-

13
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resentar problemas quanto & sua existéncia e/ou comportamento no limite termodinédmico
((13], [14], [15], [16)).

Quando se recorre ao RG, supdem-se algumas hipéteses com relagdo a transformacéo:
(i) A aplicagdo R em (2.7) é bem comportada para uma dada classe de Hamiltonianas 7.
(ii) ' ¢ uma funcdo analitica dos pardmetros {K,} envolvidos em 7.
(iii) Os alcances das interacdes de H' e H sdo similares.

(iv) Existe um ponto fixo néo-trivial na equacao

H = () (2.26)

quando o modelo apresentar uma fase ordenada; H* descreve um sistema interagente!.
Os problemas do RG podem estar relacionados com os coeficientes de (2.5) — cujo
comportamento no limite termodinamico pode nao estar bem definido —, assim como a
medida de probabilidade sobre o espago de configuracdes numa rede infinita; nas vizin-
hangas de uma regiao critica, o limite A — oo para p(X), definido em (2.13), pode néo

ser unico.

1 Apresentar-se-4, no apéndice A deste trabalho, uma situagdo em que existe um ponto fixo do tipo

H* = R(™ (H*), ie., da n-ésima iterada da aplicagdo R, que governa a criticalidade do sistema.

14
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Capitulo 3

Redes Hierarquicas

3.1 Introducao

O esquema de RG no estudo do comportamento critico, apresentado no capitulo ante-
rior, conheceu diversas aplicagdes. Entretanto, para as redes de Bravais, a implementacdo
das técnicas de renormalizagdo era possivel apenas sob aproximacdes.

Uma série de artigos de Griffiths e Kaufman ([19], [20], [21], [22], [23], [24]), no inicio
da década de 80, apontou um interesse nas redes hierdrquicas® (definidas abaixo), obje-
to em que o esquema de renormalizacdo de Migdal-Kadanoff ([8], [9]) fornecia solugdo
exata para sistemas de “spins cldssicos” discretos; este fato ja havia sido apontado em
trabalhos anteriores ([17], [18]). Diferentemente das redes de Bravais, que gozam de sime-
tria translacional, as redes hierdrquicas sao invariantes por escala — e esta caracteristica

permite a exatidao dos resultados obtidos quando tratados no contexto da técnica de RG.

3.2 Definicoes

Pode-se a um grafo fazer corresponder uma estrutura de rede, identificando os vértices
com varidveis de spin; as interagdes entre eles sdo representadas com as linhas — a quan-

tidade destas, B, é dita niimero de agregacao. Desta forma, é possivel associar um

2Existem artigos interessantes envolvendo estas redes, como ([27]) e ([28]).

15
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acoplamento a cada uma das linhas.

Diferentemente das redes de Bravais, que sao dotadas de simetria translacional, as
redes hierdrquicas destacam-se pela sua invaridncia por escala. A composi¢ao de uma
rede hierdrquica (grafo) resume-se num processo iterativo de substituicao de seus subgrafos
por um grafo. Pode-se definir redes hierdrquicas de uma forma compacta em termos de

categorias.

Definicao 3.1: Uma categoria C consiste em

a) uma classe © de objetos.

b) um conjunto More (X,Y) de morfismos, com X,Y € O.

¢) uma lei de composicdo p: More (X,Y) x More (Y, Z) — More (X, Z). Para quaisquer
© € More (X,Y) ey € More (Y, Z), eziste um morfismo representado por u(p x ) =
Yope More (X, 2).

A lei de composicdo tem duas propriedades; para quaisquer objetos, X, W, Y e Z,

com @ € More (X, W), v € More (W,Y) e A € Mor¢ (Y, Z),

i) (Aoyp)op= Ao (o) (associatividade)

polx=19p

) (existéncia do morfismo identidade)

lyoyp =19

Definicao 3.2: Uma rede hierdrquica é uma categoria Cy cujos objetos sao grafos

{Gi};cq+; a classe Oy de objetos € o conjunto enumerdvel {Gi}icz+

A seqiiéncia {G;} é construida de sorte que Gy tenha uma estrutura “mais compleza”

que G, para a < b, 1.e., erige-se que




L A

Go CGy(=V (G,) CV(Gy)).

Seja € More (G, Gp), um morfismo que leva um grafo a outro; Y tem a sequinte

defini¢do:

sendo que as aplicacies ©F ¢ ©,

g -
@T(Gm) = Gm+1

8:0 —+ O
C) (Gm) e Gm——l (m 75 O)
© (GO) = GO:

definem as regras de composi¢io dos grafos.

Um grafo do M-ésimo estdgio pode ser decomposto em grafos de estdgios inferiores
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Gu =] G4 A< M.

aeN

Por conseguinte, quando é dado um estdgio M de um grafo, pode-se definir uma sub-

unidade G§ (A < M) de Gy; naturalmente,

Glfu U Gy =

A definigdo acima apresenta as opergoes ©F e ©, que podem ser entendidos como
sendo uma aplicagdo e a sua inversa, de sorte que o conjunto destas funcdes constituem
um grupo.

Atribui-se ao indice i de {Gi},cz+ O estdgio de renormalizacio da rede.

3.3 Caracteristicas termodinamicas

Um dos fatores de consideravel relevancia em modelos estatisticos diz respeito a sua
estabilidade termodinamica. E desejavel que fungoes tais como calor especifico e com-
pressibilidade sejam positivas ([21]).

Tendo em vista que existem somente duas operagdes possiveis no processo de renor-
malizacao de Migdal - Kadanoff, como descrito na segdo 2.3, a funcdo de partigao restrita
Z,(X), X € Q,, do p-ésimo estdgio, para um espacgo de configuracdo (24, pode ser escrita

como

B

Z:U (X) = Z M, (X: Y) H ZP—l (Ya) ) (31)

YeQy a=1

onde a fungao M, é analitica.




S

Definindo fy como sendo a energia livre reduzida no N-ésimo estdgio de renormal-

izacdo da rede,

fn = % N ayix), (3.2)
XeQp

onde B indica o nimero de agregacio da rede no primeiro estégio e, para um dado X € Q,

Zn (X) =exp [-Hn (X) + Cw], (3.3)

sendo Cy um termo que independe da configuracao X € Q.

De (3.1) e (3.3), tem-se

B
exp [y (X) + ] = Z My (X,Y)exp {Z ~Hy-1 (Y (3.4)
YeQu a=1
sendo
Yy =Cy — BCpy_;. (3-5)

Teorema 3.3: Se, para quaisquer X € Qy e Y € ,,
(1) O Hamiltoniano da célula primitiva for real e finito,
(i) M (X,Y) € [0,00),

(i4i) Eziste Y tal que My (X,Y) >0 VN, X,

o
1
(1) Z E-A—,r%ailxlnMN (XY ] <eoone
N=1 !
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o0

1 :
v) D) gy min InMy(X,Y)<oo

entao existe o limite

f = lm fN-

N—oo

Prova: Vide referéncia ([21]).

Teorema 3.4: Se, além de (i) a (v), a condigdo

(vi) Eziste um estdgio | a partir da qual para qualquer elemento X € U, eziste um

Ye QAI tal que MNZI (X, Y) >0
for satisfeita, a energia livre (reduzida) €
pame
By
N=0
onde Yy € definido em (3.5).

Prova: Vide referéncia ([21]).

3.4 Limitacoes

(3.7)

Sob certas condi¢des, pode-se mostrar a convexidade da energia livre. Tal aspecto

confere, aparentemente, uma respeitabilidade &s redes hierdrquicas; entretanto, estas tém
]
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uma base fragil quando se tenta atribuir uma dimensio: a dimensionalidade, assim como

o fator de escala nas renormalizages, sio entes nio muito bem definidos. Determinar

- d LA
um valor para a quantidade 5, “naturalmente identificado com o nimero de agregacao

B”, envolve uma arbitrariedade que compromete a confiabilidade do resultado. Muitas

[y » d -
vezes, argumentos para o “cdlculo” de b¢ em um determinado modelo, quando aplicados

em outro, fornecem um nimero distinto de B; a conseqiiéncia disto pode revelar uma
inconveniéncia inaceitdvel como a obtengdo de uma energia livre que ndo seja convexa
([19)).

Para alguns sistemas, o esquema de renormalizacdo de Migdal - Kadanoff indica outros
resultados incémodos. O modelo XY cléssico ferromagnético de dimensio superior a
dois mostra uma divergéncia logaritmica da susceptibilidade em temperaturas acima da

temperatura critica.

3.5 Previsao da teoria de escala

Considere os expoentes criticos o e a':

T T (3.8)

. In C (t)
"o (—t)

P (3.9)

Considere a equagao (2.19)
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de f (?) é dua: iva
onde f (%) S vezes derivdvel em nos pontos da reta, (=1, 00), exceto nos pontos criticos.

Teorema 3.3: Seja f (¢) duas vezes derivdvel o C(t) > 0; entdo, para temperaturas

suficientemente prézimas g critica,

e In b4

o nn (3.11)

onde ?
o de(m)

he (3.12)

vere o= (7).
Prova: Idéia da demonstracao na referéncia ([29)]).
.

3.6 Calculo numérico — rede hierarquica uniforme
A partir da energia livre reduzida {
| 1 (m) g

FUxY) = 3 grolXD + e, (3.13) |

n=0 4

deve-se calcular o calor especifico C nas regides préximas & temperatura critica 7. na 3
tentativa de observar um comportamento assintético da forma g




s i &

R

C~ (-t e (3.15)
Da energia livre reduzida, (3.13), extrai-se o calor especifico

5 9 2
O (T) = oz [ksTf (T)] = k5 |2 J;;T)+Tagjgz) : (3.16)

A equagdo (3.1) indica que a funcédo de parti¢ao, que é uma soma de pesos de Boltzman,

pode ser escrita como uma funcé@o polinomial de grau s:

s

L0 =3 4y, (3.17)

J=0

onde { = ( (B) e os coeficientes A, sdo constantes. Os fatores de Boltzman, que sio da
forma exp (1/7T) apresentam um problema de divergéncia para pequenos valores de T}
embora a energia livre seja finita a baixas temperaturas, o envolvimento de termos que
se apresentam como “infinito” para o computador é deveras incémodo. Para contornar
esta questdo, é suficiente adotar uma funcdo limitada ¢ ao invés de recorrer ao préprio

peso de Boltzman (“mudanga de varidvel”); naturalmente, esta fungao deve ser injetiva.

Pode-se, entao, expressar (3.13) como
oo 1 3
FUGH = 3 Zola™D- (3.18)
n=0

onde ¢; = ¢ (T) e (™ ¢ a n-ésima iterada de (O = ¢ (T).

Em geral, uma mudancga de variavel dos pesos de Boltzmann para ¢ introduz uma

singularidade em g, de sorte que




R

m

> A [c)f

Gl e (3.19)

OBl
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com Ap # 0 e C sendo uma constante.

Seja {5m},cz+ UMa seqiiéncia de fungbes tal que

3m (T) = 3 220 (¢ (1) (3.20)

Deve-se lembrar que serao calculados valores para o calor especifico em algum intervalo
compacto nas proximidades do ponto critico, onde a fung¢do g é analitica; seja [, tL]CR
este intervalo — tem-se s,, : [t1,f3] = R. Como se estd admitindo tacitamente que as
condigdes (i) a (vi) dos teoremas 3.3 e 3.4 estejam satisfeitas, a seqiiéncia {s,,} converge:
na topologia métrica, toda seqiiéncia convergente é de Cauchy e portanto a convergéncia
de {sm}, que tem contradominio real, é uniforme — o que permite derivar os termos de
(3.18) termo a termo. Comentdrio andlogo é feito para a segunda derivada da energia

livre em transicoes de fase continuas:

Br (T o 1 Bg(C) ac¥ )
_aT*_gﬁﬁ gE. BT (et
onde
a¢tm (T) _ 8¢ (¢U-1) o¢u-1(T) (3.22)
5F . e D g :

Da mesma forma,




RN

0°f (T)

_ S L [(¢™) ra¢m (1)1

. 99(¢) 85 (1) }
o¢n) oT? :

Proposicao 3.4: Numa rede hierdrquica, escolhida uma Jungdo ¢ com ¢ (T*) =0, tém-se

: oo Bl |
Jim (¢ )(T)—(ac(n)(—)) < 00 (3.23)
_ g (¢ (T
Am {(C(”’ (1))* %} £ v, (3.24)
Prova: Seja ¢ := ¢ (T'); de (3.19), tem-se ‘
g Fi ()
5000 - ¢ (3.25)
e
g F(C™)
e = ol
onde ’
an r-s fai

Z kAka Z ij'H’CJ

RQ)=ClC¢|m——-F——| -p¢ G2
ZAka ZBj+pCj
L i k=0 =0 | )
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By (¢)=¢ 3—1;% = (3.28)

~ . = 1 -
Nas equagOes acima, escreveu-se Z B! =7 ZBHPCJ‘ (vide (3.19)).
770 =0

E imediato que F (T') < oo e F, (T) < co, uma vez que as condicoes

> AuCt#0 (3.29)
k=0

e
r—p : i
> B2l (3.30) i
j=0
sdo asseguradas. {
= |

De (2.12), é possivel escrever as relacoes de recorréncia das interagdes:

(U e e )y mel, iy

Segue-se, de (3.31), que

ac(n) (T) 3C(”) (C(n—l))ac(n—l)(T)z it m_lwl b o¢m=1) (T), -
aT = act D T o el .32)




o 1 oM (¢m-1)
W (¢ 1))=mM(C( 1))+C("_1)_af~((i_—1)—)' (3.33)

Da mesma forma,

Ny e {ag‘(n-w (T)r+3C(”) ((0 ) gty

FIE Gk T a¢tn=D oy
2
_ [pn-1)me2 -y [06% 2 (1)
[C ] W, (g ) [ oT 7E
aZC(n—l) (T)

i« {C(n—l)]m—l Wi (¢ (3.34)

pre

com

aM (¢-1) i 2 M (¢(n-1)

Wy (™) = m (m — 1) M (¢™D) + 2m¢m-b) 5em1) st T aCE

(3.35)
Definem-se, agora, as func¢oes o, o3 e o3:
n n—1
o Lo EE . LT ey (3.36)
L prrge. o BT
(n) Lol g 1TE (c("‘”)agn—n, (3.37)
o) = \/Eng(”) aT —\/EM(C(n—-l))
n— (n—1)
" 1 824-(11) L ‘[/V2 (C( 1)) { én_'l):r-f— Wl (C 1)) O_én——l)’ (338)
% ‘= Bngm §T?  BM ((*D) B

sendo que




e

o . Lo

o —_ —_——
; RONET (3.39)
(T:go) =)
’ (3.40)

i.e., dada uma condicio inici 0) & {
: digdo inicial ¢ ¢ possivel calcular as derivadas da energia livre re

duzida

af i

= ) B (3.41)
n=0

o2 f = 2

a7z = Z{FQ () {oém} £ I (e crén)} (3.42)
n=0

e, por conseguinte, o calor especifico.

Com a temperatura reduzida t := T'/T, — 1, ajusta-se a C(¢) uma curva da forma

b +B | TeT (3.43)

=g . @ L (3.44)

nas proximidades da temperatura critica pelo método dos minimos quadrados.

3.7 Aplicacdo a uma rede hierarquica auto-dual

Considere um modelo de Ising uniforme ferromagnético na auséncia de campo com a

seguinte regra de decoragdo/dizimagao [30]:

28




R T o

| U !
-‘: (%1 .

Decoracio
)
e e
Vg Vg
P Us
Dizimacao
U2 @ Vg

Figura 3.1: Esquema da rede auto-dual.

Uma descrigao da rede hierdrquica consistiria em definir as seguintes entidades:

v (thl) = {uhu2}
E (Gg) = {wus}.

Go =

Para uma dada ligagao w;w, pertencente ao grafo G,,,

Bt {mwe}) = Gop
V (G2,1) = {v1,v2,vs, vs, vs, v6}

¥
E( ;‘,‘Hl) — {U1U2,U1U4,U'1?1f;,v2?)3,’U3U4,Uzvsavave,%ﬂfs,vsvs}-

O grafo acima é correspondente a uma familia de células apropriada para uma rede
quadrada de Ising, se for imposta duas condigdes de contorno; primeiramente, todos os
sitios da linha inferior sdo ajustados como sendo os mesmos (Figura 3.2); em segundo, os
sitios da linha superior e interior (bolas cheias) també devem ter o mesmo estado, sendo

inferi 4 - I 2 preservada na
este com sinal oposto as da linha inferior. Notar que a auto dualidade é p

correspondéncia do grafo com a rede original.




oy e el

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Familia de células para estudo de uma, rede quadrada antiferromagnética,
de Ising.

Uma iltima observacao é feita com relagdo & temperatura critica da rede (Figura 3.1),
que ¢ igual a da rede quadrada.

Resolver-se-4, nesta segdo, o caso uniforme; a implementacdo de aperiodicidade na
rede auto-dual hierdrquica é feita no Apéndice A.

A energia livre dos spins dizimados por spin g e a relacao de recorréncia da energia de

interagdo z' sdo dadas por

1 1(1+ 2z* + 5z* + 82%) (8 + 5% + 2z + z5)

= —In |- 3.45
g(z) = 1gln |7 Pl T (3.45)
e
3 2 2 4+ 6
:z:’(:c):$ (8 + b= + 2z a;) (3.46)
14222+ 524 + 8

onde foi usada a fungio z := z(T) = exp(—2J/kpT). Esta convencao revela-se conve-
niente na medida em que z([0,00)) C [0,1], i.e., a imagem de z é limitada - o que nao

oferece empecilhos computacionais nos pontos criticos triviais.

Previsao da teoria de escala

Da equagéo (3.46), obtém-se o ponto critico z,
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G v 0.414213...,

e o autovalor térmico A, definido em (3.12)

9
7y (%) = I3 = 2:230769...,

o que leva ao expoente critico a = o', calculado via (811

g B e
In[99/08] -

Notar que o fator de escala de volume, b¢, na equagio (3.11), foi substituido pelo

nimero de agregacao B, conforme as observacoes da secio 3.4.

Resultados numéricos

O procedimento exposto na secao 3.6 é aplicado a rede auto-dual, apresentada anterior-

mente. Seguem-se alguns valores do expoente critico o determinados numericamente na

tabela 3.1.
Intervalo (temperatura reduzida) | o, ' | Incerteza do ajuste
[—8.17-1075,—1.38 - 1077] -0.732 0.005
[—3.59 - 1077, —9.39 - 10~ 1] -0.7369 0.0012
[-3.14-1071%,-4.50 - 107" | -0.7382 0.0014
(347 -107%,3.02 107 -0.7416 0.0015
[4.31-10713,3.47 - 10719 -0.7391 0.0013

Tabela 3.1: Expoente critico o para Jlkg = 1.
T, = 2,269185314213...
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Notar que o valor de & aproxi
aproxima-se daquele previsto pela teoria de escala conforme

intervalo tomado é i
o int aproximado da temperaturs, critica T,; observar que o ¢ o Deve

se ressaltar que a incerteza (do ajuste dog minimos quadrados a fungdes do tipo (3.43)

ou (3.44)) presente na tabela é uma cotg inferior (para cada intervalo de temperatura

1 r PO
considerado) para o valor de &, uma vez que néio hé um controle rigoroso sobre a incerteza,

- inevitdvel — no préprio valor do expoente critico ((3.8), (3.9)) que ¢ definido no limite

de |t| — 0.
0.377317 + i
O 0.377313 - 2
0.377309 - -
0.377305 ' ' ; ' '
-3e-07 -1e-07 1e-07 3e-07

T/Tc-1

Figura 3.3: Calor especifico obtido por meios numéricos para J/kp = 1

(T, = 2.269185314213...).




Capitulo 4

Critério de Nienhuis - Nauenberg

4.1 Introducgao

A aplicagdo da teoria de RG na mecénica estatistica produziu resultados relevantes
sobre fendmenos criticos; a andlise dos pontos fixos das relagoes de recorréncia revelou
informacdes importantes para o estudo das transi¢oes de fase de segunda ordem; existem
diversos artigos de revisdo acerca do assunto [31], [32]. Apesar do sucesso, um ponto
que se observa no promissor inicio da nova teoria diz respeito as transicoes de fase de
primeira ordem, que fora um assunto nao muito comentado — a ponto de ser ignorado —
nos primeiros anos da década de 70.

Em 1975, Nienhuis e Nauenberg ([11]) propuseram, dentro do esquema do RG, um
critério de verificagdo de ocorréncia de transigdes de fase de primeira ordem em modelos
estatisticos, doravante denominado “critério de Nienhuis-Nauenberg (NN)”. Tal idéia foi

posteriormente desenvolvida em um trabalho de Berker e Fisher ([12]) na década de 80.

4.2 Critério de Nienhuis - Nauenberg

Seja {X,}, Xo €R (@ € [0,n— 1] C Z), o conjunto das varidveis reais associadas as
a (0] b)

7 > ! !
interagdes entre spins de uma rede e o campo de ordenamento; seja {X ﬁ} com Xz € R

suas renormaliza¢des segundo uma aplicagao Rs:
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X;S’ = RB({XO.’}) (41)

Se os elementos do conjunto da i [/ iva
j magem, {X}}, for derivdvel com respeito as varigveis

{Xa}, € possivel definir Ts,, a matriz linearizada da transformagdo Rs, que deve ser de
’

classe C!:

ax},

Tpa({Xa}) = oK, (4.2)

A criticalidade do sistema é governada pelo ponto fixo X*, determinével a partir das
relagbes de recorréncia provenientes de (4.1). A prescrigao usual adotada para o exame do
problema ordena o cdlculo dos autovalores da matriz de (4.2) no ponto X*, que permite
obter os expoentes criticos universais das fungdes termodinimicas na superficie critica
associada ao ponto fixo.

Considere, agora, o dominio D = {{X,}| T < T.}, regido abaixo da temperatura

critica Te. Toda andlise deste capitulo considerard a topologia métrica.

Definigao 4.1: Um ponto X** € D, com D na superficie onde o campo conjugado ao
pardmetro de ordem € nulo, e X** distinto de X*, é dito ponto fixo de descontinuidade
se possuir uma vizinhanga onde as sucessivas aplicagdes de renormalizacdo convergem a

L

As sucessivas aplicacdes das renormalizagbes geram uma seqiiéncia de pontos

({Xa}a R({Xa}): R(R({Xa}))’) e

({Xa}, RO{XaD), RO Xe})s ),
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sendo que RV ({X,}) = {x}

}; por esta, convengao, {X,} = RO ({X,}), ie., R
aplicagdo identidade.

9 ¢ uma
O ponto fixo de descontinuidade ¢, portanto, um ponto de acumulagdo do conjunto

cujos elementos sdo constituidos pelos termos da, seqiiéncia supracitada.
O critério de ocorréncia de transicées de fase de primeira ordem de Nienhuis - Nauen-

berg aplica-se nos pontos fixos de descontinuidade. Seja b - com b sendo o fator de escala

e d a dimensionalidade do sistema — o fator de escala de volume.

Teorema 4.2 (Nienhuis - Nauenberg): Dado um modelo de Ising ferromagnético
uniforme na presenca de um campo externo constante, o autovalor magnético é 1gual ao
fator de escala de volume se hd transi¢do de fase com descontinuidade na magnetizag¢do

no ponto fizo de descontinuidade.

Prova: Considere o expoente critico 1/§ :

L o lmM .
e (43)
onde
gr k™ H) .

i iy izacao é ao limitada.
¢ a magnetizacio definida na superficie K = K™*; a magnetizagao ¢ uma funca

Considere, ainda, a relacdo de renormalizacdo da energia livre (2.12)

f (K, H) = g (5, H) + bld (K HY. (4.5)

.Ca.' f (K, H) ta.m ]

meravel de t i seja analitica em
€nu avel d ntos (fixos). Por conseguinte, supondo que f (K, H) sej
erave pO :
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K, existe uma vizinhanca de (K** 0) em que f (K, B ) é derivével em relagdio a H - exceto

no préprio (K**,0); entdo

of (K, H) _ 8g (X, H) L Lo (X', ') 0K' (K, H)

1 8f (K', H') 0H' (K, H
5H oH ® K . B oo ) ng 5
M(H) = V(H) + M(E)AH), o
onde (K, H) # (K**,0) e
99 (K, H) _19f (K',H') 0K’ (K, H) OH' (K, H
o0y ’ i > ) r e it ) )

Seja (K™, h1) e (K**, hg) com by > 0 e hy < O; sejam h} = H'(K*™,h) e Bl :=

H'(K**, hy); em (4.6):

M () = V() + 2 M(H)A(h) (47)

1

M(hs) =V (hg) + = M (1) A(ho). (4.8)
De (4.7) e (4.8),
M) — M(ha)| = [V() = V(o) + g5 [MUSA() = M5)A(R2)]| <

< V() = V(o) |+ o |AGin) 1M () = M(13)] +

+31E | M (Ry)| 1A (1) = Alho)]
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M(fn) = M(k2)| = |V(h) ~ V() + b—ld- [M(R3)A(h) — M(R)A(R))| >

; 1
} b |A ()] (M (RY) — M(BL)| - [V (k1) — V(hy)| -

1
~5a M)A (hy) — A(hy)]. (4.10)

As fungdes V' e A sdo continuas e limitadas definidas num conjunto relativamente com- |
pacto £ (onde se observa o comportamento critico); V' e A sdo, portanto, uniformemente

continuas em £. Logo, para qualquer €/2 > 0, existe §; > 0 tal que se

By =) 2 4, (B m) (B el (4.11)

entao
V() - VR) <ef2 e o IME)IAG) - Atha)| < ef2. (412)

Satisfeita a condigao (4.11), de (4.9), (4.10) e (4.12), tem-se

NG IM () = M(R)| = ¢ < [M(h) = M ()
< I M) - M) +e. (413)

Sendo (4.13) valida para qualquer € > 0,

M () — Mh)| = o MG 1M(A) = M(B)]. (4.14)
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h;(ha) = wh _I_aQHI (EZ) 2
OH o ol OH?2 ha — Ah,a + Cah% = ]_’ 2, (4 15)

sendo &1 (¢z) um nimero entre ( o hy (he e 0).

Naturalmente,

OH' i
A=A =50 o o LEHG) _

Reestruturando (4.14), com a escolha de h; e Ao, hi e hy de forma que M (h;)— M (hy)
0e M(hy) — M(hY) # 0:

In|M(h) — M(hs)| = ln|M(K,) — M(R)| +1n 20

bd
In |M(h) — M(h)] In | M(R) — M(R,)|
1 h __/ 1 2 Ll
Sen T e nE o s
[A(R1)]
+In o

In|M(hy) — M(hsy)] - In [M(h}) — Mr(hé)q In Ay — ha| —

In |hy — Aol In |R] — hb|
In |M(R}) — M(h3)| ’ 1c1h? — coh3 |A(h1)]
- In[A+-——"==1In : 4.16
DR e b P10)

Tomando-se os limites h; 4 0 € ho T 0 em (4.16), tem-se
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Jim { [Mﬂﬂ@l _ In|M(A) - M(y)|
[ y o TR e e,
“ 1 T lnihl—h2| 1n|h.rl_h,2[ } ].I'.llh,l-—th} —
: lnlM(h’)_M}r 9
: = lim [———i__i@_ll 1c1hé — coh? |A(R
& h ) ! ! n A+ = 1 ik ( 1)|
h110, ha10 In |} — By bk + In 3y =
f% 1 A
1 == —1 A —
by (4.17)
Lema 4.3: O primeiro membro de (4.17) € igual a zero.
Prova: Apéndice B.
Do lema acima, (4.17) pode ser expresso como
I A

Uma descontinuidade em (K**,0) da magnetizagdo implica em A = &%, Neste ponto,

(4.14) assume a forma

|M(0%) — M(07)| = bld |AQOT)| |M(0F) — M(07)]. (4.19)

Por hipétese, no ponto fixo de descontinuidade |M(0F) — M(07)| # 0 e, por con-

seguinte, A = b%.
|

Notar que a transicio de fase de primeira ordem no caso acima é vista como sendo

i i e
um caso limite de uma transicdo de segunda ordem, com § = 0o. O teorema acima pod

ser estendida trivialmente para o modelo de Potts ([33], (34]). |
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s indices, (o, € 1 tai - My ’ s
dot S0 G 5 ey ACI = 0" se hd transi¢do de fase de primeira ordem,

no sistema.
Prova: Andloga ao teorema 4.3.

A matriz Tp,, calculada no ponto de descontinuidade, tem a forma,

b¢ par 0

par

0 impar

0 impar

com presenca de blocos par e {mpar, correspondentes s estruturas que apresentam sime-
tria par e {mpar com respeito & “reflexao” de spins. A primeira coluna de Tpe segue da

arbitrariedade de adicionar uma constante em uma das relagées de recorréncia:
X§ = b*Xo + Rp({ Xazo}),

Xpzo=Ra({Xazo}).

’ . . ad i v
Por conseguinte, existe pelo menos um indice (o em que Ag, = b (no caso, { = 0); a

presenca de um {; # (o satisfaz a hipdtese do teorema 4.2, que leva a apontar a ocorréncia

de uma transicdo de fase de primeira ordem; caso contrério, a transigao observada sera

de segunda ordem. Da matriz Tpa € possivel, ainda, conseguir uma informacao adicional

com respeito & primeira situagao:
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pardmetro de ordem.

Em geral, em sistemas de m componentes que apresentam transicoes de fase de

primeira ordem, espera-

S€ que existam pelo menos m, autovetores distintos (cada um

correspondente a uma fase) com autovalores b%. No caso de redes hierdrquicas, existe

uma arbitrariedade na definicio do fator de escala e da dimensdo da rede. Impde-se,

ento, a igualdade B = b%, em que B é 0 ntmero de agregacio.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Uma breve andlise deste trabalho destaca alguns pontos relevantes: inicialmente, foi
escolhido um modelo conhecido na literatura — as redes hierdrquicas — como objeto central
de estudo, sendo este redefinido na linguagem de categorias. Apresentou-se, em seguida, a
técnica computacional usada para extragio de algumas informagdes de seu comportamento
critico; através do método numérico proposto, pode-se calcular as derivadas primeira e
segunda da energia livre sem recorrer a técnica de diferencas finitas.

Um dos problemas do cdlculo numérico diz respeito ao célculo de derivadas de uma
funcao. Esta questao é contornada no presente trabalho aproveitando-se uma notdvel
propriedade das redes hierarquicas, que é a invariancia por escala. Conseqiientemente,
pode-se extrair o expoente critico @ com uma certa seguranca para poder confrontd-la
com as previsoes da teoria de escala.

O ponto central reside justamente nesta comparagao. Como as redes hierarquicas
sdo entidades que carecem de analogias com modelos fisicos existentes, ndo se tem uma
idéia segura do significado das grandezas neste trabalho que estao usualmente presentes
na termodinamica. De fato, o tinico personagem cuja existéncia estd razoavelmente bem

definida é a energia livre de Helmholtz, de acordo com a interpretacdo de dizimacao
de spins: é aceitdvel conceber como energia livre do sistema a soma das energias livres

dos spins dizimados nas varias etapas de renormalizacdo. O conceito de temperatura,

permite invocar o conceito de calor especifico, que

estando atrelado & idéia de energia,




las de forma arbitrdria e a partir disso calcular todog 0s expoentes criticos; na literatura
bl

inam definigo “dj q =
predom ¢oes como “dimenséo fractal” de redes hierdrquicas. Este tltimo ja

fora imaginado como sendo um critério de decidir a classe de universalidade de uma dada
rede hierdrquica; contra - exemplos, no entanto, existem ([35]).

Este trabalho, assim como em outros citados da literatura, em nada contribui para es-
clarecer uma questao ainda nao definida, que é a dimensionalidade das redes hierarquicas.
Os calculos numéricos apresentados esquivaram-se deste incomodo obstaculo definindo a
“energia livre por ligagao”, i.e., recorreu-se  grandeza B (nimero de agregacdo) ao invés
do tradicional fator ¥ — fator de escala b e dimensio d. Apesar desta manobra, a tnica
conclusao a ser mencionada refere-se ao “sucesso” do emprego do nimero de agregagdo;
ndo ha evidéncias de sua validade universal. Urge lembrar que este “sucesso” diz respeito
a verificacdo de consisténcia do método adotado; em outros termos, adotando B tanto na
teoria de escala, assim como no calculo de energia livre, o expoente critico o é o mesmo.

As equacoes obtidas dentro do contexto da teoria do RG parecem ser bastante tteis nos
dominios das redes hierarquicas, pois aparentemente aquelas foram obtidas independentes
do sistema em consideracdo; entretanto, todas as dedugoes das foérmulas pressupunham
uma rede “real”, i.e., dimensdo e fator de escala eram tratados como entes bem definidos.
Removendo esta base, como é o caso das redes hierarquicas, todas as relagoes deduzidas via

RG perdem seu status. Estd-se assumindo, tacitamente, que existe alguma constante que

representa aquilo que em redes realisticas estd associado ao fator de escala volumétrico;

supondo a existéncia desta incognita — o que parece ser razodvel —, pode-se escrever as

equacdes conhecidas no contexto da teoria de escala e RG, ficando apenas a indefinicao
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nos conceitos supracitados.

No capitulo 4, foi apresentada ymg, dedugdo do teorema de Nienhuis Nauenbe
- Ig.

N t i
Ova ?

valid i -
sendo sua ade duvidosamente considerada em redes hierdrquicas; afinal, nio ¢ imed;
) 3 -

Big tomlar uma definigao e significado de manifestagdes de magnetizacio nesses modelos

Recorre-se, mais uma vez, i estratégia de adotar o ntmero de agregacdo B no lugar do
fator de reescala volumétrica b% no contexto das redes hierdrquicas.

No apéndice que sucede este capitulo, hd uma aplicagio das técnicas numeéricas, ap-
resentadas no capitulo 3, a redes hierdrquicas que ndo sio uniformes; em particular,
escolheu-se decorar as ligacdes da rede segundo regras ditadas por seqiiéncias de Fibonac-
ci; tal fato oferece uma complexidade a mais, mas contornvel - sem resolver, no entanto,
a questdo da dimensionalidade. Neste modelo, a escolha dessas regras distinguiu dois ca-
sos, cada uma delas pertencentes a classes de universalidade distintas: existe uma situagao
onde a flutuagdo geométrica decorrente da aperiodicidade ¢ irrelevante; o comportamento
critico deste caso é ditado pelo mesmo ponto fixo das relacées de recorréncia do modelo
uniforme (mostrado no capitulo 3). Por outro lado, quando a flutuacdo é relevante, a
criticalidade passa a ser determinada por outras entidades ([36]).

Conhece-se muito pouco sobre redes hierdrquicas no atual estdgio; os trabalhos ref-
erentes a esta area contentam-se em verificar as validades das célebres equagoes tipicas

provenientes de técnicas do RG no espaco real a partir de defini¢des arbitrdrias de di-

mensdo ou artificios que contornem esta dificuldade.




Apéndice A
Rede auto-dual com interacoes

aperiodicas

Al Introducao

Examinaram-se duas seqiiéncias generalizadas de Fibonacci para a configuracio da

rede; a primeira é gerada pela regra

A— AAB
B —» AAA

e a segunda, por

A — ABB
B — AAA.
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]
i
E
i
§
i
i

]
|

A2 Caso irrelevante

(0] /

[
Decoracio
L T
AI
Dizimacao
®
®
Decoracéo
BI
Dizimagao
@

Figura A.1: Esquema da rede auto-dual com regra de decorago
A — AABe B — AAA.

Trata-se de um caso de flutuagio irrelevante; nota-se tal comportamento a partir da

matriz de substitui¢do, que é dada por

Analisando a linearizacdo nas proximidades do ponto fixo, verifica-se que se trata de um

ponto de sela, e sua classe de universalidade é a mesma do modelo uniforme, o expoente

critico o deve ser, portanto, _(.738498..., 0 que sera verificado.
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ntagem 0 ) énci
A mo g as relagoes de recorrencia €m casos néo—uniformes Ire
d quer um

= cuidado
especial; para a rede auto-dual aperiddica com g regra,

A— AAB

i B — AAA,
tem-se

i b +a®b® + ab® + 2a%b% + a®12 + ab® + a5b® + 202 + 40 + 244
1+ a? + ab+ 2a3b + a%b + a? + ab + 20202 + 4303 + 20402 G

2L a® (8 + 5a* + 2a* + af)

T e a (A.2)
As varidveis escolhidas foram
A introducdo de
i e - e b.rl, (A.3)

bl

que é uma funcio de a, be r = a/b revela-se deveras titil nos calculos das derivadas da
?

. energia livre. Naturalmente,
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1) _ (nep1) CRNORO

vem

(A.4)
Da série
i
I@) = o), () (A9
Of ~=1 [ 8g 8a™ dg Ob™
T 2;0 B [aam oT " 3m aT } - (A.6)

Tem-se, ainda,

o f i 1 { 8%g {aa(”)r 8% {ab(mr By [8a™ gp
= ¢ 55 i
s | o a7

T2 nzoﬁ oa™? | T opm)? | AT amop) | 9T 6T
dg 6%a™ dg &b
meelian - (A7)
dan) 9T2 ~ obn) 9T
E possivel obter as seguintes igualdades:
je B (A.8)
9a™ — g1’
a5 (T (A.9)
pm g1’
(n)
gy, Fe : (A.10)
Ja™? T [gtn-1)]?
g0 1.0 (A.11)
Gbm” " [gn-1]%
g, B (A.12)

TN g
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emqueFa: Fb: Faa: beeFa

(. Definem-se, ainda

1)S£n.—

(n— I)S(n 1)+W(n 1)

sao es limj
b funcoes limitadas; todas elag sdo fungdes de o™ p

1)]

7,

n)e

(A.13)
(A.14)
(A.15)
(A.16)
(A.17)
(A.18)

(A.19)

(A.20)
(A.21)

(A.22)

(A.23)

W(n 1)S(n 1) S(n 1)+

aab

dal™) s
Bty = 8770 Wiz,
aa(“) 2
e e
ab(m)
Fay = o [ (n— 1)] T/Vn 1)
2,(n)
3?(:~1) = o™~ I)Wéga 1):
924 ™)
da(n=1)gp(n-1) — ="
d%a(™
aaw = IR,
82pn)
_ (n=1)y57(n—1)
Sa i =0 Woas s
e
e L e [w<n~ns<n—n+w<n—
t g T R e :
;) Bn g(n) aT Br(”)N(” 1)
4 o B am) 9T s \/Er(“)j\f(n—l) aa
w0 21 L e 1 {W D gin- ]
Sb o \/E”a(n) aT o \/—_B_T(W)N(n_l) A
S(n) - i 1 82(],(“) & 1 W/(n,—l) [S(n 1):'
aa — B g (n) 6T2 —B n)N(n—l) aaa
B n n 1) n 1)
(n) 1 n—1) a(n—1) (n—1) g(n—1)
(n) .00 ________{W( S0 4 gl
S = pagw gz BroNeD L e J
onde
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) — a(n-l)N(n_l)

(A.26)
de (A.2).
Com as expressoes acima, é imediato que
af - {
S FmMgm) 4 pn) (n)}
oT HZ:O a e (A.27)
Notar que ¢ suficiente determinar apenas o primeiro termo da somatoria (n = 0) para

calcular a primeira derivada da energia livre, visto que os demais termos sdo obtidos

recursivamente (equagdes (A.1), (A2), (Ad) e (A8) a (A.26)). Comentério idéntico é

feito a0 cdlculo da segunda derivada de f:

&' f = i 8 ;
o = Z{Fa‘? 39 + 5P [37] + 2755 [50] [5] +

n=0

+FMSE + FPSE. (A.28)

Seguem-se alguns valores de o determinados numericamente.

Intervalo (temperatura reduzida) | o, o/ | Incerteza do ajuste
041 . 10-%, 178+ 10 7] -0.734 0.003
[-1.78-10°7,-2.36-10"9] | -0.7377 0.0015
[—2.36- 10719, —2.08-107"] | -0.7385 0.0012

[3.38 - 0.1 =t -0.740 0.003

Tabela A.1: Expoente critico a para Ja/kg=2e Jp/kp =1
T.= 3.708367661874....
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Repete-se 0 mesmo comentrio feito pg capitulo 3: a ince
: T

teza do ajuste ¢
e - € apenas uma,
cota inferior de incerteza para o €xpoente calculado

P - 0

0.36588058

0.36588057 s L ;
-4.,00e-11 -2.58e-26 4.00e-11
T/Tc-1

Figura A.2: Calor especifico obtido numericamente para J4/kp = 2 e Jp/kp = 1.

(T, = 3.708367661874...)




0.3336 M

0.3335

T

O 0.3334 -

0.3333 -

0.3332 : ' : ' : : :
-2e-05 -1e-05 0 1e-05 2e-05
T/Tc-1

Figura A.3: Calor especifico obtido numericamente para Ja/kp=1e Jg/kp =2.

(Tc = 2.573122074744...)

Intervalo (temperatura reduzida) | a, ' | Incerteza do ajuste
| [—4.74-107°,-2.91 - 1078] -0.735 0.007
(-806-10-7,—1.84 - 10°% | -aqy 0.005
i [—2.89-107° —1.87 - 10712 -0.7384 0.0013
[9.93-107!1,3.60 - 1079 -0.7403 0.0011

Tabela A.2: Expoente critico o para Ja/kp =1 e Jg/kp =2
T, = 2.573122074744....

A3 Caso relevante

Considere a rede auto-dual com interacos aperi6dicas com regras de decoragdo ditadas

pela seguinte estrutura:
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Decoracao
S R WA
AI
4'—_\—
Dizimacao
®
®
Decoragao
BI
Dizimagao
e

Figura A.4: Esquema da rede auto-dual com regra de decoracéo
A— ABB e B — AAA.
A prescricdo para obter numericamente o expoente critico o é exatamente a mesma
do caso anterior. Existem, entretanto, alguns pontos distintos: primeiramente, o ponto

fixo do caso uniforme (que governa a criticalidade do caso aperiédico anterior) é instdvel

para a rede com a seqiiéncia

A — ABB
B — AAA.

Em outros termos. os dois autovalores da matriz jacobiana associada & linearizacdo das
)

: & i 1. Neste caso
relacdes de recorréncia em torno do referido ponto sa0 ambos maiores que )

: idade. A proposta
0 comportamento critico do sistema deve ser ditado por uma outra entidad prop
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e e

e e

a rge 1 i
de solugao surge quando se investigam outros atratores das relagdes de recorréncig,

Definigdo Al: Um ciclo-n de Uma aplicagio R : Q

€ o conjunto de n pontos,
(@} T, T b C G, ais gue

oy = RPU o]

onde R™ representa n sucessivas aplica¢ées da fun¢io R ao ponto x3, comi € [1,n] C N.

Pelo método numérico de Newton-Raphson na determinagiio dos pontos do ciclo-2,

obteve-se

(i, b7) = (0.103709425673172..., 0.534078747948997...) (A.29)

(a3, b3) = (0.467451677894381...,0.008789691893951...). (A.30)

Determinaram-se, ainda, os valores para A e Ay, definidos por

dR® (a%, b?) dR(B)(a’{,b’{)} (A.31)
Ay = max da A db

dR® (a3, b3)
da

dR® (a3, b3)
) db

J , (A.32)

Ay = min [




lembrando que o teorema de P erron-Frobenius garante exi

: = m autovalor pos-
itivo para matrizes positivas, como € 0 caso de 4R ou fiﬂ(j)_ de R@ & :
o dp  onde R ¢ a segunda

recursao de a’ e 0" em (a,b). Da matriy e dR®

A1 = 4.317461346...

(A.33)
e
A = 0.044495391... . (A.34)
Previsao da teoria de escala - seqiiéncias de periodo 3
A expressdo analoga a equagdo (3.11) tem a forma
In B
nAg
onde n € o ciclo em questdo (n = 2); tem-se, entao,
o = —1.004407303... . (A.36)
Célculo Numérico - seqiiéncias de periodo 3
guintes re-

i nte leva aos se
A aplicagio dos métodos numéricos apresantados anteriorment

sultados:




0.23826732 \\
0.23826728 |-
O
0.23826724 |
0.2382672 - J : |
-3e-07 ~1e-07 1e-07

T/Tc-1

Figura A.5: Calor especifico obtido numericamente para Jafkg=2e Jg/kp = 1.

(Tc = 2.895388581304...)

Intervalo (temperatura reduzida) | «, o/ | Incerteza do ajuste

[-1.342-107%,—2.008 - 1077] 1037 0.003
[—2.964 - 1076, —4.505 - 10719 | -1.0423 0.0011
[-2.008 - 1077, —1.051 - 1071°] | -1.0468 0.0017

-1.350 0.002

[4.90 - 10~7,1.59 - 1073]

Tabela A.3: Expoente critico a para Ja/kg=2¢e Jp/kp =1
T. = 2.895388581304....




0.24684

0.2468

024676 — - . .
-0

002 e

-2.7105e-20 0.0002
T/Tc-1

Figura A.6: Calor especifico obtido numericamente para J4/kp =1e Jg/kg = 2.

{7 — 2.569978306243...)

Intervalo (temperatura reduzida) | «, o/ | Incerteza do ajuste
[-3.807- 104, —1.192.10-%] | -1.0877 0.0010
[—3.232 - 10=9.-9.499 . 1077 -1.045 0.0012
[~1.192 - 1075, —9.459 - 10~11] | -1.052 0.003

[2.69 - 10-12,1.46 - 10~] -0.921 0.003

Tabela A.4: Expoente critico a para Ja/kp=1¢ Jp/kp =2
T, = 2.569978306243....




0.3772 |
0.3768 |
|
0.3764 | )
e 0 0.0002
T/Tc-1

Figura A.7: Calor especifico obtido numericamente para J4/kp =2 e Jp/kp = 1.99
(T. = 4.528905354488...)

Intervalo (temperatura reduzida) | «, o/ | Incerteza do ajuste
[—2.00- 1072, —7.827 - 107¢] -0.9021 0.0011
[-1.182-107%,-9.911 10719 | -1.018 0.0019
[-7.827-1078,—1.079 - 10~17] -1.021 0.003
[1.43-1077,2.09 - 1077 -1.072 0.011

Tabela A.5: Expoente critico o para Ja/kg =2 e Jg/kp = 1.99
T. = 4.528905354488....




\r\\
0.3772 | |
0.3768 | |
0.3764 | ]
hoel L0 '
£6.0002 2708 S0 ooans

T/Tc-1

Figura A.8: Calor especifico obtido numericamente para Ja/ke =2 e Jg/kg = 2.01

(T. = 4.547430388433...)

Intervalo (temperatura reduzida) | «, o/ | Incerteza do ajuste
[-9.464 - 107°, —8.542 - 1078] -0.937 0.002
[—8.542-107%,-9.525 - 107 !] | -1.022 0.003
[-1.945-1078,—7.291 - 10~!1] | -1.0222 0.0011

[2.11- 10~%,5.65 - 10~7] -1.095 0.004

Tabela A.6: Expoente critico  para Ja/kg =2 e Jp/kp = 2.01
T, = 4.547430388433....

Cada um dos valores de o obtidos acima sdo provenientes da média dos expoentes

acima e abaixo da temperatura critica. Quando J4 = Jp, recupera-se o caso uniforme.

Notar que, se J4 # Jp, o sistema ¢é levado a uma outra classe de universalidade, em que

te refere-se ao compor-
o #-0.738.... Um outro ponto a ser abordado neste caso relevan

4 ~ —1, e a regido critica é de
tamento fraco da singularidade; os cdlculos apontam L, g

que o

' ' o caso irrelevante
diffcil acesso numérico. Diferentemente da rede auto-dual uniforme e d ,
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rteza na determinagao do préprio valor de o
ince
aln

(cuja estimativa nzg 4 apresentada) tem

do ajuste de
tabelas) serem insuficientes para levar og resultados em
abela

nas

importéncia real¢ada pelo fato dag incertezag minimos quadradog (dados
a 1M

estrita, concordancia com o
te previsto pela teoria de escaly — Supondo que esta
n
expoe

Itima seja correta, Tal fato

s mostraram ser suficientes
cluir a compatibilidade dos expoentes criticos determinados numericamente e via,
a con
par

teoria de escala.




Apéndice B

Prova do lema 4.3

Lema: Dados ha, he, M(hy), M(h,) (o =1, 2) definidos no capitulo 4,

i | M () = M(hs)|  In|M(B) — M(h)|

h110, ha10 In |hy — hy| In [, — 1] } In |hy — hy| = 0.

Prova: Préximo da criticalidade,

lim hi(hi) = lim hy(hy) =0,

h1—0 ho—0
In|M(hi) — M(ho)| _ . In|M()— M(h)| _
h110, ha10 In |y — ho| w0, hpto  In|hi — Ay ;

Le., para qualquer ¢/2 € (0,1/2), existem 6; > 0 e d, > 0 tais que

In |M(h) — M(ha)| | _ €
i~ Bl <01 = In |hy — ha| 2
e
B — hy| <82 = In|A) — 7| -
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para 0 = min{d1, d2} com |hy — ha| < 6, tem-se

l_nl_M(ﬂl)_—M _In|M(n) - M (h,

L Inlhy — Ay Inh; = 7] ] In [h; — hy|| < |

[In | M (h1) — M(hy)|

i In [M(R}) — p(h
| In|hy — Ay e : k)

In [k, ] }1“"5’

<

< ’(g - S) In |5|' = leIn 5]

Para0 < e < d <1, aescolha § = ¢ prova o lema, visto que

lim |eln |¢|| = 0.
e—0

Se 0 < ¢ < e <1, ¢ suficiente tomar § = ne (sendo n qualquer inteiro que satisfaz a

desigualdade € < nd).
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