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Resumo

Estudamos a simetria de escala nas teorias do campo escalar complexo e do campo
fermidnico, ambos acoplados minimamente ao campo de gauge abeliano de Chern-Simons.
Vimos que, na aproximagao de arvore, utilizando o processo algébrico de Dirac, a carga
de dilatacao gera a transformacao de escala esperada, diferente do operador de momento
angular que apresenta uma parte de spin andémala. Foi também verificado o fenémeno
da quebra da invaridncia de escala cldssica no nivel quéntico e também a validade das
identidades de Ward, através do cdlculo direto dos diagramas de Feynman utilizando
regularizagdo dimensional.



Abstract

We study the scale symetry in both complex escalar and fermionic field theories min-
imally coupled to the gauge abelian Chern-Simons field. We saw that in the tree aproxi-
mation, using Dirac’s algebric process, the dilatation charge generates the expected scale
transformation, diferently from angular momentum operator which shows an anomalous
spin part. It was also verified the phenomenon of breakdown of the classical scale invari-
ance at the quantum level and the validity of the Ward identities by an explicit calculation
of the Feynman diagrams using dimensional regularization
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Capitulo 1

Introducgao

1.1 Leis de conservacao e a invariancia de escala.

Como néds sabemos as leis de conservacao, isto é, a existéncia de quantidades que com
a dinadmica do sistema ndo mudam com o tempo, tém um papel importante na fisica
tedrica. As conservacoes de energia, momento e momento angular tém uma origem muito
profunda ! e estdo associadas a simetrias expressas através das invaridncias de translagéo
temporal, espacial e rotacional que uma teoria criada para descrever a natureza deve
POSSUIr.

Além dessas propriedades bédsicas, algumas teorias podem apresentar quantidades con-
servadas adicionais como carga, isospin etc, relacionadas a invariancias sob transformagoes
pertencentes a um grupo de simetria que atua em um dado espago, chamado de espago
interno.

Uma classe bem mais restrita de teorias possui também a simetria de escala. Essa
simetria significa que é possivel realizar transformacdes(dilatacoes) nas coordenadas do
espaco-tempo na forma z* — e“z¥, com o igual a uma constante, seguida de uma trans-
formacéo apropriada para os campos que descrevem a teoria sem que a mesma, pelo menos
classicamente, seja modificada.

Essa simetria pode ser considerada como aproximada em certos limites. Exemplos sdo
aquelas teorias cujos termos que possuem parametros dimensionais na Lagrangiana, como
massas e constantes de acoplamento, podem ser desprezados no limite de altas energias.
Uma realizagdo bem simples da idéia da invariancia de escala encontra-se [1] na mecénica
clissica ao tratarmos da fungdo Hamiltoniana para um sistema de uma unica particula

de momento p e coordenada 7:

1Veja L.Landau e B.Lifchitz, Curso de Fisica Tedrica, paragrafo 6



H=qafp" +ar™). (1 1y

Onde a, a e n sdao constantes. FEssa Hamiltoniana continua tendo a mesma forma se
- ; iy 1 i . i

.forerr} feitas as transformagdes: r — prr, p — p=7p, e as equacdes candnicas permanecem

invariantes se a transformacéo para o tempo for ¢ — pt. Em seguida, considerando uma

modiﬁc?gé',o infinitesimal p =1+ ¢, € << 1 e variando H até primeira ordem, chega-se &
conclusdo de que a quantidade

o= —%T + Ht (1.2)

¢ independente do tempo. D é chamado gerador de dilatacdo (N6s veremos as pro-
priedades desse objeto em maiores detalhes quando considerarmos a teoria de campos na
formulagao Lagrangiana). Em modelos nao relativisticos a parte correspondente & energia
cinética na Hamiltoniana é usualmente dada por uma funcio quadritica do momento, isto
é, n =2 em (1.1). Mas isso exigiria que o termo de energia potencial fosse uma fungao
que variasse com o inverso do quadrado da distancia, excluindo assim os casos mais in-
teressantes. J4a, na teoria relativistica, considerando um limite onde a massa pode ser
desprezada (caso ultrarelativistico), a energia cinética varia linearmente com o momento
e o potencial necessario passa a ser um que inclui as forgas eletromagnéticas.

Na teoria relativistica dos campos, curiosas e importantes caracteristicas podem ser
extraidas estudando as transformacoes de escala. Pode-se ganhar conhecimento, analisan-
do no limite de altas energias as teorias cuja simetria de escala é quebrada, de como a
simetria em questdo manifesta-se na natureza. E possivel verificar [2] que certas iden-
tidades (de Ward) resultantes das referidas transformacoes, e deduzidas formalmente a
partir de uma corrente que reflete como os pardmetros dimensionais quebram a invariancia
de escala, sdo falsas quando um particular método de regularizagdo (cutoff) é utilizado
para proceder com os cdlculos perturbativos. Outra curiosidade é que se pode, através da
introducgéo de um campo escalar auxiliar, transformar qualquer teoria de campos descrita
por uma Lagrangiana que aparentemente nao contenha esta simetria [2] em uma teoria
que a contenha. No entanto os modelos resultantes do processo nao sao preditivos, ou
seja néo sdo renormalizdveis, e tem valor apenas como teorias efetivas da baixa energia.

Uma interessante teoria invariante de escala é a do campo de gauge de Chern-Simons
em 2 + 1 dimensdes [13], acoplado ao campo escalar ou espinorial ambos ndo massivos.
Uma caracteristica peculiar de modelos que envolvem o Chern-Simons é que, devido a
interacdo, eles podem descrever particulas cujo momento angular néo é necessariamente
um nidmero inteiro ou semi-inteiro. Tais particulas sdo chamadas de any-ons e obedecem a
uma estatistica intermedidria entre bésons e férmions. Esse fato conhecido como anomalia
estatistica pode ser visto como uma conseqiiéncia de que o gerador de rotagdes espaciais,
construido via trasnformacdes que descrevem as rotagées de Lorentz, possui um parte de
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spin andmala. Veremos isso em maiores detalhes no capitulo 3, onde discutiremos algumas
propriedades algébricas dos modelos acima mencionados.

Essa peculiaridade do gerador de rotacgdes foi uma das motivacoes para estudarmos o
gerador de dilatagdes, e verificar se ha uma outra possivel anomalia dimensional ainda no
nivel cldssico ou aproximagéo de 4rvore. E sabido do estudo da teoria de perturbagdes, via
-solu¢do da equagdio de grupo de renormalizacdo, que os campos interagindo com o Chern-
Simons adquirem, a partir da ordem de dois loops, uma dimensao de escala anémala no
nivel das corregdes quénticas. Abordaremos isso no capitulo 4, onde lidaremos com os
calculos perturbativos. Assim parte do nosso trabalho teve como objetivo saber se ha
algum indicio que pode ser visto classicamente, como o momento angular fracionario,
para a manifestagdo desse fendmeno quantico. Em 1971 num trabalho de R. Jackiw e S.
Coleman [8], fora mostrado formalmente que para uma teoria de campos invariante de
escala, o gerador de dilatagdes de fato gera as trasnformacdes de dilatacdo. Mas pelo que
pesquisei, naquela época, nao se sabia da existéncia de teorias cujas cargas conservadas
podem nao gerar as transformacoes esperadas para os campos.

A utilizagdo de modelos envolvendo o campo de Chern-Simons nao estd restrito so-
mente ao estudo dos aspectos da teoria de campos usual. Suas aplicagoes estao, entre
outras, na gravitacdo quantica em dimensdes impares, na teoria de campos em tempera-
tura finita e também na fisica da matéria condensada, como no efeito Hall quantico e
outros fenémenos quasiplanares.

Como todas as teorias modernas, o campo de Chern-Simons é uma teoria de gauge
tratando-se portanto de um sistema vinculado. Nés usaremos o procedimento de Dirac
para tratar tais sistemas, e estudarmos a algebra do gerador de dilatagbes de uma maneira
mais consistente.




Capitulo 2

Simetrias na teoria classica e
quantica dos campos.

Neste capitulo, reapresentaremos alguns resultados cldssicos no que concerne a reali-
zacdo das simetrias. A nossa inten¢do nao é fornecer a formulagdo geral dos teoremas,
mas somente o necessario para o desenvolvimento posterior.

2.1 Realizacao das simetrias na teoria dos campos.

2.1.1 O teorema de Noether.

As leis de conservacdo na teoria cldssica dos campos expressam-se matematicamente
através de um teorema de compreensio bastante simples e que foi elucidado no comego do
século XX por E. Noether’. Ele basicamente mostra a existéncia, para simetrias continuas,
de correntes conservadas quando se realizam transformagoes em uma Lagrangiana L cuja
acdo correspondente S = [ dtdZL é invariante. Por simetrias continuas entende-se aquelas
geradas por transformagGes pertencentes a uma dada classe que podem ser conectadas
umas As outras por meio de sucessivas aplicagoes infinitesimais.

Considere uma Lagrangiana dependente apenas dos campos ¢, com 0 subscrito r
rotulando os diversos tipos de campos presentes na teoria?, e de suas derivadas primeiras,

1E. Noether: Invariance Variationsprobleme, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss (Math. phys. Klasse),

Géttingen (1918), 235.
2com esta notagio, ¢r
podem constituir um modelo.

representa genericamente todos os campos escalares, espinoriais e vetoriais que
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i to 8 = 3 ~ . il
lcil,mgé)s{: L(¢r,0u0,). Realiza-se, entio, uma modificacio infinitesimal na forma dos

P la)= or(z) + 6. (x) r=1,..,m; (2.1)

que 1n~duz uma variacdo 6L em £ sendo no méximo uma divergéncia; portanto, irrelevante
na agdo S = [ d*ZdtL se considerarmos que os campos se anulam no infinito. De acordo
com Noether, teremos nesse caso uma simetria na teoria, ou seja, uma quantidade con-
servada. Aqui £ deve ser obtida sem as equagoes de BEuler-Lagrange para o movimento.

Assim se dp é uma simetria entdo existe A* tal que:
6L = A%, (2.2)

Outra forma independente de célculo com o uso das equacdes de movimento é sim-
plesmente

oL gL aL
0L = —0p, + ——0,0p, =0 (—(5 T). 2.3
dipr o 9(0ur) e - 3(3#(,%) - G
A equagao da continuidade é obtida subtraindo-se uma varia¢ao da outra.
oL
5 (A“ n e ) Lo 2.4
A e o

Esta é a versao mais simples do teorema de Noether para teorias locais em espagos planos
e serd suficiente para 0s nossos propésitos.
A corrente conservada associada 3 transformacao de simetria é entdo definida como:

oL
JF= A — ——b¢,. (2.5)
0(0,r)
J# pode ser um tensor cuja ordem depende do tipo de transformacdo considerada.
Integrando (2.5) no espago-tempo obtemos,

f 450,%(z) = % f J200(@) + f ABT ) =B (2.6)

O tltimo termo é descartado, pois de acordo com o teorema de Gauss a integral da
divergéncia de J s (z) pode ser transformada em uma integral de superficie; em nosso caso,

tomada no infinito espacial onde os campos sao, por hipdtese, nulos. :
Assim obtem-se uma quantidade f dzJ° chamada em algumas ocasides de carga, con-

servada durante a evolugdo do sistema. Esta carga terd um papel importante na con-
strugdo dos geradores, ao passarmos para a teoria quantizada.

11




Alguns resultados bem conhecidos sdo fornecidos pelo teorema quando analisamos a

invariancia, c%a agalo 85— f dzL sob transformacdes do grupo inhomogéneo de Lorentz ou
grupo de Poincaré que tem ao todo dez parametros. Sao eles:
O tensor candnico de momento energia

oL
g Gu . 2.7
a(aﬂ%") oo ( )
extra1do~a partir da lei de conservacdo diferencial associada a transformagoes que sao
translages puras, com quatro parametros, nas coordenadas do espago tempo,

¢ — o 4+ o,

Nesse caso, a quantidade conservada é P” = f dzZ0% . Para certas teorias, o tensor O*
nao é simétrico na troca dos indices i e v. Existe, como sabemos, um método devido a
Belinfante, para simetrizar o tensor sem alterar o contetido fisico do mesmo. Isso nos serd
util na construcao do gerador de rotagdes no capitulo 3.

O tensor das rotacoes de Lorentz

oL
a(au(ﬂr)
Onde I** sdo os geradores das transformacdes infinitesimais de Lorentz nos campos, as-
sociadas as rotacoes nas coordenadas do espaco-tempo

M,uu)\ =l (")M}‘.’EU o euum)\ T (IUA)TS(,DS. (28)

gt gkt we,,

onde w* é o tensor anti-simétrico dos seis pardmetros da transformacgao e descrevem a
mistura das componentes dos campos cujo spin é maior que zero. A quantidade conservada
é o tensor de momento angular M* e o tensor de boosts M 0 ou M0

9(otpr)

As leis de conservacio de carga elétrica e de hipercarga sao obtidas quando consider-
amos transformacoes pertencentes aos grupos de simetria interna.

Para uma certa classe de teorias o conjunto de simetrias possiveis é ainda maior. Elas
englobam as simetrias relacionadas a transformagao de dilatagfxo&o;l de escala); z# — e®zt
com o € R e a transformacdo conforme especial, z* — l—jﬁ% onde b* é um vetor
constante. Para que estas duas ultimas sejam operagdes de simetria é necessario que a
teoria ndo possua parametros dimensionais como massas e constantes de acoplamento
como dissemos antes. Essas transformages junto as do grupo de Poincaré dao origem
a um grupo maior com quinze parametros ao todo. Vamos nos concentrar, na proxima

secdo, na transformagao de dilatagao, que é um dos pontos centrais em nosso estudo.
7
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2.1.2 O teorema de Wigner.

A transformacdo de simetria pode ser definida, de forma alternativa, como uma mu-
danca em nosso ponto de vista que ndo altera os resultados de possiveis experimentos.

Na linguagem da mecénica quantica ou da teoria quantica de campos, uma tal trans-
formagéo significa que se um observador no referencial O olha para um sistema quantico
em um estado 1 representado por um raio R,®> um outro observador no referencial O,
equivalente ao primeiro, olhando para o mesmo sistema, verd este dltimo em um estado
diferente ¢’ representado por um raio R’ no espago dos estados fisicos. No entanto, os dois
observadores devem concordar no célculo de suas amplitudes de transicdo por exemplo,

de um estado 1 em R para um estado v, em R,, o que significa que, se A representa a
amplitude para o processo, entio :

A(R— R,) = AR — R)). (2.10)
é uma condicao necessaria.
O teorema de Wigner afirma que qualquer transformacao de simetria levando raios R

em R’ pode ser representada por um operador U no espaco de estados fisicos conectando
os observadores O e (', de acordo com a relacao

W = Uy (2.11)

onde o operador U é unitdrio e linear ou anti-unitdrio e anti-linear.

As transformacoes do grupo de Lie* continuas sao representadas por operadores U
unitdrios e lineares. Por outro lado, transformacdes como inversoes temporais, que nao
podem ser alcancadas por meio de variagbes continuas de algum parametro podem ser
convenientemente representadas por operadores anti-unitérios e anti-lineares. A prova
desse teorema é um pouco elaborada e n&o nos serd de grande utilidade, motivo pelo qual
nao a apresentaremos.

2.1.3 A representacao da variagdo cldssica dos campos no nivel
quantico.

Existe uma relacdo entre os geradores da transformagéo e o operador campo, represen-
tando a variacio cldssica no nivel quantico. Tal relagdo ¢ obtida diretamente, postulando

3Raio é um conjunto de vetores normalizados de modo que ¥’ = &Y com |£| = 1 entdo 4 e ¢’ pertencem

20 mesmo raio. Em suma % e ' sdo iguais a menos de uma fase.
4Grupo de Lie é o que possui a caracteristica adicional de que seus elementos podem ser levados a

identidade por meio da variagéo continua de algum parametro.
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a seguinte conexao entre os elementos de matriz do operador de campo ¢ nos referenciais

de O e O':

(Blér(2)]e) = Aw){Blér(2)|a) (2.12)

! ! N v G
com |a@),[8) e |&'),|B") sendo os estados inicial e final nos sistemas sem e com linha, A%
sendo uma matriz que atua no espago interno do dado campo , e w o parametro da

transformac8o. Assim de acordo com (2.11), extraimos a lei de transformagdo para o
campo quantico @

U3, (U = Aw)g.(z). 213

O conjunto de todas as transformagdes representadas pelos operadores U formam um
grupo com uma lei de multiplicacdo definida como a subseqiiente aplicacio dos elementos.

Para transformagcoes continuas infinitesimais préximas da identidade, o operador U
também o sera, podendo ser escrito na forma:

U=1+iG(w) (2.14)

com w << 1 e G sendo o gerador da transformacao com dependéncia linear em w. A
condigio de unitariedade UU' = U'U = 1 implica que o operador G deve ser Hermitiano.
Isso nos leva a escolhé-los como os observaveis da teoria.

Dai entéo, se a transformac¢ao nas coordenadas forem tais que que z' = z + dx teremos
substituindo (2.14) em (2.13), até primeira ordem em dz e w.

i[G, b ()] = (62”8, — A(w) + 1) G,(z). (2.25)

Pode ser mostrado que se escolhermos G = —¢,P*, sendo P* o tensor de mo-
mento e energia, escrito em termos das varidveis de campo ¢-(z) dos respectivos mo-

mentos candnicos 7,(z) = g(go":— e fizermos uso das regras de comutacao candnicas

wr)’
[or(z), Ts(y)]+ = 16,,0(F — ) teremos para variagoes z* =zt +¢# e A = 1, o seguinte

resultado:

ie [P, 4r(2)] = £,0"6r(z). (2.16)

" O mesmo raciocinio envolvendo o tensor de momento angular, agora com G = e N
Wy )
para rotacdes de Lorentz z'# = z# + w*’z, e A(w) =1+ ==I*", produz outro resultado

bem conhecido ©

5A(w) é a matriz que mistura as componentes do campo classico W
8Quando construimos operadores compostos como P# e M*” procuramos escolher uma ordenagéo de

modo a torna-los simétricos e Hermitianos.
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W [M* 0, ()] = w, (348 — 270" + I, (2). (2.17)

Para algl’lm.as teorias, o comutador (lado esquerdo) calculado a partir do operador
(gerador) .classmo, nao fornece o lado direito de (2.15). Quando isso acontece, dizemos
que a teorla possui uma anomalia. Nés estamos particularmente interessados em modelos

com uma, an(?malia rotacional e que poderiam apresentar também alguma outra ligada ao
gerador de dilatacdes.

Essas anomalias também podem estar relacionadas com o produto de campos no mes-
mo ponto, o que nao estd bem definido a principio, na teoria quantica de campos.

2.2 O gerador de dilatacoes.

2.2.1 A corrente classica de dilatacao.

Uma transformacao de dilatagdo é uma mudanca global nas coordenadas do espago-
tempo diferente daquelas do grupo de Poincaré no sentido que o intervalo ds? = dt? — dz?
néo é deixado invariante depois da transformacdo. Os observadores O e O usam definicoes
para o intervalo cujos valores associados a este sdo apenas proporcionais para os dois
referenciais

AdZ = gfss? (2.18)
com a sendo a constante de proporcionalidade. Isso nos diz como as coordenadas estao
conectadas nos dois sistemas. Por praticidade adota-se, a seguinte relacao

ph=g"n o eR (2.19)
As vezes isso também é chamado de transformagédo de escala. Para os campos a transfor-
magcéo ¢é da forma:

or(z) = e, (e7x) (2.20)

com d sendo uma matriz que atua no espago interno dos campos e é, em geral, diferente
para cada tipo de campo. O conjunto de todas as transformagées desse tipo com d fixado

e o arbitririo formam um grupo. Para o << 1a transformacéo no campo é da forma:

Q

[1+ ad][e, (z) + az*d, ()]
or(z) + ald + 2*0,)¢r (2) (2.21)

¢r ()

Q

15




ou seja,

6"0;("5) = [d + 2*,) 0, (). (2.22)

Se substituirmos essa variagio em (2.3) teremos,
opL oL

= 9(0ur)
Outra forma de calcular 0 mesmo épL é:

(d+ z*0y) . (2)] . (2.23)

0pL oL oL
na s 7 G r
o TR 5(3u90r)a“5w
a['(d+ A0 wr + (d+1+20,)0
= T r z u\'r
oL oL
= Oh(z*L) — [dim]L + — 2

onde [dim] é a dimensao do espago-tempo. A simetria serd exata, quando os trés tltimos
termos na equagio acima somarem zero. No caso geral, subtraindo (2.24) de (2.23) obtém-
se uma equacao valida mesmo quando a simetria nao é realizada.

3, [ (-—-aia*%—gw)Jr & (o) e

a(au‘:or) a(a,u@r)
oL oL
——dp, — =——(d+1)0,0, =0 (2.25
e B )
ou
oL oL
#=—|di = der d + 1)8,¢0, 2.26
guld [dim]L + a%dgo + 3(3#%)( ) (2.26)
onde se definiu a corrente de dilatagdo D¥ como:
aL
D¥ = 5,0" + d, 2.27)
e o (

com ©* sendo o tensor candnico de momento e energia.
Para teorias com parametros dimensionais, nao h4 como escolher matrizes d tal que o

lado direito de (2.26) seja identicamente nulo.

16




iI‘ermos de massa ou que possuem qualquer constante de acoplamento dimensional sdo
entao os responséveis pela quebra da simetra’. No entanto, a simetria pode ser tomada
zogloeaP:lOleEda? no lirlnite onde as massas e os pardmetros dimensionais podem ser

esprezados. Assim no limite ultra- ivisti : i i
Taos e :, gifgiv:tgc.o, a corrente acima pode ser considerada

Exemplos de teorias invariantes por transformagdes de dilatagao sdo a teoria de Maxwell
livre em ql.latro dimensdes, a teoria de Chern-Simons acoplada a um campo escalar ou
campo espinorial ambos sem massa e em 2 + 1 dimensdes. Para essa classe de teorias, as
matrizes d sdo escolhidas como proporcionais 3 identidade com o fator de proporcionali-
dade coincidindo sempre com a dimensio dos campos em unidades de massa.

A natureza das transformagées de escala e a analise dimensional sdo diferentes, pois
essa Ultima além de mudar a escala das varidveis dinamicas da teoria, muda também
todos os outros pardmetros dimensionais, sendo simetrias exatas, pois as equacdes de
movimento ficam inalteradas por tais mudancas. Por outro lado, as transformacoes de
escala ndo mudam os pardmetros numéricos dimensionais da teoria e também, nio sdo
simetrias exatas, salvo o caso onde tais parametros sejam nulos.

2.2.2 A algebra dos geradores.

O efeito do gerador de dilatagdo no nivel quantico pode ser visto, estudando a lei
de composicido do operador unitério U correspondente. Vamos denotar por T'(a,a) o
operador correspondente & aplicagdo de uma dilatagdo nas coordenadas seguida de uma
translagdo a, isto é:

gt = et Lot (2.28)

Agora se realizarmos uma outra aplicagdo T3(/3, b) sobre z’, chegaremos & conclusao de
que o resultado das duas aplicagoes, respeitando a ordem em que elas acontecem, produz

o mesmo efeito que a aplicacao Tya(B + a, fa +b), ou seja,

To(B,0)Th (e, a) = Tio(B + @, Ba + b). (2.29)

No espago de estados fisicos, o operador U que representa a transformagdo tem a
mesma lei de composigdo acima, isto €, 0 estado U(T2)U(T})1 a menos de uma fase deve
ser equivalente ao estado U(T2,T) ). Assumindo que esta fase pode ser colocada igual a

"De acordo com Coleman e Jackiw[2] as identidades de Ward para a teoria com quebra de invaridncia
de escala, eq (2.26) sdo falsas, isto é, elas contém anomalias.
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zero & temos entdo:

U(B,0)U(c,a) = U(B + o, Ba + b). (2.30)

'P’a?a uma transformagdo infinitesimal préxima da identidade o operador linear e
unitario U(a, a) é escrito como

U(dd,e) =1+146D — i, P* (2.31)

com D e P’i sendo os geradores de dilatacio e translacio respectivamente.
A equagdo (2.31) quando substituida em (2.30) fornece a seguinte relaggo:

—afD? + Ba,DP* + b,aDP* + b,aP*D — b,a,P"P* = —ifa, P*. (232

Quando a ordem das transformagoes em (2.30) é invertida chega-se, pelas mesmas consi-
deragoes, a relagdo acima mas com a* trocado por b e vice-versa, 0 mesmo para ¢« € [3.
Ao subtrair esta outra relagdo de (2.32), encontramos o comutador:

W P = P (2.33)

As rotagoes de Lorentz (z* = z*+w" z,) combinadas com dilatacoes fornecem, quan-
do repetimos o mesmo raciocinio anterior, o comutador nulo para o gerador de rotagoes e
dilatacoes

(D, M7] =0 (2.34)
e evidentemente:

[D, D] = 0. (2.35)

Com isso a lgebra de Lie do grupo de Poincaré

(MM, MP) = gPMH — g M — M+ g M,
z'[P“, Mpa'] = g#PPU al g#UPP,
i[P*,P] = 0 (2.36)
é ampliada com a adig@o de trés novas pegas envolvendo o comutador de D com um outro

observével (2.33), (2.34) e (2.35), formando um grupo maior se existir a invarilncia de
escala, isto é, se D for uma quantidade conservada.

8Pelo formalismo geral dos grupos de simetria & possivel mostrar que isso pode ser feito (Weinberg, S.
The Quantum Theory of Fields. Vol I cap 2)
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N6 i ‘
os verificamos que, para a teoria do campo escalar complexo acoplado ao campo de

Chern-Sn~nons, invariante por transformacéo de escala, a quantidade conservada que surge
da equagdo (2.27)

b= .’lfoH + /dfﬂr($161 + d)(,OT (237)

com a Hamiltoniana H = [O%¢z ¢ a definicdo dos momentos canonicamente conjuga-
dos aos ¢s, I1, = Wgo%r_)’ os comutadores i[D, H] e i[D, P*] dao o mesmo resultado que
(2.33). Para calcular esses comutadores com os geradores construidos a partir das cor-
rentes classicas correspondentes, nds fizemos uso dos comutadores canénicos em tempos
iguais, [, (Z,t), os(§,1)] = 6,:6(% — 1) e i[or(Z, 1), 0s(7, )] = 0. Para isso é necessario
que todas as varidveis @, sejam independentes, o que nao é verdade para teorias de gauge.
Lidaremos com teorias desse tipo no préximo capitulo.

O comutador [D, M¥] também, quando calculado utilizando as expressoes cléssicas,
produz o mesmo resultado das equacdes (2.34).

Além disso, a variacdo do operador campo pode ser calculada por meio da equagio
(2.31)

5¢(x) = i[D, o(@)lr.s = (2,0" + d)p(x) (2.38)

que € uma variacao obtida classicamente.

Tudo isso foi feito para mostrar que o gerador de dilatacoes construido a partir da
corrente D*, é um bom candidato, pois além de fornecer a algebra correta com os demais
geradores, ele também gera, em tempos iguais, a transformagao de dilatacao correta para
0S campos.

O gerador D é uma das pecgas do grupo conforme que, possui ao todo quinze parametros,
dez pertencentes ao grupo de Poincaré, um do grupo de dilatagoes e o restante deles as-
sociados as transformagdes conformes. Nao entraremos em discussées a respeito desta
tltima classe pois esta fora do nosso objetivo.
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Capitulo 3

Os modelos em questao.

Apresentaremos, no presente capitulo, os modelos a serem estudados, cuja escolha foi
feita com base na invariancia de escala. Eles sdo a teoria de um campo escalar e a teoria de
um campo espinorial, ambas nao massivas e acopladas ao campo de Chern-Simons. Como
se tratam de sistemas vinculados, utilizaremos o procedimento de Dirac para quantizacio.

A anomalia rotacional caracteristica destes modelos em (2+1) dimensoes também serd
mostrada. O problema com o gerador de rotagoes, como dissemos antes, foi uma motivacio
para nés procurarmos por uma possivel anomalia relacionada ao gerador de dilatacoes.

3.1 Teorias de gauge em (2+1) dimensoes.

As teorias modernas da fisica que tém apresentado maior sucesso até os dias de ho-
je, incorporam um tipo de simetria originada no estudo do eletromagnetismo cldssico.
Tal simetria se consagrou como invaridncia de gauge e, exprime-se por meio de trans-
formacgoes que deixam invariantes os campos fisicos, e por consequéncia, deixam invari-
antes também as equacdes de movimento. Na eletrodindmica classica a grande virtude
das transformacoes de gauge fora promover, devido a arbitrariedade com que os campos
elétrico e magnético podem ser definidos, o desacoplamento das equagoes, equivalentes as
de Maxwell, que envolvem os potenciais vetor e escalar.

Na teoria de campos, o principio da simetria de gauge ganha importancia ainda maior,
levando ao melhor entendimento da origem das interacbes entre particulas dotadas de

algum tipo de carga. Um exemplo familiar é o da Lagrangiana que fornece o campo de

Dirac livre,

Loies = LH1*0 = P78,0) + . (3.1)
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Uma transformagio no espaco interno dos espinores 1 — e*M&y e ) — e~A @) com
A(a:) Senc-io uma'fungao arbitréria e e sendo independente de z, faz com que a Lagrangiana
acima seja modificada por um termo trilinear —ed, A(z)py*yp. No entanto, a adicdo de
um campo Vetprial Ay, transformando-se de acordo com By Ay ea,;A, interagin-
do _com OS espinores através de um termo também trilinear cA,ﬂh“w em L piree, pode
calibrar a .tranforma(;z"io sofrida pelos espinores deixando £ piree + eAME’y”@/) invariante.
A J'_.,;}gr.ta,nglana final resultante desse processo de construcgao, baseado no principio de in-
varidncia de gauge tem ainda uma parte, £ 4, que s6 depende do campo A, e que varia, no
maximo, por uma divergéncia, irrelevante para a agdo S = [ dzL, com a transformagio
?equeri.da. Assim o principio de gauge definiu a forma com a qual o campo de Dirac deve
interagir com o campo calibrante ( de gauge), levando ao funcional invariante

S = /dx[cDirac + CAM;E’Y”L/J + L‘Aﬂ]- (32)

Isso define as teorias dos campos de gauge acopladas ao campo de Dirac. As possibilidades
a serem estudadas sdo dadas pelas diferentes escolhas que podem ser feitas para a parte
cinética, L£,4,, do campo de gauge. De uma forma mais geral podemos entender o principio
de invariancia de gauge como levando a teoria dos campos livres para a teoria dos campos
em interagao cuja acdo é a integral da soma de trés partes distintas:

Sinv = /dz[‘cf'ree i 'Cmteractwn + 'Cgauge]-

Onde L., coleciona as Lagrangianas para os campos escalares e espinoriais livres que
podem ocorrer num modelo, Lipteraction Coleciona os termos de interagdo com 0s campos
de gauge e Lgauge € a colegdo dos termos cinéticos para os campos de gauge. Passemos
entdo a discutir algumas possiveis formas para Lgouge + Linteraction-

A teoria de Maxwell para o campo eletromagnético fora durante muitos anos o can-
didato mais natural para a parte, na ac¢do, que depende dos campos de gauge. Sua forma
é dada por um invariante relativistico,

i —EFWF“” A e

com F* = gAY — 9* A* e — A, J# representando Linseraction Sendo que J* € uma corrente
conservada de matéria. Esta Lagrangiana é manifestamente invariante pela transformagao
A# —s A* 4 B A, pois Lagrangianas diferindo por uma divergéncia sao equivalentes. Nao
h4 nenhuma restricio quanto & dimensdo do espago-tempo para a qual (3.3) pode ser
definida pois basta apenas reduzir (extender) para dimensdes menores (maiores) o dominio
de valores que o indice discreto f pode tomar 'nosl campos d? gauge A*. Isto ocorre,
simplesmente fazendo p = 0,1, .., (dim — 1) ( dim é a dimensdo do espago"tempo.).» No

Pl
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entanto, as c:aracterl’sticas do modelo mudam de espago para espago. Em (2+1) dimensoes
esta teoria difere de sua usual correspondente em (3+1) dimensdes. A principal diferenca

es'ta no fato de que o campo magnético passa a ser um um pseudo-escalar B = €;;0° A,
d1feren’5e do pseudo-vetor B = V x A 1

no espago tridimensional, pois agora o potencial
vetor A tem apenas duas componentes

e a terceira dimensdo espacial ndo existe, neste
mundo bidimensional. O campo elétrico £ = —~VA° — A é um vetor de duas componentes.

No inicio da década de oitenta, consagrou-se no trabalho pioneiro de S. Deser, R.
Jackiw e S. Templeton [13] um campo de gauge em (2+1) dimensodes novo até entdao na
teoria dos campos e bastante diferente da forma reduzida da teoria de Maxwell. Tal
achado ficou conhecido como campo de Chern-Simons. Sua Lagrangiana é

e d geﬂ,,pA“a"A“’ A (3.4)

A primeira vista, esta teoria ndo parece ser invariante de gauge devido & aparéncia do
primeiro termo do lado direito da equagao acima, no entanto, realizando a transformacéo
A# — AF+ O A obteremos, utilizando a antisimetria do simbolo €#*?, a nova Lagrangiana

Los = SeupAld” A7 — AuJ* + S0 (euph8” A7) — (0,0) " (3.5)

que € equivalente a Lagrangiana inicial, se os termos de superficie puderem ser desprezados
(no que segue vamos assumir que esta condicao sempre é valida) na integral correspondente
a acao de Chern-Simons S¢g = f d*zLcs, tornando-a invariante de gauge. Isto, também,
pode ser visto diretamente nas equacoes classicas de movimento de A*, que sdo invariantes
de gauge.

K
L e —
5 Cuvp =Jy

ou 1

e (3.6)

Desta equagdo é claro que d,J* = 0. . »
Outra caracteristica desta teoria é que ela é de primeira ordem em derivadas espaco-
temporais, tornando sua estrutura canonica diffarejnte d.a teo%"la- dg Maxwell.
O simbolo €7 por suas caracteriticas: anti-simetria e ciclicidade, pode somente ser
generalizado para dimensoes impares, de modo que as interagdes de Chern-Simons podem

somente existir nesses espacos.
1pgeudo-scalar e pseudo-vetor sdo objetos de natureza escalar e vetorial respectivamente que nao séo
modificados em uma trasformacao de paridade. :
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Ig}feAreI?te de qualquer outro modelo, a teoria livre de Chern-Simons ndo possui nenhu-
ma 1nam1ca., Isso pode ser visto diretamente de (3.6) fazendo J* = 0. Os efeitos surgem
quando esta é acoplada a outros campos.

Existem muitas possibilidades que podem ser estudadas mas nos ocuparemos apenas

com duas delas: a’teorla do campo escalar complexo sem termo de massa e acoplado ao
campo de Chern-Simons

Lrces = 000, + ie(A 0100 — 801 A,0) + €24t Ao + gfnupfl“@”fl”, (3.7)

e a teoria do campo espinorial sem termo de massa e também acoplado ao campo de
Chern-Simons

o . ‘ <
Epes = i(w’y“ L — 0y ) + eA v + %EWPA“B"A”. (3.8)

Note que nenhuma das duas Lagrangianas possui parametros dimensionais, sendo, por-
tanto, invariantes por transformagio de escala. A introducdo de um termo tipo Maxwell
L= —;—CF,WF“” destruiria completamente a simetria de escala, uma vez que a constan-
te ¢! deveria ter dimensdo um em unidades de massa de modo a deixar a acdo S adi-
mensional. Este é o motivo pelo qual nds nao adicionaremos um termo de Maxwell nas
teorias que estamos considerando, embora fendémenos interessantes, como a geracao de
massa devido ao Chern-Simons, acontecam nesta teoria.

A transformacao de gauge nos campos A* é acompanhada pelas transformagdes ¢ —
e no campo escalar para a Lagrangiana (3.7) e ¢» — €4 nos campos espinoriais na
Lagrangiana (3.8), com A = A(z) uma fungao qualquer.

As Lagrangianas (3.7) e (3.8), sendo teorias de gauge, tratam-se de sistemas vincula-
dos, onde as varidveis dinamicas ndo sao todas independentes e o processo de quantiza¢ao
candnica leva a ambiguidades. Para verificar isso, basta lembrarmos de como é realizada a
passagem da mecénica cldssica para a mecanica quantica. Esta mudanca pode ser feita de
forma consistente obtendo os colchetes de Poisson®entre duas varidveis fisicas A, B e, em
seguida, impondo as relagdes quanticas de comutagao ou anti-comutacao com a prescricao

1h.

[Ao;p: Bop]:i: = Zh{A: B} (39)

onde o subescrito op significa que as varidveis tornam-se operadores atuando num espago

de Hilbert de estados fisicos. No entanto, nas teorias de gauge esse método leva a ambigui-

dades. Se, por exemplo, analisarmos a Lagrangiana(3.7) encontraremos que o momento
. i

] A L 0 il = 9L _
canonicamente conjugado A varidvel de campo A° anula-se, Il = 7= = 0, resultando em

20 colchete é entendido no sentido generalizado incluindo também variaveis Grassmanianas.
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vinculo. I i ' isténci i i ‘
dsso levaria a uma inconsisténcia ao considerarmos (3.9), pois I1g,p, corresponderia
ao (X)(;ir:rtl ((i)r nullo € o colchete de Poisson {Ay(z), y(y)} é diferente de zero.
deso ucionar problemas como este e outros mais, Dirac desenvolveu um método
de quantizacdo para sistemas que possuem vinculos.

No que segue, apresentaremos as idéias principais de Dirac, com o intuito de aplicé-las
aos modelos em questio.

3.2 O método de Dirac para a quantizagio de
sistemas vinculados.

Uma caracterfsticas de teorias de campo com vinculos é que elas ndo permitem que
certas “velocidades” ¢, sejam escritas como funcao das varidveis @, e 0s momentos canoni-
camente conjugados a essas ultimas, definidos pela relacao I1, = %. Teorias assim sao
também ditas singulares. De um modo geral, a condicdo, que determina quando uma
teoria ¢ singular, é dada pelo anulamento do determinante do jacobiano da transformacdo,
ligando velocidades e momentos

all, 0L

—| = det[ ——
D5 0o 0¢s
onde 7,8 = 1,2,...,m com m sendo o numero de campos presentes inicialmente. Com
isso, a Hamiltoniana obtida através da transformacao (., ,) — (@5, II,) deixa de estar

univocamente definida, pois o sistema de equagoes envolvendo as varidveis de campo,
velocidades e momentos, ndo tem solugdo tnica. Conseqiientemente, os momentos Il nao

serdo todos independentes.
Seja. R é o rank da matriz 5‘—’%, entdo para R velocidades é possivel escrever
@a = Jalips L, Pa) (3.11‘)

coma,b=1,..Rea=R+1,..,m Assim, se substituirmos (3.11) na defini¢ao para os

det| = (3.10)

momentos teremos

L(p, fa, Pa :
IL. = Q—(%;{.—io-z = gr((ps Haa@a) (312)

para r = 1, ..., R, enquanto que para 08 demais momentos, devido ao Jacobiano ser.sin-
— 1

gular, teremos

o = Galp, L) (3.13)
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3

para o = R+ -1, -, M. Estas tltimas relaces (3.13) déo origem as equagdes V, chamadas
de vinculos primarios

Va = s — galer, I1,) = 0. (3.14)

Como tinhamos iflicialmente 2m varidveis e agora os momentos vinculados sdo em ndmero
m— R., as equagoes acima definem uma hipersuperficie V de dimensio 2m — (m— R) =
m+ R imersa no espago de fase de dimensio 2m. Essa hipersuperficie define um subespago
no qu.a,l fl.m(;c")es diferindo por uma combinacio linear dos vinculos primarios V, passam
a ser iguais. Assim dizemos que duas funcées F' e G sdo fracamente iguais F' ~ G, se elas
sao iguais sobre V. Isto ¢,

[F—Gl/v=5Ve=0 (3.15)

com % sendo coeficientes quaisquer de proporcionalidade.

A Hamiltoniana canénica ¢ entio definida da maneira usual mas evidenciando aqueles
m;rzlentos que dependem das velocidades, sendo em ntimero igual ao rank da matriz
3ir05.0 © aqueles que ndo dependem das velocidades, sendo em niimero igual a m — R.

Desta forma, utilizando as equagdes (3.11) e (3.13) escreve-se

R m
Ho(p, oy fa) = X _Tof™(0,Tle,0a) + D $ag®(0:1a) — Lo, f% )  (3.16)
b=1

a=R+1

com a = 1,..R. Esta Hamiltoniana nao depende explicitamente das velocidades ¢,, pois

g_g: =0. Assim H, = H(p,11,).
Outro ponto importante é que podemos definir no sentido fraco as equacoes

= oL ) e ~
Hc ‘ava € = HC+ ‘ava, 317
[Het D 9a¥] 5o~ plHet D ] (317)

a=R+1 a=R+1

o

que sobre V reduzem-se as equagoes candnicas de Hamilton, uma vez que V, e suas
derivadas anulan-se nesta regido. Se Il; = g—i entdo, adotando a convencdo de soma
sobre os indices repetidos, as equagoes de movimento expressas por meio dos colchetes de

Poisson sao,

oim{pn Ho+9aV*) e ILim {I Hot @V} (3.18)

Nio hi como determinar as funges restantes ¢q, Uma vez que o colchete acima reduz-

se para estas a identidades. Essas velocidades indeterminadas sdo entdo denominadas

funcdes coeficientes A, definindo a Hamiltoniana primaria
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Hy=H,_ 4+ N V% (3.19)
A evolucéo temporal para qual

A quer fun¢io do espaco de f S
explicita do tempo é dada por ¢ paco de fase A(¢p, IT) sem dependéncia

A(p,T0) ~ {A(,T0), H,}. (3.20)

Como as equagdes de vinculo (3.14) valem para todo intervalo de tempo, deve-se ter

Ve & {Va, Hy} & {Va, Ho} + N {V,, Vs} ~ 0. (3.21)

.E’)ss:? equagao determina as fungGes A, ou entdo fornecem novas relacdes entre as
variaveis determinando os chamados vinculos secunddrios. O processo é entao continua-

do até que todos os vinculos fiquem livres de evolucdo. No final, sio deixados um niimero
n de vinculos

Vo &0

que sao divididos em duas classes:

! a=1,2.n (3.22)

1) Vinculos de primeira classe: aqueles cujo colchete de Poisson com qualquer outro
vinculo anula-se fracamente.

2) Vinculos de segunda classe: sdo aqueles que, tem pelo menos, um colchete de Pois-
son nao nulo com qualquer outro vinculo.

Na prética, escolhe-se um gauge introduzindo condi¢des adicionais que tornam os
vinculos de primeira classe em vinculos de segunda classe. Apos fixar o gauge, tem-se um
ntmero | < m de vinculos, todos de segunda classe. Eles definem a matriz dos colchetes

de Poisson

Cag = {Vas Va} , ,8=12,..,l<m (3.23)

. . 8 4 foud L -1 .
antisimétrica 3. Dirac mostrou que a matriz Cyp é néo singular, de modo que C_j; existe.
Com isso, ele definiu novos colchetes para duas fungdes A e B através das expressoes:

{A, B}D = {4, Bt {A,Va}c‘;ﬂl{vﬁ:B}' (3.24)

Com essa definicdo, o colchete (de Dirac) de uma fungdo A qualquer, com o vinculo V,
anula-se conforme desejado. Isso acaba com a ambigiiidade mencionada na se¢ao anterior.

3Quando a teoria possui campos que anti-comutam Cup é uma supermatriz que pode ser simétrica ou

nio ter simetria definida.
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Além disso, o colchete de Dirac tem 1 mesma estrutura algébrica que o colchete de Poisson.

IStole: para variaveis f, g e h, todas bosénicas, valem as seguintes relacdes:

{fag}D = —{g)f}D
{fi+hg}po={f,9}p + {h9}p

{fh,g}p = f{h,g}p + {f, 9} ph
mais a identidade de Jacobi
4.
{f7 {gah’}}D+{g’{h’7f}}D+{h’={f:g}}D — 0

Para varidveis quaisquer, incluindo Grassmanianas, o colchete de Dirac é definido

em termos do colchete de Poisson generalizado [23]. C,s = {Va.,Vs} passa a ser uma
supermatriz das varidveis diversas.

A teoria quantizada é alcangada utilizando o principio de correspondéncia
[Aops Bupls = ih{A, B} p. (3.25)

Esse método se extende para a teoria dos campos, simplesmente introduzindo inte-
gragbes das varidveis intermedidrias. Por exemplo, a equacao (3.24) torna-se

(A(e), B)}o = {A(w), B} - [ dudo{A(z). Va(u)}Cd (w0} V5(0). B} (326) ;

e o colchete de Poisson é definido como

0A(z) 0B(y) 6B(y) SA(z)
(4t 300 = [ [ 52 G505~ T i

para A(z) e B(z) varidveis bosonicas.
Isto conclui as idéias principais da quantizagao de Dirac.
Maiores detalhes serdo dadas durante a andlise dos modelos em questao.
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3.3 A quantizagio das teorias.

3.3.1 O campo escalar complexo acoplado ao campo de
Chern-Simons.

Nos comegamos com a Lagrangiana (3.7)

i
2

ey - : g : :
com D* = 8. A" sendo a derivada covariante?, cujos momentos canonicamente conju-
gados as varidveis de campo ¢(z), p(z)! e 4#(z) sdo:

Lrxces = (Do) (D) + —e,,, A" AP (3.28)

Il, = (D%)'(x),
et = (D) (), (3.29)
I (z) = ge"’\oA,\(:c).

Como a tltima relacdo acima ndo envolve “velocidade”, ela nos d4 os trés vinculos
primarios:

Vo = Ho ~ 0, :
i gefw ~ 0. (3.30)

A Hamiltoniana priméria é dada por:
o = f dz {qu + Mgt + M, A* — TI'TT + (Di) (D) —
B oo 48, A, + MoTI° + M(IT — Sel Aj)
s 56 Aua,, p + Ag % 9 7

= f dz [lmT + (Dig) (D) + Ao[i(Tlp — p'TIT) — 7' A7 — 8'TL] +

2 o
£ G R T E‘E”Aj)}- (3-31)

4por convenidncia a constante de acoplamento e que usualmente aparece nas derivadas covariantes é
tomada aqui como igual a unidade. Essa constante é adimensional em (2+1) dimensdes.
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A primeir 5 S
p 8 equagao de consisténcia fornece o seguinte vinculo secundirio:

%= O b= - [t

= Wﬁw—wm+gﬂwm+&mzo (3.32)

Este vinculo secunddrio nio fornece nenhum outro vinculo, pois sua evolugéo {Vy, Hp} é

ident1.camente nula. Os outros dois V; em (3.30) quando evoluidos determinam a veloci-
dade inexpressivel u’

L kj
i _;ekj[(Dk(p)igo — ol (DFp)] = %Jk- (3.33)
A condicao subsididria que torna Vi e 5o em vinculos de segunda classe é escolhida
como sendo o Gauge de Coulomb §;A* = 0 . E a imposicio {8;A’, H,} ~ 0 determina A,
em funcao das outras varigveis.

vuﬂm:—iﬁﬂuy (3.34)

Assim como Iy =~ 0 e Ay, que aparece na Hamiltoniana priméria como multiplicador de
Lagrange de Sy estd agora determinado pela equagdo acima, nés podemos eliminar essas
duas varidveis do espago de fase. Feito isso, resta-nos um conjunto de quatro vinculos de
segunda classe,

v, =1I; — ge"jAJ 2 D,
w:a@m—nm+ym+gﬂ&mza (3.35)
V4 == 61-Ai ~ 0

que determinam a matriz Cog(z,y) = {Va(2), Vs () }:

= n o
K O O —-82 o =
Oaﬁ(x: y) = 0 0 0 —Vg 6(3: e y)- (336)

—8yy —Oyy Y. 0

Para encontrar a matriz inversa C;ﬂl (z,y), resolvemos o conjunto de equagoes algébricas

/ 4ECH (2, 7)Coy () = bard(z — 1)- )
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I

¢

Se Cr; (2, z)

r‘f—

obtida pela relagéio acima for i :
. realmente
deve satisfazer as equacges: e

Depois de uma pequena algebra chega-se a :

Coa(z,y)

[ 4800, 5)C50,1) = bl — ) (338)
g L w0
e S
e 0!’ o 0z — 1) (3.39)
kY2 kY2 v2
0 0 -3 0

Com isso, os colchetes de Dirac podem ser calculados através de 3.24. Por exemplo, o

colchete do campo escalar ¢(z) com o momento canonicamente conjugado ao campo de
Gauge, II; , é diferente de zero.

{o(2), I;(y)}p

Os comutadores quanticos sao obtidos por meio do principio de correspondéncia (3.25).

Os resultados sao®

[QD:.':: (Py] = [(100:71—1;] — [(P.'B:

- fdzdw{cp(;c), Vi, } [Ogl(z,w){vm, I} +
O (2 w) {Vaun sy} + Cid (2, 0) Vi T} =
ip(z) /dw[ O 6z — w) - 62jgé(w —y)+

kVZ

1
v—%d(m—w)-&ujé(w—y)} =
: 6% 9 6% 9, By,
i) 505 + 5o~ )0 ) =
Y 1

ip(x) By .
s _v—z(S(;z:——y). (3.40)

ol] = [, L) = [[1;, TT}] = 0,

5Esses comutadores foram determinados pela

primeira vez por Girotti et all[18].
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B ;
=
¥

[02, IL) = [}, TI}) = 46 (2 — ),

: : ik
(22 43 = [43, 0} = —p(a) = ko(z - ),

kV?2
< p(x) 0,;
(02, TTy5) = [y, ol = ‘Lglvigé(x =)
. 7kg :
kVZ
8 .
(ML, Iy;] = [, TT) = —TL. 536 - ),
- i o y
[A;n A{:] = [A;»Hyj] = [sz‘, Hw] =
(3.42)
Ok o=yt e . -,‘
Onde —v%é(g: —y) = —%(;_;;; é a derivada 0,,G(z,y) da funcio de Green que é solugao ;
da equacgao diferencial:
V.Gls,0) =8 ) (3.43)

Agora, os vinculos de segunda classe tornam-se relagdes entre os operadores, validas |
no sentido forte(igualdades). Assim o operador Hamiltoniano (Hermitiano) construido a
partir do correspondente clédssico é escrito simplesmente como: |

i = [ @@ + (0'9) (Dip) o)) (3.44)

Sendo livre dos termos que possuem constante de acoplamento & provenientes da in-
teragio Chern-Simons. A escolha do ordenamento dos operadores para campos compostos
serd sempre a mais simples que deixa o conjunto Hermitiano. O campo A* pode ser deter-
minado como funcao dos campos escalares. As equacoes para V; e I's em (3.36) quando

combinadas resultam na seguinte relagao:
P ] 1
VI AT = —E[SDTHT —Ily] = —EJO- (3.45)
K
Se aplicarmos o operador k19, e fizermos uso de Vy em (3.36) obteremos

kl \ ! :
g Al = 80" A — 019 AF = ——dJo (3.46) |

ou
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B ——

1
g
8

i
]
{

. Ekl
ViAk = —zazjo (3.47)

cuja solugéo é dada em termos da funcéo de Green obedecendo & equagdo V2G(z,y) =
§(x — y) que para duas dimensdes tem g forma:

1
G(z,y) = g-inlz—y]
de modo que:

Ai:_f djG(z, )0 Jo__ij dq(fj—yj) 0
K L e [ mey' S
Uma equagao similar pode ser obtida para II; substituindo (3.48) em (3.36). Assim
Vemos que apenas os campos escalares sao independentes. Nés poderiamos chegar a esses
mesmos resultados diretamente com as equacdes de Euler-Lagrange devido a simplicidade

do modelo. No entanto, isso se justificou na tentativa de aprendermos mais sobre o
modelo.

3.3.2 A anomalia rotacional. i

Uma caracteristica interessante que pode ser vista, ainda no nivel cldssico, ¢ que
o operador de momento angular, construido a partir do tensor (Belinfante) simétrico
de momento e energia T**, apresenta uma parte anémala de spin. Para mostrar isso,
precisamos aprender como obter o tensor de Belinfante para o modelo. A maneira usual |
de se fazer isso é definindo-o através do tensor candnico (2.7) mais a divergéncia de uma
funcdo Q#*, chamada de superpotencial,

TH = @M — 9,00 (3.49)

©#” para a Lagrangiana (3.7) vale:

oL . a9k o |

W P gt T gu g e ;g_
O = 5w’ ¢ 7Y ) T B0uAY )
= (D*¢) 09 +8"¢'Dro+ ge""‘AApa”AA =g (3.50) 1{

QP & um tensor anti-simétrico nos dois primeiros indices cuja definicdo é:
1 A Av Avp

quer = = (g HE L BT (3.51)
2
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com
vy e a[’ VAT 7S
’L‘——a(a AT)(I A%,
A
I1"* € o gerador do grupo de transformacdes® definido como (I = —i(g" 62 — ¢*0%)
8 52t

Munido disto, calcula-se entdo o tensor HvbA .

Huu)\ il gAP(Epp.UA)\ Iz 6'0W\AU).

Substl_tumdo as equagoes acima em (3.51) e utilizando da anti-simetria de €#*? encontra-se
a seguinte expressao para a divergéncia do superpotencial:

Op 1P = ; TG, A ) A% 1 A8, AY). (3.52)

A adicdo da divergéncia do superpotencial d4 ao tensor simétrico 7+ o mesmo con-
teddo fisico do tensor ©* uma vez que 9,T*" = §,0"".

Para simplificar a expressao final do tensor de momento-energia simétrico, utilizaremos
a equagao de movimento para A,

ke A= Bl (3.53)
Essa relagdo pode ser invertida por meio de uma contragao com €qg,,
OnAp — BgAq = %aﬂuﬂ(x). (3.54)
Pelas equacdes (3.49), (3.50) e (3.52) temos:
TH = (D*o)' 8" + 8" D + geﬂf"‘ApamA = gLy geaﬁ“anayA,,)

. ge“’“’((@pAU)A” + A,8,AY).  (3.55)

Aqui £g e a Lagrangiana (3.7) sem o termo de Chern-Simons. Os termos que sdo propor-
cionais a k em (3.55) sdo trabalhados da seguimte maneira:

—i[ep”AAPB”A,\ _ g A0 Ay — €M ((8,45) A7 + As8,A”)]
v v Sv uE o
i ——ge”““(—ApaaAaga + (8,A0)A” + As0,As™) — 9" 5A o

o __’236.00#( _A,0:A,)9% — —J'“A” 59 ””AO‘JQ, (3.56)

6Veja por exemplo [4]
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com J¥ = [l Dby — o
L (D¥)ly]. Na pendltima e iltima linha, usamos (3.53) e a anti-

Iy 1
5" epsne T A, g% — ok S g"”%AaJa- (357

Usando a propriedade eP?¢¢

— o Sh i 7 s .
B e s oy = 0504 — 876%, nés vemos que esses termos juntos nada

Apés todas essas manipulagdes, a equacao (3.55) fica sendo:

T = (D*)'D*p + (D¥p) Do — g™ L, (3.58)

Assim conseguimos escrever o tensor de Belinfante de uma forma mais compacta.
Vale ainda notar que o termo de Chern-Simons nio aparece explicitamente no tensor de
momento-energia (3.58). Isso é uma caracteristica de teorias que possuem interacdes desse
tipo. Esse resultado ndo é surpreendente uma vez que para uma teoria pura onde,

K
2
tem-se ©*” = 0. Isso é uma consequéncia do fato que diferente da teoria eletromagnética
de Maxwell, ndo hé propagacao e portanto, ndo hé energia associada ao campo de Chern-

Simons no vacuo.
Agora definimos um operador hermitiano de momento angular de acordo com :

Los = 2™ A,B,A, (3.59)

J = f dze* I T, (3.60)

Pode ser mostrado que essa defini¢do é equivalente & integral da componente M®¥ do

tensor das rotacdes de Lorentz (2.8). :
Para esse modelo, 0 momento angular J é escrito explicitamente, fazendo uso das

relacdes (3.30), como

J = /dfejka:j[ﬂakgo + (8F )Tt — 1A + il AFIIT =

etheklyd (2! —

{
i L e _
= [ dzeitzi [Tk + (85¢) '] — / v P (1230 — J06(z — y)] =

: )
= f dzei*zi[T10¢ + (8°¢) L] i — (3.61)
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nde usamos (3. : J :
I?ha : deﬁnggo(gc?ii)?; c?o?szeéa(r)s ;45 Iflra diregta. Foi targlbém introduzida na dltima li-
chamarmos ) de operador de car g = [ d2J°(z) L J® dado por (3.45). O motivo de
ga vem das suas propriedades algébricas, mais especifica-
mente dos comutadores @, @T(x)] = ¢l(z) e [Q, p(z)] = . 0
de que este operador aniquil ‘ ()] = —p(z) que junto com a hipétese
S e quila o esta.do fundamental, Q | 0) = 0 com | 0) representando o
e nl'lmer’o (()iremf)caerﬁ’c?fi ELr;leecam1ts‘mos Para contagem de carga total num sistema’c.om
S e et : Tan 1particulas r’epresentado por um certo estado fisico.
UL By O e = w(z)o(y) o(2)Tp(w) | 0) é um auto-estado de @ com autovalor de
carga igual a dois pois, Qu(z)p(y)te(2)p(w) | 0) = 2p(e)e(y)e(2)te(w) | 0). Com
iss0, vemos que a interacao de Chern-Simons é responsével pelo surgimento de uma parte
nao canonica proporcional a @ e @* no operador de momento angular. Isto pode ser
interpretado com um tipo de spin que depende da constante de acoplamento .
Podemos também ver como se da a transformagao do campo escalar em uma rotagao
infinitezimal, " = z* + we”2’/ com w <« 1 utilizando o gerador (3.61). Pela (2.13) o
operador campo transforma-se de acordo com a regra’, ¢'(z') = Up(z)U™", desde que
neste caso a matriz A é igual a identidade. As rotacdes em torno do eixo ficticio z, neste
mundo bidimensional, formam um grupo abeliano uma vez que este é constituido de um
tinico elemento J que obviamente comuta com ele mesmo , [, J] = 0. Da equacdo (2.14)
tiramos que para essas rotacoes U = 1+iw.J donde vem que o campo sofre uma variagao,
em primeira ordem em w, dada por:

5ot(z) = wlT, ¢'(2)] = weye' @ o' + T (Qe! +6'Q + o)
Assim vemos que o estado de uma particula | ¢'(z)) = ¢'(z) | 0) quando transformado

com o gerador (3.61) de uma particula sofre uma variagao:

|81 (@) = iwlega®’ + 5] | ¢1(a)

o : . . ’ 1 ~
com p! = —id’. Claramente vemos a presenca de uma parte intrinseca (5-) que nao
é esperada na transformagdo de rotagao para um campo escalar. O presente resultado

refere-se ao gauge de Coulomb que foi escolhido de modo a tornar o conjunto de vinculos
em um conjunto de segunda classe, facilitando a quantizagao.

TNés omitimos e continuaremos omitindo o chapéu que atribui a caracteristica de operador.
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3.3.3 O gerador de dilata

¢Oes para o cam 0 escalar acoplado ao
Chern-Simons. i -

Da mesma .forma que foi feito com o operador J
para entao verificar como serd a mo
d¢p = 4D, ¢]. No capitulo 2, nés apre
Para a teoria do campo escalar compl

_ , n6s construiremos o gerador D
dificagdo do campo, de acordo com o comutador
sentamos a expressao geral da corrente de dilatacao.
exo acoplado ao campo de Gauge A, ela é:

—_— e + et SE SR ey
B6.A 200" T P aBe)
onde novamente substituimos o tensor canénico @ , pelo tensor de Belinfante mais um

: PUA st e :
superpotenfrlal 0,80°4 | Tsso é feito apenas por conveniéncia. Para a Lagrangiana Lxegcs,
a corrente é dada por:

1
DF = [TH g gpd) 5[(}9#@)% + ot Dy,

Nés nao escrevemos a expressao explicita para superpotencial, uma vez que ele nao
contribuird para a integral espacial de 9D, . Assim nosso gerador serd dado por:

1
o /d:z‘:’[a:ATOA + 5(Hgo+<pfnf)] -

; 1
zoH + f dZ[z;(TID ¢ + (D'p)'TIT) + E(ng + !TI1)). (3.62)

Com H dado por (3.44) . Vale a pena notar que poderfamos adicionar a Hamiltoniana,
um potencial do tipo V(p,¢') = Mpp')™ sem alterar a estrutura algébrica da teoria.
No entanto, para que a simetria de escala seja preservada devemos escolhe%f8 e
Assumindo a forma (3.62), nés podemos calcular a variacdo no campo. Isto é feito usando
as regras (3.36) e depois de um longo calculo algébrico, checamos que este gerador produz

a variacdo de dilatag@o. Ou seja,

sl = iolD, #1(2)] = afzd” + 31! (@) (3.69)

¢des, ndo hd nenhuma anomalia associada

Entio concluimos que diferentemente das rota ol )
. 1 classico do modélo.

a0 gerador de dilatagdes D, pelo menos, nesse nive

3% s4rio para garantir a renormalizabilidade do modelo.
8 Curiosamente o termo A(pp!)? é de fato neces para g

Veja capitulo 4 desta dissertagao.
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334 O campo fermiénico acoplado ao Chern-Simons.

Neste caso
» encontramos que os momentos para a Lagrangiana[l4]

fi i 5
L= S[7"0ut — 8,y"y) + ey A + g-e”””A#&,Ap (3.64)

estdo todos vinculados, dando origem 20s vinculos primérios

¢ = ITy ~ 0,

K .
¢ = I — §eijAJmO i=1,2
¢3 = Il + %(1,570)& ~ 0

]
¢s = II; + 5(7"111)& ~ 0 a=1,2 (3.65)

A Hamiltoniana primdria é:

L i e -
H, = fdm[_§(w7k3k¢ — Oppy*) — Ao(gfijazA] + O'TL; + eppy") — epy* App +
uollp + w'(IT; — gGigAj) + ([y, + %(?ZJ’YO)Q)UE. + ug(Tly, + %(70%5)05]- (3.66)

Nés vamos usar a seguinte defini¢do para a variagdo temporal de uma fungao F geral:

dF / [ SLH 6LF 6LH SLF
dt 611;(2) 8pi(z)  O¢i(z) OI1(z)
( oLH SLF 0L H oLF )}

$Tlral(2) 96°(2) 504 (2) 0Tlga(?) (3.67)

onde o subscrito L significa derivagdo & esquerda. Oq € IIpg sdo varidveis Grassmanianas
satisfazendo relagdes de anti-comutacao[23]. Essa defini¢do vem das equagoes de'mo.vi-
mento obtidas pela extremizacdo da agao S = [dz[gelle 55 Oallap — H] A primeira
condicio de consisténcia para a evolucdo de ¢o fornece um vinculo secundario

B L
So = {60, Hp} = {Il(®) - [dﬁAo(y)[gfija AT + O'TL + ey ]}
= O'IL+ geijBiAj 3 6@’)/0770 = 0. (3.68)
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So nao da nenhum vinculo adicio

nal B :
nulo. A evolu¢do temporal dos ?; uma vez que o colchete {Sy, H,} ¢ identicamente

determinam a equagao para os u;’s

b

- —— ’i ]
6e) K} = (I~ Zeyaf, f A= AoS + u(ITi — ZewA') + e A"y}
= eyt — ey =0 (3:69)
donde
A e
it = - T, (3.70)

Os v1ncu10~5 ¢3 e ¢4 quando evoluidos, determinam equagoes para uz e ug4 respectiva-
mente. Elas sdo:

gy’ + 10,9y — epy* A, = 0
—i7Y%us + iv* O + eyt A = 0. (8.71)

A fim de tornar o conjunto {¢o, ¢, @3, ¢4, So} dos colchetes do Poisson generalizados
em um conjunto de vinculos de segunda classe novamente introduzimos a condigéo inicial
0;A* =~ 0 cuja evolugao temporal é, por 3.67:

(8,4)(z), Hy} = 8:5'A°+ 0
= BiaiA0+§e“8k(q,ﬁfy’¢)z0. (3.72)

A evolucgdo temporal deste vinculo fornece uma equagao para ug. Como no caso do
campo escalar, eliminaremos I, e Ag do espago de fase uma vez que IIp ~ 0 e Ap ‘esta
escrito como funcao das outras varidveis e aparece apenas como multiplicador de Lagrange
do vinculo Sy em H,. Assim, é suficiente considerar somente o conjunto de vinculos:

V, = ¢:=1Li— gfijAj ~ 0
V3 — SU — aiﬂi —+ 'gﬁz]a%AJ + 87/;’70w ~0
V4 — a,iAi %O
S
e - e el
Lt 3.73
. = lg Bl P)a = 0. (. )
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( 0 =k 0 01 0 0 0 0
IS 0 0 62I 0_ 0 0 0
C _,, i, T 2% i O 0 0 T
28(%, 7) i €¢:m i . B 8 6(Z — 7). (3.74)
0 0 —e'l:an: 0 0 0 0 7
Ve Meeotine S G
B 0 ey - B 0 i 0 0

Para a inversdo dessa supermatriz, utilizamos o lema de inversio de supermatrizes

23].
O processo consiste em escrever Cyg(%, ) e Cﬁ_.,l (Z,%) como uma expansio das variaveis

que as constitui e depois multiplicd-las a fim de encontrar equacdes matriciais que po-
dem ser resolvidas recursivamente, determinando assim Cﬂ‘ﬂ}(f, 7). Em nosso caso, temos

quatro varidveis Grassmanianas. Duas para cada um dos dois espinores, ¥ e ¥, de duas
componentes denominadas por simplicidade de %! com i = 1,2 e @ = 1,2 sendo que
superescrito 4 = 1 refere-se a componente o de v e i = 2 refere-se & componente « de .
Com isso, a expansdo de Cg(Z,y) sera:

C(f) Z_j) = Co(f, 17) A Cia(f: ?j)w;f (375)
E a inversa procurada por sua vez:
C—'l(f,g‘) = Bﬂ(fag) +B’La(fa ﬁ)'@b;f (376)

A condigdo [ dyC(&,7)C7 (¥, 2) = I6(%, 7) determina as equagdes,

f 47Co(%, 9)Bo(@: 2) = 16(%,2), (3.77)
[ 1o ( ) Baald, 7) + Cal@ DBo@ A = 0 & (3.78)
f 4Cal, 7)Bis §, D} = 0. (3.79)

Donde concluimos que as matrizes na expansio (3.76) sdo dadas em fungao daquelas em

(3.75), de acordo com:
39
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B2 = ¢\,

(3.80)
“fdﬁdﬁ(}'o‘l(g, )5 (1,

oy
=
<
ol
I

<y

)BO({}‘:E)
= / dudiCy ' (§, ©)Ciq (@, 7)Cy L (5, ). (3.81)

Bia (¥, Z) dado por (3.81) deve satizfazer a terceira equagdo em

. e i (3.79) automaticamente.
Assim, a matriz inversa C~!(Z, %) é encontrada pelo simples, embora trabalhoso, cilculo

de (3.81). Naéo procederemos a apresentacao desse cdlculo devido & grande extensiio do

processc? algébrico que o constitui. Mostraremos apenas o resultado que pode ser verificado
sem maiores problemas,

. Ly e L
0 . 4 vé?; i TalysE et
-1 = 1Oy Tt O i
K 0 Kvg 0 Eew vg —;ewy V2
l@g_ _ 108y 0 2 0 0
Caﬁ(»’l:, ) Oy : v i Oy e o §(Z—7
i eYygr  —leYyvz
Eewy_v:;% e newy Vlg' 0 ’L@’wmv—i 0 Y
i 7.t 02 1 Tt o A | _AO
_Eeq’bIVJff ;ewx—vzg‘ 0 —ze’t,va—g Yy 0
(3.82)
onde

iy = = 0 0
wz:(ﬁz), o= (Y1 Yoo ) € 7:([1) _1). (3.83)

Os colchetes de Dirac podem agora ser calculados, usando a definicao para os colchetes

de Poisson generalizados®. Os resultados para os comutadores (anti-comutadores), apés

feita a correspondéncia [A, Blx = i{4, B}p , s30:

5.
Pl Tt S
B i £ stA _stB [
T 6LB] i [ag A L — Toe 1},foi utilizada
ica = i 7 ; ~(2) 30%(z) _ 804 (z) 3lla(z) 4
%A definigdo {A, B} : [ dellgrta e nf)(ﬁp(;i)n:’lreglig) colchete refere-se a todos os campos bosonicos
para os colchetes generalizad

os. A somaem 1%
t onicamente conjugados a estes. O mesmo vale para o segundo colchete com a soma em
e momentos can

a
@ nos campos fermidnicos denotados por ©%.

(&
K
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7 e e
Ve 4] =~ foa? Shi(z - )

fom e 5
Moz, 4] = ‘5;7&3%3;6”—”—96(56 =)

Moo, AY] = ;_Zf_ygﬁ@bﬁxeﬁamjé(f — §)
[wal‘: @[jﬁy]+ = [%&wiﬁyh = [Ai:v Ag,] = [Afw ij] = (g, ) =0 {5.84)
["/)am: r‘wbﬁ‘y]—i- = [wﬁm way]-i- T 'Yg,a5(f e 37)

s = 2
[ee Mgyl = e, Mgyl = =2 8.6(2 - )
= 1
[HO::IH Hﬁy]+ = [Hgm,ﬂay]+ — Z,Ygﬁé(f- g)

S cann algebra, da mesma forma que nés fizemos antes, podemos verificar se o gerador
de dilatagOes a ser construido produz a transformagcio esperada para o campo.

3.3.5 O gerador de dilatagées para campo fermiénico acoplado
ao Chern-Simons.

Nesta teoria em (2 + 1) dimensdes, os campos A* e 1 tém dimensao igual a um em
unidades de massa, de modo que teremos:

oL = e aL
szdfx,\@w‘+———A + 1 e a
207+ 5EeAn ™ T Vo) * 5w
Diferentemente do caso do campo escalar, os trés ultimos termos no integrando,
somam-se para zero. O tensor candnico ©% pode ser substituido pelo tensor simétrico

T pois o superpotencial ndo contribui. Assim:

Y],

- / dZz,T% =

_ [ (=3Bt - b Al L8] =

— zoH+ ] dzzi[epy A" + %%05"@0]- (3.85)
ada por D no campo 3, precisamos calcular apenas o comu-

na equacdo acima, pois [¢, H] = i8%. Usando a élgebra
de um pequeno trabalho a :

Para obter a variagao ger
tador do campo com a integrz.ll
em (3.85) nés chegamos depois
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9(a), | gy -
= AF . OF : ) L w g 0
ez A"Y(z) + 12,0 Y(z) + ivh(z) + i;/dye yk((m—_;’yTzJ (¥)(z)
(3.86)
= ezpAfy(z) + k() + w(zx) + 52— - eml[gekl /dﬂ(éEk = y)k)jo(y)]"/)(m),
T T r—Yy

C 0 R TR ) &
com Jk = Yy°Y . De acordo. com as equagoes de vinculo, o termo entre parénteses é igual
a —A®(z) , cancelando o primeiro termo na, equacao acima.

Nos, entao, concluimos que nao h4 nenhuma anomalia relacionada com o gerador D no
caso do acoplamento com férmions, ou seja, o comutador [D, ¢] tem o resultado esperado

69(2) = Z[¥(2), D] = a0 + 1)u().

Todo esse trabalho foi feito para verificarmos que a 4lgebra resultante do processo
de quantizagao de Dirac ndo modifica o resultado obtido, de acordo com a quantizagao
canonica no que concerne ao gerador D. Todavia, ndés sabemos que existe uma anomalia
dimensional no nivel quantico que passaremos a estudar no préximo capitulo.
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Capitulo 4

A simetria de escala e o grupo de
renormalizacao.

Para finalizar, estudaremos no presente capitulo, o significado da transformacio de
escala, isto €, o que a simetria da teoria cldssica prevé para o resultado dos calculos
perturbativos da teoria quantica. Para fazer isso utilizaremos o modelo do campo escalar
complexo acoplado minimamente ao Chern-Simons.

Nés também verificaremos, ao tratar perturbativamente o modelo, que o método de
regularizacdo dimensional, usado para remover os infinitos dos diagramas, preserva im-
portantes identidades que resultam da simetria de gauge do modelo. Pelo menos no que se
refere & parte divergente das funcdes da série perturbativa até a ordem de aproximacao de
dois loops. Isso tem sido verificado na literatura presente apenas para uma subclasse de
diagramas. Aqui nés analisamos todos os diagramas possiveis na ordem de aproximagao
considerada. Em seguida, veremos porque a previsdo cldssica para o comportamento das
funcdes que medem a intensidade das interacdes nao ¢é confirmada, analisando a solugao

da equacdo de grupo de renormalizag¢ao.

4.1 A dimensao de escala.

O desenvolvimento dos métodos funcionais por Schwinger, Jona-Lasinio e outros levou
: i . ] todos os processos fisicos de uma dada teoria de campos
8 definicho de W ObJeto £9 T - ! 50 efetiva! ['. Sua forma é dada por uma
estio incluidos. Esse objeto recebe o nome de acéo efetiva” L. p

e um outro funcional denominado funcional gerador das fungdes

1 3 iva é jvada através d ;
Lot partir da Lagrangiana do modelo.

de Green que por sua vez é calculado a
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expansao nas diversas comb;

¢oes de ¢ £k
modelo (3.7), ela tem g seguint ampos cldssicos presentes num sistema. Para o

€ exXpressao:

1
r— Z m/..da:n..dyn..dzml_‘,(ﬁ’,?g,)n(-

m,n=0

T, . Yn, ..Zm)__(p(wn)T_'(p(yn)uA#m(zm)'

ungoes coefici (m,2n) Uil (4.1)
g;’ f ua?l e C;;ltes Pul...ftm 114 €Xpressao acima representam a intensidade da interacio
q pam as particulas representadas pelos m + 2n campos. Elas podem ser

calculadas, ordem por ordem, via teoria de perturbagdo, a partir da unidio adequada de

certos elementos, chamados de vértj
ces e propagadores, extraidos da Lagrangiana que
descreve o modelo. ’ granglana qu

Diagramaticamente 50 [lm2n) o ,
& uma fungdo I';7>70 é dada por uma soma infinita de certos graficos

de Feynman de diferentes topologias e ntimeros de circuitos fechados denominados loops,
que podem ser construidos com os vértices e propagadores da teoria em questdo. Somente
aqueles graficos que ndo podem ser divididos em dois removendo um dos seus propagadores
¢ que compoe essa soma infinita [25]. Graficos com essa caracteristica sio denominados
1PI (one particle irreducible). Posto desta forma, as fungdes coeficientes em (4.1) sdo a
soma de todos os graficos 1PI que se conectam aos m+ 2n campos externos que descrevem
as particulas incidentes e resultantes num processo de espalhamento.

Ter o controle das funcoes coeficientes significa ter o controle do modelo. Isso é vélido
para qualquer teoria de campos.

Exemplificaremos tudo isso na préxima secao onde lidaremos com os célculos pertur-
bativos.

Por enquanto, o importante a dizer é que em ordem mais baixa de aproximagao, a
chamada aproximacdo de dvore ou em zero loop, a agao efetiva recobre a agado cléssica

: -
I(arvorey = S- Assim, comparando nesta ordem (4.1) com (3.7) determinamos as I‘E,Tﬁ,)n

em seus primeiros termos:

12 = 8,8, —y) (4.2)
T2 = iefd,, 6z — y1)d(@ = 21) — Oy 8@ — y1)8( = 21)); (4.3) \
[l = 2e2g,,, 0(x1 — Y1)8(v1 — 21)6(21 — 22), (4_4) . :
r&o = ke 050(51 — 22), (4.5) |

e zero para as demais.
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Um dos objetivos da teoria de pert v
termos dessas fungoes. urbacdes é, como dissemos
No ultimo capi :
o e D transt
acao efetiva na aproximagcao de ér\fg?eSI;S (:csrlaucll a agao Clészica e, portanto, também da
escalar como sendo igual a % ea dimen;éio deccf,)s e e e

2 1. Por sinal, esses dois ng cala ¢ do campo vetorial como sendo igual

umeros coincidem com i &
. o co :
no sentido de andlise dimensional as dimensdes dos respectivos campos

o s, 1Se essa mo.c'iiﬁcaAgfio‘ para os campos continuasse a

; - ; 2 Ve pleng da teoria quéintica ou em uma dada ordem de
BPIOXINIALA0, SEM1A entad possivel deseobrir de uma maneirs clissivs. quero. diger serm
considerar os efeitos flevidos aos caleulos perturbativos, como as fung(")es,I‘ G noZ ers aco
dos momentos deveriam escalar. Ou seja, como elas se relacionam quangcl)ngsm momeliltf)s
externos passam de p para sp. Para descobrir 1380, escrevemos (4.1) em termos dos novos

~ 1{m,2n)
campos e fungdes I'y,.7,,, transformadas. Contando que I' é um admensional invariante,

temos para uma dimensao D arbitriria do espaco-tempo

, determinar os préximos

agao de dilatacéio, nos campos ¢(z) —

1 !
e Z ——-m!(nl)gf..dmn..dyq’,l..dz;nI‘ﬁl'_’i’g(..,xn..,yn..,zm)e"‘f’“"..qb(m;)..qﬁf(y;l)..A”m(z;n)

m,n=0
(4.6)

com ' = ze® e fon = —(m + 2n)D + mc + 2nd. A funcédo I modificada escrita
como uma transformada de Fourier da

I‘:f’l’?“_"i"g(..:cn..yn..zm) = f..dp'zn..dp;n..dq;neh’""f"lffﬁ:)(..,pmn..,pyn..,qm) (4.7)
onde p' = pe=® € Ay = a(m + 2n)D + i (o, T + P Un)-

Da invaridncia translacional que significa conservagao dos momentos temos

~ —aD 22 i (i Lo
B (gt ol qe) = 8t e+ (B + D) TR (0% P )

Utilizamos no lado direito da expressao acima de uma propriedade da fungdo delta,

5 _1 71°* >
6(@&)@_& €cbratflgfggénnagé,o configura uma invariancia de T, entdo deve ser vélida a seguinte
relagdo (as linhas foram omitidas):

—me—2nd ,2n) ]
G T et R pa i)
Hl.-Pm e n
com s = e®. Em nosso €aso D=3
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A equagao (4.8)

¢ a forma com g, 5 2
| ual as fu (m,2n)
deveriam escalar - goeyl

1111 » cChamadas de vértices préprios,
, 8¢ a simetria prevalecesse ali. Com isso,
%ﬁl};ﬁrtamento caracteristico para as funcgoes
Dy cresceria com a escala para 2m+2n <
niquilagio particula - antiparticula em duas

Quando 2m + 2n > 6 ob veriam ser alteradas com a escala de energia.
B ) observa-se um decrescimento que tende a zero no limite s — 0
mostrando uma aproximacao da teoria livre .

Veremo i 2 ;
S posteriormente ao obter PLTEL (sp, sq) através da equagéo de grupo de renor-

?ahzz.iga(-)ﬁque esta fungap néc? apresenta exatamente o comportamento ditado por (4.8).
sso significa que esita simetria nao esta sendo preservada no nivel quantico onde sdo
calculadas as correcoes para a teoria cldssica.

: .izambem no nivel quéantico
Vemos que a Invariancia clssica significa um ¢

de vértice 1PI dado pela férmula, acima onde
6. l?ara 2m +2n = 6 ,» Por exemplo a a
particulas de gauge, as funcdes 1PI nao de

4.2 As regras de Feynman do modelo e sua
renormalizacao.

Nesta se¢ao, procederemos com o tratamento perturbativo do modelo. Estabelecer-
emos primeiro as regras de Feynman que possibilitam, de uma forma sistemadtica, obter
as correcoes quanticas para (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5). Passaremos entdo a calcular os
termos da série perturbativa a fim de extrair os elementos necessdrios para analisar as
propriedades de escala das funcges r{™2) £ bem conhecido da teoria quéantica de cam-
pos que certos termos da série perturbativa, nao somente para este modelo, sao dados
por integrais divergentes. Para superar este problema, métodos de renormalizacao foram
criados por Pauli, Villars, Boguliobov, Parasiuk, Heep, Zimmerman, ‘t Hooft, Veltman,
S. Weinberg e outros. Esses métodos consistem em remover os infinitos das integrais,
de uma maneira consistente. Além disso, eles podem dizer se um dado modelo pode ou
nao ser tratado perturbativamente, fornecendo também os elementos, para os modelos
tratéveis chamados renormalizaveis, que permitem estudar o comportamento dos mesmos
em certos limites de energia. Utilizaremos 0 método de regularizacdo dimensional de G.
‘t Hooft e M. Veltmam [27] pela sua simplicidade e tar’nbém porque constitui uma das
principais partes da nosso trabalho verificar que esse método Fespe}ta cer’tas relacoes: as
chamadas identidades de Ward, vistas serem vélidas na aproximagao de arvore. :

Como dissemos anteriormente, 0 campo de Chern-Simons nao se propaga no vacuo
de modo que seu propagador, 0 objeto que represent? a DrOP&tg)aQa_‘_J de Lilm qufin:c‘a de
energia criado em um certo ponto C{O espago-tempo até a sua su Sequemse estl;lu;(;ag i
um outro ponto do espago-tempo, nao pode ser obtido da r‘nes_ma rgagelga queao : Ifcamr?ci
de Maxwell livre [26]. Assim, somos Jevados a usar as técnicas de integragao funciona
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que permitem a extracio do propa

S a P L .
principio mal definido, funciona] g oy penelra dixets. Isso & feito pATUACI

erador das funcgées de Green do modelo,
< = /DAuDQDTDQOGiIdchGCS_ (4.9)

Como é sabido, devido a acj ;

a i ~

M o(z), i _=_) e fgo A:%er 1nvar1ante~sobre as transformacdes de gauge () —
nos campos vetoriais . 2 0u\() a expressiio (4.9) ¢ infinita pois existem integracdes
R conectados uns aos outros e que nao modificam o integrando. Isso
Co lFSaiiCE comum a todas as teorias de gauge. O problema foi resolvido com

Reh deev e Popov onde fora proposto um funcional gerador equivalente
ina de i - g ¢ de gauge, e portanto a parte infinita, removida através de um
PRl Fodiee O prego pago por isso é que campos fantasmas, que nao
estav'am presentes originalmente na Lagrangiana, surgem e podem se acoplar aos campos
ja existentes.

Quandg 0 método dle. Faddeev-Popov é aplicado a Lxges com um termo de fixagao
de gauge tipo Lorentz z_gauA”: o funcional gerador (4.9) é substituido por:

Z= [ DA, D DD Dpet | #lEKces+3¢(8u A¥)?~0yclke] (4.10)

Essa expressao final mostra que os campos fantasmas ¢’ e ¢ ndo se acoplam a nenhum
campo de modo que as integracdes correspondentes podem ser absorvidas num fator de
normalizagao.

Os propagadores sao entdo definidos como sendo o inverso da parte quadratica dos
campos que estdo no expoente do integrando em (4.10). Mais precisamente eles sdo
solugOes das equagoes,

8,0 Ap(z—y) = —idlz— 5 e (4.11)
1 o cor
[€wp0r — Eaﬁaff]A;‘ @i~ -—zépd(x =) (4.12)

para o campo escalar e vetorial respectivamente. . -
As solucdes destas equagoes 30 obtidas com o auxilio da transformada de Fourier.

Para a primeira delas, a solugao é escri
kst 4.13
AF(x—y)sze k2 +in (4.13)

A parte imaginaria -7, com 7 sendo um numero real pos1t1vo’, no nu.merador do inte-
grando em (4 13), é uma prescri¢ao adotada para contornar os pélos no integrando, sendo
A ?

ta imediatamente como uma integral da forma
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equivalente as condigdes de contorng que fazem A
F

uma particula de energi sa
“'la positiva indo da posigio y até a posicdo z do espago tempo com

To > Yo, € de uma part{ - o

da posicdo = até y fom ;:li cal;e e;egla negativa, interpretada como anti-particula, indo
0. Para : i

ansatz da forma, a equagdo (4.12), escrevemos a solugdo como um

(z — y) representar a propagacio de

AZ(z—y) = f (;:)Se‘““(“"y)épﬂ(k) (4.14)

N — pag . T
%nde ﬁ (k) Ae?* ko + BEPK. ~A ¢ B séo determinados substituindo (4.14) em (4.12).
azendo 1sso encontramos a solugdo para o propagador do campo vetorial,

A?“J(Q:"‘y):/ ot e—ik(m—y)[epaa ke - kPl ]

EsFar.emos adotando também o gauge de Landau, tomando o limite £ — 0, eliminando
o ultimo termo entre colchetes em (4.15). Essa prescrigdo é adotada na eletrodinamica
quéntica.

Existe um resultado na literatura [9] mostrando que os gauges de Landau e de Coulomb,
esse tltimo sendo usado como uma condicdo subsididria no capitulo anterior, sdo equiva-
lentes no sentido que a matriz S de espalhamento independe da escolha feita.

Os vértices desta teoria, que representam a intensidade com que os campos interagem,
podem ser extraidos , como dissemos antes, da acdo efetiva na aproximagao de arvore.
Essas funcoes de vértice sdo usualmente dadas no espaco dos momentos, desde que 0s
célculos perturbativos sdo também realizados neste mesmo espaco. A primeira delas
corresponde ao acoplamento trilinear cuja parte na acdo efetiva é escrita no espago dos
momentos como

(4.15)

/d:cdydzI‘E}’Q)(pJ‘(m)cp(y)A”(z) — _i/gggi—kd(q +1+ /f)ru(l’Q)S&(Q)@(Z)A‘L(f'@)-(‘l-m)

Com T',(l, g = —ie(l — @) sendo a funcado de vértice trihlinear..l Vgle a pena noi;ar no
lado direito da expressio (4.16) que apenas duas d~as trés varidveis de 1r'1tegra§ao 530
independentes por causa da funcio delta de conservagao de momento e energia. Isso v de
encontro ao mais primitivo conceito que, por exemplo, num procegso_onde ~duas pzimculas
reagem resultando numa terceira, o momento e a energia dess~a ultlr.na s’a,o fungoes das
mesmas quantidades iniciais das particulas reagentes. E, 9. 840 efetiva € a ZOma sobre
todas as possibilidades de configuragdes de momentos possiveis para gs carp%os 0 proc?i'-:;.so
vezes a funcdo que mede 2 :ntensidade com que estes interagem. epetindo essa analise

.2 - i
ili — e como sendo a funcdo de vertice
para o termo quadrilinear deter Guv

quadrilinear.

mina-se entdo I'uy
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- € usualme ,
todos os parametros e campos do modelo e representado com um subscrito zero em
b

[’ = 8”(,010-8“(,00 i lﬁ,uupA”(?”A‘” —1 i 1
2 0 0~ “eo(ydupy — Oupypo) Al + 6%(,08(‘0014514#0. (4.17)

Note que 0 parametro x do - :
campo de Chern-Simons foi posto igual & unidade. Nao ha

roblemas em fazer i
p 550, uma vez que ele pode ser absorvido nos campos simplesmente

definindo uma nova constante de g, e ;
coplamento £. No método de regularizacio dimensional

27], a Lagrangiana (4.17) é escri : < L =

| ]émetros i (b ) SCI‘ltE?, numa dimensdo arbitrdria em funcdo de campos e
par . ’ subscrito zero, ditos renomalizados mais a adigio de termos extras, os
cha@a 0s contrate.rmos de renormalizagao, cuja finalidade é eliminar os possiveis infinitos
advindos das seguintes ordens de aproximagao. Assim, escrevemos (4.17) na forma

1 e
L= [1-+ A)au‘PTau(P R 5(1 + B)euy,A*0" AP — ieps (1 + C')A“(go@mo o 8;1({9?90) +
+e?uf(1+ E)A* A0t p. (4.18)

Os coeficientes A, B, C e E dos contratermos serao escolhidos, como veremos adiante, de
modo a cancelar eventuais infinitos que podem surgir nos calculos perturbativos. p é um
pardmetro com dimensdo de massa e que mantém a carga e admensional. E & =3 - D,
com D sendo a dimensdo do espago tempo, é a poténcia necesséria para que a agao,
ol — f dPz L, permaneca também admensional. Com essas defini¢des, a expressao (4.18)
parece ambigua, porque O tensor €uup, € conseqiientemente o campo de Chern—Si{nons,
ndo pode ser estendido para qualquer espago, mas somente para aqueles com um nUmMero

impar de dimensdes. Esse na

o é um problema que traz malores consequéncias uma vez
que quando o limite € — 0 é tomado os resultados dos Cé.l(?UlO? perturbatlvosnmostram-.
se em acordancia com [15] onde outro método de renormah?agao, BPHZ mlc?dﬁ;iicado, f~01
usado. Comparando (4.17) com (4.18) vemos queé as quantidades renormalizadas e nao

renormalizadas relacionam-se da seguinte forma:

o = (14 Ap =40 i

i e (420
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€ = 6[1,% \EL £ (1
(1+4)a+B)i =% =
er = ezlf&l_'t@ T o
. 2,2 2
E’s(ila:gnlielagoes serao importante - (4.22)
Tyr.um Tenormalizadas. e e b ptopredad
riedades de escala das fungdes

Com essa: i
. g
e ant'ec1pa.(;oes, estabelecem
constituem as regras de F. o
e Feynma
Il

ulo ] I
S lme].]. 1 Ari
SO, é pl'eC'

o pardmetro e por 5
en?, dand
i . ) o0 as funco
L menso vorreta, A represents I~1§0es que medem a intensidade d
Gao sera enta )
o mento campos

presentaca A
I Hfaga-o' grafica dos propagadores e
utilizadas para proceder com os

k
\/—9\/\ =g
m e e
k2+in
P
7 = 1
P+ in

x fator combinatorial
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| a0 campo d
a0 inverso do quadrado do momento po de Maxwell, que tem propagador proporcional

. 2
As funcoes I‘,(HTE,L de m + 2n pontos siao

soma infinita de todos os diagramas irreduts

uada de propagadores e vért; ;
q propag S € vertices. Tal soma ¢ entendida como uma expansdo no nimero
de loops, 1880 €, no numero de circuitos fechados por onde fl :
: nde fluem o a
entram e nem saem dos diagramas. Esses sio os chama sk
A funca@o de dois pontos, I'(%:2)

) Da teoria de perturbacdes, dadas por uma
Ve1s que se podem formar com a uniao ade-

dos momentos de integragao.

¢ entdo representada di i
: lagramaticamente como uma
soma sobre todas as tais figuras que se pode formar com as regras de Feynman.

r e Q el T +&+..

Como fora dito, diagramas a partir do segundo termo, considerados como sendo as
correcoes quanticas, da expansao acima podem conter infinitos de modo que a série pode
vir a ser divergente. A maneira de contornar o problema , é redefinir o primeiro termo
da série como ip?(1 + A) com A sendo escolhido de forma conveniente para tornar finita
aquela fungdo. Isso corresponde a idéia de reparametrizagao expressa em (4.17) e (4.18).

Quando os infinitos das fungdes I{m2" e um modelo podem ser eliminados através de
um ntdmero finito de contratermos, diz-se que este modelo é renormalizdvel. Em outras
palavras, modelos que podem ser renormalizados sdo aqueles que possuem um nNUMEro
finito de funcdes divergentes de vértice primitivo. Durante o processo de renormalizagao,
pode ocorrer que termos que nao estavam presentes na Lagrangiana de partida precisem
ser introduzidos, gerando com isso NOVOS vértices primitivos de interacao na aproximacao
de 4rvore e, conseqiientemente, dando ao modelo mais parametros. Esses sao os chamados

termos induzidos por renormalizagao. Obviamente eles devem também ser finitos em
(4.17) é um dos modelos renormalizavels em teoria quantica de

nimero. A Lagrangiana
campos.

2 o (mizn) 14 a
Outro ponto importante é que existem relagoes entre as fungdes I'yy . um que Ja sao

verificadas na aproximagdo de srvore. Essas relagoes Séo dEdUZid"f‘S ffox:macllmente afaar;ér
de certas simetrias, que, por sua Ve, estdo fortemente ligadas a pr1nc1p1oz laz cigii; ieites‘
e recebem o nome de identidades de Ward. [Zentl‘e 813:Sa dEStc?gaCr;lljSZ Z?;;ricapA primeira
da simetria de gauge, refletindo a conservagao da corrente g .

4 A cordo com:
delas relaciona as fungoes de dois e tres pontos de a

kAT, (p+ k. p) = S0+ k) ~TP(@)]  ou
I ;
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= S 3
g zeuzk: (2p -+ k:)u — —eui[i(p 1l ]‘C)Q e 'l.p2] (423)
a
A segun lz ;S tzml & mesma forma, mas relacionando as funcoes de trés e quatro pontos,
wBbD) = BN st kD) T bl o
: 2 ETp Ll £ i €
2 g = —epS(—ieus(2p+ 2 + k), + dep? (2p + k), ). (4.24)

Dt?seja-?e que essas identidades sejam também vilidas para uma ordem qualquer de
aproximacao. P_or 1ss0, deve-se ter um método de cilculo que preserve as identidades de
Ward, para realizar o cémputo das quantidades de interesse. O método de G.'t Hooft e M.
Veltman [27] tem apresentado bastante sucesso para as teorias da eletrodinimica quéantica
e do campo escalar complexo acoplado minimamente ao campo de Maxwell. Uma de suas
principais virtudes € definir a parte divergente das integrais de uma maneira univoca de
modo que os infinitos quando cancelados pelos contratermos de renormalizagdo, deixam
as funcgoes FLTE,),L finitas também univocamente definidas. E isso é crucial na verificagao
da identidades. Como advertido pelos seus autores, o0 método pode falhar na verificagao
de identidades de Ward que envolvem o tensor ¢#” dando origem a anomalias. Embora,
em (4.23) e (4.24) do modelo em questéao, néo aparega explicitamente este tensor, ele estd
presente no propagador do campo de gauge estando ,portanto, implicito nelas.

Um dos propésitos do nosso trabalho é verificar se o método de regularizacdo dimen-
sional [27] preserva as identidades (4.23) e (4.24) no que se refere a parte infinita dos
diagramas, até a ordem de aproximagao de dois loops. Em [14], foi verificado essa va}-
idade delas para apenas uma classe de diagramas que compoe as fun(;ées, dc_e dois, trés
e quatro pontos. Nos analisaremos todos os diagramas de Feynma.,n' possiveis que con-
tribuem para a ordem de aproximagao considerada, verificando explicitamente a validade

is i idades.
s tglrjlzla,dfr?fzrriaqﬁo bem conhecida que pode ser extra’ida de (45.23) e (4.24) § que se O
método de renormalizacdo utilizado as respeita, é PQSSlvel re}acmnar oS c_f)eﬁmentes dos
contratermos de renormalizagio de uma maneira trivial. Segumdo a notagao prlzestabele-
cida, daqui em diante as fungoes [{m) sem o subescrito zero serao entendidas como

: i ficientes dos contratermos e, portanto finitas e ditas
erelo aquclos gt e B ' 1 crevendo os campos renormaliza-
renormalizadas. Voltando para a acao efetiva (4.1) e es g

s, e concentrando-nos, por enquanto, nas fungoes

= izado =
dos em termos dos nao renormali . 5 Stee b
de dois e trés pontos estabelece-se as relacoes, determinando as corresponde

3

renormalizadas, com subescrito zero:

@2 — Z;lp(m) (4.25)
0
1
_17-3p(12) (4.26)
I“ilo’g) = Z, Za
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Escrevendo (4.23) usando (

- 4.26) e (
lizada e ndo renormalizada, )e (4.26)

deduz- g
uz-se outra relacdo entre a carga renorma-

KET olp + K . eus
B :p) —— i S T (0,29
P
€y = _6_172; !
72 (4.27)

S'Or&ﬁgiss : 1128(1)4 C—Oné' el relagdo Z, = 1+ C. Donde conclui-se ime-
# 1 = C. Agora quadrando (4.22) e utilizando desse dltima igualdade, de

4.22) conclui-se t S il
( ) 1-se também que Z,=1+Ece, portanto, A = C = E. Essa informacao é de

grarjde importancia, pois ml.ntos calculos podem ser evitados se 0 método de renormali-
zacdo adotado preservar as identidades de Ward.

4.2.1 A andlise diagramdatica do modelo

Procederemos agora com a andlise grafica, baseados na regras de Feynman apresen-
tadas anteriormente, para as fungdes de interesse. Estaremos interessados em nosso tra-
balho, apenas nos diagramas que possuem infintos, pois além de nos permitir verificar a
validade das identidades de Ward para a parte infinita das funcdes de vértice, eles também
determinam os coeficientes dos contratermos de renormalizagao que serao necessarios na
préxima segdo onde lidaremos com o grupo de renormalizagéo.

Mostraremos como sio realizados os calculos via método de regularizagdo dimensional
tratando primeiramente da funcao de dois pontos F,(fy’o)(p). Sua expansio diagramética
até a ordem de dois loops que corresponde também a aproximagao de e? na constante de

acoplamento é,
@0 ' s Q .~ | gtad E‘ -
!"pv (p) = [renmene — " (1+B) gl

P A
R o
8 os s e
L 2.5 B PS8
P9 P10 Pl

chamadas de tensores de polarizagio do

- 3 £
ima sao comument : 2 e A
e a primeira COITecao quantica constituida

As correcdes quantic g0
; desta expansao €

vécuo. O segundo termo, P2y
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bresenta a integral, de um loop, sobre o
diagrama equivale & seguinte inte o : acordo com as regras estabelecidas, este

P2, = ie?ys f i e
2 I | o=
“J enP R+ (4.28)

calcular i . )
Para essa Integral langamos méao das férmulas do apéndice B que fornece as

i is re i i .
1nfjegrals F gularlzz'idas dlmensmnalmente, no espacgo de Minkowisk, a serem utilizadas no
método. Fazendo isso encontra-se o resultado

?

1 T D)

R e
lew_ze /‘Lguu‘Q_D[ 2

5 = 0. (4.29)

2

— 1)

Desde que o limite n — 0 é sempre tomado no final. Esse resultado parece absurdo ja que
quando D = 3 a integral é linearmente divergente. Mas isso deve ser considerado como
resultado da aplicacdo do método e, uma de suas caracteristicas.
A informacéo contida em (4.29) serd de grande utilidade pois os diagramas conténdo
P2,, como um subdiagrama terdo, em razao do fato acima, seus cdlculos evitados.
Concentremo-nos agora no terceiro termo, P3,,, que também é uma das primeiras
correcoes quanticas a serem consideradas. Este equivale a seguinte integral:

1 [ dPk (2k+p)u(2k+D)
o1 ] @n)? (k+pkE

P3,, = —2[—iep?]’ (4.30)

A parte imagindria 7 est4 subentendida em cada um dos denominadores do integrando.
O fator dois multiplicando 2 integral vem da contagem de possibilidades que se tem
para formar esta mesma figura utilizando os dois vértices trilineares que a compde. Esta

contagem §é feita empregando 0 seguinte raciocinio: uma das duas linhas externas, que
terno de entrada ou saida, pode ligar-se a qualquer um

representam campo de gauge ex ; ;
doI; dois vértices trilineares queé possuem urma linha de gauge cada, dando fator dois. A

outra linha externa deve Jigar-se com & linha de gauge do veértice r‘estgnte, dendo fat.or

i i respeitando a conservacao de corrente, s6 existe uma maneira

Jn Braaaliobes @t 1\}/} Jtiplicando tudo isso tem-Se O fator 2. O fator 5; vem.da
. i -

i o fator um. Mulup o : o -
pa(ria e 1an daid de vértices pois temos dois trilineares. Assim multlphcand(ci) esse do1s1
or numero : i a integra
nﬁrim IlOdletermina se o fator combinatorial um para o diagrama. A solugdo da integ

eros i
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é obtida reduzindo primeir .
ametros de F 0 0 denominador do inte d {li ' i
para € I'eynman (B.4) grando com auxilio das integrais dos

: i - €Xpostas no apéndj 3
integrais regularizadas. Fazendo 1850 teremo apéndice B , para depois fazer uso das
S)

_ el 1
0 [l’ﬂ r 2kp(l — ) _|_p2(1 I 123)]2
ieg'us ]1 F(Q . D
== d /2) 20,,1°
2578 Jo el - g PP e+ 4a”) + T — o)
. & i [pupy — 9 0°]
o L’DQ]Q—D/2 : (4.31)

Na passagem da pentltima para a tltima linha, utilizou-se para resolver a integral em
T 8 fo?mula (B.5) e também foi tomado, por conveniéncia, o limite ¢ — 0 nos fatores
numéricos. Deve ser notado que o resultado final é finito embora a integral de partida
(4.31), por contagem de poténcias, fosse linearmente divergente. Isso é uma outra pro-
priedade do método, que faz com que todas os diagramas de um loop se tornem finitos em
espaco de dimensodes impar. A razdo disso, vem do fato de se ter no argumento da fun¢ao
gama, nas integrais regularizadas, um ndmero semi-inteiro, fazendo com que a mesma
esteja fora de seus pdlos que compreendem todos os nimeros inteiros negativos e o zero.
Assim teremos de nos preocupar somente com 0s diagramas de dois loops.

Passemos entdo a analisar os diagramas de dois loops. O termo seguinte, P4, é
composto por duas integragoes disjuntas sendo, portanto finito. De fato, como pode ser
visto diretamente em sua expressao, ele é nulo. Os termos P5,, e P6,, possuem em suas

composigdes o subdiagrama D2 nulo,

[ Pk et RefR20 TR g (4.32)
D2 = [iep?]" | 5P (g + kPR

. :_cimeétrico.
devido a0 tensor €#* ser antl simétric

: I nulo.
T 9 bém possuent um subdiagrama,
Quanto aPBPil. ¢ P8R, esses tam p ['2°
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Pra+k

Tz

]

3e D Q
e, = ie3u7[ d kDguBEﬁ PO+ a+k),(p+q— k)
(2m) k2(p + q + k)2
2ie3 % ¢, !
—_ _Tﬂ’fr)%—/d])k/ o (p + q)pka
o IR —2) + (p+ PA - )P
3.8 &
L F ‘“f“pfldx (P+9olp+9)a _,
! ! [—(p+q2(1 = 2)]>-2P2 ) (4.33)

Fazendq com que P7,, e P8,, nio cont.ribuam. O diagrama P9, pode, como em P4,,,
ser considerado como o produto de duas integragdes disjuntas, sendo portanto finito. Para
P10,,, temos a seguinte integral, linearmente divergente,

DD ; Bap :
Pi0, = 8|[z'2 E]zfd qdPk igup €%kp o

e Hl | Gm g+ kP K2 (g+p)
64#266#:/;7 D D kP
. _ 4.
- (2m)P fd ad k(q+k)gk2(q )2 e

O fator combinatorial vem da contagem: uma das linha externas pode ligar-se a qual-
quer uma das duas linhas de gauge que cada um dos dois vértices quadrilineares possui,
dando um fator quatro. A outra linha externa liga-se a qualquer uma das duas linhas de
dando fator dois. Para as linhas internas hd uma uma Unica
possibilidade de se conectarem umas as outras, dando fator um. Multiplicando tudo isso

e dividindo por 0!2! que vem da ordem no nuimero de vértices, nenhum trilinear e dois

quadrilineares, obtém-se 0 fator combinatorial quatro. Fazendo primeiro a integral sobre
2

k, a qual denotaremos por I(q), teremos:

gauge do vértice restante,

1 1
kP D -
r = [ PR _ [exi | o a T ea P
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. e -pH o
T, dea gy

— _ixpl@=D/Y(-14 D/AN(D/2) ¢

“tui p
Substituindo 1°(g) em (4.34) para entdo fazer a integracao sobre g,
4,26
Pi0, =~y TO-DINCLEDADON [ o, ot
T [(-1+ D)-1F-F g B
.8_
. Vieie,y Tl D0 BN
D D2 B2 ,8-d I'(-2+3D/2)
e’y I I'?(1/2 —¢/2)
S uvp £
o) [4@2] I'(e) e (4.36)

Para obter P10, no limite ¢ = 0, é preciso expandir todos os fatores com dependéncia

2
em £. Utilizando a expansao [Zf?]s _ il = 1+ elnfp?/4np?] + O[¢?], (B.7) para
extrair o pélo de T'(¢) e (B.9) para I'(1/2 - £/2), determina-se:

de P 1 2
PlO;w a 4?_6"‘_"_‘?_[_ +ln[

4
962 € 4;172] e oo

3

4 sendo representada pelo termo singular 1/¢. Vemos, neste resultado,
2 s o e
or com a forma ln[’;—z]. Isso é uma caracteristica que se reflete,

. - i ra que se tenha uma teoria
em geral, em todos os diagramas divergentes. Assim, para q

de perturbacoes aceitdvel exige que O pardmetro p seja da mesma ordem do momento de

- 4 entd finida com a escolha desse parametro.
entrada p. A escala de energla do processo & entao de, < L(m2n) r i
O comportamento com & mudanca de escala de energia das funcdes 'y, ., renormalizadas

esté entio relacionado com a maneira na qual estas fungoes varlagz Eg?gaﬂ(.ios o
Daqui em diante nio estaremos mals preocupados com 2 par gr: )
3

de 1aoH ¢ foremos D =3 onde for possivel. No entanto, deve sempre Ser subentendido
o qu =

A parte infinita est
a presenca de um fat

57




D

nas linhas que seguem, umg parte liv

- : re de infini 5
que compoe os diagramas. Resta, ago piinitos e dependente dos vrios parsmetros

- l
a calcular P11 pp- SUA exXpressao é,

£ D D )y
Pil, = [ieus]* / d°qdPk i(2k + 2 + p) .i(

(2m)2D 2P + 2k + q)gi #%*q, i(2k + p),

(k+ q)%(p+ k + Q)2 (p + k)2 e ) (2k + ¢)a

4 .5 Bap
_E u; : Ps /qude (2K + 2q + p)ua,(2k + p) ko
m (k+q)%(p+ k + q)2(p + k)2¢?k2
Para fazer esta integral, realizamos primeiro a integracio em ¢

2
Lp(k,p) = [ ag2E 2+ P
(k+q)*(p + k + ¢)2¢?

(4.38)

= /dn (2k+2q+p)quf1d$ 1
(P+k+q? Jo g%+ 2kg(l—z)+ k(1 —2z)]?

i p r 2y(2k + 29 + p)uds
i / 2 q/o A2y 5a b = 29) + P(L— ) + b + BP0 — y) + B(L — D)aF

1 —’i7T2y .
= [ drdy —5— eSSy [—(2k + p)ua, + 20,0, — 2g,0[0° — b]|
0 2la ]

(4.39)

onde, a, = Bl — zy) +pu(l— y)eb= (p+ E2(l—y)+ k2 (1—2x)y. Substituindo I,,,(k, q)
em (4.38) e usando a identidade e#**pgkqa, = 0 tem-se que,

] k
iet p%ePe g : D (2k + p)vke .
S e

2 _p— L{k?+2kpM + p®N] com,
Para facilitar as manipulagdes, passaremos & ouseeert b LI b 2IM tr Tl

d=yien o 80U 4.40
L=-—(1-—zy)zy M=-=n N i (4.40)
Assim, ey
+ Plvfa
: 1 Jed
P11, = ————277?4"‘— 0 12-D/2 (p+ k)2k? j% ]
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LR [ L R L e
267 o L2-Dp2 be wiesl(2k tin)ke

2
(K2 + 2kp(Mzw + 1 = w) + p2(Now + 1 — w)]*-2P2

. 4,2 B 1
_ie /J24€,B3u,u,p f dzdydzdw yz1=D/22-D/2
5D
T o L2-Df2 [pg((Mzw+1‘w)g—Nzwbl—l—w)]EP(E)
ieteg,,p? ! 1

o __2_4‘::“/ dedydzdw?? e

i 0 [2-D/2 c
eteg, pf 1
P11 = ﬂu,up 2 L
= T + finito. (4.41)

Na passagem da u}tlma para a pentltima linha, tomamos o limite ¢ — 0 e utilizamos o
resultado (B.6), o da:dy}% = Z, provado no apéndice B. Note que a parte infinita de
P11, em (4.42) cancela-se com a parte infinita de P10,, em (4.37), fazendo com que
o coeficiente B do contratermo de renormalizagao do termo de Chern-Simons em (4.18)
seja, por consequéncia disso, finito. De fato, desde que estaremos utilizando o esquema de
subtracdo minima de G. ‘t Hooft e S. Weinberg, que prescreve a escolha dos coeficientes
dos contratermos para eliminar apenas a parte infinita das funcdes de vértice, teremos
B =1

Esse resultado é conhecido como uma extensdo do teorema de Coleman-Hill que mostra
que o Campo de Chern-Simons acoplado a campos com termos de massa na Lagrangiana,
niio precisa de renormalizagao infinita. (4.42) e (4.37) concordam com [14] no que concerne
a infinitos.

Passemos, entdo, a analisar a funcdo de dois pontos T02(p). A discussdo anterior
simplificard bastante 0 nosso trabalho daqui em diante. Antes de escrever a expansao

colecionemos um conjunto de diagramas EHigs:

Q. QT
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02

() = -I

]_I(HA)+_Q“+Q+JQ e

D2 D3 = =

- D8 D9 D10
+& + - % . /_/Q\\
D11 D12 Di3 D14

As correcdes quanticas acima recebem o nome de auto-energia do campo escalar, por
estarem quantificando um processo de auto interagao sofrida pela particula escalar, devido
ao acoplamento com o campo de gauge. Vemos que teremos de nos preocupar somente
com os quatro ultimos termos, pois os demais diagramas com loops sdo compostos por,
pelo menos, um dos elementos do conjunto de diagramas nulos. O diagrama D11 vale:

No limite n — 0.

aplicagdo do método resultou
quebrando a invaridncia de

dPk P’k eYiog,
D11 = Ziez,uF/(—— pP3a7(k)mgaa

om)P k2 + 11
- 4 ,2¢
A U L e e )

de poténcias D11 parega Ser quadraticamente divergente, a

: T
o no valor zero para este. Se um termo de massa tipo m o,
escala, se fizesse presente na Iagrangiana, este diagrama
’ '

Embora por contage
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: tornaria D11 d;
comoogigiri;ai?amas que, por forga do limite nlilil)%rente - 0
iagrama D12 t , 520 nulos.
CI Sua expressdo escrita de uma forma, simplificad
ificada,

Di2—g [ 277 i
: [ @D g P + ). (4.43)

Com M(p + ¢) sendo a i
(p+q) a integral sobre o momento que circula nas linhas de gauge

D
M(p+q) = [z'ezue]zjd—]%gm%g Mk +p+ )
() B P ktptop?

4 2¢
- ezuadek[ - + fulp + gf ]
20 (k+p+q? " K(k+p+g)?

4 2e 1
. ‘;Q“Sfdzfd% ; ku(p + 0)
m Jo (k2 + 2kp(1 — z) + (p + 9)*(1 — 2)]?

. 4. De 1
e 1 _24+D/2 _1+D/2
~ 22r [—(p+ofP~ [a v v
4 2 1

sl i
7 o7 "

=20 Substituindo (4.44) em (4.43),

(4.44)

Na segunda linha, usou-se & relago €y5o€"

Z.Cd‘,ll% - —/L/_
iz hem fd TEp+ 9"
_D/2
i’ [ as | Pgragi-a+ 70 - A
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_’ie4u25 I‘(2 2 D) /~1 .
_T—z_—:\T— dx =%+ a —2¢DJj2
25 [ p2]2-D : (1 -z) e

ietp? 1
D12 = — < L
4872 e + fzmto

(4.45)

Na passagem da pentltima para a dltima, linha, usamos a propriedade T'(n + 1) = nl'(n).
Passemos par\a 0 termo seguinte D13. Este é um diagrama quadraticamente divergente
correspondendo a expressao,

D13 = [—ie®p*/]* d°qdPk i(2q + k)ai(2p + 2k + q)5(2p + 2¢ + k)gi(2p + @)y 2%k, €77 ¢,

e (b + P+ g+ R0+ 9)? B
= 7:64}1.25 eﬂaﬂe‘)‘(SG / dD de kﬁkPQﬁqp (4 46)
T a8 PaDy q (p+ k)2(p + g + k)2(p + q)?k2¢> ;

Escolhemos fazer primeiro a integral I, (k,p) em g,

1 2y
W s 989 :fdo [
Igo(k,p) = [d q(p+q—|—k)2(p+q)q2 4 dads o lg® + 2ga + bJ?

— s /1 dzdy e 2]3“0/2 [agasT(3 — D/2) — g%’- (2 — D/2)[a® — b]]
0

s .9 1 5
-z dﬂ?dygz—_—:z—]gjﬁz‘[aﬁ% — gpola’® — bl]
0

(4.47)

Il

1—z)y+@+kpsll-yeb= p2(1 — )y + (p+ k)*(1 — y). Desde que

com ag = pa( cional a ggs contribuird quando Ig, €

0 propor
ebereroop o ksk,ag = 0, apenas o termo PIOP
substituido em (4.46),

k ks
etp* so : dzdy y d’k L 2k2fa2 — b0/
D13 = g, '€l Dalr | (p+ k)
7§
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6 ,U5 a §o 2
2k Il S P17 b, f] d szdg;izdw iy 1-D/2y2-D/2}, k.
2
(k2 + 2pk (M 2w + 1 — w) + p?(Nzw + 1 — w)]*~ P72
4, 2 1
23/1'3 2[ dmciydzdw yzl—D/2w2—D/2I\(€)
T -D
g elente [pz((Mzw—}-l_w)z—(Nzw-{—l—w))]s'
ze 5o 1

T = + finito

com,

L=—y(l-9y), LM=-zy(l-y)e LN=—(1-ap)ey. (4.48)

O dltimo diagrama a ser considerado, D14, tem o seu cilculo simplificado, pois possui

P3,, em (4.31), calculado anteriormente, como subdiagrama. Este é dado por um integral
logaritimicamente divergente,

dPk i(2p + k)q €520k
2m)P (p+ k)2 k2

. 66’)'1/ e,
P3,5(k) BT

(2p+k)s

D14 = [—ieu%]zf(

= @ H LT D kpk
= e HPe'a papéfd k(p—l—lc)?[k?]?"D/?

2-D/2
364” Bongd ¥ D 2 koky (1 — )
= 26 P€°p DaPs d”k : dﬂ”[kz + 2kp(1 — ) +p2(1 — z)]4-D/2

1
7€’ g,PaPs / dz(1 — 2)* P°T'(e)
2572 0

ielp? 1 (4.49)

T 24n2e

Com isso, acabamos por determinar a

campo escalar. (0,2)
a axgsolenergli C;:100 0 rei,ultados dos célculos, a funcdo de dois pontos 2 (p) tem em
oleciona

aproximagao de dois loops 05 segul

finato.

D14
parte infinita dos diagramas que contribuem para

intes diagramas com infinitos,
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& = —2iep’l + finito

9%’ e
/\\ o 7ic gl o Rty

——ie4 2] :
= & Pl 4+ finito
247 €

T

Somando 0s te'rntlc?s proporcionais a %, temos o valor A = %l para o coeficiente do
contra termo cinético em (4.18). o

(1,8 modo m'ais facil c‘le se obter a expansao diagrarpética para a fungdo de trés pontos
1" (p, 1), estd em partir dos diagramas de auto-energia da funcio de dois pontos T2 (p),
inserindo uma linha de propagacdo do campo de gauge de todas as maneiras possiveis, a
fim de formar as figuras irredutiveis desejadas.

Ao tentar fazer isso, logo se percebe que o nimero de diagramas que surgem é grande,

pois um unico diagrama pode dar origem a varios outros, como por exemplo o primeiro
termo que d4a origem a uma série com trés elementos:

Seria interessante, entao, ao invés de comegar a im-restiga.r 'termo a termo~da e?q?anséo
como fizemos até agora, dividir a analise por familias de dlagraifn.as que s80 orlgmadc?s
das auto-energias como na figura anterior. Espera,'—s'e que cadg, familia relampne-se, através
das identidades de Ward, com O elemento que a originou. Verificaremos que isso, realmente

; i YT ) Py
acontece no método de calculo aqui utiliza : o
Olhando para a expansao em diagramas de ©2)(p) verificamos que inserindo uma

1 familias

i o de gauge, que precisamos nos preocupar com as tamilias

:2 h?i L pro]%a'? ab]djogr (i())lcza H]g)lii e ]%14 pois as Jemais séo compostas de elementos nulos,
radas por D7, D9, .

por con 1 0 lil].l.tOS pOI' contagem de potencias.
a, Tamas IIUIOS u
terem Subd,l. =4 ) :
Dl gera a famlha T de qllatIO elementos
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Na qual os dois 1ltimos elemento
S

D7
subdiagrama nulo. O primeiro deleg T7 T3, e T4

bry ©; Sa0 nulos por possuirem um

s tem a seguinte expressio,

DT
T 1,(p, 1) = —2ieus f 4% ip+1-2q)i
(%ﬂD@—qV@+l_qu@+L®- (4.50)

Onde T(p+1,q) é é o tridngulo escalar

LeE dk ePerk Yoo (L ; o 3
= idu [—’061“2]2[ Do pgm6 (k+q).i(2p+2 —qg+k)s
(2m) k (k+ q)? (p+!+k)?
2264[1,25
(2m)P
R e O
| é entdo feita dando

(2p+20+ k)g

1 T
B 5 . - yI'(3)
€ e + !l — +l dkk,(k d
caso(@+1—9)° (P )ﬁj[ lF-a) ]C YT ke +

yla,a® — g5(a* — b) — a7yl

. 4,,2€ 1
1€ ll’ o 6.,/
T(p’, q) = _'_22?-6‘3 pea(so-(p’ = q) pﬂ\/{; dmdy e [aZ T b]3_%'— e

(4.51)

vemos que apenas a integral do

agem de poténcias,
gente, quando T é substituido

dar4 contribui¢ao diver
preocupar apenas com

Onde p' = p+ . Por simples cont
segundo termo entre colchetes acima,
na expressio (4.50). Assim devemos nos
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T 1,(p,1)
T Lp,D) =
com
Vi
Cu
d

O cleulo de T°72,(p, 1) é simpli

R f on)P (p+1+k)

com a fungao Uua(p + k)

l.lp+

—ePuF

(p - 9)2(13 ~ q)

eﬁapeaﬁppﬂ / dgq 2

/0 dz dy[ =y
: Y
“Q)2f0 dwdym

quunGf drdydzdw -

yz' 1w 4 T(e)
L*-%[C? — D

85 M%epfé
Bt

24,05
dq I
f (p e q)?(pf

3e° ,U,2€ 16
‘24 4

D D
- w? %

Yz
L3¢+ 2qc+ d]* 7

w

€5 112°

931 3P

mlm

1
[ drdydzdw

Bt
EDy
83

Y
(1 - 2)2 — (1 - 2}yl

1
zdy :

ied

gy 2p‘ul + finito.
1-=z)y
W=D, -

(L=9Y, 1w+ p(L —w) (4.53)

ificado uma vez que sua expressao € escrita como,

Pk i+ AT B

(4.54)

”Ua + k)
z (p

valendo,
v

q
oo | CGTRT
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et 2 ;4.9
—(—Q}TEEMWIU(QU ) YHT €uon(p+ k)”

24 22-D/2" (4.55)
A fungdo I" fora cdlculada em (4.35). C - s
-09). Colocando isso em (4.54) ficamos com:
DT o e B
T 2“(p’l) 24 gF apeuaupﬁ;/d kf dady p+k) ( — - 2ee=/2
(k2 + 2ka + b)4-D/2
ied 1
= Bap ' ~m(1 — x)~Y2yl/2 v
7 e Y i )
243 uowpﬁfo da:dy [a2 = b] [__app 4 apau i EPF(E)[GQ 2 b]]
D7 -~ ie‘spu 1)
T 2,081 = T + finito (4.56)

coma=p(l —z)y+p(1-y)eb=p*(1=z)y+p?(1-y).

Notemos que as partes infinitas de T~ 1, e T"'2, cancelam-se. Isso estd de acordo
com as expectativas, uma vez que a familia originou-se de um diagrama nulo de auto
energia. A mesma coisa acontece com os diagramas provindos de D9, ja que estes podem

ser obtidos dos elementos de T 31mplesmente fazendo a substitui¢do p’ — p.
D13 D14

Passemos entdo as familias T“ T Elas sao mostradas na tabela I, no
final deste capltulo
_Familia T, s > Unico elemento T" 1
D12 e d%q i@p+i+ 2q) 4t

T1, = —2ieps @m? (p+q)p+a+1)?

gDy =Pl (2p + 1+ 2
[dpfdmdy (2p P

277r3 ¢ + 2qa + b*~P/2

5
N dg:dy PRy D/Z[(°p+l)#—2au]1“( €)
962

4 1 4.57)
D12 - & + finito (
i ;00 f

com a, e b iguais aos de (4.56)-
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7y D
_Familia T"° ;

divergentes. gem de poténcias

D13 i se [ dPkdP B
1. = —2e Y B8] Gaae
E i (2m)2D ua€ k(2P + 2k + )€™ 4,i(2p + 2q + K)s(2f — s
(0 + Ek)2k2(p' + &k + q)22(p' + q)?
il M[d s kpksy
9276 mfuﬁ(k,p') + finito
,B p 5'711
D18 ie°e Ps 71 168
1 e A B 1
T 1l 9276 o= 6 2890 + finito] = pu + finito. (4.58)

Com Io5(k, ") dado em (4.47). O valor entre colche
. : tes da int 1 :
das linhas de (4.48). integral em k pode ser deduzido

A parte divergente de T"**2, pode ser obtida de T”"*1, simplesmente fazendo p’ = p
de modo que

D13 ie5

1
T 2,= e 3—pu—1—fzmt0 (4.59)

» D14
-Famila T
2 . « . . D14 D14 il i
contém seis elementos mas apenas 08 dois primeiros, T~ 1, T 2, sao divergentes.

D14 3¢ dlk gws’i(Zp' + k)geﬂapkp "k,
i G dpseer T i EPR (R
ed kPk,
1€ 8 2L
s _Weﬁwevuupi [d k—————-——-—‘( WAL /2 + finito
€5 o ie°p), 1 o
1€ o s 0f + inito — + finato. (4.60)
e TR L A finito) = g2

. entao
Pelo mesmo argumento anterior, O valor de T 2,, é, ,

Dia, . ie® ie°pu 1 + finito. (4.61)

_—

¥ 247r €
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Assim, Vemos que as partes infiy

: . itas d Ao :
sio de fato iguais. Somando ents, essas familias e dos diagramas que as originam
igualdade C = A dos Coeﬁcientes(zios e diagramas de trés pontos tem-se a
s . . 0Ss cOnt . i
validade das identidades de Ward ratermos de renormalizacdo, corroborando a

: N 5 entre as fun = i . :
respeito as quantidades infinitas das mesmas Goes de dois e trés pontos, no que diz

A ultima verificagio a ser fe ]
elta 3 5
e o eime e todasser;: ? dfitl relacio entre as fungbes de trés e quatro
S Tamilias que podem ser { i
: 5 construf artir
diagramas de trés pontos somos levados aos cinc o

2 0 conjuntos mostrados na tabela II, no
ﬁna}l) dif:l}ss(;iili‘;uma quef POSSuem entre seus elementos diagramas divergentes.
ar com il o
a familia Q_ 1, formada da unidio de T""1 yeT™’1,. Trata-se

de um conjunto de nove elementos, mas apenas os dois primeiros sao divergentes.

) dPk 1 Bap
QD71.1 o 4@32 € L ] € P
o B0 ] erP o R+ B2 Tkl m) (4.62)
com,
dPq  gasi(p+2k +2g+1),i €% ,
klm) = —é 26/ g . .
iet o (2p + 2k + 2q + 1) 9o
i Yy o
= 2271_350: (p+l+k)1fd q(p+k+q)2(p+k+q+l)2q2
' il — 29,[0” ~ B]
’1,64 : 1 —?,7'('2[ (2/6 + 2p + l)ua,a + Zauaa 2gua[@ e
= o Ty Ht k)~ : dxdz ot = T ( )

A contribuicdo divergente de (4.64), quando este 6 substituido em (4.62), vem do seu

Gltimo termo entre colchetes acima, de modo que

1 3, zl—D/zwz—D/z o
B, oPeT dzdydzdw 1Y & Fifut
D7 €€, "€lau D . "
QDgl.lw, = ——__—_2371'4 ]d k/O -[—ccy(l i xy)]z D/2 [k2 + Qkf o g]
(4.64)

= ’___ieﬁgu,,l + finito
125 &
= U
Eom f:f(z,y7'z7w’l1m7p)eg ;
: - bém,
mesma forma de Qf,;l.l v tem-se tam

D7
. t
(x,y,z,w,l,m,p). Uma vez que QDB]- 2,, tem a

D7 i66g#“"_1- + finito. (4.65)
Qpal'z'“” = 12n% €
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A préxima familia, Q®” :
. . : Dszlw é form L
conjunto de seis elementos maé ada pela unizio de T 2,

a.[)e]]as 0S 1 c T 92 [ ata-se de
O.E - ‘l' r | II
: I 1 :lBiIOS Sao0 dl

vergentes.

Qngz.l,uv = 8'ie'2,LLEguﬁdek(QW)D__i_—GBapkp
(P+l+k)2_]€TUua(Pal:k)

6

. 1€ 1
= —23’”35”&;26”&0[ dPL ko(p+k)o N
o D+ I+ R2R(p+ k2D T4t

e, 1
e o

942 = + fzmto. (4.66)

E pelo mesmo motivo anterior,
QD72 2 B ieﬁguu 1 i

Como espera'xdo, os infinitos das familias QEZlW e Q‘;;;zw cancelam-se. Além dessas,
outras familias de diagramas de quatro pontos, contendo elementos divergentes, que se
originam de diagramas nulos ou finitos, surgem. Mas o cancelamento das partes diver-
gentes sempre ocorreré, garantindo normalidade. Assim os conjuntos de quatro pontos
que restam sao aqueles provindos de D12, D13 e D14, mostrados na tabela 1L Ne-
phum problema no célculo das integrais ocorre, e os resultados confirmam a relagao entre
familias. Levando em conta o fator combinatorial dois, associado ao vértice quadriline-
ar, a conclusdo final é que o coeficiente E do contratermo de e2A* A, p'p tem o valor,
E — C = A validando as identidades de Ward para a aproximacao de dois loops.
Deve-se ainda dizer que existem diagramas de seis pontos, referentes a fungio T8,

que possuem infinitos. Estes sao:

de um termo do tipo Atp)® para gerar um
ficiente do contratermo correspondente, renor-

to com O CO€ i ] s
scalares. A inclusdo desse novo vértice ocasiona o surgl-

do para (02 na aproximagéo de quatro

Isso leva a necessidade da introdugao

vértice de seis linhas que, jutt
maliza a funcdo de seis pontos € e
mento de um diagrama divergente contrl lul e
loops. Mas como foi mostrado em [14}:0 ya.0r ’
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A1)
= 1?\, 2 2
= P +2p%In

2
G :
274 e o ) nito
Escolhendo um A da ordem de ¢2
a contribuic3 :
quando comparada a D12, D13 ¢ D14. N tribuigdo acima passa a ser muito pequena
tidade e considerar que os coeﬁCientes.d estas condigdes, pode descartar-se essa quan-
; 0s contraterm e

apenas da carga renormali Senlid os de renormalizagdo depe

RELoY _ zada e. Isso facilitars os célculos poster: : P
a analise que se deseJ a mostrar. posteriores, sem comprometer

Os diagramas de quatro pontos escalares qu
vértice quadrilinear dentre as linhas d o pOd?m ser formados, introduzindo um
e 0.2 : e gauge dos diagramas de dois loops da fungao

' B , embora possam. parecer divergentes, ndo o sio. O motivo disso
esta no 1ato do campo d.e Qh?rn~81mons, e, por consequéncia, o seu propagador, ser
composto pelo teinsor anti-simétrico €,,, que, muitas vezes, torna trivial as integra; oes
nos loops subseqiientes, deixando o resultado final livre de infinitos e fazendo com Ee a
auto-interagao polinomial A(p'y)? ndo se faga ser induzida. q

Concluimos assim a discussdo sobre a renormalizacdo do modelo e a verificagao das

identidades de Ward.

Passemos entdo ao estudo da propriedade de escala das fungoes p{m2 renormalizadas.

4.3 O grupo de renormalizacao.

As relacOes entre as quantidades nio-renormalizadas e renormalizadas (4.20) e (4.21)
permitem deduzir a partir da agao efetiva a seguinte igualdade para as funcoes de m+2n

pontos

im2n) i __,qm’e[h)\o,e) = ZﬁZfI‘ﬁ’_?ﬂ(..,pn, il By s ) (4.68)

0.“-1“-#771

onde as r(m2n) o34 finitas no limite ¢ — 0. Deixamos explicita nas fungdes gama, 2
1 eeefd ) & :
dependéncia dg constante de acoplamento A do termo de interagao queé g.ara.ntﬁe a renor
os desconsiderando a sua contribuigdo para os

malizabilidade do modelo, embora estarem
demais elementos. : | ~
Para fazer 2 renormalizagao; introduziu-se 0 parametlro :1 ,corrcll 'dlmenstaomiz rﬁlzs:f?nz
i ional. Além disso, [ ta
fim de deixar a constante de acoplamento € adimensl e Oténd;S i ln[ﬁ] s
a escala d gia, pois a$ funcoes de m + 21 pontos co p L
scala de energia,

sendo um momento externo t1pico-

7l

s — R O —r e



Desd , obtida através : fhhzcaltda sdo ditadas pela equacio de
ma. Desde que as quanti . a0 do oper d b
scrita em termos dis tidades néo-renormalizadas tal conlfo ador p na equagdo aci-
e mesma; s ) aparecem n :
dad : S, nada mais so do que referénci 1% na Lagrangiana
quantidades renormalizadas ou seja, finitas erencias nas quais definem-se as
?

, que sa0 1 : = w
apenas o lado esﬁqugrdo de (4.68) possui dependéncia (215 ObJefJOS com interpretagio fisica,
Essa dependéncia se d4 por meio do coeficiente Z 0 parametro u.
’ . » que, na consideragio feita, é 3
somente de e(y), € também por meio do argumento da funcao I'{™2V et ow

seguinte equacao: hnopin . Assim, tem-se a
0 0 0
= e it e m,2n
[,LL B,UI 6 ae IB/\ R an)'d¢ medA]FELl”iT)n (..,pn, N )\’ Ly 6) =0 (469)
com
de 1 u 82 1 p 02
ﬂez,u’_—a Yd :____‘P’ :——‘u’—___/}— — _CQ
du » 2ZﬁP Ou Yda 5%, AL ; Ba 'Ujd,u. (4.70)

Outra equacdo é obtida, ao analisar as propriedades de homogeneidade das fungoes
1PL. Lembrando que, em unidades de massa, a dimensao dos campos ¢ e A¥ num espago-
tempo de dimensdo D arbitraria sao D=2 ¢ D=L respectivamente. Entdo da acdo efetiva,
descobre-se por analise dimensional o valor dmon = §(m~+2n+2) —me—2nd+D, lembrando
que c e d sdo a dimensao de escala dos campos de gauge € escalar respectivamente, para
a dimensdo de FLTQE‘,)R A fim de facilitar a comparagao com a transformacdo cléssica

anterior substituimos 1 =cel /2 = d. Logo também temos a seguinte equagao

(m;20) (4.71)

s é a varidvel utilizada para escalar 0s momentos. Sua solugdo €

dm,2n T (M:27) i ,A)- 4.72
I‘(m,zﬂ) ("; Spnu “Sqm: Si“"? €, )‘) = : FE;TPm (“;pna Qm: M’ - /\) ( )

p1-e-pm .
7 2 de (4.69) com (4.71) encontramos 2 equagdo que
imi nando p e ;
:10 hrr'ute € —’mgértgir;to du fu%@es 1PI renormalizadas, quando escalamos 0S S€us
mariza 0 CO _

momentos externos
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o dm 2n — MM — .
(D) Vda 2nr¥d¢]]:‘£?,2:2_ (": 8Pn; ..80m, €, A: ,LL) =0. (473)

também

o ; i possivel verificar .
transformacao de dilatacdo pode vir a ser considerada, co il o

: i Mo uma simetria aproximad
et B s _ ; proximada para
Zc;rend ; . parte%ni}:ﬂdn. Os coeficientes definidos em (4.70) poderiam, em principio
0s contratermos, cas ic3 ; ,

, Caso outra prescri izaca
e p ¢ao de renormalizacao fosse

A fungdo B é calculada via (4.22), agora simplificada para ey = ey

(S0

b

860 = e de

il ¢ g€

Op du

de onde concluimos B, = 0 no limite ¢ — 0 . Diferente da eletrodindmica quéntica ,

QED, cuja fungdo 3 indica um crescimento da constante de acoplamento com a escala de

energia, invalidando a teoria de perturbagoes no regime de altas energias , e também da

cromodinamica quéntica que apresenta um decréscimo da constante de acoplamento com

o crescimento da energia dando origem ao fenémeno da liberdade assintética. A teoria

em questdo possui a caracteristica peculiar de que o pardmetro e nao varia com a escala
de energia . : '
Y4, ¢ obtida diretamente de (4.70) com Zg =1+ A =1+ 57 oque dd

pie+

€
9 =0 (4.74)

1 1 7ed ude 7et

o = i gy L)~

(4.75)

usando (4.74) . A rigor, teriamos ainda em (4.75) o acréscimo de um termo proporcional
a )2, Mas o célculo da funcao B, incluindo o diagrama de quatro loops mostra que 0
resultado em (4.75) ¢ de fato a parte dominante .

Y4, 6 igual a zero pois como dissemos antes, 0 campo de Chern-Simons nao precisa
A b)

oo a i implicando B = 0 e
de renormalizacdo infinita na ordem de aproximagao considerada implica

Consequentemente Gy = : ! d ara resolvé-la fazemos a mudanga u —
69) fica bastante simplificadd eReis v+ : =
M(tjA§O;?MZé§IiiLO a fungao ;\(t) com a condigao At = O) = aminlc Duie S

ser resolvida é

(4.76)

; .
D, DD _ gy ) oo T
8t | dt OA
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D —

que pode ser integrada imedig
derivacdo total em t tamente, pois as deri
GHYA - O resultado ¢ erivadas entre colchetes equivalem &

(m,2n)
Pul,---#m("’ Pn, .., m,, U4, €, /\) = I‘(m,Qn)

p‘l""“m("’pn’ s Qm,y e't)ua €, ;\(t))e—‘Zn fot 7y

- S—zmdg,FLm,zn) ( p 2 5\( )) (
s i 1y N3 1y -0y Yy SILL, e) S : 477
Na ultima linha fez-se et = s. )

Os momentos sao entdo escalados e a, propriedade (

forma na qual as funcdes renormalizadas escalam sl bage
bl
T2 (oo 8Pns oos 8Gms 1y €, ) = glman=20v, m,2 >
P1seeelm my ) €, ) 5 dwFEA?,..zln(“’pna":qmaﬂa €, )\(S))

4
D_mc‘zn[d—é—ig]r(m,?.n)

LB s D)t s 1 £ ]
(4.78)

=8

A -relz.lga.o (4.78) acima mostra-nos um desvio da férmula esperada classicamente (4.8).
Isso significa que a transformagéao o(x) = e*%p(e®z), A¥(z) — e*A*(e®z) ndo configura
uma simetria quando as correcdes quanticas sao levadas em conta . Dizemos entao que
ocorreu uma quebra da invariancia de escala . Vemos, claramente, a mudanca na dimensao
de escala do campo escalar, d — d — %:—2 O valor 7y, é a chamada dimensao de escala
an6mala e ndo deve ser confundida com aquela obtida por meio de andlise dimensional.
Esta dltima, como dissemos antes, vem sempre a Set uma transformacéo de simetria para
qualquer teoria, a outra, como acabamos de ver, nao.

Ainda deve ser dito que 7, tende a diminuir o valor da dimensgo de escala do campo
escalar, o que vai contra uma conjectura [6] na qual os campos bosonicos, ir.lteragindo
com Chern-Simons, sofreriam acréscimos em suas dimensdes de escala, aproximando-as

alor d =1 em 2+1 dimensoes.

dos campos fermidnicos com V: ’
Essa suposigao, que como vemos, néo € corroborada pelos célculos, deve-se ao estudo do
3

fendmeno de transmutagao estatistica onde béson§ podem mudar sua estatistica prlmeiro
para uma fraciondria € depois para a de Fermi-Dirac , alterando o seu momento angular

intrinseco de um niimero inteiro para semi-inteiro. Vimos a manifestacdo desse fenomeno
no capitulo anterior quando estudamo

g o momento angular andmalo.
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Tabela I : Conjuntos de diagramag originados das f,

ontes de divergencia 1. Apenas a parte infinita

e apresentada ea abreVla 0 S P ]. S1 I C t
Ca 3 s ‘
gnl ica’ Sem parte inﬁni a’.

e e

Fonte
Conjunto
i .
2 e S ;
D12 D12 4
T = _2ie’ (p+p),
9%mn" ¢

D13 oL 2t -
L 24n" ¢ 3 el

fnr S.PI o
F&_’ +
+
P
' i S.p.l
D14 Dl4_ 2ie P, Tmz'ﬁe—f o
Lum ar e e i
T
satiner o
SP.I
S.P.I
S.PI
75



Conjunto
'L "’pl P L@ﬁ
i -
P12 XL,
K -2i¢’ By + 4ic
n g
1’1 +
D13 7 gmv gL
41} —4ie’ - 4ie’ 8
Rl s e SP.I SPI
_§:§'_\T e = L G
i L S.P.I SP.I SP.I S.P.I
L,

Lo /”’\
iMMiMM\J%

S.P.I S.P.I
/"O"l”_ //‘O"lA
W wlp g imv mvg j“"
—416 By '—457 e S.P.I S.P.I
96Fc 96mn

WWWW
m@? W
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Tabela 11 : Continuacao.

+
1 i i
i l}l m, m, lu
TD7 D7
2p QD92 v: - 8id gy — 8id S
H 9%n g 9%mn" ¢

D9
T SPI SPI S.P.I S.P.1
+
+ +
]u ;\l im m i il
TD7 3 e i
Ip QD7 — 4136 gpv 4166 gp.v
D9y v 481 ¢ 487 €

T

. S.PI S.P.I S.P.I
+ +
L Am, mh Ak L
mf Al ? SP.I
SPI S.Pl S.P.I
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Capitulo 5

Conclusoes.

EStUdfme a simetria de dilatag&o no nivel cléssico, vimos que, para as teorias abelianas
em questao, do campo escalar complexo e a do campo espinorial, ambas acopladas minima-
mente COmM 0 Campo de' gauge de Chern-Simons, niio existe nunhuma anomalia relacionada
com os geradores de dilatacao.

Nossa analise foi feita, usando o procedimento de Dirac de tratamento de teorias
com vinculos para determinar a algebra dos geradores do grupo de Poincaré e do grupo
conforme, de uma forma mais rigorosa. Isso extende a concluséo dos autores de [8] que
mostraram, além de outras coisas, que a carga de dilatagdo para a teoria do campo escalar
sem acoplamento com campos de gauge, é o gerador das transformagoes de dilatacao.
Assim, o resultado obtido a partir do operador ndo local de momento angular, para
mostrar, de outra maneira, a possibilidade das entidades anybnicas que obedecem a uma
estatitica intermedidria entre bésons e férmions nao implica o surgimento de uma anomalia
para a dimensao de escala dos campos. Talvez uma ané,lis’e mais profur}da da- élgfabra dos
geradores poderia dizer se & {inica caracteristica evidente é mesmo O spin fra(?lonano para
as particulas descritas pelos modelos, considerando tambem~o caso néo abeliano. .

Conclufmos, também, ao computar 0 efei_to das corregoes quar}gcai.,dqge od;ni;,; rg
de regularizagao dimensional mostrou-se eficiente, respelte‘mdo as identi z’a, es r

ili nca do simbolo anti-simetrico €y, Nao
amplamente utilizadas em [16]’ me§m9 com’a pre(sie : estudada (2 loops) [27]. Com isso
implicando em nenhuma inconsisténcia ate a oOr :mmos it
confirmamos os resultados de [16] para oS contra ter

-Simons.
campo escalar acoplada ao campo de gauge de Chern S1h

78




79



Apéndice A

Lema para a inversao de
supermatrizes.

Lema: Seja uma matri i go . Ll
e riz C(g¢*, 0%), fungdo das varidveis ¢* e #* que comutam e antico-
mutam respectivamente,

C(q",6%) = Co(g") + Cal(q')8 + Caplq")076% + ... (A1)

(ondg O 0 0an .. BB matrizes) possui uma inversa, se e somente se sua componente
Co(q?) possui uma inversa.
Prova: Considere B a inversa da matriz C,

B(qi’ B By (qi) i Ba(qi)ga + Bag (qi)gﬁga + . (A.2)
A condicao
CB=1 (A.3)
implica
CoBo = I (A4)
COBa + CaBO = 01 (A5)
(A.6)

1 L
CoBaﬁ — i(CaBﬁ — CﬁBa) + Copbo -
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B

Esse sistema de equacgdes

pode ser resolvido, se e SO i i
A mente se C| Possul uma inversa
Nesse caso, a SOlugao € unica e tem g forma : 0 :

BO = CO_IJ (AT)
1 By = ‘_Co—lcac(l—la (AS)
i —1 = %
Bag = DG (Glh 00 - Cria oY - copieh e (A.9)
A inversa a esquerda é também a inversa & direita, isto é, temos,
CB=BC=1] (A.10)

mesmo tendo ndmeros 8% que anticomutam. Isto completa a prova.
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Apéndice B

Integrais regularizadas

dimensionalmente e dos parametros
de Feynman.

1 D
/de | laaoy 8 T'(a— 2)
i ¢ o ; T D -
(k? + 2k.p — M?) T'()(p? + M2)e-% (B.1)
k . NG
dPk = i Z1+2a7_% ) S
/ (k2 + 2k.p — M?)~ ‘ FMMﬂ+Mﬂw%(p) (B.2)
k. k 2 D
d’k L = Wy
f (k2 +2k.p— M?)*  T(a)(p*+ M2)°~% lpup (@ = 3)
v D
(e —1- )" + M) (B.3)

rmulas acima, prlmelramente reduzimos os vérios propagadores que

Para aplicar as 0
o das integrais parametncas

compdem um grafico com 0 auxili

Heae N0
L e e [ dz;. f dmnxfl 2 }jza, ) (B.4)
ai"ag‘...ag F(al F(an a’ Zyt - ana:'n,] :
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e Fe 5 .
formula, yhman sao resolvidas na etapa final com o uso da

1
f dCC.LE—l-E'a(l -z —-148 i I‘(O{)T(ﬁ)
0 ) T(a+B) .
Outra integral dtil no cdlculo dos diagramas ¢ a seguinte:

L 1
I:/ dl?dy—yr=/ dzd 1 |
i y 1 —_— = 8
g L 0 [-(1 —zy)zy]z 2 (B-6)

Para provar isso, faz-se a mudanca de varidveis ' = zy de modo que,

I 1/dd.[yd ! LI
= = Y :L“'——T B dy{=sin~ (=92 y
t Jo 0 [(1-—2)z2 i /0 y{ sin™ (=22 + 1)\0}

1 1
= —./ dy {—sin_l(—2y+ L) E}
1 Jo 2
fazendo outra mudanca, y' = —2y + 1, obtém-se o resultado desejado:

s

1 . Lol 7T_
I—Q—Z,f—ldysm y+£—2i.

A funcdo I'(—n + ) no limite z — 0 tem a seguinte expansao:

(=11

I'(-n+z)= o [—cE + i (n+1) + O(z)], B.7)
com
; : B.8
g+ =1tz +to—7 (B.5)
€Y= 0.577. ’
Outra expansao util &
2 E 1/2 2In2) + 0(62) (Bg)
T cfp) il s 0
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