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RESUMO

Este trabalho aborda as teorias de gauge nos formalismos de primeira ordem, em particular a
teoria de Yang-Mills. É mostrado que os formalismos de primeira e segunda ordem da teoria de
Yang-Mills são equivalentes ao nível clássico. Ambos os formalismos são quantizados e as regras
de Feynman correspondentes são obtidas. Para verificar a equivalência ao nível quântico são
calculados os diagramas de Feynman de 1-loop à temperatura zero e à temperatura finita, onde é
usado o formalismo do tempo imaginário para estudar o comportamento à altas temperaturas.
Neste regime é verificado a equivalência das auto-energias dos bósons de gauge, assim como o
fato dos demais diagramas possuírem uma dependência subdominante na temperatura equivalente
ao o mesmo tipo de divergência logarítmica dos diagramas à temperatura zero.

Palavras-chave: Teorias de gauge, Teoria de Yang-Mills, Formalismos de primeira ordem,
Diagramas de 1-loop, Temperatura finita.





ABSTRACT

This work deals with gauge theories in the first-order formalism, in particular, the Yang-Mills
theory. It is shown that the first and second-order formalisms of the Yang-Mills theory are
equivalent at the classic level. Both formalisms are quantized and the corresponding Feynman
rules are obtained. To verify equivalence at the quantum level, one-loop Feynman diagrams
are computed at both zero and finite temperature, where imaginary time formalism is used to
study the high-temperature behaviour. In this regime, we verify the equivalence of the gauge
bosons self-energies, as well as the fact that the other diagrams have a subdominant temperature
dependence, which has the same type of logarithmic temperature dependence as the divergent
part at zero temperature.

Key-words: Gauge theories, Yang-Mills theory, First order formalisms, 1-Loop diagrams, Finite
temperature.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Um dos princípios físicos que verificamos na natureza é a relação entre simetria e leis de
conservação, através do estudo desta relação é possível compreender a dinâmica do fenômeno
físico e construir uma teoria que descreva esta interação.

No início do século XX a simetria de Lorentz foi descoberta de forma independente por
Lorentz [1], Einstein [2] e Poincaré [3], possibilitando o desenvolvimento da teoria da relatividade
restrita. Segundo esta simetria todos os observadores que estejam em um determinado referencial
inercial, mesmo que estejam se movendo um em relação ao outro, obterão as mesmas leis físicas
do fenômeno que é observado.

Posteriormente Weyl [4] ao propôr uma descrição unificada da gravitação e do eletromag-
netismo em que os vetores podiam alterar também o seu comprimento através de um transporte
paralelo, acabou definindo a chamada invariância de gauge1.

Apesar desta primeira tentativa de unificar o eletromagnetismo e a gravitação não ter
tido sucesso, verificou-se que a invariância de gauge implica na conservação das cargas elétricas.
Em outro artigo, Weyl [5]2 conseguiu derivar o eletromagnetismo a partir da ideia de que a
invariância de gauge pode ser tratada como um princípio de simetria e substituindo a derivada
ordinária pela derivada covariante.

Assim com o advento do conceito de simetria de gauge juntamente com a quantização
do eletromagnetismo foi possível o desenvolvimento no final da década de quarenta da QED3 de
forma independente por Sin-Itiro Tomonaga [7], Julian Schwinger [8, 9] and Richard Feynman
[10, 11, 12]. A QED descreve a interação dos campos eletromagnéticos, cujos bósons de gauge
são fótons, o grupo de simetria da QED é o grupo U(1).

1 Conhecida também como invariância de calibre, a ideia desenvolvida por Weyl era de que escalas de comprimen-
tos e tempos seriam calibrados por fatores não integráveis e

e
γ

∫
dxµ Aµ

, onde Aµ seria o potencial eletromagnético,
possibilitando desta forma que o eletromagnetismo fosse descrito em termos da conexão entre escalas locais.

2 Weyl considerou a formulação do princıpio de invariância local desenvolvida por Fock em [6].
3 Eletrodinâmica Quântica.
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O desenvolvimento da QED serviu como modelo para a elaboração de outras teorias de
gauge, que pudessem descrever através dos princípios de simetria outras forças físicas existentes
na natureza, tais como: a força fraca, que está presente em fenômenos radioativos e a força forte
ou nuclear, que participa de fenômenos físicos nucleares.

Yang e Mills [13] ao estudarem a interação entre prótons e nêutrons, considerando o
princípio de simetria de gauge das rotações do spin isotópico acabaram desenvolvendo uma nova
teoria, conhecida como teoria de Yang-Mills. Os campos que aparecem na teoria de Yang-Mills
não possuem massa, este fato acabou dificultando à aplicação desta teoria para explicar as
interações que ocorrem sob forças fortes ou fracas.

De fato, como os fenômenos descritos sob forças fortes ou fracas ocorrem em curto
alcance e as partículas envolvidas na interação são massivas, as partículas sem massa da teoria
de Yang-Mills eram uma objeção para que a teoria fosse utilizada para descrever tais fenômenos.

Esta dificuldade foi solucionada com o desenvolvimento da teoria eletrofraca de Glashow-
Weinberg-Salam [14, 15, 16], que ao adicionarem à teoria um novo campo, chamado campo de
Higgs, conseguiram contornar o problema da natureza sem massa dos campos de gauge da teoria
de Yang-Mills e possibilitaram a descriçao unificada das forças eletromagnéticas e fracas. Na
teoria GWS4 os bósons de gauge são fótons, bósons W e bósons Z, sendo o grupo de simetria da
teoria de GWS o grupo H = SU(2) x U(1).

No caso das interações fortes foi possível contornar este problema da teoria de Yang-
Mills após a descoberta da liberdade assintótica feita por Gross e Wilczek [17] e de forma
independente por Politzer [18]. A liberdade assintótica possibilitou a descrição para altas energias
das interações entre as partículas que estão à uma pequena distância, na medida em que com
esta propriedade as interações são tratadas como assintoticamente fracas, dando origem assim à
teoria conhecida como QCD5, cujos bósons de gauge são glúons e que possui como grupo de
simetria o grupo G= SU(3).

Este trabalho tem como objetivo abordar as teorias de gauge em formalismos de primeira
ordem e verificar efeitos térmicos, tendo como base para este estudo a teoria de Yang-Mills, que
como vimos é uma teoria de gauge que serviu como impulso para o desenvolvimento de outras
teorias como a QCD e a eletrofraca. Assim será desenvolvido alguns resultados já conhecidos,
porém através da perspectiva destes formalismos de primeira ordem conforme os artigos de
referência [19, 20, 21, 22].

No segundo capítulo será feita uma revisão das teorias de gauge a partir das transfor-
mações locais, abordando primeiramente as teorias abelianas, onde será constatado que através
das transformações locais abelianas construímos a lagrangiana da teoria da QED e posterior-
mente abordando as teorias não-abelianas, verificando que a partir das transformações locais

4 Glashow–Weinberg–Salam.
5 Cromodinâmica Quântica.
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não-abelianas obtemos a lagrangiana da teoria da QCD.

No terceiro capítulo será feita a revisão da quantização da teoria de Yang-Mills através do
método usual de Faddeev-Popov [23]. Posteriormente será verificado que além do formalismo de
segunda ordem comumente utilizado para estudar a teoria de Yang-Mills é possível desenvolver
o estudo da teoria em outros formalismos.

Esses outros formalismos são o formalismo de primeira ordem, que possui a vantagem
de simplificar os vértices de interação da teoria, eliminando o vértice de interação entre os
glúons presente no formalismo de segunda ordem, acrescentando em contrapartida propagadores
mistos; e o de primeira ordem modificado, que também não apresenta o vértice quártico de
interação entre os glúons, assim como ocorre no formalismo de primeira ordem, além de não
apresentar propagadores mistos. Neste capítulo será verificado também a equivalência clássica e
quântica dos formalismos de primeira ordem com o formalismo de segunda ordem da teoria de
Yang-Mills.

No quarto capítulo serão obtidas as regras de Feynman para cada um dos diferentes
formalismos, que serão utilizadas no quinto capítulo ao estudar os diagramas de 1-loop em cada
um dos formalismos, tendo em vista verificar através de um cálculo explícito a compatibilidade
quânrica entre os diferentes formalismos.

Para verificar efeitos térmicos da teoria nos formalismos de primeira ordem é feita uma
revisão da teoria quântica de campos à temperatura finita no sexto capítulo, introduzindo o
formalismo de Matsubara que será utilizado para abordar a teoria de Yang-Mills à temperatura
finita, além de obter as regras de Feynman da teoria térmica.

No sétimo capítulo é desenvolvido o cálculo das funções de Green térmicas utilizando
o formalismo de Matsubara e é introduzindo o conceito de amplitudes frontais, além disso é
definido o limite de hard thermal loops que no oitavo capítulo será utilizado, juntamente com
o resultado obtido no cálculo geral das funções de Green térmicas para calcular os diagramas
térmicos de 1-loop da teoria em cada um dos diferentes formalismos.

Neste trabalho foi utilizado o sistema de unidades naturais h̄ = c = 1. A métrica de
Minkowski, ηµν , possui por convenção o sinal (+, -, -, -). As coordenadas espaço-temporais
xµ possuem índices gregos como rótulos (µ , ν , σ ,... = 0, 1, 2, 3), sendo a coordenada temporal
designada por x0 = t, enquanto que as coordenadas espaciais apresentam índices latinos (i,j,k,...
= 1, 2, 3). Definiu-se o funcional gerador, assim como as lagrangianas da seguinte forma: no
formalismo de segunda ordem respectivamente Z(2Y M) e L (2Y M), no formalismo de primeira
ordem como Z(1Y M) e L (1Y M) e no formalismo de primeira ordem modificado como Z(1MY M) e
L (1MY M).
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CAPÍTULO

2
TEORIAS DE GAUGE

As teorias de gauge são teorias quânticas de campos nas quais as lagrangianas que as
descrevem são invariantes sob um conjunto de transformações de gauge que constituem os
grupos de simetrias, estes são grupos de Lie cujos geradores formam uma álgebra de Lie.

De fato, um dos pressupostos de uma teoria de gauge é a ideia de que não há apenas
transformações globais, mas que a natureza também apesenta simetrias sob transformações
locais. Uma transformação global ao ser aplicada à um campo altera a fase do mesmo, porém
esta mudança não depende do espaço-tempo, já as chamadas transformações de gauge, são
transformações locais que fazem com que os campos associados à uma determinada partícula
mudem de fase de forma diferente em cada ponto do espaço-tempo.

As transformações pertencentes aos grupos de Lie podem ser representadas por matrizes
e exceto o grupo U(1), cujas transformações representam mudanças de fases, todos os outros
grupos de Lie são não-abelianos, isto é, o comutador de dois geradores do grupo é não nulo.
No modelo padrão os grupos de simetrias são SU(3)×SU(2)×U(1) 6, já para teorias além do
modelo padrão os grupos de simemtrias usuais são SU(N) e SO(N).

Conforme o desenvolvimento realizado em [24] verificaremos que uma teoria de gauge é
construída a partir de simetrias locais. Primeiramente ao considerarmos a localidade do grupo
de simetria U(1), que resultará na lagrangiana da QED e no segundo caso ao considerarmos a
localidade do grupo de simetria SU(N), que resultará na lagrangiana de Yang-Mills.

2.1 Teorias abelianas

Uma teoria de gauge é considerada abeliana quando duas transformações pertencentes
ao grupo de simetria comutam e desta forma não importa a ordem na qual as transformações são
aplicadas ao campo, pois o resultado final será o mesmo. A teoria da QED possui como grupo

6 O grupo de gauge da interação forte é o SU(3), já o da interação eletrofraca é o SU(2)×U(1).
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de simetria o grupo de Lie U(1), sendo consequentemente uma teoria abeliana, verifiquemos a
seguir que ela resulta ao considerarmos a invariância de gauge da lagrangiana de Dirac.

2.1.1 Transformação abeliana global

Considerando a densidade de lagrangina de Dirac para o elétron livre :

L = ψ(x)(i/∂ −m)ψ(x) (2.1)

Sob uma transformação global U = eigθ , os campos se transformam da seguinte forma:

ψ(x)→ ψ
′(x) = eigθ

ψ(x)

ψ(x)→ ψ
′(x) = ψ(x)e−igθ

(2.2)

Logo, verificamos que os campos mudam de fase, sem depender da posição espaço-
temporal e consequentemente temos que a lagrangiana é invariante sob esta transformação global
U. Estas transformações globais conservam algum número quântico do sistema.

2.1.2 Transformação abeliana local

Se impormos a dependência da fase em relação à coordenada espaço-temporal, teremos
uma transformação local definida como sendo U(x) = eigθ(x), sob esta transformação os campos
da lagrangiana de Dirac (2.1) se transformam da seguinte forma:

ψ(x)→ ψ
′(x) = eigθ(x)

ψ(x)

ψ(x)→ ψ
′(x) = ψ(x)e−igθ(x)

(2.3)

Sob esta transformação local a lagrangiana de Dirac acaba não sendo invariante, como
vemos a seguir:

ψ(x)(i/∂ −m)ψ(x)→ ψ
′(x)(i/∂ −m)ψ ′(x)

= ψ(x)(i/∂ −m)ψ(x)−ψ(x)γµ
ψ(x)∂µθ(x)

(2.4)

Porém podemos fazer com que ela seja invariante, para isso devemos encontrar um termo
adequado para a derivada que cancele o termo proporcional à ∂µθ(x). Definimos com este intuito
uma derivada covariante Dµψ(x), que deve se transformar da seguinte forma sob a transformação
local:

Dµψ(x)→ D′µψ
′(x) =U(x)Dµψ(x) (2.5)

Visando satisfazer esta condição define-se a derivada covariante como sendo:

Dµ = ∂µ − igAµ(x) (2.6)
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onde g é uma constante de acoplamento dos campos gluônicos e o campo vetorial Aµ(x) é
introduzido visando eliminar o termo extra da lagrangiana (2.4), que possui dependência de
∂µθ(x).

Utilizando a definição da derivada covariante (2.6), obtemos que Aµ , para satisfazer a
condição (2.5), deverá se transformar da seguinte forma:

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x)−
i
g

U−1(x)∂µU(x) (2.7)

Utilizando este resultado, verifica-se que a derivada covariante se transforma assim:

Dµ → D′µ = ∂µ − igA′µ(x) = ∂µ − igAµ(x)−U−1(x)∂µU(x) =

= ∂µ − igAµ(x)+U(x)∂µU−1(x) =U(x)(∂µ − igAµ)U−1(x) =

=U(x)DµU−1(x)

(2.8)

Uma vez definido como os campos e a derivada covariante se transformam, temos que a
invariância da densidade de lagrangiana sob a transformação local é dada por:

L →L ′ = ψ
′(x)[i /D′−m]ψ ′(x) =

= ψ(x)U−1(x)U(x)i /DU−1(x)U(x)ψ(x)−ψ(x)U−1(x)mU(x)ψ(x) =

= ψ(x)[i /D−m]ψ(x)

(2.9)

Para que o campo Aµ possa ser expandido em termos de operadores de criação e aniqui-
lação é preciso de um termo cinético para Aµ , sendo que este termo não deve alterar a invariância
da lagrangiana. Para obter este termo cinético utilizamos o comutador das derivadas covariantes:[

Dµ ,Dν

]
= DµDν −DνDµ =

= (∂µ − igAµ)(∂ν − igAν)− (∂ν − igAν)(∂µ − igAµ) =

= ∂µ∂ν − ig∂µAν − igAν∂µ − igAµ∂ν −g2AµAν−

−∂ν∂µ + ig∂νAµ + igAµ∂ν + igAν∂µ +g2AνAµ =

=−ig(∂µAν −∂νAµ)

(2.10)

que se transforma invariantemente por gauge da seguinte forma:

[Dµ ,Dν ]→ [D′µ ,D
′
ν ] =U [Dµ ,Dν ]U−1 =

=−igU(∂µAν −∂νAµ)U−1 =

=−ig(∂µAν −∂νAµ) = [Dµ ,Dν ]

(2.11)

nota-se que o comutador é proporcional ao tensor do campo eletromagnético Fµν = i
g [Dµ ,Dν ].

Podemos deste modo escrever a densidade de lagrangiana para a parte dinâmica do
campo de gauge em termos deste tensor:

Ld =−1
4
FµνF µν (2.12)



26 Capítulo 2. Teorias de Gauge

Desta forma obtemos a densidade de lagrangiana da QED, que descreve as interações dos
elétrons e pósitrons com o campo eletromagnético:

L = ψ(i /D−m)ψ(x)− 1
4
FµνF µν (2.13)

Verifiquemos a seguir o caso de teorias não-abelianas.

2.2 Teorias não-abelianas

A análise feita para uma teoria abeliana pode ser generalizada para teorias de gauge cujos
grupos de simetrias não são abelianos, este tipo de simetria é comumente verificada no mundo
real, como no caso da rotação tridimensional, onde rotacionar um objeto no eixo-x e depois no
eixo-z difere de rotacionar primeiro no eixo-z e só depois no eixo-x, isto significa que em uma
transformação não-abeliana a ordem das transformações altera o resultado final.

A teoria de Yang-Mills possui como grupo de simetria o grupo SU(N), sendo conse-
quentemente uma teoria não-abeliana, assim construíremos a lagrangiana desta teoria de forma
semelhante ao que foi feito para a teoria da QED.

2.2.1 Transformação não-abeliana global

Considerando a densidade de lagrangiana de Dirac para uma coleção de N campos
fermiônicos complexos:

L = ψ i(x)(i/∂ −m)ψi(x), i= 1, ..., N (2.14)

sendo i um índice de simetria interna.

Os campos sob transformações globais se transformam da seguinte forma:

ψi(x)→ ψ
′
i (x) =Ui jψ j(x)

ψi(x)→ ψ
′
i (x) = ψk(x)U

†
ki

(2.15)

Sob estas transformações globais a densidade de lagrangiana será invariante quando
U†

kiUi j = δ jk, como vemos a seguir:

ψ i(x)(i/∂ −m)ψi(x)→ ψ
′
i(x)(i/∂ −m)ψ

′
i (x) = ψk(x)U

†
ki(i/∂ −m)Ui jψ j(x) =

= ψk(x)U
†
kiUi j(i/∂ −m)ψ j(x) = ψk(x)(i/∂ −m)ψk(x)

(2.16)

Considerando o grupo SU(N), grupo de simetria da teoria de Yang-Mills, como sendo
o grupo de transformação não-abeliana global, verifiquemos algumas propriedades que ela
apresenta.
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Se as transformações SU(N) forem pequenas elas podem ser escritas da seguinte forma:

Ui j = δi j− iθ aT a
i j +O(θ 2) (2.17)

onde θ a é um parametro real e T a
i j geradores de SU(N), com i, j = 1, ...,N e a = 1, ...,(N2−

1), este intervalo ocorre pois T a
i j é uma matriz complexa N x N que possui 2N2 elementos,

considerando as condições U† =U−1 e det U = 1, os elementos dos geradores são restritos para
N2−1 elementos independentes.

Usando a condição de que a matriz seja unitária, vemos que os geradores são hermitianos:

U†U = 1⇒ T a† = T a (2.18)

Usando a condição de que o determinante deve ser unitário, vemos que que os geradores
possuem traços nulos:

log(det U) = 0⇒ Tr(log(1− iθ aT a)) = 0⇒ Tr(T a) = 0 (2.19)

Para SU(N) podemos escolher a condição de normalização como sendo:

Tr(T aT b) = T a
i jT

b
ji =

δab

2
(2.20)

Como os geradores obedecem a álgebra de Lie, temos:

[T a,T b] = i f abcT c, a,b,c = 1, ...,N2−1 (2.21)

onde f abc são constantes de estrutura da álgebra e possuem a propriedade de antissimetria.

Devido esta relação de comutação é possível determinar se um grupo é abeliano ou não,
no caso em que os geradores do grupo de simetria comutam, o grupo de simetria é chamado de
grupo abeliano, do contrário é chamado de não-abeliano.

2.2.2 Transformação não-abeliana local

Conhecendo algumas propriedades do grupo de transformações não abelianas globais
SU(N), procederemos agora de forma análoga ao caso da QED, para encontrar a lagrangiana
invariante sob transformações não-abelianas locais.

Definindo as transformações dos N campos sob uma transformação local como sendo:

ψi(x)→ ψ
′
i (x) =Ui j(x)ψ j(x)

ψi(x)→ ψi
′
(x) = ψk(x)U

†
ki(x)

(2.22)

Para que haja a invariância da densidade de lagrangiana (2.14), define-se uma derivada
covariante que atue sobre os campos fermiônicos conforme (2.6).
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Uma grande diferença em relação ao estudo feito na QED é que no caso da teoria não-
abeliana tanto Aµ quanto U são matrizes complexas N x N. Impondo a invariância da derivada
covariante, temos:

Dµ → D
′
µ =U(x)DµU†(x) (2.23)

onde U†(x) =U−1(x), que permite encontrar a forma como o campo de gauge se transforma:

Aµ(x)→ A
′
µ(x) =U(x)Aµ(x)U†(x)+

i
g

U(x)∂µU†(x) (2.24)

Com estes resultados obtêm-se a invariância da densidade de lagrangiana sob a transfor-
mação local da seguinte forma:

L →L ′ = ψ
′
i(x)[i /D

′−m]ψ ′i (x) = ψk(x)U
†
ki(x)Ui j(x)iDµU†

ki(x)Ui j(x)ψ j(x)−

−ψk(x)U
†
ki(x)mUi j(x)ψ j(x) = ψk(x)[i /D−m]ψk(x)

(2.25)

Como foi adicionado um novo campo é preciso adicionar um termo cinético à lagrangiana
que seja capaz de descrever a dinâmica do campo Aµ . Conforme vimos na QED, este termo
precisa ser quadrático nas derivadas covariantes, logo definimos o comutador das derivadas
covariantes como sendo:[

Dµ ,Dν

]
= (∂µ − igAµ)(∂ν − igAν)− (∂ν − igAν)(∂µ − igAµ) =

=−ig(∂µAν −∂νAµ − ig[Aµ ,Aν ])
(2.26)

interessante notar que caso os campos de gauge comutem é obtido o resultado anterior (2.10) da
QED.

Podemos escrever o tensor da força do campo de glúons em termos do comutador das
derivadas covariantes:

Fµν =
i
g
[Dµ ,Dν ] (2.27)

Se consideramos o fato de que o tensor de força deve se transformar invariantemente da
seguinte forma:

Fµν → F
′
µν =U(x)FµνU†(x) (2.28)

e calculando o traço do produto de dois tensores de força:

Tr(FµνFµν)→ Tr(F
′
µνF

′µν) = Tr(UFµνU†UFµνU†) =

= Tr(U†UFµνU†UFµν) = Tr(FµνFµν)
(2.29)

onde usamos a propriedade de ciclicidade do traço para obter o resultado. Como (2.29) é
invariante, logo podemos escrever o termo dinâmico usando o traço do produto dos tensores de
força:

Ld =−1
2

Tr(FµνFµν) (2.30)
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Para reescrever este termo dinâmico sem o traço, podemos adotar a representação adjunta,
onde o campo de gauge pode ser escrito em termos das bases do geradores do grupo de simetria
T a da seguinte forma:

Aµ = Aa
µT a ou Aa

µ = 2Tr(AµT a) (2.31)

onde nota-se que o número dos campos de gauge é o mesmo da dimensão do grupo de Lie.

Da mesma forma, o tensor de força do campo de glúons pode ser escrito em termos das
bases dos geradores:

Fµν = Fa
µνT a (2.32)

Assim podemos escrever o tensor de força na forma adjunta como sendo:

Fa
µν = 2Tr(FµνT a) = 2Tr(∂µAνT a)−2Tr(∂νAµT a)−2Tr(ig[Aµ ,Aν ]T a) = ∂µAa

ν −∂νAa
µ−

−2Tr(igAµAν [T b,T c]T a) = ∂µAa
ν −∂νAa

µ −2Tr(igAµAν i f bcaT aT a) =

= ∂µAa
ν −∂νAa

µ +g f abcAb
µAc

ν

(2.33)
e reescrever a densidade de lagrangiana para a parte dinâmica da seguinte forma:

Ld =−1
4

Fa
µνFaµν (2.34)

esta parte dinâmica do campo de gauge representa a densidade de lagrangiana de Yang-Mills no
formalismo de segunda ordem, que descreve a interação entre núcleons.

Se consideramos o grupo SU(3), temos um caso particular deste resultado conhecido
como QCD que representa em geral as interações de quarks com campos de glúons, dada pela
densidade de lagrangiana:

L =−1
4

Fa
µνFaµν +Ψi(i /Dµ −m)Ψi (2.35)

que é invariante sob as transformações de simetria de gauge não-abelianas (2.22) e (2.24).

Desta forma, tendo em vista que conforme obtemos em (2.34) a teoria de Yang-Mills
é uma teoria de gauge obtida considerando o grupo SU(N) de transformações não-abelianas
locais, importante notar que não consideramos a parte dependente dos campos fermiônicos para
o estudo nos formalismos de primeira ordem, pois estes formalismos não agem sobre o setor
fermiônico.
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CAPÍTULO

3
QUANTIZAÇÃO DA TEORIA DE

YANG-MILLS

A teoria de Yang-Mills é tradicionalmente abordada pelo formalismo de segunda ordem
cuja lagrangiana é dada por (2.34), primeiramente iremos verificar a quantização da teoria neste
formalismo e posteriormente veremos que a teoria pode ser reescrita em outros formalismos que
são equivalentes ao formalismo usual.

A quantização de uma teoria consiste em fazer com que um sistema clássico possa ser
descrito em termos da teoria quântica de campo, para este fim utilizamos a formulação das
integrais de trajetória, que no caso da teoria de Yang-Mills é dada pelo seguinte funcional gerador
das funções de Green:

Z[Jµ
a ] = N

∫
DAa

µ eiSY M (Aa
µ )+i

∫
d4xJµ

a Aa
µ = N

∫
DAa

µ e−
1
2 Aa

µ KAb
ν+iV (Aa

µ )+i
∫

d4xJµ
a Aa

µ (3.1)

onde K é um operador quadrático e V (Aa
µ) possui os termos de potências maiores que dois de

Aa
µ .

3.1 Quantização no formalismo de 2a ordem (2YM)

Como vimos, a parte dinâmica do campo de gauge (2.34) representa a densidade de
lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de segunda ordem:

L (2Y M) =−1
4

Fa
µνFaµν (3.2)

com Fa
µν definido de acordo com (2.33).

Assim considerando o funcional gerador no formalismo de integral de trajerória:

Z(2Y M)[Jµ
a ] = N

∫
DAa

µ ei
∫

d4xL (2Y M)(Aa
µ )+i

∫
d4xJµ

a Aa
µ (3.3)
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iremos desenvolver a quantização pertubativa da teoria de Yang-Mills seguindo o metódo
desenvolvido por Faddeev e Popov [23]. Nestes cálculos escolhemos Ja

µ = 0 de forma que o
funcional gerador7 considerado é dado por:

Z(2Y M)[0] = N
∫

DAa
µ ei

∫
d4xL (2Y M)(Aa

µ ) (3.4)

3.1.1 Problema da inversão do operador quadrático

Primeiramente mostraremos que o operador quadrático do funcional gerador (3.4) não
possui inversa e consequentemente não é possível determinar o propagador dos campos de
glúons, para isso consideremos apenas a ação do campo livre 8 conforme:

S(2Y M)
Livre (Aa

µ) =−
1
4

∫
d4x (∂µAa

ν −∂νAa
µ)(∂

µAaν −∂
νAaµ) =

=−1
2

∫
d4x Aaµ

δ
ab(−∂

2
ηµν +∂µ∂ν)Abν

(3.5)

O operador quadrático Kab
µν =−1

2δ ab(−∂ 2ηµν +∂µ∂ν) possui autovalores nulos, como
podemos observar ao fazer com que este operador atue sobre uma derivada total:

Kab
µν∂

ν
Λ(x) =−1

2
δ

ab(−∂
2
∂µΛ(x)+∂µ∂

2
Λ(x)) = 0 (3.6)

Devido a existência destes autovalores nulos não é possível inverter o operador quadrático,
pois não existe um operador Qbcγν que satisfaça:

Kab
µγQbcγν(x− y) = δ

ac
δ

ν
µ δ

4(x− y) (3.7)

Consequentemente para que o operador quadrático Kab
µν do funcional gerador possa ser

invertido é preciso remover os modos nulos deste operador fixando o gauge de forma semelhante
ao que ocorre na QED, verificaremos a seguir que utilizando o método de Faddeev-Popov
conseguimos fixar o gauge e inverter o operador quadrático.

3.1.2 O método de Faddeev-Popov

Para que possamos utilizar o método de Faddeev-Popov conforme [23] é preciso que a
medida de integração seja invariante sob transformações de gauge, assim como a ação. A ação é
invariante por transformações de gauge dada a própria construção da lagrangiana de Yang-Mills
no formalismo de segunda ordem (2.34), que é invariante por gauge.

Para verificarmos a invariância da medida sob a transformação de gauge consideramos
a transformação de gauge do campo Aµ dada em (2.24), com Aµ = Aa

µT a, na representação
7 Neste trabalho consideramos apenas o funcional gerador sem fontes.
8 A ação livre é aquela em que constante de acoplamento g é nula.
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adjunta. Escrevendo as matrizes de transformação em termos dos geradores do grupo de Lie,
conforme (2.17), temos:

U(x) = e−iθ a(x)T a
= 1− iθ a(x)T a +O(θ 2) (3.8)

Desconsiderando os termos de ordem superior ou igual à θ 2 obtemos que Aµ se trans-
forma da seguinte forma:

Aa
µ(x)T

a→ Aa′
µ (x)T

a = (1− iθ b(x)T b)Aa
µ(x)T

a(1+ iθ b(x)T b)+

+
i
g
(1− iθ b(x)T b)(∂µ(1+ iθ b(x)T b)) =

= Aa
µ(x)T

a− 1
g

∂µθ
b(x)T b +θ

b(x) f abcAc
µ(x)T

a

(3.9)

ou simplesmente:

Aa
µ(x)→ Aa′

µ (x) = Aa
µ(x)−

1
g

δ
ab

∂µθ
b(x)+θ

b(x) f abcAc
µ(x) =

= Aa
µ(x)−

1
g

Dab
µ θ

b(x)
(3.10)

onde Dab
µ é a derivada covariante na representação adjunta:

Dab
µ = δ

ab
∂µ −g f abcAc

µ
(3.11)

Logo a medida sob a transformação de gauge será invariante, como podemos verificar a
seguir:

DAa
µ → DAa

µ det
(∂Aa′

µ

∂Ab
ν

)
= DAa

µ det(δ ab +θ
c f abc) = DAa

µ (1+O(θ 2)) (3.12)

para resolver o determinante em (3.12) foi usado a identidade:

det(1+L ) = eTrlog(1+L ) = 1+TrL +O(L 2)) (3.13)

Devido a invariância por transformação de gauge do campo gluônico Aa
µ , verificada em

(3.10), temos que a integral funcional sobre o campo de gauge (3.30) possui uma degenerescência
infinita, isto significa que para cada configuração de campo Aa

µ há infinitas configurações que
são equivalentes através de tranformações de gauge, logo a integração gera termos redundantes e
consequentemente devemos eliminar essa degenerescência.

Para eliminar essa degenerescência, conforme [25], consideramos o espaço de todas
as configurações de campos gluônicos denotado por A , como vimos este possui uma degene-
rescência infinita de campos fisicamente equivalentes que estão relacionados entre si por uma
transformação de gauge, dizemos que estes campos equivalentes pertencem a uma mesma órbita
de gauge, logo A é uma coleção de órbitas de gauge.
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Para remover a degenerescência da integração é preciso escolher um campo de cada
órbita de gauge, assim escolhemos um subconjunto S ⊂A , que contém apenas campos não
equivalentes.

Tratando este subconjunto como uma superfície transversal denotada por f a(Aaµ), que
satisfaça a condição de fixação de gauge f a(Aaµ) = 0, que podemos definir como sendo:

f a(Aaµ) = Ga
µ(A

aµ)−ω
a(x) (3.14)

onde Ga
µ é um operador ou vetor e ωa uma função das coordenadas do espaço-tempo.

Seguindo o procedimento adotado por Faddeev-Popov para conseguir utilizar este resu-
tado na integral e eliminar a degenerescência do integrando, definimos:

1 =
∫

D f a
δ [ f a(Aaµ)] (3.15)

onde o funcional delta deve ter dimensão infinita, sendo que ao adicionar esta identidade na
integral original acaba fazendo com que a integração seja realizada apenas sob os campos
transversais.

Fazendo uma mudança de variáveis f a→ θ a na integral, obtemos:

1 =
∫

Dθ
b det

(
δ f a(Aaµ)

δθ b

)
δ [ f a(Aaµ(θ b))] (3.16)

Resumindo o que foi feito até agora ao considerarmos o funcional gerador da teoria
sem fontes (3.4), cuja integral engloba todos os campos incluindo os que são relacionados
por transformações de gauge é preciso restringir a integral, para isso utilizamos (3.16) e o
reescrevemos da seguinte forma:

Z(2Y M)[0] = N
(∫

Dθ
b
)∫

DAa
µei

∫
d4x[L(2Y M)(Aaµ )] det

(
δ f a(Aaµ)

δθ b

)
δ [ f a(Aaµ(θ b))] (3.17)

onde Aa
µ(θ

b) é a variável de integração muda. Apesar da integração (
∫

Dθ b) ser infinita, dado
que há infinitos parâmetros da álgebra de Lie, ao calcularmos quantidades físicas este fator será
cancelado.

Como a integral (3.17) apresenta dois fatores novos, o funcional delta da fixação de
gauge e o determinante, que são ausentes na teoria de pertubação é preciso removê-los para que
seja possível calcular expansões pertubativas.

Usando a definição de f (Aaµ) dada por (3.14) e notando que a integral (3.17) não
depende de f a(Aaµ), assim como não depende de ωa(x), além disso atentando ao fato de que
podemos multiplicá-la por uma constante sem que haja implicações físicas e escolhendo este
fator de multiplicação como sendo: ∫

Dwa e−i
∫

d4x wa(x)2

2ξ (3.18)
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reescrevemos então (3.17) da seguinte forma:

Z(2Y M)[0]∼
∫

Dwae−i
∫

d4x wa(x)2

2ξ

∫
DAa

µei
∫

d4x[L (2Y M)(Aaµ )] det
(δGa

µ(A
aµ)

δθ b

)
δ [Ga

µ(A
aµ)−ω

a(x)] =

=
∫

DAa
µei

∫
d4x[L (2Y M)(Aaµ )] det

(δGa
µ(A

aµ)

δθ b

)∫
Dwae−i

∫
d4x wa(x)2

2ξ δ [Ga
µ(A

aµ)−ω
a(x)] =

=
∫

DAa
µei

∫
d4x[L (2Y M)(Aaµ )− 1

2ξ
(Ga

µ (A
aµ ))2] det

(δGa
µ(A

aµ)

δθ b

)
(3.19)

Deste modo removemos a função delta do integrando, adicionando um expoente em seu
lugar.

Precisamos agora resolver o determinante, ele pode ser escrito como sendo uma integral
funcional em termos das variáveis de Grassmann, como pode ser visto a seguir:

ig det(A) =
∫

DxDy ei
∫

d4x1d4x2 y(x1)(gA(x1−x2))x(x2) (3.20)

A ideia de Fadeev-Popov ao utilizar este método foi introduzir dois novos campos
com spin-estatística ímpar, que são as variáveis de Grassmann conhecidas como fantasmas de
Faddeev-Popov.

De fato na integração infinita sobre as variáveis de Grassmann, temos:∫
dx1...dxn dy1...dyn e−xT Ay = detA (3.21)

se tomarmos o limite de n→∞, obtemos a expresão (3.20) do determinante funcional como uma
integral de trajetória fermiônica sob duas funções de Grassmann independentes.

Utilizando a expressão do determinante (3.20), reescrevemos o funcional gerador (3.19)
da seguinte forma:

Z(2Y M)[0]∼
∫

DAa
µDcaDcb ei

∫
d4x[L (2Y M)− 1

2ξ
(Ga

µ (A
aµ ))2] ei

∫
d4x1d4x2 ca(x1)(g

δGa
µ (Aaµ (θa))

δθb )cb(x2)

(3.22)

Utilizando (3.10), obtemos:

δAaµ(θ(x))
δθ b(y)

=−1
g

Dacµ(x)θ c(x)
δθ b(y)

=−1
g

Dabµ(x)δ (x− y) (3.23)

com este resultado a derivada funcional fica:

g
δGa

µ(A
aµ(θ(x))

δθ b(y)
= g

∫
d4z

δGa
µ(A

aµ(θ(x))
δ (Acν(θ(z))

δ (Acν(θ(z))
δθ b(y)

=

−
∫

d4z
δGa

µ(A
aµ(x))

δ (Acν(z))
Dcbν(z)δ (z− y) =−

δGa
µ(A

aµ(x))
δ (Acν(y))

Dcbν(y)
(3.24)

e o funcional gerador será dado por:

Z(2Y M)[0]∼
∫

DAa
µDcaDcbei

∫
d4x[L (2Y M)(Aaµ )− 1

2ξ
(Ga

µ (A
aµ ))2]

× e
i
∫

d4x1d4x2ca(x1)

(
−

δGa
µ (Aaµ(x1))

δ (Acν (x2))

)
Dcbν (x2)cb(x2)

(3.25)
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Este funcional gerador é válido para qualquer condição de fixação de gauge Ga
µ(A

a
µ), tais

como:
Gauge de Coulomb : Ga

µ(A
aµ) = (0,

−→
∂ )(Aaµ)

Gauge Axial : Ga
µ(A

aµ) = nµ(Aaµ)

Gauge de Lorenz : Ga
µ(A

aµ) = ∂µAaµ

(3.26)

Escolhendo o gauge de Lorenz obtemos que o diferencial da equação (3.24) é dado por:

δ∂µAaµ(x1)

δAcν(x2)
= ∂µδ

µ

ν δ
ac

δ (x1− x2) = ∂νδ
ac

δ (x1− x2) (3.27)

assim no gauge de Lorenz o funcional gerador é dado por:

Z(2Y M)[0] =
∫

DAa
µDcaDcbei

∫
d4x[− 1

4 Fa
µν Faµν− 1

2ξ
(∂µ Aaµ )2−ca∂µ Dabµ cb] (3.28)

Com esse procedimento desenvolvido por Faddeev-Popov obtemos uma nova ação,
modificada pelos termos de fixação de gauge e dos campos fantasmas. Dado que esta ação
quantizada possui um termo que fixa o gauge, o operador quadrático dela é inversível, permitindo
assim que seja possível determinar o propagador dos campos de glúons.

3.2 Quantização no formalismo de 1a ordem (1YM)
O estudo da teoria de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem conforme [20] e

[21] é vantajoso na medida em que neste formalismo obtemos uma simplificação dos vértices de
interação da teoria, no formalismo de primeira ordem há apenas a interação dos vértices de três
pontos 〈FAA〉, não apresentando mais o vértice quártico de interação entre os glúons 〈AAAA〉,
nem o vértice triplo de interação entre os glúons 〈AAA〉 presentes no formalismo de segunda
ordem, por outro lado neste formalismo de primeira ordem além dos propagadores dos campos
do tipo 〈AA〉 e 〈FF〉 há também propagadores mistos do tipo 〈AF〉 e 〈FA〉.

A densidade de lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem é obtida
partindo da densidade de lagrangina (3.2) e considerando os campos Fa

µν e Aaµ como campos
independentes, conforme [20] ela é dada por:

L (1Y M) =−1
2

Fa
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ +g f abcAbµAcν)+

1
4

Fa
µνFaµν (3.29)

Assim como no formalismo de segunda ordem, a lagrangiana no formalismo de primeira
ordem é invariante sob a transformação local, onde Aa

µ se transforma conforme (3.10) e Fa
µν

conforme (2.28), este pode ser reescrito considerando a representação adjunta, da seguinte forma:

Fa
µνT a→ Fa′

µνT a = (1− iθ bT b)Fa
µνT a(1+ iθ bT b) =

= Fa
µνT a− iθ bT bFa

µνT a +Fa
µνT aiθ bT b =

= Fa
µνT a− iθ b[T b,Fa

µνT a] = Fa
µνT a− f bac

θ
bFa

µνT c =

= Fa
µνT a + f abc

θ
bFc

µνT a

(3.30)
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ou simplesmente:

Fa
µν → Fa′

µν = Fa
µν + f abc

θ
bFc

µν
(3.31)

Já o funcional gerador sem fontes no formalismo de primeira ordem é dado por:

Z(1Y M)[0] = N
∫

DAa
µDFa

µνei
∫

d4xL (1Y M)
(3.32)

Para verificar a equivalência clássica deste formalismo em relação ao formalismo de
segunda ordem utilizamos a equação de Euler-Lagrange para o campo auxiliar, assim como em
[20]. De acordo com a equação de Euler-Lagrange da lagrangina do formalismo de primeira
ordem para Fa

µν :
∂L (1Y M)

∂Fa1
µ1ν1

−∂µ

(
∂L (1Y M)

∂ (∂µ1Fa1
µ1ν1)

)
= 0 (3.33)

temos:

− 1
2

δ
aa1δ

µ

µ1δ
ν
ν1
(∂ µAaν −∂

νAaµ +g f abcAbµAcν)+
1
4

Fa
µνδ

aa1δ
µ

µ1δ
ν
ν1
+

1
4

Faµν
δ

aa1δ
µ

µ1δ
ν
ν1
= 0

− 1
2
(∂ µ1Aa1ν1−∂

ν1Aa1µ1 +g f a1bcAbµ1Acν1)+
1
2

Fa1
µ1ν1 = 0

(3.34)
onde o campo Fa

µν obtido é dado por:

Fa
µν = ∂

µAaν −∂
νAaµ +g f abcAbµAcν (3.35)

interessante notar que devido ao fato de que ao utilizar a equação de Euler-Lagrange para
os campos Fa

µν e Aa
µ são obtidas equações diferenciais de primeira ordem este formalismo é

chamado de formalismo de primeira ordem, ao contrário da equação diferencial de segunda
ordem obtida ao utilizar a equação de Euler-Lagrange para o campo Aa

µ no formalismo de
segunda ordem.

Ao substituir este campo Fa
µν (3.35) na lagrangiana de primeira ordem:

L (1Y M) =−1
2
(∂µAa

ν −∂νAa
µ +g f abcAb

µAc
ν)(∂

µAaν −∂
νAaµ +g f abcAbµAcν)+

+
1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ +g f abcAbµAcν)(∂ µAaν −∂

νAaµ +g f abcAbµAcν) =

=−1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ +g f abcAb

µAc
ν)

2 = L (2Y M)

(3.36)

desta forma reobtemos a lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de segunda ordem, mostrando
que ambos os formalismos são classicamente equivalentes.

3.2.1 Problema da inversão da matriz bilinear

Sabendo que os formalismos são classicamente equivalentes, podemos desenvolver a
quantização pertubativa no formalismo de primeira ordem, novamente ao tentarmos inverter o
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operador bilinear obtemos o mesmo problema encontrado no formalismo de segunda ordem, isto
significa que o operador bilinear da ação de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem não
possui inversa.

De fato se considerarmos a ação do campo livre, temos:

S(1Y M)
Livre =

∫
d4x
[
− 1

2
Fa

µν(∂
µAaν −∂

νAaµ)+
1
4

Fa
µνFaµν

]
=

=
∫

d4x
[
− 1

4
(Fa

µν(∂
µAaν −∂

νAaµ)+Fa
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ))+

1
4

Fa
λσ

Faλσ

]
=

=
∫

d4x
[
− 1

4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)F

aµν − 1
4

Fa
λσ

(∂ λ Aaσ −∂
σ Aaλ )+

1
8
(Fa

λσ
Faλσ +Fa

λσ
Faλσ )

]
=

=
∫

d4x
[1

4
Aa

µ(∂
ρ

η
γµ −∂

γ
η

ρµ)Fa
ργ −

1
4

Fa
λσ

(∂ λ
η

σν −∂
σ

η
λν)Aa

ν+

+
1
8

Fa
λσ

(ηλρ
η

σγ −η
λγ

η
σρ)Fa

ργ

]
(3.37)

Reescrevendo o integrando na forma matricial, temos:

1
2

δ
ab

(
Aa

µ Fa
λσ

) (
0 1

2(∂
ρηγµ −∂ γηρµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλν) 1
4(η

λρησγ −ηλγησρ)

) (
Ab

ν

Fb
ργ

)
sendo a matriz dos operadores bilineares a seguinte:

M =

(
0 1

2(∂
ρηγµ −∂ γη pµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλ µ) 1
4(η

λ pησγ −ηλkησρ)

)
(3.38)

Conforme verificamos no apêndice (B), a matriz M não possui inversa. Logo para que
M possa ser invertida é preciso fixar o gauge.

Dado o mesmo problema encontrado no formalismo de segunda ordem à respeito da
degenerescência infinita da integral funcional do campo de gauge Aa

µ , utilizamos o método de
Faddeev-Popov para retirar esta degenerescência e obtemos os termos extras de fixação de gauge
e dos campos fantasmas idênticos aos obtidos anteriormente, que são respectivamente:

Lg f =−
1

2ξ
(∂µAaµ)2 (3.39)

Lgh =−ca
∂µDabµcb (3.40)

Assim a nova lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem é dada por:

L (1Y M) =−1
2

Fa
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ +g f abcAbµAcν)+

1
4

Fa
µνFaµν − 1

2ξ
(∂µAaµ)2+

+(∂µca)Dabµcb
(3.41)

deste modo, além de obter a ação quantizada, o método de Faddeev-Popov fixa um gauge e
permite a inversão do termo bilinear da ação.
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3.2.2 Equivalência quântica dos formalismos de 1a e 2a ordem

Para verificarmos a equivalência quântica dos dois formalismos devemos utilizar o
formalismo das integrais de trajetória conforme [21]. Assim, considerando a integral de trajetória
do funcional gerador da teoria no formalismo de primeira ordem:

Z(1Y M)[0] = N
∫

DAa
µDFa

µνDcaDcb ei
∫

d4x[L (1Y M)+Lg f+Lgh] (3.42)

Se realizarmos a seguinte mudança de variável:

Fa
µν → f a

µν +(∂µAa
ν −∂νAa

µ +g f abcAb
µAc

ν) (3.43)

obtemos:

Z(1Y M)[0] = N
∫

DAa
µDFa

µνDcaDcb ei
∫

d4x[− 1
2 Fa

µν (∂
µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )+ 1

4 Fa
µν Faµν+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[− 1
2 f a

µν (∂
µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )+ 1

4 faµν f aµν ]

× ei
∫

d4x[ 1
2 faµν (∂

µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )− 1
2 (∂

µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )2]

× ei
∫

d4x[ 1
4 (∂

µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )2− 1
2ξ

(∂µ Aaµ )2−ca∂µ Dabµ cb]
=

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 faµν f aµν− 1

4 (∂
µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )2+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 faµν f aµν+L (2Y M)+Lg f+Lgh] =

= N (
∫

D f a
µνei

∫
d4x[ 1

4 faµν f aµν ])
∫

DAa
µDcaDcb ei

∫
d4x[L (2Y M)+Lg f+Lgh] =

= ˜N
∫

DAa
µDcaDcb ei

∫
d4x[L (2Y M)+Lg f+Lgh] = Z(2Y M)[0]

(3.44)
onde a integral que depende de f a

µν foi fatorizada e tratada como uma constante, consequente-
mente não alterando o resultado do funcional gerador.

Assim concluímos que com a mudança de variável (3.43) obtemos o funcional gerador
sem fontes no formalismo de segunda ordem, confirmando que ambos os formalismos são
quanticamente equivalentes. Importante ressaltar que esta equivalência provada é apenas formal,
para que pudesse ter uma prova à rigor desta equivalência seria preciso considerar as funções de
Green do funcional gerador incluindo as fontes.

3.3 Quantização no formalismo modificado (1MYM)
Além destes dois formalismos pode-se definir um terceiro formalismo, que conforme

[21] é originado a partir de uma modificação do formalismo de primeira ordem, por isso é
conhecido como formalismo de primeira ordem modificado.

O estudo da teoria de Yang-Mills neste formalismo também não apresenta o vértice
quártico 〈AAAA〉, presente no formalismo de segunda ordem.
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Além disso, neste formalismo há uma simplificação nos propagadores dos campos,
apresentando apenas os propagadores simples 〈AA〉 e 〈FF〉, sem que haja os propagadores
mistos do tipo 〈AF〉 e 〈FA〉, presentes no formalismo de primeira ordem.

Vejamos a construção deste formalismo partindo da densidade de lagrangiana L (1Y M)

dada por (3.29) e realizando a seguinte mudança de váriavel:

Fa
µν → Ga

µν +(∂µAa
ν −∂νAa

µ) (3.45)

logo obtemos a seguinte densidade de lagrangiana:

L (1MY M) =−1
2

Ga
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ +g f abcAbµAcν)− 1

2
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)(∂

µAaν −∂
νAaµ+

+g f abcAbµAcν)+
1
4

Ga
µνGaµν +

1
4

Ga
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ)+

1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)G

aµν+

+
1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)(∂

µAaν
∂

νAaµ) =−1
2

Ga
µν(g f abcAbµAcν)−

− 1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2− 1
2
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)(g f abcAbµAcν)+

1
4

Ga
µνGaµν =

=
1
4

Ga
µνGaµν − 1

2
(Ga

µν +∂µAa
ν −∂νAa

µ)(g f abcAbµAcν)− 1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2

(3.46)
que resulta no seguinte funcional gerador sem fontes:

Z(1MY M)[0] =
∫

DGa
µνDAa

µei
∫

d4x[ 1
4 Ga

µν Gaµν− 1
2 (G

a
µν+∂µ Aa

ν−∂ν Aa
µ )(g f abcAbµ Acν )− 1

4 (∂µ Aa
ν−∂ν Aa

µ )
2]

(3.47)

Podemos verificar a equivalência clássica deste formalismo em relação ao formalismo
de segunda ordem utilizando a equação de Euler-Lagrange da lagrangina para o campo Ga

µν no
formalismo de primeira ordem modificada:

∂L (1MY M)

∂Ga1
µ1ν1

−∂µ

(
∂L (1MY M)

∂ (∂µ1Ga1
µ1ν1)

)
= 0 (3.48)

obtemos:

− 1
2

δ
aa1δ

µ

µ1δ
ν
ν1
(g f abcAbµAcν)+

1
4

Ga
µνδ

aa1δ
µ

µ1δ
ν
ν1
+

1
4

Gaµν
δ

aa1δ
µ

µ1δ
ν
ν1
= 0

− 1
2
(g f a1bcAbµ1Acν1)+

1
2

Ga1
µ1ν1 = 0

(3.49)

logo o campo Ga
µν é dado por:

Ga
µν = g f abcAbµAcν (3.50)

Substituindo este resultado do campo Ga
µν na lagrangiana de primeira ordem modificada

temos:

L (1MY M) =−1
4
(g f abcAbµAcν)2− 1

2
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)(g f abcAbµAcν)− 1

4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2 =

=−1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ +g f abcAbµAcν)2 = L (2Y M)

(3.51)
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reobtendo assim a lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de segunda ordem, logo vemos que
ambos os formalismos são classicamente equivalentes.

Ressalta-se que utilizando este valor do campo Ga
µν (3.50) na mudança de váriável (3.45),

utilizada na construição da densidade de lagrangiana L (1MY M), temos:

Fa
µν → g f abcAbµAcν +(∂µAa

ν −∂νAa
µ) (3.52)

Logo percebemos que a mudança de váriável é classicamente equivalente ao campo
Fa

µν também obtido em (3.35) para o formalismo de primeira ordem, desta forma é evidente a
equivalência clássica entre os três formalismos.

3.3.1 Problema da inversão do operador quadrático

Dada a equivalência clássica deste formalismo em relação aos outros formalismos já
estudados, podemos tratar agora da quantização pertubativa neste formalismo. Considerando
apenas a ação do campo livre, temos:

S(1MY M)
Livre =

∫
d4x[

1
4

Ga
µνGaµν − 1

4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2] =

=
∫

d4x[
1
4

Ga
µνδ

ab(ηµλ
η

νσ )Gb
λσ
− 1

2
Aaµ

δ
ab(−∂

2
ηµν +∂µ∂ν)Abν ]

(3.53)

Vemos que exitem dois operadores quadráticos que são Oab µν ,λσ = 1
4δ ab(ηµλ ηνσ )

e Kab
µν = 1

2δ ab(−∂ 2ηµν + ∂µ∂ν), o operador Oab µν ,λσ é inversível, já o operador Kab
µν não

possui inversa, dado que ele possui autovalores nulos, conforme vimos no capítulo (3.1.1), ao
considerarmos à quantização da teoria de Yang-Mills no formalismo de segunda ordem.

Assim para que o operador quadrático Kab
µν possa ser invertido é preciso remover os

modos nulos dele fixando o gauge.

Ao aplicarmos o método de Faddeev-Popov necessário para quantizar a teoria obtemos
a parte da lagrangiana dos campos fantasmas (3.40) e de fixação de gauge (3.39) que torna o
operador quadrático Kab

µν inversível.

Assim reescrevemos a lagrangiana de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem
modificado da seguinte forma:

L (1MY M) =
1
4

Ga
µνGaµν − 1

2
(Ga

µν +∂µAa
ν −∂νAa

µ)(g f abcAbµAcν)− 1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2−

− 1
2ξ

(∂µAaµ)2 +(∂µca)Dabµcb

(3.54)
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3.3.2 Equivalência quântica dos formalismos de 1a ordem modificado
e 2a ordem

Conforme vimos anteriormente é preciso utilizar o formalismo de integrais de trajetória
para verificar a equivalência quântica dos formalismos. Desta forma, considerando a integral de
trajetória do funcional gerador da teoria no formalismo de primeira ordem modificado:

Z(1MY M)[0] = N
∫

DAa
µDGa

µνDcaDcb ei
∫

d4x[L (1MY M)+Lg f+Lgh] (3.55)

realizamos a seguinte mudança de variável:

Ga
µν → f a

µν +g f abcAb
µAc

ν
(3.56)

obtemos:

Z(1MY M)[0] = N
∫

DAa
µDGa

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 Ga

µν Gaµν− 1
2 (G

a
µν+∂µ Aa

ν−∂ν Aa
µ )(g f abcAbµ Acν )]

× ei
∫

d4x[− 1
4 (∂µ Aa

ν−∂ν Aa
µ )

2+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 f a

µν f aµν+ 1
2 f a

µν g f abcAbµ Acν+ 1
4 (g f abcAbµ Acν )2]

× ei
∫

d4x[− 1
2 f a

µν g f abcAbµ Acν− 1
2 (g f abcAbµ Acν )2− 1

2 (∂µ Aa
ν−∂ν Aa

µ )g f abcAbµ Acν ]

× ei
∫

d4x[− 1
4 (∂µ Aa

ν−∂ν Aa
µ )

2+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 f a

µν f aµν− 1
4 (g f abcAbµ Acν )2− 1

4 (∂µ Aa
ν−∂ν Aa

µ )
2]

× ei
∫

d4x[− 1
2 (∂µ Aa

ν−∂ν Aa
µ )g f abcAbµ Acν+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 faµν f aµν− 1

4 (∂
µ Aaν−∂ ν Aaµ+g f abcAbµ Acν )2+Lg f+Lgh] =

= N
∫

DAa
µD f a

µνDcaDcb ei
∫

d4x[ 1
4 faµν f aµν+L (2Y M)+Lg f+Lgh] =

= N (
∫

D f a
µνei

∫
d4x[ 1

4 faµν f aµν ])
∫

DAa
µDcaDcb ei

∫
d4x[L (2Y M)+Lg f+Lgh] =

= ˜N
∫

DAa
µDcaDcb ei

∫
d4x[L (2Y M)+Lg f+Lgh] = Z(2Y M)[0]

(3.57)
onde no último passo a integral que depende de f a

µν foi fatorizada e tratada como uma constante.

Temos então que com a mudança de variável obtemos o funcional gerador sem fontes
no formalismo de segunda ordem, confirmando que ambos os formalismos são quanticamente
equivalentes.

A equivalência quântica entre o formalismo de primeira ordem modificado e o de primeira
ordem já foi verificada formalmente dado que foi utilizada a mudança de variável (3.45) no
funcional gerador sem fontes no formalismo de primeira ordem para obter o funcional gerador
sem fontes do formalismo de primeira ordem modificado.

Novamente ressaltamos que como não estão sendo consideradas as fontes nas funções de
Green do funcional gerador, esta equivalência não é uma prova explícita da equivalência entre os
diferentes formalismos.
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Por conseguinte, visando comparar se estes diferentes formalismos são quanticamente
equivalentes iremos calcular os diagramas de Feynman da teoria de Yang-Mills nestes diferentes
formalismos, atentando para a auto-energia dos campos de glúons, presentes em todos os
formalismos.
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CAPÍTULO

4
REGRAS DE FEYNMAN

Com a lagrangiana de Yang-Mills obtida após utilizarmos o método de Faddeev-Popov
é possível calcular para o formalismo de segunda ordem e para os formalismos de primeira
ordem os propagadores da teoria e as regras de Feynman para os vértices de interação, utilizando
respectivamente as derivadas da ação clássica (A.28) e (A.30) obtidas no apêndice (A).

4.1 Regras de Feynman para o formalismo de 2a ordem

Após usarmos o método de Faddeev-Popov temos que a lagrangiana de Yang-Mills no
formalismo de segunda ordem é dada de acordo com (3.28) por:

L (2Y M) =−1
4

Fa
µνFaµν − 1

2ξ
(∂µAaµ)2 +(∂µca)Dabµcb (4.1)

Considerando a parte quadrática da ação, temos:

S(2Y M)
Livre =

∫
d4x

[
− 1

2
Aaµ

δ
a(−∂

2
ηµν +∂µ∂ν

)
Abν − 1

2ξ
(∂µAaµ)2 +(∂µca)δ ab

∂
µcb
]
=

=
∫

d4x
[1

2
Aaµ

δ
ab(

∂
2
ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

)
Abν + ca(−δ

ab
∂

2)cb
]

(4.2)
assim identificamos que a teoria possui dois propagadores, o propagador dos bósons de gauge9 e
o dos campos fantasmas de Faddeev-Popov.

Propagador dos campos de glúons <AA>

A ação livre relacionada aos campos de glúons é dada por:

S<AA>
Livre =

∫
d4x

1
2

Aaµ
δ

ab(
∂

2
ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

)
Abν (4.3)

9 Os bósons de gauge na teoria de Yang-Mills são os glúons.
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Utilizando (A.28) obtemos o operador quadrático da ação:

K ab
Glúon µν(x− y) =−

iδ 2S<AA>
Livre

δAa1
µ1δAb1

ν1

=− i
2

[
δ

a1b1
(
∂

2
ηµ1ν1− (1− 1

ξ
)∂µ1∂ν1

)
+

+δ
b1a1
(
∂

2
ην1µ1− (1− 1

ξ
)∂ν1∂µ1

)]
=

=−iδ ab[∂ 2
ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν ]

(4.4)

cujo operador inverso será:

Qab µν

Glúon
(x− y) =−

[
iδ ab

[
∂

2
ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

]]−1

= iδ ab
[

ηµν

∂ 2 − (1−ξ )
∂ µ∂ ν

∂ 4

]
(4.5)

e de acordo com (A.13) podemos reescrevê-lo no espaço dos momentos da seguinte forma:

Qab µν

Glúon
(x− y) =−

∫ d4 p
(2π)4 iδ ab

[
ηµν

p2 − (1−ξ )
pµ pν

p4

]
ei(x−y)p (4.6)

Logo o propagador dos campos de glúons Aa
µ no espaço dos momentos é dado por:

p

a,µ b,ν
=−iδ ab

[
ηµν

p2 − (1−ξ )
pµ pν

p4

]
(4.7)

Propagador dos campos fantasmas de Faddeev-Popov <cc>

A ação livre dos campos fantasmas é dada por:

S<cc>
Livre =

∫
d4x(∂µca)∂ µ

δ
abcb =

∫
d4x ca(−∂

2
δ

ab)cb (4.8)

Segundo (A.28) o operador quadrático da ação é dado por:

Kab
Ghost

(x− y) =− iδ 2S<cc>

δca1δcb1
= i∂ 2

δ
ab (4.9)

cujo operador inverso será:

Qab
Ghost

(x− y) = (i∂ 2
δ

ab)−1 =−iδ ab 1
∂ 2

(4.10)

que pode ser reescrito no espaço dos momentos da seguinte forma:

Qab
Ghost

(x− y) =
∫ d4 p

(2π)4 iδ ab 1
p2 ei(x−y)p (4.11)

assim o propagador dos campos fantasmas no espaço dos momentos é dado por:

p

a b = i
δ ab

p2 (4.12)
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Considerando agora a parte de interação da densidade de lagrangiana L (2Y M) 10, temos:

S(2Y M)
Int =

∫
d4x
[
−gca

∂µ f abcAbµcc− 1
2

g f abcAbµAcν(∂µAa
ν −∂νAa

µ)−

− g2

4
f abc f adeAb

µAc
νAdµAeν

] (4.13)

onde podemos identificar que a teoria possui três vértices de interação, um relacionado à interação
dos campos fantasmas com o campo de glúon <cAc>, um referente à interação tripla dos campos
de glúons <AAA> e outro devido à interação quártica dos campos de glúons <AAAA>.

Vértice campo de glúon-campos fantasmas <cAc>

A parte da ação que descreve a interação dos campos fantasmas com o campo de glúon é
dada por:

S<cAc> =−
∫

d4x ca
∂µg f abcAbµcc (4.14)

Reescrevendo no espaço dos momentos obtemos:

S<cAc> =−g f abc
∫

d4x
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 ca(p1)(−ip1µ)Abµ(p2)cc(p3) =

= ig f abc
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 (2π)4
δ

4(p1 + p2 + p3)ca(p1) p1µ Abµ(p2)cc(p3)

(4.15)

De acordo com (A.30) a regra de Feynman para o vértice <cAc> será:

< cAc >=
iδ 3S<cAc>

δciδA jδck
=Vi jk (4.16)

onde Vi jk =−δ 4(p1 + p2 + p3)g f abc p1µ , sendo que i = (a, p1), j = (c,µ, p2) e k = (b, p3).

Desta forma o vértice de interação dos campos fantasmas com o campo de glúon é dada
por:

p3

c −→p2

b,µ

−→p1

a

=−δ
4(p1 + p2 + p3)g f abc p1µ (4.17)

Vértice triplo dos campos de glúons <AAA>

A parte da ação que descreve a interação cúbica dos campos de glúons <AAA> é dada
por:

S<AAA> =−1
2

∫
d4x (∂µAa

ν −∂νAa
µ)(g f abcAbµAcν) =−1

2

∫
d4x

(
∂µAa

νg f abcAbµAcν−

−∂νAa
µg f abcAbµAcν

)
=−1

2

∫
d4x

(
∂µAa

νg f abcAbµAcν −∂µAa
νg f abcAbνAcµ

)
=

=−1
2

∫
d4x

(
∂µAa

νg f abcAbµAcν −∂µAa
νg f acbAcνAbµ

)
=−g f abc

∫
d4x ∂µAa

νAbµAcν

(4.18)
10 A parte da lagrangiana que representa os termos de interação possui dependência da constante de acoplamento g.
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Reescrevemos a ação no espaço dos momentos da seguinte forma:

S<AAA> =−g f abc
∫

d4x
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 (ip1µ)ηνλ Aaλ (p1)Abµ(p2)Acν(p3)

× e−i(p1+p2+p3)x =

=−ig f abc
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 (2π)d
δ

4(p1 + p2 + p3)p1µηνλ Aaλ (p1)

×Abµ(p2)Acν(p3)
(4.19)

Usando (A.30), a regra do vértice cúbico dos campos de glúons <AAA> será:

< AAA >=
iδ 3S<AAA>

δAiδA jδAk
=Vi jk +Vik j +Vjik +Vjki +Vki j +Vk ji (4.20)

onde Vi jk = δ 4(p1+ p2+ p3)g f abck1µηνλ , sendo que i=(a,λ , p1), j =(b,µ, p2) e k=(c,ν , p3),
desta forma a regra de Feynman para o vértice cúbico dos campos de glúons é dada por:

< AAA >= δ
4(p1 + p2 + p3)g( f abc p1µηνλ + f acb p1νηµλ + f bac p2λ ηνµ + f bca p2νηλ µ+

+ f cab p3λ ηµν + f cba p3µηλν) = δ
4(p1 + p2 + p3)g f abc(p1µηνλ − p1νηµλ−

− p2λ ηνµ + p2νηλ µ + p3λ ηµν − p3µηλν)

Reajustando os termos temos que no espaço dos momentos o vértice cúbico dos campos
de glúons é da seguinte forma:

p1

a,λ −→p2

b,µ

−→p3

c,ν

= δ
4(p1 + p2 + p3)g f abc((p1− p3)µηνλ +(p2− p1)νηµλ +(p3− p2)λ ηνµ)

(4.21)

Vértice quártico dos campos de glúons <AAAA>

A parte da ação que descreve a interação quártica dos campos de glúons <AAAA> é
dada por:

S<AAAA> =−g2

4

∫
d4x f abc f adeAb

µAc
νAdµAeν =−g2

4

∫
d4x f abc f ade

η
µρ

η
νσ Ab

µAc
νAd

ρAe
σ

(4.22)

Reescrevemos a ação no espaço dos momentos conforme:

S<AAAA> =−g2

4
f abc f ade

∫
d4x

∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ dd p3

(2π)d

∫ d4 p4

(2π)4 η
µρ

η
νσ Ab

µ(p1)Ac
ν(p2)

×Ad
ρ(p3)Ae

σ (p4) e−i(p1+p2+p3+p4)x =

=−g2

4
f abc f ade

∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4

∫ d4 p4

(2π)4 (2π)4
δ

4(p1 + p2 + p3 + p4)η
µρ

η
νσ

×Ab
µ(p1)Ac

ν(p2)Ad
ρ(p3)Ae

σ (p4)
(4.23)
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A regra do vértice quártico dos campos de glúons <AAAA> é obtida da seguinte forma:

< AAAA >=
iδ 3S<AAAA>

δAiδA jδAkδAl
= 4(Vi jkl +Vi jlk +Vik jl +Vikl j +Vilk j +Vil jk) (4.24)

onde Vi jkl =− i
4δ 4(p1+ p2+ p3+ p4)g2 f abc f adeηµρηνσ , sendo que i=(b,µ, p1), j =(c,ν , p2),

k = (d,ρ, p3) e l = (e,σ , p4), utilizamos a relação Vi jkl =Vkli j =Vjikl =Vlk ji para simplificar os
24 termos da comutação dos índices.

Desta forma a regra de Feynman para o vértice de interação quártica dos campos de
glúons no espaço dos momentos é dada por:

< AAAA >=−iδ 4(p1 + p2 + p3 + p4)g2( f abc f ade
ηµρηνσ + f abc f aed

ηµσ ηνρ+

+ f abd f ace
ηµνηρσ + f abd f aec

ηµσ ηνρ + f abe f adc
ηµρηνσ + f abe f acd

ηµνηρσ )

Utilizando a propriedade de antissimetria da constante de estrutura f abc o vértice quártico
dos campos de glúons é dado da seguinte forma:

−→p1

b,µ

−→p2

c,ν

−→p3

d,ρ
−→p4

e,σ
=−iδ 4(p1 + p2 + p3 + p4)g2

(
f abc f ade(ηµρηνσ −ηµσ ηνρ)+

+ f abd f ace(ηµνηρσ −ηµσ ηνρ)+ f abe f acd(ηµνηρσ −ηµρηνσ )
) (4.25)

4.2 Regras de Feynman para o formalismo de 1a ordem

Para calcularmos as regras de Feynman no formalismo de primeira ordem consideramos
a densidade de lagrangiana L (1Y M) obtida em (3.47):

L (1Y M)=−1
2

Fa
µν(∂

µAaν−∂
νAaµ +g f abcAbµAcν)+

1
4

Fa
µνFaµν− 1

2ξ
(∂µAaµ)2+(∂µca)Dabµcb

(4.26)
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A ação livre no formalismo de primeira ordem é dado por:

S(1Y M)
Livre =

∫
d4x

[
− 1

2
Fa

µν(∂
µAaν −∂

νAaµ)+
1
4

Fa
µνFaµν − 1

2ξ
(∂µAaµ)2 +(∂µca)δ ab

∂
µcb
]
=

=
∫

d4x
[
− 1

2ξ
∂µAaµ

∂
νAa

ν −
1
4
(
Fa

µν(∂
µAaν −∂

νAaµ)+Fa
µν(∂

µAaν −∂
νAaµ)

)
+

+
1
8
(Fa

λσ
Faλσ +Fa

λσ
Faλσ )− ca

δ
ab

∂
2cb
]
=
∫

d4x
[ 1

2ξ
Aa

µ∂
µ

∂
νAa

ν −
1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

×Faµν − 1
4

Fa
λσ

(∂ λ
η

σνAa
ν −∂

σ
η

λνAa
ν)+

1
8
(Fa

λσ
η

λρ
η

σγFa
ργ −Fa

λσ
η

λγ
η

σρFa
ργ)−

− ca
δ

ab
∂

2cb
]
=
∫

d4x
[ 1

2ξ
Aa

µ∂
µ

∂
νAa

ν −
1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)η

µρ
η

νγFa
ργ −

1
4

Fa
λσ

(∂ λ
η

σν−

−∂
σ

η
λν)Aa

ν +
1
8

Fa
λσ

(ηλρ
η

σγ −η
λγ

η
σρ)Fa

ργ − ca
δ

ab
∂

2cb
]
=
∫

d4x
[ 1

2ξ
Aa

µ∂
µ

∂
νAa

ν+

+
1
4

Aa
µ(∂

ρ
η

γµ −∂
γ
η

ρµ)Fa
ργ −

1
4

Fa
λσ

(∂ λ
η

σν −∂
σ

η
λν)Aa

ν +
1
8

Fa
λσ

(ηλρ
η

σγ −η
λγ

η
σρ)

×Fa
ργ − ca

δ
ab

∂
2cb
]

(4.27)
onde podemos identificar que a teoria possui cinco tipos de propagadores: o propagador dos
campos de glúons; o propagador dos campos auxiliares; os propagadores mistos do campo de
glúon com o campo auxiliar e o propagador dos campos fantasmas.

Reescreveendo os termos da ação livre, que são bilineares em Aa
µ e Fa

λσ
, na forma

matricial obtemos:

1
2

δ
ab

(
Aa

µ Fa
λσ

) (
1
ξ

∂ µ∂ ν 1
2(∂

ρηγµ −∂ γηρµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλν) 1
4(η

λρησγ −ηλγησρ)

) (
Ab

ν

Fb
ργ

)
(4.28)

podemos definir a matriz dos operadores bilineares como sendo:

M =

(
1
ξ

∂ µ∂ ν 1
2(∂

ρηγµ −∂ γηρµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλν) 1
4(η

λρησγ −ηλγησρ)

)
(4.29)

sua inversa M−1 conforme anexo (B) é dada por (B.29), assim temos:

M−1 =

(
− 1

p2 (ηµν − (1−ξ )
p2 pµ pν)

i
p2 (pρηγµ − pγηρµ)

− i
p2 (pλ ησν − pσ ηλν) 2(Iλσ ,ργ − 1

p2 Lλσ ,ργ(p))

)

onde os termos I e L são conforme (B.28) os seguintes:

Iλσ ,ργ =
1
2
(ηλρησγ −ηλγησρ)

Lλσ ,ργ(p) =
1
2
(pλ pρησγ + pσ pγηλρ − pλ pγησρ − pσ pρηλγ)

Obteremos as regras de Feynman para os propagadores da teoria em relação aos campos
Aa

µ e Fa
λσ

considerando os termos da matrize M−1 .
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Propagador dos campos de glúons <AA>

Utilizando (A.28) e a matriz inversa M−1 o propagador dos campos de glúons <AA> no
espaço dos momentos será:

Q ab
Glúon µν(p) =− (

iδ 2S(1Y M)
Livre

δAa1
µ1δAb1

ν1

)−1 = i
[
− δ a1b1

2p2 (ηµ1ν1−
(1−ξ )

p2 pµ1 pν1)−
δ b1a1

2p2 (ην1µ1−

− (1−ξ )

p2 pν1 pµ1)
]
=−iδ ab 1

p2

(
ηµν −

(1−ξ )

p2 pµ pν

)
(4.30)

Logo o propagador dos campos de glúons Aa
µ é dado por:

p

a,µ b,ν
=−iδ ab(ηµν

p2 − (1−ξ )
pµ pν

p4

)
(4.31)

Propagador campo de glúon-campo auxiliar <AF>

Considerando a matriz inversa M−1 e utilizando (A.28) temos que o propagador <AF>
no espaço dos momentos será dado por:

Q ab
<AF> ργ,µ

(p) =−(
iδ 2S(1Y M)

Livre

δAa1
µ1δFb1

ρ1γ1

)−1 = δ
ab 1

p2

(
pρηγµ − pγηρµ

)
(4.32)

Logo o propagador campo de glúon-campo auxiliar no espaço dos momentos é dado por:

a,µ b,ργ
= δ

ab 1
p2

(
pρηγµ − pγηρµ

)
(4.33)

Propagador campo auxiliar-campo de glúon <FA>

Dada a matriz inversa M−1 obtemos o propagador <FA> no espaço dos momentos da
seguinte forma:

Q ab
<FA> λσ ,ν

(p) =−(
iδ 2S(1Y M)

Livre

δFa1
λ1σ1

δAb1
ν1

)−1 =−δ
ab 1

p2

(
pλ ησν − pσ ηλν

)
(4.34)

O propagador do campo auxiliar-campo de glúon é dado por:

a,λσ b,ν
=−δ

ab 1
p2

(
pλ ησν − pσ ηλν

)
(4.35)

Propagador dos campos auxiliares <FF>

Segundo (A.28) e considerando a matriz inversa M−1 o propagador <FF> no espaço
dos momentos será:

Q ab
<FF> λσ ,ργ

(p) =−(
iδ 2S(1Y M)

Livre

δFa
λ1σ1

δFb1
ρ1γ1

)−1 = i
[
δ

a1b1
(
Iλ1σ1,ρ1γ1−

1
p2 Lλ1σ1,ρ1γ1(p)

)
+δ

b1a1
(
Iρ1γ1,λ1σ1−

− 1
p2 Lρ1γ1,λ1σ1(p)

)]
= 2iδ ab(Iλσ ,ργ −

1
p2 Lλσ ,ργ(p)

)
(4.36)
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Logo o propagador dos campos de auxiliares Fa
λσ

no espaço dos momentos será:

p

a,λσ b,ργ
= 2iδ ab(Iλσ ,ργ −

1
p2 Lλσ ,ργ(p)

)
(4.37)

Propagador dos campos fantasmas de Faddeev-Popov<cc>

A ação livre relacionada aos campos fantasmas é a mesma do formalismo de segunda
ordem conforme (4.8), assim o propagador dos fantasmas de Faddeev-Popov no espaço dos
momentos é dado conforme (4.12).

Considerando agora a parte de interação da densidade de lagrangiana L
(1Y M)

Y M :

S(1Y M)
int =

∫
d4x
[
− 1

2
Fa

µνg f abcAbµAcν −g(∂µca) f abcAcµcb
]

(4.38)

onde podemos identificar dois vértices de interação, um relacionado à interação dos campos
fantasmas com o campo de glúon <cAc> e outro devido à interação dos campos de glúons com o
campo auxiliar <FAA>.

Vértice campo de glúon-campos fantasmas <cAc>

A parte da ação de interação que descreve a interação do campo de glúon com os campos
fantasmas é a mesma obtida em (4.14), logo o vértice de interação dos campos fantasmas com o
campo de glúon é dado, segundo vimos no caso do formalismo de segunda ordem, por (4.17).

Vértice campo de glúon-campo auxiliar <FAA>

A parte da ação que descreve a interação dos campos de glúons com o campo auxiliar
<FAA> é dada por:

S<FAA> =− 1
2

∫
d4xFa

µνg f abcAbµAcν =−1
2

∫
d4xFaλσ

ηλ µησνAbµAcν (4.39)

Reescrevemos a ação no espaço dos momentos obtemos:

S<FAA> =−1
2

g f abc
∫

d4x
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 Faλσ (p1)ηλ µησνAbµ(p2)Acν(p3)

× e−i(p1+p2+p3)x =−1
2

g f abc
∫ d4 p1

(2π)4

∫ d4 p2

(2π)4

∫ d4 p3

(2π)4 (2π)4
δ

4(p1 + p2 + p3)Faλσ (p1)

×ηλ µησνAbµ(p2)Acν(p3)
(4.40)

A regra do vértice campos de glúons-campo auxiliar <FAA> de acordo com (A.30), será:

< FAA >=
iδ 3S<FAA>

δFiδA jδAk
=Vi jk +Vik j (4.41)

onde Vi jk = − i
2δ 4(p1 + p2 + p3)g f abcηλ µησν , sendo que i = (a,λ ,σ , p1), j = (b,µ, p2) e

k = (c,ν , p3).
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Desta forma a regra de Feynman para o vértice de interação dos campos de glúons com o
campo auxiliar é dada por:

< FAA >=− i
2

δ
4(p1 + p2 + p3)g( f abc

ηλ µησν + f acb
ηλνησ µ)

Utilizando a propriedade de antissimetria da constante de estrutura f abc, obtemos que o
vértice campos de glúons-campo auxiliar é dado seguinte forma:

p1

a,λσ −→p2

b,µ

−→p3

c,ν

=− i
2

δ
4(p1 + p2 + p3)g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ) (4.42)

4.3 Regras de Feynman para o formalismo de 1a ordem
modificado

Considerando a densidade de lagrangiana L (1MY M) obtida em (3.54):

L (1MY M) =
1
4

Ga
µνGaµν − 1

2
(Ga

µν +∂µAa
ν −∂νAa

µ)(g f abcAbµAcν)−

− 1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2− 1
2ξ

(∂µAaµ)2 +(∂µca)Dabµcb
(4.43)

A ação livre no formalismo de primeira ordem modificado será:

S(1MY M)
Livre =

∫
d4x
[1

4
Ga

µνGaµν − 1
4
(∂µAa

ν −∂νAa
µ)

2− 1
2ξ

(∂µAaµ)2 +(∂µca)δ ab
∂

µcb
]
=

=
∫

d4x
[1

4
Ga

µνδ
ab(ηµλ

η
νσ )Gb

λσ
+

1
2

Aaµ
δ

ab(
∂

2
ηµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

)
Abν+

+ ca(−δ
ab

∂
2)cb

]
(4.44)

onde podemos identificar que neste formalismo a teoria possui três tipos de propagadores que são:
os propagadores dos campos auxiliares, os propagadores dos campos de glúons e os propagadores
dos campos fantasmas.

Propagador dos campos auxiliares <GG>

A ação relacionada aos campos auxiliares Ga
µν é a seguinte:

S<GG> =
1
4

∫
d4xGa

µνGaµν =
1
4

∫
d4xGa

µνδ
ab(ηµλ

η
νσ )Gb

λσ
(4.45)

O operador quadrático é obtido segundo (A.28) por:

Kab µν ,λσ

<GG>
(x− y) =− iδ 2S<GG>

δGa1
µ1ν1(x)δGb1

λ1σ1
(y)

=− i
4
(δ a1b1η

µ1λ1η
ν1σ1 +δ

b1a1η
λ1µ1η

σ1ν1) =

=− i
2

δ
ab

η
µλ

η
νσ

(4.46)
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cujo o propagador inverso do operador quádratico é dado por:

Q ab
<GG> µν ,λσ

(x− y) =−( i
2

δ
ab

η
µλ

η
νσ )−1 = 2iδ ab

ηµλ ηνσ (4.47)

de acordo com (A.13) podemos reescrever no espaço dos momentos da seguinte forma:

Q ab
<GG> µν ,λσ

(x− y) =
∫ d4 p

(2π)4 2iδ ab
ηµλ ηνσ ei(x−y)p (4.48)

Assim o propagador dos campos auxiliares Ga
µν é dado por:

p

a,µν b,λσ
= 2iδ ab

ηµλ ηνσ (4.49)

Propagador dos campos de glúons <AA>

A ação livre relacionada aos campos de glúons é a mesma que obtivemos no formalismo
de segunda ordem (4.3), logo o propagador dos campos de glúons no espaço dos momentos é
dado segundo (4.3).

Propagador dos fantasmas de Faddeev-Popov <cc>

A ação livre relacionada aos campos fantasmas é a mesma de (4.8), assim o propagador
dos campos fantasmas de Faddeev-Popov no espaço dos momentos é dado conforme (4.12).

Considerando agora a parte de interação da densidade de lagrangiana L (1MY M), que é
dada por:

S(1MY M)
Int = i

∫
d4x
[
− 1

2
(Ga

µν +∂µAa
ν −∂νAa

µ)(g f abcAbµAcν)−g(∂µca) f abcAcµcb
]

(4.50)

onde pode-se identificar três vértices de interação, um relacionado à interação dos campos
fantasmas com o campo de glúon <cAc>, um referente à interação tripla dos campos de glúons
<AAA> e outro devido à interação dos campos de glúons com o campo auxiliar <GAA>.

Vértice campo de glúon-fantasmas <cAc>

A parte da ação que descreve a interação dos campos fantasmas com o campo de glúon é
dada por:

S<cAc> =−
∫

d4x (∂µca)g f abcAcµcb (4.51)

mesma ação de (4.14) do formalismos de segunda ordem, logo a regra de Feynman para o vértice
campo de glúon-campos fantasmas é dada por (4.17).

Vértice triplo dos glúons <AAA>

A parte da ação que descreve a interação cúbica dos campos de glúons <AAA> é a
seguinte:

S<AAA> =−g f abc
∫

ddx ∂µAa
νAbµAcν (4.52)
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a mesma dada por (4.18), no caso do formalismo de segunda ordem, logo a regra de Feynman
para o vértice triplo dos campos de glúons é identica à obtida em (4.21).

Vértice campos de glúons-campo auxiliar <GAA>

A parte da ação que descreve a interação dos campos de glúons com o campo auxiliar
<GAA> é dada por:

S<GAA> =−1
2

∫
d4x Ga

µνg f abcAbµAcν =−1
2

g f abc
∫

d4x Gaλσ
ηλ µησνAbµAcν (4.53)

verificamos que esta ação é idêntica à (4.39), que considera a interação dos campos de glúons
com o campo auxiliar F no caso do formalismo de primeira ordem, isto ocorre devido os campos
auxiliares F e G representarem campos bosônicos.

Como S<GAA> = S<FAA> é adotado o mesmo procedimento anterior e obtemos conforme
(4.42), que o vértice de interação dos campos de glúons com o campo auxiliar G é dado por:

p1

a,λσ −→p2

b,µ

−→p3

c,ν

=− i
2

δ
4(p1 + p2 + p3)g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ) (4.54)

Com as regras de Feynman obtidas nos formalismos de primeira ordem e formalismo
usual podemos calcular os diagramas de 1-loop da teoria de Yang-Mills nestes diferentes
formalismos.
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CAPÍTULO

5
DIAGRAMAS DE 1-LOOP

No capítulo (3) vimos que os formalismos de primeira ordem e o formalismo usual são
quanticamente equivalentes conforme (3.36) e (3.51), para verificar estas equivalências de uma
forma mais geral iremos utilizar as regras de Feynman para calcular os diagramas de 1-loop em
cada um dos formalismos.

Ao considerar os diagramas de 1-loop é preciso utilizar algum método de regularização
para as integrais divergentes que surgem no cálculo destes diagramas, existem diferentes métodos
de regularização como o método de corte, o método de Pauli-Villars e o de regularização
dimensional.

Neste trabalho os diagramas de 1-loop para cada um dos formalismos da teoria de
Yang-Mills serão calculados utilizando o método de regularização dimensional, desenvolvido no
apêndice (C).

5.1 Diagramas de 1-loop no formalismo de 2a ordem
A teoria de Yang-Mills possui os seguintes diagramas de 1-loop no formalismo de 2a

ordem:

(I) (II) (III)
Figura 1 – Diagramas de 1-loop no formalismo de 2a ordem

Auto-energia dos campos de glúons

A auto-energia dos campos de glúons possui a contribuição dos diagramas (I), (II) e (III).
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Diagrama (I)

Utilizando as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.1) e considerando a conservação
dos momentos, podemos escrever o primeiro diagrama como sendo:

q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

=
1
2

∫ dd p
(2π)d

[
g f acdNµσγ

][
− iδ ce(

ησα

(p+q)2 − (1−ξ )
(p+q)σ (p+q)α

(p+q)4 )
]

×
[
− iδ d f (

ηγβ

p2 − (1−ξ )
pγ pβ

p4 )
][

g f be f Nναβ

]
(5.1)

onde Nµσγ = [(q− p)σ ηγµ +(−2q− p)γησ µ +(2p+q)µηγσ ].

Conforme apêndice (D), podemos transformar esta integral em uma integral escalar
através da redução de Passarino-Veltman [26], para isso primeiro determinamos a base tensorial
que o diagrama deve possuir.

Se considerarmos que os elementos da base tensorial precisam apresentar a seguinte
simetria Tµν = Tνµ e o fato da base só depender do momento externo q e da métrica ηµν ,
determinamos os seguintes elementos da base tensorial para o diagrama:

T (1)
µν = ηµν

T (2)
µν = qµqν

(5.2)

Denotando a integral (5.1) por I1
µν , podemos escrevê-la em relação aos elementos da

base da seguinte forma:

I1
µν =C1T (1)

µν +C2T (2)
µν (5.3)

No apêndice (E) utilizando o software Wolfram Mathematica 11 e o pacote FeynCalc
para projetar a equação (5.3) em cada uma das componentes da base (5.2) foram determinados os
coeficientes C1 e C2, que posteriormemte foram usados para reescrever a integral original (5.3).

Com este procedimento a integral I1
µν é simplificada e passa a apresentar apenas integrais

escalares, que conforme (E.15) resultará no seguinte valor para o primeiro diagrama da auto-
energia dos campos de glúons:

q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

=− iidg2C2(G)δ ab

Γ(d+1
2 )

4−d−1
π

3
2−

d
2 csc(

πd
2
)q2( d

2−2)(2((1−ξ )(d−1)

× ((1−ξ )(d−4)−8d +28)−14d +12)qµqν)−2q2((1−ξ )

× (d−1)((1−ξ )(d−4)−8d +28)−12d +10)ηµν)

(5.4)

Diagrama (II)
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O segundo diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons é obtido
utilizando as regras de Feynman do capítulo (4.1) e a conservação dos momentos:

q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

=−
∫ dd p

(2π)d

[
−g f cad(p+q)µ

][ iδ ce

(p+q)2

][ iδ d f

p2

][
−g f f be pν

]
(5.5)

A base tensorial para esta integral possui os mesmos componentes dados por (5.2), desta
forma denotando a integral (5.5) por I2

µν , podemos escrevê-la em relação aos componentes da
base da seguinte forma:

I2
µν =C1T (1)

µν +C2T (2)
µν (5.6)

Após a determinação dos coeficientes e de resolver a integrais escalares de I2
µν , obtemos

conforme (E.29) o seguinte resultado:

q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

=
g2C2(G)δ ab 4−dπ

3
2−

d
2 (1− icot(πd

2 ))q2( d
2−2)((d−2)qµqν +q2ηµν)

Γ(d+1
2 )

(5.7)

Diagrama (III)

Utilizando as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.1) e considerando a conservação
dos momentos, temos que o terceiro diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de
glúons é dado por:

q

a,µ
~pd,σ c,γ

q

b,ν
=

1
2

∫ dd p
(2π)d

[
− iδ cd(

ηγσ

p2 − (1−ξ )
pγ pσ

p4 )
][
− ig2

δ
ab
(

f eab f ecd(ηµγ
η

νσ−

−η
µσ

η
νγ)+ f eac f ebd(ηµν

η
γσ −η

µσ
η

νγ)+ f ead f ebc(ηµνηγσ−

−ηµγηνσ )
)]

(5.8)

Utilizando a relação da constante de estrutura f acd f bcd =C2(G)δ ab, obtemos:

q

a,µ
~pd,σ c,γ

q

b,ν
= g2C2(G)δ ab

∫ dd p
(2π)d

[(1−ξ )ηµν

p2 − (1−ξ )pµ pν

p4 − dηµν

p2 +
ηµν

p2

]
(5.9)

porém de acordo com a regularização dimensional as integrais com denominadores simples serão
nulas, podemos verificar este fato considerando a integral

∫ d4 p
(2π)4

1
p4 .
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Primeiramente introduzimos uma escala m e separamos a integral em duas regiões, uma
que apresenta divergência UV (que converge para d < 4) e a outra que possui divergência IR (que
converge para d > 4):∫ d4 p

(2π)4
1
p4 =

∫ d4 p
(2π)4

1
p2(p2−m2)

−
∫ d4 p

(2π)4
m2

p4(p2−m2)
(5.10)

Considerando o limite ultravioleta, no qual os momentos são grandes, vemos que a
primeira integral pode ser aproximada por

∫ d4 p
(2π)4

1
p4 que diverge logaritmicamente, enquanto que

a segunda integral que tem seu valor aproximado pela integral
∫ d4 p

(2π)4
m2

p8 possui um valor finito.

Já considerando o limite infravermelho, no qual os momentos são pequenos, teremos que
a primeira integral tem seu valor aproximado pela integral −

∫ d4 p
(2π)4

1
p2m2 tendo um valor finito,

enquanto que a segunda integral é aproximada por −
∫ d4 p

(2π)4
1
p4 e diverge.

Desta forma com estas considerações obtemos o seguinte resultado:∫ d4 p
(2π)4

1
p4 =

i
16π2 [

1
εUV
− 1

εIR
] = 0 (5.11)

onde as divergências ultravioleta e infravermelhas são equiparadas no caso da regularização
dimensional [27].

Generalizamos este resultado temos que para qualquer integral com denominadores
simples o resultado será nulo, conforme a fórmula de Veltman:∫ dd p

(2π)d (p2)λ = 0 λ , d complexos (5.12)

obtida conforme [28]. Consequentemente temos que a integral I3 = 0.

Somando os valores obtidos dos três diagramas e posteriormente determinando a di-
mensão como sendo d→ 4−2ε e expandindo em torno de ε , obtemos que a auto-energia dos
campos de glúons é dada por:

Π
ab µν

Glúon
=

ig2C2(G)δ ab (3(1−ξ )+10)(q2ηµν −qµqν)

96π2ε
(5.13)

5.2 Diagramas de 1-loop no formalismo de 1a ordem

A teoria de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem possui os diagramas de 1-loop
dados conforme (Figura:2).

Auto-energia dos campos de glúons

A auto-energia relacionada aos campos de glúons possui a contribuição dos diagramas
(I), (II) e (III).
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(I) (II) (III)

(IV ) (V ) (V I)
Figura 2 – Diagramas de 1-loop no formalismo de 1a ordem

Diagrama (I)

Utilizando as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.2) e considerando a conservação
dos momentos escrevemos o primeiro diagrama da seguinte forma:

p+q
pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
=
∫ dd p

(2π)d

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

][
−δ

ce(
1

(p+q)2 ((p+q)λ

×η
σβ − (p+q)σ

η
λβ ))

][
−δ

d f (
1
p2 (pγηρα − pρηγα))

][
− i

2
g f f be

× (ηγνηρβ −ηγβ ηρν)
]

(5.14)

Como os elementos da base tensorial precisam apresentar a simetria Tµν = Tνµ e depende
do momento externo q e da métrica ηµν , temos que as componentes da base são dadas conforme
vimos anteriormente por (5.2). Desta forma denominando a integral (8.19) por I1

µν , escrevemos
ela em função das componentes da base da seguinte forma:

I1
µν =C1T (1)

µν +C2T (2)
µν (5.15)

Após solucionar (5.15), conforme apêndice (E), obtemos de acordo com (E.43) o seguinte
valor para o diagrama:

p+q
pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
=

iidg2C2(G)δ ab 21−2dπ
3
2−

d
2 csc(πd

2 )(q2)
d
2−2(q2ηµν +(d−2)qµqν)

Γ(d−1
2 )

(5.16)

Diagrama (II)

O segundo diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons, possui o
mesmo valor do diagrama II conforme (5.7) obtido no formalismo de segunda ordem.
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Diagrama (III)

O terceiro diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons, levando em
conta as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.2) e a conservação dos momentos é dado por:

q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

=
∫ dd p

(2π)d

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

][
2iδ ce(

1
2
(ηλγησρ −ηλρησγ)−

− 1
2(p+q)2 ((p+q)λ (p+q)γησρ +(p+q)σ (p+q)ρηλγ − (p+q)λ

× (p+q)ρησγ − (p+q)σ (p+q)γηλρ))
][
− iδ d f (

ηαβ

p2 − (1−ξ )
pα pβ

p4 )
]

×
[
− i

2
g f eb f (ηγνηρβ −ηγβ ηρν)

]
(5.17)

Como os elementos da base tensorial precisam apresentar a seguinte simetria Tµν = Tνµ ,
sendo que a base só depende do momento externo q e da métrica ηµν , temos que as componentes
da base são dadas conforme vimos anteriormente por (5.2). Desta forma, denominando o
diagrama (5.17) por I3

µν , escrevemos ele em função das componentes da base da seguinte forma:

I3
µν =C1T (1)

µν +C2T (2)
µν (5.18)

Solucionando os coeficientes de (5.18) e realizando posteriormente a integração, obtemos
conforme (E.57) o seguinte valor para o diagrama:

q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

=
iC2(G)δ ab 2−d−1π1− d

2 g2(cot(πd
2 )+ i)Γ(d

2 )(q
2)

d
2−2

(d−1)Γ(d−2)

× (((1−ξ )(d−1)−d)qµqν − ((1−ξ )(d−1)−1)q2
η

µν)

(5.19)

A auto-energia dos campos de glúons é obtida pela soma destes três diagramas:

Π
ab µν

Glúon
=

ig2C2(G)δ ab (3(1−ξ )−2)(q2ηµν −qµqν)

96π2ε
(5.20)

onde foi considerado d→ 4−2ε e o resultado foi expandido em ε .

Diagrama (IV)

Considerando o diagrama que possui vértices de interação dos campos de glúons com
o campo auxiliar, utilizando conservação dos momentos e as regras de Feynman obtidas no
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capítulo (4.2) obtemos:

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

=
1
2

∫ dd p
(2π)d

[
− ig

2
f acd(ηλ µησν −ηλνησ µ)

][
− iδ ce(

ηµα

(p+q)2 − (1−ξ )

× (p+q)µ(p+q)α

(p+q)4 )
][
− iδ d f (

ηνβ

p2 − (1−ξ )
pν pβ

p4 )
][
− ig

2
f be f

× (ηγαηρβ −ηγβ ηρα)
]

(5.21)

Considerando que a base tensorial precisa apresentar as simetrias Tλσ ,γρ = -Tσλ ,γρ =
-Tλσ ,ργ =Tγρ,λσ e o fato dela só depender do momento externo q e da métrica, determinamos que
para este diagrama temos as seguintes componentes da base:

T (1)
λσ ,γρ

= ηλγησρ −ηλρησγ

T (2)
λσ ,γρ

= qλ (qγησρ −qρησγ)−qσ (qγηλρ −qρηλγ)
(5.22)

Denotando a integral (5.21) por I4
λσ ,γρ

, reescrevemos a integral em função das compo-
nentes da base da seguinte forma:

I4
λσ ,γρ

=C1T (1)
λσ ,γρ

+C2T (2)
λσ ,γρ

(5.23)

Realizando a projeção desta equação em cada uma das componentes da base (5.22) de-
terminamos os coeficientes C1 e C2 e reescrevemos a integral I4

λσ ,γρ
em termos das componentes

T (1)
λσ ,γρ

e T (2)
λσ ,γρ

da base. Assim com I4
λσ ,γρ

apresentando apenas integrais escalares, obtemos
conforme (E.71) o seguinte resultado:

I4
λσ ,γρ

=
id+1C2(G)δ ab

Γ
(d−1

2

) ((1−ξ )−2)4−d−1
π

3
2−

d
2 g2 csc

(
πd
2

)(
q̄2) d

2−3
((1−ξ )(d−4)

×
(

q̄γ

(
q̄λ

η
ρσ − q̄σ

η
λρ

)
+ q̄ρ

(
q̄σ

η
γλ − q̄λ

η
γσ

))
+4q̄2

(
η

γλ
η

ρσ −η
γσ

η
λρ

))
(5.24)

Definindo a dimensão como sendo d→ 4−2ε e expandindo o resultado em torno de ε

obtemos conforme (E.73) que o diagrama IV possui o seguinte valor:

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

=
ig2C2(G)δ ab ((1−ξ )−2)(ηγσ ηλρ −ηγλ ηρσ )

128π2ε (5.25)

Diagrama (V)
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O diagrama com vértice de interação entre os campos de glúons e o campo auxiliar, que
apresenta propagador misto, será dado de acordo com as regras de Feynman do capítulo (4.2) e
conservação dos momentos por:

pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ
=
∫ dd p

(2π)d

[−i
2

g f dac(ηγµηρν −ηγνηρµ

][
δ

d f ( 1
p2 (pγηρβ − pρηγβ )

)]

×
[
− iδ ce( ηνα

(p+q)2 − (1−ξ )
(p+q)ν(p+q)α

(p+q)4

)][−i
2

g f be f (ηλαησβ−

−ηλβ ησα)
]

(5.26)

Considerando que as componentes da base tensorial da integral precisam apresentar a
seguinte antissimetria Tλσ ,µ = -Tσλ ,µ e o fato da base só depender do momento externo q ou da
métrica, encontramos apenas a seguinte componente para a base deste diagrama:

T (1)
λσ ,µ = qλ ησ µ −qσ ηλ µ (5.27)

Denotando a equação (5.26) por I5
λσ ,µ , reescrevemos ela em função desta componente

da seguinte forma:

I5
λσ ,µ =C1T (1)

λσ ,µ
(5.28)

Realizando a projeção desta equação na componente da base tensorial T (1)
λσ ,µ determina-

mos o coeficiente C1 e conseguimos obter o diagrama apenas em função de integrais escalares,
assim conforme (E.81) obtemos:

I5
λσ ,µ =−

g2C2(G)δ ab4−dπ
3
2−

d
2 g2((1−ξ )(d−3)+2)(cot(πd

2 )+ i) (q2)
d
2−2(qσ ηλ µ −qλ ηµσ )

Γ(d−1
2 )

(5.29)

Considerando a dimensão d→ 4−2ε e expandindo em torno de ε temos de acordo com
(E.83) que o diagrama será:

pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ
=

g2C2(G)δ ab ((1−ξ )+2)(qσ ηλ µ −qλ ηµσ )

128π2ε
(5.30)

Além deste diagrama há o diagrama que é inverso dele e que é dado por:

pq

a,λσ
p+q

c,ν

f ,γρd,β
q

b,µ
=−g2C2(G)δ ab ((1−ξ )+2)(qσ ηλ µ −qλ ηµσ )

128π2ε
(5.31)
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Diagrama (VI)

O último diagrama possui vértices de interação entre o campo de glúon com os campos
fantasmas, considerando a conservação dos momentos e as regras de Feynman obtidas em (4.2),
o diagrama é dado da seguinte forma:

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

=
∫ dd p

(2π)d

[
g f dca pµ

][
i
δ f d

p2

][
− iδ ce(

ηµν

(p+q)2 − (1−ξ )
(p+q)µ(p+q)ν

(p+q)4 )
]

×
[
−g f be f qν

]
(5.32)

Ao contraírmos os índices deste diagrama ele já apresenta apenas integrais escalares,
denotando a integral (5.32) como I6 e realizando a integração escalar obtemos, conforme (E.88),
o seguinte valor para a integral:

I6 =
iidg2C2(G)δ ab 21−2dπ

3
2−

d
2 ((1−ξ )(d−3)+2)csc(πd

2 )(q2)
d
2−1

Γ(d−1
2 )

(5.33)

Considerando a dimensão dada por d → 4− 2ε e expandindo em torno de ε temos
conforme (E.90) que o diagrama é dado por:

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

=− iC2(G)g2δ ab ((1−ξ )+2)q2

64π2ε (5.34)

5.3 Diagramas de 1-loop no formalismo de 1a ordem mo-
dificado

A teoria de Yang-Mills no formalismo de 1a ordem modificado possui os seguintes seis
diagramas de 1-loop:

(I) (II) (III)

(IV ) (V ) (V I)
Figura 3 – Diagramas de 1-loop no formalismo de 1a ordem modificado

Auto-energia dos campos de glúons



66 Capítulo 5. Diagramas de 1-loop

A auto-energia dos campos de glúons possui a contribuição dos diagramas (I), (II) e (III).

Diagrama (I)

O primeiro diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons será dado
conforme (5.4), resultado obtido no primeiro diagrama do formalismo de segunda ordem.

Diagrama (II)

O segundo diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons é o mesmo
obtido no segundo diagrama do formalismo de segunda ordem (5.7).

Diagrama (III)

O terceiro diagrama que contribui para a auto-energia dos campos de glúons é dado
conforme as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.3) da seguinte forma:

q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

=
∫ dd p

(2π)d

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

][
2iδ ce

ηλγησρ

][
− iδ d f (

ηαβ

p2 −

− (1−ξ )
pα pβ

p4 )
][
− i

2
g f eb f (ηγνηρβ −ηγβ ηρν)

]
(5.35)

Interessante notar que este diagrama difere do diagrama obtido no formalismo de primeira
ordem (5.19), isto ocorre devido os propagadores do campo auxiliar nos dois formalismos serem
diferentes. Contraíndo os índices obtemos:

q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

=
∫ dd p

(2π)d C2(G)g2
δ

ab
[(1−ξ )pµ pν

p4 +
d ηµν − (1−ξ )ηµν −ηµν)

p2

]

(5.36)

Porém conforme demonstrado em (5.12) a integral será nula, logo:

q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

= 0

Assim verificamos que como este terceiro diagrama é nulo, ele não contribui para a
auto-energia dos campos de glúons.
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Logo os únicos diagramas que contribuem para a auto-energia neste formalismo são os
mesmos dois diagramas que contribuem para a auto-energia dos campos de glúons no formalismo
de segunda ordem conforme (5.13), assim temos que a auto-energia dos campos de glúons é
dada da seguinte forma:

Π
ab µν

Glúon
=

ig2C2(G)δ ab (3(1−ξ )+10)(q2ηµν −qµqν)

96π2ε

Diagrama (IV)

O quarto diagrama que possui vértices de interação entre os campos de campos de glúons
e o campo auxiliar é o mesmo obtido em (5.25) no quarto diagrama do formalismo de primeira
ordem.

Diagrama (V)

O quinto diagrama possui um vértice de interação entre os campos de glúons e o campo
auxiliar e outro vértice de interação cúbica de campos de glúons, que segundo a conservação dos
momentos e as regras de Feynman obtidas no capítulo (4.3), será dado por:

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

=
1
2

∫ dd p
(2π)d

[
− ig

2
f acd(ηλ µησν −ηλνησ µ)

][
− iδ ce(

ηµα

(p+q)2−

− (1−ξ )
(p+q)µ(p+q)α

(p+q)4 )
][
− iδ d f (

ηνβ

p2 − (1−ξ )
pν pβ

p4 )
]

×
[
g f be f ((p−q)αηβγ +(−2p−q)γηαβ +(p+2q)β ηγα

]
(5.37)

Considerando que a base tensorial da integral precisa apresentar a seguinte antissimetria
Tλσ ,γ = -Tσλ ,γ e o fato dela só depender do momento externo q e da métrica, determinamos a
seguinte componente para a base do diagrama:

T (1)
λσ ,γ = qλ ηγσ −qσ ηγλ (5.38)

Denotando a equação (5.37) por I5
λσ ,γ , reescrevemos o diagrama em função deste ele-

mento da base como sendo:

I5
λσ ,γ =C1T (1)

λσ ,γ
(5.39)

Ao realizar a projeção desta equação na componente da base tensorial T (1)
λσ ,γ conseguimos

determinar o coeficiente C1, que substituímos na integral (5.39) e poseriormente realizamos as
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integrais escalares conforme (E.98), obtendo:

I5
λσ ,γ =−

g2C2(G)δ ab 2−2d−1π
3
2−

d
2 ((1−ξ )((1−ξ )(d−4)−4d +18)−12)

Γ(d−1
2 )

×
cot(πd

2 +1)(q2)
d
2−2(qσ ηγλ −qλ ηγσ )

Γ(d−1
2 )

(5.40)

Fazendo com que a dimensão seja d→ 4−2ε e expandindo em torno de ε obtemos que
o quinto diagrama é dado de acordo com (E.100) por:

q

a,λσ
p+q

c,µ d,α

q

b,γ
p

d,ν e f ,β

=−g2C2(G)δ ab ((1−ξ )−6)(qλ ηγσ −qσ ηλγ)

128π2ε
(5.41)

Diagrama (VI)

O sexto diagrama possui vértices de interação entre glúon e campos fantasmas, o seu
valor é o mesmo obtido em (5.34) , resultado do sexto diagrama do formalismo de primeira
ordem.

5.4 Comparação dos valores obtidos nos diferentes for-
malismos

Considerando a auto-energia dos campos de glúons presente em todos os formalismos
verificamos que no formalismo usual de segunda ordem ela possui a contribuição efetiva dos
dois primeiros diagramas, sendo o terceiro diagrama nulo, cujo resultado é dado por (5.13) e é
o mesmo obtido para a auto-energia dos campos de glúons no formalismo de primeira ordem
modificado, neste formalismo o terceiro diagrama também é nulo, tendo apenas a contribuição
dos mesmos diagramas do caso do formalismo de segunda ordem para auto-energia dos glúons.

Desta forma, verificamos neste caso a compatibilidade do formalismo de primeira
ordem modificado com o formalismo usual de segunda ordem, mostrando que os resultados são
compatíveis.

Já para o caso do formalismo de primeira ordem o valor obtido para a auto-energia dos
campos de glúons é dada pela equação (5.20), diferindo do resultado dos outros formalismos por
um fator mutiplicativo da estrutura transversal que aparece na auto-energia dos glúons em todos
os formalismos.

Apesar do formalismo de primeira ordem apresentar um valor diferente do formalismo
de segunda ordem, não podemos concluir que é incompatível com este, dado que estamos
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considerando apenas uma parte das funções pertencentes ao funcional gerador, pois o cálculo
destes diagramas de 1-loop se restringem apenas às funções 1PI11, que contribuem para a ação
efetiva.

De fato conforme referência [29], ao serem utilizados os diagramas de 1-loop para calcu-
lar o propagador completo dos campos de glúons obtemos o mesmo propagador no formalismo
de segunda ordem e no de primeira ordem.

Assim o propagador dos campos de glúons no formalismo de segunda ordem é dado por:

= + +

Figura 4 – Propagador do glúon no formalismo de segunda ordem até a ordem de g2

Já o propagador dos campos de glúons no formalismo de primeira ordem é dado por:

= + + +

+ + +

+ +

Figura 5 – Propagador do glúon no formalismo de primeira ordem até a ordem de g2

Observamos que os diagramas de 1-loop são multiplicados por propagadores livres de
glúons quando possuem pernas externas de campos de glúons e que no caso em que possuem
alguma perna externa de campo auxiliar eles são multiplicados pelo propagador misto no lado
desta perna externa dependente do campo auxiliar, assim segundo [30] o resultado obtido para o
propagador é dado por:

=
ig2C2(G)δ ab(3ξ −13)

96π2q4ε
(q2

η
µν −qµqν)+Termos finitos (5.42)

Interessante notar que no caso do formalismo de primeira ordem modificado o propagador
até a ordem de g2 possui os mesmos diagramas que contribuem para o propagador até a mesma
ordem no formalismo de segunda ordem (Figura:4), isto se deve ao fato de que os outros
diagramas de 1-loop do formalismo de primeira ordem modificado não contribuem para o cálculo
do propagador devido neste formalismo não existir propagadores mistos que possam ser usados
para multiplicar as pernas externas de campo auxiliar.
11 One Particle Irreducible.
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Desta forma o valor obtido (A.28) para o propagador até a ordem de g2 é idêntico nos
três formalismos, mostrando assim que os formalismos são quanticamente equivalentes para este
cálculo mais geral da função de partição.

Esta compatibilidade é uma demonstração mais geral da compatibilidade quântica dos
formalismos, pois o propagador calculado é justamente a derivada segunda da função de partição
em relação às fontes dos campos de glúons:

=
1

Z[0]
δ 2Z[JA]

δJA(x1)δJA(x2)

∣∣∣∣∣
JA=0

(5.43)

Visto a compatibilidade dos formalismos ao calcular o propagador até ordem de g2,
podemos nos questionar qual o comportamento destes formalismos de primeira ordem no limite
de altas temperaturas e desta forma calcular os diagramas de 1-loop térmicos.
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CAPÍTULO

6
REVISÃO DA TEORIA QUÂNTICA DE

CAMPOS À TEMPERATURA FINITA
(TQCTF)

Até agora abordamos a teoria de Yang-Mills sem considerar efeitos térmicos, assim para
podermos verificar o comportamento da teoria no limite de altas temperaturas precisamos de
uma teoria que descreva o problema de muitos corpos e cuja dinâmica fundamental seja através
de campos quânticos relativísticos.

Deste modo iremos introduzir a TQCTF12 que além de descrever estes fênomenos físicos,
resulta na teoria quântica de campos usual no limite de temperatura zero.

No entanto existem diferentes formalismos para abordar uma TQCTF, exitem os cha-
mados formalismos reais como: o de trajetória temporal fechada, desenvolvido por Schwinger
[31] ao abordar as teorias por integrais de trajetórias; e o da dinâmica de campos térmicos
desenvolvido por Umezawa [32], que utilizou o método de quantização canônica via operadores;
além do formalismo imaginário de Matsubara [33], que descreve fenômenos em equilíbrio, mas
que pode abordar fenômenos que dependam do tempo ao realizar uma continuação analítica,
este último formalismo será o adotado neste trabalho para abordar a teoria à temperatura finita.

6.1 Relações termodinâmicas

Em mecânica estatística sabemos que no caso de um sistema de várias partículas em
contato com um reservatório que permite a troca de calor e partículas, é conveniente utilizar o
ensemble grande canônico, pois nele a temperatura T , o volume V e o potencial químico µ são
constantes, este ensemble mostra-se também adequado ao considerarmos uma teoria de partículas
quânticas relativísticas à temperatura finita, pois além de englobar os casos em equilíbrio térmico,
12 Teoria Quântica de Campos à Temperatura Finita
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ele permite descrever a criação e aniquilação de partículas, que surge ao considerarmos os efeitos
relativísticos.

Neste ensemble o sistema quântico térmico possui comportamento estático, dado estar
em equilíbrio térmico, para determinar os valores médios de energia, assim como quaisquer
cargas conservadas, utilizamos a matriz de densidade, definida da seguinte forma:

ρ(β ) = e−βH−∑aiNi (6.1)

onde a temperatura e os potênciais químicos µi são multiplicadores de lagrange, com β = T−1 e
αi =−β µi

13.

A função de partição grande canônica é dada por:

Z(V,β ,µi) = Trρ(β ) (6.2)

Como veremos posteriormente a função de partição está relacionada com o funcional
gerador da TQCTF, além disso a partir dela podemos determinar as grandezas termodinâmicas:

Pressão : P =
∂ (T lnZ)

∂V

Entropia : S =
∂ (T lnZ)

∂T

Densidade de carga : Ni =
∂ (T lnZ)

∂ µi

Energia : E =−PV +T S+µiNi

(6.3)

A função de partição (6.2) é difícil de ser determinada ao considerarmos uma expansão
pertubativa da constante de acoplamento, isso se deve ao fato de possuir uma soma sobre os
valores experados em todos estados possíveis no espaço de Hilbert, que são infinitos numa
TQC14 [34]. Deste modo, usamos o formalismo de Matsubara para contornar este problema e
abordar pertubativamente a função de partição de forma similar à teoria quântica de campos à
temperatura zero.

6.2 Formalismo de Matsubara
Indroduziremos agora o formalismo de Matsubara que será utilizado para descrever a

TQCTF, este formalismo também é conhecido como formalismo do tempo imaginário e será
obtido a partir da teoria de campos à temperatura zero.

De fato verificamos anteriormente ao tentarmos realizar as integrais dos diagramas que
contribuem para a teoria à temperatura zero que era coveniente realizar uma continuação analítica
13 Nos cálculos da TQCTF usamos o ensemble grande canônico considerando os potênciais químicos como sendo

zero.
14 Teoria Quântica de Campos.
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para o tempo imaginário através da rotação de Wick:

t→−itE (6.4)

onde tE é o tempo euclidiano.

A rotação de Wick faz com que o problema passe do espaço de Minkowski para o espaço
Euclidiano, fazendo com que a métrica se transforme da seguinte forma:

t2− x2→−(t2
E + x2) (6.5)

no espaço do momento teremos k0→−ik4.

Considerando o funcional gerador para uma teoria genérica sem fontes:

Z[0] = N
∫

DφeiS[φ ] (6.6)

Tomando como exemplo o campo escalar cuja a densidade de lagrangiana é dada por:

L =
1
2
(∂φ)2− 1

2
m2

φ
2−V (φ) (6.7)

onde φ é real e as interações são dadas por V . Utilizando a definição do funcional gerador (6.6)
e realizando a rotação de Wick (6.4) a medida da ação se transformará da seguinte forma:

ddx→−idtE dDx≡−idd
Ex (6.8)

onde D é a dimensão espacial e a dimensão espaço-temporal é dada por d = D+ 1, a ação
euclidiana será reescrita da seguinte forma:

SE [φ ] =−
∫

dd
Ex[−1

2
(∂tE φ)2− 1

2
(∂φ)2− 1

2
m2

φ
2−V (φ)]≡

≡
∫

dd
Ex[

1
2
(∂φ)2 +

1
2

m2
φ

2 +V (φ)]E

(6.9)

onde SE [φ ] é a ação euclidiana.

Reescrevemos então o funcional gerador para uma teoria genérica após a rotação de
Wick da seguinte forma:

Z[0] = N
∫

Dφe−SE [φ ] (6.10)

Veremos que este funcional gerador é utilizado no formalismo de Matsubara para a
descrição de uma TQCTF e que o formalismo de Matsubara descreve a função de partição
em termos do formalismo de integrais de trajetória que é semelhante ao utilizado na teoria à
temperatura zero após a rotação de Wick.

Primeiramente verifiquemos a conexão do funcional gerador com a mecânica estatística,
para isso consideramos um sistema de partículas com energia E(p,q) e escrevemos a função de
partição clássica do sistema da seguinte forma:

Z = ∏
i

∫
d pidqi e−βE(p,q) (6.11)
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ao fazer a integração nos momentos p e omitindo o fator constante, obtemos:

Z '∏
i

∫
dqie−βE(q) (6.12)

tomando o limite contínuo i→ x e qi → φ(x) obtemos uma integral funcional dependendo
da ação euclidiana como em (6.10), assim a ação euclidiana pode ser considerada como um
funcional de energia estático para o campo φ .

Esta conexão da mecânica estatística e teoria quântica de campos foi primeiramente
obsevada por Bloch [35] que constatou que e−βH na função de partição é uma continuação
analítica t→−iβ ao longo do eixo temporal imaginário do operador de evolução temporal e−iHt .

No entanto, nosso interesse é na mecânica quântica descrita a partir das interações
fundamentais de uma teoria quântica relativística. Assim consideremos a função de partição
quântica conforme (6.2), no ensemble grande canônico em equilíbrio:

Z(β ) = tr ρ(β ) = tr e−βH =
∫

Dφ < φ |e−βH |φ > (6.13)

utilizamos a continuação analítica t→−iβ e o fato de que uma amplitude de transição da forma
< A|e−itH |B > em TQC à temperatura zero pode ser escrita na forma de integral, obtemos:

Z(β ) = N
∫

Dφe−
∫ β

0 dtE
∫

dDx LE(φ) ≡
∫

Dφe−SE(β ) (6.14)

Desta forma vemos que a função de partição equivale ao funcional gerador sem fontes
da teoria quântica de campo à temperatura zero após a rotação de Wick, com a diferença de que
na teoria à temperatura zero o intervalo temporal de integração em é −∞≤ tE ≤ ∞ e no caso da
TQCTF o intervalo é limitado à 0≤ tE ≤ β , além disso o campo de integração deve satisfazer
condições de contorno, que no caso bosônico é a condição de periodicidade φ(~x,0) = φ(~x,β ) e
no caso de campos fermiônicos a condição é a de antiperiodicidade φ(~x,0) =−φ(~x,β ).

Interessante notar que a função de partição Z(β ) = Z(β ,J = 0) é um caso particular do
funcional gerador da teoria quântica de campos. Assim teremos que um sistema quântico térmico
em D dimensões espaciais é descrito por uma teoria de campos euclidiana formulada em D + 1
dimensões espaço-temporais

Além disso temos que como os cálculos dos diagramas de Feynman são mais simples no
espaço dos momentos, no formalismo de Matsubara como o tempo está limitado à um intervalo
finito a transformada de Fourier dependerá apenas de valores discretos, assim teremos a seguinte
alteração ao trabalhar no espaço dos momentos:∫

d p0 dD p f (p0,~p)→ 2πT ∑
n

∫
dD p f (iωn,~p) (6.15)

onde a componente de energia do momento é substituída pelas frequências de Matsubara, dadas
por:

ωn =
2nπ

β
(bósons); n =−∞, · · ·,∞

ωn =
(2n+1)π

β
( f érmions)

(6.16)
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6.3 Regras de Feynman térmicas
Ao considerar uma TQCTF teremos que as regras de Feynman são obtidas a partir

das integrais de caminho da teoria, os vértices são idênticos as regras da teoria euclidiana à
temperatura zero, porém os propagadores correspondem ao inverso dos operadores quadráticos
da lagrangiana no espaço das funções (anti)periódicas.

Deste modo para encontrar as regras de Feynman substituir todos os momentos da
lagrangiana p ≡ (p0,~p) por p ≡ (iωn,~p), onde as frequências de Matsubara ωn são dadas
conforme vimos por (6.16).

No próximo capítulo será visto como utilizar o formalismo de Matsubara para calcular
as funções de Green térmicas em ordem de um loop.
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CAPÍTULO

7
FUNÇÕES DE GREEN TÉRMICAS

Para calcular as funções de Green 1PI térmicas há algumas técnicas que podem ser
utilizadas, iremos deduzir a seguir uma expressão geral para qualquer diagrama das funções
de Grenn 1PI, em ordem de um loop, mostrando que após efetuar a soma sobre as freqüências
de Matsubara podemos escrever em termos de amplitudes frontais as expressões térmicas dos
diagramas.

As amplitudes frontais simplificam os cálculos dos diagramas de 1-loop na medida que
estabelece que as integrais em p0, obtidas a partir das somas das frequências de Matsubara,
equivalem à cortes nas linhas internas dos diagramas de 1-loops, que são os propagadores dos
diagramas, conservando os momentos em cada vértice, sendo que todos os cortes possíveis
existentes nas linhas internas dos loops equivale à permutações cíclicas das amplitudes frontais,
conforme [36] e [37]15.

Deste modo, após as somas das frequências de Matsubara teremos uma integral no
momento típico da partícula térmica, cujo integrando é composto por todas as permutações
cíclicas das amplitudes frontais.

7.1 Cálculo das funções de Green utilizando amplitudes
frontais

Consideramos um diagrama de uma função de Green 1PI térmica em ordem de um loop
com L linhas externas, escrevemos da seguinte forma:

F ≡ T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

1
p2

0−~p2
1

(p0 +q10)2− (~p+~q1)2 . . . .
t(p;q1, . . . ,qL)

(p0−qL0)2− (~p−~qL)2 (7.1)

onde t(p;q1, . . . ,qL) depende de índices correspondentes às coordenadas de espaço-tempo.
15 As amplitudes frontais apresentam uma partícula térmica que mantém seu momento interno após n-interações

com os campos externos.
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Vemos que há uma integral no vetor momento e uma soma nas frequências de Matsubara
que independem da ordem em que são calculados, dado que os propagadores e os vértices da
teoria de Yang-Mills são analíticos.

Além disso o integrando não deve possuir pólos ao longo do eixo imaginário, usando
o teorema de Cauchy reproduzimos a soma nas frequências de Matsubara, cujas funções são
definidas no espaço dos momentos em uma integral no plano complexo p0.

Re p0

Im p0

C

Figura 6 – Contorno de integração C

Desta forma, utilizando o caminho de integração C, conforme (Figura:6), identificando
que os valores assumidos pelas frequências de Matsubara ωn para bósons de gauge são idênticos
aos valores dos pólos de uma cotangente hiperbólica com argumento igual a β p0

2 , podemos
escrever a versão integral da soma de ωn da seguinte forma:

T
∞

∑
n=−∞

f (p0 = iωn,~p) =
1

2πi

∮
C

d p0
1
2

coth
(

β p0

2

)
f (p0,~p), (7.2)

onde ωn = 2πnT , com n inteiro.

No caso da soma para os férmions os valores assumidos pelas frequências ωn são pólos
de uma tangente hiperbólica com argumento igual a β p0

2 e a soma pode ser escrita da seguinte
forma:

T
∞

∑
n=−∞

f (p0 = iωn,~p) =
1

2πi

∮
C

d p0
1
2

tanh
(

β p0

2

)
f (p0,~p) (7.3)

onde ωn = (2n+1)πT , com n inteiro.

De acordo com o teorema dos resíduos podemos deformar o contorno de integração que
engloba os pólos da função f (p0,~p) sem alterar o valor final da integral.

Assim deformando o contorno de integração C, conforme o novo contorno C dado pela
(Figura:7) podemos reescrever a soma da seguinte forma:

1
2πi

[∫ −i−δ

i−δ

d p0 f (p0,~p)
1
2

[
coth

(1
2

β p0

)]±1
+
∫ i+δ

−i+δ

d p0 f (p0,~p)
1
2

[
coth

(1
2

β p0

)]±1
]
(7.4)
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Re p0

Im p0

C

Figura 7 – Contorno de integração C

onde
[

coth
(

1
2β p0

)]−1
refere-se ao caso dos férmions.

Dado que a integração é realizada em todas as direções espaciais do quadrimomento
podemos realizar p0→−p0 e ~p→−~p na primeira integral, sem alterar o valor de f (p0, p),
assim obtemos:

1
2πi

∫ i+δ

−i+δ

d p0( f (p0,~p)+ p→−p)
1
2

[
coth

(1
2

β p0

)]±1
] (7.5)

Usando a identidade algébrica:

1
2

[
coth

(1
2

β p0

)]±1
=

1
2

e
1
2 β p0± e

1
2 β p0

e
1
2 β p0∓ e

1
2 β p0

=
1
2

e
1
2 β p0± e

1
2 β p0± e−

1
2 β p0∓ e−

1
2 β p0

e
1
2 β p0∓ e

1
2 β p0

=

=
1
2
± 1

eβ p0∓1 =
1
2
±NB,F(p0)

(7.6)

obtemos a seguinte forma geral para a soma sobre as frequências de Matsubara:

T
∞

∑
n=−∞

f (p0 = iωn,~p)=
∫ i

−i

d p0

4πi
[ f (p0,~p)+ p→−p]±

∫ i+δ

−i+δ

d p0

2πi
[ f (p0,~p)+ p→−p]NB,F(p0)

(7.7)

Após a soma das frequências de Matsubara podemos observar que a contribuição da
ordem de 1-loop para uma função de Green térmica 1PI se decompõe na soma de uma parte
euclidiana, que é independente da temperatura e idêntica à teoria de temperatura zero após a
rotação de Wick e uma parte dependente da temperatura, que no limite T → 0 tende a zero e tem
por característica ser ponderada por uma distribuição estatística, que para bósons é a distribuição
de Bose-Einstein 16 e para os férmions17 é a distribuição de Fermi-Dirac.

Na segunda integral a temperatura possui um papel de "cut-off "que impede o surgimento
de divergências ultravioletas, pois devido seu decaímento exponencial as distribuições térmicas

16 A distribuição de Bose-Einstein é dada por NB(p0) =
1

eβ p0−1
.

17 A distribuição de Fermi-Diracé dada por NF(p0) =− 1
eβ p0+1

.
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acabam amortizando qualquer crescimento advindo de f (±p), não necessitando da regularização
dimensional utilizada na teoria à temperatura zero.

Como a parte de temperatura nula já foi abordada anteriormente iremos focar apenas na
parte térmica das funções de Green 1PI térmicas. Desta forma, substituindo o resultado obtido
para a soma sobre as freqüências de Matsubara, na expressão geral para as funções de Green
térmicas, obtemos a seguinte expressão para a parte dependente da temperatura:∫ dD~p

(2π)D

∫ i+δ

−i+δ

d p0

(2πi)
NB,F(p0)[ f (p0,~p)+ p→−p] (7.8)

Como iremos calcular posteriormente os diagramas de 1-loop térmicos da teoria de
Yang-Mills levando em consideração apenas as funções de dois pontos, verifiquemos o cálculo
geral para estas funções de dois pontos, onde temos que f (p0,~p) assume a seguinte forma:

f (p0,~p) =
t(p;k)

(p p)i(k k) j (7.9)

com k = p+q. Para calcular a integral em p0 usamos a seguinte decomposição:

1
(p p)i(k k) j =

1
(p0 + |~p|)i

1
(p0 +q0 + |~p+~q|) j

1
(p0−|~p|)i

1
(p0 +q0−|~p+~q|) j (7.10)

e reescrevemos a integral da seguinte forma:∫ dD~p
(2π)D

∫ i+δ

−i+δ

d p0

(2πi)
I (p0,~p) (7.11)

com o integrando I (p0,~p) dado por:

I (p0,~p) = NB,F(p0)

[
1

(p0 + |~p|)i
1

(p0 +q0 + |~p+~q|) j
1

(p0−|~p|)i
t(p; p+q)

(p0 +q0−|~p+~q|) j+

+ p→−p
]

(7.12)

Fechando o contorno no plano direito, através de um semicírculo de raio R, conforme
(Figura:8) de forma que ao fazermos o raio tendendo ao infinito o módulo do integrando decaia
mais rápido que uma exponencial decrescente.

Considerando o teorema de resíduos para pólos múltiplos:

1
2πi

∮
I (p0,~p)d p0 =

n

∑
j=1

Res j[I (p0,~p)] (7.13)

onde cada resíduo é dado por:

Resp0=p[I (p0,~p)] =
1

(i−1)!
lim

p0→p

dm−1

d pm−1
0

[(p0− p)mI (p0,~p)] (7.14)

em que p é o pólo e m o índice do denominador do integrando.
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−|~p| |~p| Re p0

Im p0

Figura 8 – Contorno de integração

Notando que a integral em p0 de (7.11) possui pólos no interior do contorno nos pontos
em que p0 = |~p| e p0 = |~p+~q|−q0, teremos que o resíduo para p0 = |~p| é dado por:

Resp0=|~p|[I (p0,~p)] =
1

(i−1)!
limp0→|~p|

∂ i−1

∂ pi−1
0

(
(p0−|~p|)i NB,F(p0)

(p0 + |~p|)i

× 1
(p0 +q0 + |~p+~q|) j

1
(p0−|~p|)i

t(p; p+q)
(p0 +q0−|~p+~q|) j

)
=

=
1

(i−1)!
limp0→|~p|

∂ i−1

∂ pi−1
0

( NB,F(p0)

(p0 + |~p|)i
t(p; p+q)(

(p+q)(p+q)
) j

) (7.15)

e para p0 = |~p+~q|−q0 dado por:

Resp0=|~p+~q|−q0[I (p0,~p)] =
1

( j−1)!
limp0→|~p+~q|−q0

∂ j−1

∂ p j−1
0

(
(p0−|~p+~q|+q0)

j NB,F(p0)

(p0 + |~p|)i

× 1
(p0 +q0 + |~p+~q|) j

1
(p0−|~p|)i

t(p; p+q)
(p0 +q0−|~p+~q|) j

)
=

=
1

( j−1)!
limp0→|~p+~q|−q0

∂ j−1

∂ p j−1
0

(NB,F(p0)

(p p)i
t(p; p+q)

(p0 +q0 + |~p+~q|) j

)
(7.16)

Realizando a seguinte mudança ~p→ ~p−~q no último resíduo, reescrevemos ele da
seguinte forma:

Resp0=|~p+−→q1|−q0

[
I (p0,~p)

]
=

1
( j−1)!

limp0→|~p|−q0

∂ j−1

∂ p j−1
0

( NB,F(p0)

(p2
0−|~p+~q|2)i

× t(p0,~p−~p; p0 +q0,~q)
(p0 +q0 + |~p|) j

)
.

(7.17)

Logo a integral (7.11) será dada por:

−
∫ dD~p

(2π)D

[ 1
(i−1)!

limp0→|~p|
∂ i−1

∂ pi−1
0

( NB,F(p0)

(p0 + |~p|)i
t(p; p+q)(

(p+q)(p+q)
) j

)
+

+
1

( j−1)!
limp0→|~p|−q0

∂ j−1

∂ p j−1
0

( NB,F(p0)

(p2
0−|~p+~q|2)i

t(p0,~p−~q; p0 +q0,~q)
(p0 +q0 + |~p|) j

)
+ p→−p

]
(7.18)
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Usando a periodicidade das distribuições térmicas NB,F(x+ p0)=NB,F(p0) (x é o módulo
de alguma combinação de momentos) e redefinindo o momento de integração ~p, conforme [38],
temos:

−
∫ dD~p

(2π)D

[ 1
(i−1)!

∂ i−1

∂ pi−1
0

( NB,F(p0)

(p0 + |~p|)i
t(p; p+q)(

(p+q)(p+q)
) j

)
+

+
1

( j−1)!
∂ j−1

∂ p j−1
0

( NB,F(p0)(
(p+q)(p+q)

)i
t(−(p+q); p)
(p0 + |~p|) j

)
+ p→−p

]
p0=|~p|

(7.19)

No caso em que i = j = 1, conforme veremos ao considerar o calibre de Feynman na
teoria de Yang-Mills, obtemos:

−
∫ dD~p

(2π)D

[ NB,F(p0)

(p0 + |~p|)
t(p; p+q)
(p+q)2 +

NB,F(p0)

(p+q)2
t(−(p+q); p)
(p0 + |~p|)

+ p→−p
]

p0=|~p|
=

=
∫ dD p

(2π)D
NB,F(|~p|)

2|~p|
A (p;q)

(7.20)
onde o momento de integração p foi redefinido e A (p;q) são as amplitudes frontais das funções
de dois pontos, esta forma de expressar as funções de Green 1PI térmicas é extremamente
conveniente para o cálculo dos diagramas de 1-loop.

7.2 Hard thermal loops
Ao considerar as funções de Green térmicas iremos nos restringir à região de HTL 18,

na qual podemos separar as escalas de distância média entre as partículas, da ordem de 1
T , das

escalas de comprimentos de onda de excitações coletivas, da ordem de 1
gT , onde g representa o

parâmetro perturbativo19.

Assim em termos de funções de Green térmicas, essas contribuições de HTL são ca-
racterizadas pelo momentos das partículas térmicas p tendo a mesma ordem da temperatura T,
enquanto que os momentos externos qi associados às excitações coletivas possuem a mesma
ordem de gT, logo neste limite consideramos p� qi.

Essa região apresenta as maiores contribuições do integrando dado que o momento
interno p possui a mesma ordem da temperatura T e anula o efeito de amortização das funções
de distribuição Bose-Einstein, no caso dos bósons, ou Fermi-Dirac, no caso dos férmions.

A separação das escalas é consistente com a seguinte expansão em série de potências
dos momentos externos presentes nas amplitudes frontais:

1
q2±2(p.q)

=± 1

2(p.q)(1± q2

2(p.q))
=± 1

2(p.q)

(
1∓ q2

2(p.q)
+ · · ·

)
(7.21)

18 Hard Thermal Loops
19 O parâmetro pertubativo g é tipicamente a constante de acoplamento.
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Além desta expansão em série é importante verificarmos se há a existência de dependência
de momentos nos vértices das amplitudes frontais A (p;q) das funções de Green térmicas para
assim considerarmos apenas os termos de maior ordem em p, obtendo então os diagramas
térmicos no limite de altas temperaturas.
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CAPÍTULO

8
DIAGRAMAS DE 1-LOOP TÉRMICOS

Tendo em vista as regras de Feynman térmicas conforme capítulo (6.3) e a função de
Green térmica para o cálculo de qualquer diagrama de Feynman da ordem de 1-loop (7.19),
verificaremos a seguir o cálculo dos diagramas de 1-loop térmicos da teoria de Yang-Mills
nos formalismos de primeira ordem e no formalismo de segunda ordem, visando observar o
comportamento da teoria nestes diferentes formalismos no limite de alta temperatura.

8.1 Diagramas de 1-loop térmicos no formalismo de 2a

ordem

Conforme vimos anteriormente (Figura:1) a auto-energia térmica dos campos de glúons
da teoria de Yang-Mills no formalismo de 2a ordem possui a contribuição de três diagramas.

O diagrama I térmico conforme o formalismo de Matsubara será dado por:

[
q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

]
T érmico

= T ∑
p0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

1
2

V acd
µγσ (q, p,−p−q) W ce

σα(p+q)

× W d f
γβ

(p) V be f
ναβ

(−q, p+q,−p),

(8.1)

onde W ab
µν(p) =−iδ ab(ηµν

p2 −(1−ξ ) pµ pν

p4 ) e V abc
µσγ(p,q,k) = g f abc[(p−k)σ ηµγ +(q− p)γηµλ +

(k−q)µησλ ].

Ao considerar a parte térmica (7.8) obtida ao realizar a soma sobre as frequências de
Matsubara obtemos uma integral em p que é ponderada pela distribuição de Bose-Einstein e
que depende da soma das amplitudes frontais (7.20) presentes na (Figura:9). Considerando o
gauge de Feynman, que apresenta apenas pólos simples ao realizar a integral em p0, temos que a
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a,µ b,ν

d,γ p
−→ p+q

−−−→
f ,βp

−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d,γ p
−→ p−q

−−−→
f ,βp

−→

q ↑ ↓ q

a,µ b,ν

d,γ
−p
−→
−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d,γ
−p
−→
−p−q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 9 – Amplitudes frontais do diagrama I da auto-energia dos campos de glúons.

contribuição do diagrama I para a auto-energia térmica dos campos de glúons será dada por:

[
q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|
(−i)δ d f ηγβ

2

[
V acd

µσγ(q,−p−q, p) (−i)δ ce

× ησα

(p+q)2V b f e
νβα

(−q,−p, p+q)+V bcd
νσγ(−q,−p+q, p) (−i)δ ce

× ησα

(p−q)2V a f e
µβα

(q,−p, p−q)+ p→−p
]

p2=0
(8.2)

Após a contração dos índices, obtemos:

[
q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

]
T érmico

=−g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(4d−6)pµ pν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

+
(2d−3)pνqµ

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

(2d−3)pµqν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

(d−6)qµqν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

+
(2(p.q)+5q2)ηµν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+ p→−p

]
(8.3)

Para verificarmos os efeitos da temperatura impomos o limite de HTL, expandindo até
segunda ordem os denominadores do integrando conforme (7.21) e obtemos:

[
q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

]
T érmico

=−g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
− (2d−3)q2 pµ pν

(p.q)2 −

− (d−6)q2qµqν

2(p.q)2 +
(2d−3)(pµqν + pνqµ)

(p.q)
+2η

µν − 5q4ηµν

2(p.q)2

]
(8.4)
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No limite HTL também consideramos a dependência dos denominadores em relação aos
momentos e numa primeira aproximação temos:

pµqν

(p.q)
∼

pνqµ

(p.q)
∼ 1;

q2qνqµ

(p.q)2 ∼
q2

p2 � 1 e
q4

(p.q)2 ∼
q2

p2 � 1 (8.5)

consequentemente consideramos apenas os termos do primeiro tipo, dados que estes são domi-
nantes em relação aos outros termos. Deste modo, aplicando essa regra o diagram I térmico será
dado por:[

q

a,µ
p+q

c,σ e,α

q

b,ν
p

d,γ f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2d−3)q2 pµ pν

(p.q)2 −

− (2d−3)(pµqν + pνqµ)

(p.q)
−2η

µν

] (8.6)

O diagrama II térmico será dado conforme o formalismo de Matsubara por:

[
q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

]
T érmico

=− T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D [−g f cad(p+q)µ ][

iδ ce

(p+q)2 ]

[
iδ d f

p2 ][−g f f be pν ]

(8.7)

a,µ b,ν

d p
−→ p+q

−−−→
fp

−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d p
−→ p−q

−−−→
fp

−→

q ↑ ↓ q

a,µ b,ν

d −p
−→

−p+q
−−−−→

f
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d −p
−→

−p−q
−−−−→

f
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 10 – Amplitudes frontais do diagrama II da auto-energia dos campos de glúons.

A parte térmica da soma das frequências de Matsubara é ponderada pela distribuição de
Bose-Einstein e depende das amplitudes frontais (7.20) presentes na (Figura:10), logo reescreve-
mos o diagrama II térmico da seguinte forma:[

q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

]
T érmico

=
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|
iδ d f

[
−g f cad(p+q)µ

iδ ce

(p+q)2 (−1)g

× f f be(p)ν −g f cbd(p−q)ν

iδ ce

(p−q)2 (−1)g f f ae pµ + p→−p
]

p2=0
(8.8)
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Após contrair os índices, temos:

[
q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2pµ pν + pµqν + pνqµ)

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

+ p→−p

]
(8.9)

Os termos relevantes à contribuição do diagrama II para a auto-energia térmica dos
campos de glúons no limite HTL serão:

[
q

a,µ p+q

c e

q

b,ν
p

d f

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(pµqν + pνqµ)

(p.q)
− q2 pµ pν

(p.q)2

]

(8.10)

O diagrama III será dado de acordo com o formalismo de Matsubara por:

[
q

a,µ
~pd,σ c,γ

q

b,ν
]

T érmico

=
1
2

T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D (−iδ cd(

ηγσ

p2 − (1−ξ )
pγ pσ

p4 ))[−ig2

×δ
ab[ f eab f ecd(ηµγ

η
νσ −η

µσ
η

νγ)+ f eac f ebd(ηµν
η

γσ−

−η
µσ

η
νγ)+ f ead f ebc(ηµν

η
γσ −η

µγ
η

νσ )]]
(8.11)

a,µ

↘ q

b,ν

q↗

d,σ

↗ p

c,γ

p↘
Figura 11 – Amplitude frontal do diagrama III da auto-energia dos campos de glúons.

A amplitude frontal presente na (Figura:11) é a única que contribuI para a integral, logo
a integral é reescrita da seguinte forma:

[
q

a,µ
~pd,σ c,γ

q

b,ν
]

T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|
(−i)δ cd

η
σγ

[
− ig2[ f eab f edc(ηµσ

η
νγ−

−η
µγ

η
νσ )+ f ead f ebc(ηµν

η
σγ −η

µγ
η

νσ )+ f eac f ebd(ηµν
η

γσ−

−η
µγ

η
νσ )]

]
p2=0

(8.12)
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Realizando a contração dos índices, obtemos que a contribuição do diagrama III térmico
para a auto-energia dos campos de glúons é dada por:

[
q

a,µ
~pd,σ c,γ

q

b,ν
]

T érmico

=− g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

(2−2d)ηµν
(8.13)

Consequentemente a auto-energia térmica dos campos de glúons no limite HTL é escrito
da seguinte forma:

Π
ab,µν

Glúon =
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2d−4)q2 pµ pν

(p.q)2 +(2d−4)ηµν − (2d−4)

× (pµqν + pνqµ)

(p.q)

] (8.14)

Considerando p = |~p|(1, p̂) e D = d−1 podemos reescrever Π
ab,µν

Glúon na forma de integrais
do ângulo sólido da seguinte forma:

Π
ab,µν

Glúon =
g2C2(G)δ ab

2

∫ dΩd−1

(2π)d−1

∫
d|~p| |~p|

d−3

eβ |~p|−1
2(d−2)

[
η

µν − (Pµqν +Pνqµ)

(P.q)
+

+
q2PµPν

(P.q)2

]
(8.15)

onde definimos o quadrivetor P = p
|~p| ≡ (1, p̂) e a integral em d|~p| é dada por (F.21), conforme

anexo (F), logo temos que a auto-energia térmica dos glúons é dada por:

Π
ab,µν

Glúon =
g2C2(G)δ abT d−2Γ(d−2)ζ (d−2)

2

∫ dΩd−1

(2π)d−1 2(d−2)

[
η

µν − (Pµqν +Pνqµ)

(P.q)
+

+
q2PµPν

(P.q)2

]
(8.16)

Conforme [39], esta auto-energia dos glúons está presente na ação efetiva térmica20

obtida a partir da equação de transporte21. De fato esta auto-energia irá contribuir para o termo
dominante da ação efetiva térmica que possui uma dependência de T 2, desta forma a ação efetiva
térmica é dada por:

ΓT érmico =
1
2

∫ dd p
(2π)d Ãµ(p) Π

ab,µν

Glúon(p) Ãν(p)+ · · · (8.17)

onde Aµ(x) =
∫ dd p

(2π)d eixp Ãµ(p).
20 A ação efetiva térmica encapsula todos os efeitos de altas temperaturas.
21 Através da equação de transporte é introduzida uma corrente que pode ser definida em termos da distribuição no

espaço de fase e que pode ser expressa em termos de derivadas funcionais da ação efetiva térmica.
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8.2 Diagramas de 1-loop térmicos no formalismo de 1a

ordem

Vejamos agora os diagramas presentes na teoria de Yang-Mills no formalismo de 1a

ordem, que conforme vimos anteriormente possui a contribuição de seis diagramas (Figura:2).

O diagrama I térmico conforme o formalismo de Matsubara será dado por:

[
p+q

pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
]

T érmico

= T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

]

×
[
−δ

ce(
1

(p+q)2 ((p+q)λ
η

σβ − (p+q)σ
η

λβ ))
][
−δ

d f

× (
1
p2 (pγηρα − pρηγα))

][
− i

2
g f f be(ηγνηρβ −ηγβ ηρν)

]
(8.18)

A parte térmica depende das amplitudes frontais presentes na (Figura:12).

a,µ b,ν

d,α p
−→ p+q

−−−→
f ,γρ

p
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d,α p
−→ p−q

−−−→
f ,γρ

p
−→

q ↑ ↓ q

a,µ b,ν

d,α
−p
−→

−p+q
−−−−→

f ,γρ
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

d,α
−p
−→

−p−q
−−−−→

f ,γρ
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 12 – Amplitudes frontais do diagrama I da auto-energia dos campos de glúons.

Assim após a integração em p0, obtemos:

[
p+q

pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
]

T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|

[
−δ

d f (pγηρα − pρηγα)
[
V cad

λσ ,µα

× W ce
λσβ

(p+q)V f be
γρ,νβ

+V cbd
λσ ,να

W ce
λσβ

(p−q)V f ae
γρ,µβ

]
+

+ p→−p

]
p2=0

(8.19)
onde V abc

λσ ,µν
=− i

2g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ) e W ab
µνα(p) =−δ ab 1

p2 (pµηνα − pνηµα).
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Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
p+q

pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
]

T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2d−2)pµ pν

2(p.q)(1− q2

2(p.q))
−

+
(d−1)(pµqν + pνqµ)

2(p.q)(1− q2

2(p.q))
+ p→−p

]
(8.20)

Aplicando o limite HTL, conforme (7.21), obtemos:

[
p+q

pq

a,µ
c,λσ e,β

f ,γρd,α
q

b,ν
]

T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(d−1)q2 pµ pν

(p.q)2 −

− (d−1)(pµqν + pνqµ)

(p.q)

]
(8.21)

O diagrama II térmico será igual ao obtido no formalismo de segunda ordem (8.10), já o
diagrama III térmico será dado, de acordo com o formalismo de Matsubara da seguinte forma:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

][
2iδ ce

×
(1

2
(ηλγησρ −ηλρησγ)−

1
2(p+q)2 ((p+q)λ (p+q)γησρ+

+(p+q)σ (p+q)ρηλγ − (p+q)λ (p+q)ρησγ − (p+q)σ

× (p+q)γηλρ)
)][
− iδ d f (

ηαβ

p2 − (1−ξ )
pα pβ

p4 )
][
− i

2
g f eb f

× (ηγνηρβ −ηγβ ηρν)
]

(8.22)

As amplitudes frontais presentes no cáculo do diagrama III térmico são dadas conforme
(Figura:13).

Considerando o calibre de Feynman, teremos apenas a contribuição dos pólos simples,
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a,µ b,ν

d,α p
−→ p+q
−−−→

f ,βp
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

c,λσ p
−→ p−q
−−−→

e,γρ
p
−→

q ↑ ↓ q

a,µ b,ν

d,α
−p
−→
−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,ν a,µ

c,λσ −p
−→
−p−q
−−−−→

e,γρ
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 13 – Amplitudes frontais do diagrama III da auto-energia dos campos de glúons.

que resultará em:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|

[
(−i)δ d f

η
αβ

[
V cad

λσ ,µα
2iδ ce(

1
2
(ηλγησρ−

−ηλρησγ)−
1

2(p+q)2 Lλσ ,γρ(p+q))V eb f
γρ,νβ

]
+(−i)δ ceLλσ ,γρ(−p)

×
[
V cbd

λσ ,να
(−i)δ d f ηαβ

(p−q)2 V ea f
γρ,µβ

]
+ p→−p

]
p2=0

(8.23)
onde V abc

λσ ,µν
=− i

2g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ).

Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

=−g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(d−2)(pµqν + pνqµ)

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

+
(d−2)qµqν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+

2(d−2)pµ pν

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
− (d−2)ηµν + p→−p

]
(8.24)

Impondo a condição de HTL, conforme (7.21), teremos os seguintes termos relevantes:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(d−2)q2 pµ pν

(p.q)2 −

− (d−2)(pµqν + pνqµ)

(p.q)
+(2d−4)ηµν

] (8.25)

Na última passagem foi considerado a dependência em relação aos momentos considera-
mos numa primeira aproximação apenas os termos conforme (8.5).
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Logo a auto-energia térmica dos campos de glúons será a soma destes três diagramas:

Π
ab,µν

Glúon =
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[(d−1)q2 pµ pν

(p.q)2 − (d−1)
(pµqν + pνqµ)

pq
+

+
(pµqν + pνqµ)

pq
− q2 pµ pν

(p.q)2 +
(d−2)q2 pµ pν

(p.q)2 − (d−2)(pµqν + pνqµ)

(p.q)
+

+2(d−2)ηµν

]
=

g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

2(d−2)
[q2 pµ pν

(p.q)2 −

− (pµqν + pνqµ)

pq
+η

µν

]
(8.26)

A integral obtida para a auto-energia térmica dos campos de glúons pode ser reescrita
em termos de integrais do ângulo sólidos e é idêntica à (8.16), obtida no formalismo de segunda
ordem e consequentemente contribui para o termo dominante da ação efetiva térmica conforme
(8.17).

O diagrama IV térmico será dado conforme o formalismo de Matsubara da seguinte
forma:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

1
2

∫ dD~p
(2π)D

[
− ig

2
f acd(ηλ µησν −ηλνησ µ)

][
− iδ ce

× (
ηµα

(p+q)2 − (1−ξ )
(p+q)µ(p+q)α

(p+q)4 )
][
− iδ d f (

ηνβ

p2 − (1−ξ )

× pν pβ

p4 )
][
− ig

2
f be f (ηγαηρβ −ηγβ ηρα)

]
(8.27)

a,λσ b,γρ

d,ν p
−→ p+q
−−−→

f ,βp
−→

q ↓ ↑ q

b,γρ a,λσ

d,ν p
−→ p−q
−−−→

f ,βp
−→

q ↑ ↓ q

a,λσ b,γρ

d,ν
−p
−→
−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,γρ a,λσ

d,ν
−p
−→
−p−q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 14 – Amplitudes frontais do diagrama IV térmico.

Com as amplitudes frontais dadas pela (Figura:14), teremos que após a integral em p0 o
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diagrama será dado por:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=− 1
2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
2|~p|

(−i)δ d f
η

νβ

[
V acd

λσ ,µν
(−i)δ ce ηµα

(p+q)2

× V be f
γρ,αβ

+V bcd
γρ,µν(−i)δ ce ηµα

(p−q)2 V ae f
λσ ,αβ

+ p→−p
]

p2=0
(8.28)

onde foi escolhido o calibre de Feynman ξ = 1 e V abc
λσ ,µν

=− i
2g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ).

Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=−g2C2(G)δ ab

8

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
ηγλ ηρσ −ηγσ ηλρ

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
−

− ηγλ ηρσ −ηγσ ηλρ

2(p.q)(1− q2

2(p.q))
+ p→−p

]
(8.29)

No limite de HTL, os termos relevantes serão:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

8

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[q2(ηγσ ηλρ −ηγλ ηρσ )

(p.q)2

]

(8.30)

Que pode ser reescrito na forma de integrais do ângulo sólido, da seguinte forma:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

8

∫ dΩd−1

(2π)d−1

∫
d|~p| |~p|

d−5

eβ |~p|−1

[ q2

(P.q)2

× (ηγσ
η

λρ −η
γλ

η
ρσ )
] (8.31)

onde foi considerando p = |~p|(1, p̂)≡ Tu(1, p̂), assim como foi definido o quadrivetor P = p
|~p| ≡

(1, p̂). A integração em d|~p| é dada conforme anexo (F) por (F.21), resultando:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ abT d−4

8
Γ(d−4)ζ (d−4)

∫ dΩd−1

(2π)d−1

[ q2

(P.q)2

× (ηγσ
η

λρ −η
γλ

η
ρσ )
]

(8.32)
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Deste modo, podemos observar que o diagrama IV térmico possui uma dependência
logarítmica da temperatura em d = 4, conforme [40, 38]. Como este termo é subdominante em
relação à dependência de T 2 do termo dominante da ação efetiva térmica, teremos que este
diagrma não modifica a ação efetiva térmica no termo dominante. Este termo termicamente
subdominante apresenta a mesma estrutura da divergência obtida à temperatura zero (5.25),
conforme veremos a seguir.

Usando o resultado da integral (F.32), reescrevemos (8.50), da seguinte forma:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ abT d−4

2dπ
d
2 Γ(d−2

2 )
Γ(d−4)ζ (d−4) (ηγσ

η
λρ −η

γλ
η

ρσ )

(8.33)

Fazendo a seguinte mudança de variável d → 4− 2ε e expandindo em ε obtemos a
seguinte integral:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab (ηγσ ηλρ −ηγλ ηρσ )

64π2ε (8.34)

Comparando com o valor (5.25) obtido à temperatura zero, que no calibre de Feynman é
dado da seguinte forma:

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γρ

p

d,ν f ,β

=
ig2C2(G)δ ab (ηγσ ηλρ −ηγλ ηρσ )

64π2ε (8.35)

vemos que a divergência logarítmica encontrada no diagrama térmico é idêntica à divergência
ultravioleta do diagrama à temperatura zero.

O diagrama V térmico será de acordo com o formalismo de Matsubara o seguinte:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

[−i
2

g f dac(ηγµηρν −ηγνηρµ)
]

×
[
δ

d f
( 1

p2 (pγηρβ − pρηγβ )
)][
− iδ ce

(
ηνα

(p+q)2 − (1−ξ )

× (p+q)ν(p+q)α

(p+q)4

)
][
−i
2

g f be f (ηλαησβ −ηλβ ησα)
]

(8.36)

Para este diagrama as amplitudes frontais são dadas pela (Figura:15).
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a,µ b,λσ

d,γρ p
−→ p+q

−−−→
f ,βp

−→

q ↓ ↑ q

b,λσ a,µ

e,α
p
−→ p−q

−−−→
c,ν

p
−→

q ↑ ↓ q

a,µ b,λσ

d,γρ
−p
−→

−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,λσ a,µ

e,α
−p
−→

−p−q
−−−−→

c,ν
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 15 – Amplitudes frontais do diagrama V térmico.

No calibre de Feynman ξ = 1 obtemos com estas amplitudes frontais a seguinte integral:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|

[
δ

d f (pγηρβ − pρηγβ )V
dac

γρ,µν

× (−i)δ ce ηνα

(p+q)2 V be f
λσ ,αβ

+(−i)δ ce
η

ναV be f
λσ ,αβ

δ
f d 1
(p−q)2

× ((p−q)γ
η

ρβ − (p−q)ρ
η

γβ )V dac
γρ,µν + p→−p

]
p2=0

(8.37)
onde V abc

λσ ,µν
=− i

2g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ).

Contraindo os índices, obtemos:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

=
ig2C2(G)δ ab

4

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
− (qσ ηµλ −qλ ηµσ )

2(p.q)(1− q2

2(p.q))
+

+
(pσ ηλ µ − pλ ηµσ )

2pq(1− q2

2(p.q))
− (pσ ηλ µ − pλ ηµσ )

2pq(1− q2

2(p.q))
+ p→−p

]
(8.38)

No limite de HTL os termos relevantes serão:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= − ig2C2(G)δ ab

8

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
q2(qσ ηµλ −qλ ηµσ )

(p.q)2

]

(8.39)

Considerando p = |~p|(1, p̂) ≡ Tu(1, p̂), podemos reescrever a integral na forma de
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integrais do ângulo sólido, da seguinte forma:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= − ig2C2(G)δ ab

8

∫ dΩd−1

(2π)d−1

∫
d|~p| |~p|

d−5

eβ |~p|−1

[
q2(qσ ηµλ−

(P.q)2

−qλ
η

µσ )

]
(8.40)

onde foi definido o quadrivetor P = p
|~p| ≡ (1, p̂) e a integração em d|~p| é dada conforme anexo

(F) por (F.21), resultando:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= − ig2C2(G)δ abT d−4

16
Γ(d−4)ζ (d−4)

∫ dΩd−1

(2π)d−1

[
q2(qσ ηµλ −qλ ηµσ )

(P.q)2

] (8.41)

Assim como vimos no diagrama V térmico, este diagrama possui uma dependência
logarítmica na temperatura em d = 4, podemos confirmar também que ele possui a mesma
estrutura da divergência obtida à temperatura zero (5.30).

Usando o resultado da integral (F.32), reescrevemos (8.41), da seguinte forma:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= − ig2C2(G)δ abT d−4

2dπ
d
2 Γ(d−2

2 )
Γ(d−4)ζ (d−4)(qσ

η
µλ −qλ

η
µσ )

(8.42)

Fazendo a seguinte mudança de variável d → 4− 2ε e expandindo em ε obtemos a
seguinte integral:

[
pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ

]
T érmico

= − ig2C2(G)δ ab (qσ ηµλ −qλ ηµσ )

64π2 ε
(8.43)

Comparando com o resultado à temperatura zero (5.30), que no gauge de Feynman é
dado por:

pq

a,µ
p+q

c,ν

f ,βd,γρ
q

b,λσ
=

g2C2(G)δ ab (qσ ηλ µ −qλ ηµσ )

64π2ε
(8.44)

vemos que o resultado do diagrama térmico obtido apresenta divergência logarítmica idêntica à
do digrama à temperatura zero.



98 Capítulo 8. Diagramas de 1-loop térmicos

Lembrando que além deste diagrama há o diagrama térmico dado conforme diagrama à
temperatura zero (5.31), mas que não é calculado explicitamente pois como foi visto anterior-
mente ele possui o mesmo valor que este diagrama, divergindo no sinal.

De acordo com o formalismo de Matsubara o diagrama VI térmico será dado por:

[
q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

[
g f dca pµ

][
i
δ f d

p2

][
− iδ ce

(
ηµν

(p+q)2 − (1−ξ )

× (p+q)µ(p+q)ν

(p+q)4

)][
−g f be f qν

]
(8.45)

a b

d p
−→ p+q

−−−→
fp

−→

q ↓ ↑ q

a b

d −p
−→

−p+q
−−−−→

f
−p
−→

q ↓ ↑ q

b a

e,ν
p
−→ p−q

−−−→
c,µ

p
−→

q ↑ ↓ q

b a

e,ν
−p
−→
−p−q
−−−−→

c,µ
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 16 – Amplitudes frontais do diagrama VI térmico.

As amplitudes frontais que surgem após a integral em p0 são dadas conforme (Figura:16).
Com estas amplitudes frontais, no calibre de Feynman ξ = 1, otemos:

[
q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|

[
iδ f d

(
−g f dca(−p)µ(−i)δ ce ηµν

(p+q)2

× (−1)g f be f qν

)
+(−i)δ ce

η
µν

(
−g f bedqν

iδ d f

(p−q)2 g f f ca

× (p−q)µ

)
+ p→−p

]
p2=0

.

(8.46)

Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

=− g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
q2

2(p.q)(1− q2

2(p.q))
+

+ p→−p

] (8.47)
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Ao considerarmos o limite de HTL, obtemos:[
q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= − g2C2(G)δ ab

4

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
q4

(p.q)2

]
(8.48)

Considerando p = |~p|(1, p̂) ≡ Tu(1, p̂), podemos reescrever a integral na forma de
integrais do ângulo sólido, da seguinte forma:[

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= − g2C2(G)δ ab

4

∫ dΩd−1

(2π)d−1

∫
d|~p| |~p|

d−5

eβ |~p|−1

[
q4

(P.q)2

]

(8.49)
onde foi definido o quadrivetor P = p

|~p| ≡ (1, p̂) e a integração em d|~p| é dada conforme anexo
(F) por (F.21), resultando:[

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= − g2C2(G)δ abT d−4

4
Γ(d−4)ζ (d−4)

∫ dΩd−1

(2π)d−1

[
q4

(P.q)2

]

(8.50)

Vemos que este diagrama possui uma dependência subdominante em relação à tempera-
tura em d = 4, a seguir podemos confirmar que ele apresenta mesma estrutura do termo obtido
na teoria à temperatura zero (5.34).

Usando o resultado da integral (F.32), reescrevemos (8.50), da seguinte forma:[
q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= − g2C2(G)δ abT d−4

2d−1π
d
2

Γ(d−4)ζ (d−4) q2
(8.51)

Fazendo a seguinte mudança de variável d → 4− 2ε e expandindo em ε obtemos a
seguinte integral: [

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

]
T érmico

= − g2C2(G)δ ab q2

32π2ε (8.52)

Comparando com o resultado à temperatura zero (5.34), que no gauge de Feynman é
dado da seguinte forma:

q

a p+q

c,µ e,ν

q

b
p

d f

=− iC2(G)δ abg2q2

32π2ε (8.53)
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vemos que a divergência logarítmica encontrada no diagrama térmico é idêntica à divergência do
diagrama à temperatura zero.

8.3 Diagramas de 1-loop térmicos no formalismo de 1a

ordem modificado

Para calcularmos os diagramas presentes na teoria de Yang-Mills no formalismo de 1a

ordem modificado, consideramos a contribuição dos seis diagramas conforme (Figura:3).

Os diagramas I e II são idênticos aos diagramas I e II do formalismo de segunda ordem,
que são dados respectivamente por (8.6) e (8.10) . Já o diagrama III térmico é dado conforme
formalimo de Matsubara por:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

∫ dD~p
(2π)D

[
− i

2
g f cad(ηλ µησα −ηλαησ µ)

][
2iδ ce

×ηλγησρ

][
− iδ d f (

ηαβ

p2 − (1−ξ )
pα pβ

p4 )
][
− i

2
g f eb f (ηγνηρβ−

−ηγβ ηρν)
]

(8.54)

a,µ b,ν

d,α p
−→ p+q
−−−→

f ,βp
−→

q ↓ ↑ q

a,µ b,ν

d,α
−p
−→
−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

Figura 17 – Amplitudes frontais do diagrama III térmico.

As amplitudes frontais presente na (Figura:17) contribuem para a integral, que no calibre
de Feynman é dada por:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|

[
(−i)δ d f

η
βα(V cad

λσ ,µα
2iδ ce

ηλγησρ

×V eb f
γρ,νβ

)+ p→−p
]

p2=0

(8.55)

onde V abc
λσ ,µν

=− i
2g f abc(ηλ µησν −ηλνησ µ).
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Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
q

a,µ
p+q

c,λσ eγρ

q

b,ν
p

d,α f ,β

]
T érmico

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2d−2)ηνµ

]
(8.56)

Assim a auto-energia térmica dos campos de glúons será a soma destes três primeiros
diagramas:

Π
ab,µν

Glúon =
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[
(2d−3)q2 pµ pν

(p.q)2 − (2d−3)
(p.q)

(pµqν+

+ pνqµ)−2η
µν +

(pµqν + pνqµ)

(p.q)
− q2 pµ pν

(p.q)2 − (2−2d)ηνµ

]
=

=
g2C2(G)δ ab

2

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

2(d−2)

[
q2 pµ pν

(p.q)2 −
(pµqν + pνqµ)

(p.q)
+η

νµ

]
(8.57)

A integral obtida para a auto-energia térmica dos campos de glúons pode ser reescrita
em termos de integrais do ângulo sólidos e é idêntica à (8.16), obtida no formalismo de segunda
ordem e no formalismo de primeira ordem, fazendo parte da ação efetiva térmica (8.17).

O diagrama IV térmico será igual ao (8.50) que foi obtido no formalismo de primeira
ordem.

O diagraman V de acordo com o formalismo de Matsubara será dado da seguinte forma:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

= T ∑
k0=iωn

1
2

∫ dD~p
(2π)D

[
− ig

2
f acd(ηλ µησν −ηλνησ µ)

][
− iδ ce

×
(

ηµα

(p+q)2 − (1−ξ )
(p+q)µ(p+q)α

(p+q)4

)][
− iδ d f (

ηνβ

p2 − (1−ξ )

× pν pβ

p4 )
][

g f be f ((p−q)αηβγ +(−2p−q)γηαβ +(p+2q)β ηγα

]
(8.58)

Com as amplitudes frontais dadas pela (Figura:18) e considerando o calibre de Feynman,
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a,λσ b,γ

d,ν p
−→ p+q
−−−→

f ,βp
−→

q ↓ ↑ q

b,γ a,λσ

d,ν p
−→ p−q
−−−→

f ,βp
−→

q ↑ ↓ q

a,λσ b,γ

d,ν
−p
−→
−p+q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↓ ↑ q

b,γ a,λσ

d,ν
−p
−→
−p−q
−−−−→

f ,β
−p
−→

q ↑ ↓ q

Figura 18 – Amplitudes frontais do diagrama V térmico.

obtemos:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=−
∫ dD p

(2π)D
NB(|~p|)

2|~p|
(−i)δ d f ηνβ

2

[
V acd

λσ ,µν
(−i)δ ce ηµα

(p+q)2

×V b f e
γβα

(−q,−p, p+q)+V bcd
γµν(−q,−p+q, p)(−i)δ ce ηµα

(p−q)2

×V ae f
λσ ,αβ

+ p→−p
]

p2=0
(8.59)

onde V abc
λσ ,µν

=− i
2g f abc(ηλ µησν−ηλνησ µ) e V abc

µσγ(p,q,k)= g f abc[(p−k)σ ηµγ +(q− p)γηµλ +

(k−q)µησλ ].

Realizando a contração dos índices, obtemos:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ ab

4

∫ dD p
(2π)D

NB(|~p|)
|~p|

[qσ ηγλ −qλ ηγσ

2(p.q)(1− q2

2pq)
−

− qσ ηγλ −qλ ηγσ

2(p.q)(1+ q2

2(p.q))
+ p→−p

]
(8.60)

No limite de HTL, a integral é dada por:

[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ ab

8

∫ dD−1 p
(2π)D−1

NB(|~p|)
|~p|

[q2(qσ ηγλ −qλ ηγσ )

(p.q)2

]

(8.61)

Considerando p = |~p|(1, p̂) ≡ Tu(1, p̂), podemos reescrever a integral na forma de



8.3. Diagramas de 1-loop térmicos no formalismo de 1a ordem modificado 103

integrais do ângulo sólido, da seguinte forma:[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ ab

8

∫ dΩd−1

(2π)d−1

∫
d|~p| |~p|

d−5

eβ |~p|−1

[
q2(qσ ηγλ−

(P.q)2

−qλ
η

γσ )

]
(8.62)

onde foi definido o quadrivetor P = p
|~p| ≡ (1, p̂) e a integração em d|~p| é dada conforme anexo

(E) por (F.21), resultando:[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ abT d−4

8
Γ(d−4)ζ (d−4)

×
∫ dΩd−1

(2π)d−1

[
q2(qσ ηγλ −qλ ηγσ )

(P.q)2

] (8.63)

Este diagrama possui uma dependência logarítmica na temperatura em d = 4 que pode
ser comparado ao valor obtido na teoria à temperatura zero (5.41).

Usando o resultado da integral (F.32), reescrevemos (8.63), da seguinte forma:[
q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ abT d−4

2dπ
d
2 Γ(d−2

2 )
Γ(d−4)ζ (d−4) (qσ

η
γλ −qλ

η
γσ )

(8.64)

Fazendo a seguinte mudança de variável d → 4− 2ε e expandindo em ε obtemos a
seguinte integral:[

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

]
T érmico

=
3ig2C2(G)δ ab (qσ ηγλ −qλ ηγσ )

64π2 ε (8.65)

Comparando com o resultado à temperatura zero (5.41), que no gauge de Feynman é
dado por:

q

a,λσ
p+q

c,µ e,α

q

b,γ
p

d,ν f ,β

=−3g2C2(G)δ ab (qσ ηλγ −qλ ηγσ )

64π2ε (8.66)

vemos que a divergência logarítmica do diagrama térmico obtido é idêntico à divergência do
digrama à temperatura zero.

Já diagrama VI térmico será igual ao obtido em (8.48) no formalismo de primeira ordem.
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8.4 Cosiderações sobre os diagramas de 1-loop térmicos
nos diferentes formalismos

Verificamos que a auto-energia térmica dos glúons no limite de HTL são idênticas no
formalismo de segunda ordem e nos formalismos de primeira ordem. Observamos ainda que as
auto-energias térmicas dos glúons são transversais no gauge de Feynman e fazem parte do termo
dominante da ação efetiva térmica que é invariante de gauge.

Além disso vemos que a dependência na temperatura das auto-energias térmicas dos
glúons é da ordem de T d−2, assim em d = 4 as auto-energias apresentam dependência dominante
proporcional à T 2.

Outro fato que percebemos no limite de altas temperaturas é que os diagramas térmicos
IV, V e VI presentes nos formalismos de primeira ordem apresentam dependência logarítmica na
temperatura em d = 4, sendo subdominante em relação aos termos da ação efetiva térmica que
possuem contribuições proporcionais à T 2.

Devido esta dependência logarítmica na temperatura estes diagramas acabam apresen-
tando uma ligação com os diagramas IV, V e VI da teoria à temperatura zero na medida que
estas divergências logarítmicas são semelhantes às divergências ultravioletas encontradas à
temperatura zero.
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CAPÍTULO

9
CONSIDERAÇÕES FINAIS

O objetivo principal neste trabalho foi o de abordar as teorias de gauge em formalismos
de primeira ordem, devido a simplificação que estes formalismos provocam nos vértices de
interação da teoria. Para desenvolver este estudo foi escolhido a teoria de Yang-Mills como base
para verificar a equivalência destes formalimos com o formalismo usual, além de verificar efeitos
térmicos que a teoria apresenta sob à perspectiva destes formalismos de primeira ordem.

Desta forma, após ter realizado uma revisão das teorias de gauge a partir de transforma-
ções locais e ter desenvolvido a quantização da teoria de Yang-Mills no formalismo usual, foram
utilizados os formalismos de primeira ordem na teoria de Yang-Mills eliminando assim o vértice
quártico presente no formalismo de segunda ordem e no caso do formalismo de primeira ordem
não modificado, acrescentando propagadores mistos à teoria.

Através das equações de Euler-Lagrange foi verificado a equivalência clássica entre o
formalismo de segunda ordem da teoria de Yang-Mills com o formalismo de primeira ordem e
com o de primeira ordem modificado, conforme respectivamente os valores de (3.36) e (3.51), já
a equivalência quântica foi verificada em (3.44) e (3.57).

Porém como não foram consideradas as fontes nas funções de Greens utilizadas para
obter a equivalência quântica entre os formalismos, foram estudados os diagramas de 1-loop em
cada um dos formalismos, tendo em vista verificar de uma forma mais geral esta compatibilidade,
no caso da auto-energia dos glúons presente em todos os formalismos verificamos que no
formalismo de segunda ordem, cujo resultado é dado por (5.13) é o mesmo obtido para a auto-
energia dos glúons no formalismo de primeira ordem modificado, isso é facilmente verificado
dado que nestes formalismos há apenas a contribuição dos diagramas I e II que são os idênticos
em ambos os formalismos.

No caso do formalismo de primeira ordem o valor obtido para a auto-energia dos glúons
é dada por (5.20), apresentando a mesma estrutura transversal que aparece na auto-energia dos
glúons no formalismo de segunda ordem, diferindo apenas por um fator mutiplicativo. Porém ao
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utilizar a auto-energia dos glúons para calcular o propagador completo dos glúons como mostra
a referência [29], os propagadores são idênticos nos diferentes formalismos, mostrando então a
compatibilidade quântica dos formalismos neste cálculo.

Com estes resultados obtidos optamos por verificar qual seria o comportamento da teoria
de Yang-Mills nestes formalismos de primeira ordem no limite de altas temperaturas, assim após
uma breve revisão da teoria quântica de campos à temperatura finita, introduzindo o formalismo
de Matsubara, foi verificado que a parte dependente da temperatura das funções de Green pode
ser descrita em termos de amplitudes frontais (7.20).

Analisamos os diagramas de 1-loop da teoria no limite de altas temperaturas (região de
HTL; (7.21)), caracterizado por momentos internos da ordem da temperatura, enquanto que os
momentos externos são bem menores comparados aos internos.

Na região de HTL verificamos que as contribuições principais são da ordem de T 2 e as
contribuições subdominantes são da ordem de ln(T). Assim verificamos que as auto-energias
dos glúons são idênticas nos diferentes formalismos (8.16), cuja a dependência dominante na
temperatura em quatro dimensões é proporcional à T 2, além disso elas apresentam a propriedade
de transversalidade no gauge de Feynman e fazem parte do termo dominante da ação efetiva
térmica (8.17) que é invariante de gauge.

Outro fato que notamos no limite de altas temperaturas é que os diagramas térmicos IV,
V e VI presentes no formalismo de primeira ordem, dados respectivamentes por: (8.34), (8.43)
e (8.52), assim como os diagramas IV (8.34), V(8.65) e VI (8.43), presentes no formalismo
de primeira ordem modificado, apresentam em quatro dimensões dependência logarítmica na
temperatura o que faz com que eles não alterem o termo dominante da ação efetiva térmica. Além
disso estes diagramas estão relacionados com os diagramas do formalismo de primeira ordem IV
(8.35), V (8.44) e VI (8.53), assim como os do formalismo de primeira ordem modificado IV
(8.35), V (8.66) e VI (8.53) da teoria à temperatura zero, devido essas contribuições logarítmicas
possuírem mesma estrutura das contribuições advindas dos termos de pólos ultravioletas da
teoria à temperatura zero.

Consequentemente ao considerar o limite de altas temperaturas verificamos que os
resultados obtidos nos formalismos de primeira ordem são consistentes com os resultados já
conhecidos da teoria de Yang-Mills nesta região no formalismo de segunda ordem, mostrando que
os formalismos de primeira ordem podem ser utilizados no lugar do formalismo de segunda ordem
para cálculos físicos. Este tipo de formalismo de primeira ordem abordado neste trabalho pode
ser utilizado para estudar outras teorias de gauges, sendo de grande valia devido simplificações
que ocasionam em relação aos formalismos usuais.

Como por exemplo podemos citar a utilização do formalismo de primeira ordem na
teoria da gravitação, de fato o formalismo de segunda ordem da ação de Einstein-Hilbert, que
descreve a teoria da gravitação, apresenta infinitos vértices de interação e com a utilização do
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formalismo de primeira ordem, que no caso da gravitação é conhecido como formalismo de
Palatini, estes vértices infinitos são simplificados há apenas uma quantidade finita de vértices
tri-lineares. Sendo portanto este um campo de estudo interessantíssimo à ser abordado em futuras
pesquisas.
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APÊNDICE

A
REGRAS DE FEYNMAN

Para obtermos as regras de Feynman utilizamos a ação efetiva como funcional gerador
das funções 1PI, vide [41].

Deste modo considerando o funcional gerador das funções de Green conexas W[J] escrito
em função do funcional gerador das funções de Green conexas e desconexas Z[J] da seguinte
forma:

W [J] = i lnZ[J] (A.1)

onde o funcional gerador Z[J] para uma teoria genérica é dado por:

Z[J] = N
∫

Dφ eiS[φ ]+i
∫

d4x J(x)φ(x) (A.2)

Considerando a derivada segunda de W[J] em relação à J, temos:

δ 2W [J]
δJ(x)δJ(y)

=− i
Z

∫
Dφ ei[S[φ ]+

∫
d4x J(x)φ(x)]

φ(x)φ(y)+
i

Z2

∫
Dφ ei[S[φ ]+

∫
d4x J(x)φ(x)]

φ(x)

×
∫

Dφ ei[S[φ ]+
∫

d4x J(x)φ(x)]
φ(y) =−i[< φ(x)φ(y)>−< φ(x)>< φ(y)>]

(A.3)

Como o termo < φ(x)φ(y)> é expresso pelos diagramas:

+ (A.4)

o segundo diagrama desconectado de (A.4) cancela o segundo termo da equação (A.3), assim
apenas o diagrama conectado de < φ(x)φ(y)> contribui no resultado da derivada segunda de
W[J], desta forma temos:

δ 2W [J]
δJ(x)δJ(y)

=−i < φ(x)φ(y)>con (A.5)

Este cálculo pode ser extendido para derivadas de ordem n de W[J], pois sempre haverá
diagramas desconexos que serão cancelados pelos outros termos da derivada, logo a fórmula
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geral é escrita da seguinte forma:

δ nW [J]
δJ(x1)...δJ(xn)

= (i)n+1 < φ(x1)...φ(xn)>con (A.6)

Devido estes resultados verificamos o motivo para que W[J] ser conhecido como funcio-
nal gerador das funções de correlação conectadas.

Se definimos o campo clássico como sendo o valor esperado do vácuo:

φc(x) =
δW [J]
δJ(x)

=< φ(x)> (A.7)

e escrevendo a ação efetiva como sendo a transformada funcional de Legrendre de W[J]:

Γ[φc] =−W [J]−
∫

d4xJ(x)φc(x) (A.8)

de forma que sua derivada em relação ao campo clássico resulta em:

δΓ[φc]

δφc(x)
=−J(x) (A.9)

já ao considerarmos a derivada deste resultado em relação à J, obtemos:

δ

δJ(y)
δΓ[φc]

δφc(x)
=−δ (x− y) (A.10)

utilizando a regra da cadeia, podemos reescrever este resultado da seguinte forma:

δ (x− y) =−
∫

d4z
δφc(z)
δJ(y)

δ 2Γ[φc]

δφc(z)δφc(x)
=
∫

d4z
δ 2W

δJ(y)δJ(z)
δ 2Γ[φc]

δφc(z)δφc(x)
(A.11)

Obtendo desta forma a seguinte relação:

(
δ 2W
δJδJ

) = (
δ 2Γ[φc]

δφcδφc
)−1 ≡−iD−1(x− y) (A.12)

onde o propagador no espaço dos momentos é dado por:

D(x− y) =
∫ d4 p

(2π)4 D̃(p)ei(x−y)p (A.13)

De forma semelhante considerando a relação entre a derivada terceira de Γ[φc] e a de
W [J], obtemos:

δ 3W [J]
δJ(x)δJ(y)δJ(z)

=
δ

δJ(z)
(

δ 2Γ[φc]

δφc(x)δφc(y)
)−1 =

∫
d4w D(z−w)

δ

δφc(w)
(
δ 2Γ[φc]

δφcδφc
)−1 =

=
∫

d4w (−D(z−w))
∫

d4u
∫

d4v (−iD(x−u))
δ 3Γ[φc]

δφc(u)δφc(v)δφc(w)
(−iD(y− v)) =

= i
∫

d4w d4u d4v D(x−u) D(y− v) D(z−w)
δ 3Γ[φc]

δφc(u)δφc(v)δφc(w)
(A.14)



111

onde usamos a seguinte propriedade da diferenciação de matrizes inversas:

δ

δφc
Γ
−1(φc) =−Γ

−1 δΓ

δφc
Γ
−1 (A.15)

Segundo a fórmula (A.6) a derivada terceira de W[J] é dada por:

δ 3W [J]
δJ(x)δJ(y)δJ(z)

=< φ(x)φ(y)φ(z)>con (A.16)

A relação (A.14) diz que a função conectada de três pontos (A.16) pode ser expressa
diagramamente extraindo os propagadores, conforme a seguinte exemplificação:

= (A.17)

onde cada círculo pintado representa a soma dos diagramas conectados, enquanto o círculo
branco representa a derivada terceira da ação efetiva iΓ[φc]. Logo percebemos que a derivada
terceira de iΓ[φc] é a função de correlação conectada com todos os três propagadores removidos,
conhecida como função de três pontos de 1PI:

δ 3Γ[φc]

δφ(x)δφ(y)δφ(z)
=−i < φc(x)φc(y)φc(z)>1PI (A.18)

extendendo para derivadas de ordem n de Γ[φc], obtemos a seguinte fórmula geral para as funções
de n-pontos de 1PI:

δ nΓ[φc]

δφc(x1)...δφc(xn)
=−i < φ(x1)...φ(xn)>1PI (A.19)

Agora vejamos a relação da ação efetiva com a ação clássica conforme [42], utilizando
as definições de W[J] dada em (A.1), de Z[J] dada em (A.2) e Γ[φc] dada em(A.8) obtemos a
seguinte relação:

e
i
h̄ Γ[φc] =

∫
Dφ e

i
h̄ S[φ ]+ i

h̄
∫

d4xJ(x)(φ(x)−φc(x)) (A.20)

onde h̄ foi adicionada por questões dimensionais. Utilizando (A.9) temos:

e
i
h̄ Γ[φc] =

∫
Dφ e

i
h̄ S[φ ]− i

h̄
∫

d4x δΓ[φc]
δφc(x)

(φ(x)−φc(x)) (A.21)

Fazendo a seguinte mudança de váriável φ → φ +φc, obtemos:

e
i
h̄ Γ[φc] =

∫
Dφ e

i
h̄ S[φ+φc]− i

h̄
∫

d4x δΓ[φc]
δφc(x)

φ(x) (A.22)
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Ao expandir S[φ +φc] em série de Taylor dos campos φc:

S[φc +φ ] = S[φ ]+
∞

∑
n=1

1
n!

∫
dx1...dxnSn(x1, ...,xn|φc)φ(x1)...φ(xn) (A.23)

onde:
Sn(x1, ...,xn|φc) =

δ nS[φc]

δφc(x1)...δφc(xn)
(A.24)

Logo reescrevemos (A.22) da seguinte forma:

e
i
h̄ (Γ[φc]−S[φc]) =

∫
Dφ e

i
2 (
∫

d4x1d4x2
δ2S[φc]

δφc(x1)δφc(x2)
φ(x1)φ(x2)+∑

∞
n=3

1
n!
∫

d4x1...d4xn
δnS[φc]

δφc(x1)...δφc(xn)
φ(x1)...φ(xn))

× e−
∫

d4x i
2 (

δΓ[φc]
δφc(x)

− δS[φc]
δφc(x)

)φ(x)

(A.25)

Considerando a expansão de Γ[φc] em h̄:

Γ[φc] = S[φc]+
∞

∑
n=1

h̄n
Γ
(n)[φc] (A.26)

e substituindo φ → h̄
1
2 φ , obtemos:

ei∑
∞
n=1 h̄n−1

Γ(n)[φc] =
∫

Dφ ei( 1
2
∫

d4x1d4x2
δ2S[φc]

δφc(x1)δφc(x2)
φ(x1)φ(x2)

× e∑
∞
n=3

h̄
n
2−1

n!
∫

d4x1...d4xn
δnS[φc]

δφc(x1)...δφc(xn)
φ(x1)...φ(xn))−

∫
d4xh̄−

1
2 (

δΓ[φc]
δφc(x)

− δS[φc]
δφc(x)

)φ(x)

(A.27)

O termo δΓ(n)

δφc
φ terá contribuições das partículas redutíves que cancelam os diagramas

redutíveis que surgem dos outros termos, sobrando apenas a contribuição dos diagramas 1PI.
Consequentemente, o primeiro termo da integral determina o propagador da teoria, enquanto que
as outras derivadas resultaram nos vértices de interação da teoria.

Deste modo verificamos que as derivadas da ação efetiva coincide com as derivadas da
ação clássica, logo podemos utilizar a ação clássica como funcional gerador. Assim a partir da
equação (A.12), obtemos a seguinte derivada da ação clássica que será utilizada para obter os
propagadores da teoria:

− iδ 2S[φ ]
δφ(x)δφ(y)

= D−1(x− y) (A.28)

Considerando a equação (A.19) em que a ação efetiva gera as funções de Green 1PI,
conseguimos obter as regras de Feynman para os vértices da teoria através da seguinte relação:

< φ(x1)...φ(xn)>1PI ≡
iδ nS[φ ]

δφ(x1)...δφ(xn)
(A.29)

que pode ser reescrita utilizando a notação compacta, da seguinte forma:

< φ(x1)...φ(xn)>1PI≡
iδ nS[φ ]

δφiδφ jδφk...
=Vi jk...+ permutações de i jk... (A.30)

nesta notação compacta consideramos iSφ = Vi jk...φiφ jφk... e os índices i, j, k, ... como sendo
coleções dos índices de cor, dos índices de Lorentz e dos momentos.
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APÊNDICE

B
INVERSÃO DE MATRIZ

Iremos realizar a inversão das matrizes dos termos bilineares (3.38) e (4.29) da lagrangi-
ana livre de Yang-Mills no formalismo de primeira ordem. Para realizar a inversão utilizamos o
software Wolfram Mathematica 11 e o pacote FeynCalc.

Primeiramente foram definidos a métrica, o quadrivetor e o produto escalar que foram
depois utilizados ao longo dos cálculos, respectivamente:

mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]

fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]
sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]

Para inverter as matrizes utilizamos a seguinte relação encontrada em [20]:(
A B

C D

)−1

=

(
X−1 −X−1BD−1

−D−1CX−1 D−1 +D−1CX−1BD−1

)
(B.1)

onde X = A−BD−1C.

No caso da matriz (3.38), temos:(
0 1

2(∂
ρηγµ −∂ γηρµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλν) 1
4(η

λρησγ −ηλγησρ)

)−1

(B.2)

Para calcular os termos da matriz inversa, determinaremos a inversa de D e posteriormente
a inversa de X.

Definindo D como:

D[λ_,σ_,ρ_,γ_] = 1/4(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])D[λ_,σ_,ρ_,γ_] = 1/4(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])D[λ_,σ_,ρ_,γ_] = 1/4(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])

(B.3)
1
4

(
gγσ gλρ −gγλ gρσ

)
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Definimos a componente da base tensorial que a inversa de D deve apresentar da seguinte
forma:

ten1[λ_,σ_,ρ_,γ_] = mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ]ten1[λ_,σ_,ρ_,γ_] = mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ]ten1[λ_,σ_,ρ_,γ_] = mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ]

(B.4)
gγσ gλρ −gγλ gρσ

Escrevendo a inversa de D em termos da componente da base tensorial:

tensD[λ_,σ_,ρ_,γ_] = C1 ten1[λ ,σ ,ρ,γ]tensD[λ_,σ_,ρ_,γ_] = C1 ten1[λ ,σ ,ρ,γ]tensD[λ_,σ_,ρ_,γ_] = C1 ten1[λ ,σ ,ρ,γ]

(B.5)
C1

(
gγσ gλρ −gγλ gρσ

)
Definindo a equação identidade resultante do produto de D com sua inversa:

eqD[λ_,σ_,ρ_,γ_]eqD[λ_,σ_,ρ_,γ_]eqD[λ_,σ_,ρ_,γ_]= Contract[D[λ ,σ ,α,β ]tensD[α,β ,ρ,γ]]−= Contract[D[λ ,σ ,α,β ]tensD[α,β ,ρ,γ]]−= Contract[D[λ ,σ ,α,β ]tensD[α,β ,ρ,γ]]−1/2(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−1/2(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−1/2(mt[λ ,ρ]mt[σ ,γ]−

−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])−mt[λ ,γ]mt[σ ,ρ])
(B.6)

1
2C1gγσ gλρ − 1

2C1gγλ gρσ + 1
2

(
gγλ gρσ −gγσ gλρ

)
Determinando o coeficiente C1 de (B.5):

solD = Solve[{Contract[eqD[λ ,σ ,α,β ]ten1[α,β ,ρ,γ]] == 0},{C1}] [[1]]solD = Solve[{Contract[eqD[λ ,σ ,α,β ]ten1[α,β ,ρ,γ]] == 0},{C1}] [[1]]solD = Solve[{Contract[eqD[λ ,σ ,α,β ]ten1[α,β ,ρ,γ]] == 0},{C1}] [[1]]
(B.7)

{C1→ 1}

Obtendo o valor da inversa de D:

Dinv[λ_,σ_,ρ_,γ_] = tensD[λ ,σ ,ρ,γ]/.solDDinv[λ_,σ_,ρ_,γ_] = tensD[λ ,σ ,ρ,γ]/.solDDinv[λ_,σ_,ρ_,γ_] = tensD[λ ,σ ,ρ,γ]/.solD
(B.8)

gγσ gλρ −gγλ gρσ

Com a inversa de D determinada podemos calcular X e sua inversa, primeiro definimos
A, B e C, da seguinte forma:

AC = 0AC = 0AC = 0
(B.9)

0

B[ρ_,γ_,µ_] = I/2(fv[p,ρ]mt[γ,µ]− fv[p,γ]mt[ρ,µ])B[ρ_,γ_,µ_] = I/2(fv[p,ρ]mt[γ,µ]− fv[p,γ]mt[ρ,µ])B[ρ_,γ_,µ_] = I/2(fv[p,ρ]mt[γ,µ]− fv[p,γ]mt[ρ,µ])
(B.10)

1
2 i(pρgγµ − pγgµρ)

C[λ_,σ_,ν_] =−I/2(fv[p,λ ]mt[σ ,ν ]− fv[p,σ ]mt[λ ,ν ])C[λ_,σ_,ν_] =−I/2(fv[p,λ ]mt[σ ,ν ]− fv[p,σ ]mt[λ ,ν ])C[λ_,σ_,ν_] =−I/2(fv[p,λ ]mt[σ ,ν ]− fv[p,σ ]mt[λ ,ν ])
(B.11)

−1
2 i(pλ gνσ − pσ gλν)
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Utilizamos ∂ = ip para definir os termos no espaço dos momentos. Logo X foi calculado
desta forma:

XC[µ_,ν_] = AC−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]XC[µ_,ν_] = AC−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]XC[µ_,ν_] = AC−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]

(B.12){
p2gµν − pµ pν

}
Definindo a primeira componente da base tensorial que a inversa de X deve ter:

ten1X[µ_,ν_] = mt[µ,ν ]ten1X[µ_,ν_] = mt[µ,ν ]ten1X[µ_,ν_] = mt[µ,ν ]
(B.13)

gµν

Definindo a segunda componentes da base tensorial que a inversa de X deve ter:

ten2X[µ_,ν_] = fv[p,µ]fv[p,ν ]/sp[p, p]ten2X[µ_,ν_] = fv[p,µ]fv[p,ν ]/sp[p, p]ten2X[µ_,ν_] = fv[p,µ]fv[p,ν ]/sp[p, p]

(B.14)
pµ pν

p2

Escrevemos a inversa de X em termos das componentes da base:

tenX[µ_,ν_] =C1 ten1X[µ,ν ]+C2 ten2X[µ,ν ]tenX[µ_,ν_] =C1 ten1X[µ,ν ]+C2 ten2X[µ,ν ]tenX[µ_,ν_] =C1 ten1X[µ,ν ]+C2 ten2X[µ,ν ]

(B.15)
C2 pµ pν

p2 +C1gµν

Definindo a equação identidade resultante do produto de X com sua inversa:

eqXC[µ_,ν_] = Contract[XC[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]eqXC[µ_,ν_] = Contract[XC[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]eqXC[µ_,ν_] = Contract[XC[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]
(B.16){

C1 p2gµν −C1 pµ pν −gµν
}

Determinando o coeficiente C1 de (B.15):

solXCsolXCsolXC = Solve[Contract[eqXC[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXC[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0,= Solve[Contract[eqXC[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXC[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0,= Solve[Contract[eqXC[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXC[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0,

{C1}]{C1}]{C1}]
(B.17)

{ }

Logo X não possuí inversa e a matriz (3.38) não é inversível.

No caso da matriz (4.29), temos:(
1
ξ

∂ µ∂ ν 1
2(∂

ρηγµ −∂ γηρµ)

−1
2(∂

λ ησν −∂ σ ηλν) 1
4(η

λρησγ −ηλγησρ)

)−1

(B.18)

Como o termo que representa D de (B.18) é o mesmo de (B.2) temos o mesmo inverso
do termo D obtido em B.8. Com este valor podemos calcular X e sua inversa, primeiro definimos
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o termo A que é o termo que difere do caso não quantizado, da seguinte forma:

AQ[µ_,ν_] =−1/(ξ )fv[p,µ]fv[p,ν ]AQ[µ_,ν_] =−1/(ξ )fv[p,µ]fv[p,ν ]AQ[µ_,ν_] =−1/(ξ )fv[p,µ]fv[p,ν ]
(B.19)

− pµ pν

ξ

Utilizamos ∂ = ip para definir o termo no espaço dos momentos. Definindo X da matriz
bilinear quantizada da seguinte forma:

XQ[µ_,ν_] = AQ[µ,ν ]−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]XQ[µ_,ν_] = AQ[µ,ν ]−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]XQ[µ_,ν_] = AQ[µ,ν ]−Contract[B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ]]

(B.20)
−p2gµν − pµ pν

ξ
+ pµ pν

A equação identidade resultante do produto de X com sua inversa é dada da seguinte
forma:

eqXQ[µ_,ν_] = Contract[XQ[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]eqXQ[µ_,ν_] = Contract[XQ[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]eqXQ[µ_,ν_] = Contract[XQ[µ,α]tenX[α,ν ]]−mt[µ,ν ]
(B.21)

−C1 p2gµν − C1 pµ pν

ξ
+C1 pµ pν − C2 pµ pν

ξ
−gµν

A solução dos coeficientes C1 e C2 de (B.15) será:

solXQsolXQsolXQ = Solve[{Contract[eqXQ[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXQ[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0},= Solve[{Contract[eqXQ[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXQ[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0},= Solve[{Contract[eqXQ[µ,α]ten1X[α,ν ]] == 0,Contract[eqXQ[µ,α]ten2X[α,ν ]] == 0},

{C1,C2}] [[1]]{C1,C2}] [[1]]{C1,C2}] [[1]]
(B.22){

C1→− 1
p2 ,C2→−ξ−1

p2

}
Sendo a inversa de X:

Xinv[µ_,ν_] = tenX[µ,ν ]/.solXXinv[µ_,ν_] = tenX[µ,ν ]/.solXXinv[µ_,ν_] = tenX[µ,ν ]/.solX
(B.23)

(−gµν

p2 −
(ξ−1)pµ pν

p4 )

O termo −X−1BD−1 da inversa será dado por:

Contract[−Xinv[µ,ν ] B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ]]Contract[−Xinv[µ,ν ] B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ]]Contract[−Xinv[µ,ν ] B[ρ,γ,µ] Dinv[λ ,σ ,ρ,γ]]

(B.24)
i

p2 (pλ gνσ − pσ gλν)

O seguinte termo da inversa −D−1CX−1 será:

Contract[−Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ] Xinv[µ,ν ]]Contract[−Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ] Xinv[µ,ν ]]Contract[−Dinv[λ ,σ ,ρ,γ] C[λ ,σ ,ν ] Xinv[µ,ν ]]
(B.25)

i
p2 (pγgµρ − pρgγµ)

O seguinte termo da inversa D−1 +D−1CX−1BD−1 será:

Contract[Contract[Dinv[α1,β1,ρ,γ] C[α1,β1,ν ] Xinv[µ,ν ]]Contract[Contract[Dinv[α1,β1,ρ,γ] C[α1,β1,ν ] Xinv[µ,ν ]]Contract[Contract[Dinv[α1,β1,ρ,γ] C[α1,β1,ν ] Xinv[µ,ν ]]B[α2,β2,µ] Dinv[λ ,σ ,α2,β2]]B[α2,β2,µ] Dinv[λ ,σ ,α2,β2]]B[α2,β2,µ] Dinv[λ ,σ ,α2,β2]]
(B.26)
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pρ pσ gγλ

p2 − pλ pρ gγσ

p2 − pγ pσ gλρ

p2 + pγ pλ gρσ

p2 +gγλ (−gρσ )+gγσ gλρ

Reajustando os termos temos:

D−1 +D−1CX−1BD−1 = gλρgσγ −gλγgσρ +
1
p2 (pλ pγgσρ + pσ pρgλγ − pλ pρgσγ − pσ pγgλρ) =

2(Iλσ ,ργ − 1
p2 Lλσ ,ργ(p))

(B.27)

onde os termos I e L são definidos como sendo:

Iλσ ,ργ =
1
2
(gλρgσγ −gλγgσρ)

Lλσ ,ργ(p) =
1
2
(pλ pρgσγ + pσ pγ

η
λρ − pλ pγ

η
σρ − pσ pρ

η
λγ)

(B.28)

Desta forma,vemos que a matriz inversa quantizada (B.18) do formalismo de primeira
ordem é da seguinte forma:

(
(−gµν

p2 −
(ξ−1)pµ pν

p4 ) i
p2 (pλ gνσ − pσ gλν)

i
p2 (pγgµρ − pρgγµ) 2(Iλσ ,ργ − 1

p2 Lλσ ,ργ(p))

)
(B.29)

A partir dela é possível obter os propagadores no respectivo formalismo.
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APÊNDICE

C
REGULARIZAÇÃO DIMENSIONAL

Para o cálculo dos diagramas de Feynman de 1-loop da teoria de Yang-Mills nos forma-
lismos de primeira ordem e no formalismo usual tratado no capítulo (5), vimos que dentre os
métodos de regularização usamos a regularização dimensional, vejamos a seguir um pouco mais
sobre esta técnica de regularização.

A regularização dimensional é um método de regularização desenvolvido por Bollini e
Giambiagi [43] visando contornar o problema dos infinitos que surgem nos cálculos envolvendo
diagramas de Feynman. Na regularização dimensional redefinimos a dimensão da integral
divergente [44], fazendo com que ela fique finita e torne-se convergente.

Assim na regularização dimensional a integral 4-dimensional é substituída por uma
integral d-dimensional, dizemos que esta nova definição é uma continuação analítica da anterior,
sendo que o resultado final da integração é válido inclusive no limite em que d→ 4. Com esta
substituição na dimensão a medida da integral é escrita como sendo

∫ dd p
(2π)d , o vetor d-momento

é dado por pµ = (p0, p1, ..., pd−1) e a contração da métrica será ηµνηµν = d.

Vejamos como funciona a regularização dimensional no caso de diagramas de Feynman
de 1-loop que pode ser escrito em d-dimensão da seguinte forma:

∫ dd p
(2π)d

N (pi,mi,q j)

(p2
1−m2

1)(p2
2−m2

2)...(p2
n−m2

n)
(C.1)

onde n é o número das linhas internas do loop e pi é o momento da partícula de massa mi

propagando na i-enésima linha. Devido a conservação de momento nos vértices e em todo
o diagrama temos que apenas um momento será independente, denotamos este por p, já q j

representa os momentos externos e N uma função dos momentos internos e externos que é
determinada de acordo com as regras de Feynman para o diagrama estudado.

Para calcular integrais do tipo (C.1) usamos a parametrização de Feynman para reescrever
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o denominador do integrando conforme a seguinte regra:

1
A1A2...An

=
∫ 1

0
dx1dx2...dxn

(n−1)!δ (1− x1− ...− xn)

(x1A1 + x2A2 + ...+ xnAn)n (C.2)

onde A = p2
i +m2

i .

Vejamos como exemplo a parametrização de Feynman no caso em que o denominador
do integrando possui dependência de dois momentos distintos:

1
A1A2

=
∫ 1

0
dx1dx2

δ (1− x1− x2)

(x1A1 + x2A2)2 =
∫ 1

0
dx1

1
(x1A1 +(1− x1)A2)2 (C.3)

Para generalizar a expressão anterior para potências de A1 e A2, realizamos a derivada de
(C.3) algumas vezes e obtemos:

1

Aα
1 Aβ

2

=
Γ(α +β )

Γ(α)Γ(β )

∫ 1

0
dx1dx2

δ (1− x1− x2)xα−1
1 xβ−1

2
(x1A1 + x2A2)α+β

=

=
Γ(α +β )

Γ(α)Γ(β )

∫ 1

0
dx1

xα−1
1 (1− x1)

β−1

(x1A1 +(1− x1)A2)α+β

(C.4)

Calculemos o caso partícular da integral (C.1) em que N = 1, ou seja, que não há termos
com algum índice tensorial no integrando, este tipo de integral é denominada de integral escalar
e é dada da seguinte forma:∫ dd p

(2π)d
1

(p2
1−m2

1)(p2
2−m2

2)...(p2
n−m2

n)
(C.5)

Conforme foi dito anteriormente os momentos pi devido a conservação dos momentos
podem ser expressos em termos do momento independente p e dos momentos externos q j. Logo
podemos reescrever a integral da seguinte forma:∫ dd p

(2π)d
1

(p2−m2
1)((p+q1)2−m2

2)...((p+qn−1)2−m2
n)

(C.6)

Além disso como a integral possui invariância translacional é possível realizarmos um
shift no momento p da seguinte forma p→ P = p+ l, onde l é uma constante escolhida visando
com que o denominador não dependa de qualquer combinação linear na variável de integração,
definida da seguinte forma:

l =−
n

∑
j=1

x j+1q j (C.7)

Assim considerando a parametrização de Feynman e o shift, (C.6) é reescrita assim:∫ ddP
(2π)d

∫ 1

0
dx1...dxn

(n−1)!δ (1− x1− ...− xn)

(P2−∆)n
(C.8)
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onde ∆ não depende da variável de integração e é obtida ao completarmos o quadrado no
denominador, assim ∆ é definida por:

∆ = ∑
i, j

xix jqi−1q j−1−∑
i

xiq2
i−1 +∑

i
xim2

i =
1
2 ∑

i, j
xix j(m2

i +m2
j − (qi−1−q j−1)

2) (C.9)

Ao integrar em P, utilizamos o fato da integral d-dimensional estar no espaço de Min-
kowski e que ao realizarmos uma rotação em 90 graus no plano complexo P0, fazemos com
que a integral passe para o espaço euclidiano, com este processo chamado de rotação de Wick
obtemos P0 = iP0E , com P0E real, sendo o vetor espacial dado por P = PE e a derivação do vetor
d-dimensional por dP = idPE , já o quadrado dele é P2 =−P2

E , com P2
E = P2

0E
+P2

E .

Assim após a rotação de Wick e considerando ∆ > 0 temos:∫ ddP
(2π)d

1
(P2−∆)n =

i
(−1)n

∫ ddPE

(2π)d
1

(P2
E +∆)n

(C.10)

Considerando a integração no sistema de coordenadas polares em d-dimensão temos que
a unidade de integração pode ser reescrita como ddP = Pd−1

E dPE dΩD, onde:∫
dΩD =

2π
d
2

Γ(d
2 )

(C.11)

é a área da esfera em d-dimensão, assim obtemos:∫ ddP
(2π)d

1
(P2−∆)n =

i2π
d
2

(2π)d(−1)nΓ(d
2 )

∫
dPE

Pd−1
E

[P2
E +∆]n

=
iπ

d
2

(2π)d(−1)nΓ(d
2 )

∫
dP2

E
(P2

E)
d
2−1

[P2
E +∆]n

(C.12)
realizando a seguinte substituição x = ∆

P2
E+∆

, temos:

iπ
d
2

(2π)d(−1)nΓ(d
2 )
(

1
∆
)n− d

2

∫ 1

0
dx xn−1− d

2 (1− x)
d
2−n+1 (C.13)

usando a definição da função beta:

B(a,b) =
∫ 1

0
dx xa−1(1− x)b−1 =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

(C.14)

Obtemos assim que o resultado da integral em P é dado por:∫ ddP
(2π)d

1
(P2−∆)n =

i

(−1)n(4π)
d
2
(

1
∆
)n− d

2
Γ(n− d

2 )

Γ(n)
(C.15)

Substituindo este resultado na integral (C.8), obtemos que a integral escalar resulta em:∫ ddP
(2π)d

∫ 1

0
dx1...dxn

(n−1)!δ (1− x1− ...− xn)

(P2−∆)n =
i

(−1)n(4π)
d
2

Γ(n− d
2 )

Γ(n)∫ 1

0
dx1...dxn(n−1)!δ (1−∑

i
xi)(

1
∆
)n− d

2

(C.16)
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Restando apenas as integrais em x. Este tipo de integral escalar será utilizado conforme
apêndice (E) para calcular os diagramas de 1-loop da Teoria de Yang-Mills nos diferentes
formalismos.
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APÊNDICE

D
REDUÇÃO DE PASSARINO-VELTMAN

O método da regularização dimensional pode ser aplicado não somente às integrais
escalares conforme visto no apêndice (C), mas pode também ser aplicado de forma semelhante
para integrais cujo numerador dependa dos momentos internos, porém dado que estes cálculos
são mais complicados é possível simplificar estas integrais à integrais escalares.

Para isto utilizamos o método de redução de Passarino-Veltman [26] para remover
qualquer dependência da variável de integração no numerador [45].

Definimos a seguinte integral:

In
µ1...µr

(q1, ...,qn−1,m0,m1, ...,mn−1) =
∫ dd p

(2π)d
pµ1...pµr

A0A1...An−1
(D.1)

onde n é o número dos propagadores e r a ordem do tensor, além disso temos que o inverso do
propagador é escrito da seguinte forma:

A0 = p2−m2
o e Ai = (p+qi)

2−m2
i , com i = 1, ...,r

Seguindo o método de Passarino-Veltman primeiro é preciso determinar quais são as
componentes da base tensorial que compõe a equação tensorial da integral, para isso considera-
mos fatores de simetria que a base tensorial precisa apresentar. Após obtidos as componentes da
bases tensorial, definimos que a integral pode ser dada por uma combinação dos elementos desta
base.

Por exemplo, se considerarmos que a integral possua depêndencia apenas dos momentos
externos q1 e q2 escrevemos ela como combinação destes elementos da base, obtendo assim:

Iµ =C1q1µ +C2q2µ (D.2)

onde Ci são os coeficientes compostos por integrais escalares.
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Para determinar os coeficientes Ci da expressão (D.2) nós contraímos essa expressão com
cada um dos elementos da base, desta forma obtemos as seguintes expressões:

qµ

1 Iµ =C1q2
1 +C2q1.q2

qµ

2 Iµ =C1q1.q2 +C2q2
2

(D.3)

onde utilizamos as seguintes relações: entre o produto de pares de momentos temos qµqν = ηµν q2

d ;
entre o produto de termos ímpares de momentos temos qµqνqσ = ηµν q2qσ

d , porém no caso em
que tenhamos uma dependência ímpar dos momentos as integrais são nulas.

A partir das expressões de (D.3) obtemos um sistema, que pode ser expresso da seguinte
forma: (

qµ

1 Iµ

qµ

2 Iµ

)
=

(
q2

1 q1.q2

q2.q1 q2
2

)
︸ ︷︷ ︸

(
C1

C2

)

Mi j

(D.4)

que é facilmente resolvido invertendo a matriz Mi j, obtendo assim a seguinte expressão matricial
para os coeficientes Ci:(

C1

C2

)
=

1
q2

1q2
2− (q1.q2)2

(
q2

2 −q1.q2

−q2.q1 q2
1

) (
qµ

1 Iµ

qµ

2 Iµ

)
(D.5)

com os coeficientes Ci determinados substituímos o resultado na equação original (D.2).

Para reduzir as integrals de tensores de graus mais elevados, o mesmo procedimento é
adotado, isto é, encontrando uma base que possua elementos que dependam apenas dos momentos
externos e que satisfaça determinada simetria. Quando o grau do tensor do numerador da integral
for maior ou igual à 2, além dos momentos externos a base dependerá da métrica.

Com a base determinada, a integral pode ser escrita como uma combinação dos elemen-
tos da base, em seguida é feita a projeção desta expressão em cada um dos vetores da base,
determinando os coeficientes Ci que apresentam apenas integrais escalares, reescrevendo em
seguida a integral original em termos dos elementos da base e das integrais escalares.
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APÊNDICE

E
CÁLCULOS DOS DIAGRAMAS DE 1-LOOP

Iremos abordar os cálculos feitos no software Wolfram Mathematica 11, com o pacote
FeynCalc, das integrais obtidas no cálculo das divergências de 1-loop em cada um dos forma-
lismos. Primeiramente foram definidos a métrica, o quadrivetor e o produto escalar que foram
depois utilizados ao longo dos cálculos, eles respectivamente foram definidos como sendo:

mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]mt[µ_,ν_] = MetricTensor[µ,ν ,Dimension→ D]

fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]fv[p_,µ_] = FourVector[p,µ]
sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]sp[p_,q_] = ScalarProduct[p,q]

Foi ainda definido de acordo com a parametrização de Feynman a seguinte substituição
dos denominadores:

subInt[a_,b_] =subInt[a_,b_] =subInt[a_,b_] =sp[p, p]−a sp[Q,Q]−b→ Ifo[a,b]
s0

sp[p, p]−a sp[Q,Q]−b→ Ifo[a,b]
s0

sp[p, p]−a sp[Q,Q]−b→ Ifo[a,b]
s0

(E.1)

onde Q= p+q, a integral definida como Ifo dependente dos termos a e b dados de acordo com o
resultado (E.3), sendo que a divisão pelo parâmetro s0 servirá para eliminar as integrais com
denominadores simples, que conforme vimos pela fórmula de Veltman (5.12) são nulas. Além
dessas definições foi utilizado o resultado obtido para as integrais esclares (C.16).

Como os denominadores dos diagramas de 1-loop apresentam apenas dois momentos
nos denominadores, usamos (C.4) para simplificar as integrais, da seguinte forma:∫ dd p

(2π)d
1

(p2)a((p+q)2)b =
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)

∫ ddP
(2π)d

∫ 1

0
dx

xa−1(1− x)b−1

(P2−∆)a+b =

=
i

(−1)a+b(4π)
d
2

Γ(a+b− d
2 )

Γ(a+b)
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)

(q2)
d
2−a−b

∫ 1

0
dx

xa−1(1− x)b−1

(−x(1− x))a+b− d
2 =

=
i

(−1)2(a+b)− d
2 (4π)

d
2

Γ(a+b− d
2 )

Γ(a)Γ(b)
(q2)

d
2−a−b

∫ 1

0
dxx−b+ d

2−1(1− x)−a+ d
2−1 =

=
i

(−1)2(a+b)− d
2 (4π)

d
2

Γ(a+b− d
2 )

Γ(a)Γ(b)
(q2)

d
2−a−b Γ(d

2 −b)Γ(d
2 −a)

Γ(d−a−b)

(E.2)
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onde ∆ =−1
2(xy)[(q0−q1)

2 +(q1−q0)
2] =−xyq2, no caso temos q0 = 0 e q1 = q.

Desta forma foi definido que o resultado da integral escalar dependendo dos parâmetros
a e b, onde a+b = n, será o seguinte:

Ifx[a_,b_]Ifx[a_,b_]Ifx[a_,b_] = I/(−1)(2a+2b−D/2)sp[q,q]∧(D/2−a−b)/(4Pi)∧(D/2)Gamma[a+b−D/2]I/(−1)(2a+2b−D/2)sp[q,q]∧(D/2−a−b)/(4Pi)∧(D/2)Gamma[a+b−D/2]I/(−1)(2a+2b−D/2)sp[q,q]∧(D/2−a−b)/(4Pi)∧(D/2)Gamma[a+b−D/2]

×Gamma[D/2−a]Gamma[D/2−b]/(Gamma[a]Gamma[b]Gamma[D−a−b])×Gamma[D/2−a]Gamma[D/2−b]/(Gamma[a]Gamma[b]Gamma[D−a−b])×Gamma[D/2−a]Gamma[D/2−b]/(Gamma[a]Gamma[b]Gamma[D−a−b])

i(−1)(−2a−2b+D/2)2−Dπ−D/2Γ(a+b− D
2 )Γ

(D
2 −a

)
Γ
(D

2 −b
)(

q̄2)−a−b+D
2

Γ(a)Γ(b)Γ(D−a−b)
(E.3)
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E.1 Diagramas de 1-loop do formalismo de segunda or-
dem

E.1.1 Diagrama I

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (5.1) é dada por:

iso =iso =iso =1/2Contract[(g(fv[q− p,σ ]mt[γ,µ]+ fv[2p+q,µ]mt[σ ,γ]+ fv[−2q− p,γ]mt[σ ,µ]))1/2Contract[(g(fv[q− p,σ ]mt[γ,µ]+ fv[2p+q,µ]mt[σ ,γ]+ fv[−2q− p,γ]mt[σ ,µ]))1/2Contract[(g(fv[q− p,σ ]mt[γ,µ]+ fv[2p+q,µ]mt[σ ,γ]+ fv[−2q− p,γ]mt[σ ,µ]))

(−I(mt[σ ,α]/sp[p+q, p+q]− (cξ fv[p+q,σ ]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])(−I(mt[σ ,α]/sp[p+q, p+q]− (cξ fv[p+q,σ ]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])(−I(mt[σ ,α]/sp[p+q, p+q]− (cξ fv[p+q,σ ]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])

fv[p+q,α])))(−I(mt[γ,β ]/sp[p, p]− (cξ fv[p,γ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))fv[p+q,α])))(−I(mt[γ,β ]/sp[p, p]− (cξ fv[p,γ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))fv[p+q,α])))(−I(mt[γ,β ]/sp[p, p]− (cξ fv[p,γ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))

(g(fv[p−q,α]mt[β ,ν ]+ fv[−2p−q,ν ]mt[β ,α]+ fv[p+2q,β ]mt[ν ,α]))](g(fv[p−q,α]mt[β ,ν ]+ fv[−2p−q,ν ]mt[β ,α]+ fv[p+2q,β ]mt[ν ,α]))](g(fv[p−q,α]mt[β ,ν ]+ fv[−2p−q,ν ]mt[β ,α]+ fv[p+2q,β ]mt[ν ,α]))]
(E.4)

1
2 (−

4c
ξ

gµν (p̄·q̄)2g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
−

c
ξ

gµν g2

p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2 +
2gµν g2

p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2−
4c

ξ
gµν (p̄·q̄)g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

2gµν (p̄·q̄)g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

2c
ξ

p̄µ p̄ν (p̄·q̄)g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

3c
ξ

q̄µ p̄ν (p̄·q̄)g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

3c
ξ

p̄µ q̄ν (p̄·q̄)g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+ 5gµν q̄2g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
−

c
ξ

p̄µ p̄ν q̄2g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

c
ξ

p̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+ 4Dp̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
−

6 p̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

c
ξ

q̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+ 2Dq̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
− 3q̄µ p̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

c
ξ

p̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+ 2Dp̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
−

3 p̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
−

c
ξ

q̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+ Dq̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
− 6q̄µ q̄ν g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
+

c
ξ

2q̄µ q̄ν (p̄·q̄)2g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

2c
ξ

gµν q̄2g2

(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

c
ξ

2 p̄µ p̄ν q̄4g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

c
ξ

p̄µ p̄ν g2

(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2−

2c
ξ

q̄µ q̄ν g2

(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2−

c
ξ

gµν p̄2g2

(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

c
ξ

q̄µ p̄ν (p̄·q̄)g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

c
ξ

p̄µ q̄ν (p̄·q̄)g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

−
c
ξ

gµν q̄4g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2−

c
ξ

2q̄µ p̄ν (p̄·q̄)q̄2g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2−

c
ξ

2 p̄µ q̄ν (p̄·q̄)q̄2g2

p̄4(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2−

2c
ξ

p̄µ p̄ν q̄2g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 +

c
ξ

q̄µ q̄ν q̄2g2

p̄2(p̄2+2(p̄·q̄)+q̄2)
2 )

Fazendo a projeção de (E.4) com o elemento da base T (1)
µν de (5.2) obtemos:

sI1iso =sI1iso =sI1iso =Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])}]]sp[p, p]− sp[q,q])}]]sp[p, p]− sp[q,q])}]]
(E.5)

−cξ
2g2q̄6

8 p̄4Q̄4 +
cξ

2g2q̄4

4p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄4

4p̄2Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4p̄2Q̄2 −
cξ

2g2q̄2

8 p̄4 −
cξ

2g2q̄2

8Q̄4 −
cξ Dg2q̄4

2p̄4Q̄2 −
cξ Dg2q̄4

2 p̄2Q̄4 +
cξ Dg2q̄2

p̄4 − cξ Dg2Q̄2

2 p̄4 −
cξ Dg2 p̄2

2Q̄4 +
cξ Dg2q̄2

Q̄4 +
3cξ g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
3cξ g2q̄4

4p̄2Q̄4 −
cξ g2q̄2

p̄2Q̄2 −
3cξ g2q̄2

2 p̄4 +
3cξ g2Q̄2

4p̄4 +
3cξ g2 p̄2

4Q̄4 − cξ g2

4p̄2 −
3cξ g2q̄2

2Q̄4 −
cξ g2

4Q̄2 + 3Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 + 3Dg2

2p̄2 + 3Dg2

2Q̄2 − 3g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − 3g2

2p̄2 − 3g2

2Q̄2

Fazendo a projeção de (E.4) com o elemento da base T (2)
µν de (5.2) obtemos:

sI2iso =sI2iso =sI2iso =Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])}]]sp[p, p]− sp[q,q])}]]sp[p, p]− sp[q,q])}]]
(E.6)

−cξ g2q̄2Q̄2

4 p̄4 − cξ g2 p̄2q̄2

4Q̄4 +
cξ g2q̄4

8p̄4 −
cξ g2q̄2

4p̄2 +
cξ g2Q̄4

8 p̄4 −
cξ g2Q̄2

4p̄2 −
cξ g2 p̄2

4Q̄2 +
cξ g2 p̄4

8Q̄4 −
cξ g2q̄2

4Q̄2 +
cξ g2q̄4

8Q̄4 +

Dg2Q̄2

2 p̄2 + Dg2 p̄2

2Q̄2 − g2q̄4

4 p̄2Q̄2 +
g2q̄2

2 p̄2 − 3g2Q̄2

4 p̄2 − 3g2 p̄2

4Q̄2 + g2q̄2

2Q̄2 +
cξ g2

4 −Dg2 + 3g2

2
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A integral escrita em termos dos elementos da base dada por (5.3), contraída com o
elemento da base T (1)

µν , será dada por:

eq1iso = sI1iso == DC1 +C2sp[q,q]eq1iso = sI1iso == DC1 +C2sp[q,q]eq1iso = sI1iso == DC1 +C2sp[q,q]
(E.7)

−cξ
2g2q̄6

8p̄4Q̄4 +
cξ

2g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄4

4p̄2Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄2 −
cξ

2g2q̄2

8 p̄4 −
cξ

2g2q̄2

8Q̄4 −
cξ Dg2q̄4

2 p̄4Q̄2 −
cξ Dg2q̄4

2p̄2Q̄4 +
cξ Dg2q̄2

p̄4 −
cξ Dg2Q̄2

2 p̄4 − cξ Dg2 p̄2

2Q̄4 +
cξ Dg2q̄2

Q̄4 +
3cξ g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
3cξ g2q̄4

4p̄2Q̄4 −
cξ g2q̄2

p̄2Q̄2 −
3cξ g2q̄2

2p̄4 +
3cξ g2Q̄2

4 p̄4 +
3cξ g2 p̄2

4Q̄4 −
cξ g2

4 p̄2 −
3cξ g2q̄2

2Q̄4 −
cξ g2

4Q̄2 + 3Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 + 3Dg2

2p̄2 + 3Dg2

2Q̄2 − 3g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − 3g2

2p̄2 − 3g2

2Q̄2 =C2q̄2 +C1D

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.3), contraída em relação
ao elemento da base T (2)

µν , será dada por:

eq2iso = sI2iso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iso = sI2iso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iso = sI2iso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2
(E.8)

−cξ g2q̄2Q̄2

4 p̄4 − cξ g2 p̄2q̄2

4Q̄4 +
cξ g2q̄4

8 p̄4 −
cξ g2q̄2

4p̄2 +
cξ g2Q̄4

8 p̄4 −
cξ g2Q̄2

4 p̄2 −
cξ g2 p̄2

4Q̄2 +
cξ g2 p̄4

8Q̄4 −
cξ g2q̄2

4Q̄2 +

cξ g2q̄4

8Q̄4 + Dg2Q̄2

2 p̄2 + Dg2 p̄2

2Q̄2 − g2q̄4

4p̄2Q̄2 +
g2q̄2

2p̄2 − 3g2Q̄2

4 p̄2 − 3g2 p̄2

4Q̄2 + g2q̄2

2Q̄2 +
cξ g2

4 −Dg2 + 3g2

2 =C1q̄2 +C2q̄4

Determinando os coeficientes C1 e C2 de (5.3):

soliso = Solve[{eq1iso,eq2iso},{C1,C2}]soliso = Solve[{eq1iso,eq2iso},{C1,C2}]soliso = Solve[{eq1iso,eq2iso},{C1,C2}]
(E.9)

{{C1→− 1
8(D−1)p̄4q̄2Q̄4

(cξ g2 p̄8−8cξ g2q̄2 p̄6+4cξ Dg2q̄2 p̄6−2cξ g2Q̄2 p̄6+4Dg2Q̄2 p̄6−6g2Q̄2 p̄6+cξ
2g2q̄4 p̄4+13cξ g2q̄4 p̄4−

−8cξ Dg2q̄4 p̄4+2cξ g2Q̄4 p̄4−8Dg2Q̄4 p̄4+12g2Q̄4 p̄4−12Dg2q̄2Q̄2 p̄4+16g2q̄2Q̄2 p̄4−2cξ
2g2q̄6 p̄2−6cξ g2q̄6 p̄2+

+4cξ Dg2q̄6 p̄2−2cξ g2Q̄6 p̄2+4Dg2Q̄6 p̄2−6g2Q̄6 p̄2−12Dg2q̄2Q̄4 p̄2+16g2q̄2Q̄4 p̄2−2cξ
2g2q̄4Q̄2 p̄2+

+8cξ g2q̄4Q̄2 p̄2−12Dg2q̄4Q̄2 p̄2+10g2q̄4Q̄2 p̄2+cξ
2g2q̄8+cξ g2Q̄8−8cξ g2q̄2Q̄6+4cξ Dg2q̄2Q̄6+cξ

2g2q̄4Q̄4+

13cξ g2q̄4Q̄4−8cξ Dg2q̄4Q̄4−2cξ
2g2q̄6Q̄2−6cξ g2q̄6Q̄2+4cξ Dg2q̄6Q̄2,

C2→− 1
8(D−1)p̄4q̄4Q̄4

(−cξ Dg2 p̄8+6cξ g2q̄2 p̄6−2cξ Dg2q̄2 p̄6−4D2g2Q̄2 p̄6+2cξ Dg2Q̄2 p̄6+6Dg2Q̄2 p̄6−cξ
2g2q̄4 p̄4−12cξ g2q̄4 p̄4+

+7cξ Dg2q̄4 p̄4+8D2g2Q̄4 p̄4−2cξ Dg2Q̄4 p̄4−12Dg2Q̄4 p̄4−2cξ g2q̄2Q̄2 p̄4+2cξ Dg2q̄2Q̄2 p̄4+8Dg2q̄2Q̄2 p̄4−

−12g2q̄2Q̄2 p̄4+2cξ
2g2q̄6 p̄2+6cξ g2q̄6 p̄2−4cξ Dg2q̄6 p̄2−4D2g2Q̄6 p̄2+2cξ Dg2Q̄6 p̄2+6Dg2Q̄6 p̄2−

−2cξ g2q̄2Q̄4 p̄2+2cξ Dg2q̄2Q̄4 p̄2+8Dg2q̄2Q̄4 p̄2−12g2q̄2Q̄4 p̄2+2cξ
2g2q̄4Q̄2 p̄2−8cξ g2q̄4Q̄2 p̄2+14Dg2q̄4Q̄2 p̄2−

−12g2q̄4Q̄2 p̄2−cξ
2g2q̄8−cξ Dg2Q̄8+6cξ g2q̄2Q̄6−2cξ Dg2q̄2Q̄6−cξ

2g2q̄4Q̄4−12cξ g2q̄4Q̄4+7cξ Dg2q̄4Q̄4+

+2cξ
2g2q̄6Q̄2+6cξ g2q̄6Q̄2−4cξ Dg2q̄6Q̄2)}}

Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1iso = Expand[C1/.soliso][[1]]solC1iso = Expand[C1/.soliso][[1]]solC1iso = Expand[C1/.soliso][[1]]
(E.10)
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−cξ
2g2q̄6

8(D−1)p̄4Q̄4 −
cξ Dg2q̄4

2(D−1)p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄4

4(D−1)p̄4Q̄2 +
3cξ g2q̄4

4(D−1)p̄4Q̄2 −
cξ Dg2q̄4

2(D−1)p̄2Q̄4 +
cξ

2g2q̄4

4(D−1)p̄2Q̄4 +
3cξ g2q̄4

4(D−1)p̄2Q̄4 +

3Dg2q̄2

2(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ

2g2q̄2

4(D−1)p̄2Q̄2 −
cξ g2q̄2

(D−1)p̄2Q̄2 − 5g2q̄2

4(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

(D−1)p̄4 −
cξ

2g2q̄2

8(D−1)p̄4 −
13cξ g2q̄2

8(D−1)p̄4 +
cξ Dg2q̄2

(D−1)Q̄4 −
cξ

2g2q̄2

8(D−1)Q̄4−
13cξ g2q̄2

8(D−1)Q̄4−
cξ Dg2Q̄2

2(D−1)p̄4 +
cξ g2Q̄2

(D−1)p̄4 +
3Dg2

2(D−1)p̄2− 2g2

(D−1)p̄2 +
3Dg2

2(D−1)Q̄2− 2g2

(D−1)Q̄2 +
cξ g2 p̄2

(D−1)Q̄4−
cξ Dg2 p̄2

2(D−1)Q̄4 +
Dg2

(D−1)q̄2 −
cξ g2

4(D−1)q̄2 − 3g2

2(D−1)q̄2 −
cξ g2Q̄4

8(D−1)p̄4q̄2 − Dg2Q̄2

2(D−1)p̄2q̄2 +
cξ g2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄2 +
3g2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄2 −
Dg2 p̄2

2(D−1)Q̄2q̄2 +
cξ g2 p̄2

4(D−1)Q̄2q̄2 +
3g2 p̄2

4(D−1)Q̄2q̄2 −
cξ g2 p̄4

8(D−1)Q̄4q̄2

Substituindo o coeficiente C2 pelo valor determinado:

solC2iso = Expand[C2/.soliso][[1]]solC2iso = Expand[C2/.soliso][[1]]solC2iso = Expand[C2/.soliso][[1]]
(E.11)

cξ DQ̄4g2

8(D−1)p̄4q̄4 +
cξ DQ̄2g2

4(D−1)p̄4q̄2 −
3cξ Q̄2g2

4(D−1)p̄4q̄2 +
D2Q̄2g2

2(D−1)p̄2q̄4 −
cξ DQ̄2g2

4(D−1)p̄2q̄4 − 3DQ̄2g2

4(D−1)p̄2q̄4 −
cξ Dg2

4(D−1)p̄2q̄2 − Dg2

(D−1)p̄2q̄2 +

cξ g2

4(D−1)p̄2q̄2 +
3g2

2(D−1)p̄2q̄2 +
cξ Dq̄2g2

2(D−1)p̄4Q̄2 −
cξ

2q̄2g2

4(D−1)p̄4Q̄2 −
3cξ q̄2g2

4(D−1)p̄4Q̄2 −
cξ

2g2

4(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ g2

(D−1)p̄2Q̄2 +
3g2

2(D−1)p̄2Q̄2 −
cξ Dg2

4(D−1)q̄2Q̄2 − Dg2

(D−1)q̄2Q̄2 +
cξ g2

4(D−1)q̄2Q̄2 +
3g2

2(D−1)q̄2Q̄2 −
cξ Dp̄2g2

4(D−1)q̄4Q̄2 −
7cξ Dg2

8(D−1)p̄4 − D2g2

(D−1)q̄4 +
cξ

2g2

8(D−1)p̄4 +
3cξ g2

2(D−1)p̄4 +

cξ Dq̄2g2

2(D−1)p̄2Q̄4 −
cξ

2q̄2g2

4(D−1)p̄2Q̄4 −
7cξ Dg2

8(D−1)Q̄4 +
cξ

2g2

8(D−1)Q̄4 +
3cξ g2

2(D−1)Q̄4 +
cξ Dp̄2g2

4(D−1)q̄2Q̄4 −
3cξ p̄2g2

4(D−1)q̄2Q̄4 +
cξ Dg2

4(D−1)q̄4 +
3Dg2

2(D−1)q̄4 +

cξ Dp̄4g2

8(D−1)q̄4Q̄4 − 7Dg2

4(D−1)p̄2Q̄2 +
D2 p̄2g2

2(D−1)q̄4Q̄2 − 3Dp̄2g2

4(D−1)q̄4Q̄2 +
cξ

2q̄4g2

8(D−1)p̄4Q̄4 −
3cξ q̄2g2

4(D−1)p̄2Q̄4

Substituindo os denominadores das integrais presentes na constante C1, teremos:

C1fiso =C1fiso =C1fiso =Expand[s0solC1iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0Expand[s0solC1iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0Expand[s0solC1iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.12)

− cξ
2g2q̄6Ifo(2,2)

8(D−1) +
cξ

2g2q̄4Ifo(1,2)
4(D−1) +

cξ
2g2q̄4Ifo(2,1)

4(D−1) +
cξ

2g2q̄2Ifo(1,1)
4(D−1) − cξ Dg2q̄4Ifo(1,2)

2(D−1) +
3cξ g2q̄4Ifo(1,2)

4(D−1) −
cξ Dg2q̄4Ifo(2,1)

2(D−1) +
3cξ g2q̄4Ifo(2,1)

4(D−1) − cξ g2q̄2Ifo(1,1)
D−1 + 3Dg2q̄2Ifo(1,1)

2(D−1) − 5g2q̄2Ifo(1,1)
4(D−1)

Substituindo os denominadores das integrais presentes na constante C2, teremos:

C2fiso =C2fiso =C2fiso =Expand[s0solC2iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0Expand[s0solC2iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0Expand[s0solC2iso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.13)

cξ
2g2q̄4Ifo(2,2)

8(D−1) − cξ
2g2q̄2Ifo(1,2)

4(D−1) − cξ
2g2q̄2Ifo(2,1)

4(D−1) +
cξ Dg2q̄2Ifo(1,2)

2(D−1) − 3cξ g2q̄2Ifo(1,2)
4(D−1) +

cξ Dg2q̄2Ifo(2,1)
2(D−1) −

3cξ g2q̄2Ifo(2,1)
4(D−1) − cξ

2g2Ifo(1,1)
4(D−1) +

cξ g2Ifo(1,1)
D−1 − 7Dg2Ifo(1,1)

4(D−1) + 3g2Ifo(1,1)
2(D−1)

Na substituição dos denominadores dada por (E.1), definimos que era I f o(a,b)
s0 agora ao

multiplicarmos os valores das constantes por s0, os termos com s0 que restam são apenas aqueles
cujo denominador não foi substituído pela parametrização de Feynman, estes temos são integrais
de denominadores simples que conforme vimos em (5.12) são nulas, logo fazemos com que s0
tenda à zero e desconsideramos estes termos.

Rescrevendo a integral (5.3) em relação às componentes da base da seguinte forma:

resiso = FullSimplify[Factor[C1fiso mt[µ,ν ]+ C2fiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resiso = FullSimplify[Factor[C1fiso mt[µ,ν ]+ C2fiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resiso = FullSimplify[Factor[C1fiso mt[µ,ν ]+ C2fiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]
(E.14)

− 1
8(D−1)g2(q̄2gµν (cξ q̄2(cξ q̄2Ifo(2,2)−4Ifo(1,2)(cξ−2D+3))−2Ifo(1,1)((cξ−4)cξ+6D−5))+q̄µ q̄ν (cξ q̄2(4Ifo(1,2)

(cξ−2D+3)−cξ q̄2Ifo(2,2)+2Ifo(1,1)((cξ−4)cξ+7D−6)))
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Substituindo o resultado da integral escalar (E.3):

res f isores f isores f iso = FullSimplify[resiso /.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resiso /.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resiso /.Ifo→ Ifx]
(E.15)

− 1
Γ(D+1

2 )
iiD4−D−1π

3
2−

D
2 g2 csc( πD

2 )(q̄2)
D
2 −2(2(cξ (D−1)(cξ (D−4)−8D+28)−14D+12)q̄µ q̄ν−2q̄2(cξ (D−1)

(cξ (D−4)−8D+28)−12D+10)gµν )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.16)
− 1

Γ( 1
2 (5−2ε))

ii4−2ε 42ε−5π
1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2 csc( 1
2 π(4−2ε))(q̄2)

1
2 (4−2ε)−2(2(cξ (3−2ε)(−2cξ ε−8(4−2ε)+28)−

−14(4−2ε)+12)q̄µ q̄ν−2q̄2(cξ (3−2ε)(−2cξ ε−8(4−2ε)+28)−12(4−2ε)+10)gµν

{4−2ε,4−2ε})

Expandindo em série de ε obtemos o valor final para o diagrama:

FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]
(E.17)

− ig2(2(3cξ+11)q̄µ q̄ν−(6cξ+19)q̄2qµν)
192π2ε

E.1.2 Diagrama II

Para o diagrama a seguir:

A contração dos índices da equação (5.5) é dada por:

iiso =iiso =iiso =−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(−gfv[p+q,µ])(I/sp[p+q, p+q])(I/sp[p, p])−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(−gfv[p+q,µ])(I/sp[p+q, p+q])(I/sp[p, p])−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(−gfv[p+q,µ])(I/sp[p+q, p+q])(I/sp[p, p])

(−gfv[p,ν ])]]](−gfv[p,ν ])]]](−gfv[p,ν ])]]]
(E.18)

− g2 p̄µ p̄ν

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
− g2 p̄ν q̄µ

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)

Fazendo a projeção de (E.18) com o elemento da base T (1)
µν dada por (5.2) obtemos:

sI1iiso =sI1iiso =sI1iiso =Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso mt[µ,ν ]]]/.sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso mt[µ,ν ]]]/.sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso mt[µ,ν ]]]/.sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]−

sp[q,q])]sp[q,q])]sp[q,q])]
(E.19)

g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − g2

2 p̄2 − g2

2Q̄2

Fazendo a projeção de (E.18) com o elemento da base T (2)
µν dada por (5.2) obtemos:

sI2iiso =sI2iiso =sI2iiso = Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.(sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.(sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.(sp[p,q]→

1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q]))]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q]))]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q]))]
(E.20)

g2q̄4

4 p̄2Q̄2 − g2Q̄2

4 p̄2 − g2 p̄2

4Q̄2 + g2

2
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A integral escrita em termos dos elementos da base (5.6), contraída em relação ao
elemento da base T (1)

µν , será dada por:

eq1iiso = sI1iiso == DC1 +C2sp[q,q]eq1iiso = sI1iiso == DC1 +C2sp[q,q]eq1iiso = sI1iiso == DC1 +C2sp[q,q]
(E.21)

g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − g2

2p̄2 − g2

2Q̄2 =C2q̄2 +C1D

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.6), contraída em relação
ao elemento da base T (2)

µν , será dada por:

eq2iiso = sI2iiso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iiso = sI2iiso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iiso = sI2iiso == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2
(E.22)

g2q̄4

4 p̄2Q̄2 − g2Q̄2

4 p̄2 − g2 p̄2

4Q̄2 + g2

2 =C1q̄2 +C2q̄4

Determinando os coeficientes C1 e C2 de (5.6):

soliiso = Solve[{eq1iiso,eq2iiso},{C1,C2}]soliiso = Solve[{eq1iiso,eq2iiso},{C1,C2}]soliiso = Solve[{eq1iiso,eq2iiso},{C1,C2}]
(E.23){{

C1→
g2(−2 p̄2q̄2−2 p̄2Q̄2+p̄4−2q̄2Q̄2+q̄4+Q̄4)

4(D−1)p̄2q̄2Q̄2 ,C2→−
g2(−2Dp̄2Q̄2+Dp̄4−Dq̄4+DQ̄4−2 p̄2q̄2−2q̄2Q̄2+2q̄4)

4(D−1)p̄2q̄4Q̄2

}}
Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1iiso = Expand[C1/.soliiso][[1]]solC1iiso = Expand[C1/.soliiso][[1]]solC1iiso = Expand[C1/.soliiso][[1]]
(E.24)

g2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄2 +
g2q̄2

4(D−1)p̄2Q̄2 +
g2 p̄2

4(D−1)q̄2Q̄2 − g2

2(D−1)p̄2 − g2

2(D−1)q̄2 − g2

2(D−1)Q̄2

Substituindo o coeficiente C2 pelo valor determinado:

solC2iiso = Expand[C2/.soliiso][[1]]solC2iiso = Expand[C2/.soliiso][[1]]solC2iiso = Expand[C2/.soliiso][[1]]
(E.25)

− Dg2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄4 − Dg2 p̄2

4(D−1)q̄4Q̄2 +
g2

2(D−1)p̄2q̄2 +
Dg2

4(D−1)p̄2Q̄2 − g2

2(D−1)p̄2Q̄2 +
g2

2(D−1)q̄2Q̄2 +
Dg2

2(D−1)q̄4

Substituindo os denominadores das integrais da constante C1, utilizando (E.1), teremos:

C1 f iiso = Expand[s0solC1iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1 f iiso = Expand[s0solC1iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1 f iiso = Expand[s0solC1iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.26)

g2q̄2Ifo(1,1)
4(D−1)

Substituindo os denominadores das integrais da constante C2, utilizando (E.1), teremos:

C2 f iiso = Expand[s0solC2iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f iiso = Expand[s0solC2iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f iiso = Expand[s0solC2iiso]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.27)

Dg2Ifo(1,1)
4(D−1) −

g2Ifo(1,1)
2(D−1)

Rescrevendo a integral (5.6) em relação às componentes da base, obtemos:

resiiso = Factor[C1 f iiso mt[µ,ν ]+C2 f iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]resiiso = Factor[C1 f iiso mt[µ,ν ]+C2 f iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]resiiso = Factor[C1 f iiso mt[µ,ν ]+C2 f iiso fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]
(E.28)
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g2Ifo(1,1)(Dq̄µ q̄ν+q̄2gµν−2q̄µ q̄ν)
4(D−1)

Substituindo o resultado da integral escalar (E.3):

resfiiso = FullSimplify[resiiso/.Ifo→ Ifx]resfiiso = FullSimplify[resiiso/.Ifo→ Ifx]resfiiso = FullSimplify[resiiso/.Ifo→ Ifx]
(E.29)

4−Dπ
3
2−

D
2 g2(1−icot( πD

2 )(q̄2)
D
2 −2

((D−2)q̄µ q̄ν+q̄2gµν)
Γ(D+1

2 )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.30)
42ε−4π

1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2(1−icot( 1
2 π(4−2ε))(q̄2)

1
2 (4−2ε)−2

(q̄2g{4−2ε,4−2ε}
µν+(2−2ε)q̄µ q̄ν)

Γ( 1
2 (5−2ε))

Expandindo em série de ε obtemos o seguinte valor para o diagrama considerado:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.31)

ig2(q̄2qµν+2q̄µ q̄ν)
192π2ε
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E.2 Diagramas de 1-loop do formalismo de primeira or-
dem

Diagrama I

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (8.19) é dada por:

ipo =ipo =ipo =−Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,α]−mt[λ ,α]mt[σ ,µ]))((−1/sp[p+q, p+q])−Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,α]−mt[λ ,α]mt[σ ,µ]))((−1/sp[p+q, p+q])−Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,α]−mt[λ ,α]mt[σ ,µ]))((−1/sp[p+q, p+q])

(fv[p+q,λ ]mt[β ,σ ]− fv[p+q,σ ]mt[β ,λ ]))(fv[p+q,λ ]mt[β ,σ ]− fv[p+q,σ ]mt[β ,λ ]))(fv[p+q,λ ]mt[β ,σ ]− fv[p+q,σ ]mt[β ,λ ]))(−1/sp[p, p](fv[p,γ]mt[ρ,α](−1/sp[p, p](fv[p,γ]mt[ρ,α](−1/sp[p, p](fv[p,γ]mt[ρ,α]

−fv[p,ρ]mt[α,γ]))(−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))]−fv[p,ρ]mt[α,γ]))(−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))]−fv[p,ρ]mt[α,γ]))(−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))]
(E.32)

Dg2 p̄µ p̄ν

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
+ Dg2 p̄ν q̄µ

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
− g2 p̄µ p̄ν

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
− 2g2 p̄ν q̄µ

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
+ g2 p̄µ q̄ν

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)

Fazendo a projeção de (E.32) com o elemento da base T (1)
µν , obtemos:

sI1ipo =sI1ipo =sI1ipo =Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo mt[µ,ν ]]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo mt[µ,ν ]]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo mt[µ,ν ]]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])]}sp[p, p]− sp[q,q])]}sp[p, p]− sp[q,q])]}
(E.33)

−Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
Dg2

2p̄2 +
Dg2

2Q̄2 +
g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − g2

2 p̄2 − g2

2Q̄2

Fazendo a projeção de (E.32) com o elemento da base T (2)
µν , obtemos:

sI2ipo =sI2ipo =sI2ipo =Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.{sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.{sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]]/.{sp[p,q]→

1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]}1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]}1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]}
(E.34)

−Dg2q̄4

4 p̄2Q̄2 +
Dg2Q̄2

4 p̄2 + Dg2 p̄2

4Q̄2 + g2q̄4

4 p̄2Q̄2 − g2Q̄2

4 p̄2 − g2 p̄2

4Q̄2 − Dg2

2 + g2

2

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.15), contraída em relação
ao elemento da base T (1)

µν , será dada por:

eq1ipo =eq1ipo =eq1ipo = sI1ipo == DC1 +C2sp[q,q]sI1ipo == DC1 +C2sp[q,q]sI1ipo == DC1 +C2sp[q,q]
(E.35)

−Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
Dg2

2p̄2 +
Dg2

2Q̄2 +
g2q̄2

2 p̄2Q̄2 − g2

2p̄2 − g2

2Q̄2 =C2q̄2 +C1D

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.15), contraída em relação
ao elemento da base T (2)

µν , será dada por:

eq2ipo =eq2ipo =eq2ipo =sI2ipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2sI2ipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2sI2ipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2
(E.36)

−Dg2q̄4

4 p̄2Q̄2 +
Dg2Q̄2

4 p̄2 + Dg2 p̄2

4Q̄2 + g2q̄4

4 p̄2Q̄2 − g2Q̄2

4 p̄2 − g2 p̄2

4Q̄2 − Dg2

2 + g2

2 =C1q̄2 +C2q̄4
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Determinando os coeficientes C1 e C2 de (5.15):

solipo = Solve[eq1ipo,eq2ipo,C1,C2]solipo = Solve[eq1ipo,eq2ipo,C1,C2]solipo = Solve[eq1ipo,eq2ipo,C1,C2]

(E.37)
{{C1→−−2g2 p̄2q̄2−2g2 p̄2Q̄2+g2 p̄4−2g2q̄2Q̄2+g2q̄4+g2Q̄4

4 p̄2q̄2Q̄2 ,

C2→−
g2(2Dp̄2Q̄2−Dp̄4+Dq̄4−DQ̄4+2 p̄2q̄2+2q̄2Q̄2−2q̄4)

4 p̄2q̄4Q̄2 }}

Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1ipo = Expand[C1/.solipo][[1]]solC1ipo = Expand[C1/.solipo][[1]]solC1ipo = Expand[C1/.solipo][[1]]
(E.38)

− g2Q̄2

4 p̄2q̄2 − g2q̄2

4 p̄2Q̄2 − g2 p̄2

4q̄2Q̄2 +
g2

2p̄2 +
g2

2q̄2 +
g2

2Q̄2

Substituindo o coeficiente C2 pelo valor determinado:

solC2ipo = Expand[C2/.solipo][[1]]solC2ipo = Expand[C2/.solipo][[1]]solC2ipo = Expand[C2/.solipo][[1]]
(E.39)

Dg2Q̄2

4 p̄2q̄4 + Dg2 p̄2

4q̄4Q̄2 − Dg2

4 p̄2Q̄2 − Dg2

2q̄4 − g2

2p̄2q̄2 +
g2

2p̄2Q̄2 − g2

2q̄2Q̄2

Substituindo os denominadores das integrais da constante C1, utilizando (E.1), teremos:

C1 f ipo = Expand[s0solC1ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1 f ipo = Expand[s0solC1ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1 f ipo = Expand[s0solC1ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.40)

−1
4g2q̄2Ifo(1,1)

Substituindo os denominadores das integrais da constante C2, utilizando (E.1), teremos:

C2 f ipo = Expand[s0solC2ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f ipo = Expand[s0solC2ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f ipo = Expand[s0solC2ipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.41)

1
2g2Ifo(1,1)− 1

4Dg2Ifo(1,1)

Reescrevendo a integral (5.15) em relação às componentes da base:

resipo = Factor[C1ipo mt[µ,ν ]+C2ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]resipo = Factor[C1ipo mt[µ,ν ]+C2ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]resipo = Factor[C1ipo mt[µ,ν ]+C2ipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]
(E.42)

−1
4g2Ifo(1,1)

(
Dq̄µ q̄ν + q̄2gµν −2q̄µ q̄ν

)
Substituindo o resultado da integral escalar (E.3):

resfipo = FullSimplify[resipo/.Ifo→ Ifx]resfipo = FullSimplify[resipo/.Ifo→ Ifx]resfipo = FullSimplify[resipo/.Ifo→ Ifx]
(E.43)

iD+121−2Dπ
3
2−

D
2 g2 csc( πD

2 )(q̄2)
D
2 −2

((D−2)q̄µ q̄ν+q̄2gµν)
Γ(D−1

2 )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.44)
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i5−2ε 21−2(4−2ε)π
1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2 csc( 1
2 π(4−2ε))(q̄2)

1
2 (4−2ε)−2

(q̄2g{4−2ε,4−2ε}
µν+(2−2ε)q̄µ q̄ν)

Γ( 1
2 (3−2ε))

Expandindo em série de ε obtemos o seguinte valor final para o diagrama:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.45)

− ig2(q̄2qµν+2q̄µ q̄ν)
64π2ε

E.2.1 Diagrama II

Para o diagrama a seguir:

O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o caso do diagrama II no formalismo
de segunda ordem.

E.2.2 Diagrama III

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (5.17) é dada por:

iiipo =iiipo =iiipo =Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ , α]−mt[λ , α]mt[σ ,µ]))(2I(1/2(mt[γ,λ ]mt[σ ,ρ]−Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ , α]−mt[λ , α]mt[σ ,µ]))(2I(1/2(mt[γ,λ ]mt[σ ,ρ]−Contract[(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ , α]−mt[λ , α]mt[σ ,µ]))(2I(1/2(mt[γ,λ ]mt[σ ,ρ]−

−mt[ρ,λ ]mt[σ ,γ])− (1/(2sp[p+q, p+q])(fv[p+q,γ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,ρ]+−mt[ρ,λ ]mt[σ ,γ])− (1/(2sp[p+q, p+q])(fv[p+q,γ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,ρ]+−mt[ρ,λ ]mt[σ ,γ])− (1/(2sp[p+q, p+q])(fv[p+q,γ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,ρ]+

fv[p+q,σ ]fv[p+q,ρ]mt[γ,λ ]− fv[p+q,ρ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,γ]− fv[p+q,σ ]fv[p+q,σ ]fv[p+q,ρ]mt[γ,λ ]− fv[p+q,ρ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,γ]− fv[p+q,σ ]fv[p+q,σ ]fv[p+q,ρ]mt[γ,λ ]− fv[p+q,ρ]fv[p+q,λ ]mt[σ ,γ]− fv[p+q,σ ]

fv[p+q,γ]mt[λ ,ρ]))))(−I(mt[α,β ]/sp[p, p]− cξ (fv[p,β ]fv[p,α])/(sp[p, p]sp[p, p])))fv[p+q,γ]mt[λ ,ρ]))))(−I(mt[α,β ]/sp[p, p]− cξ (fv[p,β ]fv[p,α])/(sp[p, p]sp[p, p])))fv[p+q,γ]mt[λ ,ρ]))))(−I(mt[α,β ]/sp[p, p]− cξ (fv[p,β ]fv[p,α])/(sp[p, p]sp[p, p])))

(−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))](−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))](−I/2g(mt[γ,ν ]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,ν ]))]
(E.46)

cξ gµν g2

p̄2 −
cξ p̄µ p̄ν g2

p̄4 − Dgµν g2

p̄2 +
gµν g2

p̄2 −
cξ gµν g2

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2 +
2gµν (p̄ · q̄)g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + gµν g2

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2−

cξ gµν (p̄ · q̄)2g2

p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + 2cξ p̄µ p̄ν (p̄ · q̄)g2

p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + cξ q̄µ p̄ν (p̄ · q̄)g2

p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + cξ p̄µ q̄ν (p̄ · q̄)g2

p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

gµν q̄2g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + cξ p̄µ p̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + Dp̄µ p̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 2 p̄µ p̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

Dq̄µ p̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 2q̄µ p̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + Dp̄µ q̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 2 p̄µ q̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)−

cξ q̄µ q̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + Dq̄µ q̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 2q̄µ q̄ν g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 2cξ gµν (p̄ · q̄)g2

p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ Q̄2
)
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Fazendo a projeção de (E.46) com o elemento da base T (1)
µν dada em (5.2), obtemos:

sI1iiiposI1iiiposI1iiipo =Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo mt[µ,ν ]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]
(E.47)

−cξ Dg2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2 p̄4 − cξ Dg2Q̄2

4 p̄4 +
cξ Dg2

2p̄2 −
cξ Dg2

4Q̄2 +
cξ g2q̄4

2p̄4Q̄2 −
cξ g2q̄2

p̄2Q̄2 −
cξ g2q̄2

p̄4 +

cξ g2Q̄2

2p̄4 −
cξ g2

p̄2 +
cξ g2

2Q̄2 − D2g2

p̄2 + 3Dg2

p̄2 − 2g2

p̄2

Fazendo a projeção de (E.46) com o elemento da base T (2)
µν dada em (5.2), obtemos:

sI2iiipo =sI2iiipo =sI2iiipo =Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo fv[q,µ] fv[q,ν ]]/.sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo fv[q,µ] fv[q,ν ]]/.sp[p,q]→Expand[ScalarProductExpand[Contract[iiipo fv[q,µ] fv[q,ν ]]/.sp[p,q]→

{1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]{1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]{1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]
(E.48)

Dg2q̄4

4 p̄2Q̄2 − Dg2q̄2

2p̄2 + Dg2Q̄2

4 p̄2 + Dg2 p̄2

4Q̄2 − Dg2q̄2

2Q̄2 − g2q̄4

2 p̄2Q̄2 +
g2q̄2

p̄2 − g2Q̄2

2 p̄2 − g2 p̄2

2Q̄2 + g2q̄2

Q̄2 − Dg2

2 +g2

A integral escrita em termos dos elementos da base, conforme (5.18), contraída em
relação ao elemento da base T (1)

µν , será dada por:

eq1iiipo = sI1iiipo == DC1 +C2sp[q,q]eq1iiipo = sI1iiipo == DC1 +C2sp[q,q]eq1iiipo = sI1iiipo == DC1 +C2sp[q,q]
(E.49)

−cξ Dg2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2 p̄4 − cξ Dg2Q̄2

4 p̄4 +
cξ Dg2

2p̄2 −
cξ Dg2

4Q̄2 +
cξ g2q̄4

2p̄4Q̄2 −
cξ g2q̄2

p̄2Q̄2 −
cξ g2q̄2

p̄4 +

cξ g2Q̄2

2p̄4 −
cξ g2

p̄2 +
cξ g2

2Q̄2 − D2g2

p̄2 + 3Dg2

p̄2 − 2g2

p̄2 =C2q̄2 +C1D

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.18), contraída em relação
ao elemento da base T (2)

µν , será dada por:

eq2iiipo = sI2iiipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iiipo = sI2iiipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2eq2iiipo = sI2iiipo == sp[q,q] C1 +C2sp[q,q]∧2
(E.50)

Dg2q̄4

4 p̄2Q̄2 − Dg2q̄2

2 p̄2 + Dg2Q̄2

4 p̄2 + Dg2 p̄2

4Q̄2 − Dg2q̄2

2Q̄2 − g2q̄4

2 p̄2Q̄2 +
g2q̄2

p̄2 − g2Q̄2

2p̄2 − g2 p̄2

2Q̄2 +
g2q̄2

Q̄2 − Dg2

2 +g2 =

C1q̄2 +C2q̄4

Determinando os coeficientes C1 e C2 de (5.18):

soliiipo =soliiipo =soliiipo =Solve[{eq1iiipo,eq2iiipo},{C1,C2}]Solve[{eq1iiipo,eq2iiipo},{C1,C2}]Solve[{eq1iiipo,eq2iiipo},{C1,C2}]
(E.51)
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{{ C1→− 1
4(D−1)p̄4q̄2Q̄2

(Dg2 p̄6−2g2 p̄6−2cξ g2q̄2 p̄4+cξ Dg2q̄2 p̄4−2Dg2q̄2 p̄4+4g2q̄2 p̄4−2Dg2Q̄2 p̄4+4g2Q̄2 p̄4+4cξ g2q̄4 p̄2−

2cξ Dg2q̄4 p̄2+Dg2q̄4 p̄2−2g2q̄4 p̄2+Dg2Q̄4 p̄2−2g2Q̄4 p̄2+4D2g2q̄2Q̄2 p̄2+4cξ g2q̄2Q̄2 p̄2−2cξ Dg2q̄2Q̄2 p̄2−

14Dg2q̄2Q̄2 p̄2+12g2q̄2Q̄2 p̄2−2cξ g2q̄6+cξ Dg2q̄6−2cξ g2q̄2Q̄4+cξ Dg2q̄2Q̄4+4cξ g2q̄4Q̄2−2cξ Dg2q̄4Q̄2),

C2→− 1
4(D−1)p̄4q̄4Q̄2

(−D2g2 p̄6+2Dg2 p̄6+2D2g2q̄2 p̄4+2cξ g2q̄2 p̄4−cξ Dg2q̄2 p̄4−4Dg2q̄2 p̄4+2D2g2Q̄2 p̄4−4Dg2Q̄2 p̄4−

D2g2q̄4 p̄2−4cξ g2q̄4 p̄2+2cξ Dg2q̄4 p̄2+2Dg2q̄4 p̄2−D2g2Q̄4 p̄2+2Dg2Q̄4 p̄2−2D2g2q̄2Q̄2 p̄2−4cξ g2q̄2Q̄2 p̄2+

2cξ Dg2q̄2Q̄2 p̄2+8Dg2q̄2Q̄2 p̄2−8g2q̄2Q̄2 p̄2+2cξ g2q̄6−cξ Dg2q̄6+2cξ g2q̄2Q̄4−cξ Dg2q̄2Q̄4−4cξ g2q̄4Q̄2+

2cξ Dg2q̄4Q̄2)}}

Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1iiipo = Expand[C1/.soliiipo][[1]]solC1iiipo = Expand[C1/.soliiipo][[1]]solC1iiipo = Expand[C1/.soliiipo][[1]]
(E.52)

−
cξ Dg2q̄4

4(D−1)p̄4Q̄2 +
cξ g2q̄4

2(D−1)p̄4Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2(D−1)p̄2Q̄2 −
cξ g2q̄2

(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

2(D−1)p̄4 −
cξ g2q̄2

(D−1)p̄4 −
cξ Dg2Q̄2

4(D−1)p̄4 +

cξ g2Q̄2

2(D−1)p̄4 +
cξ Dg2

2(D−1)p̄2 −
cξ g2

(D−1)p̄2 −
cξ Dg2

4(D−1)Q̄2 +
cξ g2

2(D−1)Q̄2 −
D2g2

(D−1)p̄2 −
Dg2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄2 +
g2Q̄2

2(D−1)p̄2q̄2−

Dg2q̄2

4(D−1)p̄2Q̄2 +
g2q̄2

2(D−1)p̄2Q̄2 −
Dg2 p̄2

4(D−1)q̄2Q̄2 +
g2 p̄2

2(D−1)q̄2Q̄2 +
7Dg2

2(D−1)p̄2 −
3g2

(D−1)p̄2 +
Dg2

2(D−1)q̄2 −
g2

(D−1)q̄2 +

Dg2

2(D−1)Q̄2 −
g2

(D−1)Q̄2

Substituindo o coeficiente C2 pelo valor determinado:

solC2iiipo = Expand[C2/.soliiipo][[1]]solC2iiipo = Expand[C2/.soliiipo][[1]]solC2iiipo = Expand[C2/.soliiipo][[1]]
(E.53)

cξ Dg2Q̄2

4(D−1)p̄4q̄2 −
cξ g2Q̄2

2(D−1)p̄4q̄2 +
cξ Dg2q̄2

4(D−1)p̄4Q̄2 −
cξ g2q̄2

2(D−1)p̄4Q̄2 −
cξ Dg2

2(D−1)p̄2q̄2 +
cξ g2

(D−1)p̄2q̄2 −
cξ Dg2

2(D−1)p̄4−

cξ Dg2

2(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ g2

(D−1)p̄2Q̄2 +
cξ g2

(D−1)p̄4 +
cξ Dg2

4(D−1)q̄2Q̄2 −
cξ g2

2(D−1)q̄2Q̄2 +
D2g2Q̄2

4(D−1)p̄2q̄4 +
D2g2 p̄2

4(D−1)q̄4Q̄2 +

D2g2

2(D−1)p̄2q̄2 +
D2g2

4(D−1)p̄2Q̄2 −
D2g2

2(D−1)q̄2Q̄2 −
D2g2

2(D−1)q̄4 −
Dg2Q̄2

2(D−1)p̄2q̄4 −
Dg2 p̄2

2(D−1)q̄4Q̄2 −
2Dg2

(D−1)p̄2q̄2

+
2g2

(D−1)p̄2q̄2 −
Dg2

2(D−1)p̄2Q̄2 +
Dg2

(D−1)q̄2Q̄2 +
Dg2

(D−1)q̄4

Substituindo os denominadores das integrais presentes na constante C1, utilizando (E.1)),
teremos:

C1 f iiipoC1 f iiipoC1 f iiipo =Expand[s0solC1iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.Expand[s0solC1iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.Expand[s0solC1iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.

s0→ 0s0→ 0s0→ 0
(E.54)

−cξ Dg2q̄4Ifo(2,1)
4(D−1) +

cξ g2q̄4Ifo(2,1)
2(D−1) +

cξ Dg2q̄2Ifo(1,1)
2(D−1) − cξ g2q̄2Ifo(1,1)

D−1 − Dg2q̄2Ifo(1,1)
4(D−1) + g2q̄2Ifo(1,1)

2(D−1)

Substituindo os denominadores das integrais presentes na constante C2, utilizando (E.1),
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teremos:

C2 f iiipo = Expand[s0solC2iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f iiipo = Expand[s0solC2iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C2 f iiipo = Expand[s0solC2iiipo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.55)

cξ Dg2q̄2Ifo(2,1)
4(D−1) − cξ g2q̄2Ifo(2,1)

2(D−1) − cξ Dg2Ifo(1,1)
2(D−1) +

cξ g2Ifo(1,1)
D−1 + D2g2Ifo(1,1)

4(D−1) −
Dg2Ifo(1,1)

2(D−1)

Reescrevendo a integral (5.18) em relação às componentes da base:

resiiipo = Factor[C1 f iiipo mt[µ,ν ]+C2 f iiipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resiiipo = Factor[C1 f iiipo mt[µ,ν ]+C2 f iiipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resiiipo = Factor[C1 f iiipo mt[µ,ν ]+C2 f iiipo fv[q,µ]fv[q,ν ]]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]
(E.56)

(D−2)g2(q̄µ q̄ν(cξ q̄2Ifo(2,1)+Ifo(1,1)(D−2cξ ))−q̄2gµν(cξ q̄2Ifo(2,1)+(1−2cξ )Ifo(1,1)))
4(D−1)

Substituindo a integral escalar (E.3):

resfiiipo = FullSimplify[resiiipo/.Ifo→ Ifx]resfiiipo = FullSimplify[resiiipo/.Ifo→ Ifx]resfiiipo = FullSimplify[resiiipo/.Ifo→ Ifx]
(E.57)

i2−D−1π
1−D

2 g2(cot( πD
2 )+i)Γ(D

2 )(q̄2)
D
2 −2

((cξ (D−1)−D)q̄µ q̄ν−(cξ (D−1)−1)q̄2gµν)
(D−1)Γ(D−2)

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.58)
1

(3−2ε)Γ(2−2ε)
i22ε−5π

1
2 (2ε−4)+1g2(cot( π(4−2ε)

2 )+i)Γ( 1
2 (4−2ε))(q̄2)

1
2 (4−2ε)−2(q̄2gµν

{4−2ε,4−2ε}

(−cξ (4−2ε)+cξ+1)+(cξ (3−2ε)+2ε−4)q̄µ q̄ν )

Expandindo em série de ε obtemos que o diagrama é o seguinte:

FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]FullSimplify[Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]]
(E.59)

− ig2((1−3cξ )q̄
2qµν+(3cξ−4)q̄µ q̄ν)
96π2ε

E.2.3 Diagrama IV

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (8.28) é dada por:

ivpo =ivpo =ivpo =Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[β ,ν ]/(sp[p, p])−Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[β ,ν ]/(sp[p, p])−Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[β ,ν ]/(sp[p, p])−

cξ (fv[p,ν ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[α,µ]/(sp[p+q, p+q])− cξ (fv[p+q,µ]cξ (fv[p,ν ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[α,µ]/(sp[p+q, p+q])− cξ (fv[p+q,µ]cξ (fv[p,ν ]fv[p,β ])/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[α,µ]/(sp[p+q, p+q])− cξ (fv[p+q,µ]

fv[p+q,α])/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(−I/2g(mt[γ,α]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,α]))]fv[p+q,α])/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(−I/2g(mt[γ,α]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,α]))]fv[p+q,α])/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(−I/2g(mt[γ,α]mt[ρ,β ]−mt[γ,β ]mt[ρ,α]))]
(E.60)
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−
icξ p̄σ gγλ (p̄ · q̄)g2

2 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + icξ p̄λ gγσ (p̄ · q̄)g2

2 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − icξ p̄σ gγλ g2

4p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + 3iq̄σ gγλ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

icξ p̄λ gγσ g2

4p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 3iq̄λ gγσ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + icξ p̄γ q̄λ p̄σ g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − icξ p̄γ p̄λ q̄σ g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

icξ p̄σ gγλ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄σ gγλ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄λ gγσ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄λ gγσ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ
2q̄γ q̄λ p̄σ (p̄ · q̄)g2

4p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ
2q̄γ p̄λ q̄σ (p̄ · q̄)g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄σ gγλ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄σ gγλ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ p̄λ gγσ q̄2g2

4p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄λ gγσ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ
2 p̄γ q̄λ p̄σ q̄2g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ
2 p̄γ p̄λ q̄σ q̄2g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ p̄γ q̄λ p̄σ g2

4p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄γ q̄λ p̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄γ p̄λ q̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄γ p̄λ q̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2

Fazendo a projeção de (E.60) com o elemento da base T (1)
λσ ,γρ

dada em (5.22), obtemos:

sI1ivpo =sI1ivpo =sI1ivpo =Expand[Contract[ivpo(mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])]/.{sp[p,q]→Expand[Contract[ivpo(mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])]/.{sp[p,q]→Expand[Contract[ivpo(mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])]/.{sp[p,q]→

1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]
(E.61)

cξ
2g2q̄2

4 p̄4Q̄2 −
cξ

2g2q̄4

8p̄4Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄4 +
cξ

2g2

4 p̄2Q̄2 −
cξ

2g2

8 p̄4 −
cξ

2g2

8Q̄4 −
cξ Dg2

p̄2Q̄2 +
cξ g2

p̄2Q̄2 +
D2g2

2p̄2Q̄2 − Dg2

2 p̄2Q̄2

Fazendo a projeção de (E.60) com o elemento da base T (2)
λσ ,γρ

dada em (5.22), obtemos:

sI2ivpo =sI2ivpo =sI2ivpo =Expand[Contract[ivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]− fv[q,ρ]mt[γ,σ ])−Expand[Contract[ivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]− fv[q,ρ]mt[γ,σ ])−Expand[Contract[ivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]− fv[q,ρ]mt[γ,σ ])−

fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]

(E.62)

−
cξ

2g2q̄6

8 p̄4q̄4 +
cξ

2g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4p̄2Q̄2 −
cξ

2g2q̄2

8 p̄4 −
cξ

2g2q̄2

8Q̄4 −
cξ Dg2q̄4

8 p̄4Q̄2 −
cξ Dg2q̄4

8 p̄2Q̄4 −
cξ Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

4 p̄4 −

−
cξ Dg2Q̄2

8 p̄4 −
cξ Dg2 p̄2

8Q̄4 +
cξ Dg2

8p̄2 +
cξ Dg2q̄2

4Q̄4 +
cξ Dg2

8Q̄2 +
cξ g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ g2q̄4

4 p̄2Q̄4 −
cξ g2q̄2

2 p̄4 +
cξ g2Q̄2

4 p̄4 +
cξ g2 p̄2

4Q̄4 −

−
cξ g2

4 p̄2 −
cξ g2q̄2

2Q̄4 −
cξ g2

4Q̄2 +
Dg2q̄2

p̄2Q̄2 −
g2q̄2

p̄2Q̄2

A integral escrita em termos dos elementos da base, conforme (5.23), contraída em
relação ao elemento da base T (1)

λσ ,γρ
, será dada por:

eq1fivpo = sI1ivpo == (2D∧2−2D)C1 +(4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C2eq1fivpo = sI1ivpo == (2D∧2−2D)C1 +(4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C2eq1fivpo = sI1ivpo == (2D∧2−2D)C1 +(4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C2

(E.63)
−cξ

2g2q̄4

8 p̄4Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄4 +
cξ

2g2

4 p̄2Q̄2 −
cξ

2g2

8 p̄4 −
cξ

2g2

8Q̄4 −
cξ Dg2

p̄2Q̄2 +
cξ g2

p̄2Q̄2 +
D2g2

2p̄2Q̄2 − Dg2

2p̄2Q̄2 =

C2
(
4Dq̄2−4q̄2)+C1

(
2D2−2D

)
A integral escrita em termos dos elementos da base, conforme (5.23), contraída em

relação ao elemento da base T (2)
λσ ,γρ

, será dada por:

eq2fivpo = sI2ivpo == (4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C1 +(4Dsp[q,q]∧2−4sp[q,q]∧2)C2eq2fivpo = sI2ivpo == (4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C1 +(4Dsp[q,q]∧2−4sp[q,q]∧2)C2eq2fivpo = sI2ivpo == (4Dsp[q,q]−4sp[q,q])C1 +(4Dsp[q,q]∧2−4sp[q,q]∧2)C2

(E.64)
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−
cξ

2g2q̄6

8 p̄4Q̄4 +
cξ

2g2q̄4

4p̄4Q̄2 +
cξ

2g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
cξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄2 −
cξ

2g2q̄2

8 p̄4 −
cξ

2g2q̄2

8Q̄4 −
cξ Dg2q̄4

8 p̄4Q̄2 −
cξ Dg2q̄4

8p̄2Q̄4 −
cξ Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
cξ Dg2q̄2

4p̄4 −

−
cξ Dg2Q̄2

8p̄4 −
cξ Dg2 p̄2

8Q̄4 +
cξ Dg2

8 p̄2 +
cξ Dg2q̄2

4Q̄4 +
cξ Dg2

8Q̄2 +
cξ g2q̄4

4 p̄4Q̄2 +
cξ g2q̄4

4p̄2Q̄4 −
cξ g2q̄2

2 p̄4 +
cξ g2Q̄2

4 p̄4 +
cξ g2 p̄2

4Q̄4 −
cξ g2

4 p̄2 −

cξ g2q̄2

2Q̄4 −
cξ g2

4Q̄2 +
Dg2q̄2

p̄2Q̄2 −
g2q̄2

p̄2Q̄2 =C1

(
4Dq̄2−4q̄2

)
+C2

(
4Dq̄4−4q̄4

)

Determinando os coeficientes C1 e C2 de (5.3):

soliso = Solve[{eq1fivpo,eq2fivpo},{C1,C2}]soliso = Solve[{eq1fivpo,eq2fivpo},{C1,C2}]soliso = Solve[{eq1fivpo,eq2fivpo},{C1,C2}]

{{C1→−
1

16(D−1)p̄4q̄2Q̄4

(4cξ g2 p̄2q̄2Q̄2 +2cξ g2 p̄4q̄2− cξ g2 p̄2q̄4 + cξ g2 p̄4Q̄2 + cξ g2 p̄2Q̄4− cξ g2 p̄6 +2cξ g2q̄2Q̄4− cξ g2q̄4Q̄2− cξ g2Q̄6−

−4Dg2 p̄2q̄2Q̄2 +4g2 p̄2q̄2Q̄2),

C2→−
1

32(D−1)p̄4q̄4Q̄4

(−2cξ
2g2 p̄2q̄2Q̄2 + cξ

2g2 p̄4q̄2−2cξ
2g2 p̄2q̄4 + cξ

2g2q̄2Q̄4−2cξ
2g2q̄4Q̄2 + cξ

2g2q̄6 +4cξ Dg2 p̄2q̄2Q̄2−

2cξ Dg2 p̄4q̄2 + cξ Dg2 p̄2q̄4− cξ Dg2 p̄4Q̄2− cξ Dg2 p̄2Q̄4 + cξ Dg2 p̄6−2cξ Dg2q̄2Q̄4 + cξ Dg2q̄4Q̄2 + cξ Dg2Q̄6−

8cξ g2 p̄2q̄2Q̄2)}}
(E.65)

Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1fivpo = Expand[C1/.solsfivpo][[1]]solC1fivpo = Expand[C1/.solsfivpo][[1]]solC1fivpo = Expand[C1/.solsfivpo][[1]]
(E.66)

cξ g2Q̄2

16(D−1)p̄4q̄2 +
cξ g2q̄2

16(D−1)p̄4Q̄2 +
cξ g2q̄2

16(D−1)p̄2Q̄4 +
cξ g2 p̄2

16(D−1)q̄2Q̄4 −
cξ g2

16(D−1)p̄2q̄2 −
cξ g2

4(D−1)p̄2Q̄2 −
cξ g2

8(D−1)p̄4 −
cξ g2

16(D−1)q̄2Q̄2 −
cξ g2

8(D−1)Q̄4 +
Dg2

4(D−1)p̄2Q̄2 − g2

4(D−1)p̄2Q̄2

Substituindo o coeficiente C2 pelo valor determinado:

solC2fivpo = Expand[C2/.solsfivpo][[1]]solC2fivpo = Expand[C2/.solsfivpo][[1]]solC2fivpo = Expand[C2/.solsfivpo][[1]]
(E.67)

cξ
2g2

16(D−1)p̄2q̄2Q̄2 −
cξ

2g2q̄2

32(D−1)p̄4Q̄4 −
cξ

2g2

32(D−1)p̄4q̄2 +
cξ

2g2

16(D−1)p̄4Q̄2 +
cξ

2g2

16(D−1)p̄2Q̄4 −
cξ

2g2

32(D−1)q̄2Q̄4 −
cξ Dg2Q̄2

32(D−1)p̄4q̄4−
cξ g2

4(D−1)p̄2q̄2Q̄2 +
cξ Dg2

8(D−1)p̄2q̄2Q̄2−
cξ Dg2 p̄2

32(D−1)q̄4Q̄4 +
cξ Dg2

16(D−1)p̄4q̄2 +
cξ Dg2

32(D−1)p̄2q̄4−
cξ Dg2

32(D−1)p̄4Q̄2−
cξ Dg2

32(D−1)p̄2Q̄4 +
cξ Dg2

32(D−1)q̄4Q̄2 +
cξ Dg2

16(D−1)q̄2Q̄4

Substituindo os denominadores das integrais contidas na constante C1,utilizando (E.1)
teremos:

C1fivpo = Expand[s0 solC1fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→C1fivpo = Expand[s0 solC1fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→C1fivpo = Expand[s0 solC1fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→

000
(E.68)

cξ g2 q̄2 Ifo(1,2)
16(D−1) +

cξ g2 q̄2 Ifo(2,1)
16(D−1) − cξ g2 Ifo(1,1)

4(D−1) + D g2 Ifo(1,1)
4(D−1) −

g2 Ifo(1,1)
4(D−1)
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Substituindo os denominadores das integrais contidas na constante C2,utilizando (E.1)
teremos:

C2fivpo = Expand[s0 solC2fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→C2fivpo = Expand[s0 solC2fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→C2fivpo = Expand[s0 solC2fivpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→

000
(E.69)

−
cξ

2g2q̄2Ifo(2,2)
32(D−1)

+
cξ

2g2Ifo(1,1)

16(D−1)q̄2 −
cξ Dg2Ifo(1,1)

8(D−1)q̄2 +
cξ g2Ifo(1,1)

4(D−1)q̄2 +
cξ

2g2Ifo(1,2)
16(D−1)

+
cξ

2g2Ifo(2,1)
16(D−1)

−

cξ Dg2Ifo(1,2)
32(D−1)

−
cξ Dg2Ifo(2,1)

32(D−1)

Reescrevendo a integral (5.23) em relação às componentes da base:

resivporesivporesivpo =Factor[C1fivpo (mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])+C2fivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]−Factor[C1fivpo (mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])+C2fivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]−Factor[C1fivpo (mt[γ,λ ]mt[ρ,σ ]−mt[γ,σ ]mt[ρ,λ ])+C2fivpo(fv[q,λ ](fv[q,γ]mt[ρ,σ ]−

fv[q,ρ]mt[γ,σ ])− fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]fv[q,ρ]mt[γ,σ ])− fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]fv[q,ρ]mt[γ,σ ])− fv[q,σ ](fv[q,γ]mt[ρ,λ ]− fv[q,ρ]mt[γ,λ ]))]/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]
(E.70)

− 1
32(D−1)Dq̄2 g2

(
Ifo(2,2) q̄ρ q̄σ gγλ q̄4 cξ

2− Ifo(2,2) q̄λ q̄ρ gγσ q̄4 cξ
2− Ifo(2,2) q̄γ q̄σ gλρ q̄4 cξ

2+

Ifo(2,2) q̄γ q̄λ gρσ q̄4 cξ
2−2 Ifo(1,1) q̄ρ q̄σ gγλ cξ

2 +2 Ifo(1,1) q̄λ q̄ρ gγσ cξ
2 +2 Ifo(1,1) q̄γ q̄σ gλρ cξ

2−

2 Ifo(1,1) q̄γ q̄λ gρσ cξ
2−2 Ifo(1,2) q̄ρ q̄σ gγλ q̄2 cξ

2−2 Ifo(2,1) q̄ρ q̄σ gγλ q̄2 cξ
2 +2 Ifo(1,2) q̄λ q̄ρ gγσ q̄2 cξ

2+

2 Ifo(2,1) q̄λ q̄ρ gγσ q̄2 cξ
2 +2 Ifo(1,2) q̄γ q̄σ gλρ q̄2 cξ

2 +2 Ifo(2,1) q̄γ q̄σ gλρ q̄2 cξ
2−2 Ifo(1,2) q̄γ q̄λ gρσ q̄2 cξ

2−

2 Ifo(2,1) q̄γ q̄λ gρσ q̄2 cξ
2 +2 Ifo(1,2) gγσ gλρ q̄4 cξ +2 Ifo(2,1) gγσ gλρ q̄4 cξ −2 Ifo(1,2) gγλ gρσ q̄4 cξ−

2 Ifo(2,1) gγλ gρσ q̄4 cξ +4 D Ifo(1,1) q̄ρ q̄σ gγλ cξ −8 Ifo(1,1) q̄ρ q̄σ gγλ cξ −4 D Ifo(1,1) q̄λ q̄ρ gγσ cξ+

8 Ifo(1,1) q̄λ q̄ρ gγσ cξ −4 D Ifo(1,1) q̄γ q̄σ gλρ cξ +8 Ifo(1,1) q̄γ q̄σ gλρ cξ +4 D Ifo(1,1) q̄γ q̄λ gρσ cξ−

8 Ifo(1,1) q̄γ q̄λ gρσ cξ +D Ifo(1,2) q̄ρ q̄σ gγλ q̄2 cξ +D Ifo(2,1) q̄ρ q̄σ gγλ q̄2 cξ −D Ifo(1,2) q̄λ q̄ρ gγσ q̄2 cξ−

D Ifo(2,1) q̄λ q̄ρ gγσ q̄2 cξ −D Ifo(1,2) q̄γ q̄σ gλρ q̄2 cξ −D Ifo(2,1) q̄γ q̄σ gλρ q̄2 cξ −8 Ifo(1,1) gγσ gλρ q̄2 cξ+

D Ifo(1,2) q̄γ q̄λ gρσ q̄2 cξ +D Ifo(2,1) q̄γ q̄λ gρσ q̄2 cξ +8 Ifo(1,1) gγλ gρσ q̄2 cξ +8 D Ifo(1,1) gγσ gλρ q̄2−

8 Ifo(1,1) gγσ gλρ q̄2−8 D Ifo(1,1) gγλ gρσ q̄2 +8 Ifo(1,1) gγλ gρσ q̄2
)

Substituindo a integral escalar :

res f ivpores f ivpores f ivpo = FullSimplify[resivporesivporesivpo/.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resivporesivporesivpo/.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resivporesivporesivpo/.Ifo→ Ifx]
(E.71)

1
Γ
(D−1

2
) iD+1(cξ −2)4−D−1

π
3
2−

D
2 g2 csc

(
πD
2

)(
q̄2
) D

2 −3(
cξ (D−4)

(
q̄γ
(

q̄λ gρσ − q̄σ gλρ
)
+ q̄ρ

(
q̄σ gγλ − q̄λ gγσ

))
+

4q̄2
(

gγλ gρσ −gγσ gλρ
))

Realizando a seguinte substituição da dimensão (E.3):

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.72)
1

Γ
( 1

2 (3−2ε)
) i5−2ε (cξ −2)42ε−5

π
1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2 csc
(

π(4−2ε)

2

)(
q̄2
) 1

2 (4−2ε)−3(
4q̄2
(

gγλ

{4−2ε,4−2ε}g
ρσ

{4−2ε,4−2ε}−

gγσ

{4−2ε,4−2ε}g
λρ

{4−2ε,4−2ε}

)
−2cξ ε

(
q̄γ
(

q̄λ gρσ

{4−2ε,4−2ε}− q̄σ gλρ

{4−2ε,4−2ε}

)
+ q̄ρ

(
q̄σ gγλ

{4−2ε,4−2ε}− q̄λ gγσ

{4−2ε,4−2ε}

)))
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Expandindo em série de ε obtemos o seguinte valor para o diagrama:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.73)

i(cξ−2)g2(ḡγσ ḡλρ−ḡγλ ḡρσ)
128π2ε

E.2.4 Diagrama V

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (8.37) é dada por:

vpo =vpo =vpo =Contract[(−I/2g(mt[γ,µ]mt[ρ,ν ]−mt[γ,ν ]mt[ρ,µ]))(1 /(sp[p, p])(fv[p,γ]mt[ρ,β ]−Contract[(−I/2g(mt[γ,µ]mt[ρ,ν ]−mt[γ,ν ]mt[ρ,µ]))(1 /(sp[p, p])(fv[p,γ]mt[ρ,β ]−Contract[(−I/2g(mt[γ,µ]mt[ρ,ν ]−mt[γ,ν ]mt[ρ,µ]))(1 /(sp[p, p])(fv[p,γ]mt[ρ,β ]−

fv[p,ρ]mt[γ,β ]))(−I (mt[α,ν ]/(sp[p+q, p+q])− (cξ/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])fv[p,ρ]mt[γ,β ]))(−I (mt[α,ν ]/(sp[p+q, p+q])− (cξ/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])fv[p,ρ]mt[γ,β ]))(−I (mt[α,ν ]/(sp[p+q, p+q])− (cξ/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])

fv[p+q,ν ]fv[p+q,α])))(−I/2g(mt[λ ,α]mt[σ ,β ]−mt[λ ,β ]mt[σ ,α]))]fv[p+q,ν ]fv[p+q,α])))(−I/2g(mt[λ ,α]mt[σ ,β ]−mt[λ ,β ]mt[σ ,α]))]fv[p+q,ν ]fv[p+q,α])))(−I/2g(mt[λ ,α]mt[σ ,β ]−mt[λ ,β ]mt[σ ,α]))]
(E.74)

− icξ g2 p̄σ gλ µ

2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2−

icξ g2q̄σ gλ µ

2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

icξ g2 p̄λ gµσ

2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

icξ g2q̄λ gµσ

2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2−

icξ g2 p̄σ gλ µ (p̄·q̄)

2 p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2−

− icξ g2q̄σ gλ µ (p̄·q̄)

2p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

icξ g2 p̄λ gµσ (p̄·q̄)

2 p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

icξ g2q̄λ gµσ (p̄·q̄)

2 p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

ig2 p̄σ gλ µ

2p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
− ig2 p̄λ gµσ

2p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)

Fazendo a projeção de (E.74) com o elemento da base T (1)
λσ ,µ dada em (5.27), obtemos:

sI1vpo =sI1vpo =sI1vpo =Expand[Contract[vpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[Contract[vpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−Expand[Contract[vpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])]/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]−

sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]sp[p, p]− sp[q,q])}]
(E.75)

− icξ Dg2q̄4

4 p̄2Q̄4 −
icξ Dg2 p̄2

4Q̄4 +
icξ Dg2

4 p̄2 +
icξ Dg2q̄2

2Q̄4 +
icξ g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
icξ g2 p̄2

4Q̄4 −
icξ g2

4 p̄2 −
icξ g2q̄2

2Q̄4 + iDg2q̄2

2 p̄2Q̄2 − iDg2

2p̄2 +

iDg2

2Q̄2 − ig2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
ig2

2 p̄2 − ig2

2Q̄2

A integral escrita em termos dos elementos da base conforme (5.28), contraída em relação
ao elemento da base T (1)

λσ ,µ , será dada por:

eq1vpo = sI1vpo == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1eq1vpo = sI1vpo == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1eq1vpo = sI1vpo == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1

(E.76)
− icξ Dg2q̄4

4p̄2Q̄4 −
icξ Dg2 p̄2

4Q̄4 +
icξ Dg2

4 p̄2 +
icξ Dg2q̄2

2Q̄4 +
icξ g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
icξ g2 p̄2

4Q̄4 −
icξ g2

4p̄2 −
icξ g2q̄2

2Q̄4 + iDg2q̄2

2p̄2Q̄2 −
iDg2

2 p̄2 + iDg2

2Q̄2 − ig2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
ig2

2 p̄2 − ig2

2Q̄2 =C1
(
2Dq̄2−2q̄2)

Determinando os coeficientes C1 de (5.28):

solvpo = Solve[{eq1vpo},{C1}]solvpo = Solve[{eq1vpo},{C1}]solvpo = Solve[{eq1vpo},{C1}]
(E.77)
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{{
C1→

2icξ g2 p̄2q̄2−icξ g2 p̄4−icξ g2q̄4+icξ g2Q̄4+2ig2 p̄2Q̄2+2ig2q̄2Q̄2−2ig2Q̄4

8p̄2q̄2Q̄4

}}
Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1vpo = Expand[C1/.solvpo][[1]]solC1vpo = Expand[C1/.solvpo][[1]]solC1vpo = Expand[C1/.solvpo][[1]]
(E.78)

− icξ g2q̄2

8 p̄2Q̄4 −
icξ g2 p̄2

8Q̄2Q̄4 +
icξ g2

8 p̄2Q̄2 +
icξ g2

4Q̄4 − ig2

4 p̄2Q̄2 +
ig2

4p̄2Q̄2 +
ig2

4q̄2Q̄2

Substituindo os denominadores das integrais da constante C1, utilizando (E.1), teremos:

C1fvpo = Expand[s0solC1vpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1fvpo = Expand[s0solC1vpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0C1fvpo = Expand[s0solC1vpo]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.79)

−1
8 icξ g2q̄2Ifo(1,2)+ 1

4 ig2Ifo(1,1)

Reescrevendo a integral (5.28) em relação às componentes da base:

resvpo = Factor[C1fvpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resvpo = Factor[C1fvpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resvpo = Factor[C1fvpo(mt[σ ,µ]fv[q,λ ]−mt[λ ,µ]fv[q,σ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]
(E.80)

−1
8 ig2 (2Ifo(1,1)− cξ q̄2Ifo(1,2)

)(
q̄σ gλ µ − q̄λ gµσ

)
Substituindo a integral escalar (E.3):

resfvporesfvporesfvpo = FullSimplify[resvpo /.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resvpo /.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resvpo /.Ifo→ Ifx]
(E.81)

−4−Dπ
3
2−

D
2 g2(cξ (D−3)+2)(cot( πD

2 )+i)(q̄2)
D
2 −2

(q̄σ gλ µ−q̄λ gµσ)
Γ(D−1

2 )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.82)

− 1
Γ
(1

2(3−2ε)
)4−(4−2ε)

π
1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2(cε(1−2ε)+2)(cot(
1
2

π(4−2ε))+ i)

(
q̄2) 1

2 (4−2ε)−2
(

q̄σ g{4−2ε,4−2ε}
λ µ − q̄λ g{4−2ε,4−2ε}

µσ

)
Expandindo em série de ε obtemos que o diagrama será:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.83)

(cξ+2)g2(q̄σ gλ µ−q̄λ gµσ)
128π2ε

E.2.5 Diagrama VI

Para o seguinte diagrama:

(E.84)
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A contração dos índices da equação (5.17) é dada por:

vipo =vipo =vipo =−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(gfv[p,µ])(I/sp[p, p])(−I /(sp[p+q, p+q])−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(gfv[p,µ])(I/sp[p, p])(−I /(sp[p+q, p+q])−Expand[ScalarProductExpand[Contract[−(gfv[p,µ])(I/sp[p, p])(−I /(sp[p+q, p+q])

(mt[ν ,µ]− cξ (fv[p+q,ν ]fv[p+q,µ])/(sp[p+q, p+q])))(gfv[q,ν ])]]](mt[ν ,µ]− cξ (fv[p+q,ν ]fv[p+q,µ])/(sp[p+q, p+q])))(gfv[q,ν ])]]](mt[ν ,µ]− cξ (fv[p+q,ν ]fv[p+q,µ])/(sp[p+q, p+q])))(gfv[q,ν ])]]]
(E.85)

− cξ g2(p̄·q̄)2

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 −

cξ g2(p̄·q̄)

(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 −

cξ g2q̄2

(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 −

cξ g2q̄2(p̄·q̄)

p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)
2 +

g2(p̄·q̄)
p̄2(2(p̄·q̄)+p̄2+q̄2)

Simplificando o produto escalar dos momentos p e q:

sI1vipo = Expand[vipo/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]sI1vipo = Expand[vipo/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]sI1vipo = Expand[vipo/.{sp[p,q]→ 1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])}]
(E.86)

cξ g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
cξ g2 p̄2

4Q̄4 −
cξ g2

4 p̄2 −
cξ g2q̄2

2Q̄4 − g2q̄2

2 p̄2Q̄2 +
g2

2p̄2 − g2

2Q̄2

Substituindo os denominadores da integral, utilizando (E.1), teremos:

resvipo = Expand[s0sI1vipo ]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0resvipo = Expand[s0sI1vipo ]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0resvipo = Expand[s0sI1vipo ]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDen[1,1]/.s0→ 0
(E.87)

1
4cξ g2q̄4Ifo(1,2)− 1

2g2q̄2Ifo(1,1)

Substituindo a integral escalar (E.3):

resfvipo = FullSimplify[resvipo/.Ifo→ Ifx]resfvipo = FullSimplify[resvipo/.Ifo→ Ifx]resfvipo = FullSimplify[resvipo/.Ifo→ Ifx]
(E.88)

iiD21−2Dπ
3
2−

D
2 g2(cξ (D−3)+2)csc( πD

2 )(q̄2)
D
2 −1

Γ(D−1
2 )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.89)
ii(4−2ε)21−2(4−2ε)π

1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2(cξ (1−2ε)+2)csc( 1
2 π(4−2ε))(q̄2)

1
2 (4−2ε)−1

Γ( 1
2 (3−2ε))

Expandindo em série de ε o diagrama resultante será:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.90)

− i(cξ+2)g2q̄2

64π2ε

E.3 Diagramas de 1-loop do formalismo de primeira or-
dem modificado

E.3.1 Diagrama I

Para o seguinte diagrama:
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O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o diagrama I no formalismo de
segunda ordem.

E.3.2 Diagrama II

Para o diagrama à seguir:

O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o diagrama II no formalismo de
segunda ordem.

E.3.3 Diagrama III

Para o seguinte diagrama:

O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o diagrama III no formalismo de
primeira ordem.

E.3.4 Diagrama IV

Para o seguinte diagrama:

O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o diagrama IV no formalismo de
primeira ordem.

E.3.5 Diagrama V

Para o seguinte diagrama:

A contração dos índices da equação (5.37) é dada por:

vpom =vpom =vpom =Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[ν ,β ]/sp[p, p]−Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[ν ,β ]/sp[p, p]−Contract[1/2(−I/2g(mt[λ ,µ]mt[σ ,ν ]−mt[λ ,ν ]mt[σ ,µ]))(−I (mt[ν ,β ]/sp[p, p]−

cξ fv[p,ν ]fv[p,β ]/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[µ,α]/sp[p+q, p+q]− cξ fv[p+q,µ]cξ fv[p,ν ]fv[p,β ]/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[µ,α]/sp[p+q, p+q]− cξ fv[p+q,µ]cξ fv[p,ν ]fv[p,β ]/(sp[p, p]sp[p, p])))(−I (mt[µ,α]/sp[p+q, p+q]− cξ fv[p+q,µ]

fv[p+q,α]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(g(fv[p−q,α]mt[γ,β ]+ fv[−2p−q,γ]fv[p+q,α]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(g(fv[p−q,α]mt[γ,β ]+ fv[−2p−q,γ]fv[p+q,α]/(sp[p+q, p+q]sp[p+q, p+q])))(g(fv[p−q,α]mt[γ,β ]+ fv[−2p−q,γ]

mt[α,β ]+ fv[p+2q,β ]mt[γ,α]))]mt[α,β ]+ fv[p+2q,β ]mt[γ,α]))]mt[α,β ]+ fv[p+2q,β ]mt[γ,α]))]
(E.91)
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−
icξ p̄σ gγλ (p̄ · q̄)g2

2p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + icξ p̄λ gγσ (p̄ · q̄)g2

2 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − icξ p̄σ gγλ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + 3iq̄σ gγλ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

icξ p̄λ gγσ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − 3iq̄λ gγσ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) + icξ p̄γ q̄λ p̄σ g2

4p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
) − icξ p̄γ p̄λ q̄σ g2

4p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)+

icξ p̄σ gγλ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄λ gγσ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄λ gγσ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ
2q̄γ q̄λ p̄σ (p̄ · q̄)g2

4p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2−

icξ
2q̄γ p̄λ q̄σ (p̄ · q̄)g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄σ gγλ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄σ gγλ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄σ gγλ g2

4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ p̄λ gγσ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄λ gγσ q̄2g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ
2 p̄γ q̄λ p̄σ q̄2g2

4 p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ
2 p̄γ p̄λ q̄σ q̄2g2

4p̄4
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ p̄γ q̄λ p̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 +

icξ q̄γ q̄λ p̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ p̄γ p̄λ q̄σ g2

4 p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2 −

icξ q̄γ p̄λ q̄σ g2

4p̄2
(

p̄2 +2(p̄ · q̄)+ q̄2
)2

Fazendo a projeção de (E.91) com o elemento da base T (1)
λσ ,γ dada em (5.38) obtemos:

sI1vpom =sI1vpom =sI1vpom =Expand[Contract[vpom(mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[γ,σ ]fv[q,λ ])]/.sp[p,q]→Expand[Contract[vpom(mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[γ,σ ]fv[q,λ ])]/.sp[p,q]→Expand[Contract[vpom(mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[γ,σ ]fv[q,λ ])]/.sp[p,q]→

1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]1/2(sp[Q,Q]− sp[p, p]− sp[q,q])]
(E.92)

− icξ
2g2q̄6

8 p̄4Q̄4 +
icξ

2g2q̄4

4p̄4Q̄2 +
icξ

2g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
icξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄2 −
icξ

2g2q̄2

8 p̄4 − icξ
2g2q̄2

8Q̄4 −
icξ Dg2q̄4

4 p̄4Q̄2 −
icξ Dg2q̄4

4 p̄2Q̄4 −
icξ Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +

icξ Dg2q̄2

2 p̄4 − icξ Dg2Q̄2

4p̄4 − icξ Dg2 p̄2

4Q̄4 +
icξ Dg2

4p̄2 +
icξ Dg2q̄2

2Q̄4 +
icξ Dg2

4Q̄2 +
3icξ g2q̄4

8 p̄4Q̄2 +
3icξ g2q̄4

8 p̄2Q̄4 −
3icξ g2q̄2

4 p̄4 +
3icξ g2Q̄2

8 p̄4 +

3icξ g2 p̄2

8Q̄4 − 3icξ g2

8 p̄2 −
3icξ g2q̄2

4Q̄4 − 3icξ g2

8Q̄2 + 3iDg2q̄2

2 p̄2Q̄2 − 3ig2q̄2

2 p̄2Q̄2

A integral escrita em termos dos elementos da base, conforme (5.39), contraída em
relação ao elemento da base T (1)

λσ ,γ dada em (5.38), será dada por:

eq1vpom = sI1vpom == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1eq1vpom = sI1vpom == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1eq1vpom = sI1vpom == (2Dsp[q,q]−2sp[q,q])C1

(E.93)
− icξ

2g2q̄6

8 p̄4Q̄4 +
icξ

2g2q̄4

4p̄4Q̄2 +
icξ

2g2q̄4

4 p̄2Q̄4 +
icξ

2g2q̄2

4 p̄2Q̄2 −
icξ

2g2q̄2

8 p̄4 − icξ
2g2q̄2

8Q̄4 −
icξ Dg2q̄4

4 p̄4Q̄2 −
icξ Dg2q̄4

4 p̄2Q̄4 −
icξ Dg2q̄2

2 p̄2Q̄2 +

icξ Dg2q̄2

2 p̄4 − icξ Dg2Q̄2

4p̄4 − icξ Dg2 p̄2

4Q̄4 +
icξ Dg2

4p̄2 +
icξ Dg2q̄2

2Q̄4 +
icξ Dg2

4Q̄2 +
3icξ g2q̄4

8 p̄4Q̄2 +
3icξ g2q̄4

8 p̄2Q̄4 −
3icξ g2q̄2

4 p̄4 +
3icξ g2Q̄2

8 p̄4 +

3icξ g2 p̄2

8Q̄4 − 3icξ g2

8 p̄2 −
3icξ g2q̄2

4Q̄4 − 3icξ g2

8Q̄2 + 3iDg2q̄2

2 p̄2Q̄2 − 3ig2q̄2

2 p̄2Q̄2 =C1
(
2Dq̄2−2q̄2)

Determinando o coeficiente C1 de (5.39):

solvpom = Solve[{eq1vpom},{C1}]solvpom = Solve[{eq1vpom},{C1}]solvpom = Solve[{eq1vpom},{C1}]
(E.94)

{{C1→
1

16(D−1)p̄4q̄2Q̄4 i(2cξ
2g2 p̄2q̄2Q̄2−cξ

2g2 p̄4q̄2+2cξ
2g2 p̄2q̄4−cξ

2g2q̄2Q̄4+2cξ
2g2q̄4Q̄2−

cξ
2g2q̄6−4cξ Dg2 p̄2q̄2Q̄2+4cξ Dg2 p̄4q̄2−2cξ Dg2 p̄2q̄4+2cξ Dg2 p̄4Q̄2+2cξ Dg2 p̄2Q̄4−2cξ Dg2 p̄6+

4cξ Dg2q̄2Q̄4−2cξ Dg2q̄4Q̄2−2cξ Dg2Q̄6−6cξ g2 p̄4q̄2+3cξ g2 p̄2q̄4−3cξ g2 p̄4Q̄2−3cξ g2 p̄2Q̄4+3cξ g2 p̄6−

6cξ g2q̄2Q̄4+3cξ g2q̄4Q̄2+3cξ g2Q̄6+12Dg2 p̄2q̄2Q̄2−12g2 p̄2q̄2Q̄2)}}

Substituindo o coeficiente C1 pelo valor determinado:

solC1vpom = Expand[C1/.solvpom][[1]]solC1vpom = Expand[C1/.solvpom][[1]]solC1vpom = Expand[C1/.solvpom][[1]]
(E.95)
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icξ
2g2q̄2

8(D−1)p̄4Q̄2 −
icξ

2g2q̄4

16(D−1)p̄4Q̄4 +
icξ

2g2q̄2

8(D−1)p̄2Q̄4 +
icξ

2g2

8(D−1)p̄2Q̄2 −
icξ

2g2

16(D−1)p̄4 −
icξ

2g2

16(D−1)Q̄4 −
icξ Dg2Q̄2

8(D−1)p̄4q̄2 +
3icξ g2Q̄2

16(D−1)p̄4q̄2 −
icξ Dg2q̄2

8(D−1)p̄4Q̄2 +
3icξ g2q̄2

16(D−1)p̄4Q̄2 −
icξ Dg2q̄2

8(D−1)p̄2Q̄4 +
3icξ g2q̄2

16(D−1)p̄2Q̄4 −
icξ Dg2 p̄2

8(D−1)q̄2Q̄4 +

3icξ g2 p̄2

16(D−1)q̄2Q̄4 +
icξ Dg2

8(D−1)p̄2q̄2 −
3icξ g2

16(D−1)p̄2q̄2 −
icξ Dg2

4(D−1)p̄2Q̄2 −
3icξ g2

8(D−1)p̄4 +
icξ Dg2

4(D−1)Q̄4 −
3icξ g2

8(D−1)Q̄4 +

icξ Dg2

4(D−1)p̄4 +
icξ Dg2

8(D−1)q̄2Q̄2 −
3icξ g2

16(D−1)q̄2Q̄2 +
3iDg2

4(D−1)p̄2Q̄2 − 3ig2

4(D−1)p̄2Q̄2

Substituindo os denominadores das integrais da constante C1, utilizando (E.1), teremos:

C1fvpom = Expand[s0solC1vpom]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDent[1,1]/.s0→C1fvpom = Expand[s0solC1vpom]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDent[1,1]/.s0→C1fvpom = Expand[s0solC1vpom]/.subDen[2,2]/.subDen[2,1]/.subDen[1,2]/.subDent[1,1]/.s0→

000
(E.96)

− icξ
2g2q̄4Ifo(2,2)
16(D−1) +

icξ
2g2q̄2Ifo(1,2)

8(D−1) +
icξ

2g2q̄2Ifo(2,1)
8(D−1) − icξ Dg2q̄2Ifo(1,2)

8(D−1) +
3icξ g2q̄2Ifo(1,2)

16(D−1) − 3ig2Ifo(1,1)
4(D−1) −

icξ Dg2q̄2Ifo(2,1)
8(D−1) +

3icξ g2q̄2Ifo(2,1)
16(D−1) +

icξ
2g2Ifo(1,1)
8(D−1) − icξ Dg2Ifo(1,1)

4(D−1) + 3iDg2Ifo(1,1)
4(D−1)

Reescrevendo a integral (5.39) em relação à componente da base:

resvpom = Factor[C1fvpom (mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[σ ,γ]fv[q,λ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resvpom = Factor[C1fvpom (mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[σ ,γ]fv[q,λ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]resvpom = Factor[C1fvpom (mt[λ ,γ]fv[q,σ ]−mt[σ ,γ]fv[q,λ ])/.Ifo[2,1]→ Ifo[1,2]]
(E.97)

− 1
16(D−1)

ig2(cξ
2q̄4Ifo(2,2)−2cξ

2q̄2Ifo(1,2)−2cξ
2q̄2Ifo(2,1)+2cξ Dq̄2Ifo(1,2)+2cξ Dq̄2Ifo(2,1)−3cξ q̄2Ifo(1,2)−

−3cξ q̄2Ifo(2,1)−2cξ
2Ifo(1,1)+4cξ DIfo(1,1)−12DIfo(1,1)+12Ifo(1,1)

(
q̄σ gγλ − q̄λ gγσ

)
Substituindo a integral escalar (E.3):

resfvpomresfvpomresfvpom = FullSimplify[resvpom/.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resvpom/.Ifo→ Ifx]FullSimplify[resvpom/.Ifo→ Ifx]
(E.98)

−2−2D−1π
3
2−

D
2 g2(cξ (cξ (D−4)−4D+18)−12)cot( πD

2 +1)(q̄2)
D
2 −2

(q̄σ gγλ−q̄λ gγσ)
Γ(D−1

2 )

Realizando a seguinte substituição da dimensão:

%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε%/.D→ 4−2ε

(E.99)

− 1
Γ
(1

2(3−2ε)
)2−2(4−2ε)−1π

1
2 (2ε−4)+ 3

2 g2(cξ (−2cξ ε−4(4−2ε)+18)−12)cot( 1
2 π(4−2ε)+i)

×(q̄2)
1
2 (4−2ε)−2

(q̄σ g{4−2ε,4−2ε}
γλ−q̄λ g{4−2ε,4−2ε}

γσ)

Expandindo em série de ε obtemos que o diagrama será:

Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]Normal[Series[%,{ε,0,−1}]]
(E.100)

− (cξ−6)g2(q̄λ qγσ−q̄σ qγλ)
128π2ε

E.3.6 Diagrama VI

Para o seguinte diagrama:

(E.101)
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O desenvolvimento é o mesmo que o descrito para o diagrama VI no formalismo de
primeira ordem.
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APÊNDICE

F
CÁLCULOS DAS INTEGRAIS TÉRMICAS

No capítulo (8) a auto-energia térmica dos campos de glúons foi dada por (8.15), se consi-
deramos que a parte tensorial do integrando obedece à seguinte propriedade de transversalidade:

qµI µν = 0 (F.1)

onde I µν = ηµν − (Pµ qν+Pν qµ )
(P.q) + q2Pµ Pν

(P.q)2 , obtemos os seguintes tensores para a base que obede-
cem a propriedade de transversalidade:

T µν

1 =
qµqν

q2 −η
µν (F.2)

T µν

2 = (uµ − (q.u)
q2 qµ)(uν − (q.u)

q2 qν) (F.3)

onde o vetor u é o vetor da velocidade do banho térmico, cujo valor é u = (1,~0).

Assim a integral pode ser reescrita da seguinte forma:

Iµν =C1T µν

1 +C2T µν

2 (F.4)

onde Iµν é a integral de I µν .

Realizando a projeção em cada uma das componentes da base, obtemos as seguintes
equações:

T1µν Iµν =C1T1µνT µν

1 +C2T1µνT µν

2

T2µν Iµν =C1T2µνT µν

1 +C2T2µνT µν

2

(F.5)

Resolvendo estas equações, considerando apenas os termos de I µν , obtemos os seguin-
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tes valores para os coeficientes:

C1 =−
q4(P.u)2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)
+

P2q4u2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)
− P2q2(q.u)2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)
+

+
2q2(P.u)(q.u)

(d−2)(P.q)((q.u)2−q2u2)
+

dq2u2

(d−2)((q.u)2−q2u2)
− 3q2u2

(d−2)((q.u)2−q2u2)
+

+
2(q.u)2

(d−2)((q.u)2−q2u2)
− d(q.u)2

(d−2)((q.u)2−q2u2)

C2 =
dq6(P.u)2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)2 −
q6(P.u)2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)2 −
2q2(q.u)2

(d−2)((q.u)2−q2u2)2+

+
P2q4(q.u)2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)2 −
2dq4(P.u)(q.u)

(d−2)(P.q)((q.u)2−q2u2)2 +
2q4(P.u)(q.u)

(d−2)(P.q)((q.u)2−q2u2)2+

+
q4u2

(d−2)((q.u)2−q2u2)2 +
dq2(q.u)2

(d−2)((q.u)2−q2u2)2 −
P2q6u2

(d−2)(P.q)2((q.u)2−q2u2)2

(F.6)

Dado o valor de u = (1,~0), temos que (P.u) = 1, (q.u) = q0 e (u.u) = 1, assim utilizando estes
valores reescrevemos os coeficientes da seguinte forma:

C1 =−
q4

(d−2)(P.q)2(q2
0−q2)

+
2q2q0

(d−2)(P.q)(q2
0−q2)

+
dq2

(d−2)(q2
0−q2)

− 3q2

(d−2)(q2
0−q2)

+

+
2q2

0

(d−2)(q2
0−q2)

−
dq2

0

(d−2)(q2
0−q2)

=− q4

(d−2)(q0−|~q|cosθ)2(~q2)
+

(d−3)q2

(d−2)(~q2)
−

−
q2

0
(~q2)

+
2q2q0

(d−2)(q0−|~q|cosθ)(~q2)

C2 =
dq6

(d−2)(P.q)2(q2
0−q2)2 −

q6

(d−2)(P.q)2(q2
0−q2)2 −

2dq4q0

(d−2)(P.q)(q2
0−q2)2+

+
2q4q0

(d−2)(P.q)(q2
0−q2)2 +

q4

(d−2)(q2
0−q2)2 +

dq2q2
0

(d−2)(q2
0−q2)2 −

2q2q2
0

(d−2)(q2
0−q2)2 =

=
(d−1)q6

(d−2)(q0−|~q|cosθ)2(~q)4 −
2(d−1)q4q0

(d−2)(q0−|~q|cosθ)(~q)4 +
q4

(d−2)(~q)4 +
q2q2

0
(~q)4

(F.7)

nas últimas passagens utilizou-se o fato de que o produto entre os momentos pode ser reescrito
da seguinte forma (P.q) = (q0−|~q|cosθ) e que q2

0−q2 = q2
0−q2

0 +~q2 =~q2.

Deste modo, obtemos que a auto-energia térmica dos campos de glúons é dada por:

Π
ab,µν

Bóson =
g2C2(G)δ ab

2

[∫
d|~p| |~p|

d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1 2
(
− q4

(q0−|~q|cosθ)2(~q2)
+

2q2q0

(q0−|~q|cosθ)(~q2)
+

+
(d−3)q2

~q2 −
(d−2)q2

0
(~q2)

)
T µν

1 +
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1 2
( (d−1)q6

(q0−|~q|cosθ)2(~q)4−

− 2(d−1)q4q0

(q0−|~q|cosθ)(~q)4 +
q4

(~q)4 +
(d−2)q2q2

0
(~q)4

)
T µν

2

]
(F.8)

Notamos que existem três tipos de integrais, que representamos da seguinte forma:

I1 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
(F.9)
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I2 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

q0−|~q|cosθ
(F.10)

I3 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

(q0−|~q|cosθ)2
(F.11)

Calculando a primeira integral dada na forma de integrais do ângulo sólido:

I1 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
(F.12)

A integral da superfície esférica em D-1 dimensão, conforme [41], será:

∫
Ωd−1 =

2π
d−1

2

Γ(d−1
2 )

(F.13)

Já a integral no momento, será dada fazendo a seguinte mudança de váriável ~p→ uT ,
com o momento sendo um múltiplo da temperatura, assim escrevemos ela da seguinte forma:∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1
= T d−2

∫
du

ud−3

eu−1
(F.14)

onde u é uma constante qualquer, como |~p| resulta em valores positivos de u, podemos expandir
o fator de distribuição de Bose-Einstein da seguinte forma:

1
eu−1

=
e−u

1− e−u =
n=∞

∑
n=1

e−nu (F.15)

com esta expressão reescrevemos a integral em u da seguinte forma:∫
∞

0
du ud−3

n=∞

∑
n=1

e−nu (F.16)

usando a seguinte regra, obtemos:

n=∞

∑
n=1

∫
∞

0
du uae−nu = (−1)a

n=∞

∑
n=1

da

dna

∫
∞

0
du e−nu = (−1)a

n=∞

∑
n=1

da

dna
1
n
=

n=∞

∑
n=1

a!
na+1 (F.17)

Utilizando a função Zeta:

ζ (a+1) =
n=∞

∑
n=1

a!
na+1 (F.18)

e a função Gamma:

Γ(a+1) = a! (F.19)

reescrevemos a integral em u da seguinte forma:∫
du

ud−3

eu−1
= Γ(d−2)ζ (d−2) (F.20)
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e consequentemente a integral em ~p será:∫
d|~p| |~p|

d−3

eβ |~p|−1
= T d−2

Γ(d−2)ζ (d−2) (F.21)

Considerando a integral na parte angular e na parte do momento, temos que a primeira
integral resulta em:

I1 =
T d−2Γ(d−2)ζ (d−2)

2d−2 π
d−1

2 Γ(d−1
2 )

(F.22)

Calculando a segunda integral dada na forma de integrais do ângulo sólido, que diferen-
temente da primeira possui uma dependência do ângulo polar no denominador:

I2 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

q0−|~q|cosθ
(F.23)

A parte da integral no momento será a mesma obtida em (F.21). Verifiquemos então
apenas a parte angular, que é reescrita da seguinte forma:∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

q0−|~q|cosθ
=
∫ dΩd−2

(2π)d−1

∫
π

0
dθd−3

send−3θd−3

q0−|~q|cosθd−3
=

=
1

2d−2π
d
2 Γ(d−2

2 )

∫
π

0
dθd−3

send−3θd−3

q0−|~q|cosθd−3

(F.24)

onde a integral em Ωd−2 é a integral da superfície esférica conforme (F.13).

Fazendo a seguinte mudança de variável q0−|~q|cosθd−3 = x redefinimos a integral em
θd−3 como sendo uma integral em x:∫

π

0
dθd−3

send−3θd−3

q0−|~q|cosθd−3
=
∫ q0−|~q|

q0+|~q|
dx− 1

|~q|x
(F.25)

onde usamos dθd−3 =− dx
|~q|senθd−3

.

Realizando a integral obtemos:∫ q0−|~q|

q0+|~q|
dx− 1

|~q|x
=

1
|~q|

ln
[q0 + |~q|

q0−|~q|

]
(F.26)

A integral angular resultante será:∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

q0−|~q|cosθ
=

1

2d−2π
d
2 Γ(d−2

2 )|~q|
ln
[q0 + |~q|

q0−|~q|

]
(F.27)

Deste modo a segunda integral obtida é dada por:

I2 =
T d−2 Γ(d−2) ζ (d−2)

2d−2π
d
2 Γ(d−2

2 )|~q|
ln
[q0 + |~q|

q0−|~q|

]
(F.28)
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Calculando a terceira integral dada na forma de integrais do ângulo sólido, que também
possui uma dependência do ângulo polar no denominador:

I3 =
∫

d|~p| |~p|
d−3

eβ |~p|−1

∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

(q0−|~q|cosθ)2
(F.29)

A integral no momento será a mesma obtida em (F.21). Já a integral na parte angular
será:∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

(q0−|~q|cosθ)2 =
1

2d−2π
d
2 Γ(d−2

2 )

∫
π

0
dθd−3

send−3θd−3

(q0−|~q|cosθd−3)2 (F.30)

após a mudança de variável a reescrevemos como sendo:∫
π

0
dθd−3

send−3θd−3

(q0−|~q|cosθd−3)2 =
∫ q0+|~q|

q0−|~q|
dx− 1

|~q|x2 =− 2
q2 (F.31)

Realizando a integral obtemos:∫ dΩd−1

(2π)d−1
1

(q0−|~q|cosθ)2 =− 1

2d−2π
d
2 Γ(d−2

2 ) q2 (F.32)

que junto com a integral no momento resulta no seguinte valor para a terceira integral:

I3 =−
T d−2 Γ(d−2) ζ (d−2)

2d−3π
d
2 Γ(d−2

2 ) q2
(F.33)

Assim a auto-energia térmica dos campos de glúons é dada utilizando os resultados das
integrais (F.22), (F.28) e (F.33) da seguinte forma:

Π
µν

Bóson = g2C2(G)δ ab

[((d−3)q2

~q2 −
(d−2)q2

0
~q2

)
I1 +

2q2q0

~q2 I2−
q4

~q2 I3

]
T µν

1 +

+
[(q4

~q4 +
(d−2)q2q2

0
~q4

)
I1−

2(d−1)q4q0

~q4 I2 +
(d−1)q6

~q4 I3

]
T µν

2 =

=
g2C2(G)δ ab

2d−2π
d−1

2 Γ(d−1
2 )

T d−2
Γ(d−2)ζ (d−2) F µν(q)

(F.34)

onde F µν(q) é uma função que depende dos momentos externos e dos tensores da base, dada
conforme:

F µν(q) =

[
− (d−3)q2

~q2 −
(d−2)q2

0
~q2 +

2q2q0 Γ(d−1
2 )

|~q|3
√

π Γ(d−2
2 )

ln
[q0 + |~q|

q0−|~q|

]
+

q2 Γ(d−1
2 )

~q2
√

π Γ(d−2
2 )

]
T µν

1

+

[
q4

~q4 +
(d−2)q2q2

0
~q4 −

2(d−1)q4q0 Γ(d−1
2 )

|~q|5
√

π Γ(d−2
2 )

ln
[q0 + |~q|

q0−|~q|

]
− (d−1)q4

~q4
√

π Γ(d−2
2 )

× Γ(
d−1

2
)
]
T µν

2
(F.35)
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