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Resumo

Nesta tese, estudamos cosmologias com criagao de matéria como alternativa ao modelo
ACDM. Generalizamos a equagao de Boltzmann relativistica com um termo de produgao
de particulas fenomenolégico, de tal forma que a equagao resultante seja capaz de reobter
os resultados da termodinamica de nao-equilibrio das equagoes de balanco e evolugao de
temperatura.

Apos obter o termo correto para a equacao generalizada de Boltzmann, investigamos
como o formalismo proposto altera a equacao de evolucao de reliquias cosmicas na presenca

de criacao gravitacional de particulas.
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Abstract

In this thesis, we study matter creation cosmologies as an alternative to the ACDM mo-
del. We generalize the relativistic Boltzmann equation with a phenomenological particle
production term, in such a way that the resulting equation will be able to reproduce
the non-equilibrium thermodynamics results of the balance equations and temperature
evolution law.

After obtaining the correct term to the generalized Boltzmann equation, we investigate
how the proposed formalism changes the cosmic relic evolution equation in the presence

of gravitational particle creation.
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Convencoes

Adotaremos o sistema de unidades naturais em que ¢ = k = h = 1. Quando for

conveniente, reescreveremos as constantes explicitamente.

Indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos variam de 1 a 3.

Indices repetidos significam soma (convengao de Einstein).

Assinatura da métrica: (+,—, —, —).

A métrica de Minkowski é

N = diag (1, -1, -1, —1). (1)

A derivada parcial é % = 0,0 = ¢,

A derivada covariante de um campo tensorial é

V.5 =015 + Fa,ng'"'.' e — FVB#Tﬁzz' L (2)
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Introducao

A Cosmologia atual encontra na Teoria da Relatividade Geral (TRG)[4], desenvolvida por
Einstein em 1916, um arcabouco tedrico jamais disponivel para o estudo completo do Uni-
verso. Através da TRG e do desenvolvimento de equipamentos e técnicas observacionais,
a Cosmologia evoluiu de meras especulacgoes filoséficas para uma ciéncia consolidada, com
atividades tedricas e experimentais.

A primeira consequéncia cosmoldgica das equacoes de campo de Einstein a foi de que
o Universo poderia ter uma dinamica. A época, era senso comum que o Universo era
estatico. Essa discrepancia fez com que Einstein introduzisse um novo termo em suas
equagoes, a chamada constante cosmoldgica [5].

Na contramao do pensamento vigente, Alexander Friedmann publicou em 1922 uma
série de equacoes baseadas nas equagoes de Einstein que previam a expansao do Universo
com curvatura positiva [6]. Em 1924, Friedmann obteve solugoes expansionistas com
curvatura negativa [7]. De forma independente, Georges Lemaitre também obteve solugoes
expansionistas [8]. Contudo, seu trabalho original ficou desconhecido por muitos anos. As
solucoes expansionistas ficaram desacreditados até 1929, quando Edwin Hubble constatou
que a luz proveniente das galaxias apresentavam um desvio para o vermelho, o redshift
[1]. Hubble obteve uma relacao empirica entre a velocidade de afastamento das galdxias
e a distancia até nds. Descartando a possibilidade de que esse movimento fosse devido a
velocidades peculiares das galdxias, essa descoberta fez com que se abandonasse a ideia
de um Universo estatico. Nascia a teoria do Big Bang: em algum momento no passado o
Universo passou a expandir até os dias de hoje.

A expansao cosmica observada por Hubble é um dos trés grandes pilares observacionais
que sustentam a teoria do Big Bang. Os outros sao a predi¢gao da abundancia de elementos
leves e a observacao, por Penzias e Wilson, da radiacao césmica de fundo em 1965, prevista

por Gamow em 1948.



Apesar dos sucessos da teoria do Big Bang, veremos adiante que a Cosmologia atual
enfrenta dois grandes problemas. Evidéncias observacionais garantem que existe mais
matéria do que a matéria barionica comum, o chamado problema da matéria escura.
Em diversas escalas, a presenca da matéria escura é notada: desde curvas de rotacao
de galaxias até observacoes de lentes gravitacionais em aglomerados de galaxias. Alguns
testes cosmoldgicos também confirmam a existéncia da matéria escura, como, por exemplo,
analise do espectro de poténcia da radiacao césmica de fundo. A expansao césmica, ao
contrario do que era de se esperar, acontece de forma acelerada. Esse fato, observado
por dois grupos independentes [9, 10], somado a outras evidéncias como, por exemplo, a
baixa idade do Universo para modelos com apenas matéria, fez com que se sugerisse a
existéncia de uma nova componente na natureza, a chamada energia escura. Uma revisao
sobre os problemas da matéria e energia escuras pode ser encontrada em [11, 12].

Dentro do contexto da TRG, o ingrediente fundamental para que haja uma expansao
acelerada do Universo é uma pressao suficientemente negativa capaz de alterar o sinal
da equacao de aceleragao do fator de escala. Essa equacao é obtida através de uma
composi¢ao das duas equacoes de Friedmann. Diferentes mecanismos podem explicar tal
pressao negativa: uma constante cosmoldgica, um campo escalar, existéncia de fluidos
exoticos etc. Um dos candidatos mais estudados ¢ a energia associada ao vacuo. Para que
0 vacuo seja o mesmo para todos observadores, ele precisa ter uma equacao de estado da
forma p = —p, em que p é sua densidade de energia. O modelo cosmoldgico mais usual é o
chamado ACDM. Nele, além da matéria escura, temos outra nova componente, a constante
cosmoldgica A, que usualmente estd associada a energia do vacuo, e é a responsavel pela
aceleracao da expansao do Universo. Contudo, a divergéncia entre os valores observados
e calculados pela teoria quantica de campo para A pode chegar a 120 ordens de grandeza;
isso caracteriza uma das maiores discrepancias entre teoria e observacao da Fisica e é
chamada problema da constante cosmoldgica.

Como veremos, a contribuicao energética da matéria escura é da mesma ordem da
contribuicao da energia escura apenas hoje. Esse é outro problema enfrentado pelo modelo
ACDM e é chamado de problema da coincidéncia césmica. Por que as densidades de
matéria e de energia escura sao da mesma ordem de grandeza hoje?

Com as duas questoes levantadas acima (problema da constante cosmolégica e da coin-

cidéncia césmica) ainda em aberto, grupos de pesquisa investigam modelos cosmoldgicos



alternativos ao ACDM [13], dentre os quais destacamos os chamados modelos cosmolégicos
dissipativos. O primeiro modelo dissipativo, proposto por [14], sugere que a criagao de
matéria na era de Planck poderia ser modelada como uma viscosidade volumar. A se-
gunda alternativa, seriam os modelos cosmolégicos com criagao gravitacional de particulas,
proposto inicialmente por [15]. Como mostrado por [16], os dois modelos possuem ca-
racteristicas dinamicas equivalentes, porém com propriedades termodinamicas completa-
mente diferentes. Como veremos em capitulos posteriores, a criacao de particulas a custa
do campo gravitacional gera uma pressao negativa, fundamental para a expansao acele-
rada do Universo. Esta tese, além de reunir informagoes sobre o modelo cosmolédgico de
criacao de particulas, tem como objetivo propor formulacao cinética para a producao de
particulas a partir da equacao de Boltzmann. A estrutura da tese é detalhada a seguir.

No Capitulo 1 faremos uma revisao da Cosmologia moderna. Serad discutido o con-
ceito de métrica e apresentaremos a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW). Langando mao da TRG, obteremos as equagoes bésicas da Cosmologia. Estu-
daremos modelos cosmoldgicos simples e, ao final do capitulo, introduziremos os problemas
da matéria e energia escuras.

No Capitulo 2 é apresentada a teoria cinética relativistica. Serao discutidos conceitos
bésicos e serd obtida a equacao de Boltzmann relativistica. Posteriormente, aplicaremos a
métrica de FLRW na equacao de Boltzmann; a partir desta tltima, recuperaremos alguns
resultados da termodinamica, a saber: equacoes de balango em equilibrio e lei de evolucao
da temperatura. Ao final do capitulo, discutiremos como se obtém a equacao de evolucao
para reliquias césmicas.

No Capitulo 3 discutiremos a termodinamica de processos de nao-equilibrio de criagao
de particulas no contexto da Cosmologia. Veremos que a presenca de tal processo re-
sulta no surgimento de uma pressao negativa, capaz de explicar a expansao acelerada do
Universo. Faremos uma revisao de modelos cosmolégicos com criagao de matéria, dando
énfase, ao final, ao modelo LJO [3], que é um boa alternativa ao ACDM.

Por fim, no Capitulo 4 apresentaremos nossos primeiros resultados originais, que po-
dem ser obtidos na integra em [17]. Proporemos um modelo cinético capaz de explicar
os resultados termodinamicos de nao-equilibrio (equagées de balango e lei de evolugao
de temperatura) do processo de criagao gravitacional de particulas. Esse novo termo se

traduz numa nova equacao de Boltzmann.



Como aplicagao direta do mecanismo desenvolvido, no Capitulo 5 estudaremos como
a nova equagao de Boltzmann afeta a evolucao de reliquias césmicas para alguns modelos.
Os resultados originais obtidos nesse capitulo estao disponiveis em [18].

No Capitulo 6 é apresentado um resumo dos resultados obtidos e uma conclusao.

Também serao mencionadas perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Cosmologia

Em 1916, Einstein publica a generalizacao da sua teoria da relatividade restrita, a teoria
da Relatividade Geral (RG) [4]. Dentre as variadas aplicagoes da RG, é utilizando-a
como base tedrica para descrever o Universo que nasce a Cosmologia moderna. Em 1917,
Einstein publica uma alteracdo em suas equagoes de campo da RG [5]. Para explicar
um Universo estatico, Einstein incluiu as suas equagoes uma nova constante, a constante
cosmoldgica.

Treze anos mais tarde, Hubble [1] muda a visao que os cientistas tinham da dinamica
do Universo. Ao contrario do que se imaginava, o Universo estd em expansao. FKEssa
observacao é um dos trés pilares observacionais da Cosmologia. Os outros sao: detecgao
da radiacao césmica de fundo e abundancia de elementos leves.

Junto com os trés pilares observacionais e a teoria da RG, o chamado Modelo Padrao
da Cosmologia (MPC) langa mao de uma importante hipdtese, chamada de principio
cosmoldgico: em larga escala o Universo é homogéneo (todos os pontos sao equivalentes)
e isotrépico (todas as diregoes sao equivalentes). Por larga escala queremos dizer distancias
superiores a 100 Mpc.

Antes de o MPC ser discutido com mais detalhes, faremos uma revisao das ferramentas
da RG que serao uteis ao longo do texto. Para uma abordagem mais detalhada ver

(19, 20, 21, 22, 23, 24].



1.1 Meétrica de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker e Lei de

Hubble

Na RG, o espaco e o tempo sao tratados como dimensoes de uma estrutura quadridimen-
sional (uma dimensao de tempo e trés de espaco) chamada de espago-tempo. Matemati-
camente, o que caracteriza o espago-tempo ¢é sua métrica.

Em um espaco-tempo quadridimensional, a distancia entre dois eventos é chamada de

intervalo, ds. Esse intervalo é representado pelo elemento de linha invariante
ds® = g, datda”, (1.1)

em que g, ¢ a métrica e os indices variam de 0 a 3.
Particulas livres no espaco-tempo percorrem trajetorias ditas geodésicas e obedecem

a equacao de geodésica
Par . da® daf
+ =Y,
AN P AN dA

(1.2)

em que A é um parametro afim. Os simbolos I 5 sao chamados de simbolos de Christoffel

de segundo tipo ou conexoes. Eles podem ser obtidos através da métrica pela relagao

1
F'ua,b’ = 59#” (Gﬁgw + aag/jl, — &,gag) . (13)

Em coordenadas cartesianas, as conexdes sao nulas (as componentes do tensor métrico
sdo constantes e, portanto, suas derivadas em relagao as coordenadas sao nulas). Vemos
da equagao de geodésica (1.2) que as solugoes para o movimento de uma particula livre
nesse sistema de coordenadas sao as de uma reta.

A métrica que descreve um Universo expansionista homogéneo e isotropico é a métrica

de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e é dada por [19]

dr?

ds® = dt* — a®(t
5 a“(t) —

+r2d0* + r? sin® 0d¢? | | (1.4)

em que (t,r,0,¢) sao coordenadas coméveis, k = 0, £1 é o parametro de curvatura. a(t)

¢ o fator de escala, uma fungao dependente do tempo que contém as informagoes da



expansao do espaco.
Imaginemos uma galdxia distante de nés com coordenadas (r,60,¢). A distancia da

galdxia até nds, em um tempo fixo ¢, lembrando que as coordenadas (0, ¢) nao variam, é

dada por
sin~tr para K = +1
" dr
d(T, t) = a(t)\/ov ﬁ = a(t) X r para Kk = 0 = (l(t)f(’l") (15)
sinh™' r para Kk = —1

A quantidade expressa pela integral é a distancia coordenada, que depende apenas da
coordenada comével r da galdxia e nao depende de t. A distancia fisica d(r,t) entre nés
e a galaxia é modulada através da evolugao temporal do fator de escala a(t). Se a(t)
aumenta com o tempo, a distancia fisica entre nés e a galaxia aumenta e a galaxia se
afasta de nés. Caso a(t) diminua com o tempo, a distancia fisica também diminui e a
galédxia se aproxima de nos.

Para entender melhor o que é uma coordenada comdével e como a distancia fisica varia
com o tempo, observemos a Figura 1.1. No lado esquerdo, mostramos uma configuragao
inicial de duas galdxias, digamos, nés (galdxia vermelha) e uma galdxia distante (galaxia
azul). Cada galdxia ocupa uma posigao dada pelo par coordenado (X!, X?) e a distancia
fisica inicial é di. Com a expansao do espaco, a distancia fisica entre as galaxias aumenta,
df > di. Mas as coordenadas que cada uma ocupa permanecem as mesmas. Essas
coordenadas, que nao mudam com a expansao do espaco, sao as coordenadas comédveis.

Se derivarmos a expressao (1.5) com relagdo ao tempo obtemos
: ot
d= i) = Wa (16)

lembrando que f(r) nao depende da coordenada t e que f(r) = g. Ou seja, a expressao

para a velocidade de afastamento das galaxias pode ser escrita como

v = H(t)d, (1.7)

a(t)
a(t)

hoje, Hy = H(ty) é a constante de Hubble.

em que H(t) = é chamado parametro de Hubble. Em particular, para o tempo de

Em 1929, Hubble observou que as galdxias estavam se afastando de ndés com uma



df
XZ
di
xz
X1
"
(a) Configuracao inicial do (b) Configuragao do espago-
espacgo-tempo tempo apds um intervalo de
tempo

Figura 1.1: Expansao do espago-tempo.

velocidade que aumentava a medida que a distancia aumentava. Essa relacao empirica

obtida por Hubble é a mesma obtida em (1.7) quando calculamos para t = t.

é a lei de Hubble. Na Figura 1.2 é mostrado o gréfico original obtido por Hubble [1].

1.2 Redshift Cosmolégico

Em Astronomia, os dados observacionais sao obtidos através da radiacao que os objetos
emitem e que chega aos nossos telescopios. E preciso saber como a luz se propaga na
métrica FLRW.

Consideremos que estamos observando uma galaxia posicionada em um ponto P, com

coordenadas (r1, 6, ¢1), e que estamos na origem O, com coordenadas (0,0,0). As coor-
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Figura 1.2: Gréfico obtido por Hubble para sua lei v = Hod. Figura retirada de [1].

denadas angulares da luz emitida pela galdxia nao mudam, isto significa que df = d¢ = 0.
Particulas sem massa, como a luz, percorrem geodésicas nulas, ou seja, ds®> = 0. Com

essas informacoes, podemos utilizar a métrica de FLRW para escrevermos

dt dr
o) = im, (1.9)

em que o sinal “—” designa a luz que chega ao observador e o sinal “+” a luz que se afasta
do observador.

Podemos relacionar o redshift de um objeto, nesse caso, da galaxia em P, com o fator
de escala na época em que o objeto emitiu a luz agora observada. Para isso, consideremos
que a galaxia em r; emita um raio de luz no instante ¢t = ¢;. Esse raio de luz viaja sob a
geodésica nula até ser observado por nés, em r = 0 e em um instante t = ty. Integrando

a expressao anterior, obtemos

/toﬂ:—/oL. (1.10)
n o alt) r V1= rkr?

O termo da esquerda da expressao acima depende apenas de ¢, enquanto que o termo da
direita apenas de r. Analisaremos agora a emissao de dois raios sucessivos emitidos pela
galaxia. O primeiro é emitido em t = t; e recebido em t = t3. O segundo raio parte no
instante t = t; 4+ dt; que serd observado em t = ty + dty. A Figura 1.3 ilustra melhor a

situacao. Para o segundo raio temos
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Figura 1.3: Raios de luz sucessivos de uma galaxia em P até um observador O.

to+dto dt 0 d
/ B / S (1.11)
t1+dty a(t) ry 'V 1— K/TQ

pois o ponto P esta localizado em uma coordenada comével. Portanto, podemos igualar

to to+dto
/ A / A (1.12)
t1 a(t> t14dty Cl(t)

Manipularemos estas integrais da seguinte maneira:

o dt b gy ot
/ _—/ _+/ A (1.13)
t1 a(t) t1 a’(t) t1+dt1 a(t>
to+dto dt to dt to+dto dt
[ e "
t1+dty a<t) t14dty a(t) to a(t>

t1+dty dt to+dto dt
— = — 1.15
/tl a0 / 2 (1.15)

Durante a emissao de sucessivos raios de luz pelo objeto, o Universo nao expandiu muito.

as expressoes (1.10) e (1.11)

Com isso, ficamos com

Ou seja, a(t) pode ser considerado constante na expressao acima. Assim, podemos escrever

1 t1+dty 1 to+dto
/ dt = / dt, (1.16)
CL(tl) t1 a (to) to

da seguinte maneira:
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ou,

dty dty
o) = alto)’ (1.17)

Da relacao acima, podemos extrair um importante resultado. Para isso, lembramos que

o comprimento de onda emitido é \; = ¢/v;, em que ¢ é a velocidade da luz e 11 é a
frequéncia da onda emitida, que pode ser relacionada com dt;, o periodo de emissao,
por dt; = 1/v;. Dessa maneira, dt; = A;/c. Da mesma forma, o comprimento de onda

observado pode ser relacionado a dty, dtg = Ag/c. Com isso, temos

A A
L= 29 (1.18)
a(t1)  alto)
Podemos usar a definicao de redshift,
)\observado - )\emitido
= , 1.19
)\emitido ( )
para relacionar o fator de escala ao redshift
1
|4z @) (1.20)

em que usamos a convencao a(tg) = 1. Ao observar o redshift de um objeto, obtemos
informacgoes de como era o fator de escala na época de emissao do raio de luz. Como ¢é

obtido o fator de escala sera discutido na segao seguinte.

1.3 Tensor energia-momento de um Fluido Perfeito

Um fluido perfeito é aquele em que um observador, movendo-se com a mesma velocidade
v do fluido, o enxerga como isotropico. Portanto, no sistema de referéncia comével ao

fluido, as componentes do tensor de energia-momento sao

% = p, (1.21)
T = pi, (1.22)
7% = T =0, (1.23)

em que p ¢ a densidade de energia do fluido e p é a pressao isotrépica.
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Denotaremos por z'# as coordenadas em um sistema de referéncia comdével ao fluido,
K’ e z as coordenadas em um sistema arbitrario K em repouso. Os dois sistemas estao

conectados pelas transformagoes de Lorentz

] gl =7 s —7 By -7 B: n
32 B B
o =7 B 1+(’Y—1)§ (7—1)5—2‘” (7—1)? -
/ - o 6 _1 ﬁyﬂaz 1 1 55 _1 6@/6,2 (1'24)
y By (v )ﬁ2 + (v )@ (v )52 Y
! BB 8.8 B2
L7 ] 8. (v—1) 7 (v—1) 5;’ L+ (y— 1)@ |~
como estamos adotando unidades naturais em que ¢ = 1, v = [1 — (v)2rl/2 e B; = v;.
Ou de forma mais compacta
" = A(v)* x”. (1.25)
Em um sistema de referéncia arbitrario, o tensor de energia-momento ¢é
T = A AT (1.26)

em que A* = A(—v)*, tem a mesma forma que (1.24) porém com o sinal da velocidade
trocado.

As componentes do tensor no referencial K sao: T% = (p + p)y*> —p, T = T% =
(p+p)V*B e TV = (p+ p)y?B B + pd¥. Com auxilio da métrica de Minkowski (1) e
em termos da quadrivelocidade do fluido medido pelo observador em K, u* = (v,yv"),

podemos escrever o tensor de energia-momento da seguinte forma tensorial:

" = (p + p)uru” — pn*”. (1.27)

Utilizando o Principio da Covariancia Geral [19], escrevemos o tensor de energia-momento
para um fluido perfeito na RG substituindo a métrica de Minkowski por uma métrica
arbitraria

™ = (p+ p)utu” — pg"”. (1.28)

Notamos que a construcao do tensor de energia-momento feita acima é geral e vale para
qualquer referencial. Em particular, para estudarmos a dinamica do Universo, assumire-

mos um referencial comével ao fluido. Isso significa dizer que, a medida que o Universo
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expande, o fluido contido nele acompanha a expansao. Observadores que possuem velo-
cidades peculiares despreziveis em relacao a velocidade de expansao, serao comoveis ao
fluido. Matematicamente, temos que a quadri-velocidade de um observador comovel é

u* = (1,0,0,0).

1.4 Dinamica Cosmoldgica e Equacoes de Friedmann

Para estudarmos a dinamica cosmoldgica, utilizamos as equacoes de campo de Einstein

1
Guw =Ry, — §gm,72 =87GT,, + Aguw, (1.29)

em que G, ¢ o tensor de Einstein, R,, ¢ o tensor de Ricci, g,, ¢ a métrica, R é o
escalar de curvatura de Ricci, G é a constante gravitacional, 7},, ¢ o tensor de energia-
momento, que contém a informacao sobre o conteido material do Universo, e A é a
constante cosmoldgica. Essa constante foi adicionada por Einstein em sua equacao de
campo pois, a época, acreditava-se que o Universo era estatico. Com as observagoes
de Hubble, a constante foi descartada. Como veremos mais tarde, recentes descobertas
indicam que o Universo encontra-se em expansao acelerada e o candidato mais simples
para explicar esse fato seria a reintroducao da constante cosmolégica. Para mais detalhes
sobre as equacoes de campo de Einstein e os passos a seguir, recomendamos a leitura dos
seguintes livros-texto: [19, 20, 21, 22, 23, 24].

O tensor de Ricci é a contracao do primeiro e terceiro indices do tensor de Riemann,

R, = R, O tensor de Riemann, por sua vez, é obtido através das conexoes

R, =01, — 0", +1°, 17, =TT, (1.30)
Assim, o tensor de Ricci fica
_ « « @ I} @ B
Ry = 0.1, — 0,1, + 1%, 17, —T%, 17, (1.31)

O escalar de Ricci é o traco do tensor de Ricci

R =R' = g"R,, (1.32)
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Passaremos agora a calcular as grandezas I'Y,,, R,, e R na métrica FLRW. Para o

calculo das conexoes, definimos a lagrangiana de uma particula livre

dz* dz¥

L= 9w v

(1.33)

em que A é um parametro arbitrario. Utilizando a métrica de FLRW (1.4), a lagrangiana

pode ser escrita como

a(t)
1 — Kkr?

L=1?— 2 — a*(t)r*0? — a*(t)r? sin? 0¢%, (1.34)
em que a linha se refere a derivada com relacao ao parametro A. Com a equacao de

Euler-Lagrange,
d oL oc 0

— —— = 1.35
d\ Ox'> Oz~ ’ (1.35)
podemos encontrar as seguintes equagoes de movimento
"+ ar’ 4+ aald”? + aar®sin® ¢ = 0, (1.36)
1 — kr?
r’ + gar’t’ N r(1—kr?)0? —r(1 — kr?)sin® ¢ = 0 (1.37)
a 1 — Kr? ’ '
2 2
0" + Zal't' + =0'r" —sinfcos ¢ = 0, (1.38)
a r
2 2 .
¢" + =ad't' + =r'¢’ +2cot B¢’ = 0. (1.39)
a r

O ponto refere-se a derivada com relacao ao tempo. Comparando a equagao de geodésica
(1.2), que é a equagao de movimento de uma particula livre em determinada métrica, com
as equacoes de movimento obtidas acima, encontramos as conexoes nao nulas, ver Tabela

1.1.
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oy = 1f:r2 [ = %
1%, = aar? 2, = %
%, = aar?sin®*0 T2, = —sinfcosf
Ty = % T = %
Iy, = Fomve F313 = %
Iy, = —r(l —kr?) T3, =cotf
I, = —r(1 — kr?)sin®

Tabela 1.1: Conexdes da métrica FLRW (1.4)

De posse das conexoes, podemos calcular os componentes do tensor de Ricci nao nulos

e o escalar de Ricci:

Ry = —32, (1.40)
a
ad + 2a% + 2k
Ry = ———— 1.41
Ry = r*(ad + 2a* + 2k), (1.42)
Ryzs = 72(ad + 24 + 2k)sin® 0, (1.43)

(1.44)

i a\? &
O
a a a

Os componentes geométricos que fazem parte das equacoes de Einstein foram deter-

minados para a métrica FLRW. Ainda nos falta encontrar os componentes do tensor
energia-momento. Como estamos aplicando as equagoes de campo para o Universo como
um todo, assumiremos que o Universo é preenchido, em larga escala, por um fluido per-
feito.

Ao aplicarmos as equagoes de Einstein (1.29) o tensor (1.28), obtemos as equagoes de

Friedmann

a’+ K G A

2 T 3y

(1.45)

=+ — —8xGp+ A. (1.46)
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Podemos juntar as duas equacoes de Friedmann para obter uma equagao que descreve a

aceleracao do fator de escala:

a AN And
=Y 3p). 1.47
- =3 3 (p+3p) (1.47)

Apés as observagoes de Hubble, abandonou-se a constante cosmolégica. Como em
larga escala a forca gravitacional é a forca predominante e é sempre atrativa, acreditava-
se que a expansao observada por Hubble deveria ser desacelerada. Da equacao acima,
vemos que para que essa propriedade seja satisfeita basta que o conteido material do
Universo tenha a propriedade p + 3p > 0. Matéria relativistica, como a radiagao, possui
p = 5. J& a matéria nao-relativistica tem, nesse contexto, pressao desprezivel. Como p é
sempre positivo, um Universo preenchido por matéria e radiacao sera sempre desacelerado.
Em secoes posteriores, discutiremos que a atual compreensao do Universo é a de que a
aceleracao é positiva. Para que isso ocorra, pode-se reintroduzir a constante cosmoldgica
de tal forma que ela seja suficientemente positiva ou que o Universo esteja permeado por
um fluido que tenha uma pressao p < —£.

Pode-se mostrar que o tensor de Einstein obedece as identidades de Bianchi
V.,.G*" = 0. (1.48)

Das equagoes de Einstein (1.29), vemos que o tensor de energia-momento é (supondo

A constante) identicamente conservado, V, 7" = 0. A componente pu = 0 é

VVTVO — % +FVOVTOO—|—F011T11—|—F022T22—|—F033T33. (149)

Usando as conexoes encontradas na Tabela 1.1, ficamos com
) a
p+3a(p+p) =0. (1.50)

A equacao acima nao é independente das equacoes de Friedmann. Pode-se mostrar que de
(1.45) e (1.46) se obtém (1.50). Para que possamos determinar a(t), p(t), p(t), precisamos
de outra equacao. Essa equacao pode ser uma equacao de estado conectando a pressao e

a densidade, ou seja, do tipo barotrépica, p = p(p).
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1.5 Cosmologias do tipo FLRW

Em geral, é dificil obter a forma exata de a(t). Podemos expandir a(t) em séries de
Taylor em torno do tempo atual e, a partir disso, definir alguns parametros cosmoldgicos.
A expansao, até termos de segunda ordem, é

1 d%a

o1 I (t —t0)?, (1.51)
' t=to

d
a(t) ~ a(to) + _(1 (t — to) +
dt tty

em que ty corresponde ao tempo atual. Dividindo essa equacao pelo fator de escala atual

e usando a normalizagao a(ty) = 1, ficamos cm
1
a(t) = 1+ Ho(t —to) — 5qug(t —t0)%, (1.52)

em que definimos os parametros

Hy= 2 | (1.53)
@ ly=t,
que ¢é a constante de Hubble, e
aa a
G =— — = — — (1.54)
a2 t=to aH2 t=to

que é chamado de parametro de desaceleracao. No caso de @& > 0 o parametro de desace-
leracao mede, na verdade, a aceleracao do Universo.

A equacao de Friedmann (1.45) escrita com a defini¢ao de parametro de Hubble é dada
por

H>="Zp- 24

e kA
= —. 1.55
3 3 3 ( )

Para um Universo plano e sem constante cosmoldgica a equacao acima reduz-se a

e
H? = WTp. (1.56)

Podemos, entao, definir uma densidade critica:

3H?
Pe = yes

(1.57)

A razao entre a densidade de qualquer componente do Universo e a densidade critica
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recebe o nome de parametro de densidade:

Pi
Pe

Q;

(1.58)

Esse parametro mede a contribuicao relativa de cada componente. Utilizando essa de-

finigdo, podemos reescrever a equagao de Friedmann (1.45) da seguinte maneira:

K 8t A P pa

1+H2a2:3H2p+3H2:E+E’ (1.59)

em que definimos a densidade de energia associada a constante cosmoldgica, py = ﬁ.
Assim, a equacao acima fica

75 = Dot — L, (1.60)

em que podemos definir o parametro de curvatura 2, = — =1z e Qiotal = 28 + QO

¢ o parametro de densidade total do Universo. Dessa tultima expressao, vemos que se
soubermos os parametros de densidade das diferentes componentes do Universo, podemos
determinar sua curvatura. Se a densidade total de energia do Universo for maior que a
densidade critica, a soma dos parametros de densidade, (2,a1, Sera maior que 1 e, por-
tanto, o Universo tera curvatura positiva. Por outro lado, se a contribuicao das densidades
de energia for menor que a densidade critica, (2,12 serd menor que 1, logo, um Universo
com curvatura negativa. A tltima possibilidade é a densidade total de energia do Uni-
verso ser igual a densidade critica, nesse caso teremos um Universo plano. As evidéncias
observacionais indicam que o Universo é praticamente plano, tal que Qa1 ~ 1.

Para estudarmos alguns modelos cosmoldgicos simples, utilizaremos uma equacao de

estado dada pela relagao linear

p = wp, (1.61)

em que w é um parametro que indica o tipo de fluido que estamos estudando. Alguns
exemplos que trataremos aqui sao: w = 0 para matéria comum, w = % para radiacao e
w = —1 para o vacuo.
Com a equacao de estado (1.61), obtemos, através da equagao de conservagao de
energia (1.50),
p = poa 31+, (1.62)

3

im nsi matéria é p,, = pPmoa >, €m que Py, € nsi matéri
Assim, a densidade da matéria é 0a ", e e pmo ¢ a densidade de matéria
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hoje. A densidade da radiagao é p, = p,pa™*, em que ps o é a densidade da radiagao hoje.
Para o vacuo, temos que a densidade seria constante. Por essa razao, é natural atribuir
ao vacuo o papel de constante cosmoldgica.

Como o comportamento das densidades de matéria, radiacao e constante cosmoldgica
sao diferentes, podemos dividir o Universo em eras distintas. Quando a — 0, a densidade
da radiagao cresce mais rapidamente que a densidade da matéria. Entao, dizemos que o
Universo estd na era da radiacao. Com o passar do tempo e evolucao de a(t), a densi-
dade da radiacao cai mais rapido que a densidade da matéria. Assim, em determinado
momento, a matéria passa a dominar e comeca a era da matéria. Como a densidade da
constante cosmoldgica se mantém inalterada em relagao a evolucao do fator de escala, em
um segundo instante, quando as densidades da radiacao e matéria diminuem a tal ponto
que passam a ser menores que a densidade da constante cosmoldgica, ela, a constante
cosmoldgica, passa a ser a componente dominante. A era da constante cosmoldgica é a
era que vivemos atualmente. A Figura 1.4 ilustra melhor a situacao. Nela, observamos a

evolugao das densidades da matéria, radiagao e constante cosmoldgica.

— Matéria
Radiagdo
—_— A

Log(e)

3

a

Figura 1.4: Densidades de energia de diferentes componentes em funcao do fator de escala
a.

Levando em conta as defini¢oes dos parametros de densidade, podemos reescrever a

equacao de Friedmann da seguinte maneira

H ? QT‘O QmO QKO
— | =— : — + Q) 1.63

em que definimos os parametros de densidade hoje em termos de p., a densidade critica
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hoje. Q0 =1—Qota10 € 0 parametro de densidade relacionado a curvatura. Usando esse

vinculo, temos a forma final

QT,O Qm,O 1— Qtotal,O
4 + 3 + 2
a a a

H? = H} { + Qa0 - (1.64)

Essa é a equagao de Friedmann para o modelo cosmolégico ACDM (A Cold Dark Matter).

Como H = ¢, podemos escrever a equagao acima na forma integral

QT‘,O Qm,O 2
a2 + o +1- Qtotal,(] + QA’OCLQ

Hyt = / [ da - (1.65)
0

Podemos agora fazer uma analise de alguns modelos cosmoldgicos simples utilizando a

expressao acima para um Universo plano, k = 0.

e Universo com radiagao

Em um Universo s6 com radiagao (€2, = Qiota = 1, 2, = Qa4 = 0), temos

Hot:/ a'da, (1.66)
0

cuja solucao é

a(t) = (2Ht)"?, (1.67)

A idade total de um Universo composto apenas por radiacao é dada quando a(ty) = 1

to = —. (1.68)

e Universo com matéria

Temos agora que €2, = Qa1 = 1 € €2, = Oy = 0. Portanto, temos
Hot = / a*?dd, (1.69)
0

cuja solucao é

alt) = (§H0t) " (1.70)
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De forma que a idade total do Universo contendo apenas matéria é

to = ——0. (1.71)

Esse modelo é conhecido como modelo de Einstein-de Sitter.

e Universo com A

Em um Universo dominado pela constante cosmoldgica temos que 2y = Qo = 1

e Q, =Q,, = 0. Portanto, temos

a d !
Hot = | ?Cf (1.72)
cuja solucao ¢
a(t) oc efolt=to), (1.73)

Esse modelo é conhecido como modelo de de Sitter.

A Figura 1.5 mostra a evolucao do fator de escala para os trés modelos estudados

acima.

= Pura Radiagio

= Einstein—de Sitter
— de Sitter

t

Figura 1.5: Fatores de escala para diferentes modelos cosmolégicos.

Durante sua evolugao, o Universo passou por fases em que cada componente (matéria,
radiacao etc) foi dominante. A mudanga de fase, ou seja, 0 momento em que uma compo-
nente passou a dominar as demais, acontece quando a densidade do componente dominado
passa a ser igual ao componente dominador. Como exemplo, calcularemos o instante em

que a matéria passou a dominar a radiacao.
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Da Figura 1.4 vemos que para instantes iniciais a radiacao possui maior densidade, é a
era da radiacao. Com o passar do tempo, o fator de escala aumenta até certo instante em
que a densidade da radiacao se iguala a densidade da matéria. A partir dai, a densidade
da matéria passa a ser maior que a densidade da radiacao e entramos na era da matéria.
Para calcularmos a idade que o Universo tinha quando aconteceu essa transi¢ao, primeiro

calculamos o valor do fator de escala no momento de igualdade a,,,. Para isso, temos que

pr(&Tm) - pm<arm)7 ou

0
— P00 3 w107, (1.74)

Pm,0 Qm,O

afrm

em que usamos 2,9 = 9,2 x 107 e Q,,0 = 0,3 [25]. Esses valores serao discutidos em
secoes posteriores.

Usando apenas matéria e radiagdo na integral (1.65), temos

da

trm = Ho—l/o [QT,O (1& )} T (1.75)

_|_ a

Arm

Resolvendo a integral com Hy = 67.31 km/s/Mpc [25], temos
trm = 55.661 anos. (1.76)

De forma similar, calculamos a idade que o Universo tinha quando a constante cosmologica

passou a dominar. Igualamos as densidades de energia da matéria com a de A, ficando

AmA = : , 1.77
A <QA0 (1.77)

)

com

que substituida na integral (1.65) e com 2, o = 0.7, fica

4mA da
top = Hit , (1.78)
U aem (22 40.702) "
fornecendo uma idade de
tma ~ 10.2 x 107 anos. (1.79)

Podemos calcular a idade que um Universo plano teria se contivesse apenas matéria.
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A integral (1.65) ficaria
1
tg = HO_I/ a'?da ~ 9.7 x 10%anos. (1.80)
0

No entanto, sabe-se que a idade de alguns aglomerados de galdxias sao da ordem de 12.7 x
10% anos [26]. Portanto, um Universo plano apenas com matéria estaria descartado por
esse teste cosmoldgico. Por outro lado, um Universo com matéria e constante cosmologica

teria a idade

1
ty = Ho—l/ da L (1.81)
0 (1_?% + QA,0G2>
A Figura 1.6 mostra solucao da integral acima para diferentes valores de {2, o. A curva em
preto mostra como a presenga da constante cosmoldgica aumenta a idade do Universo (em
anos). As curvas em vermelho e azul mostram, respectivamente, a idade dos aglomerados
globulares mais antigos e a idade que o Universo teria apenas com matéria. Como se
pode ver pela figura, um parametro de densidade da constante cosmolégica da ordem

Qa0 2 0.6 aliviaria o problema da idade. Se os parametros de densidade da matéria e

Y

3.0x10"

= Idade Total
25x 1010 F | —— 12.7 Bilhdes de anos
= Idade s6 com matéria

2.0x10"}

1.5x10"0F

Idade[anos]

1.0x10"}F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5.0x10°

Figura 1.6: Influéncia de A na idade total do Universo.

da constante cosmolégica forem, respectivamente, €2, = 0.3 e 25 ¢ = 0.7, teremos uma
idade total para o Universo de ~ 14 x 10° anos.
O parametro de desaceleracao para o modelo com matéria e constante cosmoldgica em

funcao do redshift é

o) = 1 (1+2)° Qo — 200 (182
2\ (142" Qo+ Qa0 ) '
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No caso de um Universo apenas com matéria, 2y = 0, temos que o parametro de
desaceleragao é ¢ = 1/2. Por outro lado, a presenca de uma constante cosmolégica faz
com que esse parametro varie ao longo do tempo. Como podemos ver na Figura 1.7, existe
um momento em que o Universo passa de uma expansao desacelerada, ¢ > 0, para uma
expansao acelerada, ¢ < 0. O redshift de transi¢ao pode ser calculado impondo ¢(z;) = 0.

Dessa forma, temos que

1-0 1/3
2 = {2%} — 1. (1.83)

Tomando €, o = 0.287 e Qp ¢ = 0.713, temos 2z, = 0.71.

0.5F ' ' ' ' ' .
0.0
N
(o2
-0.5
= Par. de desaceleragio
-1.0}- . . . - - .
-1 0 1 2 3 4 5
z

Figura 1.7: Parametro de desaceleracao para o modelo ACDM em func¢ao do redshift.
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1.6 Distancia de Luminosidade e Aceleracao do Uni-
Verso

Se soubermos a luminosidade L de objetos a distancias cosmoldgicas, podemos calcular
sua distancia até nés medindo o fluxo f dessa fonte. Para isso, utilizamos a relagao entre
o fluxo observado e a luminosidade caracteristica desse objeto com coordenada r; e a um

certo redshift z
L

T Amr2a2(to)(1+ 2)2

f (1.84)

Definimos, entao, a distancia de luminosidade de um objeto cosmologico a um redshift z

dL = a(tD)T1(1 -+ Z) (185)

Podemos calcular essa distancia expressando a coordenada radial r(z) em termos de
parametros cosmoldgicos. Para isso, integramos a expressao (1.9) e utilizamos a equagao

de Friedmann para o modelo ACDM (1.64)

1 ! d
rz) =S / ! , (1.86)
aoHo J1j(4z) @2 \/QA,O + Q72 4+ Qo273 + Qo1

em que usamos a definigdo = a/ag = 1/(1 + z) e o funcional S[y| ¢ definido como

sinr para Kk = +1
Syl=4q r para k =0 . (1.87)
sinh r para k = —1

Podemos escrever a distancia de luminosidade através de uma sé expressao. Para isso,

usamos a definigao €2, = —, ficando com
070
dr(z) = ar(z)(1+ 2) (1.88)
1 ! d
= LIZ/Q x sinh Q}f/ i
HyQy 1/(42) T2/ Qa0 + Qo2 + Qo3 + Qg2

Na Figura (1.8), mostramos como a distancia de luminosidade varia com o redshift
para diferentes valores dos parametros (240, 2m0), em que consideramos um Universo

plano e com contribuicao da radiacao insignificante.



deH()

Figura 1.8: Distancia de luminosidade para diferentes parametros.
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Utilizando supernovas do tipo Ia, no fim do século passado, dois grupos, The Supernova

Cosmology Project|9] e High-z Supernova Search Team[10], compararam a predigao tedrica

da equacao deduzida acima com as observacoes. O principal resultado dos dois grupos é

que o parametro de densidade da matéria é €, ~ 0.3 e que 2 o > 0, com 99% de nivel

de confianca. Esses resultados indicam um Universo em expansao acelerada. Na Figura

1.9 é mostrado um dos resultados mais recentes da compilacao Union2.1, que possui dados

de 580 Supernovas

Figura 1.9: Evidéncia da expansao acelerada do Universo. Figura retirada de [2].

[2].
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Contreras et al. (2010)
Hicken et al. (2009)
Kowalski et al. (2008) (SCP)

Riess et al. (1999)

Hamuy et al. (1996)

Cluster Search (SCP)
Amanullah et al. (2010) (SCP)

Miknaitis et al. (2007)
Astier et al. (2006)

Knop et al. (2003) (SCP) 1

Amanullah et al. (2008) (SCP)
Barris et al. (2004)
Perlmutter et al. (1999) (SCP)

Riess et al. (1998) + HZT |

Holtzman et al. (2009)

.
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0.8 1.0 1.2 1.4
Redshift

O best-fit para o modelo ACDM plano do grafico acima ¢ 2y o = 0.729 £ 0.014 com

68% de nivel de confianca. O mddulo de distancia (m — M), eixo das ordenadas acima,
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esta relacionado com a distancia de luminosidade por

d

em que m e M sao, respectivamente, a magnitude aparente e absoluta de um objeto.

A expansao acelerada do Universo é um fato inesperado. E usual associar & expansao
uma nova componente do Universo, a energia escura. Ainda nao sabemos a natureza
da energia escura. Contudo, existem varios candidatos capazes de acelerar o Universo.

Dentre eles, citamos alguns:
1. A constante cosmoldgica A [27],

2. Um campo escalar primordial ®(t), evoluindo em diregao ao minimo de seu potencial

[28],
3. Um termo A(t), representando o decaimento do vécuo [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36],
4. A chamada matéria-X ou modelo XCDM [37, 38, 39],
5. O modelo do gas de Chaplygin [40, 41, 42, 43].

Ao incluirmos a matéria escura, obtemos o chamado Modelo Padrao da Cosmologia.
O Universo se encontra em expansao acelerada, cuja a componente responsavel pela ace-
leracao possui 25 ~ 0.7, a matéria escura contribui com €24, &~ 0.26 e podemos dizer que
conhecemos a natureza do conteido material e energético de apenas 4% do Universo, a
matéria barionica.

Assim como a energia escura, a matéria escura possui alguns candidatos para explicar
sua natureza [44]. Em capitulos posteriores, trataremos a matéria escura como WIMPs
(Weakly Interacting Massive Particle), ou particula massiva que interage fracamente.
Calcularemos sua abundancia hoje para o modelo ACDM e para alguns modelos de criacao

de matéria escura.



Capitulo 2

Teoria Cinética Relativistica,
Equilibrio na Métrica FLRW e

Abundancias Cosmicas

A teoria cinética relativistica é a generalizacao da teoria cinética sob o prisma da teo-
ria da relatividade. Os primeiros trabalhos nesse sentido foram propostos por Jiittner,
em 1911 e 1928. No primeiro trabalho [45], ele generalizou a fungao de distribuigao de
Maxwell para o dominio da relatividade. Anos mais tarde [46], ele obteve a forma rela-
tivistica para as fungoes de distribuicao para bdsons e férmions. Em 1935, Walker obteve
a primeira formulagao da equacao de Boltzmann relativistica sem colisoes [47]. A versao
completa da equagao de Boltzmann relativistica, contendo o termo de colisoes, foi dada
por Lichnerowicz e Marrot em 1940 [48]. A generalizacao do Teorema H de Boltzmann
para a teoria da relatividade, que garante uma variacao positiva da entropia em sistemas
fora de equilibrio, foi derivada por Marrot, Ehlers, Tauber e Weinberg e, finalmente, por
Chernikov [49, 50, 51, 52].

O objetivo principal da teoria cinética (relativistica ou nao) é obter propriedades
macroscépicas de sistemas através de suas quantidades microscopicas. Para isso, é usada
a fungao distribuigao f(z#,p*) = f(x,p). A definicao da fungao distribuigao é tal que
f(a*, p*)d3xd®p fornece o nimero de particulas em um volume d*z em um ponto x e
com momento em um intervalo d®p em p e em um tempo t. Ou seja, o ntimero total de

particulas é

N:/f(a:”,p“)d3xd3p. (2.1)

28
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Como exemplo de como quantidades macro e microscopicas estao relacionadas, apre-
sentamos dois tensores que sao obtidos da funcao distribuicao. Os resultados obtidos
nesse capitulo sdo baseados nas discussoes presentes em [53, 54, 55].

Comecaremos nossa analise no ambito da teoria da relatividade restrita. A partir da

funcao distribuicao, define-se a densidade de particulas
n(x,t) = /fdgp, (2.2)
em que f = f(z*,p*). Também podemos introduzir a corrente de particulas

j(x,t) = /ufd3p, (2.3)

em que u = p% ¢ a velocidade da particula com momento p. Podemos juntar as duas

defini¢oes de uma forma mais compacta e escrever o tensor de quadrifluxo de particulas
d*p

. . , 3, . .
Na expressao acima, p* é um tensor. Pode-se mostrar que % é um escalar invariante [53].
Portanto, para manter o carater tensorial de N*, concluimos que a fungao distribuicao é
um escalar invariante.

A densidade de energia pode ser escrita como

T = /fp0d3p. (2.5)
Da mesma maneira, podemos escrever o fluxo de energia
T% = /fpouidg‘p. (2.6)
A densidade de momento, que é o valor médio do momento da particula p, é
TV = /fpid?’p. (2.7)

Por fim, introduzimos o fluxo de momento (ou tensor de pressao), que é o fluxo na diregao
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j do momento na direcao
TY = /fpiujd?’p. (2.8)

Usando u = p%, podemos escrever as quantidades acima na forma de um tensor de energia-

momento

d3
™ = /fp“p”p—f- (2.9)

2.1 Equacao de Boltzmann Relativistica

Passaremos a determinar a equagao de Boltzmann, que dita a evolugao temporal da funcao
distribuicao de um fluido. As particulas que constituem esse fluido estao sujeitas a uma

série de colisoes entre si. Assumiremos as seguintes condigoes:
e Apenas colisdes binarias serao consideradas,

e Hipdtese do caos molecular, os momentos das particulas antes e depois das colisoes

nao estao correlacionados,

e A funcao distribuicao nao varia muito ao longo de um tempo que é maior que o
tempo da duragao da colisao mas menor que o tempo entre duas colisoes nem em

distancias que sao da ordem de grandeza das interacoes.

Tomando as coordenadas (z*, p/) parametrizadas por um parametro afim A\, podemos
calcular a variacao de f(x*,p") ao longo de A. Essa variacao é devida a um termo que

leva em conta as colisoes entre as particulas, o chamado termo colisional C|f]

d of dx*  Of dpt
— f(z" # = — = . 2.1
Da equacao da geodésica (1.2) e da definicdo de quadrimomento p* = ‘{f—;, podemos
reescrever
df L Of u 5 Of
2= ==L _ e 2.11
o = P =g Tasp™n g o = Clil, (2.11)

em que L[f] é conhecido como operador de Liouville. No caso da relatividade especial, os

simbolos de Christoffel se anulam, fornecendo

T (2.12)
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A variacao da funcao distribuicao estd ligada a uma mudancga no niimero de particulas
num intervalo A*z e A%p. Essa mudanca é resultado das colisoes entre particulas e

podemos escrever como [54]
4 Ap
A xFC(:ﬁ,p). (2.13)

Para determinar a forma de C(z,p) precisamos considerar uma colisdo entre duas

, . . « e e . . ! .
particulas com quadrimomentos iniciais p* e p} e quadrimomentos finais p’* e p{* e assumir

que o ntimero médio das colisoes em um elemento A*z centrado em x é proporcional:

1. ao numero médio de particulas por unidade de volume com trimomento (p, p+ Ap),

ou seja, A’pf(z,p),

2. ao nimero médio de particulas por unidade de volume com trimomento (p1,p1 +

Ap1), ou seja, A%py f(x,p1), e

3. aos intervalos A%, A%p) e A'x.

O fator de proporcionalidade, denotado por %ﬁ;ﬁ”, também chamado de taxa de
1 1

transicao, depende apenas dos quadrimomentos antes e depois da colisao e é um escalar
de Lorentz.

Para estar de acordo com a condicao de que a funcao distribuicao muda devagar ao
longo de distancias e tempos da ordem dos comprimentos e tempos caracteristicos de
interacao, é suposto que a diferenca das coordenadas no espago-tempo das particulas coli-
sionais antes e depois da colisao podem ser desprezadas. A dependéncia nas coordenadas
z# do espago-tempo é tal que o mesmo valor figura nas fungoes distribuicao f(z,p) e
f(x,p1), enquanto é ausente na taxa de transicao W (p, p1|p’, p}).

Podemos dizer que o ntiimero médio de particulas, no intervalo A*z e com momento
no intervalo (p, p + Ap), que sao perdidas através das colisoes, é obtido ao integrarmos
o nimero descrito acima sobre todos os valores de p;, p’ e pj. Assim, o nimero de
particulas que sao perdidas ¢é

d*py &*p' d&p}

A3p
4
Az po /f(xvp)f(x7p1)W(p7p1|p,7p,1) p(l] p/o p/10 :

(2.14)

Da mesma maneira, se obtém o ganho de particulas no intervalo Az e A’pem z e p a

partir das colisoes restituidoras, com momentos iniciais (p’, p}) e momentos finais (p, p1),
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com O numero

d d3 /d3
Atz /f 2, 0) (2, POW ', 1 |p, 1) o ,]Z
p1 p p1

(2.15)

Entao, o nimero liquido de particulas nos intervalos A*z e A3p ¢ a diferenca das duas

integrais acima. Portanto, o termo de colisao ¢é

/ol ;oo d? b1 d3 ,ds
C(ZL‘,p) = [f le(p ap1|p7pl) - ffl (p p1|p pl)] p(] p p/() ) (216)
1 1

em que f = f(z,p), fi = f(z,p1), ' = f(2,0) e fi = f(z,p)).

Como discutido em [53], alguns autores adicionam um fator 1/2 na frente das integrais
discutidas acima. Isso vem do fato de que, se considerarmos o caso quantico, diferente do
caso cldssico, nao conseguimos distinguir os estados finais (p’, p}) dos estados (p’, p’).
Adicionaremos o fator 1/2 sempre que for necessario, ou seja, se formos considerar o caso
quantico em determinado momento no texto.

A taxa de transicao tem a propriedade W (p', pi|p,p1) = W(p,p1|p,p}). Portanto,
com a construcao do termo de colisao descrita acima, podemos escrever a equacgao de

Boltzmann da seguinte forma

d D1 d3p/ d3
pop°

0 0
p“a—i - F“agp“pﬁa—pi = / [ fi = FAI X W(p,pilp', p1) —5—

(2.17)

Quando se levam em conta as estatisticas quanticas, o termo f f; deve ser substituido

fhi—=fh <1+ef/h3) (1+af;h3>, (2.18)

por

em que h é a constante de Planck, g, é o fator de degenerescéncia e ¢ = 0, —1, +1
para estatistica de Maxwell-Boltzmann, Fermi-Dirac e Bose-Einstein, respectivamente.

Portanto, a equacao de Boltzmann no espaco de Minkowski fica

3 3
p”% = /{f’f{ <1+efg}: ) <1+sf1gi’)
—fh (1+€f’h3) (1+5ﬁ>] X
Js Js

d D1 d3p/ d3
W(p,pilp', 1) —5- o
1

0 p’P . (2.19)
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2.2 Equacao de Transferéncia e Invariantes de Soma

No espaco de Minkowski, a equacao de Boltzmann fica

d3p d3p/ d3

8
or —/[fh FHRIW (p, P, 1) —5— X

au

(2.20)

Multiplicando a equagao acima por uma func¢do arbitraria ¢ (z¥,p”) e integrando com

relacio a < 0 , ficamos com

d3 d3 d3 d3 /d3
/waf /w L= FRIW (ol ) L2 LR
p° p? p0 pP

(2.21)

O primeiro termo pode ser reescrito da seguinte maneira:

of dp o d3
[orafir = 2 [yt [yttt (222)

Passaremos agora a reescrever a parte da direita da equagao (2.21). Primeiramente,
denotaremos por 7 a integral da direita. Tomemos o primeiro termo e troquemos os
papeis das particulas antes e depois da colisao. Ou seja, (p™, p?) — (p*,p}). Como
W' pilp,p1) = W(p, prlp', p}), temos
d3p d3p1 d3p/ dgp’l

p0 Py p0 P

- / (& = 9)f AWV (0, prls ) (2.23)

Agora, trocando (p#, p™) — (p', pt),

d’p d’py &°p’ &°p}

p0 Py p0

- / (6 = 60) f AW (0, prls 1) (2.24)

Se fizermos a semi-soma dos dois termos acima temos

1 d*p d°py &°p' d°p)
T = 5/(w’+¢1—¢—w1)ff1 (p,p1lP, pl)p P R
d3p d3p1 d3p/ d3
PO pt o pP p’lo’

. /(w+w1—w’—¢i)(f’f{—ff1) (0.1l 1)
(2.25)

em que no tltimo passo foi usado de novo (p™,p}') — (p*, p}).
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Portanto, a equacao de transferéncia é

0 d*p o dp
_ O
- [/wp fpo] [rrgsts
d3p d3p1 d3 /d3

1
=3 [ @b = =D~ Wl )

ot P
(2.26)
Ou ainda, se levarmos em conta as diferentes estatisticas, ficamos com
0 d*p o d3p
i pwel P pp Y2
e pr fpo} /p Dt
1 h? h3
1 [wrv—w-w) [f/f{ (1+afg ) (1+gflg )
f/hs f1h3 d3p d3p d3p/ d3 /
—fh (1+€ ) 1+e¢ " W(pp1|p pl)p p(l) PO p/10 :
(2.27)
Funcoes do tipo
Y(x,p) = a(x) + b,(x)p" (2.28)

sao ditas invariantes de soma. Devido a conservacao do quadrimomento, fungoes desse

tipo tém a propriedade de zerar o lado direito da equacao (2.26).

2.3 Entropia e Funcao Distribuicao de Equilibrio

Uma escolha interessante para a funcao arbitraria ¢ é

b = —ke {m (Zf) - (1 + %) In (1 + ‘”;hd)} , (2.29)

que, substituida em (2.26), produz uma equacao de balango do tipo

— =g, (2.30)
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em que h é a constante de Planck - introduzida para deixar o argumento do logaritmo

adimensional - em que

o [ (B) (o (Y e

¢é o fluxo de entropia e

f'fi 1—|—€fh3/g5)(1+€f1h3/gs)] ( L}ﬁ)
e {ffl (e g) (Lt efittfg) | M 7570 )

(1 . 5f1h3) et efh/g.) (L +efih*[g.) £
[+ €f’h3/gs) (14+efih®/gs)

3 3 3./ 13

Wi(p,p1lp', pl)ipd P d p P

(2.32)

p) p° p’P’

é a taxa de producao de entropia. Como (x — 1)Inz > 0, ¢ > 0. Isso quer dizer que,
em processos como esse, a entropia permanece constante ou aumenta (segunda lei da
termodinamica).

Para processos em equilibrio, a producao de entropia deve ser nula, ou seja, ¢ = 0.

repe (i) (1) =
for (1+efgoh3) (1+eflgoh3>, (2.33)

em que o 0 em sobrescrito representa quantidades de equilibrio. E importante notar que

Isso significa que

a condicao acima também zera o lado direito da equacao de Boltzmann. Ou seja, o termo
colisional C é zerado com a introducao da funcao distribuicao de equilibrio.

Tomando o logaritmo dos dois lados da equagao acima, ficamos com

In (f—o) +In (f—?> —
L +ef0h3/gs 14efPh?/gs

In (f—o) +1n (f—lo) (2.34)
1+ cfOh3/g, 1+efon3/gs) '

) é um invariante de soma e deve ter a forma (2.28), que pode ser

1O /
n|{ —~ ) =q —b* 2.
n(1+ef0h3/gs @ =P (2:35)

0
Portanto, In (Hﬁf];w

escrita como
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ou ainda
3
0 __ gs/h
F= (2.36)
em que a = a(z), b* = b*(x) para economizar notagio e a = @’ —Ing,/h3. O sinal “-” ¢

para garantir que fY convirja para p — o0.

Primeiro determinaremos o parametro b*. Para isso, o escrevemos em um referencial

e — (ﬁ, 0) | (2.37)

€11l repouso:

mc

em que o parametro [ serd determinado mais tarde. Como b* é um quadrivetor, seu

modulo é o mesmo para qualquer observador, ou seja

@2
bl;%bRu - bubu — W (238)
Da expressao acima podemos estabelecer a seguinte relacao:
0B _ (me)?
— = b, 2.39
ob,, o] ( )

Ao inserirmos a funcao distribuicao de equilibrio na definicao de fluxo de particulas,

ficamos com

SR &
Nt = c/pﬂL—p (2.40)

e—a—i—b“pu —€ Do )

que pode ser escrita da seguinte maneira:

ONt T

= —c—— 2.41
da 0, (2.41)
em que
gs/h*  d&p
T= [ L2 TP .49
/ e—a-i—b”py I 5 pO ( )

Em um sistema de referéncia em repouso temos que
d*p = p*dpdSQ, (2.43)
em que df) é o diferencial de angulo sélido. Vamos introduzir uma nova variavel tal que

b _poﬁ_ 2_ 9292 .19 dgp_ 2.9 12
oDy = %—Bcoshﬁ, p* = m“c*sinh” ¥, o = m*c” sinh” 9dvdS). (2.44)



Definimos as integrais

* sinh™ 9 cosh™ ¥

Jnm y - dﬁa
(6 CL) /O 66 coshd—a __ €

que possuem as propriedades

OJpm n—1 m
da - 6 Jn—2,m+1 + Ejn,m—la
8Jnm n—1 m+1 8Jn7m+1
- - Jn—2,m+2 - —Jn,m = -3 -
op I} 15} oa

Num sistema em repouso, a densidade de particulas é dada por

0 3
 iapgr s p dp
n=c NpU, == —_—
Emm h3 efﬁ’?—gpo

ou, em termos das integrais J,

37

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Usando as propriedades das derivadas das integrais J, encontramos a seguinte relagao:

on__10I
da  mcof’
Com isso, da definicao
Ni =nU",
tiramos que
da me0f
Por outro lado,
ONg 0L 01908 (mc)28Ib#

da _ 0b,  0BOb, B 0B

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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Portanto, comparando as duas expressoes acima, concluimos que

s
Ho_ 1
V= U, (2.55)

Para determinarmos [ e a, escrevamos as expressoes de equilibrio em um referencial

em repouso, para a densidade de energia e para a pressao, em termos das integrais J:

s 47 s 41 s
p= 47Tm4c5%<]22, p= ?m4c5%(J22 — Jy) = ?m4c5%<]40, (2.56)
em que foi utilizado
1 1% 174
p= ng U Uy, =3p~+p=T5 1. (2.57)

Calculando a entropia por particula, o, dada por

1
Op = @SgUM
k d3p 0 _atfooshd 67a+/3’ cosh ¢ €7a+,3 cosh ¢
- E/pop_of [ln(e —e)+ 6 In e e
k d? k d3
= —/po—pfo(ﬁcoshﬁ—a)—l— Js /po—p(ﬁcoshﬁ—a)
n Po neh? Po
gsk d3p —a~+ cosh ¥
_n5h3 /pop—olne — &
_ Admkgy(me)? cosh 9 sinh® ¥( 3 cosh ¥ — a) 0
- nh3 X e—a—l—ﬁcoshﬁ — e
1
B /coshz?sinh2 0 [ﬂ cosh? —a —1In [e’“wmhﬁ X (1 — 56“’5005}“9)“ dﬁ‘}
Arkgs(me)?
= % x {(BJ22 — aJa)
1
- / cosh ¥ sinh® ¢ In (1 — ge* e 7) dﬁ} . (2.58)

Com uma integragao por partes na ultima integral, ficamos com o resultado

s Arm’c’y, 3
UE:k(@e—a—l—TﬁJm . (259)
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Tomando o diferencial da equacao acima

B B e B 4r(me)3gs [ Jao B
dop = k {ch de + — dp — da + Y dp
6J40 ﬁ 8<]40 0J40

e utilizando as propriedades das derivadas das funcoes .J, ficamos com

kB p
ou ainda, usando p = ne,
dop — k"_/i (@ _P tpdn) , (2.62)
mc? \ n n

que, comparada com a relagao de Gibbs (3.10), fornece

me?

= —. 2.63
Com a determinacao de [ podemos escrever o como
+
op = % — ak, (2.64)
que comparada com a relagdo de Euler (3.12), fornece
HE
== 2.65

em g € o potencial quimico em equilibrio.
Agora que determinamos os parametros 5 e a, podemos escrever a funcao distribuicao

de equilibrio:

gs/h?
= o (2.66)

e kT KT — &

em que ¢ = 0, —1, 41 para estatistica de Maxwell-Boltzmann, Fermi-Dirac e Bose-
Einstein, respectivamente. As expressoes acima foram obtidas por Jiittner em 1911 e

1928 [45, 46].
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2.4 Equacao de Boltzmann na métrica FLRW

Nessa secao estudaremos uma das aplicacoes da equacao de Boltzmann na Relatividade
Geral. Por razoes que ficarao mais claras adiante, escreveremos o quadrimomento em
letras maiusculas, P*.

Na Relatividade Geral, pode-se mostrar que o volume invariante no espaco dos mo-
mentos € \/§ , em que g = —det(g,,) é o determinante da métrica. Além disso, os
simbolos de Christoffel, diferente do espaco de Minkowski, sao nao nulos. Portanto, a

equacao de Boltzmann toma a forma

af ,u o 8f o ! ¢l fh3 f1h3
8:5# - P Pﬁ@P# N /|:ff1 (1+€ Js ) (1+€ Js )
—fh (1+€f/h3) (1+5 {h3>] X
Js Js

&P PP AP
W(P, P[P, P))\/g Polf I Vi (267)

Passaremos a equagdo acima para a camada de massa (“mass-shell”). Para isso,

usaremos as seguintes relagoes entre derivadas [53]:

of  of N of OP° of of . of op°
Ozt Oz OPO Qxr’ oPi 9P 9POgpi’

(2.68)

em que do lado esquerdo a fungao de distribui¢ao ¢ uma funcao de f(z*, P'), enquanto que
do lado direito é uma funcao de f(z*, P*). Da condigao da camada de massa (g, P*P" =

m?), tiramos as seguintes relagoes:

oP° 1 oP* P,

- =-—5P'PI°, - = ——, 2.69
Ozt P() OP! P() ( )
Com isso, podemos escrever a equacao de Boltzmann na camada de massa:
of of
pr—— 1% PPl =(C 2.70
Ot afs oPi [f]a ( )

em que C[f] representa o termo colisional.
Substituindo os simbolos de Christoffel para a métrica FLRW na parte esquerda da

equacao acima, obtemos
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of i Of
E(E—z P 6Pl) clfl. (2.71)

em que usamos E = PY = P, por simplicidade.
Aqui ¢ importante introduzir o conceito de momento fisico (p'), que, assim como
coordenadas fisicas e coméveis, estd relacionado ao momento comével (P?) através do

fator de escala, p' = aP?. Feita a troca de varidveis, a equacao fica
af 8 f1

o~ a" 5y = 5L (2.72)

Vimos que tanto para situacoes sem colisoes quanto em equilibrio, o lado direito da

equacao de Boltzmann se anula, simplificando a equacao de Boltzmann para

of _a ;0f

ot a op’

~0. (2.73)

Lancando mao da condicao de isotropia, podemos escrever a funcao de distribuicao

como f = f(p,t) e a equagao de Boltzmann em termos do médulo do momento:

= _ZpZL =, (2.74)

2.4.1 Equacoes de Balanco

O fluxo de particulas, o fluxo de entropia e o tensor de energia-momento sao definidos por

3 3
Nt = /fP"\/_d D /fP“ 3dp§, (2.75)
fh? P
= [ () 1) v
= —/ (fln (f?h?) - f) P“a3d;—]03, (2.76)

3 SP
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Observamos que, devido a isotropia do espaco, as unicas componentes nao nulas de N* e

S* sao dadas por

/ fald®P, (2.78)

SO /(flnf fa*d*P (2.79)

Il
»
Il

A pressao hidrostatica pode ser obtida através do tensor de energia-momento por

1 ’ 1
P = _ggijTU = __gij/f

_ gw/f PY g, (5U/f Pr s (2.80)

em que na ultima linha £ é escrito em termos dos momentos p' e d3p = a®d®P.

i DJ
Pr a*d®P

Antes de prosseguirmos com o topico desta secao, lembremos que o divergente de um

campo vetorial é

1 0
Al = ——— (g2 Ar 2.81
z g1/2 Ot (g ) ’ ( )
em que g = —det(g,,). No caso da métrica de FLRW, g = a°.
Ja para um tensor de dois indices, temos que
pwy,— L9 (9"°B") +T7,\B", (2.82)
g2 Oge '

em que I'/, sdo as conexées da métrica.
Agora, calcularemos algumas integrais que serao importantes nos passos a seguir e em

capitulos posteriores. Sao elas:

0 0 /
/pa—j;d?’p = 4 pBa—idp = am fp - 3/fd3p = —3/fd3pa (2.83)

em que o primeiro termo da integracao por partes se cancela pelo fato de que p? é rapi-
damente suprimido por f para altos valores de p.

Outra integral importante é

/Epgf = 47T/Ep3 fdp 4W{W/ ( +3Ep)dp}

) (2.84)
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A 1ltima integral a ser computada é

/ pa—f In fd’p
dp

= 47r/p3g—£lnfdp
= 4WM947T/]”<3]7 lnf+}}af)

= —/flnfd3p—47r/p3g—£dp

= —3/(flnf—f) &p. (2.85)

A partir da equacgao de Boltzmann, podemos verificar importantes resultados da ter-

modinamica. Para isso, calcularemos o divergente das quantidades definidas no comeco

dessa secao.

e Fluxo de Particulas

Nty = agat( /fd3)

_ o0 3 9 3
= 3a/fd p+/ 8tdp
= SE/fd?’p—i-g/pia—fd%
a a op’
a 3 a 3
= 3~ [ fdp—3- [ fd*p =0, (2.86)

em que na penultima passagem foi utilizada a equacao de Boltzmann (2.73) e na

ultima foi feita uma integracao por partes.

e Fluxo de Entropia

SH-

W

O 3
%% (a3/(f — fInf) P“a?’dp—f)
s (¢ [ 0= rmp @)

3H/(f—flnf)d3p—/(g—{1nf)d3

3H/(f—f1nf)d3p—H/pg—ilnfd?’p:(). (2.87)
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e Tensor Energia-Momento

Por fim, calcularemos a projegao sobre u,, de um observador comével, do tensor

energia-momento
v 1 v 3d3P v DA 3d P
UHTH;I/ - CL3 ,ua ( /fP‘LLP PO )—i‘UuFHV)\/fPP o
3P
— 3 0 v pA,_3
= 38t< /fEd)%—Fl,A/fPP o

o 3 e 3 . Zp] 3
- 3H/fEdp+/atEdp+H5U/f =d

— 3H(p+P)+ H/p%Ed?’p
= 3H(p+P)—-3H(p+P)=0. (2.88)

Portanto, utilizando a equacao de Boltzmann (2.73) ao calcular o divergente das quan-
tidades fisicas definidas na teoria cinética, obtemos as equacoes de balanco da termo-

dinamica de equilibrio (sem criagao de particulas).

2.4.2 Lei de Evolugao da Temperatura

Utilizando a equacao de Boltzmann podemos obter a lei de temperatura de um fluido
que evolui livremente em um Universo em expans@o. Para isso, vamos reescrever (sem
perda de generalidade para os resultados que obteremos) a func¢ao distribuicdo em um

referencial comovel da seguinte maneira:

fO = e =POE, (2.89)
Substituindo a fun¢ao acima na equagao (2.74) ficamos com

L_p_abr (2.90)

A equacao acima nao pode ser resolvida para quaisquer « e . Porém, podemos

estudar dois importantes casos limites, m — 0 e m — o0o. No primeiro caso, temos que

)

Para particulas sem massa, o potencial quimico é zero. Portanto, o = 0 é parte da

E = p e a equagao fica:
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solucao da equacao acima. Como pode-se verificar, § o a zera o lado direito da equacao.
Esse é um importante resultado, a saber, a temperatura de um gas de particulas sem

massa que expande livremente é inversamente proporcional ao fator de escala,
1
T ox —. (2.92)
a

Para o outro caso limite, m — oo ou m > p, temos que £ =m (1 + %) e a equacao

a ser resolvida é

. 2 © 992
&,k _air (2.93)
Ié; 2m  apBm

que tem solugoes o — mf3 = const e %g = % Isso significa que para particulas nao-

relativisticas a temperatura evolui com o inverso do quadrado do fator de escala

T o —. (2.94)

2.4.3 Equacao de Evolugao de Reliquias Césmicas

Como vimos anteriormente, o Universo passou por diferentes fases. Logo apds o Big Bang,
o Universo era formado por um plasma primordial (radiagdo, matéria, matéria escura etc),
uma verdadeira sopa césmica. No inicio, a temperatura do Universo era muito alta e as
componentes desse plasma eram mantidas em equilibrio. Com a expansao do Universo, a
temperatura e a energia foram diminuindo e cada componente do plasma original passa a
se comportar de forma diferente. Por exemplo, a medida em que a temperatura do meio
abaixa, o plasma nao tinha mais energia para gerar particulas massivas através de reagoes
de aniquilacao e producgao por pares. Quando a taxa de producgao pelo plasma se torna
insignificante e a componente para de ser afetada pelo plasma, a componente se desacopla
e passa a evoluir independentemente. Se as componentes do plasma continuassem a evoluir
em equilibrio com o plasma, nao haveria o desacoplamento e nao teriam sido formadas
estruturas como atomos, moléculas, galaxias etc.

Podemos utilizar a equacao de Boltzmann com colisdes (2.72) para ter uma descrigao

analitica do quadro apresentado acima. Para isso, multiplicamos por @’f)gd?)p, integramos
a equacao para se obter
dn  _a g d3p
— +3-n= Clfl—, 2.95
a 7" (27r)3/ g (2.95)
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em que g é o numero de graus de liberdade da particula em questao e n é a densidade,

definida por

n= (2i)3 / Fdp. (2.96)

No Apéndice B, seguimos os passos de [21] para determinar o lado direito da equagao

(2.95), ficando com a equagao de evolugao de uma reliquia césmica
n+43Hn=— < ov>(n*—n), (2.97)

em que n., ¢ a densidade da espécie quando estd em equilibrio e < ov > é a secao de
choque de aniquilagao.

Antes de prosseguirmos com a andlise da equacao de evolucao, estabeleceremos dois
limites importantes para n.,. Estaremos interessados em casos em que as particulas
desacoplam do plasma quando a temperatura do meio ¢ menor que F — ii. Dessa maneira,
podemos utilizar a funcao distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Assim, temos os seguintes

limites:

mT \3/2 —m/T
e aram > T
g /e_E/Td3p _ 9 (327r ) p (298)

Pk

Neg = .
9= para m <L T

K
Da expressao acima, podemos ver que se a espécie se mantivesse sempre em equilibrio
com o plasma, no limite m > T', sua densidade cairia exponencialmente e nao haveria
reliquias para serem medidas hoje em dia.

Vamos reescrever a equacao de evolucao em termos de uma nova variavel, definida
como Y = 2, em que n ¢ o numero de particulas e s ¢ a densidade de entropia. Supondo
que a entropia total, S = a®s, se mantém constante, temos que a densidade de entropia
varia como

a
s — —3—s. 2.99
$ as ( )

O processo de desacoplamento da componente do fluido césmico é chamado de freeze-out
e ocorre na era da radiacao. A densidade de entropia e energia nesse regime sao dadas
por

27.‘_2 2

T
A = —gq,T* 2.100
§ = 15 gx,8 € P 309 ) ( )

em que g, s € g, contam diferentes graus de liberdade relativisticos.

Vamos mudar a variavel independente de ¢ para v = 7, em que m ¢ a massa da reliqua
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em estudo e T' é a temperatura. Além disso, suporemos o caso mais simples em que os
graus de liberdade nao mudam com a temperatura, ou seja, g = g, 5 = ¢,. Com isso, a
equacao de evolugao toma a forma

ay A

== (Y?-Y2), (2.101)
em que Yo, = ney/s e A = 0.264mmy\/g < ov >, em que my ¢ a massa de Planck.

A Figura 2.1 mostra a equacgao de evolucao para diferentes valores de A\. Mantendo a
massa da particula fixa, vemos que o aumento da se¢ao de choque (aumentando o valor
de \) leva a um freeze-out ocorrendo mais tarde e com abundancia menor.

O processo descrito nessa secao é uma importante ferramenta para a determinacao de
parametros cosmoldgicos como, por exemplo, massa e secao de choque de candidatos a

matéria escura.

1072}

> 107}

—_ =10’
— A=10"
1078} | — r=10"
— —. Equilibrio

v
\
\
‘ ‘ \ ‘ ‘
1 5 10 50 100 500

X

Figura 2.1: Solucao da equagao de evolugao para diferentes valores de .



Capitulo 3

Criacao Gravitacional de Particulas:
Formulacao Termodinamica e

Cosmologia

O Modelo Padrao da Cosmologia (MPC) contém alguns ingredientes fundamentais: o
Universo ¢é praticamente plano; a idade do Universo deve ser da ordem de 14 bilhoes
de anos (na verdade, ser, no minimo, mais velho que suas estruturas mais antigas, os
aglomerados de galdxias que tém idades da ordem de 12,7 bilhoes de anos); existe alguma
matéria escura nao barionica e o Universo estd em expansao acelerada.

O mecanismo mais comum usado para explicar a aceleracao do Universo € a existéncia
da constante cosmolégica, que age nas equagoes de Einstein como um fluido com equagao
de estado p = —p.

Apesar do sucesso em explicar os dados observacionais, a existéncia da constante cos-
mologica enfrenta grandes problemas tedricos. Por exemplo, a diferenca entre a densidade
medida e a calculada pela teoria quantica de campos varia de 50-120 ordens de grandeza.
Por esse motivo, varios outros modelos foram propostos para explicar a expansao acele-
rada do Universo. Se assumirmos que nao exista a constante cosmoldgica, precisaremos
de um mecanismo capaz de acelerar o Universo.

Um modelo proposto recentemente, que consegue explicar a aceleracao atual do Uni-
verso, ¢ o de criagao de particulas. A custa do campo gravitacional, particulas sao criadas
a todo momento. Parker e colaboradores desenvolveram uma descri¢cao microscopica para

o mecanismo de producao de particulas através de um campo gravitacional que varia no

48
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tempo em um Universo em expansao [56, 57]. Tais estudos foram baseados na técnica
Bogoliubov mode-mizing no contexto da Teoria Quantica de Campos (TQC) em espagos
curvos.

Podemos entender esse mecanismo quantico de criagao gravitacional de particulas da
seguinte maneira. No caso de um campo escalar que evolui numa geometria FLRW, por
exemplo, sua massa efetiva passa a ser uma quantidade dependente do tempo. Quando
o campo ¢ quantizado, leva a criacao de particulas com a energia das novas particulas
sendo suprida pelo campo gravitacional de fundo que varia no tempo [58]. Em outras
palavras, diferente do espago-tempo de Minkowski, uma geometria que varia no tempo
se comporta como uma “bomba” transformando curvatura em particulas. Apesar de
descrever rigorosamente o processo de criagao de particulas para campos teste que evoluem
no fundo césmico, essa abordagem nao prové uma receita clara de como a matéria criada
modifica as equagoes de Einstein. Esse é o problema de back reaction que ainda nao foi
resolvido.

A criacao de particulas no espago tempo a custa do campo gravitacional foi descrita
macroscopicamente por Prigogine e colaboradores. O trabalho foi baseado na termo-
dindmica de nao-equilibrio para sistemas abertos [15]. Essa abordagem foi revista por
alguns autores [59] dentro de uma formulagdo manifestamente covariante e, em seguida,
aplicada na Cosmologia. A vantagem dessa segunda abordagem é que o problema de
back reaction é naturalmente incorporado e restrito pela segunda lei da Termodinamica.
Contudo, também é uma descricao incompleta no sentido de que a taxa de criacao de
particulas deve ser calculada a partir da TQC em uma geometria de FLRW. A diferenca
entre o mecanismo de criacao de particulas e o mecanismo com viscosidade volumétrica
foi discutido por [16, 60]. Eles demonstraram que a produgao de particulas e viscosidade
volumétrica sao capazes de gerar a mesma dinamica cdésmica, porém 0s processos sao
completamentes diferentes do ponto de vista termodinamico.

Nos tultimos anos, muita atencao tem sido dada para cosmologias ditadas por um pro-
cesso de criacao “adiabatico” de particulas em que matéria e entropia sao geradas mas
a entropia especifica (por particula) continua constante. Como o processo de criacao é
descrito macroscopicamente por uma pressao negativa de origem quantica, esses mode-
los tém sido investigados como uma possibilidade de unificacao do chamado setor escuro

do Universo. Nesse caso, o estagio acelerado do Universo se torna uma consequéncia da
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produgao gravitacional de particulas [61, 62, 63, 64]. Mais recentemente, uma cosmologia
em que o espaco, tempo e matéria evoluem entre fases de Sitter primordiais e atuais com-
pelidos por producao de particulas foi proposta e suas predi¢oes comparadas com dados
disponiveis [3, 65, 66]. A consisténcia de tal cenario com a segunda lei da Termodinamica

generalizada foi discutida em detalhes em [67].

3.1 Termodinamica do Modelo

A termodinamica do modelo de criacao de matéria sera discutida como apresentada em
[59].

Considere que o fluido que esta constantemente sendo criado possua um tensor de
energia-momento da forma

TP = T80 1 AT, (3.1)

em que

T2 = (p+ P)uu’ — Pg*? (3.2)

¢ o tensor de energia-momento de equilibrio, p é a densidade de energia, P ¢ a pressao de

equilibrio e AT*? é uma correcdo que tem a seguinte forma:
AT = P h*P, (3.3)

em que P, é a pressao que surge do processo de criacao de particulas e b = (go‘ﬁ — uuf )
é o operador que projeta um tensor em outro perpendicular a u®, chamado de projetor.

De tal forma que a conservacao do tensor de energia-momento resulta em

P+O(p+P+P) =0, (3.4)

em que © = u%;, = 32 ¢ a expansao do fluido.
Aqui podemos ver, a partir da equacao acima, que uma pressao de criacao de particulas

é negativa. Para isso, vamos analisar a equacao em um dado volume V = a®. A expansio

do fluido esta relacionada com a variagao do volume por 3% = % Com isso, podemos

reescrever a equacao de conservacao da seguinte maneira:
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%(pv) = —(P+ Pc)%, (3.5)

av

Considerando um volume em expansao,

> (), com matéria sendo injetada, podemos
concluir que a taxa em que a energia (pV') nesse volume cai, devido a expansao, é menor
que na situagao sem criagao de matéria. Isso se deve ao fato de existir mais matéria (mais
energia) que no caso sem criagao. Portanto, da expressao acima, vemos que a pressao
total no caso com a criagao de matéria, P + P, tem que ser menor que a pressao P, do
caso sem criacao, para que pV diminua mais lentamente. Como a pressao de equilibrio é

sempre positiva, a unica forma de P + P, < P é P, < 0.

O tensor fluxo de particula tem a forma
N = nu®, (3.6)

em que n é a densidade de particulas. Como o modelo assume que particulas estao sendo
criadas, a equacgao de balanco é

N%, =, (3.7)

em que ¥ ¢é a fonte de particulas.
O tensor fluxo de entropia é

S = nou®, (3.8)

em que o é a entropia especifica (por particula) e satisfaz a segunda lei da termodinamica
S%a>0. (3.9)
Para esse sistema, a relacao de Gibbs é

p+P

nTdo = dp — n, (3.10)

em que 71" é a temperatura do sistema. Da expressao acima é possivel mostrar que

- (3.11)
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em que p € o potencial quimico definido pela relagao de Euler:

= —To. (3.12)

Como estamos tratando de processos em que a unica diferenca do processo em

equilibrio é a produgao de particulas, é razoavel pensar que a a pressao de criacao seja da

forma
a¥
P.=——, 3.13
) (31
e com essa escolha a producao de entropia é
v
S0 = ?(a — 1). (3.14)

Dessa forma, quando ¥ = 0 a producao de entropia se anula, como é de se esperar em

processos em equilibrio. Usando a relacao de Euler, podemos escrever

P\ Vv
S%.= Vo + <a—p+ )

— 1
)5 (3.15)

que podemos comparar com a diferenciagao da expressao do fluxo de entropia, S%;, =

P <a—p+P). (3.16)

T n

VYo 4 na, e obter

No caso de processos em que a criacao de particulas é adiabatica, temos que ¢ =0 e

P.=— v, (3.17)

A evolugao da temperatura para um sistema com criacao de matéria é [59]

z B (8_P> o_ P.O + (0p/0On)r¥ (3.18)

dp T(0p/0T)n

Considerando ¢ = 0, a equagao acima resulta em

EEE e

que se reduz a lei de equilibrio no limite ¥ — 0. Em particular, para particulas ultrare-
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lativisticas, <%—l;> = %, a lei acima fornece
n

T a4 1V

—. 3.20
T a 3n ( )

3.2 Cosmologia com Criacao de Matéria Escura

Em um Universo com uma métrica FLRW, as equacoes de campo de Einstein para o

modelo com criagao de matéria escura sao [61, 64]

a K
a a? K
P+P.) = —2-————, .22
87G(P + P.) i Rt (3.22)
nygdt - Yop (3.23)
n a n

em que p, P, P., n e ¢ sao, respectivamente, densidade de energia, pressao termo-
dinamica, pressao de criacao, densidade do nimero de particulas e a taxa de criacao de
particulas. A quantidade I' é a taxa de criagao do processo.

Como vimos na secao anterior, se a criacao for de maneira que o processo seja

adiabdtico, a pressao de criacao é

p+P\1/:_’O+P

P.=— =-——T.
3nH 3H

(3.24)

Utilizando a equagao de estado usual, P = wp, pode-se obter a equagao que governa

a evolucao do fator de escala:

143w (14wl
2 2H

ai + { } (@ + k) =0. (3.25)
Para um Universo plano e com matéria escura fria (k = w = 0), a equagao acima é

reduzida a

"+1 1 L 2 =0 (3.26)
aa 5 q a” =0, .

ou ainda, podemos obter uma equacao para a evolucao do parametro de Hubble:

.3, ry
H+5H (1—3—H>_0. (3.27)
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Para continuarmos os estudos do modelo com criagao de matéria escura, precisamos

de conhecer a forma de I'. Como proposto em [61, 64], definimos

T = 3vH, + 38H, (3.28)

em que 7y e [ sdo parametros que estao no intervalo [0, 1]. Hy é a constante de Hubble.

—— Einstein—de Sitter
20F | — y=03;p=00

— y=03; =02

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Hot

Figura 3.1: Fator de escala para v = 0.3 e dois valores distintos de 3. Os resultados sao
comparados com o modelo Einstein-de Sitter.

Inserindo a definicao acima na equacao de evolucao de H, encontramos

.3 H
H + S H (1 8- V—HO) — 0, (3.29)

que tem solucao
3'\/H0t

H(t) = Hy (1 . 5) (632},01 - 1), (3.30)

que pode ser integrada para se obter a evolucao do fator de escala:

a(t) = ag Kﬂ) (e%t - 1)} o , (3.31)

em que ag ¢ o fator de escala hoje.

No limite v — 0, a expressao é reduzida ao caso estudado em [62]:

at) = ag E (1- ) Hot] o (3.32)
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quando [ = 0, se reduz ao modelo Einstein-de Sitter. Na Figura 3.1 sao mostrados fatores

de escala para alguns valores de 3 e 7.

Podemos calcular a idade do Universo para o modelo fazendo a = a¢ em (3.31),

2 1-p
to=H;'—1In (—) (3.33

03y T \1—y-8 )
A Figura 3.2 mostra a idade do Universo em funcao de v para alguns valores de . A
linha verde representa a idade de 12.7 bilhdes de anos, limite inferior para a idade do
Universo dado pela idade de aglomerado de galaxias. E interessante notar que o modelo

de criacao de matéria escura é capaz de contornar o problema da idade do Universo.

2.5x10"0 e r r r . .
— B=0.0
— B=0.1
0] |—£8=02
— 2.0x10 e 12.7 Bilhes de anos
8
C
S,
3 1.5x10"}
©
k)
—
1.0)(1010 _/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
4

Figura 3.2: Idade do Universo em funcao de v para alguns valores de 5. A linha verde
representa o limite inferior para a idade do Universo.

Fazendo I' = 3yHy+30H em (3.26), podemos determinar o parametro de desacelera¢ao
do modelo,
1 H,
=—|1-38—-3v—]. 3.34
¢=3 { B—3y H} (3.34)

Usando a definicao de redshift em termos do fator de escala, podemos escrever o parametro

de Hubble da seguinte maneira:

N

Y+ (1 —y—8)(1+z2)

(1-5)
] : (3.35)
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que, quando inserido na expressao do parametro de desaceleracao, fornece

quzl(1—&%ﬂ—7—ﬁﬂl+@ﬂkm—2v' (3.36

2L A=a=m 20—y

A Figura 3.3 mostra o parametro de desaceleracao do modelo para alguns valores de 3 e

v.
05F ' ' ' ' ; '
0.0
N
[ep
-0.5 — ACDM
— f=0.0;=0.52
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— B=0.2;y=0.22
-1.0} ) ) ) - - )
-1 0 1 2 3 4 5
z

Figura 3.3: Parametro de desaceleragao para diferentes valores de [ e 7.

3.3 Criacao de Matéria x ACDM: O Modelo LJO

Os modelos da sec¢ao anterior, foram propostos e estudados por [61, 64]. No primeiro
trabalho [61], os autores demonstraram que modelos com criagao de matéria escura resol-
vem o problema da idade do Universo e, genericamente, sao capazes de acomodar dados
de observagoes de Supenovas Tipo Ia (SNIa). No segundo trabalho [64], barions foram
incluidos e foi testada a evolugao de tais modelos em altos redshifts usando o vinculo em
Zeq, O Tedshift da época da igualidade entre matéria e radiagao, proveniente de vinculos
do WMAP no efeito Integrated Sachs-Wolfe. Tal comparagao revelou uma tensao entre
o vinculo em z., pela radiacao césmica de fundo em altos redshifts e o vinculo vindo de
baixos redshifts dos dados de SNla, desafiando a viabilidade dessa classe de modelos. Ou-
tro problema esta relacionado com a relativa dificuldade matemaética encontrada quando
a componente barionica é introduzida no modelo de criacao de matéria proposto por [61].

A maior dificuldade de modelos com criacao de matéria escura vem do fato de que
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esses modelos sao espacialmente planos (Qg, + Qper = 1), mas nao é claro como eles
acomodam os dados de clusters, que consistentemente apontam para Qg, + Qper =~ 0.3
[68]. Como a taxa de criagdo de matéria afeta a quantidade de matéria atual de modo
que o parametro de densidade de matéria medido efetivamente esteja perto daquele obtido
pelas observagoes disponiveis?

Essas deficiéncias podem ser resolvidas através da uma escolha apropriada de I', pro-
posta por Lima, Jesus e Oliveira (LJO) [3]. Primeiro, observamos que a aceleracao da
expansao do Universo é um fenomeno em baixos redshifts, ou seja, ela deve ter sido su-
primida durante a fase da radiagao. Isso pode ser obtido considerando que a fungao [5(t)
seja inversamente proporcional a densidade de energia da matéria escura. Como essa
quantidade é adimensional, ela pode depender de uma razao envolvendo a densidade de
matéria escura. Sabemos que o efeito da criagao de particulas é quantificado pela razao
3%. Assim, podemos garantir que o efeito da criacao sera desprezivel para redshifts z > 5
(ver Figura (3.5)), supondo que essa razao seja inversamente proporcional a densidade de

matéria escura. Mais especificamente, os autores de [3] propuseram a seguinte expressao:

r o Pco
3_H = (pdm> 3 (337)

em que « ¢ um parametro constante, p., € o valor da densidade critica hoje e pg, ¢ a

densidade da matéria escura. Esse é dito modelo LJO.

A equagao para evolucao da densidade de energia para a matéria escura fica
Pam + 3H pam = Tpam = 3apoH, (3.38)
que pode ser integrada, resultando em
agp 3
Pam = (Pdmo — Peo) <;) + apeo, (3.39)
ou, em termos do redshift, 1 + z = ay/a,
Pam = (Pamo — ape) (14 2)* + ape. (3.40)

Como para radiacao e barions, as solucoes das equagoes de conservacao de energia

SA0 as usuais, ou seja, Prad = Prado(l + 2)* € Prar = Praro(1 + 2), podemos inserir essas
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expressoes na equacao de Friedmann, chegando em (como estamos tratando apenas do

estdgio da matéria, nao levaremos em conta a radiagao)

H\?2

(F> = (Qm—a)(1+2)* +a+ (1 - Q)1 +2), (3.41)
0

em que definimos

Qm = Qdm + Qbara (342)

e usamos a condicao 0 =1 — €,,. A similaridade da expressao acima com a do modelo
ACDM é surpreendente, pois ela foi obtida considerando-se apenas a existéncia de matéria

nao-relativistica. O parametro de Hubble para o modelo ACDM é

Haepm
Hy

)2 = (14 2)% 4+ Qg + (1= Qe — Q) (1 + 2)2. (3.43)

Podemos ver que os modelos possuem o mesmo parametro de Hubble H(z), com «
fazendo o papel dinamico de 24 e €, sendo substituido por €2,, — o. Tal mapeamento
fica mais evidente se definirmos um parametro de densidade de matéria “efetivo”, Q. =
Q,, — a.

Essa intrigante equivaléncia entre os modelos também pode ser vista mais diretamente
através da equacao de evolucao do fator de escala. Inserindo P, = —pg,,I'/3H na segunda

equacao de Friedmann, ficamos com
2ai + a* + Kk — 3aHja* = 0, (3.44)
que deve ser comparada com
2ai + a* + Kk — Aa® = 0, (3.45)

que vem do modelo ACDM. As equacoes acima implica que os modelos terdo os mesmos
comportamentos dinamicos se a = A/3HZ = (), que é exatamente o mesmo resultado
da analise feita com o parametro de Hubble.

Apesar de os modelos de criagao de matéria escura e ACDM terem a mesma dinamica,
tais cosmologias sao baseadas em hipdteses iniciais diferentes e, portanto, podem ser

diferenciadas por observacoes atuais. Matematicamente, isso acontece por causa do papel
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desempenhado por a. Em particular, a positividade da densidade de matéria escura (e
do parametro de Hubble) em altos redshifts implicam que o parametro de criagao deve
satisfazer a condicao o < €2,,, essa condicao nao estd presente no modelo ACDM. Ainda, a
dependéncia da contribuigao de o com o redshift, a(1—(1+2)?), deve modificar levemente
as predigoes envolvendo a evolugao de pequenas perturbacgoes e o problema de formacao
de estruturas.

Se a planitude espacial é imposta, como predito pela inflacao e sugerida por dados da

radiagao cosmica de fundo, temos 2, = 1, e

<H£0>2 =(1-a)(1+2)°*+a, (3.46)

com « sendo o tnico parametro livre, além de Hy, do mesmo modo que no modelo ACDM

plano. Agora Q.; =1 — a.

3.3.1 Redshift de Transicao e Vinculos de Supernova

Combinando as duas equacoes de Friedmann para o modelo, ficamos com

a 4G
- = __(pbar + Pdm + 3p6)> (3'47)
a 3
dado que P, = —ap., encontramos
a 4rG
o= _TerCO [(Qar + Qi — ) (1 + 2)% — 20] . (3.48)

Quando essa expressao se anula, pode-se achar a seguinte expressao para o redshift de

2= (2—0‘)1/3 1 (3.49)

Qdm—Oé

transicao

Naturalmente, para se estimar o redshift de transicao é necessario vincular o valor de «
pelas observagoes.

Os autores de [3] usaram os vinculos de Supernovas distantes para determinar o valor
de a. O moédulo de distancia de uma Supernova a um dado redshift, dado o conjunto de

parametros s, ¢ [19, 20]

p(2|8) = m — M = 5logdy, + 25, (3.50)
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em que m e M sao, respectivamente, as magnitudes aparentes e absolutas, o conjunto de

parametros é s = (Hy, o, €2,,) e dy, é a distancia de luminosidade (em megaparsecs)

dp = c(1+ 2) /O% (3.51)

Como podemos ver da Figura 3.4, os autores de [3], utilizando técnicas de minimizagao
de 2, obtiveram um best fit de o = 0.9373220901020 & O = 0.4170120367032 com
68.3%, 95.4%, 99.9% de confianca estatistica.

Para o caso plano, em que o tunico parametro é «, os autores acharam o =
0.713 ) 020+ 0- 002+ 0077 mostrando que o modelo de criacio de matéria escura tem um bom
fit e reproduz bem os resultados do modelo ACDM.

O valor do redshift de transigao ¢ implicitamente dependente da curvatura. Para um
modelo curvo de criagao de matéria escura, se obtém o valor central de z; = 0.65, enquanto

que para o cenario plano, obtém-se z; = 0.71, valor obtido também pelo modelo ACDM,

ver Equagao (1.83).

15 : . . . :

05 | -

Union (2008)
Best Fit (0 = 0.93, Qe = 0.41)  +
1 " " " "

0 0.5 1

Qmeff

Figura 3.4: Vinculos obtidos através de andlise de Supernovas do tipo Ia. Figura retirada
de [3].

Utilizando os recentes dados do experimento Planck [25], mais precisamente Hy, =
67.31 £ 0.96, podemos analisar a evolucao do parametro de Hubble e da taxa de criacao
de matéria escura para o modelo LJO. Como podemos ver pela Figura (3.5), a medida
que o tempo passa, z vindo de oo até 0, a taxa de criagao cresce e o parametro de Hubble
diminui.

Na Figura (3.6), podemos ver o comportamento das seguintes quantidades: 15((?), q(z)
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Figura 3.5: Taxa de criacao de matéria escura e parametro de Hubble em funcao do
redshift.

e pP—C. A linha vertical na figura mostra z = 0.71, que é o valor do redshift discutido

dm
na segao anterior. As duas linhas horizontais correspondem aos valores 1 e —1/3. Essas
linhas nos ajudarao na analise que vem a seguir.

Observando o parametro de desaceleragao, ¢(z) (curva preta no grafico), vemos que
para altos redshifts a expansao do Universo é desacelerada (¢(z) > 0). O parametro de
desaceleracao comeca a diminuir até atingir um valor nulo e, a partir dai, assume valores

negativos (¢(z) < 0), ou seja, a expansao do Universo se torna acelerada até hoje (z = 0).

I'(z)
H(z)

Seguindo o comportamento de (curva azul no gréfico), vemos que ¢(z) comega a
diminuir quando a taxa de criacao assume valores cada vez maiores em relacao a taxa de

expansao do Universo. Quando a taxa de criagao se torna igual a taxa de expansao do

. T ~ . .
Universo, % = 1, a expansao do Universo muda para o regime acelerado. Ao mesmo
tempo, notamos que a pressao de criacao, em comparacao a densidade de matéria, pic , se
m

torna cada vez mais negativa até que, em determinado momento, Pe < —1/3(pam + poar)
(condigao necessaria para uma expansao acelerada pela segunda equacao de Friedmann).
Com auxilio da linha vertical, vemos que o instante em que todas essas condi¢oes ocorrem
¢ quando z = z; = 0.71. Em resumo, a taxa de criacao de matéria cresce até se tornar
da mesma ordem (superando posteriormente) da taxa de expansao do Universo. Quando
isso ocorre, a pressao de criagao se torna suficientemente negativa para que a expansao
seja acelerada.

Podemos atribuir valores para a taxa de criagao, a fim de termos uma nocao real de
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Figura 3.6: Quociente entre taxa de criacao de matéria e parametro de Hubble, parametro
de desaceleracao e quociente entre pressao de criacao e densidade de matéria criada em
funcao do redshift.

seu funcionamento. Para isso, multiplicamos a taxa de criacao pela densidade de matéria
criada. Com isso, temos quanta matéria é criada por unidade de tempo e volume. A
Figura (3.7) mostra o comportamento dessa quantidade. Para hoje, z = 0, essa taxa seria

de, aproximadamente, 1.6 x 102 massas solares por volume de Hubble por ano.

121 —_— T(@)py,(2)
= 2.0%10
C
8
9 15x10"}
Ko}
I
~ 1.0x10"}
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2@
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of. )
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Figura 3.7: Quantidade de matéria criada por unidade de volume de Hubble por ano em
funcao do redshift.

Além dos estudos em nivel de background feitos por [3] (como visto na se¢ao anterior, o
modelo LJO possui a mesma evolugao para o parametro de Hubble que o modelo ACDM),
o modelo LJO foi testado em nivel perturbativo a fim de quebrar a degenerescéncia com

ACDM. Primeiramente, foram utilizadas as equacoes neo-Newtonianas para determinar a
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evolucao das perturbagoes lineares [69]. Posteriormente, de forma mais detalhada, utili-
zando a abordagem neo-Newtoniana relativistica para perturbagoes lineares e relativistica
para perturbagoes nao-lineares [70, 71]. A conclusao a que os autores dos trabalhos acima
citados chegaram é que em todos os niveis os modelos sao degenerados. Mais recente-
mente, assumindo que todas componentes sao criadas (e nao somente matéria), obteve-se

a mesma degenerescéncia [72].



Capitulo 4

Criacao Gravitacional de Particulas:

Formulacao Cinética

As propriedades termodinamicas do modelo de criacao de matéria escura foram estudados
na Secao 3.1. Buscamos agora uma justificativa cinética. Para isso, proporemos um
termo de criagao para o lado direito da equacao de Boltzmann. A primeira tentativa de
modificagao da equacao de Boltzmann nesse contexto foi proposta por [73]. Os resultados
que serao mostrados nesse capitulo estao disponiveis em [17, 18].

A forma mais geral para a equagao de Boltzmann é

LIfT = ClfT+Pylf]; (4.1)

em que £ ¢ o operador de Liouville, C é o termo colisional e P, é o termo responsével pela
producao de particulas a partir do campo gravitacional. Para seguir a analise, tomaremos
C = 0. Essa escolha se justifica pelos seguintes motivos: as consequéncias do termo
colisional ja foram intensivamente investigadas na literatura e, talvez, mais importante:
a natureza do termo P, ¢ intrinsecamente diferente das contribuicoes colisionais usuais,
precisando de um tratamento alternativo.

Modelaremos o termo de criacao tendo em mente que as particulas sao criadas a partir
do campo gravitacional e, portanto, o novo termo deve levar em conta a gravidade. No
contexto da Relatividade Geral, isso quer dizer que o efeito desse termo deve desaparecer
numa métrica de Minkowski. Tal condi¢ao pode ser garantida supondo que o termo de

criacao é proporcional aos simbolos de Christoffel e, portanto, se reduz a zero quando a

64
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métrica é minkowskiana. Também devemos levar em consideracao que o processo deve

depender da razao (ver Equacao (3.24))

r
—, 4.2
5 (1.2
em que I' é a taxa de criagao de particulas e © = 3H ¢ a taxa de expansao do Universo.

Com essas duas condigoes, temos que

r
T a pp
P, = @F o PP Ly, (4.3)
em que L, ¢ um vetor que serd determinado. Dessa maneira garantimos que o termo
de criacao se anula quando a taxa de producao é zero e quando o campo gravitacional é
desprezivel, podendo assim ser considerada a métrica de Minkowski, que possui conexoes
nulas.

Assumiremos que o vetor L, ¢ uma combinacao linear de P, e a primeira derivada de

f, tomando a forma

of

entdo, a equacao de Boltzmann (2.70) pode ser escrita como
L Of of r af
— IV PP’ = ——T" ,P*P’ (A= + BP, 4.
P opr 6 o ( opr * (4:5)

Portanto, como visto ao final do capitulo anterior, a equacao de Boltzmann com termo

colisional nulo na camada de massa tem a seguinte forma:

5f
8:1:

of

-1 pepf—L
o opr

=0, (4.6)
mostrando que a componente 0 nao aparece no segundo termo. Seguindo esse raciocinio,
impomos que Ly = 0 e obtemos B = —Pﬁo%. Assim, a forma final da equacao de

Boltzmann é
af af r af P, Of
w__Jd u apB ZJ A TH apB ( ZJ B ZI
P oo I PP o A@F PP ((9PM PP ) (4.7)

Vamos agora impor que a condicao de que os quadri-momentos admissiveis estao dentro

da camada de massa, isto é, P*P, = m?. Isso implica
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pu 9

81’“

of
or”

of _ —Azriaﬂpapﬁ (4.8)

i a pf
— sl oP? ©
em que A é um numero que serd fixado a fim de reproduzir exatamente a abordagem
termodinamica do modelo com criacao de particulas.

Substituindo os simbolos de Christoffel da métrica de FLRW, ficamos com

of —2HP'PI —L of = 24— HPOPZ of .

0
ot ot OP" ) opi’

(4.9)

como feito anteriormente, passaremos a equagao acima, que estd escrita em termos dos
momentos coméveis, para os momentos fisicos, p* = aP*. Para isso, utilizaremos a seguinte

relacao entre as derivadas temporais de f:

af(t, pP') 8f(t,pi)+8pi8f(t,p")

ot ot ot op
= -4 po-""c 4.1
ot * o opt (4.10)

em que foi usado 8p =aP! = pi. Portanto, a equacao escrita em momentos fisicos fica

0Of LOf T, .0f
—H = —2A—Hp’p'—
at pp a i @ pp 8pz7

P’ = (4.11)

e, como serd visto adiante, a escolha apropriada para a constante arbitraria é A = % Com

isso, a equacao de Boltzmann para o modelo de criacao de particulas assume a forma final

af of
———(1——)E rg, =0 (4.12)

em que p’ foi substituido por p devido & isotropia do espaco.

Vale notar que a forma do termo de producao gravitacional proposto aqui tem uma
concepgao completamente diferente da apresentada em [73]. L&, uma separagido de P,
(H na notagao dos autores), de alguma forma inspirada no termo colisional usual, foi

proposta (ver equagao (37) em [73]).
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4.1 Equacoes de Balanco

Usaremos as definicoes de quantidades macroscépicas de fluxo de particulas, fluxo de

entropia e do tensor de energia-momento

P

NH = / fP“aB’W, (4.13)
P

Sk = —/(flnf—f) P“a?’ﬁ, (4.14)
P

T7on Z/fP“P"a?’W? (4.15)

junto com (4.12) para recuperar os resultados de 3.1. Observando que, devido a isotropia

do espaco, as unicas componentes nao nulas de N* e S* sao

NY=n= /fd3p, (4.16)
Sozs:—/(flnf—f)dSp, (4.17)

enquanto que o tensor de energia-momento tem uma forma diagonal tal que a densidade

de energia é dada por

p = uu,T" =T%, (4.18)

Isso significa dizer que qualquer correcao isotropica ATH aos estados de equilibrio tem
AT = 0.
Calcularemos agora a divergéncia dos vetores e tensores definidos no comego dessa

secao.

e Fluxo de particulas:

1 0 P 10
NM;M = 5@ (aS/fP“a?’F) = E& (Gg/fd3p>
r

= 3H H(1l—-—
3n+( 9)

— I, (4.19)

que estd de acordo com (3.7), com ¥ = nl".

e Fluxo de entropia:
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1 9 > P
i = g (o[ 41 - NPT
10
- (a3/(flnf—f)d3p>
= 35H—/%lnfd3p
= 3&[—1{(1—%) pg—]};lnfdsp
= 1 (s pa
o (4.20)

que é o mesmo resultado que (3.15) para d =0e ¥ = nl".

Tensor energia-momento:

Vamos agora calcular o divergente do tensor de energia-momento total projetado na
direcao da quadrivelocidade u,. Isso envolve um aspecto sutil e delicado do ponto
de vista cinético. De fato, as equacoes de campo de Einstein necessitam um ten-
sor de energia-momento de divergéncia nula e sabemos que a pressao de criagao é
negativa (para um Universo em expansao) e de origem nao-colisional. Contudo, lem-
bramos que, diferentemente da densidade de energia, nao temos restricao na pressao
cinética para estados fora do equilibrio [55]. Dessa maneira, podemos assumir aqui
(assim como na abordagem macroscopica) a existéncia de um termo de correc¢ao
nao-colisional para a pressao. Agora, vamos supor também que essa correcao toma
a forma AT; = —135; ou, equivalentemente, ATH = —Phm (f’ é uma pressao
desconhecida e ndo necessariamente igual ao valor de equilibrio local macroscépico).

Nesse caso, podemos escrever

10
w T =y | o (a®T") 4 Th, T\, (4.21)
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com T = T + AT* em que T"7 é dada pela Eq. (4.15). Ficando assim:

coll

v 1 a 7,
U’HTH o= 55( 3Tcoo%l)+ro( coll+ATj)
_ 1o/ 3 a P
= =5 <a /fEd p> +3—(P+P)

= 3H(p+P+f’)—3H(1—g) (p+P)

= 3HP + (p+P)T. (4.22)

Portanto, obtemos um tensor energia-momento total de divergéncia nula, tal como
exigido pelas equacoes de campo de Einstein, somente se a pressao de criacao P for
dada por

P=—(p+P)==P,, (4.23)

r

)
em completo acordo com a expressao macroscopica (veja Eq.(3.17)).

E importante frisar que quando nao ha criacao de particulas, todos os resultados

de equilibrio sao recuperados. Ou seja, quando I' = 0, entao N#;,= 0, S*;,= 0 e

uoT%;5 =0, como esperado.

4.2 Lei de Temperatura

Vamos agora determinar a lei de evolugao da temperatura para fluidos descritos por esse

a—BE

processo. Inserindo a funcao distribuicao f =e na equagao (4.12), obtemos

. r\p*

Essa equac@o tem dois limites. O limite relativistico (m = 0, E = p) e o limite nao

relativistico (m > T, E' =m + %) Os dois casos serao investigados a seguir.

e m—=20

Nesse caso, a expressao acima fica

Y _ g {1 - (1 — —) gg} (4.25)
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que possui solugao & = 0 com 3 = 1/T', recuperando o resultado da termodinamica

de nao equilibrio, veja (3.20)

T & T
I R 4.26
T a * 3 ( )
A solucao geral da equacgao acima pode ser escrita como
T=T, <@) =5 JOTWd (4.27)
a

Em termos do redshift, a solu¢ao geral T'(z) para um fluido CMB dotado de uma

criacao “adiabatica” de particulas é dada por

T =Ty (1+z)esdo T (4.28)

em>T

Nesse limite, a equagao se torna

_ng{%_h%(l_g)]’ (4.29)

que possui solu¢ao o — mf3 = const e

; =— (g - g) . (4.30)

A solucao geral T'(z) para um fluido nao relativistico dotado de uma criagao

o o

“adiabatica” de particulas é

T =Ty (1+z)%esJo TG (4.31)

Como uma ilustracao do formalismo desenvolvido, podemos considerar a lei fenome-
nologica I' = 30H, discutida na literatura [61, 74]. Podemos ver que a solu¢ao para a

temperatura em termos do redshift é

T=Ty(1+2)"" (4.32)
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para o caso relativistico e

T = Ty(1 + 2)20-A) (4.33)

para o nao relativistico. Naturalmente, quando 5 = 0 (sem producao), os resultados

usuais sao recuperados.

Para o modelo LJO, I' = 3« ( 5;0 ) H, a evolucao de temperatura para um fluido

relativistico fica

T a H?
—=—(1-a=2). 4.34
T~ 4 ( O‘H?) (4:34)
Substituindo Z—z = 1;—30‘ + a na expressao acima, temos a solugao 7'(a)
0
1 3 1 1/3
T(a) = T, LE 4@~ V)] (4.35)
a

Ja para o caso nao-relativistico, a equacao de evolugao é

T ' H?
Lot (1 - aﬁg) , (4:36)

cuja solucao ¢ dada por:

1 +a(@® - P

T(a) =T, (4.37)

Assim como no caso anterior, quando nao ha criacao de matéria, o = 0, os resultados

usuais sao reobtidos.



Capitulo 5

Nova Equacao de Reliquias Cdsmicas

Vamos agora investigar como a criacao gravitacional de particulas, representada pela
equagao de Boltzmann generalizada (4.12), modifica a equagao de evolucao de reliquias
cosmicas y.

Para estudar esse processo, é necessario recolocar o termo colisional C[f] = C.[f]+C;[f],

W
1

em que “e” representa processos elasticos e processos ineldsticos [55], na equagao de

Boltzmann
LIf]=Clf], (5.1)
em que
B of ry\ of
e[ n (i), o

¢ o operador de Liouville generalizado.

Multiplicando por (297’:)3 d?p e integrando, obtém-se

dn,,

B (3 )= 2 [ent2 5.3

em que

g
Ny = (27:)3 /fdsp (54)
¢ a densidade de ntimero de particulas e g, sao os graus de liberdade da reliquia e I'y, ¢ a

taxa de producao gravitacional da reliquia.

No Apéndice B obtemos o lado direito da Equacao (5.3). Com esse resultado, podemos
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1.x107
—— Equacio Usual
— p=0.1
— B=02
— B=03
\ — —. Equilibrio
- 1
> I
= 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
‘ L ‘
5 10 50 100 500

Figura 5.1: Solucoes da nova equacao de evolucao para diferentes valores de 5. O
parametro \ foi fixado em A = 10'3. Mais detalhes no texto.

escrever a equacao de evolucao da seguinte maneira:

dn a
d_tX (35 - Fx) ny=—<ov>(ni—n,), (5.5)

em que < ov > é a média térmica da taxa de aniquilacao . Essa equacao generaliza a
conhecida forma na auséncia de processos gravitacionais de criacao de particulas.

Vemos que a produgao gravitacional de particulas, quantificada por I, aparece como
um desvio da equacao de evolucao usual. O processo fisico descrito pela equacao acima é
o seguinte. Para T > m,, x se comporta como radiacao e sua densidade de equilibrio ¢
Nyeq < T2, Quando o Universo esfria, eventualmente 7' < m, e a densidade de equilibrio
de x passa a ser n,q, o< T%2e~™x/T. Durante a evolugdo do Universo, n, segue n,., até que
sua densidade se torna muito pequena e as particulas y nao conseguem se aniquilar e o lado
direito da equagao (5.5) nao tem mais efeito sobre a equacao de evolucao. Esse é o chamado
freeze-out: as particulas param de se aniquilar e perdem contato com sua densidade de
equilibrio, n,.,. Se as particulas x ficassem sempre em equilibrio, sua abundancia decairia
exponencialmente até que nao houvesse mais reliquias mensuraveis. Veja Figura (5.1).

sando a definicao Y = X em que s é a densidade de entropia e, nesse caso conside-
Usando a definicao Y =, ,

rado (producdo “adiabatica” de particulas, 6 = 0)[59], § = —3Hs <1 — g—&), em que ', é

a taxa de produgao de fétons (como no caso usual, a densidade de entropia é governada
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pela radia¢ao), se obtém

ay

T (T, —T)Y =-s<ov>(Y?=Y2). (5.6)

€q

A equacao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

ay r,-r <ov>
WY =y () 57)
T ol ol
He (1- 53 He (1- )
em que x = 2 e foi usado % = —x%% =z < — ;—&) H‘%. Além disso, consideramos

a lei de temperatura para o banho relativistico (4.26):

; = —g + % (5.8)

A Equacao (5.7) é a equagao de evolugao de reliquias mais geral quando particulas e

fotons sao criados pelo campo gravitacional. Analisaremos o problema particular quando

as taxas de criacao dos fotons e reliquias sao os mesmos ou da mesma ordem de grandeza,
I'y = T'y. Isso leva a uma simplificacao do segundo termo do lado esquerdo.

O processo ocorre durante a era da radiacao, em que s = %g*,ST?’, p = ?,)r—;g*T‘l e

H? = % p- x5 € g, contam diferentes graus de liberdade relativisticos para a densidade

de entropia e densidade de energia, respectivamente. Substituindo essas quantidades na

equacao acima, obtemos

ay 0.27 my My Gu,s 9;1/2 <ov>1 , , 9
e iy 2 (7 Ya) (59)
3H

em que m,, ¢ a massa da reliquia e m,, = G~Y? é massa de Planck. Com base no trabalho
de Drees, Iminniyaz e Kakizaki [75], fixaremos g = g, = g» = 90. A particula a ser
considerada aqui sera um férmion com g, = 2 ¢ m, = 100 GeV. Naturalmente, quando

[' =0, a equacao de evolugao usual é recuperada (2.101).

5.1 Caso ['=38H

Como exemplo, consideraremos um processo com taxa de criagao de matéria I'y =T", =

I' = 36H. Para esse modelo, a densidade de particulas das reliquias e densidade de
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entropia para estagios finais sao

ny oc a3 s oc 7300 (5.10)
Portanto, é esperado que Y evolua para um valor constante em estagios finais, condigao

que demonstraremos a seguir.

A equacao de evolugao é

ay A1
-~ (y?_vy? 5.11
dx (1—7) a2 ( eq) ' (5.11)
em que A = 0.27 m, my /g <ov >.
Como mencionado por [76], A tem valores na ordem de 10® — 10 e para esse intervalo

a equagao acima é numericamente dura (“stiff”). Usando a troca de variavel proposta

por eles, W =1InY, ficamos com

dW A 1 _
i = aope e e (5.12)

Primeiro, resolvemos a equacao de x = 1 a x = 500 para ver como diferentes valores de
f afetam a evolugao da equacao. A Figura (5.1) mostra a diferenga entre a equagao usual
e a nova equagao para diferentes valores de §. Como se pode ver na figura, a presenca de
um processo constante de criacao de matéria faz com que a reliquia desacople mais tarde

e com uma abundancia menor do que no caso usual.

Y_Yusual

Agora, plotaremos a diferenca percentual AY = 5= :

, em que Yiqua ¢ a equacao
usual. Como se pode ver pela Figura (5.2), a abundancia da reliquia pode mudar por
fatores da ordem de 10% a 30%, dependendo do valor de .

Podemos buscar por solugoes semi-analiticas para extrairmos parametros cosmologicos
21, 22, 75]. No Universo jovem, z < xf, em que zy é 0  no freeze-out, a solugdo exata

da equacao de evolucao segue a solucao de equilibrio. A equacao de evolucao em termos

de A é
dA  dY, A A

= — —(2Y,, + A), 1
dx de  (1—=p0) xQ( 0+ 8) (5.13)
que tem a seguinte solucao para z > 1
_ 2
PN =) (5.14)

2\
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Y —Yisual

usual

Figura 5.2: Diferenca percentual AY = para diferentes valores de 3, A = 10'3.

. : dY. :
e foi considerado que =< ~ —Y,, nesse regime.
dx eq

O freeze-out ocorre quando A =Y —Y,, = €Y,,, em que ¢ é da ordem de 1. Colocando

esse resultado na condicao de freeze-out, obtemos uma equacao para

0.0017em,my\/g < ov >
(1= Py

(5.15)

xf:ln

Usando € = v/2—1 [75] e valores tipicos para a < ov > de WIMPs, temos que o freeze-out

ocorre em x5 ~ 21 — 22, dependendo do valor de §.

0.18  —— 8=0.0, Numérico
— —. =0.0, Semianalitico
c\.lt 0.16 H — £=0.1, Numérico
X — —. f=0.1, Semianalitico
G —— [3=0.2, Numérico

0.14H _ _. B=0.2, Semianalitico

" [—

6.x1071° 1.x107° 14%x107° 1.8x10°°

<ov>[GeV'2]

Figura 5.3: Parametro de densidade de reliquias ©,h* como fungao de < gv >.

Para épocas muito posteriores ao freeze-out (z > x¢), a eficiencia da producao de

reliquias pelo banho térmico se torna desprezivel, isso significa que o termo < ov > Y2
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— 0,1=0.1227

15x10°F — Q,”=0.1165

1.x10°

<ov>[GeV?]

5.x107"0F

0.0 0.2 04 0.6 0.8

Figura 5.4: < ov > como fungao de f para o best-fit do experimento Planck Q,h* =
0.1196 £ o.

pode ser ignorado e que a equacgao a ser resolvida é

ay -\ Y?
- - _ 7 - 1
der  (1—p0) 22’ (5.16)
que possui a solugao
T — 00) = LR (5.17)

Lembrando que a densidade do WIMP hoje é p, o = m,n, o = m,soY (0c0) e usando
so = 2900cm—?, podem-se verificar os efeitos de 3 sobre Q,h? como fungao de < ov >.

Mais precisamente,

Qh? =002 = (1 - B)8.5 x 1071 —

_— 5.18
Pe,0 Vg < ov> ( )

Na Figura (5.3), ao assumirmos m, = 100GeV, mostramos o comportamento de €2, h?
como funcao da secao de choque para diferentes valores de [, como descrito na figura.
A regidao em cinza demarca os vinculos ,h? = 0.1196 + 0.0031 (1o c.l.) obtidos pelo
experimento Planck [25].

Na Figura (5.4), adotando de novo os vinculos do Planck para 2, h%, mostramos como
a secao de choque < ov > depende do parametro 5. Como regra geral, para um dado

Q, h?, vemos que o valor de < ov > cai quando os valores de 3 aumentam.
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5.2 Producao de WIMPs no Modelo LJO

Agora analisaremos como a abundancia de uma reliquia césmica é modificada no caso do

. T H? .~ se g ,
LJO, ou seja, 7 = 3az3. Nesse modelo, a criagao de matéria é desprezivel no comego
do Universo, como pode ser visto pela Figura (3.6). Isso significa que a equagao geral de

evolugao (5.7)

v _T,-T, . s<ov> 07 v (5.19)

- + - A
dx r r ¢
Hx<1—3—1}> Hm( —4>
pode ser simplificada.
Assumiremos que a taxa de criagdo de radiacao é muito menor que a taxa de criagao
de particulas de matéria escura e a taxa de expansao do Universo, ou seja, 'y < I'y e

I'y < 3H. Com isso, até o freeze-out a equacao é

ay s < ov>
— = (Y*-Y?), 5.20
dx Hzx ( ¢ ) (5:20)
que tem a forma da equacao de evolugao usual [21, 22].
Apés o freeze-out, a equacao de balanco para a reliquia ja desacoplada do banho
térmico é

f+ 3Hn = nly,. (5.21)

Fazendo a mesma troca de variaveis que na segao anterior, ou seja, definindo ¥V = %,

ficamos com

Y =T,V (5.22)

Apoés a era da radiagao, entramos na era da matéria e a lei de evolugao para uma

componente nao-relativistica, que ja nao sofre mais influéncia do banho térmico, é

; = (H + %) : (5.23)

Introduzindo a quantidade x = 7%, temos

dy r 3
S ( = F_) y — my (5.24)
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Das Equacoes (3.46) e (4.37), pode-se mostrar que a era da matéria é regida por

H2 i 3/2
— = (— . 5.25
Hg ( x ) ( )
Com isso, a equagao de evolugao apos o freeze-out fica
dY 3
o “ Y. (5.26)
dr 9, [(m)g/2 — a]
Fazendo a troca de variaveis u = ;‘3—0, ficamos com a forma final da equacao:
dY 3an/u
—_— =Y. 5.27
du  2[1 — au’/? (5:27)

Calculamos o valor de Yy no freeze-out através da Equacao (5.20). Utilizando o valor
encontrado, evoluimos a abundancia da reliquia até hoje, g ou u = 1. A equacao acima

tem solucao analitica dada por

v v (ozu?}/2 —1)
(u) = (TR (5.28)
em que uy; = =L é o valor de u no freeze-out.

zo

Na Figura (5.5), mostramos os resultados. Assim como no caso anterior, escolhemos
um WIMP de massa m = 100 GeV. Lembrando que a densidade do WIMP hoje é p, o =
mynyo = mysoY (u = 1) e usando sp = 2900cm 2, calculamos o valor do parametro de
densidade, dado por

O h? = 2x0p2, (5.29)
pc,O

A curva vermelha mostra a abundéancia de uma reliquia com massa m = 100 GeV e secao
de choque < ov >=1.65 x 107 GeV 2 para o caso usual (sem criacio de matéria). Esse
valor foi escolhido para que a abundancia final esteja dentro do intervalo fornecido pelo
experimento Planck (regido em cinza, que estd compreendida entre 0.1165 < Q1% <
0.1227).

A curva preta mostra a evolucao para o caso LJO. Para uma massa de m = 100 GeV,
a secao de choque para que a abundancia hoje esteja dentro do intervalo fornecido pelo
Planck é < ov >=3.71 x 10~® GeV 2. Como referéncia, mostramos a curva em azul, que

é o caso usual com esses valores para a massa e secao de choque. Vemos que a presenca de
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0. 12 |
0.10f
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u

Figura 5.5: Q,h? em fungao de u para o modelo LJO.

uma criacgao gravitacional de particulas implicaria um aumento de uma ordem de grandeza
no valor esperado para a secao de choque. O valor de zy = 10?* ¢ baseado no trabalho de
[77].

Na Figura (5.6), mostramos a evolucao da diferenca percentual entre o modelo LJO
e o caso usual sem criagao de matéria. A linha vertical vermelha representa o momento
em que a taxa de criagdo de matéria se iguala a taxa de expansdo do Universo (apés
esse instante, a taxa de criacao se torna cada vez maior em relacao a taxa de expansao

do Universo). Esse é o ponto correspondente ao redshift de transigao presente na Figura

(3.6).

— Diferenca percentual

Figura 5.6: Diferenca percentual entre modelo LJO para o caso usual sem criacao de
matéria em funcao de wu.



Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

No final do século passado, a Cosmologia passou por uma revolucao: descobriu-se que,
diferentemente do que se esperava, a expansao do Universo é acelerada. O candidato
mais natural para esse fato é a constante cosmolégica, dando ao modelo ACDM o lugar
de modelo padrao da Cosmologia atual. Contudo, tal modelo sofre com sintomas graves:
falta de um mecanismo capaz de explicar a discrepancia entre observacao e teoria no valor
da energia do vacuo associada a energia escura e o problema da coincidéncia césmica.
Admitindo-se a Relatividade Geral, modelos que possuam uma pressao negativa podem
ser considerados alternativas ao ACDM. Dentro desse contexto, modelos com criacao
gravitacional de particulas véem tomando cada vez mais visibilidade.

Nesta tese, fizemos uma breve revisao da Cosmologia moderna. Apresentamos algu-
mas ferramentas da Relatividade Geral que foram usadas para construir o Modelo Padrao
da Cosmologia. Com o objetivo de ilustrar alguns exemplos, apresentamos modelos cos-
moldgicos simples.

No Capitulo 2, fizemos uma revisao da teoria cinética relativistica. O maior objetivo
desse capitulo foi entender como a equacao de Boltzmann na métrica de FLRW é obtida. A
partir da equacao de Botlzmann, obtivemos a equacao de evolugao para reliquias cosmicas.

No Capitulo 3, foi exposta uma explicacao alternativa ao problema do setor escuro.
Nessa nova abordagem, matéria escura ¢é criada a partir do campo gravitacional. O efeito
dinamico que esse processo causa no Universo é a presenca de uma pressao negativa, po-
dendo assim explicar a expansao acelerada do Universo. A energia escura, nesse contexto,
faz-se desnecessaria. Portanto, poderiamos reduzir o setor escuro a uma componente.

Fizemos no Capitulo 4 nossa primeira contribuicao original ao problema de criacao de
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matéria [17]. Propusemos um termo fenomenolégico de origem nao-colisional a equagao
de Boltzmann covariante capaz de reproduzir todos os resultados da formulacao termo-
dinamica fora de equilibrio. O objetivo principal desse trabalho era dar uma justificativa
cinética para a producao de particulas através do campo gravitacional. Com o termo pro-
posto, fomos capazes de reobter as equacoes de balanco e a lei de evolugao da temperatura.
Dessa forma, resolvemos um problema que estava em aberto desde 1992 [59].

Nossa segunda contribuicao original se encontra no Capitulo 5. Apds obter a forma
correta da generalizacao da equacao de Boltzmann, aplicamos o formalismo para estudar
como a criagao de particulas pode afetar a equacao de evolucao de reliquias césmicas.

Nossos resultados do artigo [18] podem ser resumidos nos seguintes itens:

1. Para todos valores aceitaveis para 3, o cendario qualitativo basico é mantido e a
abundancia final satura quando a aniquilacao se torna desprezivel. A abundancia fi-
nal calculada é modificada na presenca de uma producao gravitacional de particulas.

Ver Figura (5.1).

2. Para a taxa de criacdo adotada (I'y, = 35H), a nova equacao de evolugao apenas se

diferencia por um fator 1/(1 — ) quando comparada a equagao usual. Ver Equagao

(5.11).

3. A diferenca percentual das reliquias na presenca da criacao de matéria pode ser
mudada por fatores de (10% a 30%) dependendo dos valores assumidos para . Ver

Figura (5.2)

4. A densidade atual da matéria escura e a secao de choque de aniquilacao sao forte-
mente dependentes do parametro (5. Para todos os valores de (3, a secao de choque
deve ser menor que a do caso usual (quando § = 0) para que se acomodem os

recentes resultados do satélite Planck. Ver Figuras (5.3) e (5.4).

Outra aplicagao, ainda nao submetida a publicacao, focaliza no calculo de abundancia
de WIMPs para o chamado modelo LJO. Como sabemos, tal modelo pode ser considerado
uma alternativa vidavel para o modelo ACDM [3]. Nesse modelo, a presenca de criacao de
particulas de matéria escura implica um aumento de uma ordem de grandeza da secao de
choque de um WIMP. Ver Figura (5.5).

Para trabalhos futuros, pretendemos aprofundar nosso entendimento do processo de

criacao gravitacional de particulas. Para isso, buscaremos formulagoes do ponto de vista



83

da teoria cinética quantica ou mesmo em teorias quanticas em espagos curvos. Também
buscaremos consequéncias desses modelos em testes cosmoldgicos que envolvam formalis-

mos cinéticos como, por exemplo, andlise da radiacao césmica de fundo.



Apeéendice A

Deducao alternativa da Equacao de

Boltzmann

Nessa se¢ao deduziremos a equacao de Boltzmann na métrica FLRW de forma alternativa
aquela apresentada no texto. Aqui serao seguidos os passos de [55].

A variacao da funcao distribuicao é

df (z*, P*") L Of af dpP*
b S M A ) Al
dx P oun T apnan (A1)
Através da equacao da geodésica,
dpP*
—— =-T" P*PFf A2
dA af ) ( )

e dos simbolos de Christoffel nao nulos, temos as seguintes relagoes:

dp°

N _PinFOij = —5ijpipjaa = —P%aa, (A.3)

dP"
d\

— _ori, POpi —Ti pipk— —9%5ipopi — 9% popi. A4
07 Jk a l a ( )
Agora, usando as conexoes da métrica FLRW para um Universo plano, ficamos com

df(z*, P*) — Poﬁ - 22130]32‘ﬁ - daPQa—f (A.5)

A ot a opi oPY’

em que foi assumido que a funcao distribuicao nao depende das posigoes.
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Definimos a fungao [55]

F(Pt) /5 — (P?a® + m*c®)?] f(P, P’ t)dP".
Calculando a derivada temporal da expressao acima temos
g—{ = g{ [P’ — (P?a® + m*c*)"?] dP° + / 125 [P? — (P*a® + m*¢)'?] dP°
_ af [ (P2a2—|—m202)1/2} dPO—|—
ot
oP°
P%a? + m*?)Y?] dP°
O | po_(pra ey / Tgpad 7= )
8f 2 2 2 2\1/2 o . Of P?
e § [P° — (P*a® + m*c*)'/?] dP° — — a0 oS : (A7)

PO=(P2a24+m?2c2)1/2
em que foram usadas as seguintes propriedades

0

oP° 0
Ysip P2a? 4+ m2c2)H2) = & 9 TPO — (P22 4 m2)?)
ot [ ( ) ] ot PO=(P2a24+m?2c2)1/2 oP° [ ( ) ]
(A.8)
PO P?
at PO=(P2g24+m?2c2)1/2 P
/(5’(x)¢(:r;)dx —/5(x)¢’(x)dx. (A.10)
Faremos uma integral na camada de massa
af 1
/ dJ; Fi [P — (P?a® +m?c®)'?] aP’ =
af 2 2 2 2\1/2 o . Of P? 5’f
P?a* + 21 dP° — o =5 — — 2—P
/ ot [ ( a m-c ) } aa oP° po PO—(P2a? 4m2e2)1/2 oOPY’
af 1 0 2 2 2 2\1/2 0 0f of
/ﬁﬁ [P° — (P*a® + m*c*)'?] dP° = Fn 2—P 5P (A.11)
Com isso, escreveremos o operador de Liouville, L(f), na métrica de FLRW
_o0f  ja; 0f
L(f)= i QEP Spi (A.12)

em que abandonamos o “chapéu” por conveniéncia de notacao, mas sempre lembrando

que agora todas as quantidades ja estao na camada de massa. A equacao acima é a mesma,



que a Eq (2.71) sem o termo de colisao.
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Apeéendice B

Deducao do termo colisional da

equacao de evolucao

Nessa segao, seguindo os passos de [21], vamos determinar o lado direito da equagao de
evolucao para reliquias césmicas. O termo colisional para processos do tipo ¥ + a + b +

cev4— i+ 7+ -+ édado por

J /C[f]dgpw - —/dnwdnadnb..-dnidn -
(2m)? Ly !
X (2m)* 0" Py +pa+ Py =i — D)
N IME pgsivgi Jaie s FlE FE J) -
- |M‘?+j+-~—>¢+a+b+.‘. Ji Jjoor (1 + fa)(l + fb) T (1 + f¢) )
(B.1)
em que f;, f;, fa, fo, - sado as funcoes de distribui¢ao para as espécies 4, j,---, a, be

[y é a fungao de distribuicao para espécie cuja evolucao estamos estudando. Aqui (+) se
aplica para bdsons e (—) se aplica para férmions. O volume de espago de fase é

1 dp

II = —
M= 95055250

(B.2)

em que g conta os graus de liberdade internos. O delta quadridimensional garante a

conservagao de energia e momento. A matriz | M| contém informacoes

2
it ptatbt

sobre processos i +j+ -+ — Y +a+b+---, para os quais, quando se assume invariancia
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temporal, temos a propriedade

2 2 _ 2
‘M|z’+j+~~-—>w+a+b+m - |M|w+a+b+~~—>z’+j+~-- = [M[". (B.3)

Usando a estatistica de Maxwell-Boltzmann para todas espécies, ficamos com a

equacao de evolugao

7;L¢ 4+ 3H7’L¢ = — / dH¢dHade R dHZdHJ s (27’(’)4 |./\/l|2

X0 (pi+pj =Py —pa—po ) fafo o fo— fifyo]. (B.4)

Vamos estudar o caso em que o nimero de particulas de uma espécie estavel (¢ e sua

antiparticula 1)) muda apenas através de processos de aniquilacoes e destruicido por pares
Pp — XX, (B.5)

em que X representa todas as espécies em que 1 pode se aniquilar.
Assumiremos que X possui potencial quimico nulo. Isso se justifica pelo fato de que
as particulas X terao um forte contato térmico com o banho relativistico. Com isso a

funcao de distribuicao para a espécie X é

o (-5,
fx = exp (—ET) (B.6)
A conservacio de energia implica que
fxfs = exp[~(Ex + Bx)/T) = exp [~(By + Eg)/T) = £ (B)
Com isso, temos que
ot = Fxfs] = [ Fufs = 120729 (B)

. ~ ~ . E
Assim, a equacao de evolugao pode ser escrita em termos de ny, e an:

dn¢

—= +3Hny = — (op5.xx [v]) [n2 — (nEq)T (B.9)
dt (4 YyPp—=XX P P ) :



em que definimos a média termal da secao de choque de aniquilacao como

-2
(o Iol) = (n5) / I, T ;T dT ¢ (27)

%6 (py + Py — px — px) IM[* exp(—Ey/T)exp(—Ey/T).

89

(B.10)



Apeéendice C

Equacao de Boltzmann em

momentos comoveis

Na Segao 2.4.1 calculamos as equagoes de balango utilizando momentos fisicos. Nessa
secao iremos obter os mesmos resultados usando a equacao de Boltzmann em momentos

comoveis (2.71) sem colisoes, ou seja

of Of
9T _oppill —y 1
ot Py =Y (C-1)

A condigao de camada de massa nos déa as seguintes propriedades:

2
E = a2p2+m2,a b~ 9F

9o el B 2P
5~ Y i a (C.2)

Usando as defini¢oes usuais das quantidades macroscépicas

3 3
vo— [revitt = [ ety (C.3)
po_ f_h‘°’>_ ) w 0P
o= /(fln(g fpﬁp“
3 3
) e
3 3
T = / fp“p”\/ﬁ(i—fz / fp“p”a?’i—f, (C.5)

Observando que, devido a isotropia do espago, as Uinicas componentes nao nulas de N* e
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SH sao dadas por

= /fa3d3p, (C.6)

S0 —/(flnf — fa*d®p. (C.7)

I
®
I

Agora, com a ajuda do operador de Boltzmann (C.1), o divergente dos fluxos termo-

dinamicos podem ser calculados.

e Fluxo de Particulas

10
N = a3 e ( /fp“a —) =35 (aﬁ/fd3p>

= 6Hn+2a3H/p—d3p, (C.8)
Ip

em que a Eq. (C.1) foi usada no tltimo passo. Inserindo o resultado da integracao
por partes, ficamos com

NE = 0. (C.9)

M

e Fluxo de Entropia
B 1 0 3 L d3p
Si = ——0 ((Z (f h’lf — f)p“a F

a3 dxt
- —%g( [ (rms = ay)

_ I
= 06sH / BT In fd’p
3 of 3
= 6sH —2a°H Py In fd°p. (C.10)
p

A 1ltima integral ja foi calculada e quando substituida, obtemos

St =0, (C.11)

e Tensor Energia-Momento

Vamos agora calcular a projecao do divergente do tensor de energia-momento na

direcao de u,,:
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1 0

u, "  =u ——(a®T") + T T (C.12)

v "\ a3 Qv

o qual somaremos sobre os indices repetidos; usando os simbolos de Christoffel nao

nulos temos

v
UMT vV

10 g
5 (@’ T™) + DT

a 3
a38t< /fEd )+3 P

6Hp+3HP+a3/Efd3p+a3/Eaf

d3
ot
4 P’ 3 3 of
6Hp+3HP +aa fEdp—l—aQH Epa—dp
p
3 of
6Hp+3HP +3HP + a’2H Epa—dp
P
0. (C.13)
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