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Resumo

A natureza fundamental da matéria escura é um dos maiores mistérios da física contem-
porânea. Dentre os muitos modelos estudados na literatura para responder a esta questão,
os setores escuros vêm ganhando notoriedade na comunidade. Tais modelos são capazes de
reproduzir a abundância observada de matéria escura, enquanto a natureza indireta das inte-
rações de seus componentes com as partículas domodelo padrão pode explicar a dificuldade
de se obter sinais de detecção direta.

Neste trabalho, estudamos um modelo de setor escuro chamado modelo de fóton escuro
(dark photon). Investigamos, através das equações de Boltzmann adequadas, como dife-
rentes hierarquias de massa entre este mediador e a matéria escura (que supomos ser um
férmion de Dirac) impactam o processo de freeze-out desta.

Nosso objetivo foi calcular, para diferentes hierarquias, quais valores de acoplamento
entre o dark photon e o modelo padrão são necessários para reproduzir a abundância de
relíquia observada para a matéria escura. Considerando massas de matéria escura entre 5
MeV e 1 GeV, observamos a região do espaço de parâmetros viável para dark photons com
massa superior a 1 GeV é pequena. Além disso, obtivemos que o valor máximo permitido
para a razão entre a massa do dark photon e a massa da matéria escura é levemente maior
que 13.

Palavras chave: matéria escura; fóton escuro; setor escuro; hierarquia de massas;
freeze-out.



Abstract

The fundamental nature of dark matter is one of the greatest mysteries of contemporary
physics. Among the many models studied in the literature to answer this question, dark
sectors are gaining more and more attention in the community. These models can reproduce
the observed dark matter abundance while the feeble interactions between its components
and standard model particles can explain the difficulty of obtaining direct detection signals.

In this work, we study a dark sector model named the dark photon model. We investi-
gate, through the appropriate Boltzmann equations, the impact of different mass hierarchies
between this mediator and the dark matter (supposed to be a Dirac fermion) on the dark mat-
ter freeze-out.

Our aim is to calculate, for different hierarchies, which values of coupling between the
dark photon and the standard model are necessary to reproduce the observed dark matter
relic abundance. Considering dark matter masses between 5 MeV and 1 GeV, we observed
that the region in the parameter space that is viable for dark photons with masses greater
than 1 GeV is small. Moreover, we obtained that the maximum value allowed for the ratio
between the mass of the dark photon and the dark matter mass is slightly larger than 13.

Keywords: dark matter; dark photon; dark sector; mass hierarchies; freeze-out.
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1 Introdução

Diversos fenômenos físicos indicam a presença de Matéria Escura (ME) no universo. As
primeiras evidências de sua existência foram observações da discordância entre a quantidade de
matéria estimada a partir da emissão, absorção ou espalhamento de luz e a quantidade estimada
por fenômenos gravitacionais, em diferentes sistemas astrofísicos [1]. Hoje, a ME é um dos pi-
lares da cosmologia moderna, fazendo parte dos modelos que buscam descrever a composição e
evolução do universo. Observações a apontam como responsável por cerca de 26%da densidade
de energia e 84% da densidade de matéria presentes no universo [2].

Apesar de a ME ser tão abundante no universo e de serem muitas as evidências de sua exis-
tência (veja seção 1.1), ainda se sabe muito pouco sobre sua natureza fundamental. Através das
observações, sabemos apenas que [3–5]: aME é (quase completamente) neutra sob as interações
forte e eletromagnética; deve se comportar como matéria não-relativística quando a temperatura
dos fótons é da ordem de keV, para ser consistente com a formação das estruturas observadas no
universo; é uma componente estável, com tempo de vida maior que a idade do universo, dado
que preserva sua abundância primordial; tem auto-interação limitada por colisões de aglomera-
dos [6] (σ/mχ . 1 cm2/g [7])1, como o Bullet Cluster, e pelo espectro de potência da matéria;
e, por fim, sabemos que sua abundância corresponde a cerca de 26% da densidade de energia do
universo.

O Modelo Padrão de física de partículas (MP), que fornece a descrição atual da composi-
ção e das interações fundamentais da parte visível do universo, não contém nenhuma partícula
que atenda a estes requisitos. Por este motivo, supondo-se que a ME é uma partícula elemen-
tar, a existência de ME é um dos principais indicadores de que o MP não é a teoria final da
constituição elementar da natureza. Ao longo das últimas décadas, muitos modelos de ME, de
naturezas muito distintas, já foram propostos (veja seção 1.2). Entretanto, apesar do grande
esforço observacional feito pela comunidade, até o presente momento, não foi observada ne-
nhuma das assinaturas experimentais previstas pelos modelos propostos. Assim, a natureza da
ME permanece como um dos maiores mistérios da física contemporânea.

Diante da ausência de detecções - sobretudo, de WIMPs (veja seção 1.2) - os modelos de
Setor Escuro (SE) [3, 8] vêm ganhando notoriedade nos últimos anos. Neles, supõe-se a exis-
tência de algumas ou muitas partículas - dentre as quais se encontra a ME observada astrofísica
e cosmologicamente - que são neutras sob as interações forte, fraca e eletromagnética, intera-
gindo com o MP através da gravidade e das chamadas “interações portais”. Esses modelos são
particularmente atrativos porque são capazes de reproduzir a abundância de ME observada, via
mecanismos térmicos ou não térmicos, ao mesmo tempo que a natureza indireta das interações
entre o SE e o MP pode permitir que estas novas partículas escapem das detecções em experi-
mentos desenhados para testar energias cada vez mais altas [3].

Entre os setores escuros propostos, o cenário de Dark Photon (DP) [9] têm sido um dos
1Onde mχ é a massa da ME e σ é a seção de choque de auto-interação.
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mais discutidos na literatura. Este modelo é uma extensão mínima do MP, introduzindo uma
nova interação, do tipo U(1), cujo bóson de gauge associado é o DP e cuja interação portal é
um termo de mistura cinética com o bóson B, do MP. No contexto deste modelo, há grande
interesse na escala de massas de MeV a poucos GeV, na qual as buscas de grande intensidade,
que são mais eficientes para detecção de partículas leves e pouco interagentes, são mais viáveis.
Nessa mesma escala de massas, esta interação portal é suficiente para estabelecer, no universo
primordial, contato térmico entre a ME, presente no SE, e o MP [3]. Isto é muito vantajoso,
dado que torna a abundância de ME independente de condições cosmológicas iniciais.

Em geral, na literatura que estuda o modelo de DP no regime em que o DP é mais pesado
que a ME, supõe-se que a massa do DP é da mesma ordem de grandeza que a massa da ME.
Tipicamente, fixa-se a hierarquia entre a massa da ME, mχ, e a massa do DP, mZD

, em h =

mZD
/mχ = 3 - como pode ser visto, por exemplo, nas referências [10, 11]. Assim, no caso

em que estuda-se um candidato de ME com massa da ordem de MeV, a massa do DP cai nesta
mesma ordem de grandeza. Entretanto, já existem fortes limites experimentais para DPs com
massas da ordem de MeV [3], enquanto limites para ordem de GeV são mais fracos [12] (veja
figura 32).

Neste contexto, se torna interessante explorar a seguinte questão: será possível reproduzir
a abundância observada para um candidato de ME com massa da ordem de MeV, no caso em
que a massa do DP é da ordem de GeV? Ou ainda: quão mais pesado que a ME o DP pode ser,
mantendo-se a previsão correta da abundância de ME? E são estas as questões que este trabalho
de mestrado se propôs a responder. Adicionalmente, prentendeu-se investigar, no caso em que
as massas do DP e da ME são próximas, a seguinte pergunta: qual o impacto que a presença da
população de DPs no plasma primordial tem sobre a abundância de relíquia da ME?.

Para isso, o modelo de DP e todas as interações implicadas por ele foram estudadas com
detalhe, de modo que foi possível identificar todos os processos que, neste cenário, são impor-
tantes para a evolução das abundâncias da ME e do DP. Assim, pudemos escrever as equações
de Boltzmann adequadas para este cenário e também e estudar como resolvê-las.

Feito isso, se tornou possível calcular a abundância prevista para diferentes combinações dos
4 parâmetros que caracterizam o modelo de DP - a saber: o paramêtro de mistura cinética entre
o DP e o bóson B do MP (ε), o acoplamento entre o DP e a ME (gD), e as massas mχ e mZD

.
Assim, fixando gD = 1, foi possível, para diferentes valores da hierarquia, h, varrer o espaço de
parâmetros ε vs. mZD

encontrando-se as combinações destes dois parâmetros que repoduzem
a abundância de ME observada, Ωch

2
0 = 0.11933 ± 0.00091 2,3 [2]. Delineadas as curvas de

nível Ω(ε,mZD
) = Ωc , finalmente, foi possível sobrepô-las aos limites experimentais vigentes

no plano ε vs. mZD
e avaliar a viabilidade das diferentes hierarquias.

2Definimos h0 = H0/(100 km s−1 Mpc−1) (geralmente chamado apenas de h na literatura de cosmologia) para
evitar confusão com a hierarquia de massas, definida como h = mZD

/mχ neste texto.
3Este valor foi obtido em [2] levando em consideração os dados da Radiação Cósmica de Fundo juntamente

com os dados de oscilações acústicas de bárions.
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1.1 Evidências da existência de Matéria Escura

As evidências da existência de ME são muito diferentes entre si, sendo situadas em escalas
de tempo e espaço que vão desde a rotação de estrelas em torno do centro da galáxia que as
abriga até a formação de estruturas do universo. Deste modo, a consistência e a diversidade
deste conjunto de evidências tornam a questão da ME especialmente contundente.

Neste capítulo serão apresentadas alguma destas evidências: a alta dispersão das velocida-
des das galáxias em torno do centro do aglomerado de Coma (F. Zwicky, 1933), a distribuição
de densidade e alta temperatura do gases em aglomerados de galáxias (sob a hipótese de equilí-
brio hidrostático), a ausência de decrescimento kepleriano em curvas de rotação de galáxias (V.
Rubin, 1970; Rogstad e Shostak, 1972), a posição dos picos de densidade em aglomerados de
galáxias em fusão (D. Clowe, 2006), as informações sobre flutuações de densidade trazidas pela
Radiação Cósmica de Fundo e, por fim, as o contraste entre a abundância de bárions prevista
pela abundância de elementos leves e a abundância de matéria indicada pelas observações de
supernovas distantes.

1.1.1 Fritz Zwicky - Aglomerado de Coma

O trabalho de Fritz Zwicky [13]4, publicado em 1933, foi pioneiro em utilizar o teorema do
Virial, que é um teorema de grande importância na mecânica estatística, derivado por Rudolf
Clausius, no século XIX, para estimar a massa de um aglomerado de galáxias [1].

Com essa ferramenta, ele foi capaz de reinterpretar a alta dispersão de velocidades das galá-
xias no aglomerado de Coma - que já havia sido notada por E. Hubble e M.Humason em 1931,
mas era incompreendida - como um erro na estimativa de massa total do aglomerado [1].

Teorema do Virial

Esta seção foi baseada na referência [15]. Ao longo dela, supomos que todas as componentes
do sistem são partículas pontuais, com posição ~xi e massa mi. Deste modo, a energia cinética
total do sistema pode ser escrita como

K =
1

2

∑
i

mi~̇xi
2, (1.1)

onde ~̇xi = d~xi/dt. Por sua vez, a aceleração da i-ésima partícula é igual a

~ai = ẍi = G
∑
j 6=i

mj(~xj − ~xi)

|~xj − ~xi|3
, (1.2)

enquanto a energia potencial total de um sistema sujeito a forças gravitacionais - considerando
desprezíveis quaisquer forças externas - se escreve como

4Uma tradução deste artigo para o inglês está disponível em [14].
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W = −G

2

∑
i,j 6=i

mimj

|~xj − ~xi|
, (1.3)

onde o fator 1/2 na equação da energia potencial aparece porque, nesta expressão, cada par de
corpos é contado duas vezes.

Tomando a definição do momento de inércia em relação à origem,

I =
∑
i

mi|~xi|2,

e derivando em relação ao tempo, obtêm-se

Ï = 2
∑
i

mi(~̇xi
2 + ~xi ~̈xi) = 4K + 2

∑
i

mi~xi~̈xi . (1.4)

No primeiro termo da equação para Ï , é identificada a energia cinética total no sistema.
Substituindo (1.2) no segundo termo, obtemos

2
∑
i

mi~xi~̈xi = 2
∑
i

mi~xi ·G
∑
j 6=i

mj(~xj − ~xi)

|~xj − ~xi|3

= G
∑
i, j 6=i

mimj~xi
(~xj − ~xi)

|~xj − ~xi|3
+G

∑
j, i 6=j

mjmi~xj
(~xi − ~xj)

|~xi − ~xj|3

= G
∑
i, j 6=i

mimj
−|~xj − ~xi|2

|~xj − ~xi|3

= −G
∑
i, j 6=i

mimj

|~xj − ~xi|

= 2W. (1.5)

Assim, obtêm-se a relação

Ï = 4K + 2W, (1.6)

conhecida como Teorema do Virial. Essa relação é especialmente útil em sistemas em equilíbrio
do tipo Virial, que são sitemas cujo momento de inércia é constante, implicando:

2K = −W. (1.7)

Teorema do Virial e o Aglomerado de Coma

Supondo que um aglomerado de galáxias seja bem aproximado por uma esfera de raio R,
com densidade uniforme ρ (distribuição de galáxias uniforme), a energia potencial entre um
elemento infinitesimal de massa, dm = ρ dV (onde dV é um elemento infinetesimal de volume),
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localizado à distância r do centro do aglomerado, e a massa interna a este raio é

dW = −GMint(r) dm

r
= −G · ρ V(r) · ρ dV

r

= −Gρ2

r

4πr3

3
r2 sin θdrdθdφ. (1.8)

Portanto,

W =

∫
dW = −4

3
Gπρ2

∫ R

0

r4dr

∫ π

0

sin θdθ
∫ 2π

0

dφ

= −16

15
Gπ2ρ2R5 = −16

15
GR5π2

(
Mtotal

Vtotal

)2

= −3

5

GM2
total

R
. (1.9)

Adicionando a definição de velocidade média (ponderada pela massa) [15],

〈v2〉 = 1

Mtotal

∑
i

mi|~̇xi|2, (1.10)

e substituindo na equação 1.1, conclui-se que

K =
1

2
Mtotal〈v2〉. (1.11)

Tomando as descrições das energias potencial gravitacional e cinética total, dadas por (1.9) e
(1.11), respectivamente, e supondo que o aglomerado de Coma está em equilíbrio do tipo Virial,
o que parece razoável, dado que a idade do aglomerado é da ordem da idade do próprio universo,
é possível utilizar a equação (1.7), obtendo-se a relação

Mtotal〈v2〉 =
3

5

GM2
total

R
=⇒ Mtotal =

5

3

〈v2〉R
G

, (1.12)

que fornece uma estimativa da massa do aglomerado a partir de seu tamanho e da velocidade das
galáxias em torno de seu centro, que pode ser obtida através da dispersão em torno do redshift
médio medido para o aglomerado (atribuído à expansão do universo).

O trabalho de Fritz Zwicky, de 1933, não foi o primeiro a utilizar o Teorema do Virial em
um contexto astronômico, mas o primeiro a utilizá-lo para estimar a massa de um aglomerado
de galáxias [1]. Assim, foi possível relacionar a discrepância entre a dispersão de velocidades
estimada teoricamente, a partir da quantidade de galáxias observadas, e a dispersão medida
através dos dados de redshift com um erro na estimativa damassa total do aglomerado, indicando
a presença de uma quatidade de matéria que não era observada como as galáxias, chamada por
ele de dunkle Materie (Matéria Escura)5, cuja abundância era muito maior que a de matéria

5Termo que vinha sendo utilizado por astrônomos que estudavam a dinâmica estelar na Via Láctea e tentavam
estimar a quantidade de matéria escura - entendida, à esta altura, como estrelas de brilho muito fraco, ou matéria
“nebulosa”, ou “meteórica” [1].
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comum.
Nos anos seguintes à publicação de Zwicky, foram feitas muitas discussões sobre o que

seria responsável pela massa do aglomerado indicada pelo equilíbrio virial e não oriunda das
galáxias. Em 1971, um trabalho deMeekins et al. já obteve evidências de que o gás intergalático
representava menos que 2% da massa necessária para gerar um potencial gravitacional capaz de
manter o sistema em equilíbrio [1], indicando a presença da uma matéria diferente de galáxias
ou gases.

1.1.2 Equilíbrio Hidrostático em Aglomerados

Aglomerados de galáxias têm uma parte significativa de sua massa em gás, o qual é aquecido
por choques e pela compressão adiabática induzidos pelo potencial gravitacional do aglomerado
[16]. Esses processos aquecem e ionizam o gás, que emite raios-X. Através das observações dos
espectros destes raios-X, é possível inferir diretamente os perfis de densidade e temperatura do
gás [1, 16, 17].

Assumindo que um aglomerado de galáxias seja esfericamente simétrico e que esteja em
equilíbrio hidrostático, ou seja, que a força exercida por seu potencial gravitacional está em
equilíbrio com a pressão do gás (evitando o escape do gás ou seu colapso), podemos escrever,
para uma casca esférica de gás, à distância r do centro do aglomerado, a relação

(Pdentro − Pfora) · A(r)−
GMtot(r)mcasca

r2
= 0 =⇒

−dPA(r) =
GMtot(r)ρ(r)A(r)dr

r2
=⇒ dP

dr
= −GMtot(r)ρ(r)

r2
, (1.13)

onde A(r) é a área da casca esférica, G é a constante de Newton, ρ é a densidade do gás, e a
pressão, P , é dada pela lei dos gases ideais,

P (r) = n(r)kBT (r) =
ρ(r)

µmu

kBT (r), (1.14)

onde n é a abundância numérica de partículas no gás,mu é a unidade de massa atômica, µ ∼ 0.6

é o peso molecular médio, o qual parametriza a abundância relativa de hidrogênio, hélio e outros
gases no aglomerado [16], kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura do gás. Derivando
a equação (1.14), obtemos

dP

dr
=

kBT (r)ρ(r)

muµr

[
d log ρ(r)
d log r

+
d logT (r)
d log r

]
. (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.13), têm-se

Mtot(r) = −kBT (r)r

Gmuµ

[
d log ρ(r)
d log r

+
d logT (r)
d log r

]
. (1.16)

Assim, sob a hipótese de equilíbrio hidrostático, é possível inferir a massa total do aglome-
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rado à uma distância r de seu centro,Mtot(r) , em função dos perfis de densidade e temperatura
do gás, os quais são medidas diretamente a partir dos espectros de raios-X.

Os espectros observados indicam que a Mtot(r) compatível com o equilíbrio hidrostático é
maior do que amassa dematéria visível nos aglomerados, se tornando uma evidência da presença
de ME no universo [1, 16, 17]. Além disso, como este método fornece informações sobre a
distribuição de massa (não apenas a massa total) no aglomerado, ele se torna interessante para
testar modelos de ME, que podem prever sua distribuição espacial, e até teorias de gravidade
modificada [17].

1.1.3 Vera Rubin - Curvas de Rotação de Galáxias

Supondo que atração gravitacional é a única força importante na dinâmica de uma galáxia,
pode-se escrever a relação

Fg =
GM(r)m

r2
= m acentrípeta =

mV (r)2

r
. (1.17)

Assim, é possível descrever o comportamento da velocidade de rotação de estrelas e outros
corpos celestes em torno do centro da galáxia como

V (r) =

√
GM(r)

r
. (1.18)

Com esta relação, pode-se estimar a distribuição de massa em uma galáxia, a partir de sua dis-
tribuição de velocidades, a qual, por sua vez, pode ser obtida através de dados de redshift.

O brilho do disco de uma galáxia, I , cai exponencialmente com a distância em relação ao
seu centro [15], r,

I(r) = Icentro e−r/Rs , (1.19)

ondeRs é uma escala de comprimento da galáxia, que equivale a poucos kiloparsecs (4 kpc para
Via Láctea). Assim, à uma distância de poucas unidades de Rs do centro da galáxia, quase não
há mais brilho, indicando que praticamente toda a massa luminosa da galáxia está contida nesta
ordem de poucos kiloparsecs.

Considerando que a matéria próxima ao centro da galáxia está distribuída uniformemente, a
massa contida em um raio r cresce com o volume para r � Rs e obtemos

M(r) ∝ r3 =⇒ V (r) ∝ r (r � Rs). (1.20)

Ou seja, para raios consideravelmente menores que Rs, a velocidade cresce linearmente com o
raio. Já para raios muito maiores que Rs, a massa de matéria luminosa se torna aproximada-
mente constante à medida que aumenta-se r. Considerando que haja apenas materia luminosa
na galáxia, isto implica que
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V (r) ∝ r−1/2 (r � Rs). (1.21)

Este comportamento de diminuição da velocidade quando r � Rs é chamado “decrescimento
Kepleriano”.

Com o avanço da Radioastronomia, em 1970 já era possível fazer medidas de velocidade
de gás e de estrelas em regiões distantes do centro das galáxias (com baixa densidade destes).
O trabalho de Vera Rubin e Kent Ford, publicado em 1970, representa um salto na qualidade
destas medições. Utilizando um equipamento desenvolvido por Ford na década de 1960 [1], eles
obtiveram dados de velocidades de rotação da galáxia Andrômeda (M31) até uma distância de
cerca de 24 kpc, que é, aproximadamente, quatro vezes maior que seu raio crítico (∼ 6 kpc) [15].

O comportamento observado por eles, a despeito do esperado, foi a ausência do descresci-
mento Kepleriano, dando lugar ao aparecimento de um platô no gráfico da velocidade de rotação,
na região grandes valores de raio (veja figura 1).

Figura 1: Curvas de Rotação da galáxia de Andrômeda. A) Curva extraída do artigo da Vera
Rubin (1970) [18] B) Curva extraída do livro da Bárbara Ryden (2003) [15], sendo uma adap-
tação da curva obtida por Vera Rubin - os dados em círculos são os obtidos por Vera Rubin em
1970 e os pontos pretos com barra de erro por Roberts and Whitehurst em 1975.

Essa distribuição de velocidades indica que, em distâncias nas quais a massa visível total já
pode ser considerada constante, a verdadeira massa total da galáxia continua crescendo, apon-
tando a presença de um tipo de matéria diferente da visível. Além disso, a forma de platô indica
que, em regiões distantes do centro da galáxia, este outro tipo de matéria se distribui de modo
que amassa cresce linearmente com o raio, diferindo da distribuição demassa damatéria visível,
abundante na parte mais central da galáxia.

Ainda por volta de 1970, outros grupos mediram curvas de rotação de galáxias e obtiveram
esse mesmo comportamento constante na regiões mais externas, por exemplo, Rogstad e Shostak
(1972) [19], que concluíram ”we confirm here the requirement for low-luminosity material in
the outer regions of these galaxies” (veja figura 2).
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Figura 2: Curvas de rotação de cinco galáxias obtidas por Rogstad e Shostak em 1972 [19]
(figura extraída deste artigo). As barras em baixo do nome das galáxias indicam a average radial
beam diameter, i.e. a resolução espacial efetiva. R80 é o raio que contém 80% do hidrogênio
neutro (HI) observado.

1.1.4 Bullet Cluster

Nesta seção será apresentado um artigo de D. Clowe et al., publicado em 2006, intitulado ”A
direct empirical proof of the existence of dark matter” [6]. O artigo apresenta medidas de lentes
gravitacionais fracas de 1E0657-558, que é uma fusão de aglomerados de galáxias conhecida
como Bullet Cluster, dada a forma de sua imagem em raio-X (veja figura 3).

As lentes gravitacionais fracas são medidas de distorção das imagens de galáxias em um
fundo distante, devida à deflexão da luz emitida pelas galáxias por um campo gravitacional,
o qual estica suas imagens, preferencialmente na direção perpendicular à direção do centro de
massa do objeto que é a fonte desse campo. Essas distorções são sutis, da ordem do achatamento
intrínseco das galáxias; portanto, podem ser medidas apenas estatisticamente.

A correção dessas imagens mede diretamente dois parâmetros: ~γ e κ (que medem, repecti-
vamente, a quantidade de alongamento anisotrópico e o aumento de tamanho da imagem da ga-
láxia), cuja intrepretação é diferente em modelos de gravidade Newtonianos e não-Newtonianos
(que surgiram como uma alternativa à existência de matéria escura, sugerindo que o modelo
Newtoniano não era completo/adequado para escalas astrômicas). Porém, nos dois tipos de in-
terpretação, os picos de κ coincidem com os picos de densidade, assim, a análise das lentes
em [6] foi feita através desse parâmetro, para diminuir o viés de algum modelo de gravidade.
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O Bullet Cluster é um aglomerado particularmente interessante para ser estudado porque,
dado um tempo suficiente, galáxias, plasma e qualquer componente escura de matéria assumem
uma distribuição similiar em um aglomerado, traçando o potencial gravitacional ao qual todos
os tipos de matéria estão submetidos. Porém, durante a fusão de dois aglomerados, estes tipos de
matéria se comportam de maneiras diferentes: as galáxias não colidem diretamente, passando
umas através das outras, enquanto o plasma dos aglomerados sente atrito durante a fusão, sendo
desacelerado, o que implica na segregação espacial destes dois tipos de matéria.

Em um aglomerado de galáxias, o plasma é o tipo de matéria bariônica mais abundante,
portanto, na ausência de matéria escura, o potencial gravitacional deveria traçar sua distribuição
espacial. Porém, no caso de a matéria escura ser o tipo de matéria mais abundante no aglome-
rado, o potencial gravitacional deve ser mais intenso na região do espaço onde estão as galáxias,
já que, assim como elas, a matéria escura não sente o atrito sentido pelo plasma.

Figura 3: Imagens do aglomerado em fusão 1E0657-558 no visível (esquerda) e em raio-X(di-
reita). A barra branca mostra a distância de 200 kpc no local do aglomerado. Os contornos
brancos mostram os erros na posição dos picos parâmetro κ correspondentes aos níveis de con-
fiança de 99.7%, 99.5% e 68.3%. As linhas verdes são os curvas de nível do parâmetro κ, sendo
a linha mais externa correspondente à κ = 0.16 e crescendo com um passo de 0.7. Figura ex-
traída de D. Clowe et al. (2006) [6].

O resultado obtido por D. Clowe et al. (2006) foi que os picos de κ, e, portanto de densidade,
não se encontram na região onde plasma se concentrou, mas se encontram na região do espaço
onde estão as galáxias, indicando, conforme discutido acima, que o sistema é dominado por
matéria escura.

Além disso, a localização destes picos de densidade também são utilizados para estimar
a intensidade de interação da matéria escura com ela mesma, o que é um fator importante a
ser levado em conta quando se propõe um modelo de matéria escura. Limites da ordem de
σ/mχ . 1 cm2/g (onde σ é a seção de choque de auto-interação) são obtidos em [20].

1.1.5 Radiação Cósmica de Fundo

As observações da Radiação Cósmica de Fundo (RCF) nos dão informações sobre como o
Universo era com apenas 380 mil anos de idade [21]. Detectado pela primeira vez na década de
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1960, em uma única frequência, por Penzias e Wilson, o sinal da radiação cósmica de fundo já
tinha seu espectro medido por Mather et al. em 1990 [22] (veja figura 4).

Figura 4: Espectro da RCF obtido com o Far InfraRed Absolute Spectrophotometer (FIRAS),
instrumento do satélite COBE, por Mather et al. em 1990 [22] (figura extraída deste artigo). As
caixas mostram os pontos medidos e seu tamanho corresponde às incerezas corrrespondentes,
assumidas 1%. As unidades do eixo vertical são 10−4 · ergs · s−1 · cm−2 · sr−1 · cm .

A excelente concordância do espectro da RCF com o espectro teórico de um corpo negro,
indicada pela figura 4, é uma evidência notável de que, antes desta radiação desacoplar damatéria
bariônica - que nessa época era carregada e espalhava a radiação, tornando o universo opaco -
ambas estavam interagindo o suficiente para estarem em equilíbrio térmico, corroborando o
modelo cosmológico de Big Bang.

Amplitude das flutuações de temperatura e formação de estruturas

Dada esta condição de equilíbrio entre os fótons da RCF e a matéria bariônica, as flutua-
ções na temperatura da RCF (∆T/T̄ ) (onde ∆T é a diferença entre a temperatura de um ponto
arbitrário no mapa da RCF e a temperatura média, denominada T̄ ), que são da ordem de 10−4,
indicam que as flutuções de densidade de matéria bariônica têm esta mesma intensidadade na
época do desacoplamento, ocorrido em redshift zdec ≈ 1100 (adec ≈ 10−3) [23].

Flutuações de densidade são quantificadas pelo contraste de densidade, definido como

δ(~x, t) =
ρ(~x, t)− ρ̄(t)

ρ̄(t)
, (1.22)

onde ρ(~x, t) é a densidade de energia nas coordenadas (~x, t), e ρ̄(t) é a densidade de energia
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média em um tempo t. Como discutido em detalhe em [21], a evolução temporal do valor típico
do constraste de densidade de matéria fria (não relativística), na época em que o universo é
dominado por matéria, é proporcional ao fator de escala,

δ(t)

δ(ti)
≈ a(t)

a(ti)
. (1.23)

Observando que o redshif da época da igualdade entre matéria e radiação6 é igual a zeq ∼
3500 > zdec [15], ou seja, que na época do desacoplamento o universo já era dominado por
matéria, podemos utilizar a relação (1.23), para estimar o valor típico do contraste de densidade
bariônico hoje

δb(t0) ≈ δb(tdec)
a(t0)

adec
≈ 10−1, (1.24)

onde, a partir do valor da flutuações de temperatura da RCF, tomamos δb(tdec) = 10−4 e t0 é o
tempo de hoje, cujo redshift associado é zero, e a(t0) = 1/(1 + z(t0)) = 1.

O valor obtido por esta estimativa é incompatível com o contraste de densidade observado no
universo hoje, que é em torno de 105 para galáxias e 103 para aglomerados de galáxias [23]. Essa
discrepância entre o valor estimado e o valor observado para o contraste de densidade hoje pode
ser explicada pela presença de uma quantidade de matéria que não permaneceu em equilíbrio
com os fótons da RCF até redshift ∼ 1100, permitindo que seu contraste de densidade fosse
maior que o bariônico no momento do desacoplamento da matéria bariônica com a radiação.
Assim, nos momentos posteriores ao desacoplamento, a preexistência de locais cujo constraste
de densidade eram maiores que os típicos da RFC pode ter interferido na evolução do contraste
de densidade total de matéria, tornando a estimativa feita anteriormente inadequada.

Tal matéria, capaz de interagir gravitacionalmente com a matéria bariônica e inerte aos fó-
tons da época da RCF (que interagiam o com a matéria bariônica o suficiente para estabelecer o
equilíbrio térmico), tem características compatíveis com as da que definem a matéria escura.

Correlações das flutuações angulares de temperatura

Como citado anteriormente, o mapa de temperatura da RCF apresenta flutuações em torno de
seu valor cental, quando observa-se diferentes direções do céu. Essa variação de temperatura em
função da direção, chamada também de anisotropia, pode ser parametrizada pelas coordenadas
angulares θ e φ através de

T (θ, φ) = T̄ [1 + Θ(θ, φ)], (1.25)
6Esta época é aquela em que as densidades de energia da matéria e da radiação no universo, ρm e ρr, respec-

tivamente, se igualam. O fator de escala que corresponde à esta época é aeq ≡ ρr,0/ρm,0 [24]. Os índices zero
indicam as densidades avaliadas hoje.
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onde a função Θ(θ, φ) denota a flutuação de temperatura ∆T/T̄ e pode ser expressa através de
uma expansão em harmônicos esféricos [24]

Θ(θ, φ) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

almYlm(θ, φ). (1.26)

Deste modo, a informação contida no campo de temperatura T (θ, φ) é traduzida pelo valor
médio T̄ e pelas amplitudes alm. Estas amplitudes não podem ser preditas diretamente. Entre-
tanto, é possível prever sua distribuição e, a partir desta, a variância, denominada Cl,

〈almal′m′〉 = δll′ δmm′ Cl . (1.27)

Os valores de Cl medidos experimentalmente são comumente apresentados em um gráfico
que tem a quantidade l(l+ 1)Cl no eixo y. Isso é feito para permitir a visualização do platô pre-
visto pela aproximação de Sachs-Wolfe, que é válida para l′s pequenos e prevê que a quantidade
l(l + 1)Cl é constante nessa região.

Figura 5: Espectro de potências das flutuações de temperatura da Radiação Cósmica de Fundo.
Os pontos experimentais foram obtidos pelos experimentos Planck [2], Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP) [25], Atacama Cosmology Telescope (ACT) [26] e South Pole Te-
lescope (SPT) [27]. A curva corresponde ao ajuste dos dados, obtido por [2], a partir do modelo
teórico ΛCDM.
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Na figura 5, extraída de [28], podemos observar as medições do espectro de potências de
temperatura da RCF, medido pelos experimentos Planck [2], Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe (WMAP) [25], Atacama Cosmology Telescope (ACT) [26] e South Pole Telescope (SPT)
[27], sendo notável a consistência entre estas medições.

Fisicamente, as variações de temperatura emmultipolos l ≥ 2 correspondem principalmente
a manifestações das flutuações de densidade no universo primordial [28]. Deste modo, as medi-
ções do espectro de potências podem ser comparadas com previsões de modelos cosmológicos
e utilizadas para restringir parâmetros destes modelos. Na figura 5, é possível observar uma
impressionante concordância entre os dados experimentais e a curva, obtida por [2], que corres-
ponde ao ajuste dos dados feitos a partir do modelo cosmológico padrão (ΛCDM) [21,24, 28].

Dado que o modelo cosmológico padrão assume a existência de ME, esta concordância entre
a curva teórica e os dados medidos para o espectro de potências é uma imporante evidência da
existência de ME. Ainda, o ajuste da curva do modelo aos dados fornece uma medida precisa da
abundância de ME: Ωch

2
0 = 0.1200± 0.0012 [2], indicando que a ME é presente no universo de

maneira abundante.

1.1.6 Nucleossíntese Primordial

Quando a temperatura do plasma cósmico era 1 MeV, o universo era constituído de par-
tículas relativísticas (fótons, elétrons e pósitrons, mantidos em equilíbrio devido à interações
eletromagnéticas do tipo (e+e− ↔ γγ)), neutrinos (que desacoplam em temperatura em torno
de 1 MeV) e bárions não relativísticos (em abundância muito menor que as espécies relativísti-
cas). Nesta seção, discutiremos a nucleossíntese primordial, que é o processo através do qual os
prótons e nêutrons se uniram, formando núcleos atômicos leves. Essa discussão se baseia nas
referências [21, 24].

Para estimar a abundância dos nêutrons que estarão disponíveis para a nucleossíntese, é
necessário estimar quando este processo ocorreu. Para isso, precisamos do conceito de energia
de ligação. A energia de ligaçãoB é a diferença entre a massa de um núcleo atômicom e a soma
das massas que os Z prótons e (A − Z) neutrôns que o constituem têm quando estão na forma
livre (onde A e Z são os usuais número massa e número atômico, respectivamente), ou seja,

B ≡ Zmp + (A− Z)mn −m. (1.28)

Enquanto a temperatura do universo é da ordem da energia de ligação de um núcleo, ele não
é produzido de maneira significativa, pois, toda vez em que um núcleo é produzido, logo é des-
truído por um dos abundantes fótons de alta energia. Podemos fazer esta análise de modo mais
formal para a produção de deutério, que é um isótopo de hidrogênio formado por um nêutron e
um próton através da reação (onde γ representa um fóton)

n+ p ↔ D + γ . (1.29)
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Quando esta reação ocorre em uma taxa que seja grande comparada à expansão do universo,
o processo entra em equilíbrio químico, implicando

µn + µp = µD + µγ = µD , (1.30)

dado que µγ = 0. Ainda, como discutido em [21,24], o equilíbrio químico também nos permite
escrever (dado que nγ = nγ,eq)

nD

nnnp

=

(
nD

nnnp

)
eq
=

3

4

(
mD

mnmp

2π

T

)3/2

e−(mD−mn−mp)/T , (1.31)

onde, dado que o Deutério tem spin 1, e prótons e nêutrons têm spin 1/2, tomamos gD = 3 e
gn = gp = 2, e utilizamos a relação

neq
i = gi

(
miT

2π

)3/2

exp
(
µi −mi

T

)
. (1.32)

Na equação 1.31, é razoável tomarmD ≈ mn+mp ≈ 2mp no fator dentro da raiz, entretanto,
na exponencial essa diferença se torna importante, sendo igual à energia de ligação do Deutério,
BD ≈ 2.22 MeV [24]. Ainda, sabendo que o número de prótons e de neutrons é proporcional
ao número de bárions, pode-se utilizar a definição

ηb ≡
nb

nγ

= 5.5× 10−10

(
Ωbh

2
0

0.020

)
, (1.33)

e substituir nγ pela conhecida distribuição de espécies relativísticas em equilíbrio com µ = 0

[21], nγ = 2ζ(3)
π2 T 3. Deste modo, obtemos, finalmente

nD

nb

∝ ηb

(
T

mp

)3/2

eBD/T , (1.34)

onde o fator ηb ≈ 10−9 domina até que a BD/T se torne muito grande. Assim, a grande discre-
pância entre a quantidade de fótons e bárions inibe a formação de núcleos de deutério até que a
temperatura seja muito menor que sua energia de ligação (2.22 MeV).

Um modo simples de estimar quando a nucleossíntese primordial ocorre é supor que ela
acontece imediatamente quando a temperatura é baixa o suficiente para compensar a inibição de
ηb. Ou seja, tomando o deutério como guia, inicia-se na temperatura Tnuc na qual nD/nb é da
ordem da unidade, assim

ηb

(
Tnuc

mp

)3/2

eBD/Tnuc ∼ 1

=⇒ ln(ηb) +
3

2
ln
(
Tnuc

mp

)
∼ − BD

Tnuc

, (1.35)
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o que fornece Tnuc ∼ 0.07MeV. Agora, o próximo passo é estudar qual a abundância de nêutrons
presentes no universo nesta temperatura. Pode-se começar estudando seu estado de equilíbrio
com o plasma primordial em altas temperaturas.

Os nêutrons podem entrar em equilíbrio com os prótons, via interação fraca, através de rea-
ções em que são convertidos um no outro:

p+ ν̄ ↔ n+ e+ ; p+ e− ↔ n+ ν ; n ↔ p+ e− + ν̄. (1.36)

Através da expressão (1.32), podemos calcular a razão entre a abundância de neutrôns e
prótons enquanto o equilíbrio se mantém(

np

nn

)
eq

=

(
mp

mn

)3/2

e(mn−mp)/T ≈ eQ/T , (1.37)

onde, na última igualdade, tomamos (mp/mn)
3/2 ≈ 1 e definimosQ ≡ mn−mp = 1.293MeV.

Deste modo, a equação (1.37) indica que, para altas temperaturas, nêutrons são tão abundantes
quanto prótons, mas, à medida em que a temperatura diminui, a fração de neutrôns decresce,
caindo muito rapidamente quando temperatura fica menor que 1 MeV.

Se a interação entre neutrôns e prótons fosse eficiente o suficiente para manter esse equilíbrio
indefinidamente, todos os nêutrons desapareceriam. Entretanto, com a diminuição da quantidade
de neutrôns, a taxa de interação entre prótons e nêutrons também diminui, até o ponto em que não
é suficente para a manutenção do equilíbrio e os nêutrons passam por um processo de freeze-out
(veja seção 3.7). A equação de Boltzmann para este processo foi resolvida em Wagoner (1973)
[29], resultando no desacoplamento dos nêutrons aproximadamente em T = 1MeV, como pode
ser visto na figura 6, onde parametriza-se a abundância dos nêutrons comoXn ≡ nn/(nn+np),
onde nn e np, são, respectivamente, as densidades numéricas dos nêutrons e dos prótons.
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Figura 6: Abundância dos elementos leves e dos nêutrons em função da temperatura. A linha
pontilhada mostra o resultado da aproximação analítica para 2Xn, feita em [24]. A linha fina e
sólida mostra duas vezes a abundância de equilíbrio dos nêutrons. As linhas sólidas e grossas
mostram os resultados obtidos em [29]. Figura extraída da referência [24].

Como mostrado em [24], a partir da resolução analítica (aproximada) da equação de Boltz-
mann que descreve o freeze-out dos nêutrons e levando-se em conta o fato de que, quando livres,
os nêutrons são partículas instáveis, podemos finalmente estimar que a abundância de nêutrons
no momento da nucleossíntese primordial (em T ≈ 0.07 MeV) é

Xn(Tnuc) = 0.11. (1.38)

Como a energia de ligação do hélio é maior que a do deutério, o fator eB/T favorece a for-
mação de 4He sobre o deutério. Deste modo, praticamente todo deutério é processado em 4He
quase instantâneamente após sua formação. Como cada núcleo de 4He tem dois nêutrons, a
abundância final de 4He é aproximadamente igual à metade da abundância dos nêutrons em
Tnuc. Usualmente, isso é expressado em função de X4, definido como

X4 ≡ 4
n(4He)

nb

= 2Xn(Tnuc) = 0.22. (1.39)

Essa estimativa simplificada é próxima do valor medido para a abundância de 4He, como
mostrado na figura 7. Esta figura foi obtida em [30] e indica, a partir da observação de regiões
extragaláticas de hidrogênio ionizado, uma abundância primordial de hélio X4 = Y [O/H =

0] = 0.238. Esta concordância é um dos pilares da cosmologia observacional.
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Figura 7: Abundância do Hélio (Y) como função da razão oxigênio/hidrogênio, observada em
regiões extragalácticas de hidrogênio ionizado. Sistemas com pouco oxigênio sãomenos proces-
sados, e portanto têm a abundância de héliomais próxima da primordial. A linha de extrapolação
que recupera a abundância primordial X4 = 0.238 foi obtida em [30], com dados de [31–34].
As linhas curtas conectam a mesma região observada por grupos diferentes. Figura extraída de
Dodelson [24].

Como mostrado na figura 6, nem todo deutério foi processado em hélio. Isso ocorreu porque
a reação que elimina o deutério (D+p → 3He+γ) não é completamente eficiente. Com a baixa
densidade de bárions, esse processo é ainda menos eficiente, de modo que, quanto menor a
densidade de bárions, maior a quantidade de deutério remanescente. Essa dependência é muito
forte, de modo a abundância primordial do deutério restringe de maneira particularmente eficaz
a densidade dos bárions, como é perceptível na figura 8. Ainda, o deutério tem uma importância
particular porque é possível medir sua abundância em objetos com redshifts da ordem de 3 a 4,
que são antigos o suficiente para que a abundância medida seja muito próxima da primordial.
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Figura 8: Medições e previsões das abundâncias primordiais de elementos leves. As curvas
respresentam as predições obtidas por [35], com intervalo de confiança de 95%. As caixas
representam as obervações. A faixa vertical mais larga indica o intervalo de concordância entre
as abundâncias de 4He e D. A faixa vertical mais fina indica a medida de Ωbh

2
0, obtida por [2],

a partir da Radiação Cósmica de Fundo (Cosmic Microwave Background ) - veja seção 1.1.5.
Figura extraída de [28]. As observações da abundância de 3He não foram apresentadas nessa
figura porque foram consideradas inapropriadas para sondar Ωb.

Ainda, as medições de D e 4He apresentadas na figura 8 restringem a contribuição dos bári-
ons para densidade crítica a Ωb = (0.02244 ± 0.00069)h−2

0 , o que corresponde a cerca de 5%.
Entretanto, estimativas da contibuição da matéria para a densidade crítica, Ωm, feitas, por exem-
plo, atráves da relacão entre distância e redshift para supernovas, indicam um valor de cerca de
30% (como mostrado na figura 9).
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Figura 9: Diagrama de Hubble para supernovas distantes do tipo Ia - magnitude aparente (indi-
cador de distância) em função do redshift. As linhas mostram as predições para universos com
diferentes contribuições de matéria e constante cosmológica para a densidade crítica. A parte
inferior é o gráfico de resíduos, que mostra uma tedência dos dados na direção da curva que re-
presenta um universo dominado por constante cosmológica. Figura extraída da referência [24].

Assim, a nucleossíntese primordial, além de ser um dos triunfos do modelo do Big Bang e
um dos pilares da cosmologia observacional, também é uma robusta indicação de que a matéria
escura é não bariônica.

1.2 Modelos propostos

Candidatos de naturezas muito diversas foram propostos na tentativa de desvendar o que
é a ME. Os modelos variam de partículas ultra-leves, com massas da ordem de 10−22 eV, até
objetos com massas astronômicas, como os chamados buracos negros primordias [1, 5, 36]. A
organização desta seção é baseada na referência [5].

Candidatos de ME fermiônicos são consistentes com as estruturas de halo observadas em
torno de galáxias apenas quando suas massas são de ordem keV ou superior [5]. Deste modo,
existem apenas de candidatos bosônicos com massas inferiores a keV, chamados de ME ultra-
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leve. O limite inferior para as massas desses modelos é 10−22 eV, sendo indicado pela dinâmica
das estrelas observadas em galáxias anãs, dado que a presença de ME ultra leve pode afetá-la.
Este tipo de candidato se comporta coletivamente como um campo clássico, aomesmo tempo em
que sua densidade de energia evolui como o esperado cosmologicamente para matéria fria [37].
Estão inclusos nesta classe de candidatos os axions - que foram inicialmente propostosmotivados
pelo problema de CP forte - e as axion-like particles.

No outro extremo do intervalo de massas permitidas para candidatos de ME, temos os bura-
cos negros primordiais, as WIMPzillas e os objetos compostos. Os buracos negros primor-
diais são aqueles gerados a partir do colapso picos de densidade existentes antes da igual-
dade entre matéria e radiação, sendo, portanto, não bariônicos [38]. As chamadas WIMPzillas
são candidatos elementares de ME com massas da ordem entre centenas de TeV e MPl (onde
MPl = 1.221×1019 GeV é uma constante, conhecida comomassa de Planck [24]). Tais candida-
tos não podem ter sido produzidos através de freeze-out, dado que sua grande massa implicaria
uma produção maior do que a abundância observada [39]. Porém, essas partículas podem ser
produzidas através de outros mecanismos, como a produção gravitacional de partículas [40], ou
via freeze-in (veja seção 3.7), através da aniquilação de bósons de Higgs no plasma primordial,
no contexto de um setor escuro com portal de Higgs [41]. Ainda, há candidatos com massas
maiores que MPl, se tratando de estados compostos (não fundamentais) [1], como estados so-
litônicos (que aparecem em modelos supersimétricos), chamados de Q-balls, e configurações
macroscópicas de quarks, como pedrinhas de escalas de centímetros, chamadas de Nuggets.

Na escala intermediária de massas, entre keV e∼100 TeV, estão localizados os candidatos de
ME que recebem mais atenção da comunidade. O motivo deste interesse é que, neste intervalo
de massas, existem modelos capazes de reproduzir a abundância observada de ME através do
mecanismo de freeze-out (veja seção 3.7). Este mecanismo é bem estabelecido na literatura,
sendo compartilhado com as partículas do MP7 - dado que todas elas estavam em equilíbrio
termodinâmico no universo primordial - e tendo importantíssimos sucessos preditivos, como a
nucleossíntese primordial e a radiação cósmica de fundo [21,24]. Além disso, uma vez que aME
entra em equilíbrio térmico com o MP, têm-se a vantagem de que sua abundância e sua função
de distribuição se tornam independentes de quaisquer condições cosmológicas iniciais - como,
por exemplo, alguma abundância inicial gerada na época do reaquecimento, cuja física ainda
não é bem entendida. Além disso, modelos nos quais a ME já esteve em contato térmico com
o MP sempre incluem algum tipo de interação entre estes dois setores, facilitando a obtenção
previsões de assinaturas experimentais da presença de tais candidatos.

Dentro deste intervalo de massas, entretanto, também há candidatos de ME produzidos não-
termicamente, como os chamados neutrinos estéreis. Os neutrinos estéreis seriam parecidos
com aqueles do MP, mas sem interagir eletrofracamente como eles. A produção de neutrinos
estéreis pode ocorrer através da oscilação de neutrinos doMP, com os quais teriam uma pequena

7Entretando, o processo que gerou a assimetria entre matéria e anti-matéria entre as partículas do modelo padrão
também é fundamental para definir as abundâncias das espécies visíveis.



1 INTRODUÇÃO 28

mistura [1].
Voltando aos candidatos que entram em equilíbrio com o MP, no intervalo de mssas entre

poucos GeV e ∼ 100 TeV, temos o candidato mais emblemático de ME: as Weakly Interac-
ting Massive Particles (WIMPS). Em acordo com a nomenclatura, as WIMPs são partículas
carregadas sob a interação fraca do MP. Como discutido extensamente na literatura (veja, por
exemplo, [5,21,23,24]) este modelo reproduz a abundância de ME observada quando a ME tem
massas da ordem da escala eletrofaca, o que é conhecido como “ WIMPMiracle”. Este fato tem
grande impacto nos estudos sobre ME, dado que modelos teóricos com motivações independen-
tes da questão da ME prevêem nova física na escala eletrofraca, sendo exemplos destes modelos
a supersimetria e modelos de Higgs composto, propostos como solução do chamado problema
da hierarquia [42]. Além disso, é notável o fato de que as WIMPs seja uma extensão tão mínima
doMP, adicionando uma única nova partícula, a qual interage através de uma força já conhecida.

Contudo, a ausência de evidências para WIMPs [4], a despeito de todo o esforço observacio-
nal já feito em busca destas partículas, tem estimulado a comunidade a propor novos candidatos
de ME. Entre eles, os candidatos de massas da ordem de MeV têm recebido bastante atenção,
dada sua rica fenomenologia. Tais candidatos podem ser testados através de medidas cosmo-
lógicas, como a análise de dados da radiação cósmica de fundo, e de experimentos terrestres,
como colisores e+e− e os beam-dump experiments [43–47].

Porém, quando supõe-se que um candidato neste intervalo de massas interage através da
força fraca do MP, a abundância observada não é reproduzida. Para ilustrar isso, podemos usar
a equação

〈σv〉 ≈ 0.1
αχαl

α2
w

m2
χ

m4
V

caso WIMP−−−−−−→
m2

χ

GeV2 〈σv〉min , (1.40)

que é uma e estimativa da seção de choque mediada na temperatura de um processo χχ → l l,
apresentada na referência [5]. Os símbolos χ e l representam, respectivamente, a ME e uma
partícula leve do MP, suposta em equilíbrio, e esta aniquilação é mediada por um bóson vetorial,
V , que satisfaz mV > mχ. A seção de choque mediada na temperatura 〈σv〉min = 10−9GeV−2

é uma estimativa do valor mínimo necessário para evitar que a abundância de ME produzida via
freeze-out seja maior do que aquela observada experimentalmente. A seta “caso WIMP” indica
as substituições mV → 100 GeV e αfαχ → 10−3, dado que 100 GeV é a escala de massas
dos medidadores da força fraca, enquanto 10−3 aproxima o valor de α2

w ≡ g4w/(4π)
2, onde gw

representa o acoplamento típico da interação fraca e αl ≡ g2l /(4π) e αχ ≡ g2χ/(4π), onde gl e
gχ representam, respectivamente, o acoplamento entre V e l, e o acoplamento entre V e χ.

A partir da equação (1.40), podemos retomar o fato de que WIMPs com massa da ordem
de GeV, ou algumas ordens de grandeza acima, reproduzem a abundância observada, dado que
fornecem 〈σv〉 & 〈σv〉min. Enquanto isso, mantendo-se os acoplamentos e mediadores típicos
das interações fracas, vemos que um candidato de massa menor que alguns GeV corresponde
a 〈σv〉 < 〈σv〉min, prevendo, portanto, um excesso de ME. Este resultado é conhecido como
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limite de Lee-Weinberg [48].
Por outro lado, a primeira igualdade da equação (1.40) nos mostra que 〈σv〉 aumenta quando

mV diminui. Assim, temos uma indicação de que candidatos de ME com massa da ordem de
MeV podem reproduzir a abundância observada, através do vantajoso mecanismo de freeze-out,
quando suas interações com o MP são mediadas por partículas mais leves do que os mediadores
da interação fraca. Isto implica que considerar ME com massas da ordem de MeV se torna um
motivação direta para a hipótese de novos mediadores, dado que os mediadores leves do MP são
aqueles responsáveis pelas interações forte e eletromagnética, sob as quais a ME é neutra.

Por sua vez, a indicação de que de, além de um candidato ME, pode haver um novo me-
diador “invisível”introduz a ideia Setores Escuros (SEs) [3, 8]. Como dito anteriormente, um
SE consiste em um conjunto de algumas ou muitas partículas, que não são carregadas sob as
interações forte, fraca ou eletromagnética do MP, mas que interagem gravitacionalmente com
a matéria visível. Além disso, SEs podem ter interações entre seus constituintes, as quais são
pensadas com estruturas similares àquelas do MP, o que é a hipótese mais simples.

Em geral, além da interação gravitacional, modelos de SE possuem um mediador que inte-
rage com o MP através das “interações portais”. O tipo de portal depende do spin e da paridade
dos mediadores, que podem ser escalares (tipo Higgs), pseudo-escalares (tipo axion), vetores
(como o DP) ou neutrinos. Os operadores portais devem ser singletos sob os grupos de gauge
doMP, SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y , e sob quaisquer novas simetrias adicionadas pelo SE, o que
restringe muito a forma como os portais podem ser escritos, como será discutido na seção 2 e no
apêndice A, no caso do portal vetorial. Os termos lagrangianos correspondentes aos diferentes
tipos de portais são [3]

Lportal =



(µφ+ λφ2)H†H, portal tipo Higgs,

ynLHN, portal tipo neutrino,
a
fa
FµνF̃

µν , portal tipo axion,
1
2

ε
cos θZDµνB

µν , portal tipo vetorial,

(1.41)

onde, em acordo com as definições usuais doMP,H representa o dubleto de Higgs, L representa
os dubletos de léptons, F µν e F̃ µν representam, respectivamente, o field strength do fóton e seu
field strength dual, Bµν representa o field strength do bóson B e θ denota o ângulo de Weinberg.
Os novos mediadores, correspondentes a cada tipo de portal, são o escalar φ, o axion a, os
neutrinos de mão direitaN e o bóson vetorial ZD (o DP). Por fim, µ, λ, yn e ε são acoplamentos
das interações, enquanto fa é uma escala de massa que suprime a interação portal do axion, a
qual corresponde a um operador não renormalizável (de dimensão 5).

Outra importante motivação para o estudo de SEs, é que eles apresentam novos estados
claramente identificados e podem ser reduzidos em poucos parâmetros, facilitando previsões de
assinaturas experimentais [9]. Além disso, eles adicionam à possibilidade de deteção de ME
a possibilidade de detecção dos mediadores escuros, ou outras partículas do SE, que têm suas
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próprias fenomenologias (veja, por exemplo discussões sobre a fenomenologia de DPs em [9]).
Entre os modelos de SE, o modelo de DP, que se trata de um mediador vetorial, no caso em

que o candidato de ME é um férmion de Dirac, é um modelo de referência, sendo amplamente
discutido na literatura de SEs. Este é o modelo que foi estudado neste projeto, o qual será
discutido na seção 2.
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2 O modelo de Dark Photon

O modelo de Dark Photon [3, 9, 12] consiste na extensão do grupo de simetria do modelo
padrão, SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y , pela adição de um grupo de gauge abeliano, chamado, neste
texto, U(1)D. O bóson de gauge associado a esta força escura é chamado dark photon (DP) e
supõe-se que nenhuma das partículas do MP é carregada sob U(1)D.

Um modo simples de escrever a interação portal entre o DP e as partículas do MP é através
de um termo de mistura cinética com o grupo de gauge abeliano8 (veja o apêndice A) do MP,
U(1)Y , na fase em que as simetrias do MP estão preservadas. O termos cinéticos relevantes
para este modelo são [12]

L ⊃ −1

4
B̂µνB̂

µν − 1

4
ẐDµνẐ

µν
D +

1

2

ε

cos θ
ẐDµνB̂

µν +
1

2
m2

D0Ẑ
µ
DẐDµ , (2.1)

onde B̂ e ẐD são os bósons de gauge associados, respectivamente, com U(1)Y e U(1)D. Os
acentos circunflexos indicam que estes campos não têm termos cinéticos canônicos. Os field
strengths são definidos como B̂µν = ∂µB̂ν − ∂νB̂µ e ẐDµν = ∂µẐDν − ∂νẐDµ , ε é o parâmetro
de mistura cinética e θ denota o weak angle (ou ângulo de Weinberg)9. Como evidenciado pela
presença de um termo de massa para ẐD, assumimos que a simetriaU(1)D é quebrada. Explorar
a física dessa quebra de simetria pode levar a cenários interessantes, como o mecanismo deDark
Higgs (veja [12], por exemplo), mas essa discussão está além do escopo deste trabalho. Portanto,
assumimos que o escalar responsável pela geração de massa do DP seja desacoplado da escala
de energia relevante para os processos estudados neste trabalho.

O DP, por si só, pode ser um candidato de ME [9], mas nós consideramos aqui um candidato
que é um férmion de Dirac, denominado χ. Supomos também que a ME é neutra sob todas as
interações do MP, mas carregada sob U(1)D. A interação entre o DP e a ME é escrita como um
acoplamento típico entre um bóson de gauge e uma corrente de férmions [3],

LSE = χ̄(i /D −mχ)χ = gD ẐDµ χ̄γ
µχ+ χ̄ (i/∂ −mχ)χ , (2.2)

de modo que o DP, interagindo com a ME e com a matéria visível, se torna um portal entre estes
dois setores.

Este modelo é uma das realizações mais simples de um setor escuro, dependendendo apenas
de 4 parâmetros: mχ,mZD

, gD e ε, o que facilita consideravelmente a obtenção de predições
quantitativas. Além disso, a hipótese de que a ME é o férmion mais leve (neste caso, o único)
carregado sob uma simetria de gauge escura é um jeito natural de motivar sua estabilidade,
devido à conservação de carga. Isso vale mesmo quando consideramos que esta simetria de

8Dado que termos de mistura cinética com grupos não-abelianos não são invariantes sob as simetrias no MP,
sendo inconsistentes, como discutido em maior detalhe no apêndice A.

9Este ângulo aparece dividindo ε porque, após a diagonalização da lagrangiana, isso resulta em acoplamentos
entre o DP e as demais partículas do MP que são análogos aos acoplamentos do bóson Z e/ou do fóton. Veja a
equação (2.20) como exemplo.
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gauge é quebrada espontâneamente, porque as partículas de ME vão sempre aparecem em pares
nas interações [49, 50].

Ainda, a estrutura da interação entre o DP e o MP, através de mistura cinética, juntamente
com a hipótese que nenhuma das partículas do MP é carregada sob U(1)D assegura que esse
modelo é livre de anomalias quânticas [51].

2.1 Diagonalização da lagrangiana

Como dito anteriormente, os campos B̂ e ẐD não têm termos cinéticos canônicos. Assim, é
conveniente reescrever a lagrangiana (2.1) em termos dos campos e interações físicos, ou seja,
de campos que possuam termos cinéticos e de massa que sejam canônicos. Este processo de
reescrita da lagrangiana é chamado de diagonalização e é discutido em [12], no contexto do
modelo de DP.

O primeiro passo é diagonalizar o termo cinético, que consiste em reescrever os campos
ẐD e B̂ como a combinação linear de novos campos, B e ZD0, que possuam termos cinéticos
canônicos, ou seja, achar a, b, c e d que satisfaçam

−1

4
B2 − 1

4
Z2

D0 = −1

4
(aB + bZD0)µν(aB + bZD0)

µν

−1

4
(cB + dZD0)µν(cB + dZD0)

µν

+
1

2

ε

cos θ
(cB + dZD0)µν(aB + bZD0)

µν . (2.3)

Uma solução para tal sistema de equações consiste em escrever ẐD e B̂ como

ẐD =
ZD0√
1− ε2

cos2 θ

(2.4)

e
B̂ = B +

ε

cos θ
ZD0√
1− ε2

cos2 θ

, (2.5)

o que introduz uma mistura de massas entre ZD0 e Z0 ≡ W 3 cos θ − B sin θ 10, a partir dos
termos

Lm =
1

2
m2

D0 Ẑ
µ
DẐDµ +

1

2
m2

Z0 Ẑ
µẐµ , (2.6)

onde Ẑ = W 3 cos θ − B̂ sin θ, como definido no MP, e o fator mZ0 corresponde à previsão do
MP para a massa de Ẑ, ou seja, m2

Z0 = (g2 + g2Y ) v
2/4 [52].

Essa mistura de massas pode ser representada através da matriz de massas quadradas, defi-
10W 3 representa o bóson de gauge associado à corrente neutra de SU(2)L [52].
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nida por meio da equação

Lm =
(

Z0 ZD0

)
M2

(
Z0

ZD0

)
, (2.7)

podendo, portanto, ser escrita como

M2 = m2
Z0

(
1 −η sin θ

−η sin θ η2 sin2 θ + δ2

)
, (2.8)

onde define-se


δ2 =

m2
D0

m2
Z0

(
1− ε2

cos2 θ

) ,
η = ε

cos θ
√
1− ε2

cos2 θ

.
(2.9)

Para diagonalizar tal matriz de massa, aplicamos uma transformação ortogonal do tipo
M2

diagonal = RTM2R, de modo que, para Z e ZD denotando os campos físicos/diagonais e
impondo

(
Z0 ZD0

)
M2

(
Z0

ZD0

)
= Lm =

(
Z ZD

)
M2

diagonal

(
Z

ZD

)
, (2.10)

obtemos (
Z

ZD

)
= RT

(
Z0

ZD0

)
=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
Z0

ZD0

)
. (2.11)

A condição de diagonalização, M2
diagonal12

= 0 = M2
diagonal21

, fornece

tanα =
1− η2 sin2 θ − δ2 − Sign

(
1− δ2

)√
4η2 sin2 θ +

(
1− η2 sin2 θ − δ2

)2
2η sin θ

, (2.12)

onde a convenção de sinal escolhida é tal que tanα → 0 quando ε → 0.
Usando as transformações (2.4), (2.5) e (2.11) juntas e escrevendo o fóton da lagrangiana

do modelo padrão como Â = W 3 sin θ + B̂ cos θ , obtemos, finalmente, as relações entre os
campos da lagrangiana inicial (Â, Ẑ, ẐD) e os campos físicos (A,Z, ZD):
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Â = A+ η cos θ (sinα Z + cosα ZD) , (2.13)

Ẑ = (cosα− η sin θ sinα) Z + (− sinα− η sin θ cosα ) ZD , (2.14)

ẐD =
(sinα Z + cosα ZD)√

1− ε2

cos θ2

, (2.15)

onde podemos usar as relações trigonométricas para seno e cosseno, cosα = 1/
√
1 + tanα2

e sinα = tanα/
√
1 + tanα2, para escrever essas quantidades explicitamente em termos dos

parâmetros ε e mD0 sempre que necessário.
Com a redefinição dos campos escrita acima, as massas físicas dos camposZ eZD são dadas

pelas raízes dos auto-valores da matriz de massas quadradas, os quais são iguais a

m2
Z,ZD

=
m2

Z0

2

(
1 + δ2 + η2 sin2 θ ± Sign

(
1− δ2

)√(
1 + δ2 + η2 sin2 θ

)2 − 4δ2
)
, (2.16)

cuja convenção de sinal corresponde a mZD
→ mD0 e mZ → mZ0 quando ε → 0.

2.2 Interações do modelo

Substituindo as expressões (2.13) e (2.14) nos termos de interação da lagrangiana do MP e
a expressão (2.15) na lagrangiana do SE (equação (2.2)), podemos obter os termos de interação
previstos por este modelo em função dos campos físicos A, Z e ZD.

A partir desses termos de interação, seguimos o procedimento usual em teoria quântica de
campos para obtenção das regras de Feynman correspondentes, o qual pode ser consultado em
[52–54].

2.2.1 Interações da Matéria Escura

Os vértices de interação da ME serão aqueles oriundos da equação (2.2), sendo, portanto,
uma consequência direta de sua interação inicial com o DP inicial, ẐD. Substituindo a equação
(2.15), que descreve ẐD em termos dos campos físicos Z e ZD, em (2.2), obtemos

LSE = χ̄ (i/∂ −mχ)χ + gD ẐDµ χ̄γ
µχ

= χ̄ (i/∂ −mχ)χ +
gD√

1− ε2

cos θ2

(sinα Zµ + cosα ZDµ)χ̄γ
µχ. (2.17)

Seguindo as regras usuais de Teoria Quântica de Campos, as regras de Feynman que corres-
pondem a estes termos de interação são os vértices da figura 10.
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ZDµ

χ̄

χ

= i gDγµ cosα√
1− ε2

cos2 θ

≡ iγµgZDX

Zµ

χ̄

χ

= i gDγµ sinα√
1− ε2

cos2 θ

≡ iγµgZX

Figura 10: Vértices de interação da Matéria Escura.

2.2.2 Interações entre o bosons neutros e férmions

Dadas as relações escritas em (2.13) e (2.15), todos os termos de interação doMP que envol-
vem, inicialmente, Â e Ẑ implicarão em novos termos de interação entre o DP e as partículas do
MP e também exibirão uma modificação dos acoplamentos entre bóson Z e as demais partículas
do MP.

No caso do termo de interação entre Â, Ẑ e os férmions [52],

Lf,Ẑ,Â =
∑
f

g

cos θ

[
(t3f cos2 θ − Yf sin2 θ)Ẑµ + (t3f + Yf ) cos θ sin θÂµ

]
f̄γµf, (2.18)

obtemos os vértices da figura 11. Os fatores t3f e Yf são números, que corespondem às cargas
de um determinado férmion f , relacionadas, respectivamente, ao terceiro gerador de SU(2)L e
à hipercarga. Estes números satisfazem t3f + Yf = Qf , onde Qf é a carga elétrica do férmion
(em unidades em que a carga do elétron é -1) [52]. Além dos vértices da figura 11, recupera-se,
da substituição da equação (2.13) em (2.18), um termo de interação entre o fóton e os férmions
que é idêntico ao obtido no MP, como fica óbvio observando-se o primeiro termo de (2.13).
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ZDµ

f̄

f

=
i g
[
− sinα(t3f cos2 θ−Yf sin2 θ)+Yf η sin θ cosα

]
γµ

cos θ

Zµ

f̄

f

=
i g
[
cosα(t3f cos2 θ−Yf sin2 θ)+Yf η sin θ sinα

]
γµ

cos θ

Figura 11: Vértices de interação entre ZD ou Z e os férmions do modelo padråo.

Lembramos que a soma sobre todos os férmions na equação (2.18) inclui a soma sobre as
quiralidades dos férmions, de modo que a regra de Feynman “total”para a interação entre um
determinado férmion e, por exemplo, ZD, é dada por

iγµ(gZD,L PL + gZD,R PR) ≡ i gγµ

cos θ
(2.19)(

PL

[
− sinα(t3f,L cos2 θ − Yf,L sin2 θ) + Yf,L η sin θ cosα

]
+PR

[
− sinα(t3f,R cos2 θ − Yf,R sin2 θ) + Yf,R η sin θ cosα

])
,

onde PL e PR são os projetores quirais left e right, e define-se gZD,L e gZD,R. Definimos gZ,L e
gZ,R de modo plenamente análogo. Os valores destas cargas para todos os férmions do MP são
elencados na Tabela 1. Lembramos que t3f,R = 0 para todos eles.

Tabela 1: Hipercargas e cargas t3 dos férmions do MP.

Férmion Yf,L t3f,L Yf,R Qf

e−, µ−, τ− -1/2 -1/2 -1 -1
neutrinos -1/2 +1/2 - -

quarks tipo up 1/6 +1/2 +2/3 +2/3
quarks tipo down 1/6 -1/2 -1/3 -1/3

Vale a pena ressaltar que a regra de Feynman entre ZD e a corrente de férmions do MP,
apresentada na figura 11, reproduz o resultado conhecido na literatura para o limite em que
ε � 1 e mD0 � mZ0,

Lf,ZD
≈ ε eQfZDµ f̄γ

µf , (ε � 1,mD0 � mZ0). (2.20)
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2.2.3 Interações com W+ e W−

Por sua vez, os termos de interação entre os bósons de gauge associados à simetria deSU(2)L

do MP, oriundos de seus termos cinéticos, têm a forma [52]

LSU(2)Bosons = −1

4
g2εabcεaefWµbWνcW

µeW νf +
1

2
g(∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ )εabcW

bµW cν , (2.21)

onde W 1 = (W+ +W−)/
√
2, W 2 = i(W+ −W−)/

√
2 e W 3 = sin θÂ + cos θẐ. Deste modo,

o primeiro termo fornece vértices do tipo apresentado na figura 12. A regra de Feynman para
este tipo de vértice não foi calculada porque a contribuição dos processos de anquilação de
ME e de DP que o incluem são suprimidos além da precisão escolhida para este trabalho. No
caso das aniquilações de ME, isso ocorre porque tais processos têm 3 ou mais partículas no
estado final 11. No caso do DP, os processos de aniquilação com este tipo de vértice são muito
suprimidos quando mZD

� mW , o que é valido na escala de massas em que a aniquilação do
DP é importante para o nosso estudo, como é discutido no capítulo 6.

BNi

W+

BNj W−

Figura 12: Vértice de bósons neutros,W+ eW−. BNi,j representam qualquer combinação entre
os bósons neutros dessa teoria: Z, A ou ZD .

Enquanto isso, a partir do segundo termo de (2.21) obtemos os vértices apresentados na
figura 13.

11A adição de uma partícula no estado final de uma aniquilação suprime a seção de choque correspondente por
um fator proporcional a 1/(2π)3 ≈ 1/248, oriundo da expressão do espaço de fase [54].
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pZD

p−

p+

ZDν

W−
β

W+
µ

= −i g cos θ sinα
[
gµβ(p

−
ν − p+ν ) + gνµ(p

ZD
β + p+β )− gνβ(p

−
µ + pZD

µ )
]

pZ
p−

p+

Zν

W−
β

W+
µ

= +i g cos θ cosα
[
gµβ(p

−
ν − p+ν ) + gνµ(p

Z
β + p+β )− gνβ(p

−
µ + pZµ )

]

Figura 13: Vértices de interação entre de W+ e W− e ZD ou Z.

2.2.4 Interações com o bóson de Higgs

Por fim, as últimas interações que são inseridas ou alteradas, em relação às interações do
MP, são aquelas oriundas dos termos de interação entre Ẑ e o bóson de Higgs [52],

LẐ,h =
m2

Z0

2
ẐµẐ

µ

[
2h√
2v

+

(
h√
2v

)2
]
. (2.22)

O segundo termo de (2.22) corresponde ao tipo de vértice representado na figura 14. A regra
de Feynman para este tipo de vértice não foi calculada pelo mesmo motivo que não calculamos
aquela correspondente aos vértices representados na figura 12 (veja seção 2.2.3).

Zi

h

Zj h

Figura 14: Vértice de interação entre Z e/ou ZD e hh. Zi,j representam a possibilidade de ser
Z ou ZD .

Ainda, o primeiro termo de (2.22), quando expresso em termos deZ eZD, fornece os vértices
da figura 15.
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ZD

ZD

h

= i
m2

Z0(− sinα−η sin θ cosα )2

v
√
2

Z

ZD

h

= i
2m2

Z0(cosα−η sin θ sinα)(− sinα−η sin θ cosα )

v
√
2

Z

Z

h

= i
m2

Z0(cosα−η sin θ sinα)2

v
√
2

Figura 15: Vértices de interação entre de h e ZD e/ou Z.

Estes são todos os vértices adicionados ou modificados em relação aos vértices do MP por
conta de introdução de U(1)D.
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3 Equação de Boltzmann

A abundância deME no universo é uma de suas propriedades mais bem estabelecidas, sendo,
atualmente, obtida com precisão através dos dados da Radiação Cósmica de Fundomedidos pelo
satélite Planck [2]. Deste modo, a reprodução desta abundância observada é um requisito que
deve ser atendido por qualquer modelo de ME proposto.

Como mencionado nos capítulos anteriores, o modelo de SE estudado neste projeto permite
o mapeamento de combinações dos parâmetros ε, gD, mZD

e mχ em abundâncias finais de ME.
Este mapeamento é feito através da equação de Boltzmann, que é basicamente onipresente na
discussões sobre a abundância das partículas presentes no universo (veja [23,24], por exemplo).

Nesta seção, discutiremos a derivação da contribuição de processos do tipo 1 2 ↔ 3 4 e
1 ↔ 2 3 , quando a abundância que estamos resolvendo é a da partícula 1, e de processos
1 ↔ 2 3 , quando a abundância que estamos resolvendo é a da partícula 2, para as equações
de Boltzmann correspondentes. Nos baseamos em [55], mas também fazemos generalizações a
partir do que foi apresentado nesta referência, como será apontado ao longo do texto.

3.1 Processos 1 2 ↔ 3 4

Considerando um grupo de partículas de um determinado tipo, confinado em um volume
físico, nosso ponto de partida para a derivação da equação de Boltzmann será o seguinte enun-
ciado: a taxa com que a quantidade de partículas deste tipo muda é igual à taxa com que essas
partículas são produzidas menos a taxa com que são aniquiladas. Matematicamente, escrevemos
para a partícula 1, cuja abundância é regulada por um processo do tipo 1 2 ↔ 3 4 ,

Ṅ1 = N34 Ṗ34→12 − N12 Ṗ12→34, (3.1)

onde Ṅ1 é a taxa de variação do número de partículas do tipo 1 no tempo, dentro de um volume
físico arbitrário V , Nij é o número de combinações possíveis das partículas de tipo i e j em
pares, no mesmo volume V , e Ṗij→mn é a probabilidade por unidade de tempo de o processo
i j → m n ocorrer.

Entretanto, quando levamos em conta a expansão do universo, além do efeito de produção
e aniquilação das partículas, temos também a diluição de suas densidades numéricas devido
ao aumento das distâncias físicas. Podemos explicitar este efeito na equação de Boltzmann,
reescrevendo N1 em termos de sua a densidade numérica,

n1 =
N1

V
=

N1

Vc a3(t)
, (3.2)

sendo a(t) o fator de escala, que parametriza a expansão do universo, e Vc o volume comóvel,
que permanece constante à medida em que o universo se expande, se relacionando com o volume
físico V através da relação Vc = V a−3(t) [21]. Assim, Ṅ1 pode ser escrita como
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Ṅ1 =
d

dt
[n1Vc a

3(t)] = Vc a
3(t)

[
ṅ1 + n13

ȧ(t)

a(t)

]
= V [ṅ1 + 3Hn1] , (3.3)

onde fizemos a substituição do parâmetro de Hubble H ≡ ȧ(t)/a(t).
Sabemos que o número de partículas de tipo i dentro de um volume V é dado por [21]

Ni = V
gi

(2π)3

∫
d3pi fi(Ei, t) , (3.4)

onde a independência da função de distribuição fi(Ei, t) - abreviada como fi daqui para frente
- em relação à posição da partícula e à direção de seu momento reflete as condições de homo-
geneidade e isotropia do universo e gi é o número de graus de liberdade internos da partícula i.
Assim, podemos escrever o número de possíveis combinações de partículas do tipo i em pares
com partículas do tipo j como [21]

Nij = NiNj = V 2

∫
d3pi d

3pj
gi fi
(2π)3

gj fj
(2π)3

. (3.5)

Ainda, fixando-se os momentos e spins do estado inicial | i j〉, a probabilidade de o processo
i j → m n ocorrer por unidade de tempo pode ser escrito como12 [53]

Ṗij→mn =
∑

spinsm,n

∫
d3pmd

3pn
V

(2π)3
V

(2π)3
∂

∂t

|〈i j | S | m n〉|2

〈i j | i j〉〈m n | m n〉
. (3.6)

Regularizando δ(3)(0) em um volume finito13, escrevemos δ(3)(0) = V /(2π)3, o que fornece
a normalização

〈p | p〉 = (2π)3 (2Ep) δ
(3)(0) = 2EpV , (3.7)

de modo que

〈i j | i j〉〈m n | m n〉 = (2EiV )(2EjV )(2EmV )(2EnV ) . (3.8)

Por fim, lembramos que [53]

∂

∂t
|〈i j | S | m n〉|2 = δ(4)(Σp)V (2π)4|Mij→mn|2 , (3.9)

12Nesta integral, aproximamos como 1 os fatores de mecânica estatística (1 ± fm)(1 ± fn), onde os sinais +
e − são usados se as partículas se tratam, respectivamente, de bósons e férmions. Estes fatores representam o
fenômeno de Bose enhancement e Pauli Blocking : se partículas do tipo i já existem, é mais provével produzir outra
partícula de mesmo tipo se as partículas i são bósons do que se forem férmions. Entretanto, esses fatores podem ser
aproximados pelo número 1 quando tratamos de partículas massivas que desacoplam do plasma primordial quando
não são um gás degenerado. Ainda, em geral, estamos interessados em particulas que desacoplam em temperatura
T < E, o que implica (1 ±f) ≈1 [24, 55].

13Para isso, comparamos δ(3)(0) com a expressão (2π)3δ(3)(p) =
∫
d3xei~p~x, obtendo δ3(0) = 1

(2π)3

∫
d3x =

V
(2π)3 quando impomos um volume finito V .
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onde |Mij→mn| é o elemento de matriz usual, calculado a partir dos diagramas de Feynman e
definimos δ(4)(Σp) ≡ δ(4)(pinicial − pfinal) - assim, no caso 1 2 → 3 4, δ(4)(Σp) = δ(4)(p1 +

p2 − p3 − p4) .
Substituindo as equações (3.8) e (3.9) em (3.6) obtemos,

Ṗij→mn =
∑

spinsm,n

∫
d3pmd

3pn
V

(2π)3
V

(2π)3
δ(4)(Σp)V (2π)4|Mij→mn|2

(2EiV )(2EjV )(2EmV )(2EnV )
. (3.10)

Deste modo, considerando todos os possíveis spins e momentos das partículas iniciais e
finais, o produto Nij Ṗij→mn se escreve

NijṖij→mn = V
∑
spins

∫
d3piV

(2π)3(2EiV )

d3pjV

(2π)3(2EjV )

d3pmV

(2π)3(2EmV )

d3pnV

(2π)3(2EnV )

fi fj δ
(4)(Σp)(2π)4|Mij→mn|2 .

(3.11)

Substituindo (3.11) em (3.1) obtemos

Ṅ1 = V
∑
spins

∫
d3p1V

(2π)3(2E1V )

d3p2V

(2π)3(2E2V )

d3p3V

(2π)3(2E3V )

d3p4V

(2π)3(2E4V )

δ(4)(Σp)(2π)4[f3 f4 |M3 4→1 2|2 − f1 f2 |M1 2→3 4|2] .
(3.12)

A partir deste ponto, assumimos que todas as partículas envolvidas permanecem equilíbrio
cinético14 por todo o processo estudado, de modo que podemos escrever fi ∝ f eq

i , onde f eq
i é a

distribuição de equilíbrio termodinâmico para as partículas i e a constante de proporcionalidade
entre as duas distribuições evolui com o tempo, mas é independente do momento [55]. As
distribuições de equilíbrio termodinâmico são dadas pelas distribuição de Fermi-Dirac (FD), no
caso dos férmions e, no caso dos bósons, pela distribuição de Bose-Einstein(BE),

f(E, t)FD,BE =
1

e(E−µ)/T ± 1
, (3.13)

onde E é a energia da partícula e µ é seu potencial químico. Além disso, o balanço detalhado
nos permite fazer a substituição [55]

f eq
1 f eq

2 = f eq
3 f eq

4 . (3.14)
14O equilíbrio cinético é mantido por reações elásticas (que não alteram as quantidades das partículas), enquanto

o equilíbrio químico émantido por reações inelásticas (que alteram as quantidades das partículas). Aqui, assumimos
que as reações elásticas continuam ocorrendo em taxa suficiente para manter as partículas em equilíbrio cinético
mesmo quando as reações inelásticas já são ineficientes, o que provoca o desacoplamento do equilíbrio com o
plasma primordial. Veja [55, 56].
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Assim, sendo a, b, c, d, ξ e ζ fatores independentes dos momentos, escrevemos as relações{
f1f2 = a f eq

1 b f eq
2 = ξf eq

1 f eq
2 ,

f3f4 = c f eq
3 d f eq

4 = ζf eq
3 f eq

4 = ζf eq
1 f eq

2 .
(3.15)

Por sua vez, a unitariedade/conservação de probabilidade permite que, dentro da integral em
3.12, seja escrito |M3 4→1 2|2 = |M1 2→3 4|2 = |M|2 , de modo que obtemos

Ṅ1 = V [ζ − ξ]
∑
spins

∫
d3p1

(2π)3(2E1)

d3p2
(2π)3(2E2)

d3p3
(2π)3(2E3)

d3p4
(2π)3(2E4)

f eq
1 f eq

2 δ(4)(Σp)(2π)4|M|2 .
(3.16)

Comparando a equação (3.16) com a expressão da seção de choque não polarizada (mediada
sobre os spins iniciais e somada sobre os spins finais) para o processo 1 2 → 3 4 [53],

σ12→34 =
1

g1g2

∑
spins

∫
d3p3

(2π)3(2E3)

d3p4
(2π)3(2E4)

δ(4)(Σp)(2π)4|M|2

4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

, (3.17)

e usando a definição

vMøl =

√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

E1E2

, (3.18)

reescrevemos (3.16) como

Ṅ1 = V [ζ − ξ]

∫
d3p1

(2π)3(2E1)

d3p2
(2π)3(2E2)

f eq
1 f eq

2 g1 g2 σ12→34 4 vMøl E1 E2

= V [ζ − ξ]

∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2 σ12→34 vMøl .

(3.19)

Com a definição da seção de choque mediada na temperatura [55],

〈σvMøl〉 =
∫

d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2 σ12→34 vMøl∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2

=

∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2 σ12→34 vMøl

neq
1 neq

2

, (3.20)

e aproveitando o fato de que o sistema de equações (3.15) implica ,n1n2 = ξneq
1 neq

2 ,

n3n4 = ζneq
3 neq

4 ,
(3.21)

podemos, finalmente, escrever
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ṅ1 + 3Hn1 = 〈σvMøl〉
[
neq
1 neq

2

n3n4

neq
3 neq

4

− n1n2

]
. (3.22)

Vale ressaltar que este resultado é válido mesmo quando as partículas 1 e 2 são idênticas.
Neste caso, o fator de 2 adicional que poderia aparecer no lado direito da equação (3.1), dado
que somem/surgem duas partículas a cada aniquilação, é compensado pelo fator de 1/2 que deve
ser colocado nos termos N12 e Ṗ3 4→1 2 para evitar contagem repetida de pares de partículas no
estado inicial ou final, respectivamente.

Entretando, há uma sutileza quando deseja-se resolver a equação (3.22) para a quantidade
total de partículas não idênticas. Por exemplo, se tratando de quantidade total de um férmion de
Dirac, n = nf + nf̄ , e assumindo que não há assimetria (nf = nf̄ ), temos n = 2nf e, no caso
n1 = nf e n2 = nf̄ , a equação (3.22) pode ser reescrita como

ṅf + 3Hnf = 〈σvMøl〉
[
neq
f neq

f̄

n3n4

neq
3 neq

4

− nfnf̄

]
⇓

ṅ+ 3Hn

2
= 〈σvMøl〉

[
(neq)2

4

n3n4

neq
3 neq

4

− n2

4

]
,

(3.23)

e, portanto,

ṅ+ 3Hn =
〈σvMøl〉

2

[
(neq)2

n3n4

neq
3 neq

4

− n2

]
. (3.24)

Entretando, no caso em que 1 e 2 são partículas idênticas, como dois fótons, n1 = n2 = n e
a equação (3.22) se escreve sem fatores adicionais, ou seja,

ṅ+ 3Hn = 〈σvMøl〉
[
(neq)2

n3n4

neq
3 neq

4

− n2

]
. (3.25)

Por fim, ainda vale comentar que, no caso em que as partículas 3 e 4 são idênticas, o fator de
1/2 que aparece para evitar a contagem repetida de pares está implicitamente incluso na definição
de σ12→34, de modo que a expressão final (3.22) continua válida.

3.2 Ṅ1 em processos 1 ↔ 2 3

Agora vamos ao caso em que a partícula 1, que é de nosso interesse, é instável, tendo sua
abundância afetada por um decaimento, 1 ↔ 2 3. Para este processo, o equivalente ao enunciado
de (3.1) se escreve
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Ṅ1 = N23Ṗ23→1 −N1Ṗ1→23 . (3.26)

Utilizando a expressão (3.4) para escreverN1, a expressão (3.5) para escreverN23 e a equação
(3.10) para escrever Ṗ23→1 e Ṗ1→23, obtemos

N23Ṗ23→1 =
∑
spins

∫
d3p2V

(2π)3
d3p3V

(2π)3
d3p1V

(2π)3
f2 f3

δ(4)(Σp)V (2π)4|M23→1|2

(2E1V )(2E2V )(2E3V )
(3.27)

e

N1Ṗ1→23 =
∑
spins

∫
d3p1V

(2π)3
d3p2V

(2π)3
d3p3V

(2π)3
f1

δ(4)(Σp)V (2π)4|M1→23|2

(2E1V )(2E2V )(2E3V )
, (3.28)

sendo δ(4)(Σp) = δ(4)(p1−p2−p3), neste caso. Com isso, e aplicando mais uma vez a condição
de conservação de probabilidade, que permite que igualemos |M1→23|2 = |M|2 = |M23→1|2

dentro da intregal sobre os momentos, temos

Ṅ1 = V
∑
spins

∫
d3p1

(2π)3(2E1)

d3p2
(2π)3(2E2)

d3p3
(2π)3(2E3)

δ(4)(Σp)(2π)4|M|2 [f2f3 − f1] . (3.29)

Em acordo com o que foi feito na seção anterior, supondo que que todas as partículas en-
volvidas estão em equilíbrio cinético durante todo o processo estudado e usando a relação de
balanço detalhado, f eq

1 = f eq
2 f eq

3 , podemos escrever
f1 = α f eq

1 =⇒ α =
n1

neq
1

,

f2f3 = βf eq
2 f eq

3 = βf eq
1 =⇒ β =

n2n3

neq
2 neq

3

,
(3.30)

onde α e β não dependem dos momentos. Isto implica que

Ṅ1 = V [β − α]
∑
spins

∫
d3p1

(2π)3(2E1)

d3p2
(2π)3(2E2)

d3p3
(2π)3(2E3)

f eq
1 δ(4)(Σp)(2π)4|M|2 . (3.31)

Comparando a expressão (3.31) com a expressão da lagura de decaimento não polarizada
(mediada sobre o spin inicial e somada sobre os spins finais) [54],

Γ1→23 =
1

g1

∑
spins

∫
d3p2

(2π)3(2E2)

d3p3
(2π)3(2E3)

δ(4)(Σp)(2π)4

2m1

|M|2 , (3.32)

onde m1 é a massa da partícula 1, obtemos
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Ṅ1 = V [β − α]

∫
d3p1 g1
(2π)3

f eq
1

m1

E1

Γ1→23 . (3.33)

Ainda, partir da definição de 〈Γ〉 [57],

〈Γ1→23〉 =
∫

d3p1 g1
(2π)3

m1

E1
f1Γ1→23∫

d3p1 g1
(2π)3

f1
=

∫
d3p1 g1
(2π)3

m1

E1
f eq
1 Γ1→23

neq
1

, (3.34)

onde, na última igualdade, usamos f1 = af eq
1 , e usando as demais relações de (3.30), junto com

a equação (3.3), podemos escrever, finalmente

ṅ1 + 3Hn1 = 〈Γ1→23〉
[
neq
1

n2n3

neq
2 neq

3

− n1

]
. (3.35)

Como a equação (3.35) é linearmente proporcional a n1, não temos a inclusão de nenhum
outro fator quando trocamos n1 pela soma de partículas idênticas ou não idênticas. Ainda, no
caso em que as partículas 2 e 3 são idênticas, o fator de 1/2 que apareceria nas equações (3.28)
e (3.27), para evitar a contagem repetida de pares, está implicitamente incluso na definição de
Γ1→23 , de modo que a equação (3.35) permanece válida.

3.3 Ṅ2 em processos 1 ↔ 2 3

Nesta seção será discutido o caso em que a partícula de interesse tem sua abundância afetada
pelo decaimento de outra partícula. Ou seja, sendo a partícula 2 de nosso interesse, vamos
revisitar o processo 1 ↔ 2 3. O enunciado da equação (3.1) se escreve, neste caso,

Ṅ2 = N1Ṗ1→23 −N23Ṗ23→1 , (3.36)

que difere da equação (3.26) apenas pelo sinal.
Deste modo, podemos escrever

ṅ2 + 3Hn2 = 〈Γ1→23〉
[
n1 − neq

1

n2n3

neq
2 neq

3

]
. (3.37)

Assim como a equação para Ṅ1 no processo 1 2 → 3 4, quando utilizamos a equação (3.37)
para monitorar a abundância de partículas indênticas e tomamos n2 = n3 = n, não há fator
adicional e escrevemos

ṅ+ 3Hn = 〈Γ1→23〉
[
n1 − neq

1

n2

(neq)2

]
. (3.38)

Entretando, no caso de querermosmonitorarn = n2+n3, no caso de partículas não idênticas,
mas simétricas, de modo que n = 2n2, a equação deve ter um fator de 2 adicional,
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ṅ+ 3Hn = 2 〈Γ1→23〉
[
n1 − neq

1

n2

(neq)2

]
. (3.39)

3.4 Equação de Boltzmann total

Em geral, a abundância de uma partícula no universo depende de múltiplos processos de
tipos diferentes, como é o caso da ME e do DP, que serão discutidos em detalhe nos próximos
capítulos. Suponha, por exemplo, que uma partícula A tenha sua abundância definida pelos
seguintes processos: o espalhamento A B ↔ C D e o decaimento E ↔ A F .

Neste caso, a equação de Boltzmann necessária para resolver sua abundância depende da
taxa total com a qual a partícula A é criada/aniquilada e deve considerar os dois processos.
Isso é feito simplesmente somando-se a contribuição de ambos. O enunciado da equação de
Boltzmann se escreve, neste caso,

ṄA = NCD ṖCD→AB − NAB ṖAB→CD︸ ︷︷ ︸
Contribuição A B ↔ C D

+ NE ṖE→AF − NAF ṖAF→E︸ ︷︷ ︸
Contribuição E ↔ A F

, (3.40)

onde a expressão para a contribução de A B → C D é dada pela equação (3.22) e a contri-
buição de E → A F é dada pela equação (3.37).

Deste modo, a partir equações obtidas nas seções 3.1 a 3.3, somando todas as contribuições
necessárias, podemos resolver a abundância da ME e do DP, dado que são dominante definidas
por espalhamentos com duas partículas no estado inicial e final e por decaimentos em duas
partículas.

3.5 Reparametrização da equação

Nesta seção vamos discutir como reescrever e equação de Boltzmann na forma mais apre-
sentada na literatura : em termos das variáveis Y = n/s e x = m/T (por exemplo, podemos
citar [21, 23, 24, 55]).

Para facilitar a resolução da equação de Boltzmann, é útil reabsorver o termo que explicita
o efeito de diluição das densidades numéricas das partículas pela expansão do universo, 3Hn,
dividindo n pela a densidade de entropia do universo15 [55], a qual pode ser escrita como

s = S a(t)−3, (3.41)

onde S, sendo a entropia total por volume comóvel, é constante na ausência de produção de
entropia (o que vamos assumir daqui para frente). Assim, definimos a quantidade adimensional
chamada yield, Y ≡ n/s, de modo que

15A densidade de entropia, s, é discutida em maior detalhe na seção seguinte, 3.6.



3 EQUAÇÃO DE BOLTZMANN 48

dY

dt
=

d

dt

(n
s

)
=

ṅ

s
+

n

S
3 a2 ȧ =

1

s
[ṅ+ 3Hn] . (3.42)

Além disso, dado que a massa da partícula sob interesse - no caso deste projeto, a ME -
indica a escala de tempo e temperatura que seu desacoplamento ocorrerá, é útil introduzir a
medida adimensional de tempo,

x =
mχ

T
, (3.43)

onde T é a temperatura dos fótons. Para encontrar a relação entre dY /dx e dY /dt, seguimos os
cálculos apresentados em [55], que se baseiam na aplicação da regra da cadeia,

dY

dx
=

dT

dx

ds

dT

da

ds

dt

da

dY

dt
≡ λ

dY

dt
, (3.44)

onde escolhe-se fazer derivadas entre quantidades cuja relação é conhecida na cosmologia, como
veremos a seguir.

Dada a definição do parâmetro de Hubble, H(t) = H , obtemos

H =
da

dt

1

a
=⇒ dt

da
=

1

aH
, (3.45)

por sua vez, a definição de s em (3.41), fornece

a =

(
S

s

)1/3

=⇒ da

ds
= −1

3
(sa3)1/3

1

s1/3s
= − a

3s
. (3.46)

Ainda, precisamos usar a expressão da densidade de entropia do universo [21],

s =
2π2

45
gS(T ) T

3 , (3.47)

onde gS(T ) é definido como o número efetivo de graus de liberdade relativísticos em entropia,
o qual será discutido em maior detalhe na seção 3.6. Por hora, tudo o que precisamos saber é
que este fator depende da temperatura. A partir da expressão (3.47), podemos escrever

ds

dT
=

2π2

45

[
gS(T )

dT 3

dT
+ T 3dgS(T )

dT

]
=

3 s

T

[
1 +

T

3gS(T )

dgS(T )

dT

]
,

(3.48)

e, por fim,

x =
mχ

T
=⇒ dT

dx
= −mχ

x2
. (3.49)

Assim, finalmente, podemos escrever, para λ definido na equação (3.44),
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λ =
mχ

x2

3 s

T

[
1 +

T

3gS(T )

dgS(T )

dT

]
a

3s

1

aH

=
mχ

x2

s

T H

1

s

[
1 +

T

3gS(T )

dgS(T )

dT

]
.

(3.50)

Para chegar na forma final da equação, escrevemos explicitamente o parâmetro de Hubble
em um universo dominado por radiação16 [21],

H2 =
4π3G

45
gρ(T )T

4 , (3.51)

onde gρ(T ) é o número de graus de liberdade relativísticos, que será melhor discutido na seção
3.6, e G é a constante de Newton, que pode ser escrita, em unidades naturais, em termos da
massa de Planck, G = M−2

Pl = (1.221× 1019GeV)−2. Com isso, podemos escrever

s

TH
=

2π2

45
gS(T )

T 3

T

√
45

4π3 G gρ(T ) T 4

=
gS(T )√
gρ(T )

√
π

45 G

. (3.52)

Assim, substituindo as equações (3.52) e (3.50) em (3.44), obtemos

dY

dx
=

mχ

x2

√
π

45 G

1

s

gS(T )√
gρ(T )

[
1 +

T

3gS(T )

dgS(T )

dT

]
dY

dt

≡ mχ

x2

√
π

45 G

1

s
g1/2? (T )

dY

dt
,

(3.53)

onde seguimos a definição de g1/2? (T ) apresentada em [55]. Entretanto, dado que estamos inte-
ressados em resolver a equação de Boltzmann em termos da variável x, é útil reescrever g1/2? (T )

em função dela. A partir da equação (3.49), podemos escrever

g1/2? (x) =
gS(x)√
gρ(x)

[
1− x

3gS(x)

dgS(x)

dx

]
, (3.54)

onde, dado uma massa de ME, para obter uma lista de valores de gρ(x) apenas usamos que
gρ(x) = gρ(mχ/T ). Para a lista de gS(x) procedemos do mesmo modo. Por fim, retomando a
equação (3.42), temos a equação de Boltzmann escrita como

16Utilizamos esta expressão para o parâmetro de Hubble porque a densidade de energia do universo é dominada
pela contribuição das espécies relativísticas até T = 0.75 eV [21] e, dado que estamos tratando de mχ da ordem
de MeV, o freeze-out da ME deve ocorrer em T ∼ MeV/10, ou seja, quando o universo ainda é dominado por
radiação.
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dY

dx
=

√
π

45 G

mχ

x2
g1/2? (x)

1

s2
[ṅ+ 3Hn] . (3.55)

Vale ressaltar que o fator de mχ que aparece na equação acima é devido unicamente à pa-
rametrização da evolução temporal x = mχ/T , de modo que a equação acima é valida para
qualquer partícula. É necessário, todavia, substituir Yi = ni/s de maneira consistente.

Por último, salientamos o motivo de deixarmos a equação (3.55) com o fator [ṅ+ 3Hn]

escrito explicitamente. Isto foi feito porque, como discutido nas seções 3.1 a 3.3, diferentes
tipos de processos que contribuem em [ṅ+ 3Hn] dependem de diferentes potências de n. Isto
implica que, em geral, haja fatores relativos de s na equação de Boltzmann completa para uma
espécie, quando escrita em termos de Y . Estes fatores são mais facilmente “seguidos”quando
escrevemos primeiro [ṅ+ 3Hn] e depois fazemos a substituição n = Y s. Isso fica claro na
equação de Boltzmann do DP, que inclui processos que dependem de nZD

e de n2
ZD

(veja seção
6.3).

3.6 Contagem dos graus de liberdade

Nesta seção, vamos discutir o significado de gS , gρ e g1/2? , assim como a introdução da con-
tribuição das partículas do SE nessas quantidades.

A definição de gρ deriva diretamente expressão para densidade de energia de uma espécie
relativística i [21],

ρi =


giπ

2

30
T 4
i para Bósons

7
8
giπ

2

30
T 4
i para Férmions

(3.56)

onde gi é o número de graus de liberdade internos da partícula i e Ti é a temperatura de sua
população. Deste modo, na época em que o universo é dominado por radiação, podemos escrever
para a densidade de energia total,

ρtot =
∑

i = bósons

giπ
2

30
T 4
i +

∑
i = férmions

7

8

giπ
2

30
T 4
i

=
π2T 4

30

[ ∑
i = bósons

gi

(
Ti

T

)4

+
7

8

∑
i = férmions

(
Ti

T

)4
]

≡ π2T 4

30
gρ(T ) .

(3.57)

Por sua vez, a definição de gS é oriunda da definição da densidade de entropia [21],
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s =
∑ ρi + Pi

Ti

=
4

3

[ ∑
i = bósons

giπ
2

30
T 3
i +

∑
i = férmions

7

8

giπ
2

30
T 3
i

]

=
2π2T 3

45

[ ∑
i = bósons

gi

(
Ti

T

)3

+
7

8

∑
i = férmions

gi

(
Ti

T

)3
]

≡ 2π2T 3

45
gS(T ) ,

(3.58)

onde P é a pressão do fluido de partículas e utilizamos a relação Pi = ρi/3, que é válida para
partículas relativísticas, na segunda igualdade.

Vale ressaltar que enquanto a espécie i está em equilíbrio com o plasma primordial, temos
Ti = T . Deste modo, enquanto todas as espécies relativísticas estão em equilíbrio, gS(T ) =

gρ(T ). A única espécie do MP que desacopla do plasma enquanto ainda está relativística são os
neutrinos. A diferença entre a temperatura dos neutrinos e a temperatura dos fótons, devida à
aniquilação e+ e− → AA (ondeA representa os fótons), a qual ocorre depois do desacoplamento
dos neutrinos, é discutida em detalhe em [21]. A consequente diferença entre gS(T ) e gρ(T ) para
T . 0.3MeV pode ser vista na figura 16, que mostra a evolução de destas quantidades ao longo
da história do universo, quando levamos em conta apenas as partículas do MP.
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Figura 16: Evolução dos graus de liberdade relativísticos para entropia e densidade, conside-
rando apenas as partículas do MP. Figura adaptada de [21]. Os símbolos que representam partí-
culas indicam quando a temperatura do plasma se aproximou da massa de tal partícula, de modo
que ela deixou de ser relativística. A seta EW indica uma estimativa da temperatura da tran-
sição de fase eletrofraca, que é quando as partículas elementares do MP adquiriram massa. A
seta QCD indica uma estimativa de quando ocorreu o confinamento da QCD, o que resultou no
confinamento de partículas mais leves (até então relativísticas) em estados ligados mais pesados
(não relativísticos).

Porém, o gráfico da figura 16 não conta a história completa. Quando introduzimos o DP e
a ME ao conteúdo de matéria do universo, é necessário somar suas contribuições para gS(T ) e
gρ(T ). Na escala de massas que estudamos nesse projeto, espera-se que os acoplamentos que
reproduzem a abundância observada deME correspondam à candidatos de DP eME que deixam
de ser relativísticos quando ainda estão em equilíbrio com o plasma do MP. Deste modo, para
incluir os efeitos deste SE em gS(T ) e gρ(T ), podemos adotar TZD

= Tχ = T e apenas somar
suas contribuições, enquanto ainda são relativísticos.

Entretanto, a população de uma partícula de massa mP não se torna instantâneamente não-
relativística quando a temperatura é T = mP . Nos baseando no que é feito em [21] no caso do
quark top, consideramos que a contribuição de cada partícula do SE para gS(T ) e gρ(T ) se anula
quando T ∼ mP/6. Também fazemos a aproximação que a contribuição das partículas é igual
ao seu número de graus de liberdade quando T ≥ mp, descrescendo linearmente até se anular
em T = mP/6.

Como discutido na seção 3.5, dado mχ , podemos obter gρ(x) e gS(x), a partir de gρ(T )

e gS(T ). Assim, por exemplo, no caso da ME, que supomos ser um férmion de Dirac sem
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carga de cor, somamos (4 × 7/8) à gS(x) e gρ(x) quando x ≥ 1 e consideramos que esta
contribuição decresce linearmente, até se anular em x = 1/6 17. A figura 17 apresenta o efeito de
adicionarmos a contribuição da ME em gρ(x) deste modo, considerando, como exemplo, mχ =

20 MeV. A curva gρ,MP+ME representa a evolução de gρ(x) quando consideramos a contribuição
da ME e gρ,MP apresenta a evolução de gρ(x) quando levamos em conta apenas as partículas do
MP.

gρ,MP

gρ,MP+ME

10-4 0.01 1 100

5

10

50

100

x

Figura 17: A curva gρ,MP+ME representa a evolução de gρ quando consideramos, como exemplo,
a contribuição de um candidato de ME com mχ = 20 MeV. A curva gρ,MP apresenta, para
comparação, a evolução de gρ quando levamos em conta apenas as partículas do MP.

Depois de “atualizar”gρ(x) e gS(x), incluindo a contribuição do SE, pode-se calcular g1/2? (x)

numericamente, a partir da definiçao apresentada na equação (3.54).

3.7 Freeze-out e freeze-in

Nesta seção, vamos discutir os fenômenos de freeze-out e freeze-in, que são responsáveis
por definir a abundância de espécies dominantemente produzidas e/ou aniquiladas por espalha-
mentos e/ou decaimentos com outras partículas.

Estes fenômenos podem ser descritos através da equação de Boltzmann. Para discutí-los,
é útil tomar, como exemplo simplificado, a equação de Boltzmann de uma partícula qualquer,
1, cuja abundância é afetada por um único processo, do tipo 1 1 ↔ 2 3, onde supomos que as
partículas 2 e 3 estejam em equilíbrio com o plasma durante todo o processo de interesse.

Neste caso, a partir da equação (3.25), podemos escrever
17Para isso, foi calculada uma reta que satisfaz r(x = 1) = 4× 7/8 e r(x = 1/6) = 0 .
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ṅ1 + 3Hn1 = 〈σvMøl〉
[
(neq

1 )2 − n2
1

]
. (3.59)

Lembrando que, a partir das relações (3.42) e (3.44), temos

dY1

dx
=

λ

s
[ṅ1 + 3Hn1] , (3.60)

onde, aproximando gS(T ) como uma constante, a partir da equação (3.50), podemos escrever

λ =
s

Hx

1

s
=

n1

Y1Hx

1

s
, (3.61)

o que fornece

dY1

dx
=

1

Y1 x

n1〈σvMøl〉
H

[
(Y eq

1 )2 − Y 2
1

]
, (3.62)

ou seja,

d lnY1

d lnx
=

Γ

H

[
(Y eq

1 )2

Y 2
1

− 1

]
, (3.63)

onde definimos a chamada taxa de interação, Γ = n1〈σvMøl〉, que tem unidades de 1/[tempo].
Escrevendo a equação de Boltzmann na forma (3.63), para este exemplo simplificado, se

torna mais fácil discutir algumas de suas características. Primeiramente, no caso em que Γ/H
é grande o suficiente para variar Y1 de maneira eficiente, podemos observar que Y1 tende a
seguir sua sua distribuição de equilíbrio. Isto porque, quando Y1 < Y eq

1 , o termo entre colchetes
é positivo e a equação (3.63) prevê que Y1 aumentará, à medida que o tempo passa, até que
Y1 = Y eq

1 . Por outro lado, quando Y1 > Y eq
1 , o termo entre colchetes é negativo, indicando que

Y1 diminui até que Y1 = Y eq
1 seja satisfeita.

Ainda, vemos que, quanto maior o fator Γ/H , maior a magnitude da derivada d lnY1/d lnx,
ou seja, mais rápida é a variação de Y1 e, portanto, mais eficientemente Y1 persegue a evolução
de Y eq

1 . Entretando, à medida que o universo se expande e esfria, a energia e a densidade das
partículas diminuem cada vez mais. Em particular, quando uma partícula em equilíbrio se torna
não-relativística, sua densidade numérica é exponencialmente suprimida [21],

neq
i ∝ e−mi/T , (3.64)

o que é conhecido como supressão de Boltzmann. Deste modo, à medida que o tempo passa,
a colisão entre duas partículas se torna menos provável, sendo esperado que Γ = n1〈σvMøl〉
diminua.

Com a diminuição de Γ/H , chega um momento em que a manutenção de Y1 em seu valor
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de equilíbrio se torna ineficiente, o que é conhecido como desacoplamento. Além disso, quando
Γ/H ≈ 0, Y1 deixa de variar, assumindo seu valor final, o que é conhecido como abundância de
relíquia. Este fenômeno de congelamento da abundância de uma partícula após seu desacopla-
mento do plasma primordial é chamado de freeze-out.

Ainda, vale a pena ressaltar uma característica importante do mecanismo de freeze-out : em
geral, quanto mais intensa for a interação de uma partícula com o plasma primordial, de modo
que ela permanece em equilíbrio por mais tempo, menor será sua abundância de relíquia. Isto
ocorre porque a abundância de equilíbrio das partículas diminui cada vez mais, à medida que a
temperatura diminui. Deste modo, quanto mais tarde uma partícula desacopla, menor será sua
abundância no momento do desacoplamento.

Para a ME do modelo de DP considerado neste trabalho, isso pode ser visualizado na figura
18. Como exemplo, fixamos mχ = 100 MeV, gD = 1, mZD

= 300 MeV e variamos o parâmetro
de mistura cinética entre o DP e o bóson B, ε. Podemos observar que, em acordo com o que foi
discutido acima, quanto maior o valor de ε, menor o valor final de Yχ obtido, dado que

Γ = n1〈σvMøl〉 ∝ ε2 , (3.65)

para aniquilações da ME em partículas do MP.

Yχ( ϵ = 10- 4 )

Yχ( ϵ = 10- 6 )

Yχ
eq
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Figura 18: Curva de freeze-out da ME correspondente a diferentes valores de ε. Os demais
parâmetros do modelo foram fixados em mχ = 100 MeV, mZD

= 300 MeV e gD = 1.

Como discutido em detalhe na referência [24], um tratamento analítico simplificado da equa-
ção (3.63) permite estimar que a dependência entre o valor final de Y1 (Y1final

) e a 〈σvMøl〉 cor-
respondente é dada por
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Y1final
∝ 1

〈σvMøl〉
. (3.66)

Complementarmente, é possível que a espécie 1 seja produzida lentamente pelo mesmo pro-
cesso 2 3 → 1 1, sem que ele nunca ocorra em taxa suficiente para estabelecer equilíbrio térmico
entre esta partícula e o plasma. Neste caso, supomos que, em T � m1 , o yield de 1 satisfaça
Y1 � Y eq

1 . Assim, o processo inverso, 1 1 → 2 3 é muito suprimido e podemos desprezar o
número 1 no termo entre colchetes da equação (3.63), obtendo

d lnY1

d lnx
=

Γ

H

(Y eq
1 )2

Y 2
1

, (3.67)

que descreve o acúmulo de partículas 1 no universo, ao longo do tempo. Assim como no caso
do freeze-out, a equação (3.67) indica o congelamento da abundância de 1 quando Γ/H ≈ 0.
O processo de produção lenta de uma partícula seguida do congelamento de sua abundância é
conhecido como freeze-in.

Na figura 19, são mostradas, como exemplo, duas curvas de freeze-in, para a ME do modelo
de DP deste trabalho. Por simplicidade, para gerar estas curvas, levamos em conta apenas a
contribuição das aniquilações das partículas do MP para a produção de ME. Como no exemplo
da figura 18, as curvas foram calculadas fixando gD = 1, mχ = 100 MeV, mZD

= 300 MeV e
variando ε.
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Figura 19: Curva de freeze-in da ME correspondente a diferentes valores de ε. Os demais
parâmetros do modelo foram fixados em mχ = 100 MeV, mZD

= 300 MeV e gD = 1.
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Em oposição ao que ocorre no caso do freeze-out, podemos observar, na figura 19, que
maiores valores de ε correspondem a maiores valores finais de Yχ, quando a ME é produzida via
freeze-in. Através da equação (3.67) podemos entender que isso se deve ao fato de que, quanto
maior o valor de Γ, mais rápida e eficiente é a produção de ME por este mecanismo.

Os mecanismos de freeze-out e freeze-in figuram entre aqueles possíveis para produzir a
abundância observada deME. No contexto domodelo de DP, há regiões do espaço de parâmetros
ε, gD mχ, mZD

que são compatíveis com o mecanismo de freeze-out, ao mesmo tempo que
há regiões compatíveis com freeze-in. Além disso, há ainda regiões que são compatíveis com
mecanismos mais complexos, como o freeze-in sequencial e a reaniquilação, como discutido
em [49,58, 59].

Por fim, vale mencionar uma importante vantagem do mecanismo de freeze-out em relação
ao mecanismo de freeze-in: a independência em relação a quaisquer condições cosmológicas
iniciais. Isto se dá porque, uma vez que uma partícula entra em equilíbrio com o plasma, ela
assume sua distribuição de equilíbrio, dada pela equação (3.13), apagando qualquer informação
prévia sobre sua população. Por outro lado, o efeito do mecanismo de freeze-in é somado sobre
a história prévia da partícula de interesse, dada a ausência de equilíbrio. Em geral, para mode-
los de ME produzidos via freeze-in, assume-se que a contribuição da população inicial para a
abundância final é irrisória.

3.8 Cálculo de 〈σvMøl〉 e 〈Γ〉

Como introduzido na seção 3.1, a seção de choque mediada na temperatura é definida como

〈σvMøl〉 =
∫

d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2 σ12→34 vMøl∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2

, (3.68)

onde as quantidades f eq
1,2 , σ12→34 e vMøl têm dependências complicadas nos momentos p1 e p2.

Em especial, a presença das ditribuições de equilíbrio (que podem ser escritas, no universo
primordial, negligenciando µ [21] ),

f(Ei, t)FD,BE =
1

eEi/T ± 1
, (3.69)

torna o cálculo de 〈σvMøl〉 muito difícil, mesmo numericamente. Entretanto, na referência [55]
é apresentado um tratamento analítico que permite reescrever 〈σvMøl〉 em termos de uma única
integral sobre a variável de Mandelstan s = p2total,inicial = p2total,final , no caso em que a partícula
sob interesse, digamos 1, tem sua abundância definida por processos do tipo 1 1 ↔ 2 3 .

Esse tratamento analítico parte da aproximação da distribuição de equilíbrio da partícula 1
pela distribuição de Maxwell-Boltzmann,

f(E1, t)MB = e−E1/T , (3.70)
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o que corresponde a um erro menor que 5% quando quando 3T . m1
18. Deste modo, no

contexto de freeze-out da ME, esta aproximação é adequada quando tratamos de candidatos
que desacoplam em T > m1/3, o que é tipicamente atendido por aqueles que reproduzem a
abundância observada no modelo estudado nesse projeto.

A partir disso, como explicado em detalhe no apêndice B e na referência [55], obtêm-se

〈σvMøl〉11→23 =
x

8m4
1mχK2

2(m1 x/mχ)

∫ ∞

4m2
1

σ
[
s− 4m2

1

]√
s K1(

√
s x/mχ) ds , (3.71)

onde K1 e K2 são, respectivamente, a primeira e segunda funções modificadas de Bessel e x =

mχ/T .
Entretanto, como discutido no capítulo 6, processos tipo 1 2 ↔ 3 4, onde 1 e 2 são partículas

diferentes, também são importantes quando tratamos das aniquilações do DP, de modo que é
necessário utilizar uma generalização da equação (3.71).

Tal generalização, que, analogamente, aproxima as distribuições de equilíbrio das partículas
1 e 2 pela distribuição de Maxwell-Boltzmann, é escrita como

〈σvMøl〉12→34 =
x

8mχm2
1m

2
2K2(m1x/mχ)K2(m2x/mχ)∫ ∞

(m1+m2)2
σ12→34

K1(x/mχ

√
s)√

s
[(s−m2

1 +m2
2)

2 − 4m2
1m

2
2] ds ,

(3.72)

de acordo com a discussão feita no apêndice B e concordando o resultado apresentado em [49].
Por fim, a expressão para 〈Γ1→23〉, obtida com a mesma aproximação e também discutida no

apêndice B, é apresentada em [57], sendo escrita como

〈Γ1→23〉 =
K1(m1 x/mχ)

K2(m1 x/mχ)
Γ1→23 . (3.73)

Assim, a partir das expressões apresentadas, podemos calcular 〈σvMøl〉 numericamente, para
diferentes processos, e podemos calcular 〈Γ1→23〉 apenas substituindo os valores deK1(m1 x/mχ)

e K2(m1 x/mχ).

18Para fazer essa estimativa, calculamos o erro relativo, (f(E1, t)MB −f(E1, t)FD,BE)∗100/f(E1, t)FD,BE ,
obtendo menos de 5% quando E1/T = 3.
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4 Equações de Boltzmann para o modelo de Dark Photon

Como discutido no capítulo 3, pode-se utilizar a equação de Boltzmann para calcular a evo-
lução da abundância de uma determinada partícula. As reações a serem incluídas nesta equação,
bem como as respectivas amplitudes de probabilidade, são definidas pelo modelo teórico utili-
zado.

O modelo teórico fornece essas informações através dos vértices de interação que ele apre-
senta e das respectivas regras de Feynman - no caso do modelo de DP, os vértices são aqueles
listados na seção 2.2. A partir dos vértices, podemos identificar quais processos afetam a abun-
dância de uma determinada partícula e calcular as seções de choque ou larguras de decaimento
correspondentes. Para estes cálculos, utiliza-se o procedimento padrão de teoria quântica de
campos, que pode ser encontrado, por exemplo, em [52–54].

No caso do modelo de DP estudado nesse projeto, de modo genérico19, temos 3 tipos de
processos que afetam a abundância da ME,

dYχ

dx
= taxa ME ↔ DP + taxa ME ↔ DP,MP + taxa ME ↔ MP , (4.1)

onde, ME ↔ DP representa aniquilações da ME em DPs, ME ↔ DP,MP representa as ani-
quilações da ME em um DP e uma partícula do MP e ME ↔ MP representa as aniquilações de
ME apenas com partículas do MP. Analogamente, temos, para o DP,

dYZD

dx
= taxa DP ↔ ME + taxa DP ↔ MP , (4.2)

onde DP ↔ ME e DP ↔ MP representam as aniquilações e decaimentos de DPs em, res-
pectivamente, partículas de ME e partículas do MP. Devido à natureza fermiônica do candidato
de ME, não temos aniquilações/decaimentos de DPs em uma partícula de ME e uma partícula
do MP,DP ↔ ME,MP . Como a equação para a abundância da ME depende da abundância do
DP e vice-versa, (4.1) e (4.2) constituem um sistema acoplado de equações de Boltzmann.

Entretanto, no contexto deste projeto, em que consideramos diferentes hierarquias de massa
entre o DP e a ME, nem sempre é necessario resolver este sistema acoplado. Sabendo que,
negligenciando o potencial químico, a densidade numérica de equilíbrio de partículas não-
relativísticas é dada por [23]

ni = gi

(
miT

2π

)3/2

exp[−mi/T ] , (4.3)

podemos concluir que, enquanto T < mZD
, mZD

> mχ e as duas espécies forem mantidas
em equilíbrio, o DP será menos abundante que a ME. O fato de o DP ter uma abundância de
equilíbrio menor que a da ME, neste regime, indica que ele tenderá a se desacoplar do plasma
primeiro. Contudo, dado que o DP é uma partícula instável, sua abundância não irá a se congelar

19Considerando apenas os processos a tree-level e com 1 ou 2 partículas no estado final.
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após o desacoplamento, sendo, ao invés disso, exponencialmente suprimida.
Assim, pode-se entender que, quando a massa do DP é expressivamente maior que a da ME,

os processos do tipoDP → ME e DP,MP → ME não serão importantes em torno da época
do desacoplamento da ME, dada a supressão da população de DPs em T < mχ < mZD

.
Além disso, quando mZD

> mχ, os processos opostos, ME → DP e ME → DP,MP se
tornam cinematicamente desfavorecidos em T ≈ mχ (ou até impedidos, dependendo de quão
maior que mχ é mZD

).
Deste modo, concluímos que quanto maior a hierarquia h = mZD

/mχ, menor será a influên-
cia da presença do DP no plasma sobre a abundância de ME. Isto porque, quando h é grande, na
prática, os processos ME ↔ DP e ME ↔ DP,MP só ocorrem significativamente enquanto
T > mχ e a ME permanece interagindo com as partículas do MP em uma taxa suficiente para
manter sua distribuição de equilíbrio.

Assim, decidimos utilizar a simplificação de desconsiderar a abundância de DPs no plasma
para h ≥ 3, o que corresponde a, no máximo, T ≈ mZD

/30 para a temperatura de freeze-out
da ME (estimada em T ≈ mχ/10). Essa simplificação também é feita em [60], considerando
genericamente mχ < mZD

. Neste regime, foi utilizada para calcular a abundância de relíquia
da ME apenas a equação (4.1), reescrita como

dYχ

dx
= taxa ME ↔ MP . (4.4)

Complementarmente, focamos o estudo do impacto da presença do DP no plasma sobre o
processo de freeze-out da ME para hierarquias pequenas, 1 ≤ h < 3. Isso nos aproxima de
um caso conhecido na literatura como Forbidden Dark Matter [61]. Entretanto, nos propomos
a investigar este regime sem introduzir novas partículas no setor escuro e sem supor que o DP
segue uma distribuição de equilíbrio. Assim, de fato é necessário resolver o sistema de equações
e dado por (4.1) e (4.2) para calcular a evolução das abundâncias do DP e da ME.

4.1 Calculando 〈σvMøl〉 numericamente

Depois de definir quais processos serão incluídos na equação de Boltzmann e calcular as
respectivas seções de choque ou larguras de decaimento, o próximo passo é calcular as médias
térmicas das seções de choque, 〈σvMøl〉, numericamente. Nesta seção, vamos discutir brevemente
as dificuldades e soluções encontradas para fazer este cálculo no software Mathematica.

Os testes iniciais para calcular 〈σvMøl〉 haviam sido feitos com valores arbitrários de massa
do DP e da ME, na ordem de GeV. Nesta escala de massas, foi possível calcular 〈σvMøl〉 com
as configurações automáticas da função NIntegrate do Mathematica. Entretanto, quando
a escala de massas foi colocada na ordem de MeV, em acordo com o proposto neste projeto de
mestrado, deparamo-nos commuitos avisos de erro no programa e valores irrisórios para 〈σvMøl〉
(∼ 10−100 GeV−2), o que nos indicou a presença de problemas numéricos. Como será retomado
mais adiante, esta tendência de maior instabilidade numérica quanto menor a massa da ME foi
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observada de maneira consistente ao longo do desenvolvimento do projeto.
Na investigação sobre a razão deste problema, plotamos gráficos do tipo apresentado na

figura 20, para estudar quais valores de limite superior de integração seriam adequados para
calcular 〈σvMøl〉 numericamente. Por simplicidade, consideramos incialmente apenas a contri-
buição dos processos χ χ̄ ↔ ff̄ . A figura 20 apresenta 〈σvMøl〉χχ→ff (LS), que corresponde a
〈σvMøl〉χχ→ff integrado entre s = 4m2

χ e o valor s denominado “limite superior” (LS), ou seja,

〈σvMøl〉χχ→ff (LS) =
x

8m5
χK

2
2(x)

∫ LS

4m2
χ

σχχ→ff

(
s− 4m2

χ

)√
sK1(

√
s x/mχ) ds . (4.5)

Na ausência de erros numericos, esperamos que o valor de 〈σvMøl〉χχ→ff (LS) aumente, à
medida que o valor de LS cresce, até um ponto em que o valor dessa integral congela, se man-
tendo constante enquanto aumentamos ainda mais LS. Esse congelamento deve ocorrer quando
o intervalo de integração já cobre todos os valores de s nos quais o integrando da equação 4.5 é
não nulo.
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Figura 20: Instabilidade numérica apresentada para grandes valores no limite superior da inte-
gral apresentada na equação (4.5). Como exemplo, escolhemos os parâmetros mχ = 10 MeV,
mZD

= 30 MeV, ε = 10−3, gD = 1e x = 1 para fazer este gráfico.

Entretanto, o que observamos na figura 20 é que, a partir de LS por volta de 1 GeV, o valor
de 〈σvMøl〉χχ→ff começa a oscilar, se tornando cada vez mais instável até que, um pouco an-
tes de LS = 104 GeV, o valor da integral despenca (o que nos retorna os valores ínfimos de
〈σvMøl〉χχ→ff ).

Depois de muita investigação, testando diferentes métodos de integração numérica disponí-
veis no Mathematica, este erro numérico foi controlado especificando-se ométodo Extrapola-
tingOscillatory da função NIntegrate, juntamente com especificações de PrecisionGoal,
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AccuracyGoal, MinRecursion e MaxRecursion. Estes valores foram determinados por ten-
tativa e erro, através de três testes: (i) comparando-se, para diversos valores de massa, os valores
retornados pelas integrações feitas com o valor da parte estável de figuras análogas à figura 20;
(ii) comparando os gráficos de 〈σvMøl〉(x) obtidos com diferentes precisões; e (iii) monitorando
o impacto de diferentes escolhas desses parâmetros na abundância final de ME. Nestes testes,
nosso objetivo foi manter os erros da abundância final de ME inferiores a 10% de seu valor. Ao
mesmo tempo, pretendemos garantir que o tempo para calcular 〈σvMøl〉 fosse de poucos segundos
ou menos, para garantir a viabilidade de repetir esse cálculo milhares de vezes.

Para as aniquilações ME ↔ MP , foram escolhidos os valores PrecisionGoal = 25,
AccuracyGoal = 20, MinRecursion = 7 e MaxRecursion = 15, na maior parte do espaço
de parâmetros estudado. No entanto, para 5 MeV ≤ mχ . 20 MeV, foi necessário ajustar o
MinRecursion para 10, reiterando que menores valores de mχ resultam em seções de choque
mediadas na temperatura mais instáveis numericamente. Para mχ < 5 MeV não conseguimos
encontrar um método que conseguisse calcular 〈σvMøl〉 de modo eficiente. Por isso, trabalhamos
apenas com mχ a partir de 5 MeV.

Quando consideramos as aniquilações que envolvem oDP, em geral, mantivemos os mesmos
parâmetros, apenas trocando o AccuracyGoal para 25. Entretanto, o cálculo de 〈σvMøl〉 é mais
complexo para algumas destas aniquilações, como discutido na seção 6.4.

Por fim, para a otimização do programa, aproximamos 〈σvMøl〉(x) por uma interpolação,
〈σvMøl〉Interpolada(x). Para que essa otimização seja eficiente, foi importante estudar em quantos
valores de x é necessário calcular 〈σvMøl〉(x) para que a interpolação seja uma boa aproximação.
No caso em que consideramos apenas ME ↔ MP , em geral, observamos que cerca de 25

cálculos de 〈σvMøl〉(x), para x entre 1 e 200, é uma escolha adequada para obter a abundância
final de ME com erro inferior a 10%. Entretanto, para mχ . 20 MeV, se mostrou necessário
aumentar o número de pontos para 250.

Na figura 21, apresentamos uma comparação para ilustrar a diferença entre os valores ob-
tidos para 〈σvMøl〉 quando especificamos o método de integração e parâmetros de precisão e os
valores obtidos sem esta especificação, para a combinação de parâmetros do modelo mχ = 10

MeV, mZD
= 30 MeV, ε = 10−3 e gD = 1. A curva 〈σvMøl〉χχ→ff−AUTO foi obtida sem ne-

nhuma especificação de método de integração ou parâmetros de precisão. Por outro lado, a
curva 〈σvMøl〉χχ→ff−ESP foi obtida especificando método de integração numérica Extrapola
tingOscillatory e os parâmetros de precisão PrecisionGoal = 25, AccuracyGoal = 20,
MinRecursion = 7 e MaxRecursion = 15.
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〈σv〉χ χ → f f - ESP

〈σv〉χ χ → f f - AUTO × 106

0.10 1 10 100
x

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.0010

0.0012

〈σv〉[GeV-2 ]

Figura 21: Comparação entre os métodos de integração para 〈σvMøl〉, paramχ = 10MeV,mZD
=

30MeV, ε = 10−3 e gD = 1. A curva 〈σvMøl〉χχ→ff−AUTO×106 foi obtida a partir do método de
integração automático do Mathematica. A curva 〈σvMøl〉χχ→ff−ESP foi obtida especificando o
método de integração numérica Extrapola tingOscillatory e os parâmetros de precisão
PrecisionGoal = 25, AccuracyGoal = 20, MinRecursion = 7 e MaxRecursion = 15.

Observando a figura 21 e salientando que a curva correspondente a 〈σvMøl〉χχ→ff−AUTO foi
multiplicada por 106 para ser visível neste gráfico, é nítido que a especificação do método numé-
rico e dos parâmetros de precisão foram fundamentais para calcular 〈σvMøl〉(x) adequadamente.

4.2 Resolvendo a equação de Boltzmann numericamente

Nos primeiros testes de resolução da equação de Boltzmann, quando levamos em conta ape-
nas os processos χ χ̄ ↔ f f̄ , foi possível observar a presença de instabilidade numérica para
valores de ε & 10−3.

Tal instabilidade se apresentou quando utilizamos a função NDSolve do software Mathematica
sem nenhuma especificação de método ou de precisão/acurácea. Podemos observar esse pro-
blema numérico na figura 22, no comportamento da curva para ε = 10−3, a qual apresenta um
comportamento muito diverso do esperado para uma curva de freeze-out, cuja forma é seme-
lhante ao apresentado pela curva de ε = 10−7.
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Figura 22: Exemplo de erro numérico na equação de Bolztmann.

Considerando os processos ME ↔ MP , esse problema foi resolvido quando especifica-
mos o método de solução da equação diferencial como StiffnessSwitching e escolhemos os
valores AccuracyGoal = 13 e PrecisionGoal=13. Para fazer estas escolhas, foram nessários
diversos testes, para avaliar quais valores de precisão e acurácea fornecem um erro aceitável na
abundância final de ME (menor que 10%), com a equação de Boltzmann sendo resolvida den-
tro de um tempo viável (de alguns segundos). A resolução da equação de Boltzmann com os
valores mais altos de precisão testados demoravam até mais de uma hora para serem feitos pelo
computador.

Ainda, para evitar o gasto de tempo calculando 〈σvMøl〉 e resolvendo a equação de Boltzmann
em um intervalo de x desnecessariamente grande, foram feitos mais testes, para investigar: (i)
quais são os valores de x adequados para impor a condição inicial de que aME está em equilíbrio
com o MP, denominados xI ; (ii) quais valores de x cujas abundâncias associadas já podem ser
consideradas a abundância de relíquia de ME, denominados xF . Obtivemos que, considerando
os processosME ↔ MP , os valores xI = 1 e xF = 200 são adequados para obter a abundância
de ME com erro inferior a 10%

4.3 Varrendo o espaço de parâmetros

Como discutido nos capítulos 1 e 2, o modelo de DP apresenta apenas 4 parâmetros livres: ε,
mχ, mZD

e gD. Portanto, dados os valores destes parâmetros, podemos calcular todas as seções
de choque e larguras de decaimento necessárias para resolver as equações de Boltzmann para o
DP e para a ME.

Assim, fixando gD = 1 e uma hierarquia h = mZD
/mχ, é possível obter a abundância de

ME que corresponde a cada ponto no plano ε vs. mχ . Entretanto, o cálculo da abundância de
relíquia da ME é custoso computacionalmente, correspondendo a uma demora média de cerca
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de 2 minutos para cada ponto no espaço de parâmetros. Deste modo, optamos por não calcular
a abundância Ω(ε,mχ) para uma grade arbitrária, com muitas combinações de mχ e ε, mas
utilizamos um algoritmo que foca na região em torno da curva de nível que satisfaz Ω(ε,mχ) =
Ωc , onde Ωc é a abundância observada de ME [2].

Para escrever tal algoritmo, partimos de duas ideias principais. A primeira delas se baseia
na expectativa de que os pares de ε e mχ que reproduzem Ω(ε,mχ) = Ωc devem se distribuir
ao longo de uma curva contínua no plano ε vs. mχ . Com isso, ao buscarmos uma lista com N
pares do tipo (εn ,mχn), que satisfaçam a abundância observada, supomos que o melhor palpite
inicial para εn , denominado εn,0 , deve ser εn−1 .

A segunda ideia é que, fixadosmχ, h e gD, quanto maior o valor de ε, por mais tempo a ME
tende a ficar em equilíbrio com o MP e menor será a previsão de sua abundância de relíquia,
Ω(ε,mχ) (como discutido na seção 3.7). Portanto, se o chute inicial εn,0 = εn−1 corresponde a
uma abundância maior que Ωc , o algoritmo foi escrito para testar valores cada vez maiores de
ε , até que encontre um que corresponda a uma abundância menor que Ωc , o qual chamamos
de ε+n . Deste modo, a estimativa final do valor de εn será a média entre ε+n e o último valor de
ε calculado antes dele. No caso oposto, em que o chute inicial εn,0 = εn−1 corresponde a uma
abundância menor que Ωc , o programa testa valores cada vez menores ε, repetindo o raciocínio
anterior.

Por fim, é necessário variar ε emχ com passos adequados, que correspondam a uma resolu-
ção suficiente para delinear a curva de nívelΩ(ε,mχ) =Ωc . Usualmente, na literatura, as curvas
de nível e limites experimentais no plano ε vs. mχ (ou outras combinações dos parâmetros deste
modelo) são apresentados em escala logarítmica. Por isso, escolhemos passos logarítimicos para
variar ε e mχ durante a varredura do espaço de parâmetros. Os valores de massa foram varia-
dos de acordo com mχn = 10Log10(mχn−1 )+0.023, o que corresponde a 100 valores de massa no
intervalo 5 MeV - 1 GeV. Fixado um valor de massa, mχn , para buscar o correspondente εn ,
variamos os valores de ε testados de acordo com εn,i = 10Log10(εn,i−1)+0.02, onde o índice i indica
o i-ésimo valor testado para εn. Esta variação de εn,i corresponde a uma resolução de cerca de
100 pontos no intervalo de valores de ε coberto por uma curva de nível Ω(ε,mχ) = Ωc com
hierarquia fixa.

Um notebook do Mathematica com o código deste algoritmo, dos métodos de integração
numérica para 〈σvMøl〉 e da resolução da equação de Boltzmann são disponibilizados neste en-
dereço20.

20Caso haja problemas de acesso com o link, pode-se usar diretamente o endereço https://github.com/
flimatos/notebooks_dissertacao no navegador.

https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
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5 Regime h ≥ 3

Neste capítulo, são discutidos os resultados para o regime de hierarquias h = mZD
/mχ ≥ 3.

Mais precisamente, consideramos as hierarquias h = 3, 5, 10, 20, 50, 100. Partimos da discus-
são sobre os processos que afetam a abundância de ME neste regime, passando pela escrita da
correspondente equação de Boltzmann. Por fim, abordamos as curvas de nível Ω(ε,mχ) = Ωc ,
obtidas para as diferentes hierarquias, e como elas são restringidas pelos limites experimentais.

5.1 Processos que afetam a abundância da ME neste regime

Como discutido no capítulo 4, no regime h ≥ 3 consideramos que apenas processos do tipo
ME ↔ MP afetam a abundância de ME. Lembramos também que, neste projeto, são levados
em conta apenas processos a tree-level e com duas ou menos partículas no estado final/inicial.
Neste contexto, a partir dos vértices apresentados na seção 2.2, inferimos que as reações que
podem afetar a abundância de ME são: χ χ̄ ↔ Z, χ χ̄ ↔ Z Z , χ χ̄ ↔ W+W− , χ χ̄ ↔ Z h

e χ χ̄ ↔ ff̄ .
Entretanto, dado que o intervalo de massas de ME considerado neste projeto é de 5 MeV a

1 GeV e as massas de Z, h e W± são da ordem de 100 GeV, sabemos que as aniquilações
nessas partículas terão uma contribuição negligenciável na determinação da abundância de ME.
Assim, apenas o processo χ χ̄ ↔ ff̄ contribui expressivamente. Esta afirmação se baseia no
mesmo raciocínio apresentado no capítulo 4, para explicar porque negligenciamos a presença
do DP no plasma quando h ≥ 3. Porém, para fins didáticos, estudamos todas as aniquilações
χ χ → MP MP .

Os diagramas relevantes para estas aniquilações, bem como os respectivos gráficos σ vs.
s (onde σ é a seção de choque s é a bem conhecida variável de Mandelstan), são mostrados
na seção 5.1.2. As expressões analíticas correspondentes são, em geral, muito longas, sendo
pouco esclarecedor colocá-las no corpo da dissertação. Por isso, elas serão disponibilizadas
neste endereço21.

Como pode ser visto na seção 5.1.2, boa parte dessas aniquilações tem um DP e um bóson
Z como mediadores. Nestes casos, a seção de choque depende dos propagadores destes bósons,
os quais, por sua vez, dependem de suas larguras de decaimento. Assim, para calcular as seções
de choque dos processos citados, é necessário calcular as larguras de decaimento de ZD e de Z.
Esses cálculos serão discutidos na seção a seguir.

5.1.1 Larguras de decaimento

A largura de decaimento doDP,ΓZD
, foi calculada demaneira usual, de acordo com as regras

de Feynman apresentadas na seção 2.2. Os decaimentos possíveis para o DP são ZD → χ χ̄ ,
21Caso haja problemas de acesso com o link, pode-se usar diretamente o endereço https://github.com/

flimatos/notebooks_dissertacao no navegador.

https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
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ZD → f f̄ , ZD → W+ W− e ZD → h Z. A espressão analítica para ΓZD
também está

disponível neste endereço.
No caso do bóson Z, sua largura de decaimento total é medida experimentalmente, assim

como sua largura de decaimento parcial, para diversos processos. Entretanto, dado que omodelo
deDP estudado implica em correções nos acoplamentos do bóson Z (veja seção 2.2), é necessário
calcular o impacto previsto pelo modelo em sua largura de decaimento.

Para isso, tomando os valores das larguras parciais medidos como aqueles correspondentes
aos acoplamentos previstos pelo MP, ΓZ→ABMP

, fizemos os redimensionamentos

ΓZ→AB =
|M(gZ,L , gZ,R)|2

|M(gZ,LMP
, gZ,RMP

)|2
ΓZ→ABMP

, (5.1)

onde nos valemos do fato de que nem o módulo quadrado da amplitude calculada com os novos
acoplamentos, |M(gZ,L , gZ,R)|2, nem o módulo quadrado da amplitude calculada com os aco-
plamentos do MP, |M(gZ,LMP

, gZ,RMP
)|2, têm dependência angular, de modo que podem ser

fatorados na expressão da largura de decaimento.
Consultamos os valores de ΓZ→ABMP

, assim como os valores das massas de todas as partí-
culas do MP e constantes na referência [62]. Estes dados mostram que a largura de decaimento
do bóson Z corresponde quase inteiramente aos decaimentos em léptons carregados, pares de
quarks e estados invisíveis (que consideraremos sendo os neutrinos do MP). Com base nisso,
consideraremos que estes são os únicos decaimentos de Z em partículas do MP.

Como os acoplamentos de cada férmion dependem de seus números quânticos (veja a figura
11), fizemos o procedimento de redimensionamento por agrupamentos de partículas semelhantes
(quarks do tipo up, quarks do tipo down, léptons carregados e neutrinos). Para isso, negligenci-
amos os fatores (mf/mZ)

2, onde mf é a massa do férmion considerado, cujo valor é máximo é
a massa do quark bottom22, que satisfaz (mbottom/mZ)

2 = 2.1× 10−3.
Por fim, somamos a este valor redimensionado a largura de decaimento correspondente a

Z → χ χ̄, calculada a partir da regra de Feynman apresentada na figura 10. Vale a pena frisar
que as massas de Z e ZD utilizadas para o cálculo das larguras de decaimento e das seções de
choque são as massas físicas, apresentadas na equação (2.16).

5.1.2 Aniquilações χ χ̄ ↔ MP MP

Nesta seção, mostramos os diagramas e os gráficos de todas as seções de choque relacionadas
às aniquilações da ME em partículas do MP.

Aniquilações χ χ̄ ↔ f f̄

Os diagramas importantes para calcular a seção de choque de aniquilação deME em férmions
do MP são apresentados na figura 23.

22Dado que a massa do quark top é maior que a massa do bóson Z, desconsideramos este quark nessa discussão.

https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
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Z

χ̄

χ f

f̄

ZD

χ̄

χ f

f̄

Figura 23: Diagramas para a reação χ χ̄ → ff̄ .

Tendo em mãos as regras de Feynman das figuras 10 e 11, pode-se obter diretamente as
amplitudes relacionadas a estes diagramas e, consequentemente, a seção de choque para a reação
χ χ̄ → ff̄ .

O gráfico de σχχ̄→ff̄ , somada sobre todos os férmions do MP, é apresentado na figura 24.
Para gerar esta figura, escolhemos, como exemplo, o conjunto de paramêtros {ε = 10−3, mχ =

1 GeV, h = 10, gD = 1}. Utilizamos esta mesma combinação de parâmetros para os gráficos
das demais seções de choque, para facilitar a comparação entre eles.

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
s[GeV2]

10-11

10-10

10-9

10-8

10-7

σχ χ→ f f [GeV
-2 ]

Figura 24: Seção de choque para o processo χ χ̄ → ff̄ , somada sobre todos os férmions. Este
gráfico foi feito fixando-se os parâmetros {ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

Na figura 24, podemos visualizar os picos da seção de choque em s = m2
ZD

= 100 GeV2 e
s = m2

Z ≈ 8300 GeV2.

Aniquilações χ χ̄ ↔ W+ W−

Os diagramas que contribuem para a amplitude de probabilidade de aniquilação da ME em
W+ e W− são apresentados na figura 25.
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Z

χ̄

χ W+

W−

ZD

χ̄

χ W+

W−

Figura 25: Diagramas para a reação χ χ̄ → W+W−.

A seção de choque calculada a partir destes diagramas, que foram construídos a partir das
interações apresentadas nas figuras 10 e 13, é graficamente apresentada na figura 26.

50000 100000 150000 200000 250000 300000
s[GeV2]

2.×10-15

4.×10-15

6.×10-15

8.×10-15

1.×10-14

σχ χ→WW [GeV-2 ]

Figura 26: Seção de choque para o processo χ χ̄ → W+W−. Este gráfico foi feito fixando-se
os parâmetros {ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

Aniquilações χ χ̄ ↔ Z Z

Para aniquilações de pares partícula-antipartícula de ME que têm como estado final dois
bósons Z, os digramas relevantes são aqueles apresentados na figura 27.
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χ

χ Z(k1)

Z(k2)χ̄

χ

χ Z(k2)

Z(k1)χ̄

Figura 27: Diagramas para as reações χ χ̄ → Z Z. As indicações (k1) e (k2) nos bósons Z
representam seus momentos. A troca de posição entre Z(k1) e Z(k2) adiciona um diagrama
possível para o processo, o que é levado em conta no cálculo de σχχ̄→ZZ .

O gráfico da seção de choque obtida a partir dos diagramas apresentados na figura 27 e das
regras de Feynman das figuras 10 e 13 é mostrado na figura 28.

50000 100000 150000 200000 250000 300000
s[GeV2]

5.×10-20

1.×10-19

1.5 ×10-19

2.×10-19

2.5 ×10-19

σχ χ→ZZ[GeV
-2 ]

Figura 28: Seção de choque para χ χ̄ → Z Z. Este gráfico foi feito fixando-se os parâmetros
{ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

Aniquilações χ χ̄ ↔ Z h

Para a aniquilação da ME em h e Z, os diagramas a serem levados em conta são aqueles
mostrados na figura 29.

Z

χ̄

χ Z

h

ZD

χ̄

χ Z

h

Figura 29: Diagramas para a reação e χ χ̄ → Zh .
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A partir destes diagramas e das regras de Feynman das figuras 10 e 15, podemos escrever a
expressão para a seção de choque σχχ̄→Z h, cujo gráfico é apresentado na figura 30

50000 100000 150000 200000 250000 300000
s[GeV2]

2.×10-16

4.×10-16

6.×10-16

8.×10-16

1.×10-15

1.2 ×10-15

σχ χ→Zh [GeV
-2 ]

Figura 30: Seção da choque da reaçãoχ χ̄ → Z h. Este gráfico foi feito fixando-se os parâmetros
{ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}

5.2 Equação de Boltzmann para ME

Sabendo quais são os processos que podem afetar a abundância da ME, podemos finalmente
escrever a devida equação de Boltzmann. Para calcular a abundância total nχ ≡ npartículasχ +

nanti−partículasχ , é necessário utilizar as equações deduzidas no capítulo 3 para partículas não-
indênticas.

Assim, utilizamos a equação (3.39) para a contribuição do processo χ χ̄ ↔ Z. Já para as
contribuições dos processos χ χ̄ ↔ f f̄ , χ χ̄ ↔ W+ W− , χ χ̄ ↔ Z Z e χ χ̄ ↔ Z h ,
utilizamos a equação (3.24), obtendo

ṅχ + 3Hnχ =
〈σvMøl〉ME−MP

2

[
(neq

χ )2 − n2
χ

]
+ 2 〈ΓZ→χχ̄〉 neq

Z

[
1−

n2
χ

(neq
χ )2

]
, (5.2)

onde assumimos que todas as partículas do MP seguem suas distribuições de equilíbrio e defi-
nimos, a partir da equação 3.71,

〈σvMøl〉ME−MP =
x

8m5
χK2

2(x)

∫ ∞

4m2
χ

[
σχχ̄→ff̄ + σχχ̄→W+W− + σχχ̄→ZZ + σχχ̄→Zh

]
[
s− 4m2

χ

]√
s K1(

√
s x/mχ) ds .

(5.3)

Lembrando que Yχ = nχ/s e utilizando a relação (3.55), podemos, finalmente, escrever
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dYχ

dx
=

√
π

45 G

mχ g
1/2
? (x)

2 x2

{
〈σvMøl〉ME−MP

[
(Y eq

χ )2 − Y 2
χ

]
+

4〈ΓZ→χχ̄〉
neq
Z

s2

[
1−

Y 2
χ

(Y eq
χ )2

]}
,

(5.4)

onde 〈ΓZ→χχ̄〉 pode ser calculada a partir da expressão (3.73) e neq
Z segue a equação (4.3). Lem-

bramos que, como discutido no capítulo 3.6, é necessário adicionar a contribuição das partículas
do SE à evolução de gρ(x) e gS(x). Entretanto, dado que no regime h ≥ 3 assumimos que a
abundância do DP é irrisória, adicionamos apenas a contribuição da ME.

5.3 Curvas de nível obtidas

Como discutido no capítulo 4, a partir da equação (5.4), é possível varrer o plano ε vs. mχ

em busca das combinações destes parâmetros que satisfazem Ω(ε,mχ) = Ωc . Fixando gD = 1

e as hierarquias h = 3, 5, 10, 13, 20, 50, 100, obtivemos a curvas de nível apresentadas na figura
31.
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ϵ

Figura 31: Curvas de nível Ω(ε,mχ) = Ωc para diferentes hierarquias h = mZD
/mχ, fixando

gD = 1.

No caso h = 100, optamos por interromper a curva em ε = 0.5, porque sabíamos que
ε ≥ 0.5 estava certamente excluído experimentalmente, até mesmo paramZD

da ordem de GeV.
Não apresentamos os limites experimentais na figura 31 porque os limites disponíveis para esse
modelo se apresentam no plano ε vs. mZD

(veja figura 32). Deste modo, quando traduzimos tais
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limites para o plano ε vs. mχ, obtemos um conjunto de curvas diferentes para cada hierarquia,
o que dificultaria muito a visualização neste gráfico.

Entretando, a figura 31 já indica que a escolha de diferentes hierarquias tem um efeito rele-
vante sobre as curvas de nível. Por exemplo, a curva para h = 5 apresenta valores de ε cerca
de uma ordem de grandeza acima daqueles apresentados pela curva h = 3, a qual, em geral, é
tomada arbitrariamente como referência em estudos sobre modelos de DP que focam no regime
mZD

> mχ.
Ainda, podemos observar que à medida que aumenta-se o valor de h = mZD

/mχ, são ne-
cessários valores de ε cada vez maiores para reproduzir a abundância observada de ME. Este
comportamento é consistente com a discussão feita na seção 1.2 (veja a equação (1.40)), que
indica que o aumento da massa do mediador de aniquilações do tipo ME ↔ MP implica em
menores valores da 〈σvMøl〉 correspondente. Assim, à medida que aumenta-se h (e, consequente-
mente,mZD

), se faz necessário aumentar ε para manter 〈σvMøl〉ME−MP no valor que é consistente
com a abundância observada de ME.

A figura 31 apresenta também um sutil decrescimento de todas as curvas de nível em mχ ≈
105MeV, que é um valor próximo damassa domúon. Assim, entendemos que omotivo dessa di-
minuição nos valores de ε apresentados pode ter uma justificativa cinemática, dado que, quando
mχ > mµ , a reação (χ χ̄ → µ µ̄) se torna possível em temperatura zero, provocando um
aumento no valor total de 〈σvMøl〉ME−MP , o qual pode ser compensado pela diminuição de ε.

Os limites experimentais atuais para um DP que decai principalmente em partículas fora do
MP e que satisfaz mZD

> 1 MeV [9] são oriundos do detector BaBar [63], do experimento
NA64 [64] e dos chamados Electroweak Precision Tests (EWPT) [12].

O detector BaBar é alocado em um colisor elétron-pósitron. A busca desse detector por DPs
se baseia na expectativa da produção destas partículas através da reação e− e+ → AZD, seguida
do decaimento ZD → estados invisíveis. A assinatura deste evento é a detecção de um único
fóton de alta energia junto da detecção de um grande “desaparecimento” de momento e energia
(que seriam carregados pelo DP, o qual escapa do detector).

Por sua vez, o experimento NA64 utiliza colisões de um feixe de elétrons de 100GeV com um
bloqueador de feixe ativo (active beam dump), que se trata de um calorímetro eletromagnético.
Este experimento busca detectar DPs através de eventos de “desaparecimento” de energia.

Finalmente, os EWPT restringem os valores de ε com base na precisão com que as chamadas
Electroweak Precision Observables (EWPOs) são medidas. Como discutido no capítulo 2, o
modelo de DP prevê correções na massa do bóson Z e em seus acoplamentos, em relação à
previsão do MP. Assim, é possível restringir o plano ε vs. mZD

impondo um limite superior no
quanto as previsões do modelo de DP podem se desviar dos valores medidos. Entretanto, para
evitar a reinterpretação dos desvios existentes entre os valores medidos e as previsões do MP,
a concordância entre as previsões do modelo de DP e as observações é avaliada em relação à
concordância do MP com as observações. Quantitativamente, a qualidade dos ajustes é avaliada
através da quantidade estatística χ2 e o limite imposto pode ser escrito como
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χ2
ZD

− χ2
MP . 3.8 , (5.5)

onde χ2
ZD

e χ2
MP correspondem aos valores de χ2 dos ajustes feitos, respectivamente, a partir

do modelo de DP e do MP.
Estes limites são apresentados na figura 32, sobrepostos às curvas de nível que satisfazem

Ω(ε,mZD
) = Ωc , para mχ no intervalo 5 MeV - 1 GeV. Nesta figura, podemos ver que, como

mencionado no capítulo 1, os limites experimentais para DPs com massa da ordem de MeV são
mais fortes que aqueles para ordem de GeV.
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Figura 32: Limites experimentais vigentes no plano ε vs. mZD
, oriundos de BaBar [63], NA64

[64] e EWPT [12]. As linhas diagonais são as curvas de nível que indicam as combinações
de ε e mZD

que fornecem Ωχ (ε,mZD
) = Ωc , fixando-se gD = 1 e diferentes hierarquias

h = mZD
/mχ.

Vemos claramente na figura 32 que, para mχ no intervalo 5 MeV - 1 GeV, as curvas que
correspondem às hierarquias h = 100, h = 50 e h = 20 estão completamente excluídas experi-
mentalmente, dado que que requerem altos valores de ε para reproduzir a abundância observada
de ME. Enquanto isso, a curva correspondente a h = 13 se apresenta no limiar de estar comple-
tamente excluída, sendo viável apenas em um pequeno intervalo em torno de mZD

≈ 0.2 GeV.
Deste modo, o comportamento apresentado pelas curvas de nível, as quais requerem valores de
ε cada vez mais altos à medida que aumenta-se h, indica que o valor máximo permitido para a
hierarquia h = mZD

/mχ é levemente maior que 13.
Além disso, observamos que, independentemente da hierarquia fixada, a região do espaço

de parâmetros viável para um DP mais pesado que 1 GeV é pequena, quando consideramos um
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candidato de ME com massa da ordem de MeV. Dentre as curvas apresentadas, escapam aos
limites experimentais apenas os restritos intervalos de 1-2 GeV, para h = 3, e 8-10 GeV, para
h = 10.

Ainda, a partir do modo como estas curvas de nível se distribuem no plano, podemos inferir
algumas informações gerais para diferentes intervalos de hierarquias, quando a massa de ME
satisfaz 5 MeV ≤ mχ ≤ 1 GeV. Para quaisquer hierarquias 5 < h < 13, os possíveis valores
viáveis demZD

maiores que 1 GeV estão restringidos entre 8 e∼10 GeV, pelos limites do BaBar
e de EWPT. Ainda, considerando qualquer hierarquia que satisfaça h < 5, podemos afirmar que
o valor máximo possível de mZD

é menor que 3 GeV (considerando mχ ≤ 1 GeV).
Enquanto isso, as curvas que correspondem a h = 3, 5 e 10 se mostram parcialmente viáveis,

de modo que, para mZD
. 0.4 GeV, nenhuma destas curvas é afetada pelos limites experimen-

tais.
Para visualização dos limites experimentais no plano ε vs. mχ , escolhemos arbitrariamente

as hierarquias h = 3 e h = 10 como exemplo. A curva de nível para a hierarquia h = 3,
sobreposta aos limites experimentais, é apresentada na figura 33.
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Figura 33: Limites experimentais vigentes no plano ε vs. mχ, oriundos de BaBar [63], NA64
[64] e EWPT [12]. Os limites são sobrepostos à curva de nível Ωχ (ε,mχ) = Ωc , fixando-se
gD = 1 e h = mZD

/mχ = 3.

Analogamente, para a hierarquia h = 10, apresentamos a figura 34.
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Figura 34: Limites experimentais vigentes no plano ε vs. mχ, oriundos de BaBar [63], NA64
[64] e EWPT [12]. Os limites são sobrepostos à curva de nível Ωχ (ε,mχ) = Ωc , fixando-se
gD = 1 e h = mZD

/mχ = 10.

Por fim, salientamos que as curvas de nível apresentadas na figura 32 para h = 3, 5, 10, 13

e 20 não continuaram até mZD
= 50 apenas porque interrompemos a varredura do espaço de

parâmetros em mχ = 1 GeV, em acordo com o intervalo de massas proposto inicialmente neste
projeto.

Entretando, esperamos que o comportamento dessas curvas se mantenha regular, à medida
que aumenta-semχ (e, consequentemente,mZD

), até quemZD
se aproxime damassa do bósonZ.

Isto porque, quandomZD
≈ mZ , a mistura demassas entreZ eZD se torna importante, podendo

afetar as massas físicas e acoplamentos dessas partículas de maneira significativa. Além disso,
quando mχ ≈ mZ é possível que as populações de partículas mais pesadas (como Z, W± e h)
ainda sejam grandes o suficiente para influenciar o processo de freeze-out da ME.

Porém, no caso das hierarquias apresentadas, temos que o valor máximo de mχ que corres-
ponde amZD

= 50GeV é igual amχ = 50GeV/3 � mZ . Ainda, pode-se observar que a curva
para h = 50 parece regular atémZD

= 50GeV, indicando que esta massa de DP ainda é pequena
o suficiente para os efeitos de mistura com Z não afetarem significativamente a regularidade das
curvas de nível. Assim, apresentamos na figura 35, em linhas tracejadas, extrapolações analíticas
para as curvas de nível correspondentes a h = 3, 5, 10, 13 e 20, até mZD

= 50 GeV.
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Figura 35: Limites experimentais vigentes no plano ε vs. mZD
, oriundos de BaBar [63], NA64

[64] e EWPT [12]. As linhas diagonais são as curvas de nível que indicam as combinações de
ε e mZD

que fornecem Ωχ (ε,mZD
) = Ωc , fixando-se gD = 1 e diferentes hierarquias h =

mZD
/mχ. As linhas contínuas indicam os resultados numéricos, enquanto as linhas pontilhadas

indicam as extrapolações analíticas desses resultados.

Através destas curvas de extrapolação, temos a indicação de que o intervalo de massas de DP
entre 8 e 50 GeV é cada vez menos restringido à medida que considera-se hierarquias menores,
ou, de modo equivalente, candidatos deMEmais pesados. Por exemplo, para a hierarquia h = 3,
vemos que este intervalo, que corrresponde aproximadamente a 2.7 GeV ≤ mχ ≤ 16.7 GeV,
não é afetado pelos limites experimentais. Enquanto isso, para a hierarquia h = 10, este intervalo
corresponte amχ entre 0.8 GeV e 5 GeV e é significativamente restringido pelo limite de EWPT,
sendo viável apenas o sub-intervalo 8 GeV . mZD

. 10.5 GeV.
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6 Regime 1 ≤ h < 3

Neste capítulo, discutimos o regime de hierarquias 1 ≤ h < 3. Como explicado no capítulo
4, para este intervalo de hierarquias, consideramos que, em T . mχ , a população de DPs
no plasma primordial pode ser grande o suficiente para influenciar o processo de freeze-out da
ME. Deste modo, para escrever explicitamente o sistema de equações constituído pelas equações
esquemáticas (4.1) e (4.2), estudamos os processos que envolvem o DP e a ME, bem como os
processos que envolvem o DP e as partículas do MP.

Porém, dado o intervalo de massas e hierarquias considerado, que corresponde amχ entre 5
MeV e 1 GeV emZD

entre 5 MeV e 3 GeV, sabemos que os processos de desacoplamento da ME
e do DP não serão influenciados por aniquilações em partículas do MP com massas da ordem
de 100 GeV, como Z, h e W±. Esta afirmação se baseia no mesmo raciocínio que nos motivou
a desconsiderar as aniquilações da ME que envolvem o DP em h ≥ 3, o qual é apresentado no
capítulo 4.

Por exemplo, no caso da ME, as reações que podem ser desconsideradas são χ χ̄ ↔ Z ZD

e χ χ̄ ↔ ZD h, além daquelas discutidas na seção 5.1, que também envolvem partículas com
massa da ordem 100 GeV, mas não envolvem o DP. Nas seções 6.1 e 6.2 discutimos, diretamente,
apenas os processos cuja influência é importante em torno dos desacoplamentos da ME e do DP.

Assim como no capítulo anterior, apresentamos, no corpo da dissertação, os gráficos das
seções de choque e os diagramas necessários para calculá-las, ao passo que disponibilizamos as
expressões analíticas correspondentes neste endereço.

Lembramos que as larguras de decaimento para Z e ZD que foram utilizadas para calcular
as seções de choque são aquelas discutidas na seção 5.1.1.

6.1 Processos que afetam a abundância da ME

Além dos processos apresentados no capítulo anterior, quando a população deDPs no plasma
é grande o suficiente para influenciar a abundância da ME, deve-se levar em conta os processos
χ χ̄ ↔ ZD ZD e χ χ̄ ↔ ZD .

A largura de decaimento correspondente ao processo ZD → χ χ̄ pode ser calculada direta-
mente a partir da regra de Feynman apresentada na figura 10.

Para calcular a seção de choque σχχ̄→ZDZD
, foram consideramos os diagramas da figura 36.

https://github.com/flimatos/notebooks_dissertacao
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χ

χ ZD(k1)

ZD(k2)χ̄

χ

χ ZD(k2)

ZD(k1)χ̄

Figura 36: Diagramas para as reações χ χ̄ → ZD ZD. As indicações (k1) e (k2) nos DPs
representam seus momentos. A troca de posição entre ZD(k1) e ZD(k2) adiciona um diagrama
possível para o processo, o que é levado em conta no cálculo de σχχ̄→ZDZD

.

A partir destes diagramas e das regras de Feynman apresentadas nas figuras 10, obteve-se a
seção de choque cujo gráfico é apresentado na figura 37

1000 2000 3000 4000
s[GeV2]

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

σχ χ→ZD ZD
[GeV-2 ]

Figura 37: Seção de choque para χ χ̄ → ZD ZD. Este gráfico foi feito fixando-se os parâmetros
{ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

6.2 Processos que afetam a abundância do DP

Netsa seção, discutimos os processos que, de acordo com o que foi discutido acima, são
importantes para a determinação da abundância do DP quando T ∼ mZD

. Assim como no caso
daME, são os vértices de interação apresentados na seção 2.2 que ditam quais são as aniquilações
e decaimentos possíveis para o DP.

Estes vértices indicam que, entre os processos que afetam a abundância dos DPs, temos os
decaimentos ZD ↔ χ χ̄ e ZD ↔ f f̄ , cujas larguras de decaimento correspondentes podem
ser calculadas diretamente a partir das regras de Feynman apresentadas nas figuras 10 e 11.

Além disso, a abundância do DP é afetada por aniquilações, cujos diagramas são apresenta-
dos abaixo, junto com os gráficos das seções de choque corrrespondentes.
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Aniquilações ZD ZD ↔ χ χ̄

Os diagramas necessários para calcular a seção de choque σZDZD→χχ̄ são aqueles apresen-
tados na figura 38.

χ

ZD(k1) χ

χ̄ZD(k2)

χ

ZD(k2) χ

χ̄ZD(k1)

Figura 38: Diagramas para a reaçãoZD ZD → χ χ̄. As indicações (k1) e (k2) nos DPs represen-
tam seus momentos. A troca de posição entre ZD(k1) e ZD(k2) adiciona um diagrama possível
para o processo, o que é levado em conta no cálculo de σZDZD→χχ̄ .

Por sua vez, gráfico da seção de choque resultante para o processo ZD ZD ↔ χ χ̄ é apresen-
tado na figura 39.
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Figura 39: Seção de choque para o processo ZD ZD → χ χ̄. Este gráfico foi feito fixando-se os
parâmetros {ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.
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Aniquilações ZD ZD ↔ f f̄

Os diagramas utilizados para calcular a seção de choque correspondente à aniquilaçãoZD ZD →
f f̄ são apresentados na figura 40, onde f representa cada um dos férmions do MP23.

f

ZD(k1) f

f̄ZD(k2)

f

ZD(k2) f

f̄ZD(k1)

Figura 40: Diagramas para a reação ZD ZD → f f . As indicações (k1) e (k2) nos DPs represen-
tam seus momentos. A troca de posição entre ZD(k1) e ZD(k2) adiciona um diagrama possível
para o processo, o que é levado em conta no cálculo de σZDZD→ff̄ .

A seção de choque correspondente, somada sobre a contribuição de todos os férmions do
MP, é calculada a partir do vértice apresentado na figura 11. Seu gráfico é apresentado na figura
41.
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Figura 41: Seção de choque para ZD ZD → f f̄ , somada sobre todos os férmions do MP. Este
gráfico foi feito fixando-se os parâmetros {ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

23A partir dos vértices listados na seção 2.2, sabemos que, além dos diagramas apresentados na figura 40, é
possível desenhar um diagrama de canal s, mediado pelo bóson de Higgs, que poderia contribuir para a seção de
choque do processo ZD ZD ↔ f f̄ . Entretando, esta contribuição pode ser negligenciada, dado que o acoplamento
entre f , f̄ e h é suprimido pelo fatormf/v [52], ondemf/v ≤ mbottom/v ≈ 0.024 (desconsiderando o quark top,
dado que mtop > 100 GeV).



6 REGIME 1 ≤ h < 3 82

Aniquilações ZD f ↔ A f e ZD f̄ ↔ A f̄

As seções de choque para os processos ZD f → A f e ZD f̄ ↔ A f̄ (onde lembramos que
o símbolo A representa o fóton do MP) são calculadas a partir dos diagramas apresentados na
figura 42.

f

ZD f

Af

f

f

ZD f

A

f̄

ZD f̄

Af̄

f̄

f̄

ZD f̄

A

Figura 42: Diagramas para as reações ZD f → A f e ZD f̄ → A f̄ .

Embora ZD f → A f e ZD f̄ → A f̄ sejam reações diferentes, ambas apresentam a mesma
seção de choque, de modo que podemos escrever σZD f→A f + σZD f̄→A f̄ = 2σZD f→A f . O
gráfico de 2σZD f→A f , somado sobre a contribuição de todos os férmions do MP, é apresentado
na figura 43.
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Figura 43: Gráfico de 2 σZD f→A f , somada sobre todos os férmions doMP. Este gráfico foi feito
fixando-se os parâmetros {ε = 10−3, mχ = 1 GeV, h = 10, gD = 1}.

Nesta figura, vemos dois pequenos picos no gráfico de 2σZD f→A f , que foi feito fixando-
se mZD

= 10 GeV. O primeiro pico ocorre em s = (mZD
+ mcharm)

2 ≈ 127 GeV2, que
corresponde ao quadrado da energia mínima necessária para que os processos ZD c ↔ A c e
ZD c̄ ↔ A c̄ ocorram (onde c representa o quark charm). Por sua vez, o segundo pico ocorre
em s = (mZD

+mτ )
2 ≈ 139 GeV2, correspondendo ao quadrado da energia mínima necessária

para que os processos ZD τ ↔ A τ e ZD τ̄ ↔ A τ̄ ocorram. Deste modo, o aparecimento
destes picos se deve ao fato de que, a partir nas energias citadas, mais processos contribuem
ativamente para a soma de 2σZD f→A f sobre todos os férmions do MP.

Aniquilações ZD A ↔ f f

Os diagramas necessários para calcular a seção de choque correspondente ao processoZD A →
f f são apresentados na figura 44

f

ZD f̄

fA

f

A f̄

fZD

Figura 44: Diagramas para a reação ZD A → f f̄ .

Com estes diagramas em mãos, σZDA→ff pode ser calculada a partir da regra de Feynman
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apresentada na figura 11 e da regra de Feynman para a interação entre os férmions do MP e o
fóton, indicada na figura 45 [52, 53].

Aµ

f̄

f

= i e Qf γ
µ

Figura 45: Vértice de interação entre o fóton e os férmios do MP. O acoplamento e é a carga
elétrica fundamental.

O gráfico correspondente a σZDA→ff é apresentado na figura 46.
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Figura 46: Gráfico da seção de choque correspondente à reação ZD A → f f , somada sobre
todos os férmions do MP. Este gráfico foi feito fixando-se os parâmetros {ε = 10−3, mχ =
1 GeV, h = 10, gD = 1}.

6.3 Sistema de equações de Boltzmann

Sabendo quais processos são importantes em torno da época em que aME e oDP desacoplam
do equilíbrio, podemos, finalmente, escrever explicitamente o sistema acoplado de equações
dado por (4.1) e (4.2), o qual permite o cálculo da evolução simultânea das abundâncias dessas
partículas.

Como mencionado no capítulo anterior, no caso da equação de Boltzmann para a densidade
numérica total de ME, nχ ≡ npartículasχ + nanti−partículasχ , é adequado utilizar as equações obtidas
no capítulo 3 para partículas não-idênticas. Assim, escrevemos a contribuições das reações
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χ χ̄ ↔ ZD ZD e χ χ̄ ↔ f f̄ a partir da equação (3.24). Por sua vez, a contribuição da reação
χ χ̄ ↔ ZD é escrita a partir da equação (3.39). Deste modo, obtemos

ṅχ + 3Hnχ =
〈σvMøl〉χχ→ff

2

[
(neq

χ )2 − n2
χ

]
+

〈σvMøl〉χχ→ZDZD

2

[
(neq

χ )2
n2
ZD

(neq
ZD

)2
− n2

χ

]
+ 2〈ΓZD→χχ〉

[
nZD

− neq
ZD

n2
χ

(neq
χ )2

]
,

(6.1)

onde assumimos que todos os férmions doMP permanecem em equilíbrio com o plasma durante
todo o processo de interesse. Lembrando que Yχ = nχ/s e usando usando a equação (3.55) para
relacionar ṅχ + 3Hnχ e dYχ

dx
, obtemos

dYχ

dx
=

√
π

45 G

mχ g
1/2
? (x)

2 x2

{
〈σvMøl〉χχ→ff

[
(Y eq

χ )2 − Y 2
χ

]
+ 〈σvMøl〉χχ→ZDZD

[
(Y eq

χ )2
Y 2
ZD

(Y eq
ZD

)2
− Y 2

χ

]
+

4〈ΓZD→χχ〉
s

[
YZD

− Y eq
ZD

Y 2
χ

(Y eq
χ )2

]}
.

(6.2)

Para escrever a equação de Boltzmann do DP, incluímos as reações listadas na seção 6.2 e
utilizamos as equações obtidas no capítulo 3 para partículas idênticas. Portanto, escrevemos a
contribuição de todos os processos de aniquilação a partir da equação (3.25), equanto a contri-
buição dos decaimentos são escritos a partir da equação (3.35). Assimo, obtemos

nZD
+ 3HnZD

= 〈σvMøl〉ZDZD↔χχ

[
(neq

ZD
)2

n2
χ

(neq
χ )2

− n2
ZD

]
+ 〈σvMøl〉ZDZD↔ff

[
(neq

ZD
)2 − n2

ZD

]
+
∑
f

[
2 〈σvMøl〉ZDf↔Af n

eq
f + 〈σvMøl〉ZDA↔ff n

eq
A + ΓZD→ff

] [
neq
ZD

− nZD

]
+ ΓZD→χχ

[
neq
ZD

n2
χ

(neq
χ )2

− nZD

]
,

(6.3)

onde assumimos que todas as partículas do MP padrão seguem suas distribuições de equilíbrio.
Lembrando que YZD

= nZD
/s, podemos utilizar a equação (3.55) para escrever
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dYZD

dx
=

√
π
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(Y eq
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− YZD
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(6.4)

6.4 Calculando 〈Γ〉’s e 〈σvMøl〉’s

As larguras de decaimento mediadas na temperatura 〈ΓZD→χχ̄〉 e 〈ΓZD→ff̄〉 podem ser cal-
culadas a partir da expressão (3.73).

Por sua vez, as seções de choque mediadas na temperatura 〈σvMøl〉χχ̄→ff , 〈σvMøl〉χχ̄→ZDZD
,

〈σvMøl〉ZDZD→ff e 〈σvMøl〉ZDZD→χχ̄ podem ser calculadas a partir da expressão (3.71), dado que
as partículas do estado inicial destes processos são da mesma espécie.

Ainda, temos que, entre essas 〈σvMøl〉’s, aquelas com estado inicial χ χ̄ aparecem na equação
para Yχ (6.2), enquanto aquelas com estado inicial ZD ZD aparecem na equação para YZD

(6.4).
Isso indica que a aproximação feita para calcular a equação (3.71), que consiste em aproximar
as distribuições das partículas do estado inicial por distribuições de Maxwell-Boltzmann, será
adequada na época do desacoplamento do DP e da ME, desde que estas partículas desacoplem
em temperaturas cerca de 3 vezes menores que suas massas, ou ainda menores (veja seção 3.8).

Porém, no caso das seções de choquemediadas na temperatura 〈σvMøl〉ZDf→Af e 〈σvMøl〉ZDA→ff ,
o cenário é diferente. Na tentativa de calculá-las, foi utilizada a equação (3.72), dado que as par-
tículas do estado inicial são distintas. Entretanto, visto que consideramos o fóton sem massa
(desconsiderando qualquer possível contribuição térmica para sua massa [65]), a aproximação
de sua distribuição de equilíbrio pela distribuição de Maxwell-Boltzmann nunca é adequada.
Além disso, quando tratamos de férmions mais leves que a escala de massas da ME e do DP,
essa aproximação também não é adequada em T ∼ mχ ∼ mZD

. Por exemplo, temos que a
temperatura de freeze-out de um candidato de ME com mχ = 1 GeV que desacopla em torno
de x ∼ 10, é cerca 200 vezes maior que a massa do elétron.

Todavia, mesmo ciente das deficiências destas aproximações decidimos continuar tentando
resolver a equação de Boltzmann com elas. Essa escolha foi feita porque o tratamento exato
das funções de distribuição e a consideração da massa térmica do fóton introduzem um nível de
sofisticação algébrica e numérica que estava além do escopo e do tempo viável para este projeto
de mestrado (veja, por exemplo as referências [65–67]).

Assim, decidimos continuar com essas aproximações almejando obter, ao menos, uma in-
dicação qualitativa sobre a a dinâmica entre as abundâncias do DP e da ME. Contudo, não
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conseguimos calcular 〈σvMøl〉ZDA→ff̄ com o Mathematica. Acreditamos que o software não
consegue realizar essa conta porque as aproximações feitas - considerar que o fóton tem uma dis-
tribuição de Maxwell-Boltzmann e ignorar sua massa térmica - tornam as expressões σZDA→ff̄

e 〈σvMøl〉ZDA→ff̄ numericamente malcomportadas. Deste modo, decidimos seguir na resolução
da equação de Boltzmann desprezando a contribuição deste processo, deixando a investigação
destes problemas para o futuro.

6.5 Resolvendo a equação de Boltzmann

Como discutido na seção 4.2, as equações (6.2) e (6.4) são equações instáveis numerica-
mente, sendo necessário empregar métodos numéricos específicos para resolvê-las, como o mé-
todo StiffnessSwitching, no Mathematica. A utilização desse método, junto com a es-
pecificação de valores adequados de AccuracyGoal e PrecisionGoal na função NDSolve se
mostraram suficientes para resolver essa equação quanto temos apenas termos quadráticos, como
(Y 2−Y 2

eq). Entretando, quando nos deparamos com os termos lineares, (Y eq
ZD

−YZD
), presentes

na equação (6.4), esta instabilidade numérica se intensificou e o software não teve capacidade
de resolver a equação com o método citado.

Para superar este problema, tentamos utilizar uma reparametrização dessas equações, em
termos de lnY , como descrito em [68]. Entretanto, essa estratégia também não funcionou na
presença dos termos lineares, mostrando que, para resolver as equações (6.2) e (6.4) juntas, será
necessário o aprofundamento no estudo da resolução destas equações, o que precisa de mais
tempo do que o disponível dentro deste projeto.
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7 Conclusão

Atualmente, entende-se que a ME corresponde a 26% da densidade de energia do universo.
Entretanto, apesar de sua grande abundância e das muitas evidências experimentais de sua exis-
tência, a natureza fundamental da ME permanece desconhecida, constituindo um dos maiores
problemas em aberto da física contemporânea.

Neste trabalho, estudamos um modelo de DP com um candidato de ME que é um férmion
de Dirac, com massa da ordem de MeV. Levando em conta que os limites experimentais atuais
para DPs com massa da ordem de GeV são mais fracos do que aqueles para DPs com massa de
MeV (veja figura 32), nos propomos a responder a seguinte pergunta: será possível reproduzir
a abundância observada para um candidato de ME com massa da ordem de MeV, no caso em
que a massa do DP é da ordem de GeV? Ou ainda: quão mais pesado que a ME o DP pode ser,
mantendo-se a previsão correta da abundância de ME?

Demaneira complementar, investigamos a dinâmica entre a população deDPs e a abundância
de ME quando as massas dessas duas partículas são próximas, buscando responder a seguinte
pergunta: qual o impacto que a presença da população de DPs no plasma primordial tem sobre
a abundância de relíquia da ME?.

Para isso, estudamos em detalhe as interações previstas pelo modelo de DP, buscando com-
preender quais processos são importantes para determinar as abundâncias daME e do DP. A par-
tir desta investigação, entendemos que, neste modelo, é possível separar o estudo do freeze-out
da ME em dois casos: h ≥ 3, no qual fazemos a aproximação de que a influência da população
de DPs no plasma sobre o freeze-out da ME será irrisória; e 1 ≤ h < 3, quando julgamos ser
necessário resolver o sistema acoplado de equações de Boltzmann apresentado na seção 6.3.

Assim, pudemos escrever as equações de Boltzmann necessárias para calcular a abundância
de relíquia da ME, em cada regime. Através delas, fixando o acoplamento entre a ME e o DP
em gD = 1 e uma hierarquia h = mZD

/mχ, é possível calcular a previsão da abundância de ME
correspondente a cada ponto no espaço de parâmetros ε vs. mχ ou, equivalentemente, no plano
ε vs. mZD

.
Entretanto, ao longo do desenvolvimento do projeto, se tornou evidente que é necessário

olhar diligentemente para os problemas numéricos que são enfrentados para resolver equação de
Boltzmann e calcular as seções de choque mediadas na temperatura no software Mathematica.
Sem esse cuidado, perde-se completamente a confiabilidade nos valores de abundância de relí-
quia de ME obtidos.

No caso das hierarquias 1 ≤ h < 3, os problemas numéricos enfrentados inviabilizaram
por completo a resolução da equação de Boltzmann do DP. Isso reforça a importância de tratar
esses erros com atenção e indica a necessidade de métodos ou softwares mais adequados para
estudar este regime. Porém, infelizmente, no tempo deste projeto de mestrado, não foi possível
nos aprofundarmos mais nas estratégias necessárias para resolver esta equação.

Por outro lado, para as hieraquias h ≥ 3, os métodos numéricos estudados nesse projeto
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se mostraram suficientes para obtenção das curvas de nível Ω(ε,mχ) = Ωc. A partir da figura
31, observamos que as curvas de nível obtidas requerem valores de ε cada vez mais altos à
medida que aumenta-se h, em acordo com o esperado a partir da equação esquemática 1.40.
Além disso, podemos observar que a mudança de hierarquias tem um impacto notável sobre as
curvas de nível. Por exemplo, os valores de ε apresentados pela curva h = 3 – que é a hierarquia
geralmente assumida na literatura, em estudos que consideram mZD

> mχ – são cerca de uma
ordem de grandeza menores do que aqueles apresentados pela curva h = 5.

Por fim, ao olhar para os resultados obtidos no regime h ≥ 3, apresentados junto aos limites
experimentais na figura 32, podemos responder às perguntas iniciais deste projeto. Primeira-
mente, em relação à hierarquia máxima entre mZD

e mχ , podemos afirmar que as hierarquias
h = 20, h = 50 e h = 100 estão completamente excluídas experimentalmente, enquanto a
hierarquia h = 13 se apresenta no limiar de ser completamente excluída. Assim, observando o
comportamento apresentado pelas curvas de nível, concluímos que, para o intervalo de massas
de ME 5 MeV ≤ mχ ≤ 1 GeV, o valor máximo permitido para a hierarquia h = mZD

/mχ é
levemente maior que 13.

Por sua vez, a viabilidade de reproduzir a abundância observada de um candidato de ME
com massa da ordem de MeV, no caso em que a massa do DP é da ordem de GeV, foi analisada
a partir da posição e do comportamento das curvas Ω(ε,mZD

) = Ωc e dos limites experimentais
apresentados na figura 32.

Considerando mχ entre 5 MeV e 1 GeV, inferimos, para quaisquer hierarquias 5 < h < 13,
que os valores viáveis de mZD

que satisfazem mZD
> 1 GeV devem estar entre 8 e ∼10 GeV.

Ainda, para este mesmo intervalo de mχ e qualquer hierarquia h < 5, podemos afirmar que os
valores demZD

viáveis são menores que 3 GeV. Deste modo, concluímos que a região do espaço
de parâmetros viável para um DP mais pesado que 1 GeV é pequena, quando consideramos um
candidato de ME com massa da ordem de MeV.
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Apêndices

A Mistura cinética: bósons de gauge abelianos e não-abelianos

Neste apêndice, é discutida a invariância de gauge dos termos de mistura cinética entre dois
bósons de gauge abelianos. Discutimos também porque tais termos não são invariantes no caso
de bosons de gauge não-abelianos. Essa discussão é fortemente baseada na referência [52].

A derivada covariante relacionada a um grupo SU(N) tem a forma Dµ = ∂µ + igGA
µT

A,
onde os fatores TA são os N geradores do grupo e GA

µ são os bósons de gauge correspondentes.
Denominamos u o N-pleto que é transformado na representação fundamental SU(N), ou seja,

Para U ∈ SU(N), u → Uu. (A.1)

A condição de que a derivada covariante seja transformada covariantemente sob SU(N),
ou seja, Dµu → UDµu , permite-nos entender como os bósons de gauge, GA

µ , devem ser
transformados sob SU(N). Começando com a equação

(Dµu)
′ = UDµu (A.2)

m

(∂µU)u+ U∂µu+ igGA′
µ TAUu = U∂µu+ igUGA

µT
Au ,

e, então, isolando GA′
µ e expandindo as matrizes U na base dos geradores (U ≈ 1 + αATA),

obtêm-se que

GA
µ → GA

µ − 1

g
∂µα

A − fABCαBGC
µ , (A.3)

onde os fatores fABC são conhecidos como as constantes de estrutura do grupo, sendo definidos
pela relação

[
TA, TB

]
= ifABCTC .

Para grupos abelianos, todas as constantes de estrutura são nulas e, portanto, a transformação
de GA

µ é reduzida à uma simples transformação de gauge,

GA
µ

abeliano−−−−→ GA
µ − 1

g
∂µα

A, (A.4)

de modo que o field strength, definido como Gµν = ∂µGν − ∂νGµ, é invariante para bósons de
gauge associados a grupos abelianos. Isso vale para o grupo U(1), que é o único grupo de Lie
abeliano.

Isso nos permite escrever o termo de mistura cinética na equação 2.1,

L ⊃ 1

2

ε

cos θ
ẐDµνB̂

µν , (A.5)
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dado que ẐDµν e B̂µν são invariantes sob U(1)Y e U(1)D - e também trivialmente invariantes
sob SU(3)c × SU(2)L .

Por outro lado, para bósons de gauge não-abelianos, o último termo de (A.3) é não trivial.
Assim, um field strength como o definido anteriormente deixa de ser invariante sob a simetria
correspondente. Como discutido em detalhem em [52], o que pode ser feito nesse caso é usar a
combinação

Gµν = ∂µGν − ∂νGµ + ig [Gµ, Gν ] , (A.6)

onde Gµ ≡ GA
µT

A. Essa combinação ainda não é invariante sob o grupo correspondente, mas
transforma na adjunta, ou seja, Gµν → UGµνU

†, sendo possível escrever um termo cinético
invariante para bósons não-abelianos como

Lgluon = −1

2
tr
[
(Gµν)

2] . (A.7)

Entretanto, um termo de mixing cinético como GµνẐ
µν
D não seria invariante sob o SU(N)

relacionado a Gµν , sendo, portanto, proibido.
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B Expressões para 〈σvMøl〉 e 〈Γ〉

Esta seção é baseada no raciocínio apresentado na referência [55]. Aqui, discutiremos o
tratamento analítico feito para obtenção das expressões (3.71), (3.72) e (3.73). Estas expressões
são obtidas a partir das definições de 〈σvMøl〉 e 〈Γ〉 apresentadas, respectivamente, nas equações
(3.20) e (3.34).

Para evitar confusão, nesta seção, chamamos o quadri-momento da partícula i de pi e cha-
mamos o módulo de seu tri-momento de pi (pi = |~pi|).

B.1 〈σvMøl〉12→34

Em acordo com a referência [55], definimos 〈σvMøl〉12→34 como

〈σvMøl〉12→34 =

∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2 σ12→34 vMøl∫
d3p1 g1
(2π)3

d3p2 g2
(2π)3

f eq
1 f eq

2

. (B.1)

Como discutido na seção (3.8), para obter a simplificação analítica almejada, as funções de
distribuição no equilíbrio, f eq

1 e f eq
2 , são aproximadas pela distribuição de Maxwell-Boltzmann,

fiMB
= e−Ei/T . (B.2)

Junto com a simplificação dos fatores numéricos de gi e (2π)3, esta aproximação fornece

〈σvMøl〉12→34 =

∫
d3p1 d

3p2 e
−E1/T e−E2/T σ12→34 vMøl∫

d3p1 d3p2 e−E1/T e−E2/T
, (B.3)

onde a seção de choque, σ12→34 , depende da variável de Mandelstan s = (p1 + p2)
2, que, por

sua vez, depende das energias, E1 e E2, do ângulo relativo entre ~p1 e ~p2, denominado θ, e dos
módulos destes vetores; e a velocidade de Møller,

vMøl =

√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

E1E2

=

√
1
4
(s−m2

1 −m2
2)

2 −m2
1m

2
2

E1E2

, (B.4)

depende das variáveis s, E1 e E2.
Para facilitar a discussão daqui pra frente, nomeamos separadamento o numerador da equa-

ção (B.3), N〈σvMøl〉 ,

N〈σvMøl〉 ≡
∫

d3p1 d
3p2 e

−E1/T e−E2/T σ12→34 vMøl , (B.5)

e seu denominador, D〈σvMøl〉 ,

D〈σvMøl〉 ≡
∫

d3p1 d
3p2 e

−E1/T e−E2/T . (B.6)
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Para prosseguir, reescrevemos a medida infinitesimal d3pi em coordenadas esféricas, ob-
tendo

d3p1 d
3p2 = (dp1 dφ1 dθ1 sin θ1 p21) (dp2 dφ2 dθ2 sin θ2 p22) , (B.7)

e lembramos que nenhum dos fatores dos integrandos da equação (B.3) depende de φ1 ou φ2.
Ainda, nos aproveitamos do fato de que a integral sobre todos os valores possíveis de θ1 e θ2, é
equivalente à integral sobre todos os valores possíveis de θ1 (ou θ2 ) e do ângulo relativo, θ.

Ou seja, para um integrando I = I(θ, s, E1, E2), escrevemos∫
d3p1 d

3p2 I =

∫
dp1 dp2 dφ1 dφ2 dθ1 sin θ1 dθ2 sin θ2 p21 p22 I

=

(∫ 2π

0

dφ1

)(∫ 2π

0

dφ2

)(∫ 1

−1

d cos θ1
)∫

dp1 dp2 d cos θ p21 p22 I

= 2 (2π)2
∫

dp1 dp2 d cos θ p21 p22 I .

(B.8)

Lembrando que Ei =
√

p2i +m2
i , obtemos

dEi

dpi
=

1

2

2pi√
p2i +m2

i

=
pi
Ei

, (B.9)

e então ∫
d3p1 d

3p2 I = 2 (2π)2
∫

dE1 dE2 d cos θ p1 p2 E1 E2 I . (B.10)

Assim, definindo

F (s) = vMølE1E2 =

√
1

4
(s−m2

1 −m2
2)

2 −m2
1m

2
2 , (B.11)

temos que N〈σvMøl〉 é igual a

N〈σvMøl〉 = 2 (2π)2
∫

dE1 dE2 d cos θ p1 p2 e−(E1+E2)/Tσ12→34(s) F (s). (B.12)

Neste ponto, é útil fazer outra transformação de variáveis. Em vez de integrar sobre dE1,
dE2 e d cos θ, se torna conveniente integrar sobre as variáveis


E+ = E1 + E2 ,

E− = E1 − E2 ,

s = (p1 + p2)
2 = m2

1 +m2
2 + 2E1E2 − 2 p1 p2 cos θ .

(B.13)
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Para fazer essa mudança de variáveis é necessário calcular o Jacobiano desta transformação,

J(E+, E−, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂E1

∂E+

∂E1

∂E−

∂E1

∂s
∂E2

∂E+

∂E2

∂E−

∂E2

∂s
∂ cos θ
∂E+

∂ cos θ
∂E−

∂ cos θ
∂s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2 0

1
2 −1

2 0
∂ cos θ
∂E+

∂ cos θ
∂E−

− 1
2p1p2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (B.14)

o que fornece
J(E+, E−, s) =

1

4p1p2
. (B.15)

Assim, podemos reescrever N〈σvMøl〉 como

N〈σvMøl〉 =
2 (2π)2

4

∫
dE+ dE− ds e−E+/T σ12→34(s) F (s) . (B.16)

Os limites de integração sobre E+, E− e s que substituem E1 > m1, E2 > m2 e | cos θ| ≤ 1

são

E2
+ − s = (E1 + E2)

2−(p1 + p2)
2 ≥ (p1 − p2)

2 ≥ 0

⇓

E2
+ ≥ s ,

(B.17)

s = (p1 + p2)
2 =(E1 + E2)

2 ≥ (m1 +m2)
2

⇓

s ≥ (m1 +m2)
2,

(B.18)

onde utilizamos o referencial do centro de massa para a derivação da desigualdade (B.18), e, por
fim, temos para E−

A−B ≤ E− ≤ A+B, (B.19)

onde

A±B ≡ E+(m
2
1 −m2

2)

s
±
√
(E2

+ − s)
√
(m2

1 −m2
2)

2 − 2s(m2
1 +m2

2) + s2

s
. (B.20)

O limite para E− foi obtido isolando cos θ na expressão para s (apresentada na equação
(B.13)), reescrevendoE1 eE2 em termos deE+ eE− e resolvendo, no Mathematica, os valores
de E− que satisfazem cos θ = ±1. Graficamente, foi possível checar que, de fato, o intervalo
A−B ≤ E− ≤ A+B corresponde a valores de cos θ que satisfazem | cos θ| ≤ 1.

Como exemplo, apresentamos, na figura (47), um gráfico de cos θ em função deE− , assina-
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lando os limites A± B. Para gerar essse gráfico, escolhemos arbitrariamente E+ =
√
10 GeV,

m1 = 1.2 GeV, m2 = 1.3 GeV e também s = 7 GeV2.

E- = A-B E- = A+B

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

E-[GeV]

C
os

θ

Figura 47: Gráfico de cos θ vs. E− , fixados E+ =
√
10 GeV, m1 = 1.2 GeV, m2 = 1.3 GeV e

s = 7GeV2. Os pontos verdes assinalam os limitesE− = A±B, os quais delimitam o intervalo
que satisfaz | cos θ| ≤ 1, onde A e B são definidos na equação (B.20).

Sabendo os limites de integração adequados, podemos voltar à equação (B.16), obtendo

N〈σvMøl〉 = 2π2

∫ ∞

(m1+m2)2
ds σ12→34(s) F (s)

∫ ∞

√
s

dE+ e−E+/T

∫ A+B

A−B

dE−, (B.21)

onde, usando as definições (B.20) e (B.11), podemos escrever

∫ A+B

A−B

dE− = 2 B

= 2

√
(E2

+ − s)
√

(m2
1 −m2

2)
2 − 2s(m2

1 +m2
2) + s2

s

= 4
√

(E2
+ − s)

√
1
4
(s−m2

1 −m2
2)

2 −m2
1m

2
2

s

= 4
√

(E2
+ − s)

F (s)

s
,

(B.22)

o que fornece
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N〈σvMøl〉 = 8π2

∫ ∞

(m1+m2)2
ds σ12→34(s)

F (s)2

s

∫ ∞

√
s

dE+ e−E+/T
√
(E2

+ − s) . (B.23)

Neste ponto, é útil tomar uma das formas integrais da primeira função modificada de Bessel
[69],

K1(z) =

√
π

Γf (3/2)

z

2

∫ ∞

1

dt e−z t
√
t2 − 1 , (B.24)

onde chamamos de Γf a bem conhecida função Gama. A partir desta fórmula, temos

K1(
√
s/T ) =

√
π

Γf (3/2)

√
s

2T

∫ ∞

1

dt e−
√
s t/T

√
t2 − 1 . (B.25)

Redefinindo t como t = E+/
√
s, temos que dt = dE+/

√
s e podemos reescrever (B.25)

K1(
√
s/T ) =

√
π

Γf (3/2)

√
s

2T

1√
s

∫ ∞

√
s

dE+ e−E+/T

√(
E+√
s

)2

− 1

=
1

T
√
s

∫ ∞

√
s

dE+ e−E+/T
√

E2
+ − s ,

(B.26)

onde usamos que Γf (3/2) =
√
π/2. Assim, obtemos

N〈σvMøl〉 = 8π2T

∫ ∞

(m1+m2)2
ds σ12→34(s)

F (s)2√
s

K1(
√
s/T ) , (B.27)

que, retomando a definição de F (s) (equação (B.11)), escreve-se

N〈σvMøl〉 = 2π2T

∫ ∞

(m1+m2)2
ds σ12→34(s)

[(s−m2
1 −m2

2)
2 − 4m2

1m
2
2]√

s
K1(

√
s/T ) . (B.28)

Com este resultado, voltamo-nos ao tratamento analítico do denominador da expressão (B.3).
Para isso, a partir da definição feita na equação (B.6) e da expressão (B.7), escrevemos

D〈σvMøl〉 =

∫
dp1 dp2 dφ1 dφ2 d cos θ1 d cos θ2 p21 p22 e−E1/T e−E2/T

= (4π)2
∫

dE1 E1 p1 e
−E1/T

∫
dE2 E2 p2 e

−E2/T

= (4π)2
∫ ∞

m1

dE1 E1

√
E2

1 −m2
1 e

−E1/T

∫ ∞

m2

dE2 E2

√
E2

2 −m2
2 e

−E2/T ,

(B.29)
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onde utilizamos (B.9) na segunda igualdade.
Neste ponto, é útil a forma integral da segunda função modificada de Bessel apresentada na

referência [70],
K2(z) =

1

z2

∫ ∞

z

dτ
√
τ 2 − z2 τ e−τ , (B.30)

a qual implica

K2(mi/T ) =
T 2

m2
i

∫ ∞

mi/T

dτ

√
τ 2 −

(mi

T

)2
τ e−τ . (B.31)

Redefinindo τ como τ = Ei/T , obtemos

K2(mi/T ) =
T 2

m2
i

∫ ∞

mi

dEi
1

T 2

√
E2

i −m2
i

Ei

T
e−Ei/T

=
1

m2
iT

∫ ∞

mi

dEi Ei

√
E2

i −m2
i e

−Ei/T ,

(B.32)

o que fornece

neq
i

gi/(2π)3
= 4π

∫ ∞

mi

dEi Ei

√
E2

i −m2
i e

−Ei/T

= 4π m2
i T K2(mi/T ) .

(B.33)

De mesmo modo, comparando as equações (B.32) e (B.29), obtemos,

D〈σvMøl〉 = (4π)2 m2
1 m

2
2 T

2 K2(m1/T )K2(m2/T ). (B.34)

Portanto, retomando que

〈σvMøl〉12→34 =
N〈σvMøl〉

D〈σvMøl〉
, (B.35)

escrevemos, finalmente

〈σvMøl〉12→34 =
1

8m2
1 m

2
2 T K2(m1/T )K2(m2/T )∫ ∞

(m1+m2)2
ds σ12→34(s)

[(s−m2
1 −m2

2)
2 − 4m2

1m
2
2]√

s
K1(

√
s/T ) ,

(B.36)

onde a expressão obtida para N〈σvMøl〉 (equação (B.28)) concorda com o resultado apresentado
em [49] e a expressão para neq

i (2π)3/gi (equação (B.33)) concorda com o que é apresentado
em [55]. A equação (B.36) retoma a expressão (3.72), apresentada no capítulo 3 pela simples
substituição T = mχ/x.
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B.2 〈σvMøl〉11→23

A partir da equação (B.36), podemos obter diretamente a média térmica da seção de choque
para o caso em que as duas partículas do estado inicial são da mesma espécie (com massas
iguais), denominada 〈σvMøl〉11→23 . Para isso, apenas fazemos a substituição direta m2 = m1,
obtendo

〈σvMøl〉11→23 =
1

8m4
1 T K2

2(m1/T )

∫ ∞

4m2
1

ds σ11→23(s)
√
s [s− 4m2

1] K1(
√
s/T ) , (B.37)

recuperando o resultado de referência, apresentado em [55].

B.3 〈Γ1→23〉

De modo análogo ao que foi feito na seção B.1, para tratar analiticamente 〈Γ1→23〉, definido
como,

〈Γ1→23〉 =
∫

d3p1 g1
(2π)3

m1

E1
f1Γ1→23∫

d3p1 g1
(2π)3

f1
=

∫
d3p1 g1
(2π)3

m1

E1
f eq
1 Γ1→23

neq
1

, (B.38)

fazemos a aproximação f eq
1 = e−E1/T , o que fornece

〈Γ1→23〉 =
gi/(2π)

3

neq
1

m1 Γ1→23

∫
d3p1

1

E1

e−E1/T , (B.39)

onde deixamos explícito que a largura de decaimento Γ1→23 não depende do momento da par-
tícula 1. A partir da equação (B.7), que descreve a transformação do elemento de volume no
espaço dos momentos para coordenadas esféricas, podemos escrever∫

d3pi
1

E1

e−E1/T = (4π)

∫ ∞

0

dp1 p
2
1

1

E1

e−E1/T

= (4π)

∫ ∞

m1

dE1 e
−E1/T

√
E2

1 −m2
1 ,

(B.40)

onde pode-se reconhecer certa semelhança com a expressão para K1 apresentada em (B.24), a
qual implica

K1(m1/T ) =
m1

T

∫ ∞

1

dt e−m1 t/T
√
t2 − 1 . (B.41)

Fazendo mudança de variáveis t → E1/m1, obtemos

K1(m1/T ) =
1

Tm1

∫ ∞

m1

dE1 e
−E1/T

√
E2

1 −m2
1 , (B.42)
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o que fornece ∫
d3pi

1

E1

e−E1/T = 4π T m1 K1(m1/T ) , (B.43)

de modo que

〈Γ1→23〉 = Γ1→23
gi/(2π)

3

neq
1

4π m2
1 T K1(m1/T ) . (B.44)

Por fim, recuperando a expressão para neq
i (2π)3/gi apresentada em (B.33), temos

〈Γ1→23〉 = Γ1→23
K1(m1/T )

K2(m1/T )
, (B.45)

o que concorda com a referência [57]. A expressão (3.73), apresentada no capítulo 3 é recuperada
pela simples subtituição T = mχ/x.
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