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Resumo

Estudamos dois modelos de spins na rede, do tipo Heisenberg cldssico com uma escolha
discreta dos estados de spin, na presenca de interagdes ferromagnéticas em competicio com
interagdes de cardter quiral, do tipo Dzyaloshinskii-Moriya. Na primeira parte desse trabalho,
consideramos um modelo de quatro estados apenas, que vamos denominar DM4, e que corres-
ponde ao modelo do reldgio quiral, bastante explorado na literatura. Analisamos esse modelo
DM4 em diversas situagdes: (i) em uma dimensao, através da técnica da matriz de transferén-
cia, obtendo indicacdes sobre o estado fundamental do modelo andlogo mais realista, em trés
dimensdes: (ii) numa arvore de Cayley, obtendo o diagrama de fases global, com a indicagdo
da existéncia de estruturas espacialmente moduladas; (iii) numa abordagem de campo médio,
em que € simples obter as fronteiras da estrutura desordenada. Usando a experiéncia adquirida
com o modelo DM4, percorremos as mesmas etapas para analisar um modelo de seis estados,
ao longo das direcdes dos eixos cartesianos, que vamos chamar DM6, e que é um “modelo
minimo” para representar um hamiltoniano de Heisenberg com a adi¢do de interagdes do tipo
Dzyaloshinskii-Moriya ao longo de um dos eixos cristalinos. Obtivemos resultados detalhados
para o diagrama global de fases no limite de coordenacdo infinita da drvore de Cayley, incluindo
evidéncias numéricas para mostrar a existéncia de estruturas fractais, conhecidas como “esca-
das do diabo”. Na parte final desse estudo sobre 0 modelo DM6, apresentamos em linhas gerais
um esboco de solucdo tipo campo médio. Registramos também um trabalho em andamento,
que consiste em definir e analisar uma versao esférica do modelo ferromagnético de Heisenberg

com a adicao de interagdes monoaxiais do tipo Dzyaloshinskii-Moriya.

Palavras-chave: Mecanica estatistica, Fisica do estado solido, fases moduladas.



Abstract

We studied two classical Heisenberg spin models on a lattice, with a discrete choice of spin
states, with ferromagnetic interactions in competition with Dzyaloshinskii-Moriya interactions.
In the first part of this work, we consider a model of four states only, which we call DM4, and
which corresponds to the chiral clock model, which has been widely explored in the literature.
We analyzed this DM4 model in several situations: (i) in one dimension, using the transfer ma-
trix technique, obtaining indications about the ground state of the more realistic counterpart in
three dimensions: (ii) on a Cayley tree, which leads to a phase diagram with the indication of
the existence of spacial modulated structures; (iii) in a mean-field approach, in which it is relati-
vely simple to obtain the boundaries of the disordered structures. Using the experience we have
gained with the DM4 model, we have gone through the same steps to analyze a six-state model,
with spin states along the Cartesian directions, which we call DM6, and which is a minimal
model for a Heisenberg Hamiltonian with the addition of Dzyaloshinskii-Moriya interactions
along one of the crystalline axes. We obtained several results for the global phase diagram in
the limit of infinite coordination of a Cayley tree, and presented numerical evidence to show the
existence of fractal structures known as "devil’s staircases". In the final part of this study on the
DM6 model, we sketched a mean-field solution of this problem. Also, we sketched an ongoing
work, which is based on defining and analyzing a spherical version of the Heisenberg model

with the addition of monoaxial interactions of the Dzyaloshinskii-Moriya type.

Keywords: Statistical mechanics, Solid-state physics, modulated phases.
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Capitulo 1

Introducao

Estruturas moduladas sdo uma ocorréncia bem conhecida na fisica do estado sélido. A des-
coberta de fases moduladas em ligas de Cu-Au data dos anos 1930. Cristais magnéticos com
ordenamentos modulados, como o fosfeto de manganés, MnP, foram muito estudados, inclusive
no Laboratério de Baixas Temperaturas do IFUSP. O desenvolvimento da mecanica estatistica
e o estudo de sistemas de spin na rede possibilitaram a proposta de modelos tedricos para dar
conta dessas estruturas moduladas. Um das primeiras tentativas de descrever essas modulacdes
foi a proposta do modelo ANNNI, abreviacao de "axial next-nearest-neighbor Ising model", que
consiste num modelo de spins de Ising numa rede cubica simples, com interacdes ferromagné-
ticas entre sitios primeiros vizinhos e a adi¢do de interacdes antiferromagnéticas, competitivas,
entre spins situados em sitios segundos vizinhos ao longo de uma direcdo cristalina. Esse mo-
delo ANNNI foi exaustivamente estudado [1] [2] [3], inclusive por nosso grupo aqui na USP
[4], dando origem a um dos diagramas de fases mais ricos da literatura, com pontos multicriti-
cos e sequéncias de fases espacialmente moduladas (associadas a estruturas fractais conhecidas
como “escadas do diabo”’[5]).

Em paralelo ao modelo ANNNI, com base em investigagdes pioneiras de Dzyaloshinskii e
de Moriya [6] [7], surgiu na literatura uma proposta de competi¢do entre varidveis de spin de
cardter vetorial. De acordo com essa proposta, no modelo cldssico de Heisenberg, além das inte-
racoes escalares tipicas do ferrromagnetismo, em determinadas circunstancias devem ser adici-
onadas "interacdes quirais"[8], provenientes de um produto vetorial entre duas varidveis de spin
em sitios vizinhos, cujo resulado € projetado ao longo de um eixo. Nesse trabalho vamos nos
concentrar em modelos simplificados com a adi¢do dessas interagdes do tipo Dzyaloshinskii-

Moriya (DM), que sdao bem menos estudados na literatura, embora tenham interesse crescente
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em magnetismo, e certamente possam ser generalizados para dar conta do comportamento de
sistemas bem mais gerais da fisica dos materiais[9] [10] [11] . Embora o modelo ANNNI tenha
sido muito explorado, ainda ha espago para analisar os modelos do tipo Dzyaloshinskii-Moriya
(DM), que constituem o tema dessa dissertacdo. Inicialmente investigamos um modelo tipo
DM de 4 estados apenas, com varidveis de spin restritas a quatro estados no plano, que vamos
denominar modelo DM4. Embora esse modelo DM4 seja idéntico ao modelo quiral do relogio
de quatro estados, cujo diagrama de fases ja foi analisado na literatura [12], essa investigacdo
inicial serviu como introducdo e treinamento para a abordagem desses problemas. O nosso tra-
balho central refere-se a um modelo tipo DM de seis estados, que vamos denominar DM6, em
que as varidveis de spin sdo restritas as seis direcdes dos eixos cartesianos. Esse modelo DM6
talvez seja o “modelo minimo”, fisicamente aceitdvel, para dar conta das modulagdes espaciais
em sistemas magnéticos com intera¢des do tipo Dzyaloshinskii-Moriya.

Na auséncia de campo externo, com interagdes quirais de cardter monoaxial, uma forma
muito utilizada de hamiltoniano de spin do tipo DM € dada por

Hpu = —N Z ?? : ??' —J2 Z 5% 5% =D Z (?? x ?7”“3) % (D
(7 7) (7, 7) (7, 7+42)

em que ?7 € um vetor (ou operador vetorial) no sitio 7 de uma rede cristalina, e a competi¢dao
ocorre entre os termos envolvendo os produtos escalar e vetorial. As duas primeiras somas,
sobre sitios primeiros vizinhos, sdo equivalentes ao termo de troca usual do ferromagneto de
Heisenberg com a inclusdo de uma anisotropia no espago dos spins. A terceira soma € sobre
primeiros vizinhos ao longo do eixo z. Esse terceiro termo, envolvendo um produto vetorial de
spins, corresponde as propostas de Dzyaloshinskii e Moriya, que t€ém sido fartamente investiga-
das no dominio do magnetismo.

Na versdo classica desse modelo DM, o termo quiral do hamiltoniano, associado ao produto
vetorial, pode ser escrito como uma rota¢io no espago dos spins em torno do eixo z. Isso vai
nos permitir uma conexao com os modelos quirais do reldgio, que foram muito estudados ha

alguns anos [12][13]. No caso cléssico, € facil verificar que
em que R € uma matriz de rotacao,

cosf@ senf 0
R=| —senf cosd 0 |. (1.3)
0 0 1



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

Com 6 = 7/2, recuperamos a forma usual da interagdo DM (embora também seja interessante
considerar uma rotagdo com um angulo qualquer 6, fazendo conexdes com a quiralidade nos

modelos do rel6gio).

Nos préximos capitulos dessa dissertagdo vamos apresentar um relato dos nossos estudos
sobre duas versdes simplificadas da forma monoaxial do hamiltoniano DM, mantendo intera-
coes de natureza quiral, mas discretizando as orienta¢des das varidveis de spin:

A. Modelos de spins planares, em que os vetores de spin estdo restritos a quatro direcoes.
Esse € o caso do modelo DM4, cuja andlise vai funcionar como uma espécie de introdugdo para
o capitulo seguinte.

B. Modelos de 6 estados (DM6), supondo que as varidveis de spin possam assumir seis
estados vetoriais, ao longo das direcdes dos trés eixos cartesianos, que € a nossa proposta de
“modelo minino” para as interagdes do tipo Dzyaloshinskii-Moriya.

Temos a expectativa de verificar a existéncia de sequéncias de fases moduladas no diagrama
de fases em termos da temperatura (em unidades de J; > 0) e de um parametro associado a

relevincia da quiralidade, p = D/ J;.



Capitulo 2

Modelo de quatro estados (DM4)

Na primeira parte desse trabalho, consideramos um sistema com spins planares, apontando
ao longo de quatro dire¢des, com um termo de troca isotrépico. O hamiltoniano desse modelo

DM4 (Dzyaloshinkii - Moriya de quatro estados) é dado por

Hous= 1Y 5.5, -DY (5 x §]> 2, @.1)
(i,3) (i.9)

em que ?l ¢ um estado de spin no sitio 7 de uma rede ctibica de NV sitios, a primeira soma é

sobre sitios vizinhos mais proximos, € a segunda soma € sobre vizinhos mais préximos ao longo

da direcdo z (Z é um versor unitdrio ao longo do eixo). Nesse trabalho vamos tomar sempre

J > 0, mas vamos permitir que o parametro [ seja positivo ou negativo. Os quatro estados

microscopicos de spin sdo dados por

- 1 0 -1 0
S = , , , . (2.2)
0 1 0 -1

Esse hamiltoniano de spins, origindrio do modelo XY cléssico, corresponde a versdo quiral do
modelo do relégio de 4 estados, que j4 foi investigada por alguns autores [12].

Vamos desenvolver nosso trabalho ao longo de trés linhas:

Al. Estudo de uma versdo unidimensional desse modelo. Nesse caso € possivel obter uma
solucdo exata através da técnica da matriz de transferéncia. Embora o sistema ndo tenha transi-
coes de fase, o comportamento no estado fundamental pode ser bastante instrutivo. Definindo o
parametro de competi¢ao,

(2.3)

b= T

€ possivel mostrar que o estado fundamental é ferromagnético para —1 < p < 1, mas se torna

11
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modulado para [p| > 1. Quando p = 1, hd uma degenerescéncia macroscépica, que dd origem
a uma entropia residual.

A2. Em seguida, tirando partido da forma monoaxial das interagdes quirais, formulamos o
andlogo desse problema na arvore de Cayley. Embora seja possivel analisar os resultados para
coordenacdo finita da arvore, apresentamos apenas cédlculos no limite de coordenacdo infinita,
que sdo suficientes para ilustrar a existéncia de fases espacialmente moduladas e fazer contato
com resultados de campo médio.

A3. Finalmente apresentamos em linhas gerais uma solucao simples de campo médio, com
base na desigualdade de Bogoliubov, mas sem a preocupacdo de obter resultados numéricos.
Fazemos também alguns comentarios sobre as conexdes com a solu¢cdo do problema andlogo

no limite de coordenacdo infinita da arvore de Cayley.

2.1 Modelo DM4 em uma dimensao

Inicialmente vamos considerar o modelo planar de 4 estados, DM4, em uma dimensdo. O
hamiltoniano desse sistema numa cadeia de /V sitios pode ser escrito na forma
N N
Hipys=—J Y [SFSH, +SYSY,| =D [SrSY,, — SYSH] (2.4)
i=1 i=1
em que os estados microscépicos de spin sao dados pela equacdo (2.2). Vamos agora utilizar o
formalismo da matriz de transferéncia, com condi¢des periddicas de contorno. Definindo novas

varidveis, um pouco mais compactas, dadas por
K =exp(6J); A =exp(5D), (2.5)

em que 3 = 1/kgT é o inverso da temperatura, escrevemos a matriz de transferéncia

K A Kt ATl
ATl K A K1
T, = . (2.6)
K1t At K A
A K1' A' K
Notando que T4 € uma matriz ciclica, de periodo 4, ha procedimentos bem conhecidos para

encontrar os seus autovalores, que podem ser escritos em termos das raizes quarticas da unidade.

Vamos escrever essas raizes quarticas na forma

2
()Y = pp = exp (sz) , 2.7)



CAPITULO 2. MODELO DE QUATRO ESTADOS (DM4) 13

com k = 0, 1, 2, 3. Entdo os quatro autovalores de T serdo dados por
Ao =K (o) + A o) + K7 (pn)* + A7 (on)* (2.8)

De forma explicita, podemos escrever

Mo=K+A+K '+ A =2coshBJ+2cosh 5D, (2.9)
M=K +iA— K1 —iA™" = 2sinh(3J) + 2isinh(5D), (2.10)
M=K —-—A+K'— A"t =2coshBJ — 2cosh D (2.11)
€
A3 =K —iA — K +iA™" = 2sinh(B8J) — 2isinh(8D), (2.12)

em que fica bem clara a simetria D <— —D para J > (. Examinando essas expressoes, €
imediato perceber que Ao é o maior autovalor para qualquer temperatura finita (5 # oc). De
fato, )\ € real e maior do que \o; além disso, os autovalores \; e A3 sdo complexos conjugados,
mas com médulo sempre menor do que \y. Portanto, no limite termodinamico o autovalor A,
define a energia livre desse sistema, que nio apresenta nenhum tipo de singularidade.

Embora nao haja anomalias termodindmicas para temperaturas finitas, € interessante exa-
minar o estado fundamental desse sistema. Quando a temperatura T tende a zero (8 — 00),
lembrando as defini¢cdes de K e A, dados pela equacgdo (2.5), e tomando valores positivos do

parametro p = D/.J, temos os limites

Ao — K+ A, (2.13)

M — K il (2.14)

Ao = K — A (2.15)
€

Ag — K —iA. (2.16)

Potanto, para 0 < p < 1, o estado fundamental € quatro vezes degenerado, correpondendo as
quatro possibilidades de ordenamento ferromagnético ao longo dos eixos no plano. Para p > 1,
os termos dependentes de A sdao dominantes, e aparecem autovalores complexos, que indicam
ordenamento espacialmente modulado. Para 7' — 0 e p = 1, os autovalores com médulo 2

indicam a coexisténcia de muitas fases, com entropia residual proporcional a In 2.
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A funcdo de parti¢do no limite termodinamico é dada por
Zipma ~ Ay (2.17)

de onde obtemos a energia interna por sitio da rede,

, 1 OIn(Zipaa) —De PP 4 DePP — Je= I8 4 JeB/
u= lim —— =— . (2.18)
N—oo N 0f e~ D8 4 PP 4 eIP 4 eIf

Utilizando essa expressao, no limite de temperaturas muito baixas, obtemos o grafico desenhado
na figura 1, em que representamos u/.J contra o parAmetro p = D/.J, e que confirma a nossa
andlise do estado fundamental.

Energia
kg T
uW—}
J

19

=2 -1 1 2

Figura 2.1: Energia interna u (em unidades de J) contra p = D/.J, para temperaturas, kgT'/J,

suficientemente baixas. Note a mudanga de comportamento parap = D/J = +1.

Também € facil obter uma expressdo para a entropia por sitio, que nds utilizamos para
desenhar o grafico da figura 2, para temperaturas suficientemente baixas. Esse grafico ilustra a

existéncia do ponto de multifase para p = 1.
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Entropia
07
06
05
04-
03
02"

01

0.5 1.0 1.5 2.0 P

Figura 2.2: Entropia s, em unidades da constante de Boltzmann kg , contra o pardmetro
p = D/ J, para temperaturas, kg1 = J, suficientemente baixas. Note o comportamento nas

vizinhancas do ponto de multifase, com p = 1.

Fazendo com cuidado o limite de baixas temperaturas, com .J > 0, obtemos

lim u = —J, (2.19)

T—0

para —1 < D/J < 1. Caso contrério, ou seja, com |D| > .J, obtemos

%ir%u =-D, (2.20)
%
para D > 0, ou

limu =D,

T—0

para D < 0, de acordo com a ilustracdo da figura 1.
Para a entropia, obtemos o limite s (7" — 0) — 0, para qualquer valor da razdo p = D//J,

exceto em p = 1, que é um ponto de multifase, em que obtemos uma entropia residual,
s(T — 0) — kgln(2), (2.21)

que esta de acordo com a ilustracao da figura 2.
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Para descobrir as fases no estado fundamental devemos construir as estruturas mais simples

que ddo origem as energias que foram encontradas. Para | D| < J, temos quatro possibilidades,
M e e e ——
Para | D| > J, temos fases espacialmente moduladas,
B At B A e s s = SN

el [ o e S e 2 NUUSURIR S R R R R A

Para | D| = J, temos um grande niimero de possibilidades.

2.2 Calculos na arvore de Cayley

Ao invés de formular o problema estatistico numa rede de Bravais (por exemplo, numa rede
cuibica) decidimos explorar as caracteristicas fisicas do modelo definido em uma estrutura mais
simples, a drvore de Cayley, que € basicamente um grafo sem ciclos fechados. O modelo de
Ising numa arvore de Cayley, de coordenacao z, d4 origem a um problema de mapeamento nao
linear. No caso ferromagnético, os atratores desse mapeamento sao pontos fixos muito simples,
que correspondem a solucdes do problema estatistico no interior profundo da rede. Embora a
arvore de Cayley seja muito diferente de uma rede de Bravais, os resultados de interesse fisico
sdo qualitativamente semelhantes[14].

Vamos considerar algumas geracOes de uma rede de Cayley de coordenacdo z = 3.
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Figura 2.3: Arvore de Cayley de coordenacio 3 com trés geracdes. Imagem gerada com o

programa fornecido em: https://demonstrations.wolfram.com/KCayleyTrees/.

Na figura 2.3, indicamos um sitio central (o elemento no topo), que chamamos de geracao
N, que é sequencialmente ligado a trés outros elementos (geracdo N — 1). Cada elemento da
geragdo N — 1 estd ligado a dois outros elementos da geracdo N-2, e assim por diante. Nao ha
ciclos fechados nessa estrutura.

Vamos considerar a fomula¢do do problema simples (no contexto do ensemble candnico)
do modelo de Ising ferromagnético na auséncia de um campo, numa arvore de Cayley de coor-

denacio z (ramificacdo 7 = z — 1). O hamiltoniano de spin é dado por

H=-J E 004, (222)
{i.}
em que o0 = *1 s@o as varidveis de spin nos sitios da rede, e a soma é sobre pares de sitios

primeiros vizinhos. Com essas consideracdes podemos escrever as relagdes de recorréncia
2ty = {eaplBI) 2} + exp[-BI1 2} (2.23)

Zyy = {exp[—BJI)Z) + exp|BJI)Z] }" (2.24)

em que r = z — 1 é a ramificacdo da rede, Z;" e Z; sdo fungdes parciais de particdo, que
! !

tém um elemento da geragdo 1 como seu centro; os sinais 4+ e — indicam qual valor de spin €
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assumido pelo elemento central. Com essas fun¢gdes podemos definir uma magnetizacdo efetiva

por particula,

Zr -7z
my = 2L 2L (2.25)
Z"+ Z,
Definindo também 2 = Z," + 7, temos
Zl+ mi —+ 1
— = 2.26
Q 2 ) ( )
Zl_ —my —I— 1
— = 2.27
0 5 (2.27)
Substituindo nas relagdes (2.23) e (2.24), chegamos a
A" — B"
- 2.2
™= B (2.28)
em que
A = cosh(BJ) + my_ysinh(5J), (2.29)
B = cosh(BJ) — my_1sinh(BJ). (2.30)

Ap06s algumas manipulagdes algébricas, na tradi¢do de andlise dos sistemas dinadmicos, escre-

vemos a relacio de recorréncia para as magnetizacoes efetivas,
my = f(my_1) = tanh {r tanh ™' [(tanh 3.J) ml,l]} , (2.31)

emque !l = 1, 2, 3, ....Os atratores dessa relacdo correspondem as solucdes de interesse fisico
(no interior profundo da drvore de Cayley). E ficil perceber que sempre h4 atrator trivial, um
ponto fixo com magnetiza¢do nula, m* = 0, que corresponde a solu¢do paramagnética do sis-
tema fisico (fase desordenada). No caso do modelo ferromagnético, com J > 0, também hd um
ponto fixo m* # 0, pelo menos para valores suficientemente baixos da temperatura. No caso de
um modelo antiferromagnético, com .J < 0, o atrator ndo trivial € um ciclo-dois da relagdo de

recorréncia). Célculos desse tipo s@o bem conhecidos na literatura desde, ao menos, 1982 [15].

Vamos agora fazer uma andlise da estabilidade dos pontos fixos, dados pela equagdo
m* = f(m*) = tanh {r tanh™" [(tanh 3J) m*]} . (2.32)
Mantendo apenas termos lineares, escrevemos a expansao

m; —m* = (%) (my—m*) +..=A(my —m") + O [(my — m*)Z] : (2.33)
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em que

2 —1 *
A= rtanh (8J) sech [r tanh (T;L tanh ﬁj)] ' (2.34)
1 — (m*tanh 8J)

A estabilidade do ponto fixo m* é garantida pela condigdo |A| < 1.

O ponto fixo desordenado, m* = 0, que existe para qualquer temperatura, € estdvel apenas
para

A =rtanh (8J) < 1, (2.35)

ou seja, para temperaturas suficientemente altas,

k’BT z -1

o —
O limite de estabilidade desse ponto fixo corresponde exatamente a temperatura critica prevista
pela aproximacao de Bethe-Peierls para o ferromagneto de Ising numa rede hiperctbica simples
de coordenacdo z. No limite de coordenacdo infinita, z — oo, J — 0, com zJ fixo, nds
recuperamos a temperatura critica conhecida da aproximacao de campo médio.

Essa andlise ¢ um pouco mais envolvida para m* # 0. Supondo que m* seja muito pequeno,

podemos escrever a expansao

m* + é(m*)?’ + ... = rtanh(8J)m* + gtanh3(6J)(m*)3 + oy (2.37)

de onde obtemos o termo dominante,

2
(m*)? = ZBT : [rtanh(B8J) — 1], (2.38)
re —
que somente existe para
rtanh(SJ) > 1, (2.39)

ou seja, na regido de temperaturas em que a solucdo desordenada € instavel. Nao € dificil

mostrar que essa solucdo ferromagnética € estavel em toda essa regido, ou seja, para

]{JBT z -1

A coincidéncia dos limites de estabilidade dos dois tipos de ponto fixo, paramagnético e ferro-

magnético, indica que a transi¢ao € continua (ou de segunda ordem).

2.3 Modelo DM4 na arvore de Cayley

De acordo com os procedimentos explicados na subsecao anterior, formulamos o problema

estatistico do modelo DM4 numa arvore de Cayley de ramificagdo » > 1. Considerando um
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elemento da rede, que pode assumir cada um dos quatro estados de spin, obtivemos as relacdes

de recorréncia

Zy = (" 2y + P Zy+ e P Zy+ PP Zy)" (2.41)
Zy = (e"PZi+ e Zy+ PP 2y + 77 2,)" (2.42)
Zy= (e P2+ e PPZy+ " 254+ PP 2y)" (2.43)
Zy= (P2 + e P Zy+ e PP 23+ % 2y)" (2.44)

em que Z;, parai = 1,...,4 sdo as func¢des de particdo parciais associadas as quatro possibilidade
do né inicial, e Z;, para ¢ = 1,...,4, sdo as funcdes correspondentes dos primeiros vizinhos na
geracdo imediatamente seguinte da arvore de Cayley. Os atratores desse mapeamento (que
nesse caso nao se restringem a pontos fixos) correspondem as solugdes de interesse fisico do
problema, no interior profundo da drvore de Cayley.

Agora é conveniente definir uma magnetizacao por particula,

. <§> _ () ZSWA+ S22+ S(3) % + Sz, (2.45)

m, 71+ Zo+ 75+ Zy

e uma grandeza ¢, correspondente a uma média das componentes do vetor de spin ao quadrado,

L[ (SD) e
7= N , (2.46)
<Sy> dy
Portanto, temos
m, = 2 5 237 (2.47)
Zo— 7
my, = = 5 3 (2.48)
Zi+ Z
0 = 15 3 (2.49)
o+ Z
g = = 3 1 (2.50)

em que () = 7y + Zy + Z3 + Z,. Essas defini¢des implicam que ¢, = 1 — ¢,. Com algumas

manipulagdes algébricas chegamos as expressoes

é_Qz"i_m:v é_Qy'i_my é_@r_mx Z4 Qy — My,

= = = —_— == 2.51
Q 2 7 Q 2 7Q 2 7 Q 2 2.51)
Portanto, o0 mapeamento fica reduzido a trés equacdes de recorréncia apenas,
Al — Aj
! L~ 3 (2.52)

m, = >
AT AL+ A+ A
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/ A; — AZ
= , 2.53
M T AT A+ Ay + A (253)
Al + Aj
- 2.54
T AT A A Ay (239
em que
Ay = gyeosh(BJ) + gycosh(BD) + mysinh(BJ) + mysinh(5D), (2.55)
Ay = gycosh(BD) + qycosh(BJ) — mysinh(5D) + mysinh(5J), (2.56)
Az = qycosh(BD) + qycosh(BJ) — mysinh(BJ) — mysinh(BD) (2.57)
e
Ay = qycosh(BD) + gycosh(BJ) + mysinh(6D) — mysinh(BJ). (2.58)

2.3.1 Limite de coordenacao infinita

Embora o problema ja esteja formulado e seja perfeitamente possivel analisar as relagdes de
recorréncia (2.52) a (2.54), € interessante recorrer a um limite de coordenacao infinita, que deve
produzir soluc¢des correspondentes ao cdlculo de campo médio,

O limite de coordenacao infinita é dado por » — oo; Ji, Jo — 0, com Jy7 e Jor fixos. Nesse
limite obtemos

BIrmg+BDrmy .
)

AT e Af — emPPrmatBIrmy, (2.59)

Ag . efﬁerzfﬁDrmy; AZ N e,BDTmz*BJTmy. (260)

Assim, lembrando que g, = 1 — ¢,, nesse limite de coordenacdo infinita o problema fica mais

simples, reduzido a duas relagdes de recorréncia apenas,

, sinh(BJrm, + fDrm,) 2.61)
m, = 3 :
* cosh(BJrmy + SDrmy) + cosh(—BDrm, + BJrm,)’

o sinh(—BDrm, + BJrm,) (2.62)
v cosh(BJrmy + BDrm,) + cosh(—BDrmy, + BJrm,)’ '
y y

2.3.2 Ponto fixo paramagnético

A partir das relagdes (2.61) e (2.62), € facil perceber que existe sempre um ponto fixo
desordenado (paramagnético), com m; = 0 e m, = 0.

Linearizando essas relagdes nas vizinhancas desse ponto fixo trivial, obtemos

. 1 BJr  pDr My 2.63)
’y 2 —BDr  BJr my

m

m
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Portanto, esse ponto fixo serd linearmente estdvel para
1 .
5]&77“ +i8Dr| < 1. (2.64)

Para fazer contato com a literatura, é conveniente escrever as variaveis J ¢ DD em termos
do pardmetro adimensional p = D/J, que indica a relevancia da quiralidade, e da temperatura

adimensional,

% = BJr. (2.65)

Num diagrama da temperatura 7' contra o parametro p, a regido de estabilidade do ponto fixo

trivial é dada por

1

1/2

(2.66)

Na figura 4 exibimos essa regido além de expor outros resultados que serdao explicados adiante.

(== JN

1
En

08

Figura 2.4: Diagrama de T (temperatura adimensional) contra o parametro p. A fase para-
magnética se encontra na regido chamada de P, acima da linha que determina sua condi¢do de
estabilidade. As fases moduladas estao representadas nas regides cinzas e a ferromagnética na

regido preta.
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2.3.3 Calculos numéricos na arvore de Cayley

Para ir além da andlise de estabilidade do ponto fixo paramagnético precisamos estudar
numericamente as relagdes de recorréncia (2.61) e (2.62). Dados 7' e p, bem como os valores
iniciais de m, e m,, procuramos os atratores do mapeamento realizando um nimero muito
grande (da ordem de 10 mil) iteragdes.

No caso desse modelo, ndao estamos preocupados com uma andlise detalhada do diagrama
de fases. Realizamos apenas um trabalho numérico exploratério, que € suficiente para forne-
cer indicagdes sobre a presenca de muitas sequéncias de estruturas moduladas no interior da
regido ordenada do diagrama de fases. Para este modelo ndo temos interesse em estudar mais
detalhadamente a fase modulada devido a literatura j4 existente[12].

As figuras a seguir mostram atratores encontrados dentro das regides moduladas. Nessas
figuras representamos o valor da magnetizacdo no eixo y de spin contra a magnetiza¢d no eixo
x de spin. Esses graficos mostram mais de 10 mil iteragdes das equagdes de recorréncia, depois
de terem sido descartadas 10 mil iniciais normalmente, tendo com condi¢des iniciais m, =

m, = 1. Como pode ser visto 0s mesmos pontos se repetiram por essas 10 mil iteragdes.

T=0,1 p=0,8
my
1.0

0.5

— my

Figura 2.5: Atrator da magnetizacdo para temperatura adimensional 7' = 0,1 e parametro

p=D/J=0,8.
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Figura 2.6: Atrator da magnetizacdo para temperatura adimensional 7' = 0,3 e parametro

p=D/J=0,8.
T=0,5 p=0,8
my
go Nt s,
o %,
K] ‘.
0 0
2 0005 °,
. L)
. 0
0 .
] .
. s
0 0
. 0
0 0
—— : . : : ——s m,
»-0006  -0.004  -0.002 0.002 0.004 0.006
1)
. .l
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. .
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‘Y -0.005 o
0 . .
", ) ..o
. ® 0 g0 00 o

Figura 2.7: Atrator da magnetizacdo para temperatura adimensional 7' = 0,5 e parametro

p=D/J=0,8.

E possivel notar que com o aumento da temperatura a modulag@o tem um periodo cada vez

maior. Além disso, o médulo dos valores alcangados da magnetizacdo também diminui. Isso é

uma indicacao de que a transicao entre a fase modulada e a paramagnética tem uma natureza de

segunda ordem.
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2.4 Modelo DM4 - solucao de campo médio

Consideramos agora uma solug@o convencional de campo médio do modelo DM4, definido
numa rede cubica simples, com o eixo de quiralidade ao longo da dire¢do z. Aproximacoes
desse tipo foram utilizadas de forma pioneira para analisar o diagrama de fases do modelo
ANNNI e posteriormente para obter a estrutura de fases dos modelos quirais do reldgio [4] [16]
[17] [18].

Utilizando uma nota¢@o mais explicita para designar os sitios de uma rede cubica simples,

€SCcrevemos
Hacv = Hi + Ho, (2.67)
com
:—JoZ Z 2, Sh S S ], (2.68)

em que (x,y; z'y’) designa um par de vizinhos mais préximos num plano normal a dire¢do z, e

:_JZZ z,Y,z xyz—&- Siryzsgyz‘*‘l}

T,y z=1

_DZZ ,Y,2 Iszrl SxyzSg:vnszrl] ) (269)

T,y z=1
em que a primeira soma (sobre x e y) € sobre todos os N2 sitios do plano (z,y), € a segunda
soma (sobre z) leva em conta as interagdes de primeiros vizinhos ao longo da direcdo z.

Vamos entao recorrer a “desigualdade de Bogoliubov”,
G (H) < Go(Ho) + (H — Ho)y = @, (2.70)

em que GG (H) é a energia livre associada ao hamiltoniano H, Gy (H,) € a energia livre associada
a um hamiltoniano de tentativa H,, e (...), € um valor esperado obtido num ensemble definido
pelo hamiltoniano de tentativa. Com o objetivo de preservar a simetria das solucdes, vamos

escolher um hamiltoniano de tentativa por camadas, dado por

—ZZ?fz?z,y,z:—ZZ (2S5, . +nssy, ], (2.71)
Ty =z Ty oz

em que 7 (nZ,nY) € um campo de tentativa bidimensional. A solu¢do de campo médio é

obtida pela minimiza¢do da energia livre de tentativa ¢ em relacdo a {ﬁz}
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Nao € dificil mostrar que

2
Gy = —% g In [2 cosh (5n7) + 2 cosh (51Y)] (2.72)

e que

1

v (M= Holo = —2J0 Y [(m2)* + (m2)*] = J Y [mmi,, +mm?,,] -

=D [mimYyy = mim? ]+ [Emd + tm?] (2.73)

em que usamos as defini¢des

v _ sinh (8n7)
M= = osh (Bn%) + cosh (Bn?) (2.74)
e
my = sinh (1Y) (2.75)

cosh (8n*) + cosh (8nY)’

Agora podemos utilizar as definicdes dadas pelas equacdes (2.74) e (2.75) para escrever @
na forma de uma série de poténcias nas magnetizacoes, fazendo contato com uma expansao do
tipo Landau-Ginzburg Mantendo apenas termos até segunda ordem nas magnetizagdes, € facil

mostrar que

Lo Lonmes > <—2J0 + l) [(m2)? + (m¥)*] —

N? 8 p
—JZ [mim?, +mimi,] — D Z [mim?,, —mim?i ]+ (2.76)

Para diagonalizar essa forma quadratica, recorremos a uma representacao de Fourier. Escreve-

mos entao

T __

1 1
m; = —= Y m;exp (i1qz); mY = —= » mlexp (igz), .77
\/qu: 7 oxp (iq2) qu: yexp (iq2) )

com as somas restritas a primeira zona de Brillouin. Também € interessante escrever m; e m}

em termos de suas partes reais e imaginarias,

1 1
m””:—(qu+i]§), my = —=

V2 V2

Levando em conta que as magnetizagdes sao reais, € que a zona de Brillouin € simétrica, também

(RY +4IY). (2.78)

temos

R,=R.,  I,=—-I, (2.79)
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para as componentes x ou y. Entdo ndo € dificil mostrar que (ignorando constantes de normali-
7agdo)

1 1 1
m(b = —B2Nln2 + ; (E —2Jy — Jcosq) [(R;)Q + (15)2 + (33)2 + ([«?)2} -

—2D Y " (senq) [IJRY — IVRY] + - -- (2.80)
q
Portanto, até termos de segunda ordem, a energia livre de tentativa fica expressa em termos de

modos reais e independentes no espaco de Fourier, mas acoplados nos planos z — y. Vamos

agora definir as grandezas

1
A= B —2Jy — Jcosgq; B = 2Dseng, (2.81)

e utilizar a notacao simplificada

T, = RY;

q’

ro=1; y =Rl =1 (2.82)
Portanto, temos que analisar a forma quadréatica
Q=A (2} + 23+ 7 +3) + B (yar1 — zamn) = (V) M(V), (2.83)

em que o é o vetor coluna (1, x2,y1,Yy2) € M é uma matriz supersimétrica,

A 0 0 B/2
0 A —-B/2 0
M = , (2.84)
0 —-B/20 A 0
B/2 0 0 A
com autovalores degenerados,
1 1
A=A+ §B = B —2Jy — Jcosq =+ Dseng. (2.85)
Portanto, a temperatura critica da fase paramagnética é dada por
1
5_ = kpT. = max[2Jy + J cos ¢ = Dseng] . (2.86)
C q
Para D = 0, que € o caso do ferromagneto simples, a temperatura critica € conhecida,
1
ﬂ_ = kpT. = max (2Jy + J cosq) = 2Jy + J, (2.87)
c q

pois ¢ = 0 € o primeiro valor do nimero de onda associado a um autovalor nulo da forma

quadratica.
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Para D # 0, a maximagdo em relacio ao nimero de onda fornece dois resultados

D
tanqg = ij’ (2.88)

que correspondem a ondas propagantes nos dois sentidos do eixo z, com uma temperatura critica
dada por
1

5 = kel =20+ (+ D', (2.89)

que € o resultado anédlogo da expressao no limite de coordenacao infinita, obtido para o mesmo
tipo de modelo definido na arvore de Cayley. Os dois métodos se diferenciam em seus resultados

pelo termo constante extra que ndo existe para a arvore de Cayley.



Capitulo 3

Modelo de seis estados (DM6)

Novamente consideramos um ferromagneto de Heisenberg com a adi¢do de interagdes qui-
rais, do tipo Dzyaloshinskii-Moriya. Na sua forma mais simples, o hamiltoniano de spin desse
sistema é dado por

H=-TY 58 -DY (§?x }) 3, G.1)
) (

(7 i)
em que ?? € um “vetor de spin” no sitio 7 da rede cristalina, a primeira soma € sobre pares
de sitios vizinhos mais préximos, e a segunda soma € sobre os vizinhos mais préximos ao longo
da direcdo z (estamos considerando um sistema monoaxial, com intera¢des quirais ao longo do
eixo z).
Vamos agora supor que as varidveis de spin podem assumir seis estados vetoriais, ao longo

das direcOes dos eixos cartesianos. Temos assim os “estados de spin”

1 0 0 —1 0 0
§: O 9 1 9 O 9 0 9 _1 ) O (32)
0 0 1 0 0 -1

Nessas circunstancias € definido o modelo DM6, um modelo de seis estados ao longo de trés
eixos, mais distante dos modelos do relgio, mas mais préximo de uma versao quiral do modelo
classico de Heisenberg com a inclusdo de um termo do tipo DM.

Na mesma linha do estudo apresentada para o DM4 percorremos as seguintes etapas:

1. Inicialmente utilizamos a técnica da matriz de transferéncia para analisar exatamente uma
versao unidimensional do hamiltoniano associado ao modelo DM6. Novamente, com parame-

tros positivos, J > 0 e D > 0, mostramos que o estado fundamental € ferromagnético para

29
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p = D/J < 1/2. Ha um ponto de multifase para p = 1/2. Acima desse valor hd uma estrutura
espacialmente modulada, como serd identificado logo adiante.

2. Em seguida, formulamos o andlogo desse problema numa arvore de Cayley. Nessas
condicdes, sem maiores dificuldades, além de resultados analiticos sdo obtidos resultados nu-
méricos para aspectos sutis do diagrama de fases. Em particular, recorremos ao limite de coor-
denacao infinita da drvore de Cayley, em que as expressoes algébricas ficam mais simples, com
a expectativa de obter resultados em concordincia qualitativa com célculos usuais de campo
médio para o modelo andlogo numa rede de Bravais. Apontamos a existéncia de fases espacial-
mente moduladas, como ocorre no caso do modelo DM4.

3. Finalmente apresentamos uma solu¢do de campo médio, com base na desigualdade de
Bogoliubov, que deve exibir as mesmas caracteristicas qualitativas da soluc¢do exata no limite de
coordenacdo infinita da arvore de Cayley. Obtivemos o termo dominante (quadratico) de uma
expansao de Landau, fazendo contato com resultados fenomenolégicos da literatura. No futuro

pretendemos analisar mais detalhadamente essa solu¢do de campo médio

3.1 Modelo DM6 em uma dimensao

Em uma dimensao o hamiltoniano de spin do modelo DM6 é dado por
N N
Hipme = —JZ Si+Siy1 — D Z (Si X Sz‘+1> - Z, (3.3)
i=1 i=1

com os estados de spin dados pela equacgdo (3.2).

Usando o formalismo convencional do ensemble candnico, obtemos a matriz de transferén-

cia
K A 1 Kt At 1
ATl K 1 A Kt o1
1 1 K 1 1 Kt
T = , (3.4)
K1 A7t 1 K A 1
A K1 1 A K 1
1 1 Kt 1 1 K
em que
K =exp(8J); A =exp (SD). (3.5)

Notando a estrutura em blocos 3 x 3 dessa matriz, podemos mudar para uma representacdo em
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que ela se torna blocodiagonal. Vamos entdo escrever a matriz de inversdo dos blocos,

000100
000010
00 0O0O01
Bg = ; (3.6)
100 000
01 0000
001000
que pode ser diagonalizada pela transformacao ortogonal
100 -1 0 O
010 0 -1 0
U 1 /001 0 0 -1 3.7
V21100 1 0 o0 '
010 0 1 0
001 0 0 1
Temos entdo a matriz T4 transformada,
T, =UTsU =
sinh 8J  sinh 8D 0 0 0 0
—sinh 8D sinh 8J 0 0 0 0
0 0 sinh 5.J 0 0 0
=2 , (3.8)
0 0 0 cosh 8J cosh D 1
0 0 0 coshBD coshBJ 1
0 0 0 1 1 cosh BJ
de onde obtemos os seis autovalores,
A1 = 2sinh 8J, (3.9
A3 = 2sinh BJ £ ¢2sinh 5D, (3.10)
Ay = 2cosh BJ — 2cosh 8D, (3.11)

56 = 2cosh BJ + cosh BD £ 4/ cosh? 8D + 8. (3.12)
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Levando em conta que J > 0 (isto é, K > 1), vamos também tomar D > 0 (ou seja, A > 1), e

examinar o estado fundamental desse sistema. No limite de temperatura nula, temos

Entdo, com D < J, o termo dependente de K sempre predomina. Nesse caso hd uma dege-
nerescéncia dos seis autovalores, que assumem valores reais, indicando um estado fundamental
ferromagnético. Com D > J também hd uma degenerescéncia, mas de ordem quédrupla,
com autovalores complexos conjugados, indicando um ordenamento espacialmente modulado,
muito semelhante ao caso do modelo DA 4. Quando DD = J, o maior autovalor em moédulo
€ A\s — 2K, indicando a existéncia de um ponto de multifase, associado a entropia residual

]CB In 2.

Nao € dificil mostrar que A5 € o maior autovalor para qualquer temperatura finita. De fato,
basta perceber que A5 > g ou Ay, € que |Ag 3] > Ai. Af é fécil verificar que A5 também é maior
do que |2 3]. Entdo, no limite termodindmico, a fungdo candnica de parti¢cdo desse sistema,
Zpume, € dada por

1
NIHZDMG = In As. (3.15)

A partir dessa funcio candnica, podemos obter expressdes para a energia interna € a entropia
por sitio, que estdo representadas nas figuras 1 e 2, para temperaturas suficientemente baixas (e

que estdo de acordo com a nossa andlise qualitativa do estado fundamental).
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Figura 3.1: Energia interna u por sitio, em unidades do parametro de troca J > 0, contra

p = D/J, para temperaturas suficientemente baixas.
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Figura 3.2: Entropia por particula s, em unidades da constante de Boltzmann kg, contra o
pardmetro p = D/J, para temperaturas suficientemente baixas. O crescimento da entropia nas
vizinhangas de p = 1 indica a existéncia de um ponto de multifase (com entropia residual, de

acordo com a nossa analise do estado fundamental).

Também € simples obter de forma explicita os limites da energia u e da entropia s para

temperaturas muito baixas. Para |D| < .J, temos

lim u = —J. (3.16)
B—00
Por outro lado, para |D| > J, temos
lim u = D, (3.17)
B—00

que estd de acordo com o grafico da figura 3.1. Da mesma forma, um célculo simples para a
entropia indica o valor limite s = 0, exceto para D = .J, no ponto de multifase, em que obtemos

a entropia residual s = kg In 2, que € o mesmo valor obtido no caso do modelo DM4.

3.1.1 Estruturas de fases no estado fundamental

Para identificar as estruturas de fase do estado fundamental devemos analisar a energia in-

terna de cada arranjo de spins. Para |D| > .J, devemos ter

—

w— —J (§ - §i+1> -D (SZ- X @H) 25D (3.18)
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Neste caso precisamos que o termo dependente de D seja —1 e que o termo dependente de .J

seja 0. Logo, temos estruturas de fase do tipo

{i. =l 1 0}

que correspondem a um arranjo de natureza quiral.

Para | D| < J, a partir de considera¢des semelhantes, temos

— —

Si = Sit. (3.19)

Portanto, ha uma fase ferromagnética seis vezes degenerada, de acordo com as nossas conside-
racOes sobre os autovalores da matriz de transferéncia. Temos entdo os seguintes arranjos de

spins:
(M) ) i) (e —— )

(..0OO.); (.O®®..).

Para |D| = J, temos uma enorme variedade de combinagdes possiveis de fases, que acaba

levando a entropia residual s = kp In 2.

3.2 Modelo DM6 na arvore de Cayley

Formulamos o modelo ao longo dos ramos de uma drvore de Cayley, da mesma maneira
como ja fizemos no caso do modelo DM4. Assim obtivemos as seguintes relacdes de recorrén-

cia:

Zy = ("2 + P 2o+ Zs+ e 2+ e PP 25 + Z5)' (3.20)
Zy = (e"PZy+ e Zy+ Zy + P 2y + 7P Z5 + Z5)"; (3.21)

Zy=(Zv+ Zo+€" Zs+ Zy+ Zs + e 7 Zg)" (3.22)
Zy= (e P2 +ePPZy+ Zy+ " Zy + "V Zs + Zs) " ; (3.23)
Zy= (PP 2+ e P Zy+ Zy+ e PP Zy + €7 Z5 + Z5)" (3.24)

Zi=(Zv+ Zo+ e Zs+ Zy+ Zs + €7 Z5)" (3.25)
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em que Z, e Z;, parai = 1, ..., 6, sdo “fun¢des de parti¢do candnicas parciais”, associadas a
vértices situados em geracoes imediatamente sucessivas da arvore.

Nesta parte dos cdlculos € conveniente definir uma magnetizacio efetiva por particula,

S(1)Zy + S(2)Zy + S(3)Zs + S(4) Zy + 5(5) Zs + S(6) Zg

= , 3.26
Iy + Lo+ Zs+ Zy+ Zs + Zg (3.26)
e uma grandeza ¢, associada ao quadrado das variaveis de spin,
(S2) Ga
=12 =1a]- (3.27)
(S2) ¢
Entao temos
Zl—Z4 ZQ—Z5 Z3_ZG
My = a ;o My, q m, = Q (3.28)
e
ZI+Z4 ZQ+Z5 Z3—|—ZG
= N = N = _2
T Q I Yy Q ) z Q ) (3 9)
com
Q=21+ 2Zs+ Zs+ Zy+ Zs + Zs. (3.30)

Com algumas manipulacdes algébricas, também semelhantes ao que ja foi feito no caso do

modelo D M4, foram obtidas as relacdes de recorréncia em termos dessas novas varidveis,

A" — D"

M Y B+ 4 DR B (3-31)
mg’:A’"+BT+§;l§R+ET+FT; (3.32)
m;:AT+BT+gT;1§R+ET+F” (3.33)
q;:A*+BT+grigR+ET+FT’ (3-34)

em que
A" = (gyeosh(BJT) + mysinh(BJ) + gycosh(BD) + mysinh(6D) + ¢,)", (3.35)

B" = (qycosh(BD) — mysinh(BD) + q,cosh(BJ) + mysinh(8J) + q.)" , (3.36)
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C" = (¢u + @y + qzcosh(BJ) +m.sinh(BJ))", (3.37)
D" = (gzcosh(BJ) — mysinh(BJ) + q,cosh(BD) — m,sinh(8D) + q.)", (3.38)
E" = (qucosh(BD) + mysinh(BD) + qycosh(B.J) — mysinh(BJ) + ¢.)" (3.39)
F" = (qx + g, + q.cosh(BJ) — m.sinh(BJ))" . (3.40)

Numa etapa seguinte, utilizamos o limite de coordenacao infinita da arvore de Cayley (rr —
oo, J;,D — 0 com Jr e Dr fixos). O sistema de equacdes acopladas ficou mais simples,
reduzindo-se a trés equacdes de recorréncia apenas. Nesse limite, que corresponde a um tipo de

aproximacdo de campo médio, temos

A" — exp (BJrmy + BDrmy);  B" — exp (—BDrm, + SJrmy); (3.41)
C" — exp(BJrm,); D" — exp(—pJrm, — BDrmy); (3.42)
E" — exp (BDrm, — BJrmy); F" — exp(—pJrm,), (3.43)

de onde obtemos trés relagdes de recorréncia,

1

m., = i [sinh(BJrm, + BDrm,)], (3.44)
m, = % [sinh(—pDrm, + pJrmy)], (3.45)
m!, = % [sinh(BJrm.)], (3.46)

com o denominador comum

M = cosh(BJrm, + SDrmy) + cosh(—BDrm, + fJrm,) + cosh(BJrm,). (3.47)

3.2.1 Ponto fixo trivial

E imediato perceber que as relacdes de recorréncia (3.44) a (3.46) tém um ponto fixo tri-
vial, de natureza desordenada, dado por m; = m; = m; = 0. Linearizando as relagdes de

recorréncia nas vizinhangas desse ponto fixo, obtemos

m BgJr  pBDr 0 My
—BDr pBJr 0 my | - (3.48)

0 0 pgJr m,

Q

Wl =

/
T
/
my
/
z

m
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A matriz 3 X 3 associada a essa forma linear tem trés autovalores distintos, dados por

Al = %B]r; (3.49)
Ay = é(ﬁjr +i8Dr); (3.50)
A3 = %(BJT —i8Dr). (3.51)

Tomando 5Jr = 1/T e D/J = p, obtemos as condi¢des de estabilidade da fase desordenada

num diagrama 7" — p,

1
T> =, (3.52)
3
c
T2 > L (3.53)
9+ p?’ '

como estd indicado na figura 3 (e que € muito semelhante ao diagrama correspondente para o

modelo DM4).

Figura 3.3: Diagrama da temperatura adimensional /' contra o parametro p. A fase desordenada
se encontra na regido "D", acima da linha que determina a sua condicdo de estabilidade. Fases

espacialmente moduladas existem na regides indicadas pela letra M, para qualquer p # 0.
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E interessante notar como evoluem as iteracdes desse sistema acoplado. A varidvel m. s6
depende da sua utima iteracdo para determinar o seu proximo valor. Entdo o sistema m,, m,
nao ¢é fortemente relacionado a m, nessa andlise assintética. A varidvel m, evolui, aproxima-
damente, ao longo de uma reta, enquanto o diagrama de m,, versus m, apresenta oscilacdes

semelhantes ao que acontece no caso do modelo de 4 estados.

3.2.2 Regioes ordenadas do diagrama de fases

Iterando as relagdes de recorréncia (3.44) a (3.46), foi possivel encontrar as fronteiras de
transicao entre as diferentes fases do sistema (desordenada, ordenada/ferromagneticamente, es-
pacialmente moduladas). A modulacdo somente se manifesta para as componentes x € y dos
spins (como € esperado a partir da andlise assintdtica). Através de manipulagdes das relagdes de
recorréncia, numa andlise preliminar, observamos que a transi¢do entre as fases ordenada e es-
pacialmente moduladas deve ser de primeira ordem, enquanto a transi¢dao das fases moduladas
para a desordenada € aparentemente continua (de segunda ordem).

Também conseguimos verificar, pelo menos de forma qualitativa, comportamentos seme-
lhantes a "escadas do diabo", ou seja, estruturas em que o nimero de onda das oscilagcdes espa-
ciais, para temperatura fixa, em funcao do parametro p, apresenta muitos patamares, de larguras

aparentemente arbitrarias. As figuras 3.4-3.6 mostram esse tipo de comportamento.
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Figura 3.4: Frequéncia normalizada contra o pardmetro p para temperatura fixa, 7' = 0, 15. Ha

forte indicacao da presenca de estruturas do tipo "escada do diabo".
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Figura 3.5: Frequéncia normalizada contra o parametro p para temperatura 7' = 0, 2.
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T=0,25
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Figura 3.6: Frequéncia normalizada contra o pardmetro p a temperatura 7" = 0, 25.

As frequéncias (harmonico principal na andlise de Fourier) sdo obtidas fazendo uma analise
de Fourier num grafico de m, ou m, por nimero de interagdes (isso € feito 4pos o sistema sair
so transiente, obviamente). Para obter essas figuras diversas condic¢des inicias foram utilizadas,

todas geram as mesmas imagens para os mesmos valores de p e 7.

3.2.3 Medida da dimensao de Hausdorff

Para obter uma caracterizacdo mais precisa das fases moduladas e evidenciar a existéncia das
escadas do diabo, investigamos a dimensao fractal dos patamares exibidos nas figuras anteriores.
Para obter a dimensao fractal de Hausdorff foi aplicado um método chamado "box-counting"[19].
Primeiramente foi tomado um valor € > 0 e calculada a soma de todos os "degraus"cujo com-
primento, ao longo do eixo p, € maior que €. Subtraindo esse valor do comprimeto total ao longo
do eixo p, (p; — p;), obtemos a grandeza X (), que é o comprimento restante no intervalo. Fa-
zemos entdo um ajuste linear de log(X (€)/¢€) contra log(1/¢). Para valores de e préximos de 0 a
inclinacao desse ajuste fornece uma boa aproximagao do valor da dimensao fractal da imagem.
Para testar essa implementacdo do algoritmo, foi utilizada a funcdo de Cantor. Esta fun-
¢do no dominio [0, 1] tem a mesma dimensao do conjunto de Cantor (D = log(2)/log(3) ~

0,6309). Essa funcdo se comporta exatamente como as "escadas do diabo"obtidas para o sis-
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tema estudado. Assim nosso algoritmo pode ser aplicado e testado diretamente [20]. As figuras

a seguir (3.7 e 3.8) mostram a fun¢@o de Cantor e o ajuste obtido para a sua dimensao.

0.8

0.6

C(x)

04

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 3.7: A funcdo de Cantor no dominio [0,1].
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Funcéo de Cantor D,=0.6354
26 A

25

24

Log[X(€) €]
bt
w
[
o
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r

21 .

20

30 32 34 36 38 40
Log(1/€)

Figura 3.8: Ajuste para obter a dimensdo de Hausdorff da funcio de Cantor. Obtivemos o valor

0,6354.

Nas figuras anteriores foram utilizados valores de € na escala de 10~*. Comparando com o
valor razoavel de 0,6309 [21], temos um resultado aceitavel dentro de uma incerteza na escala
de 1073, Nas figuras seguintes (3.9 e 3.10) sdo dados dois exemplos de ajustes feitos para o

DM6 com duas temperaturas diferentes.
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T=0,3 D,=0.9976
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Figura 3.9: Ajuste da dimensao fractal para a temperatura kg7'/J = 0,3. Obtivemos Dy =

0,9976.

T=0,2 Dy=0.9807
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Figura 3.10: Ajuste da dimensao fractal para a temperatura kg7'/J = 0,2. Obtivemos Dy =

0,9807.
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Os ajustes de melhor precisdo refletem o fato de que a escada do modelo ndo é um fractal
de fato, ou seja, ndo existem "degraus"arbitrariamente pequenos, ao contrario do que ocorre na
funcéo de Cantor. Para cada valor de k7’/J existe um valor minimo para o tamanho do degrau;
escolhendo € da ordem desse tamanho um ajuste bem preciso foi alcancado [21].

Obtendo valores da dimensdo para diferentes temperaturas, na mesma regiao de p, o resul-
tado da figura 3.11 foi obtido. Nela se pode observar a tendéncia da dimensao aumentar com a

temperarura, mas sempre menor que a unidade.

0.995

0990 ¢
I

D

0.985

0.980: . s ‘ ‘ ‘ ‘
0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30

ke TH

Figura 3.11: Valor da dimensdo de Hausdorff (D) contra a temperatura em unidades normali-

zadas (kgT'/J).

Com esses resultados chegamos a algumas conclusdes sobre o comportamento do sistema.
Sabemos que em kg1'/J = 1/3 o sistema comega a se tornar desordenado para certos valo-
res de 7. Variando a temperatura préximo desse ponto de transicao e analisando as escadas
para cada variacdo, percebemos que os degraus das frequéncias se tornam cada vez menores
com o aumento da temperatura até se degenerarem. Com os degraus diminuindo, a dimensao
do sistema se aproxima de 1, e a figura 3.11 parece sugerir que esse processo se torna expo-
necialmente mais forte conforme a temperatura se aproxima da linha de transi¢do para a fase

desordenada.
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3.3 Modelo DM6 - solucao de campo médio

A seguir descrevemos uma soluc¢ao convencional de campo médio do modelo DM6, definido
numa rede cubica simples, com o eixo de quiralidade ao longo da dire¢do z. Aproximacoes
desse tipo foram utilizadas de forma pioneira para analisar o diagrama de fases do modelo
ANNNI e posteriormente para obter a estrutura de fases dos modelos quirais do relégio [4].

Utilizando uma notacao mais explicita para designar os sitios de uma rede cuibica simples,
vamos escrever

com
N

Hl = _JO Z Z [ i,y,z i’,y/,z + Sg,y,zsg’,y/,z + S;,y,z ;’,y/,z:| ) (355)

em que (x,y; z'y’) designa um par de vizinhos mais préximos num plano normal a dire¢do z, e

N
_ T T y Y z z _
H2 - JZ Z [S%y,ZS%y,Z‘H + Sx,y,sz,y,z—i-l + .Y,z x7y7z+1]

T,y z=1

N
-D Z Z [S;C»yvzsiyyz-i-l B Sg,y,zsaacc,y,z—l—l] ) (356)

Ty z=1

em que a primeira soma (sobre z e y) percorre todos os /N2 sitios do plano (z,y), e a segunda
soma (sobre z) leva em conta as interagdes de primeiros vizinhos ao longo da direcéo z.

Nessa etapa utilizamos a “desigualdade de Bogoliubov”,
G(H) < Go(Ho) + (H —Ho)y = 2, (3.57)

em que GG (H) é a energia livre associada ao hamiltoniano H, Gy (H,) é a energia livre associada
a um hamiltoniano de tentativa H,, e (...), € um valor esperado obtido num ensemble canénico
definido pelo hamiltoniano de tentativa. Com o objetivo de preservar a simetria das solucoes,

foi escolhido um hamiltoniano de tentativa por camadas, dado por
Ho= =S 3 T Sy == D ST, S, 40285, (BS9)
T,y z x,y z

em que ﬁz = (n?,nY) é um campo de tentativa bidimensional. Obtivemos a solu¢do de campo
médio pela minimizacdo da energia livre de tentativa ¢ em relacdo a {72} Nao ¢ dificil

mostrar que

Go = —%2 Z In [2 cosh (8n7) + 2 cosh (1Y) 4+ 2 cosh (Bn7)] (3.59)
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e que
NQGt Ho)o = —2Jo Y [(m2)* + (m¥)* + (m2)*] -
=T [mEmly +mimly +mimiy,] -
—DY " [mifm = mimi, ]+ [pfmd +tmd 4 nimi] (3.60)

z

em que usamos as defini¢des

cosh (8n?) + cosh (1Y) + cosh (5n?) (3.61)
= sinh (67
m = cosh (B8n?) + cosh (BnY) + cosh (Bnz)” (3.62)
e
m? = sinh (5n?) | 563

cosh (8n%) + cosh (8nY) + cosh (8n?)

Com esses resultados, utilizamos as definicdes dadas pelas equagdes (3.61) a (3.63) para
escrever ¢ na forma de uma série de poténcias nas magnetizagoes, fazendo contato com uma
expansdo do tipo Landau-Ginzburg. Mantendo apenas termos até segunda ordem nas magneti-

zacdes, € facil mostrar que
\2 2 212
FCD = ——N1n6 + Z ( 2.Jo + ) [(m?)” + (m¥)” + (m2)"] —

—JZ [mim?,  +mimi,y +mimi | —D Z [(mimy, —mimi ]+  (3.64)

Para diagonalizar essa forma quadratica, vamos utilizar uma representacao de Fourier. Escreve-

mos entao

1 . , 1 , 1 .
— m2 exp (iqz) ; mY = — mY exp (iqz) ; m: = —— mZexp (iqz) ,
o mhesn (i) mt= oS imbesplins) mE = miesp i)
(3.65)
com as somas restritas a zona de Brillouin. Também € interessante escrever mf; , mg e mé’ em
termos de suas partes reais e imagindrias,
m; = L(R”H—z’]”"’) mY = L(qutily) m, = i(RZ+Z'IZ) (3.66)
q_\/iq q/? q_\/§q q/ q_\/iq q/° )
Levando em conta que as magnetizagdes sao reais, e que a zona de Brillouin € simétrica, também

temos

R,=R., I,=—-I, (3.67)
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para as componentes x, y € z. Entdo nao € dificil mostrar que

1 1

+% Z (% —2Jy — Jcosq) [(Rg)Q + (];)2 + (RZ>2 + (13)2 + (RS)Q + (];)2} B

—D) (seng) [IJRY — IVR;] + - - (3.68)
q
Portanto, até termos de segunda ordem, a energia livre de tentativa fica expressa em termos de

modos reais e independentes no espaco de Fourier, mas acoplados nos planos z — .
Definimos agora as grandezas

1 1
A= B —Jo— §Jcos q; B = Dseng, (3.69)

e utilizamos a notacao simplificada

T = RZ:

q’

Ty = 17 Y1 = Rz, Yo = Ig 21 = RZ, 29 = [qz (370)

q)
Portanto, temos a forma quadratica que deve ser analisada,
Q=A@+ a3+ yl+yd+ 27+ 22) + Byams — moyr) = (V) M(V), (3.71)

em que o é um vetor coluna, Vv = (21, T2, Y1, Y2, 21, 22), € @ matriz M é dada por

A 0 0 B/2 0 0
0 A -B/2 0 0 0
0 —-B/2 A 0 0 0
M = (3.72)
B/2 0 0 A 0 0
0 0 0 0 A0
0 0 0 0 0 A
Essa matriz M tem dois autovalores triviais degenerados,
3 1
Alz)\g:A:E—JO—EJcosq. (3.73)

Para encontrar os outro quatro autovalores temos que diagonalizar a matriz supersimétrica

A 0 0 B/2
0 A -B/2 0

M, = , (3.74)
0 -B/2 A 0

B/2 0 0 A
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que é muito semelhante a matriz andloga associada ao célculo de campo médio do modelo DM4.

Os autovalores degenerados dessa matriz sdo dados por

3

Agqg=A%£— B—E—JO——Jcosq:I: Dsenq (3.75)

Considerando a forma desses autovalores, a fronteira critica da fase desordenada serd dada por

! =kgl. = 2J+1J ilD (3.76)

= max | — —J cos —D sengq| . )

B, B o |30 Tl Eg 1
Para D = 0, recuperamos a temperatura critica do ferromagneto usual,
1 2 1 2 1

E = kg1, = mt?x <§J0 + chosq) = gJO + §J’ (3.77)

pois ¢ = 0 € o primeiro valor do nimero de onda associado a um autovalor nulo da forma

quadrética. Para D # 0, a maximagdo em relacdo ao nimero de onda fornece dois resultados
D
tanqg = ij’ (3.78)

que correspondem a ondas propagantes nos dois sentidos do eixo z, com uma temperatura critica
dada por
1 2 2\1/2
S (J + D?) (3.79)
Be 3 3
que deve ser comparada com a expressao andloga no limite de coordenacdo infinita da arvore

de Cayley.

3.4 Versao esférica do modelo de Dzyaloshinskii-Moriya

Desde que foi proposto, por Berlin e Kac na década de 1950, o modelo esférico do fer-
romagnetismo, que admite solucdo exata em qualquer dimensdo, até mesmo na presenga de
campo externo, tem sido muito utilizado como uma espécie de laboratério ou campo de prova
do comportamento de sistemas mais realistas. Em geral, o modelo esférico prevé um compor-
tamento critico distinto das aproximagdes de campo médo, mas distinto também dos resultados
experimentais.

A fungdo canonica de particao do modelo de Ising pode ser escrita na forma

=> exp BT oioj] (3.80)

{Uz} 7‘.7)
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em que estamos usando a notacdo usual (8 € o inverso da temperatura e J € o parametro de
troca) e as varidves de spin, situadas nos sitios de uma rede cristalina podem assumir apenas
dois valores (ou seja, 0; = £1, parai = 1, 2, ..., N). A primeria soma € sobre todas as configu-
racOes desse sistema (todos os valores das varidves de spin). A segunda soma é sobre vizinhos
mais proximos na rede. Esse € o problema famoso que Onsager resolveu exatamante na rede
quadrada, mostrando que no limite termodindmico pode ocorrer uma divergéncia logaritmica
do calor especifico com a temperatura. No momento, continuamos na expetativa de solucoes
exatas na presenca de um campo externo ou em redes tridimensionais (em uma dimensao, Ernst
Ising, em 1924, mostrou que esse modelo nao tem nenhuma anomalia termodinamica).

A ideia de Berlin e Kac consistiu em deformar o modelo de Ising, considerando um sistema
matematicamente mais acessivel, em que as varidveis de spin, do tipo o; = =£1, sdo substituidas
por varidveis continuas, —oo < o; < 400, percorrendo todo o eixo real. Para evitar uma

divergéncia da funcao de parti¢do, Berlin e Kac introduziram uma “condi¢ao esférica”,

> ol =N, (3.81)

que também e obedecida pelo modelo de Ising, e escreveram a funcdo canodnica de particdo do
modelo esférico,

N | T

N
ZE:H /dcri exp ﬁJZUin ) ZO‘?—N , (3.82)
i=1

=1 (i.9)
emque d (...) éuma fungdo de Dirac. Usando uma representagdo integral da fung@o 4, é simples
realizar as integragdes sobre as varidveis de spin, e reduzir o problema ao calculo de uma tnica
integral, que pode ser obtida pela aplicagdo do método do ponto de sela.
Ha outra abordagem desse problema, um pouco mais simples, que consiste em definir um

“modelo esférico médio”, associado a uma espécie de fun¢do grande candnica de parti¢do,

N | T N
Zom =[] / doi | exp | B oi0;| exp |—pY ol | =EZ[B, 1] (3.83)
=1 oo (é.4) i=1
em que 1 € um potencial quimico, dado pela condi¢do
(N) ——gln: (3.84)
=5 E .

Nessa secdo, vamos apresentar um esboco de cdlculo, de natureza ainda preliminar, para um

modelo esférico médio de trés componentes distintas. O nosso trabalho foi em parte motivado



CAPITULO 3. MODELO DE SEIS ESTADOS (DM6) 51

por artigo relativamente recente de Aqua e Fisher[22], que consideraram um modelo de gés de
rede com diversos componentes, cada um deles sujeito a um vinculo esférico. Modelos esfé-
ricos ferromagnéticos de varios componentes ja tinham sido analisados na literatura anterior,
resultando apenas numa fatorizacdo da fun¢do grande candnica de particdo. Uma fatorizagao
desse tipo também foi notada por Aqua e Fisher. No caso em que estamos interessados, no
entanto, as interacdes monoaxiais do tipo Dzyaloshinskii-Moriya produzem um acoplamento
entre dois tipos de varidveis de spin, tornando o problema bem mais interessante [23] .

Vamos entdo considerar uma versao bem simples do modelo DM6, consistindo num hamil-
toniano ferromagnético de Heisenberg, com interacoes restritas aos sitios vizinhos mais proxi-
mos numa rede cubica simples, com a adi¢do de uma interacdo do tipo Dzyaloshinskii-Moriya

ao longo do eixo z. O hamiltoniano desse sistena € dado por
H=-T Y 5.8 -DY (5*; x ﬁ%) 2 (3.85)
(=7) r

em que J > 0, 7 designa os sitios de uma rede cubica simples de /V sitios, a primeira soma
€ sobre sitios vizinhos mais préoximos, e a segunda é sobre vizinhos na dire¢do z , em que
Z designa um vetor unitdrio da rede ao longo da dire¢do axial. Estamos considerando trés
compontes de spin, S = (S””?, SY ,S‘;), em que cada componente pode variar no eixo real,
mas sujeita ao vinculo esférico médio.

A grande funcido de particdo desse sistema € dada pela integral

+oo +oo +oo
= =TT [ st [asy [ assex | ~om—m S0 o 3507 - s (577
T (3.86)
com os vinculos esféricos médios,
((52)%) = — O inz—nN (3.87)
7 aua )

em que o = x,¥, z. Adotando condicdes periddicas de contorno, podemos introduzir a repre-

sentacao de Fourier,

. 1 .
Sqr= —— Szexpiq.r], (3.88)
o X St

em que a soma deve ser feita sobre uma zona de Brillouin simétrica e elementar. Levando em

consideragdo que as varidveis de spin sdo reais, também temos

—

Si=(S_9". (3.89)
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Entdo, ndo € dificil mostrar que

H=75J Z (cosqy + cosq, + cosq,) (ngfo(ﬁ SESY o+ Sg.Sflj) +
q
+28Di Y (sing.) SESY . — 1 Y (S5S”) — pa Y _(SUSY) ,ngz (S28%.).  (3.90)
q q q
Vamos agora introduzir as varidveis reais (Rg, 1 g) com « = z,Y, z, tal que
1

S = 7 (Rg +1iI3), (3.91)

em que simplificamos um pouco a notagado vetorial (e vamos tratar separadamente o caso g = 0).
E ficil verificar que

RZ = R%,, Iy =-1%,. (3.92)
Portanto, com mais algumas manipulacdes algébricas, e descartando o termo dependendente de

q = 0, obtemos uma forma quadrética,

T =BJ Y (cosqy + cosq, + cosq.)[(RE)* + (IF)* + (RS> + (12)” + (R2)” + (I2)°]+

q

q>0
+28D (sing.)[REIY — RUIE]—
g>0
— Y [(RD? + (I9)*) = p2 Y [(RD? + (117 — ps > _[(R3)* + (I7)7), (3.93)
q>0 q>0 q>0

em que ainda mantivemos trés potenciais quimicos distintos.
Para dar continuidade a essa andlise verificamos que € suficiente considerar duas formas
quadraticas. Uma delas, envolvendo apenas componentes segundo z, € trivial, pois jd estd

diagonalizada,
Q1 = [BJ(cosqu + cosqy + cosq.) — ps] [(RZ)? + (12)?]. (3.94)
Essa forma quadrética indica que devemos ter
ps > BJ m(?x(cosqx + cosqy + c0sq.), (3.95)

que € a condicao usual para um ordenamento ferromagnético simples.

Simplificando a notac¢do, a outra forma quadratica € dada por

Qo= A (2% +y?) + C (23 +y3) + B (1192 — 1122) , (3.96)
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com
A = BJ(cosq, + cosqy + cosq,) — i, (3.97)
B =28Dsing., (3.98)

e
C = BJ(cosq, + cosq, + cosq,) — e, (3.99)

em que 1 = Ry, y1 = I, 12 = RY, yo = RY. Para analisar essa fora quadritica, torna-se

conveniente escrever a matriz 4 x 4,

A 0 0 3B
0 A —3B 0
M = . (3.100)
0 —3B C 0
sB 0 0o C

Note que essa matriz € simétrica, com auotovalores reais, € que apenas nao € totalmente tri-
vial devido ao termo B # 0, associado a quiralidade. Agora € facil escrever dois autovalores

degenerados,

1 1 ) 1/2
A = BJ(cosq, + cosqy, + cosq,) — 5 (1 + p3) £ 3 (1 — p2)? + 462 D? sin? q] / (3.101)

H4 uma série de consequéncias dessas expressoes. Por exemplo, supondo que p; = po = L,
devemos ter

w> pJ mﬁax {(cosq, + cosq, + cosq,) £ dsing.}, (3.102)

em que estamos tomando d = D/J > 0. Essa condigdo se verifica para ¢, = g, = 0, ou seja,
ordenamento planar, mas

D
tangq, = ij’ (3.103)

que € uma situacdo tipica de ondas espaciais de magnetizacdo ao longo das duas direcdes do
eixo z, como ja tinhamos encontrado na solucao de campo médio.

Por enquanto, conseguimos obter esses resultados, que ja funcionam para indicar a exis-
téncia de estruturas moduladas, em conformidade com as previsdes da aproximagdo de campo
médio. Pretendemos dar andamento a esse trabalho, realizando uma analise bem detalhada,
necessariamente numérica [24], para obter as linhas criticas num diagrama de fases em termos
da temperatura 7" e do pardmetro de quiralidade d.

Ao invés de prosseguir na andlise mais envolvida do modelo esférico, poderiamos ter con-

siderado uma aproximacao bem mais simples, uma “versdo gaussiana” desse mesmo modelo,



CAPITULO 3. MODELO DE SEIS ESTADOS (DM6) 54

que infelizmente s6 existe acima da temperatura critica, como foi originalmente apontado por
Berlin e Kac (vamos entdo dar um passo atrds). Essa versdo gaussiana pode ser obtida a partir

dos nossos célculos simplesmente fazendo
pa = piz = pi3 = b >0, (3.104)

em que b > 0 é uma constante positiva (para simplificar, vamos tomar b = 1). Entdo, nessa

aproximacio gaussiana temos:

1
() f(cosqx + cosqy + cosq,) — 1 < 0, (3.105)

de onde vem o "ramo ferromagnético"da temperatura critica,

Ta = m7ax {(cosq, + cosq, + cosq,)} =3 (3.106)

1 d
(74) T(cosqx + cosqy, + cosq,) — 1 £ T sin q., (3.107)

de onde vem o “ramo modulado” da temperatura critica,
To = m7ax [cosq, + cosq, + cosq, £ dsing], (3.108)

ou seja

T =2+ (1+d%)"2, (3.109)

que se realiza para ¢, = ¢, = 0, mas tang, = +D/J, que corresponde aos resultados ante-
riores. Como 7., > T, exceto para d = 0, de acordo com as indicacdes do nosso cdlculo
de campo médio, a transicao sempre se da para uma fase modulada, com duas ondas espaciais

propagantes ao longo do eixo z.



Capitulo 4

Conclusoes

Todos os resultados explorados nos capitulos anteriores indicam a existéncia de fases mo-
duladas para um sistema do tipo Heisenberg com interacdes do tipo DM. Essas fases produzem
ajustes com estruturas de natureza fractal, com dimensdes menores do que um, que chamamos
de "escadas do diabo". E importante notar que neste trabalho sé estudamos as fases chamadas
“comensuraveis”’, ou seja, aquelas em que a frequéncia da modulacdo tem uma razdo racional
com o parametro de estrutura da rede.

As estruturas incomensuraveis provavelmente existem nas regides de transicao entre as fases
comensuraveis [5]. Na figura 4.1 abaixo exibimos uma investigacdo mais detalhada da regido
modulada do diagrama de fases do DM6. As regides mais escuras sdo fases comensurdveis com
um certo valor fixo de frequéncia; as regides claras s@o as transicdes entre essas fases; nessas

regides possivelmente existem fases incomensuraveis.

55
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Figura 4.1: Diagrama mais detalhado de uma parte da regido modulada do modelo DM6. As
faixas verticais mais escuras representam fases comensuraveis e as regides claras sdo suas linhas

de transicao.

E notdvel também a presenca de uma grande fase comensuravel ao redor de p = 1. Isso se
relaciona com o estudo feito em uma dimensdo que aponta a existéncia de uma entropia residual
para este valor do parametro p.

Também ¢é importante comentar sobre as equacdes de campo médio. Elas nos fornecem
detalhes mais precisos sobre as fronteiras de transi¢cdo. Além disso, podem determinar a fase
dominante quando hd mais de uma possibilidade de atrator, por meio da energia livre, uma
grandeza que ndo podemos obter da drvore de Cayley. Porém, como foi visto, as equacdes na
arvore de Cayley s3o muito mais simples e nos permitem ganhar muito tempo, principalmente

quanto a esfor¢cos computacionais. Pelo menos sob o ponto de vista qualitativo, os cdlculos na
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arvore de Cayley sdo muito instrutivos.
Por fim, no futuro desejamos desenvolver ainda mais as equagdes do modelo esférico para o
DM6. Pretendemos também analisar uma "versdo quantica"do modelo esferico e fazer conexdes

com célculos relativamente recentes para modelos quanticos com intera¢des quirais.
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