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Resumo

Estudamos a relagéo entre as propriedades macroscépicas e microscépicas dos
processos difusivos de sistemas dinamicos caéticos sob aplicagdo de técnicas de
controle. Utilizamos o mapa padrio para mostrar que com o uso dessas técnicas
€ possivel manipular os coeficientes de transporte em sistemas Hamiltonianos
cadticos. Concluimos que o coeficiente de difusdo, a quantidade macroscépica
estudada nesse trabalho, é alterado quando aplicamos métodos de controle em
cada uma das particulas microsc6picas que compdem o sistema.



Abstract

We study the relationship between macroscopic and microscopic properties
of diffusion processes in chaotic dynamical systems under control. We show that
control allows the manipulation of the transport coefficients in chaotic Hamiltonian
systems. We illustrate our ideas in the case of the standard map. We conclude that
the diffusion coefficient, the coefficient studied in this work, is modified when
control methods are applied to the particles of the system.
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1

Introducao

Entender os processos de transporte analisando as equagdes nio-lineares do
movimento microscépico de um sistema de muitas particulas é um dos proble-
mas fundamentais na mecénica estatistica de ndo-equilibrio. Apesar da dinamica
microscépica ser deterministica, muitos fendmenos macrosc6picos apresentam um
carater errdtico ou randémico na evolugéo temporal [1]. Temos de um lado a teo-
ria de transporte que analisa as quantidades macroscépicas calculadas através da
mecanica estatistica e de outro, as equagdes deterministicas que governam o movi-
mento de cada particula e obedecem as leis da mecénica classica. A uniio entre a
teoria de transporte e a teoria de sistemas dindmicos deterministicos conduz a uma
teoria de transporte deterministico [2].

Com essa ligagdo, as propriedades de transporte da dindmica deterministica
nao-linear podem exibir uma grande variedade de fenémenos, dependendo das
modificagbes na dindmica das particulas [3]. Em muitas situagbes onde a presenca
de comportamento cadtico é forte, o transporte através do espago de fase tende a ser
uniforme e pode imitar um processo randémico do tipo Browniano. Entretanto, em
situacbes mais genéricas, onde coexistem movimento catico e regular, o espago de
fase tem uma estrutura fractal que pode induzir importantes variacdes no processo
de transporte [4,5].
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A modificagdo da dinamica das particulas pode ser feita aplicando a teoria de
controle de sistemas dinamicos, usada quando é necessario que um sistema cabtico
se comporte de uma maneira desejada [6,7]. A aplicagio desse controle baseia-
S¢ numa caracteristica bésica dos sistemas cadticos: a sensibilidade s pequenas
variages. O controle é feito aplicando pequenas perturbagdes que conduzam e
mantenham a érbita num comportamento desejado.

Aplicagbes de pequenas perturbacbes na dinimica do sistema microscopico
podem produzir mudangas no coeficiente de difusdo, uma das quantidades ma-
croscOpicas da teoria de transporte. Recentemente, foi mostrado que o coeficiente de
difuséo € alterado quando perturbagdes randémicas sio incluidas nos parametros
ou nas variaveis de estado de um sistema ca6tico com muitas particulas [8].

No nosso trabalho usaremos técnicas de controle de sistemas Hamiltonianos
caéticos para aplicar pequenas perturbagdes que alterem o comportamento da
dindmica do mapa padrdo e, como conseqiiéncia, manipularemos o coeficiente
de difusio.

No Cap. 2 apresentamos as idéias da teoria de controle de caos e uma aplicagéo
para um sistema dissipativo unidimensional.

No Cap. 3 apresentamos a extensdo dos métodos de controle para sistemas
Hamiltonianos. Descrevemos duas técnicas recentes, uma com perturbacdo néo-
linear e outra com o mergulho do sistema em dimens&o maior, chamada de ejecdo.
Mostramos como o controle modifica o espago de fase do mapa padrédo, um dos
sistemas mais usados no estudo de caos e coeficientes transporte.

No Cap. 4 revisamos uma parte da teoria de transporte aplicada a sistemas
Hamiltonianos, mostrando como as estruturas criadas no espago de fases induzem
mudangas na difuséio.

Finalmente, no Cap. 5 apresentamos os resultados obtidos para o coeficiente de
difuséo com a aplicagio da ejegdo no mapa padrio. Mostramos que, variando o
pardmetro de controle, podemos mudar a difuséo.
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Controle de Caos

A teoria de controle de caos estuda como um sistema dindmico deve ser alterado
para que realize um comportamento particular desejado. Devido & natureza do
caos, muitos comportamentos diferentes estdo simultaneamente presentes num
mesmo sistema. Além disso, a ergodicidade de sistemas ca6ticos garante que
durante a evolugéo temporal a vizinhanga de todos pontos de cada 6rbita peri6dica
instavel é visitada. A ligacdo da sensibilidade do caos as pequenas modificagdes
com a presenca simultdnea de varios comportamentos permite que a dindmica
cadtica seja controlada. A teoria de controle de caos foi enunciada inicialmente
por Ott, Grebogi e Yorke (OGY) [9]. Recentemente, foi publicado um trabalho
descrevendo a evolugéo dessa teoria e alguns resultados de suas aplicacGes em
circuitos eletrénicos, reagbes quimicas, lasers, fluidos e sistemas biol6gicos [10].
Seguindo esse trabalho, nesse capitulo introduzimos as idéias do controle e um
exemplo da aplicagdo do método OGY ao mapa logistico.

2.1 Sensibilidade as Condi¢des Iniciais

Uma das principais conseqiiéncias das propriedades do caos é que um sis-
tema dindmico ca6tico visita desordenadamente vizinhancas de 6rbitas peri6dicas

3
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2 Controle de Caos 4

instaveis imersas no atrator. A idéia para controlar o caos é estabilizar uma 6rbita
mergulhada no atrator através da aplicagio de pequenas perturbagfes quando o
sistema estiver préximo da trajetéria desejada. O fato de wm sistema caético ser
sensfvel as mudangas nas condigdes iniciais pode ser muito ttil em situagbes expe-
rimentais praticas. Se uma pequena perturbaggo pode originar uma modificacio do
comportamento ao longo do tempo, entdo a escolha adequada de tal perturbacéo
pode direcionar a trajetéria para qualquer parte do atrator e produzir uma série de
estados dindmicos desejados.

Podemos, entdo, produzir um nimero infinito de comportamentos dinfmicos
desejaveis (periédicos ou aperi6dicos) usando o mesmo sistema cadtico somente
com a ajuda de perturbagbes muito pequenas escolhidas apropriadamente. £
importante enfatizar que numa dindmica ndo-cadtica isso ndo acontece, pois as
perturbagbes que devem ser aplicadas para produzir um novo comportamento de-
vem ser, em geral, da mesma ordem de grandeza que as varidveis dindmicas néo
perturbadas.

A idéia principal do controle de caos consiste em esperar por uma passa-
gem natural da érbita cadtica préxima ao comportamento periédico desejado e,
entao, aplicar uma pequena perturbagéo escolhida adequadamente para estabilizar
a dindmica peri6dica, a qual deve ser instavel no sistema sem perturbagdo. Através
desse mecanismo, pode-se usar um dado sistema no laboratério para produzir
um numero infinito de comportamentos periédicos diferentes, correspondentes as
Orbitas peri6dicas instéveis, com uma grande flexibilidade na troca de um compor-
tamento para outro.

2.2 Técnicas de Controle

A melhor forma de trabalhar com sistemas dinamicos é utilizar o espago das
solugbes, j4 que geralmente o sistema néo ¢ conhecido completamente, pois, além
de ser tipicamente complicado, pode apresentar imperfeicoes experimentais. As
equagbes do sistema, mesmo que estejam disponiveis, sio de pouca utilidade de-
vido a sensibilidade as pequenas perturbages. As soluces podem ser consegui-
das obtendo uma série temporal de uma varidvel dindmica relevante. A melhor
perturbacéo a ser aplicada ao sistema é selecionada depois de um tempo de aprendi-
zagem, enquanto a dependéncia da dindmica com algum controle externo é testada
experimentalmente. Tal perturbagdo pode afetar um paradmetro de controle do
sistema ou uma varidvel de estado.
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Como um exemplo do primeiro caso, & escolhida uma dindmica cadtica que se
desenvolve dentro de um atrator num espaco de fase de d dimensdes. Pode-se
construir uma segdo da dinamica que seja perpendicular ao fluxo caético, chamada
de se¢o de Poincaré. Essa secdo de d — 1 dimensdes contém todas as informac6es
relevantes da dindmica, que agora é um mapeamento de uma interse¢io do fluxo
na secao de Poincaré com a préxima intersecdo. Todo comportamento periédico é
visto como sendo um ciclo periédico formado de um ndmero discreto de pontos.
O ntimero desses pontos determina a periodicidade da 6rbita periédica.

Como todas as 6rbitas periédicas na dindmica caética sem perturbacdo sdo
instaveis, o ciclo periédico no mapa também é instavel. Além disso, como o
fluxo caético visita a vizinhanga de todas as 6rbitas peritdicas instéveis, pois é
erg6dico, isso implica que o mapeamento na segio também visita todas as possiveis
seqiiéncias de pontos correspondentes aos comportamentos periédicos do sistema.
Um ciclo peri6dico de periodo 1 para o fluxo corresponde a um ponto na secgdo
de Poincaré, visitado indefinidamente. A 6rbita correspondente é instivel e neste
caso possui uma variedade estdvel e uma variedade instavel. A variedade estavel
€ a colegédo de diregdes no espago de fase através das quais a trajet6ria se aproxima
do ponto e a variedade instavel sdo as direcoes que se aproximam do ponto para
tempos negativos.

O controle é feito através da perturbagsio de um parametro quando a trajetéria
natural estiver numa vizinhanga muito préxima do ponto desejado. A perturbacio
€ aplicada de tal forma que a préxima intersecio com a secéio de Poincaré coloque
a trajet6ria na variedade estével. A evolugdo natural subseqiiente da dinfmica,
exceto por ndo-linearidades e ruido, converge para o ponto desejado, isto ¢, 0 com-
portamento periédico desejado ¢ estabilizado. A escolha da perturbagio é feita
por meio de uma reconstrugdo de dados experimentais das propriedades lineares
locais da dindmica em torno do ponto desejado. Um dos maiores problemas no
processo acima € que o controle s6 pode ser aplicado quando o sistema estiver sufi-
cientemente préximo do comportamento desejado, onde valham as aproximacoes
lineares da dindmica local. Essa proximidade é garantida pela ergodicidade do
caos, que ¢ indiferente & escolha da condigéo inicial para a evolugdo temporal, a
menos de um conjunto de condigdes iniciais de medida nula. Mas, em alguns casos,
a vizinhanga de um dado ponto do atrator caético, que pode ser justamente o alvo
do controle, é raramente visitado, pois a distribuigdo de probabilidade & pequena
nesse ponto. Nesses casos, a dindmica sem perturbacio levara um tempo muito
longo para se aproximar do alvo e isso acarretard um tempo de espera inaceitével
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2 Controle de Caos 6

no processo de controle. Métodos eficientes de direcionamento podem reduzir o
tempo de espera em algumas ordens de grandeza. Por isso, esses métodos algumas
Vvezes sao vistos como uma tarefa preliminar para o controle de caos [11,12].

2.3 Mapa Logistico

O mapa logistico é um dos sistemas ca6ticos mais estudados na literatura de
dindmica caéticos e aqui ¢ usado como exemplo do método de controle com pe-
quenas perturbagdes baseado na existéncia de infinitas 6rbitas periédicas instaveis.
Algumas caracteristicas desse mapa séo destacadas a seguir.

O crescimento ou declinio da populagéo de uma dada espécie pode ser modelado

através da equagédo
dN

— =#N(1-N), (2.1)
onde N = N(t) é a populagdo num dado instante e u é a taxa de crescimento na
auséncia de quaisquer fatores limitantes, como predadores, pragas ou epidemias.
Esse modelo leva em conta a diminuigdo da reproducgo quando a populagio é
muito grande, pois quando isso acontece o alimento torna-se escasso e o crescimento
proporcional ao namero de individuos é pequeno. A Eq. (2.1) é conhecida como
equagdo logistica e foi introduzida por P. F. Verhulst, em 1838, como um modelo
de crescimento da populagdo humana. R. Pearl, em 1930, mostrou a concordancia
razodvel da equagdo com os dados experimentais das populagdes de Drosophila
melanogaster (mosca de frutas) e G. F. Gause, em 1935, fez 0 mesmo para populagdes
de Paramecium e de Tribolium (caruncho de cereais) [13].

A Eq. (2.1) d4 origem ao mapa logistico, tomando-se N, = ﬁxn eq=1+pu[14],

Xue1 = f(xn,a) = ax,(1 - x,,), (2.2)

onde o niimero de individuos da geragdo n + 1 é determinado univocamente pela
geragdo anterior 1, através da lei x,..1 = f(x,,4). O intervalo de tempo entre uma
medida e outra da populacéo é a geragdo e pode ser, por exemplo, de 10 anos, 3
meses ou 2 segundos. Essa é uma forma de discretizar a medida de tempo para
que o sistema seja tratado como um mapa.
Fazendo
X = a%x(1 — x4)

encontram-se 0s pontos fixos x« = 0ex, =1-1 Com0<a<1,0 mapa tem
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um atrator em x, = 0, para onde o sistema tende assintoticamente para qualquer
condi¢do inicial. Paral <4 < 3,0 mapa tem um atrator no ponto fixo x, = 1 - %,
pois |f'(x,a)l = 2 —a] < 1. Para3 <a < 1 + V6, os dois pontos fixos sio instaveis
€ O atrator € uma Orbita periédica de perfodo 2. Para valores de ¢ maiores do que
1+ V6=~ 3,45, a 6rbita periédica de periodo 2 torna-se instavel e ocorre uma cascata
de duplicagdo de perfodo que se acumula em 4 ~ 3,57, onde aparece caos pela rota

i
E

T

,‘ de bifurcago de duplicagio de periodo.

(@ ®)
1 1 - Sy
," * N _/"’
- '\;(“t
’ N
S -
7
/ -
X X4l F3 N & \,
/ . kN
i - %
Ao N
P \
0 1 2 0 1
a X,
(© ()]
1
Xp X
0 20 40 20

n

n

Figura 2.1: Mapa logistico. (a) Diagrama de bifurcagéo. (b) Mapa paraa =4 ea
linha diagonal x,41 = x,. Nas intersecdes das duas curvas estio os pontos fixos
e =0ex, =1-3 = 0,75 (c) Trajet6ria com condigio inicial x, = 0, 85. (d)
Trajetéria com condigao inicial levemente diferente, xp = 0, 850001.
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A Fig. 2.1(a) mostra o diagrama de bifurcacdo do comportamento de x com a
variagdo do pardmetro a. A Fig. 2.1(b) mostra o mapa logistico coma = 4 e a
bissetriz xu41 = x,.. Os pontos fixos, ou 6rbitas de periodo 1, 530 os pontos x, = 0 e
xe =1-1 paraos quais ocorrem as intersecdes entre as duas curvas. A trajet6ria,
ou Orbita, do sistema pode ser vista graficamente ligando os pontos que a varisvel x
assume em cada instante de tempo. As Figs. 2.1(c) e (d) mostram o comportamento
cadtico da trajetéria para os 40 primeiros instantes de tempo, com o pardmetroa = 4,
para o qual existe caos. Na Fig. 2.1(c) a condicfo inicial é x, = 0,85 e na Fig. 2.1(d)
a condigdo é levemente diferente, xo = 0,850001. Mesmo com as duas condic¢des
iniciais sendo muito préximas, notamos que depois de poucas iteragdes as 6rbitas
apresentam comportamentos diferentes, revelando a sensibilidade as condicées
iniciais. Na verdade, as trajet6rias divergem exponencialmente quando o niimero
de iteragBes aumenta. Apesar disso, a densidade de estados continua igual. Isto é,
mesmo que cada trajetoria siga um caminho diferente, depois de um tempo longo
as duas trajetérias teréio visitado o mesmo ntmero de vezes a vizinhanga de cada
ponto no intervalo [0,1].

Densidade

X

Figura 2.2: Histograma da freqiiéncia com que cada regido ¢ visitada. Tomamos
xo = 0,85 e iteramos o mapa por 10° vezes. A densidade estd normalizada &
unidade, de forma que a regido mais visitada corresponde a 1 e as outras, a fragGes
da unidade. O histograma para xp = 0, 850001 produz o mesmo resultado.
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Para que isso seja visto, construimos um histograma que mostre a freqtiéncia
com que cada regido é visitada ao longo do tempo. Por exemplo, se o intervalo [0,1]
for dividido em 10 regies, entéio as regides sero [0, 1), [ &), [, 1]. Generali-
zando, se o intervalo [0,1] for dividido em m regides que ndo se interceptam, entdo

-_ . o - '_1 H 5 g . - .
a 1-€sima regido serd [, L), com i = 1,2,..,m. O histograma do mapa logistico
estd mostrado na Fig. 2.2, O resultado é 0 mesmo para quase todas as condi¢des
iniciais, com exce¢do daquelas que estdo nas 6rbitas peritdicas instdveis.

2.4 Controle do Mapa Logistico

Suponhamos, agora, que se queira por algum motivo evitar o comportamento
cabtico de um sistema como, por exemplo, 0 mapa logistico. O sistema deve, ento,
ser colocado numa 6rbita especifica onde tenha o melhor desempenho para alguma
aplicacdo desejada. Para isso, aplicamos o método de controle com pequenas
perturbagbes usando 6rbitas peri6dicas instaveis presentes no atrator.

No mapa logistico com @ = 4 existe uma 6rbita de periodo 2, com componentes
x, ~ 0,3455 e 3 ~ 0,9045, onde x2 = f(x1) e x. = f(x2), e dois pontos fixos, um
emx, = 0 eoutroem x, = 0,75. Uma das caracteristicas importantes dos atratores
cadticos que possibilita 0 controle de caos é a existéncia de um namero infinito
de 6rbitas periédicas instéveis no atrator. Isto é, as 6rbitas peri6dicas sio densas
no atrator, por isso elas passam em qualquer vizinhanga, por menor que seja, de
qualquer ponto do atrator. Dessa forma, existe uma relagio entre as propriedades
ergddicas de um atrator e o seu conjunto denso de érbitas periédicas [15-18].

Ométodo OGY consiste em fazer pequenas perturba¢ses no pardmetroa quando
a trajetdria visitar uma vizinhanga suficientemente pequena da 6rbita desejada. Na
vizinhanga de uma érbita peri6dica, o mapa logistico pode ser aproximado por
uma equagao linear. Expandindo até primeira ordem a Eq. (2.2) em torno da 6rbita
periédica desejada x’, encontramos

. - df(x,,a af(x,,a
Xn+1 = f(xi—/ a) + (xn - x:k) f(gx ) + Aa f(aa )'

As derivadas sdo calculadas no ponto x, = x%, chamado de alvo, entio

Xn+l = f(xi—/ a) i (xn - xi)(a - 2axi) + Aa(xi - (xz*)Z)
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Para o controle ser efetivado, o sistema deve permanecer na mesma Orbita,

Xn+1 _f(xi/ a) =0.

H
g

SE T

O sistema ficard em x’, se para a n-ésima iteragdo a variagdo do pardmetro for dada
por

_(2x = 1) — x})
A, =a T (2.3)

Com isso, o pardmetro deve ser mudadoa cada iteracio para garantir que a trajetéria

seja mantida na 6rbita periédica desejada x’,. Essa mudanga é dada por

ay, = a+ Aa,,

onde 4 é o0 pardmetro nominal da equagdo original.

Escolhendo a vizinhanga € do alvo suficientemente pequena, |x, — x.| < 1, a
perturbagdo do pardmetro Asa,, dada pela Eq. (2.3), sera pequena. Mesmo assim,
marcamos um valor méximo permitido para a perturbacio, chamado 6, de modo
que o sistema ndo seja muito alterado.

Na Fig. 2.3 mostramos algumas aplicagdes desse método ao mapa logistico com
a = 4. A Fig. 2.3(a) mostra o resultado da aplicacio do controle ao ponto fixo x, =
0,75. A trajetéria aproxima-se do alvo depois de 851 itera¢6es, caindo na vizinhanga
0,75+107%. Como o pardmetro de controle a estd sendo levemente perturbado (ndo
mais do que cinco vezes a vizinhanga escolhida), a trajetéria estabiliza-se nessa
Grbita. A Fig. 2.3(b) mostra 0 mesmo procedimento, mas numa 6rbita de periodo
2, com x} ~ 0,3455 e x2 ~ 0,9045. Na Fig. 2.2(c) o controle é aplicado & 6rbita
de perfodo 3, com x} ~ 0,1170, x5 ~ 0,4132 e 23 ~ 0,9698. Em todos os casos,
a trajetéria comega com a condicdo inicial xg = 0,29. A vizinhanga escolhida é
¢ = 107° ea perturbagdo méxima permitida é cinco vezes maior do que a vizinhanga,
5=5x1073.

A densidade de estados é alterada quando o controle é aplicado. Por isso, as
médias feitas sobre o sistema também mudam. Tomemos como exemplo o valor
médio de x: no mapa original a média é {x) = 0,5; com o controle aplicado a

. . e 1 a2 14a2 423 .
média é modificada para {x) = xL, (x) = 2= o (x) = m, respectivamente. A
1% * 3 3 P

Fig. 2.4 mostra a densidade de estados com as érbitas controladas. Comparando
com o histograma do mapa original, percebemos que a densidade de estados é alte-
rada. No Cap. 5 usaremos esse tipo de observagéo para analisar o comportamento

macroscopico de um conjunto de condig¢des iniciais.
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Figura 2.3: Controle do mapa logistico com 2 = 4. Controle aplicado (a) ao ponto
fixo x4 = 0,75, (b) & 6rbita de periodo 2, com x} ~ 0,3455 e x2 ~ 0,9045 e (c) a 6rbita
de periodo 3, com x}, ~ 0,1170, x% ~ 0,4132 e 23 ~ 0,9698. A vizinhanga escolhida
para ser iniciado o controle é ¢ = 1073 e a condigdo inicial é x, = 0, 29.
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Figura 2.4: Histograma da freqiiéncia com que cada regi#o é visitada. Foram feitas
108 iteragOes para as condi¢des aplicadas s trajetérias representadas na Fig. 2.3. As
regifes mais ocupadas estdo normalizadas a unidade.
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E importante saber quantas iteracdes acontecem antes que a trajetdria caia na
vizinhanga escolhida. Quanto menor a vizinhanga escolhida, mais iteraces sdo
necessérias para que o controle seja iniciado, pois a probabilidade da trajetéria
encontrar a vizinhanga de uma érbita escolhida depende de ¢.

104:\' e — g
: \u\ ]
- . i
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iy \\ u . L
. Inclinagdo =~ —1
\\\
3 e
T(e - . -
(We) 10 : . :
L L N -
= \.‘\ ]
i " )
“a 4
\'\
i . |
\.\
2 11 a1l .\\
10 1 1 1 1 1 1 L L L 11 1
107 1073 1072

Figura 2.5: Transiente médio de controle pela vizinhanca ¢. Foram escolhidas 5000
condigdes iniciais uniformemente distribuidas em [0,1] e iteradas até que entrassem
na regido de controle. Os resultados estéo marcados com pontos. A dependéncia
da média do transiente com a vizinhanga é bem ajustada pela relacdo (t(e)) ~ 71

O transiente de controle T, que é 0 nimero de iteracbes necessérias para que o
controle seja iniciado, deve ser inversamente proporcional ao tamanho da vizinhanga
do alvo [19,20]. Essa hip6tese é confirmada com um experimento numérico. O
controle foi aplicado a 5000 condi¢®es iniciais distribuidas uniformemente no in-
tervalo [0,1]. Cada condigdo inicial foi iterada até que estivesse na vizinhanga
escolhida. Calculamos, entdo, a média do nimero dessas iteragOes sobre todas as
condigbes iniciais. O grafico da média do transiente de controle (t) pela vizinhanca

¢ é mostrado na Fig. 2.5.
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- Sistemas Hamiltonianos

A din&mica de sistemas Hamiltonianos est4 presente em muitas circunstancias.
Incluem n&@o somente aqueles sistemas mecanicos sem atrito ou dissipagio, mas
também uma variedade de outros problemas. O controle desse tipo de sistema ¢
muito importante para aplicacdes praticas. Por exemplo, em um tokamak deve-
se estar certo de que as linhas do campo magnético permanecam confinadas na
camara toroidal para que o plasma fique confinado. Nesse capitulo apresentamos
duas técnicas de controle de sistemas Hamiltonianos desenvolvidas recentemente
aplicadas ao modelo fisico mais utilizado no estudo de caos em sistemas conserva-
tivos, o mapa padrio.

3.1 Mapa Padriao

O mapa padrdo € o modelo de um sistema real que pode ser idealizado da
seguinte forma: toma-se uma massa m, de carga ¢, presa a uma haste rigida nio
condutora de comprimento R e massa desprezivel, com momento de inércia I,
rodando sobre um plano em torno de um pivé. Nio h4 atrito ou forca gravitacional.
Duas placas condutoras opostas formando um capacitor englobam o sistema. O

14
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capacitor é descarregado em intervalos de tempos iguais, produzindo um campo
elétrico uniforme E(t) que provoca um golpe instantdneo na massa, chamada de

golpe. O sistema, conhecido como rotor impulsionado, ou delta-kicked rotor, est4
esquematizado na Fig. 3.1.

= +
= P RN +
Pd ~
/7 AS
- ’ \ +

/ q
- 7 \ o
I \

— ] 0 i +
L fTAT T T el s R T 74
\ {

\ / +
- A /
\ / +
s e ,
N 7
— ~ - +
~ -
\‘______’
— +

Figura 3.1: Rotor impulsionado formado por um sistema de placas paralelas que
descarregam um campo elétrico uniforme E(f), com periodo constante, atuando
numa massa m, de carga g, presa a um pivd por uma haste rigida ndo condutora,
de momento de inércia I.

Enquanto o campo elétrico ndo for descarregado, a Hamiltoniana do sistema é

}'2
Hy=1
0 211

onde | é o momento angular. O termo perturbativo devido ao campo elétrico

dada por

periédico é escrito como

Hy = —qEoRcos® Y . 6(t—nT),

n=-—0o

onde Ep é a amplitude do campo elétrico, 6 é o angulo que a haste forma com a
reta normal as placas e T € o periodo entre um golpe e outro. A Hamiltoniana do
sistema, H = Hy + Hy, é escrita como

]2 [eo]
H= Ev-quRcosQ Z 5(t — nT).

=—00

Para o caso sem perturbagéo, Eg = 0, o sistema ¢ integravel, pois ha um grau

0 e bt s N E L 0 o S L o e o 0 e AL i e i et o
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de liberdade, o angulo 6, e uma constante de movimento, 0 momento angular J.
O produto gEoR depende dos parametros acessiveis do sistema e é definido como
uma unica varidvel positiva K = gEoR > 0.

Para o caso com perturbagio, Eq # 0, 0 momento angular é constante entre cada
golpe e aumenta instantaneamente a cada golpe. O adngulo é tipicamente diferente
no instante do golpe, mas varia linearmente com ¢ entre dois golpes consecutivos.
Usando as equagdes de Hamilton, obtemos as equagdes de movimento do rotor
impulsionado, dadas por

. JH _ ]
6= ETaG .
oo 3.1)
. JdH
Je ~3g = —Ksen @ Z o(t —nT).

n=-oco

Quando o n-ésimo golpe é aplicado, o sistema muda do momento angular ], para
Jn+1 € entre um golpe e o seguinte o 4ngulo varia de 6, para G41. Integrando o
momento angular de t = nT —eat = nT + ¢ com £ — 0 (instante do golpe), e
usando a propriedade da funcéo delta de Dirac,

f o(x)dx =1,

Jus1 = Ju — KsenG,,. (3.2)

enceontramos

Durante o intervalo de tempo de nT a (n + 1)T 0 momento angular é constante
(/] = Jua1), como pode ser visto na Fig. 3.2. Integrando o &ngulo de t = #T a
t = (n+ 1)T, encontramos

T
6n+1 = 9,, + —I"]n.,.l. (33)

Sem perder a generalidade escolhemos as unidades de forma que T/I = 1 [21].
Também podemos fazer a seguinte transformacéo nas Egs. (3.2) e (3.3): 8 — 2ng
e ] = 2np. O éngulo O estd limitado ao intervalo [0,27], conforme o esquema
montado (ver Fig. 3.1), entdo a varidvel g assumira valores no intervalo [0,1]. De
acordo com as Egs. (3.2) e (3.3), com 6 € [0,27], 0 mapa é idéntico para valores
de J e J + 2n. Usando as transformagdes de coordenadas, podemos considerar
p no intervalo [0,1], assim como 4. Entdo, todas as informacdes relevantes sobre

0 mapa estdo contidas no intervalo 4 € [0,1] e p € [0,1], chamado de dominio
fundamental [22].

i L PR B R NN e A A i S 8 et Bt e el i e . A it D
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Figura 3.2: Dependéncia temporal do momento angular e do angulo para o rotor
impulsionado.

Usando a escolha de unidades, a transformacéo das coordenadas e 0 dominio
fundamental do sistema, podemos escrever, a partir das Egs. (3.2) e (3.3), 0 mapa
padréao

P+l = Pp — %sen (2ng,) modl,
(34)

Gn+1 = Gn + Pus1 mod 1,
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onde mod 1 representa 0 dominio fundamental, O sistema de Egs. (3.4) foi introdu-
zido por Taylor [23] e tratado extensivamente por Chirikov [24], por isso também é
chamado de mapa de Chirikov-Taylor. Esse mapa tem provado ser o modelo mais
conveniente para estudar o comportamento caético tipico de sistemas Hamiltonia-
nos que produzam um mapa bidimensional. Para conferir se o mapa € conservativo
calculamos o determinante do Jacobiano, dado por

OPnr1 IPuna
. o, 1 —Kcos(2ng,)
vJ = a a = l '
Gres1 Fn+1 1 1-Kcos(2ngy,)
apn aq"

Portanto, detJ = 1 e, entio, o sistema é conservativo.

Os pontos fixos do sistema sdo encontrados fazendo Jn+l = Gn = Gx € Ppy1 = Pp =
pP«- Como o angulo ¢ periédico (6 = 0 + 2n), entdo g = g +m, com m inteiro. Com
essas consideragbes encontramos 0s pontos fixos (9+,P+) = (0,m) e (3, m). Existem,
assim, dois pontos fixos para cada valor de m. Expandindo sobre os pontos fixos
encontramos a matriz J linearizada, chamada de A,

A= ) (3.5)

onde o sinal em cima € para o ponto fixo com g, = 0 e o sinal de baixo para g, = 3.
O estudo da estabilidade dos pontos fixos depende dos autovalores de A. Os
autovalores de A sdo dados por

A —-A A
= (A1 — A)(Ag2 — A) = AppAy = 0. (3.6)
A An—A

Na matriz A o trago é trA = Aj; + Ay e o determinante, detA = Aj;An — ApAgy.
Substituindo trA e detA e lembrando que detA = 1 a Eq. (3.6) torna-se

A2— (rAA+1=0,

cujas solugdes sdo
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Ent?o, a estabilidade do sistema fica definida pelo valor do trago de A:

(a) Se [tr Al > 2, entfio as rafzes sio reais. Os autovalores sdo uma combinacdo de
exponenciais reais positivas e negativas, que representam movimentos nos
dois ramos de uma hipérbole. Por isso, diz-se que as Orbitas periédicas sdo
hiperbélicas e 0 movimento & instavel.

(b) SeltrA| < 2, entdo asraizessio complexas. Osautovalores s&o uma combinaco
de termos com senos e co-senos, que representam um movimento eliptico em
tormo do ponto fixo. A 6rbita é estavel.

O mapa padréo, o qual tem a expanso sobre os pontos fixos dada pela matriz
linearizada da Eq. (3.5), tem o valor do trago dado por trA = 2 ¥ K. Lembrando que
K = gEoR > 0 e usando os casos (a) e (b), a estabilidade do mapa fica definida da
seguinte forma:

® Parag, =0, com trA = 2 — K, o ponto é eliptico se K < 4.

e Parag, = },comtrA=2+K, 0ponto é hiperbélico para qualquer valor de K
positivo.

Portanto, para K > 4 todos os pontos peri6dicos sio instéveis.

Algumas iteragbes do mapa padréo estio mostradas na Fig. 3.3, partindo de
K = 0, onde o sistema ¢ integravel, e aumentando a perturbagdo até K = 4,5,
quando o ponto fixo (7«,p+) = (0,0) ja ndo & mais eliptico. Na Fig. 3.3(a) estao
destacadas algumas érbitas periédicas. Destacamos o movimento de uma 6rbita
de perfodo 2 com p = 0, 5; 0 movimento com p = 0,2, que repete 0 mesmo valor de
q depois de cinco iteragdes; e 0 movimento de periodo 4, aparecendo em p = 0,75,
que na quarta iteragdo teria o valor de g acrescido de 3 unidades se néo fosse usado
mod 1. Como estamos restritos ao dominio fundamental, o valor de g é dado pela
quantidade fraciondria da qual é composto. As linhas mais densas na Fig. 3.3(a)
sdo Orbitas com numeros irracionais de p, correspondendo ao movimento quase-
peri6dico. Existem infinitas 6rbitas com esse comportamento no intervalo [0,1] do

espaco de fase.

Nas Figs. 3.3(b) e (c) podem ser vistos 0s pontos fixos estdvel (0,0) e instavel
(3,0). A partir daFig. 3.3(b), com K = 0, 5, percebemos que algumas 6rbitas ocupam
areas no espago de fase, marcando a apari¢do do caos local, limitado pelas barreiras
KAM. A transigdo do caos local para o caos global, que se estende pelo espago de
fase, acontece com K entre 0,9 e 1. Um estudo detalhado mostra que a transigio

acontece para K = 0,971635 ... [25].
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Figura 3.3: Espago de fase do mapa padréo. Estio plotadas 150 érbitas com valores
iniciais escolhidos randomicamente no intervalo [0,1], com exceciio dos valores
destacados em (a). A abscissa é a varidvel g, relacionada ao angulo, e a ordenada é
p, relacionada ao momento angular.

e i 5 S P W L A SN N5 el i e o S i 8 S B T e



3 Sistemas Hamiltonianos 21

3.2 Controle de Sistemas Hamiltonianos

No Cap. 2 apresentamos uma estratégia de controle baseada na estabilizacio das
6rbitas periédicas instaveis para sistemas dissipativos. Uma extenséo direta desse
método para sistemas Hamiltonianos seria provocar modificagdes nos pardmetros,
de forma que uma trajetdria cadtica fosse estabilizada em torno de alguma 6rbita
periédica instdvel. Contudo, essa extensio do método OGY ndo é direta [26],
principalmente pela auséncia de conjuntos atratores em sistemas Hamiltonianos.
Por isso, o desenvolvimento de métodos de controle para sistemas Hamiltonianos
ainda € um tema bastante estudado. Algumas propostas s&o aplicar uma curvatura
Gaussiana, mudando a Hamiltoniana para que evite algumas regides [27]; produzir
pequenas “alfinetadas” na varidvel p para que se aproxime de niimeros racionais
[28]; acoplar um modo integravel ao sistema [29]; aplicar uma perturbacio nao-
linear [30]; e mergulhar o sistema numa dimens&o maior [31].

Apresentamos nesse trabalho o resultado das duas tltimas técnicas citadas
[30,31]. A primeira técnica consiste em aplicar um pulso aperiédico e nio-linear
ao sistema, de forma que o caos global seja controlado e o sistema permanega nas
regiGes periédicas. A segunda, um pouco mais sofisticada, aumenta 0 ntmero
de graus de liberdade através de um mergulho numa dimensso maior do espaco
de fase, onde as 6rbitas periédicas do sistema original tornam-se atratoras. Dessa
forma, as trajetérias sdo expulsas das regies cadticas e se estabilizam nas ilhas
peritdicas do espaco de fase original.

3.2.1 Perturba¢io Nio-linear

Um dos métodos propostos para controlar sistemas Hamiltonianos é a aplicagéo
de uma perturbagdo ndo-linear. Com esse método, o caos é eliminado por uma
perturbagdo muito fraca depois de poucos golpes de adaptagéoe, entdo, a conservacio
da édrea, uma propriedade fundamental do sistema Hamiltoniano, ¢ mantida e o
caos controlado.

O mapa padrao com um mecanismo de controle néo-linear [30] é dado por

K e
Pn+1 = Pn — gsen (2mgn) — —é;senh (2ngy,), A

Ip+1 = gn + Pus1 mod 1.

A incluséo do termo com seno hiperbélico néo altera o determinante do Jaco-
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biano e o sistema permanece conservativo. Para © mapa padréo com o termo de
controle, a notagio mod 1 significa que a parte fracionéria da varidvel é tomada no
intervalo [-1,1]. Isto é, tomamos a vari4vel relacionada ao dngulo como g = g - [4],
onde [g] representa a parte inteira de g. A funcio mod 1 introduz uma descontinui-
dade do sinal de controle Z = —3,5enh(2ng,) em g = +1 que se mostra crucial para
a eficicia do controle com esse método. As Egs. (3.7) descrevem um sistema Ha-
miltoniano num potencial periédico sujeito a uma forga descontinua, a qual varia
continuamente no intervalo [-1,1]. Essa técnica ndo é facilmente aplicada a outros
sistemas, j& que o termo perturbativo nio é geral. No entanto, para o mapa padrio
os resultados s3o bons, como mostraremos a seguir.

Simulagbes numéricas indicam que o caos global pode ser efetivamente contro-
lado para movimentos regulares e os estados finais s&o sempre quase-periédicos.
A Fig. 3.4 mostra dois movimentos tipicos de p quando K = 1,5¢ K = 3,5. O
pardmetro de controle é ¢ = 0 para n < 4000. Para # = 4000 o controle é ativado
come = 5x 1073, O tempo de relaxagio para estabilizar o sistema & muito pequeno
e isso é importante na pratica, pois transientes cadticos muito longos causam sérios
danos em sistemas experimentais. E interessante observar que todas as 6érbitas sdo
controladas para movimentos regulares na vizinhanca da ilha na origem.

Considere o sinal de controle

e
Ly = ﬂﬂsenh (2mq,), (3.8)

que esta plotado na Fig. 3.5, correspondendo as trajetérias da Fig. 3.4. Em cada
caso, Z, exibe um salto em algumas poucas iteragdes quando o controle é ativado
e essa forca descontinua conduz o estado de caos global para a ilha na origem.
Depois disso, o sinal de controle permanece com valor aproximadamente menor
do que 1,5 x 1073, mostrado em destaque na Fig. 3.5.

A Fig. 3.6 mostra o espago de fase com 150 condi¢@es iniciais randdmicas e 100
iteracGes para cada uma delas. Nas Figs. 3.6(a) e (c) mostramos o sistema original.
Nas Figs. 3.6(b) e (d), o sinal de controle é ativado e fixado em e = 0,006 para
K=1,5ee=0,008 para K = 3,5, respectivamente.

Nas Figs. 3.4 e 3.6 é possivel observar que a caoticidade global é desviada
para movimentos regulares, com sinais de controle extremamente pequenos. Essa
caracteristica € muito importante, pois com pequenas perturbacdes a natureza do

sistema original é mantida.
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Figura 3.4: Aplicagdo do controle com perturbagio ndo-linear ao mapa padrio com
(a),(b) K=1,5¢e(c),(d) K = 3,5. (a),(c) Evolugio normal do sistema. (b),(d) Sistema
com aplicagdo do sinal de controle.
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Figura 3.5: Sinal de controle Z para o mapa padrdocom (a) K=1,5e(b) K =3,5. O
sistema é iterado por 4000 vezes com ¢ = 0. Quando n = 4000, o sinal de controle Z
é acionado com e = 5% 1072. Depois de um tempo de transi¢éo o sinal estabiliza-se,
ficando da ordem de 1072, destacado em (a) e (b).
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b)K=1,5 e e=0,006

(€©)K=3,5 e e=0 (d)K=3,5 e e=0,008

Figura 3.6: Espaco de fase para o mapa padrao com (a),(b) K = 1,5 e (c),(d) K = 3, 5.
Aplicacdo do sinal de controle com (b) e = 0,006 e (d) e = 0, 008.

O estado final, sob controle, deve estar muito préximo das regides estaveis ou
fracamente instdveis do sistema original. Essa afirmag&o é confirmada pela Fig. 3.6,
onde vemos que o sistema ¢ conduzido para a ilha da origem, presente no mapa
padrdo para K = 1,5 e K = 3,5 (cf. Figs. 3.3(d) e (e)). Nessa regido, pequenas
perturbagdes sdo suficientes para manter a estabilidade.

A descontinuidade do sinal em g = +1 é o ponto chave do mecanismo. Devido a
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essa descontinuidade o sinal de controle conduz o sistema para as regides estaveis

todas as condig¢des iniciais concentram-se na ilha ¢
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do sistema para qualquer regido deve ser esperada no mapa original.

NaFig. 3.7 foram iteradas 1024 condi¢des iniciais distribuidas uniformemente na
regidoq € [-3,3]ep e -1, 21. Depois de algumas iteragbes a drea inicial se contrai
para uma pequena érea assintética centrada em (0,0). A regido assintoticamente
atrativa estd no dominio estavel ou fracamente instavel do sistema sem controle,
entao um controle com pequenas perturbagdes pode ser efetivado com sucesso.
A existéncia da “regido atrativa” num mapa conservativo descontinuo mostra um
comportamento de alguma forma dissipativo e é chamado de quase-dissipativo
[32,33]. Contudo, a natureza conservativa é mantida no sistema controlado.

Concluindo, mostramos que o método de controle de caos em sistemas Hamil-
tonianos bidimensionais com aplicagéo de perturbacio nio-linear é eficiente para
0 modelo do mapa padréo. Sem o controle, para a maior parte das condicées ini-
ciais, o sistema ndo pode entrar em regides que admitem movimento estivel ou
fracamente instavel, comuns em muitos sistemas caoticos conservativos, e 0 movi-
mento é violentamente ca6tico. A escolha de sinais de controle apropriados pode
fazer o sistema migrar para as regides favoraveis a partir de qualquer condicio
inicial e eliminar o caos. A aplicacdo desse método de controle é, sem duvida,
restrita e foi apresentada apenas como um exemplo das caracteristicas de sistemas
Hamiltonianos sob controle.

3.2.2 Ejecao

Uma outra forma de aplicar o controle a sistemas Hamiltonianos é mergulhando
0 sistema num espago maior, de maneira que a dimensdo do sistema original au-
mente e, simultaneamente, a nova dindmica force o sistema original a manter-se
distante do comportamento indesejado. Esse processo de aumentar a dimensio de
um sistema para efetivar o controle é chamado de bailout embedding [31], traduzido
no nosso trabalho como eje¢do. A ejecdo pode ser considerada um processo geral
para criar ordem da desordem. Com ela, o caos pode ser controlado e as ilhas
regulares encontradas dentro do mar caético. A técnica ¢ aplicavel a sistemas dis-
cretos ou continuos e a dindmicas dissipativas ou conservativas, embora a melhor
aplicagdo tenha sido feita a um sistema conservativo discreto [31] e a um sistema
ndo-Hamiltoniano discreto [34].

Seguimos a descrigdo de mergulho dada por Cartwright et al. [35]. Um mergu-
lho, em geral, é a representagéo de um objeto num espa¢o de dimens&o maior do
que ele préprio. Sistemas dindmicos podem ser mergulhados em sistemas maiores

————————
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da seguinte forma: uma equagdo diferencial ordin4ria % = f(x) émergulhada numa
equagao diferencial maior, tomando a derivada ¥ = f'(x)x%ou, também, = f'(x) f(x).
Esses dois mergulhos nio séo iguais, apesar de ambos conterem o sistema dinamico
original. Existem muitas maneiras de fazer mergulhos com derivadas que dobram
a dimensio do espaco de fase, colocando uma equagao diferencial ordindria dentro
de outra de segunda ordem, e todas as maneiras podem ser diferentes entre si. O
mergulho feito através da derivada % — fx) = % = f/(x)f(x) embute a equagio
diferencial original dentro de um sistema conservativo
OH f2(x)

x=~§;, com H=- >

Um mergulho muda a estabilidade do sistema, pois a estabilidade refere-se as
perturbagdes e num sistema maior todas as velhas perturbagdes estdo presentes,
além de uma série de novas perturbagdes que podem aparecer devido is novas
dire¢Ges. Entdo, ainda que todas as solugdes do sistema original sejam preserva-
das, podemos transformar as solugdes estaveis de antes em solugdes instaveis no
conjunto maior adicionando novas direcées. Uma forma de mergulhar um sistema
X = f(x) é suspendé-lo na reta [36], da seguinte forma

x

fx) +g(x, y),
Y= ox, |

onde g(x, y) € arbitrério, exceto por ser exigido que g(x,0) = 0, 0 que garante que
para y = 0 o sistema original é recuperado. Se & < 0, y sempre se extingue e, entio,
o objeto original é recuperado. Nesse caso, o mergulho é estével, no sentido que
qualquer movimento longe do objeto mergulhado é trazido para perto dele.

O melhor mergulho para um sistema dinamico é aquele que assegura que a
disténcia entre a trajetéria real e a mergulhada diminua exponencialmente com o
tempo para qualquer condigdo inicial [31]. Um mergulho que produz tal aproxi-
magdo exponencial é dado por

20 ) = ~x(@E- f@),

dx _
dr

(3.9)
o,

onde as 6rbitas desejadas sdo obtidas para k(x) > 0 e para as outras, (x) < 0.

i
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Assim, as 6rbitas indesejadas tornam-se instaveis na dindmica maior, embora sejam
estdveis na dindmica original. Dessa forma, as trajetorias no mergulho separaram-
e, 0u sdo ejetadas, do conjunto indesejado do sistema original, saltitando no espaco
maior até eventualmente encontrarem uma regiao estdvel com x(x) > 0. Em outras
palavras, com esse mergulho podemos criar uma verséo maior da dindmica, na qual
uma familia de 6rbitas é removida do conjunto assint6tico, enquanto a dindmica
das 6rbitas desejadas ¢ preservada como um atrator.

Esse mergulho acontece naturalmente em sistemas com particulas suspensas
em fluidos, mas esses modelos apresentam uma equagdo de movimento muito
complicada se for considerada toda a dinamica e 0s termos de corregbes. No en-
tanto, algumas simplificacoes podem ser feitas se as densidades das particulas e
do fluido forem iguais e também se as particulas forem suficientemente pequenas
tal que os termos que tenham dependéncia quadrética dos raios possam ser des-
considerados. Além disso, um dos termos que contribui para o arraste pode ser
ignorado para que um modelo minimo seja obtido e com ele algumas anélises sejam
feitas [37]. Dessa forma, a dindmica desses fluidos se reduz a forma das Egs. (3.9)
com x(x) = —(y + Vf).

O mergulho dado pelas Egs. (3.9) pode ser estendido para o estudo de mapas
de uma maneira simples [31]. Dado um mapa X,41 = f(x,), temos

Xns2 — f(xn+l) = K(xn)(xnﬂ = f(xn))

No mapa temos [«(x)| > 1 para as 6rbitas indesejadas, pois o desvio da dindmica
original é multiplicado por x a cada iteragéo. A escolha particular x(x) = —(y + Vf)
num fluxo, no caso de um mapa é mudada para

K(x) = V. (3.10)

Para ilustrar o funcionamento da ejegéo usaremos o mapa padréo, definido por

K
= Pt = Po — —sen (274, dl,
fp(q;u pn) = Put1 Pn znsen( & ) mo (311)

fq(q;u Pn) = fn+1 = Gn + P+l mod 1.

O pardmetro K controla a integrabilidade do sistema variando de completamente
integrdavel em K = 0 até altamente caético com K > 1. Os valores intermedisrios
de K representam uma mistura de trajetérias quase-periédicas nas ilhas KAM junto

Riny
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» dependendo de onde se inicia 0 movimento. Quando
o valor de K aumenta, as regides dominadas pelo caos ocupam a maior parte
do espaco de fase exceto para pequenas ilhas KAM. O tnico fator que decide se
a trajetéria estd no mar cadtico Ou numa dessas ilhas é a condicéo inicial. Por
iss0, para localizar uma dessas ilhas é necessario tomar varias condi¢Bes iniciais
cobrindo todo o espaco de fase e acompanhar quais delas v&o para as ilhas quase-
periddicas na dinAmica resultante. De outro lado, na ejecdo as trajetérias KAM do
sistema mergulhado podem ser efetivamente transformadas em atratores globais
no espago de fase maior. A procura por essas ilhas torna-se simples, bastando para
isso iterar 0 mapa com a ejeciio até suas trajetérias cairem em uma dessas ilhas.

Para a escolha particular da Eq. (3.10), o termo «(x) é dado por

o% % 1 —Kcos(2ng,)
S0, T —K cos (2ng,
(@) = ap aq = _ (3.12)
% 9 1 1-Kcos(2ng,)
apn aq"

A ejecdo do mapa padrio é escrita suspendendo o sistema bidimensional da
seguinte forma

Pr+1 = Uy,

Ins1 = Vi,
Uns1 — f(Vy, Uy) , 1 —~Kcos (2mgy) Un ~ folGn, Pn)
Vi — (V,, Uy) - 1 1-Kcos(2ng,) J\ Vu = f4(Gn, Pn)

Agora, fazendo as mudancas de varidveis

Uy = un - fp(qru pn);
Upe1 = Uy — fp(qn+1/pn+1) = Ups _'fp(Vm un)/

€ 0 mesmo para V,, e V,,;; encontramos o sistema iterativo de equagdes de primeira
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ordem que representa o mapa padréo com aplicacdo da ejecdo [38], dado por
Puny1 = fp(qn/ pn) + Un,
Juv1 = _ﬁ;(Qm Pn) + Uy,
(3.13)

Uns1 = €7 (thy — v,K cos (21g,)),

Uns1 = €7V (Uy + v,(1 — K cos (21g,))).

As trajetérias do mapa original das Egs. (3.11) que estdo em regides elipticas
ndo sdo alteradas pelo termo ¢, mas as trajetérias caéticas do mapa original
estabilizam-se nas ilhas KAM quando visitam alguma regi&o hiperbélica do espago
de fase. Quando o valor de ¥ diminui, mais condigées iniciais sdo atraidas para as
regides seguras. Essa situacio é mostrada na Fig. 3.8.

A eficiéncia desse método & comprovada em aplicages a sistemas altamente
ndo-lineares. A trajetéria cadtica do mapa padrdo para K = 6,9 visita praticamente
todo espaco de fase, exceto algumas pequenas ilhas, sendo a maior de periodo 2
que ocupa menos de um centésimo do espago de fase no dominio fundamental.
Mesmo assim, as trajetérias encontram a ilha de periodo 2 quando sdo expulsas
das regides caéticas. Na Fig. 3.9 mostramos o espago de fase do mapa padrdo com
K=6,9.

A aplicagdo da ejegio a sistemas Hamiltonianos produz o controle passivo,
excluindo do sistema as orbitas instdveis e forcando as condices iniciais a estabi-
lizarem-se nas ilhas seguras.

m——————
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(a) sem ejegao

0.2

Figura 3.9: Mapa padréo com K = 6,9. S40 mostradas 10* iteragSes de 50 condictes
iniciais randémicas depois de 10* iteragbes. (a) Mapa original. (b) Aplicacdo da
gjecio comy = 1,3 e (c) comy =0, 8.
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Coeficientes de Transporte

A teoria de transporte é um ramo da mecanica estatistica de ndo-equilibrio e
trabalha basicamente com o célculo das quantidades que sdo conhecidas como coe-
ficientes de transporte, como a viscosidade, a condutividade térmica e o coeficiente
de difusdo. Essas quantidades sdo empregadas para descrever o comportamento
macroscépico de um sistema fisico, como liquidos ou gases, com respeito a variacdo
de algum pardmetro, como a temperatura, a densidade ou campos externos aplica-
dos ao sistema. Nesse capitulo estudamos a dependéncia do coeficiente de difusio
com as estruturas do espago de fase do mapa padréo.

4.1 Teoria Cinética

Para ilustrar a idéia da teoria cinética consideramos um recipiente com tempe-
ratura e pressdo constantes. Em uma regido desse recipiente est4 isolado um gas
similar a0 que ocupa o restante do recipiente, mas com alguma caracteristica dife-
rente, por exemplo, a radioatividade dos seus nicleos. Em algum instante, o gas
isolado é liberado e as moléculas espalham-se por todo o recipiente. A dindmica de
cada uma dessas moléculas é regida pela mecénica cléssica, isto é, se 0 movimento
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individual fosse acompanh
da molécula em qualquer i

ado poderiamos determinar a posicdo e a velocidade
nstante de tempo. J4 o movimento do gds que estava
isolado néo segue as equagses da mecdanica cldssica quando considerado como um
todo. A sua dinamica é descrita pela teoria cinética, criada por Maxwell e Boltz-
mann. A teoria cinética trata das propriedades estatisticas do gés, levando em conta
médias sobre um ensemble de moléculas, As hip6teses basicas da teoria cinética para
moléculas idénticas de um gas ideal sdo as seguintes [39]:

1. O nimero de moléculas que constitui o ensemble é extremamente grande e
todas sdo iguais.

2. O volume de cada uma das moléculas ¢ desprezivel quando comparado com
o volume total ocupado.

3. As moléculas estio em movimento constante em todas as dire¢des. Como o
numero de moléculas é muito grande, elas devem freqiientemente se chocar.

4. As moléculas comportam-se como esferas impenetraveis durante os choques.
A forga de interagfio entre elas 6 existe durante o choque e a duragdo de cada
colisdo é desprezivel em relacio ao intervalo de tempo entre duas colisGes
consecutivas.

5. As colises sao perfeitamente eldsticas. A energia cinética total é conservada
tanto nas colisGes entre duas moléculas, como na colisio das moléculas com

as paredes do recipiente.

Uma das objegdes mais fortes contra a teoria cinética de Maxwell e Boltzmann
ficou conhecida como “difusao lenta”. De acordo com a teoria cinética, a velocidade
média de um gés em condigGes normais de temperatura e pressdo é da ordem de
algumas centenas de metros por segundo. Assim, se um gés for colocado dentro
de um recipiente, as moléculas deveriam aparecer do outro lado numa fracdo de
segundos. No entanto, isso ndo é observado experimentalmente. Para resolver
a incoeréncia dessa observagédo introduziu-se o conceito de livre caminho médio, a
média das distdncias percorridas por uma molécula entre duas colisdes consecu-
tivas. A distdncia entre as moléculas num gas é grande comparada com o seu
tamanho, mas, por causa da alta velocidade, as moléculas colidem fregiientemente.
As moléculas deslocam-se em linha reta entre as colisées, mas mudam de direcio
a cada colisdo, fazendo com que a velocidade de difusdo das moléculas de um gas

seja muito menor do que a velocidade média das moléculas.
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O esclarecimento do conceito de livre caminho médio possibilitou o cslculo de
muitas quantidades importantes, chamadas de coeficientes de transporte, tais como
o coeficiente de difusio, que esté relacionado ao transporte de massa, a viscosidade,

relacionada ao fransporte de momento das moléculas e a condutividade térmica,
que estd ligada ao transporte de calor.

4.2 Difusio

Podemos pensar na difusio como um simples processo de caminho aleatério.
Em um modelo unidimensional, por exemplo, comegamos com uma particula na
posigdo inicial xg = 0. A din&mica da particula é determinada por uma densidade
de probabilidade fixa g(s), tal que p(s)ds dd a probabilidade de transicio de uma

particula deslocar-se da antiga posicdo xp até uma nova posicio x, percorrendo a
distancia s = x; — x,.

Figura 4.1: Esquema de caminho aleatério unidimensional.

O mesmo processo pode ser aplicado as mudangas posteriores de posigao da
particula. Por simplicidade, assumimos que a densidade de probabilidade (i(s) &
simétrica com respeito a s = 0, ou seja, a particula pode ir para a direita ou para a
esquerda com a mesma probabilidade. Para entendermos o movimento, usamos a
6rbita da particula, a qual é representada por uma cole¢io de pontos xo, x1,...,X,na
reta. Nesse modelo assumimos o tempo discretizado, fazendo a particula “saltar”
de uma posicdo para outra sem sofrer uma transigdo continua.

Para caracterizar um caminho aleatério simples consideramos que a densidade
de probabilidade p(s) é independente da posigédo x, da particula e do tempo dis-
cretizado #, dessa forma a densidade de probabilidade p(s) € fixa no espaco e no
tempo. Em outras palavras, cada passo de iteragdo € estatisticamente independente
dos outros. Esse tipo de movimento é chamado de processo Markoviano em fisica
estatistica.

A dindmica do caminho aleatério pode ser usada como um modelo simples para
a difusdo da seguinte maneira. Tomamos um conjunto de particulas em x = 0 e
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aplicamos o processo de iteragdo descrito acima a cada uma das particulas. Se a
reta for dividida num certo namero de subintervalos de tamanho 6x, 0 nimero de
particulas num dado intervalo, depois de = iteragOes, poder4 ser contado. Divi-
dindo esse resultado pelo niimero total de particulas, que deve ser muito maior do
que 0 nimero de subintervalos de tamanho 6x para que a estatistica seja vélida,
teremos a densidade de probabilidade p,(x). Essa quantidade pode ser interpretada
como a probabilidade de encontrarmos uma particula com um deslocamento entre
x & x + 0x depois de n iteragdes. Na Fig. 4.2 temos um exemplo da evolucio da
densidade de probabilidade Pu(x) depois de algumas iteracoes.

50 iteragbes

P 05 | ]
100 iteragoes
™, 500 iterages
0 ...... 1 - e 1.,
=20 -10 0 10 20

Figura 4.2: Densidade de probabilidade evoluindo segundo o modelo de caminho
aleatério. Foram escolhidas 10® condicdes iniciais em xg = 0. O tamanho do passo
escolhido foi s = 0,2 e foram tomados 4000 subintervalos de tamanho 6x = 0, (1.
Estdo mostradas as distribuicdes depois de 50, 100 e 500 iteracoes.

Hé uma diferenga entre as densidades de probabilidades j(s) e p,(x). Enquanto
p(s) define o modelo intrinsecamente, p,(x) é uma quantidade dindmica produ-
zida pelo modelo. Isso quer dizer que p(s) determina as regras do movimento mi-
croscépico sofrido por cada uma das particulas, enquanto p,(x) fornece informacoes

a respeito da distribuigdo macroscépica do conjunto de particulas.
Para descrever a evolugdo da densidade de probabilidade do conjunto de
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particulas, p,(x), usamos a equacao de difusiao

apn(x) 32Prz(‘f)
on D oxz ' el
onde D € o coeficiente de difusio. A E
linear de corrente de particulas com a

mente, por

q. (4.1) é obtida pela combinacio da equagdo
equagio de continuidade, dadas, respectiva-

Ip
= -DV — J=
J p e 3.t V-IT=0,
onde J é a densidade de corrente.
A densidade de probabilidade Pn(x) depende da posicdo e do tempo. Para a
condig@o inicial que escolhemos, x, = 0, 2 Eq. (4.1) pode ser resolvida por meio de

uma transformada de Fourier. A solug#o, com a condigio inicial escrita como delta
de Dirac, po(x) = 8(x — xo), 6 dada por

n (x) =

M) (4.2)

1
exp [ —
VanDn 3 ( 4Dn

A equagio de difusio Eq. (4.1) é valida se a densidade de probabilidade ma-
croscopica py(x) for uma média sobre escalas de tempo e espago bem maiores do
que 0 tempo e 0 espago caracteristicos do movimento microscépico.

A variancia, segundo momento, ou disperséo, que é o valor médio do desvio
quadrético sobre um ensemble de particulas, é dada por

(Ax)) = f (AxPpn(x)dz,

onde Ax = x, — xp. Para a distribui¢do dada pela Eq. (4.2), encontramos ((Ax)*)y =
2Dn. Esta é a relagédo de difusdo de Einstein, obtida no contexto do movimento
Browniano com o intuito de medir o ntimero de Avogadro [40]. Com esse resultado
podemos definir o coeficiente de difusdo, a grandeza em que estamos interessados
nesse trabalho, como ,

2 T, WV (4.3)

=00 2n

onde a média é tomada sobre um ensemble muito grande de condigGes iniciais.

Em contraste com a descricdo da difusdo como um processo de caminho aleatdrio
descorrelacionado, a teoria moderna de sistemas dindmicos possibilita considerar
a difusdo como um processo dindmico deterministico [2]. O estudo de processos
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difusivos é uma dag maneiras usadas para tentar entender a conexao entre a teoria
de tranéporte € a teoria de sistemas dindmicos, Os sistemas dinadmicos ca6ticos sdo
deterministicos no sentido que, conhecidas as condig¢des iniciais de uma particula,
pode-se prever o futuro do sistema, ou descrever o passado. Um exemplo é dado
por

Xns1 = M(xn)/

onde M(x) é um mapa unidimensional que determina como a particula é mapeada
da posicéo x, para a POSIGA0 X1. O mapa M(x) desempenha o papel da densidade
de probabilidade intrinseca a dinimica do sistema, que no modelo de caminho
aleatério é a densidade p(s). O fato que hé de novo, e é decisivo para diferenciar esse
processo dindmico do processo de um caminho aleatério simples, é que num sistema
dindmico ca6tico a histéria da particula é levada em conta. Quando definimos M(x)
€ usamos uma equagdo de iteracio do tipo Xue1 = M(x,), 0 que prevalece sdo as
equagdes de movimento microscépico do sistema.

Usaremos o coeficiente de difusdo dado pela Eq. (4.3), obtido assumindo um
movimento do tipo Browniano. O processo macroscOpico resultante de um con-
junto de particulas governado por uma dinamica determinfstica, como a do mapa
M(x), que obedega a Eq. (4.3), é conhecido como difusio deterministica [2].

4.3 Difusio em Sistemas Hamiltonianos

A teoria de transporte em sistemas Hamiltonianos tem muitas aplicactes, in-
cluindo cdlculos de perda de particulas em plasmas e aceleradores, taxas de reagBes
quimicas e quantidades semelhantes em outras dreas. Propriedades de trans-
porte da dindmica cadtica Hamiltoniana podem exibir uma grande variedade de
fendbmenos. Em muitas situagdes onde a presenca de comportamento cadtico é
forte, o transporte através do espago de fase tende a ser uniforme e pode imitar
um processo do tipo Browniano. Nessas situagdes, 0 movimento médio é uma
difusdo normal. Entretanto, em condigdes mais genéricas, onde coexistem movi-
mento cadtico e regular, o espago de fase tem uma estrutura fractal que pode induzir

importantes variagdes no processo de transporte.
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Nomapa padréo, por exemplo, a dindmica pode ser mista ou fortemente cadtica.
Fara valores do parametro acima do valor critico, K > K, = 0,971635..... a dltima
separattiz € destruida e forma-se um emaranhado de pontos onde a dindmica

é cadtica [41]. Este emaranhado cabtico coexiste com regides do espago onde o
movimento regular acontece.

Quando K aumenta, a regido cadtica cresce e para
valores suficientemente grande

s de K as trajet6rias cabticas cobrem a maior parte do
espaco de fase, formando um mar caético, Se uma condigo inicial correspondendo
a um movimento cadtico for escolhida, a particula pode sofrer “difusio” para
regides arbitrariamente distantes da posigéo inicial, pois a regio cadtica estende-se
sobre quase todo o espaco de fase,

Para que esse tipo de fenémeno possa acontecer, retiramos a limitagdo que foi
aplicada a0 momento angular. A Fig. 4.3 mostra o espago de fase do mapa padrao
sem a restri¢ao mod 1 em p. Usamos o pardmetro K = 0,9, abaixo do valor critico
K., e K =1,2, para o qual existe uma regido cadtica que se estende por uma ampla
area do espago de fase.

Na dire¢do p, a difusio é caracterizada pelo coeficiente

b 1 (PP

noe 21

(4.4)

onde Ap = p,, — pp e a média {-) é sobre um conjunto de condigdes iniciais.

4.3.1 Difus3do no Mapa Padrao

O mapa padréo apresenta érbitas com comportamentos diferentes dependendo
das condigGes iniciais e do pardmetro K. As érbitas podem ser classificadas da

seguinte forma [42].

1. Ciclos
Correspondem as Orbitas periddicas de periodo N. S&o facilmente identifica-
das no espago de fase como um conjunto de pontos discretos. Comecando
num deles, as iteragbes subseqlientes passam pelos N pontos periédicos e

retornam a posigdo inicial na N-ésima iteragao.

2. Curvas KAM
A seqliéncia nunca se repete, por isso um ponto ndo retorna a sua posigéo

inicial e a 6rbita preenche densamente uma curva. As curvas KAM podem

ser subdivididas em duas classes:
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(a) Cadeia de ilhas

(b)

S&o regides de tamanho finito, constituidas de curvas fechadas organi-
zadas em volta de cada um dos N pontos periédicos. As sucessivas
iteragGes saltam de um ponto da curva para outro. Uma cadeia de ilhas
em volta de um ciclo periédico de periodo N é constituida de N ilhas
individuais. Na margem de uma cadeia de ilhas h4 uma cadeia de ilhas
secundérias. Em torno de cada uma das ilhas secundérias aparece uma
terceira cadeia de ilhas e assim por diante, ad infinitum. Esse comporta-
mento estd mostrado na Fig.4.4. As cadeias de ilhas secundérias podem
ser vistas préximas de estruturas de ilhas maiores. Na Fig. 4.4(b) umailha
da cadeia priméria ¢ ampliada, mostrando que existe uma terceira cadeia
deilhas, a qual, quando ampliada (Fig. 4.4(c)), revela uma nova cadeia de
ilhas. Essa hierarquia na estrutura das ilhas é uma caracteristica genérica

de um espago de fase misto no qual existem tanto regides regulares, como
cadticas.

Barreiras KAM

S&o Grbitas que cercam o espago de fase. O fato mais importante so-
bre as barreiras KAM é que o seu comportamento € determinado pelo
parémetro de ndo-linearidade. Quando K aumenta, a curva continua
que formava a barreira comega a apresentar buracos, transformando-se
numa estrutura fractal, analoga a um conjunto de Cantor. Tal estrutura
€ chamada de cantorus. Esses buracos s@o possiveis rotas de saida para
uma Orbita cadtica antes confinada numa barreira KAM, tornando, as-
sim, os cantori permeéveis. Algumas barreiras sio mais robustas do que
outras, por isso as vérias barreiras KAM ndo desaparecem para o mesmo
valor de K. No entanto, como j4 foi dito, para K > K, todas sido rompidas.

3. Orbitas caéticas
A seqliéncia de pontos ndo se repete, mas agora, diferentemente das curvas

KAM, os pontos preenchem densamente uma regido bidimensional, e nio
uma linha.
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Figura 4.4: Hierarquia no espago de fase do mapa padrdo com K = 1,19 e 150
condic¢oes iniciais escolhidas randomicamente no intervalo indicado em cada uma
das figuras. (a) 500 iteragdes no dominio fundamental. (b) Ampliagdo da regiao
indicada em (a), com 5000 iteragdes. (c) Ampliagdo da regido indicada em (b), com
10* iteracOes.
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Todos esses tipos de 6rbitas estéo ilustrados na Fig. 4.5.

—

et

L " Barreira KAM "ol
Ciclo peri6dico - .

Figura 4.5: Ciclo periédico, cadeia de ilhas, barreira KAM e 6rbitas cadticas no
espaco de fase do mapa padrio.

Nos processos de evolucdo das condiges iniciais com valores de K < K. a
difusdo ndo acontece em todo espaco de fase, jé& que as 6rbitas estdo presas pelas
barreiras KAM e por isso o valor médio do desvio quadratico deve saturar-se
assintoticamente quando 1 — o,

O coeficiente de difuséo para valores de K > K, pode ser definido analiticamente
através de técnicas de integral de trajetéria de Fourier. A primeira expansao desse
tipo foi obtida envolvendo a introducio de estocasticidade nas equagles candnicas
do mapa padréo [43,44]. Levando em conta correcdes de ordem superior e divi-
dindo o espago de fase em vérias regices para investigagdo numérica é possivel
encontrar uma expressao melhor para o coeficiente de difusdo [45], dada por

D 1-2]K) - JAK) + 2]3(K)
Dor (1 + Ja(K)? '

(4.5)

onde J;(K) € a fungdo de Bessel de i-ésima ordem. O coeficiente de difusdo quase-
linear Dgy, € obtido desconsiderando completamente a correlacio de uma iteragio
com outra. Fazendo essa desconsideragio para 0 momento angular no mapa

padréo, temos

(AP 1K\ _ 1KY
B = o m 5<(E) sen2(2nq)) T4 (Zn) ' (&)
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Na Fig. 4.6 mostramos a
numérico. Notamos que o ¢
alguns valores do parametro
esses valores, devido 3 peri

Previsio teérica da Eq. (4.5) junto com um resultado
omportamento do processo difusivo é diferente para
K, especialmente paraK ~ 2nf,com € = 1,2,3,...Para
no espaco de fase aloumas ::tiidade T ‘aI.é m da periodicidade de 4, surgem

. sume turas especiais. Esse n&o é um comportamento
genérico para todo sistema Hamiltoniano, mas acontece no mapa padrdo. Existe

uma classe especial de ciclos com €sse comportamento definidos por

Pusn = pp + £ = P,
HaeN = On +m = Gn.

n 3 3 3 £ - . »
onde £ e m sdo inteiros e N é algum periodo. Esse tipo de érbita avanca na diregédo
de p, por £ unidades, a cada n-ésima iteragdo. Devido a essa caracteristica, esses
ciclos s&o chamados de modos aceleradores.

D/D g

2.5¢F °

1.5+

05t %

K

i s 10 15 20 25

Figura 4.6: Comportamento do coeficiente de difus@o para o mapa padrdo. A
curva cheia é o resultado teérico da Eq. (4.5). Os pontos representam um resultado
numeérico feito com 10° condigGes iniciais distribuidas uniformemente em g € [0, 1]
ep = 0. O coeficiente de difusdo D foi calculado pela Eq. (4.4) depois de n = 300
iteracoes. A reta D = Dgg é o resultado assintético, dado pela Eq. (4.4), para K

muito grande, onde a correlagdo é muito pequena.

o v et
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Podemos determinar os interva
res do ponto periédico de periodo
as variaveis relacionadas com o an

los do parametro nos quais 0s modos acelerado-
1 estéo presentes [46]. Para isso, consideramos

gulo e com 0 momento angular estacionérios e
com mod 1, como fizemos para g na Sec. 3.1,

p=m e - Esen 2rng)=¢, com {, m inteiros,

e, usando a condicio de estabilidade [tr A < 2|, encontramos

5 \2\172
2nt < K <2nf 1+(—)) .
( il

Portanto, para € = 1, temos 6,283 < K5 7,448 e, para £ = 2, temos 12,566 < K S
13,188. Essas sio as regides na Fig. 4.6 onde os dados numéricos apresentam as
maiores discrepancias em relagdo a curva teérica. E possivel fazer uma andlise
dos modos aceleradores para pontos peri6dicos de periodo maior do que 1, mas
todos tém intervalos de estabilidade menores, conseqiientemente menos impor-
tantes para modificar a difusdo [46]. Como um exemplo, na Fig. 4.7 mostramos
5000 iteragbes de uma trajetéria na regido cadtica obtida com K = 6,9115, onde
existe um modo acelerador de periodo 3 [47]. A Fig. 4.7(a) destaca 0 movimento
de uma condigéo inicial que encontra um modo acelerador e desloca-se por um
longo percurso numa tnica direcio no espaco de fase ao contrdrio do movimento
tipico dessa figura, mais parecido com um movimento Browniano. Na Fig. 4.7(b)
mostramos a mesma trajetéria, mas agora no intervalo fundamental do espago de
fase.

4.4 Difusio Andmala

As estruturas do espago de fase apresentadas na segdo anterior criam um com-
portamento diferenciado no coeficiente de difusdo. Os modos aceleradores pro-
duzem uma divergéncia do coeficiente de difusdo quando a varidncia ((Ap)?) é
calculada sobre condigdes iniciais tomadas em todo o espago de fase.

Na Fig. 4.8 mostramos o coeficiente de difusdo calculado para n = 300, 500 e
1000 iteragtes. Os pontos estéo ligados por linhas para facilitar a compreensio.
Podemos ver que D/Dg, para nn = 1000 € maior do que para n = 300 iteractes nos
intervalos de K que apresentam modos aceleradores. Na verdade, o resultado do

clculo numérico é sempre maior quanto maior for o numero de iteragdes.
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2x10 4x10 6x10 8x10 1x10

i jetéria cadtica do mapa padrdo com K =
Figura 4.7: Espaco de fase para uma trajet @
61g11115 den‘crop do intervalo de existéncia de modos aceleradores. A variavel que
e;té nal abscissa é 4 e, na ordenada, p. (a) Espaco de fase completo, sem mod 1. (b)
Espaco de fase no dominio fundamental, com mod 1.
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Figura 4.8: Calculo numérico do coeficiente de difusio pela Eq. (4.4) com 10°
condigBes iniciais em ¢ € [0,1] e p = 0.

Devido & presenca de modos aceleradores, a média pode ser dividida em duas
partes distintas: a primeira parte é sobre todas as regides estéveis do espaco de
fase onde existem os modos aceleradores, chamada S, e asegunda, sobre as regiGes
cadticas, chamada C,

(AP = (8p)P)s + ((BpPe.

Como os modos aceleradores se propagam de uma maneira balistica, isto &, sempre
em uma mesma dire¢do, temos que

{(ApYs ~ 2,

e o coeficiente de difusdo associado a esta regido diverge com n [22].

A presenca de modos aceleradores pode ter mais conseqiiéncias inesperadas nas
propriedades de trarsnorte. Sua influéncia estende-se a0 mar ca6tico e pode pro-
duzir efeitos ndo-locais. De fato, as barreiras parciais induzidas pela presenga dos
modos aceleradores na regifo cadtica podem modificar a natureza do transporte.
Na maior parte do tempo a particula sofre difusao normal, mas algumas vezes ela
fica presa na vizinhanga de um modo acelerador e é arrastada violentamente de
forma balistica. Esses eventos raros podem dominar a dindmica e produzir uma
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difusdo anémala do tipo

{(Ap)%c ~nf, com1<p<2

entdo,
A 2
DC = llm —‘———-<( p) >C = Ilm Eﬁ. s nﬁ_l
n—co 2n n—oo 211 )
C

nsequ ici T :
onsequentemente, o coeficiente de difusdo associado ao componente cadtico
também apresenta uma lei de poténcia divergente com expoente 8 — 1. Isso porque

na presenca dos modos aceleradores coexistem dois tipos de dindmica: o movi-

mento balistico e o movimento cadtico. No entanto, a fronteira entre esses dois

tipos néo é nitida. Uma particula vagando pelo mar caético pode ser capturada por
um cantorus na vizinhanga de um modo acelerador e ser arrastada balisticamente
pelo espaco de fase.

Dependendo do expoente que governa o comportamento do desvio quadratico
médio podemos distinguir trés regimes caracteristicos de movimento [48]:

n?,  balistico;

(Apy) ~inf, 1<p<;

n, Browniano.

Num movimento do tipo Browniano a equacio de difusio é satisfeita e temos
((Ap)*>) = 2Dn, para n suficientemente grande. Dizemos, assim, que a difusdo
e normal. Para os outros dois tipos de movimento, quanto maior o nimero de
iteragOes, maior serd o coeficiente de difusdo, entio D — oo, quando n — oo.
Nesses casos a difusdo é considerada anémala.

Para esclarecer a distin¢do entre esses regimes de movimento, calculamos nume-
ricamente o expoente § como fungdo de Knomapa padréo. Isso foi feito iterando 10°
condigdes iniciais distribuidas uniformemente na regido ca6tica 0,49 < g < 0,499 e
0,501 < g < 0,51 com p = 0. Para cada valor de K, iteramos 10* vezes cada condicdo
inicial. O valor do expoente f foi calculado com as préximas 1000 iteragdes através
de um ajuste por lei de poténcia do tipo {(Ap)*) ~ nf. O resultado obtido estd mos-
trado na Fig. 4.9 para 0 < K < 24. Pelo gréafico, observamos que para intervalos de
K onde os modos aceleradores acontecem o valor de € maior do que 1, chegando

préximo de 2, que caracteriza um movimento balistico.
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Figura 4.9: Variacio do expoente f com o valor de K. Nos intervalos de K onde

aparecem modos aceleradores a variancia ((Ap)?) cresce com expoente de 1 diferente
de 1.
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Manipulacio da Difusio

Nesse capitulo estudamos o comportamento das propriedades macroscépicas
dos sistemas, representadas pela difusio, quando o controle ¢ aplicado em varias
particulas simultaneamente, analisando a dependéncia das propriedades de trans-
porte com origem microscépica. Utilizamos como exemplo o mapa padrédo sob
aplicacdo da ejecdo.

5.1 Pardametro de Ejecdo

A aplicagdo da ejecdo altera as caracteristicas do sistema, como foi mostrado na
Sec. 3.2.2. Naquela segdo mostramos alguns valores para o pardmetro de controle,
chamado y, para os quais as trajetérias sdo atraidas pela_s regibes periédicas do
sistema original. Encontramos que a aplicacdo da ejecdo produzia o resultado
desejado com K = 2 se o valor da perturbagdo fosse y = 0,3, c.oncentrando a
maior parte das trajetdrias nas regides periédicas. A aplicagdo f:la ejecdo, comc? foi
dito, mergulha o sisterma num espaco de fase de dimensdo maior onde? aAs r(::‘glt')es
peri6dicas do sistema original comportam-se como atratores da nova dindmica.

Para entender melhor o funcionamento da ejecéo, considere a escolha particular
do gradiente do mapa padrao dado pela matriz da Eq. (3.12). Devido a natureza

52
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conservativa do mapa, os dois
dade 1. Caso eles sej
deles deve ser m

autovalores daquela matriz devem ter multiplici-
am complexos, ambos tém valor absoluto 1; sendo reais, um
aior do que 1 e o outro menor, mas o produto deles é 1. Quando
uma trajetéria cai numa regido eliptica, cujos autovalores sio complexos, o fator ¥
quena perturbacio e a trajet6ria permanece nessa regido. No
trajetoria cadtica visita uma regido hiperbélica, com autova-

lores reais, as perturbacses sio amplificadas e existe um valor de Y para o qual a
trajetoria é expulsa dessa regido. Conse

da regido caética

quentemente, essas trajetérias sao expelidas
até visitarem uma regido eliptica e la permanecerem.

0.8

lapsada

=
o)

40 N30 co

04

Fra¢é

Figura 5.1: Fragdo das condigBes iniciais que ndo colapsar_n na dindmica origi-
nal. Foram escolhidas 10° condicdes iniciais distribuidas uniformemente em dufls
regiGes cadticas: 0,49 < g <0,499e 0,501 < g < 0,51 comp = 0 Para cada 1te_rla(1)gao
estd mostrado a fragéo dessas particulas que tém [v,] e Ju,| maiores do que 107%°. A
aplicagéo da ejegdo foi feita ao mapa padrdocom K =2ey =1,0,6,0,5¢ 0,3.

Na Fig. 5.1 mostramos a fracdo de particulas que néo C(:)lapsam na diﬂnﬁmic-a
original. O colapso inplica que as trajetérias nao sofrem mais a perturbacio api1—
cada pela ejecdo, isto é, os valores absolutos de v e u,‘ d.afic?s njas 'EqS: (3-13),. sdo
despreziveis. Usamos K = 2 e tomamos 10° condig(")e.s uuc1a1.s d.lstnbuld'as 1.1r-ufor~
memente em regites onde aparentemente n&o ha ¢rbitas periédicas. O significado
desse colapso pode sar entendido da seguinte forma: para va?ores' Erandes fle v
em poucas iteragdes a dindmica original é retomada e as trajetérias que ndo se
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establhzarar~n em ilhas peri6dicas devem permanecer nas regides calticas, pois
a perturbagdo nio sers mais aplicada (
Egs. (3; 13) s3ao reduzidas as Egs. (3.4) do sistema original). Para valores menores
de y, sédo necessarias mais iteracdes até

5.2 Manipulacio da Difus3o com Ejecio

O célculo do coeficiente de difusio de um ensemble de particulas depende da

dispersdo do ensemble e do namero de iteragses, como foi dito na Sec. 4.2. Para

valores do parametro de nio-linearidade do mapa padrdo que ndo apresentam mo-

dos aceleradores vé-se que a difusio depende linearmente do nimero de iteragGes.
Na Fig. 4.9 percebe-se que a maioria dos valores de K corresponde a valores de B
muito préximos de 1, mostrando a dependéncia linear. Mostramos que os valores
que apresentam § diferente de 1 correspondem 4 difusio andmala, produzida pelos
modos aceleradores presentes no espaco de fase.

A Fig. 5.2 mostra o comportamento da dispersdo com o ndmero de iteragdes.
Tomamos 10° condigdes iniciais na regiao aparentemente cabtica 0,49 < g < 0,499
e0,501 <4 < 0,51 com p = 0. A dispersio ¢é calculada em cada iteracdo i por

onde Apf’) é a diferenga pED =2 péﬂ da j-ésima particula do ensemble de m particulas na
I-ésima iteragdo. Na Fig. 5.2(a) mostramos esse resultado paraK = 2 e na Fig.5.2(b),
para K =6,9.

Ja foi visto nesse trabalho que a aplicagido da ejegdo altera as caracteristicas do
sistema no intervalo fundamental. Agora mostraremos como a aplicagéo da ejeciio
pode alterar a difusdo do sistema. O movimento difusivo normal, com dependéncia
linear das iteracBes, acontece com as particulas vagando pelo mar caé"dco. Quan.do
a ejecdo atua no sistema, as particulas sdo expulsas das regiGes caéhc.as e assuril,
a difusdo deve sofrer algum tipo de modificagdo. Para y grande, o sistema rapi-
damente retoma o comportamento original e, por isso, a difusdo nédo .deve sofrer
grandes alteracdes. Com a diminuigdo de y, a perturbagéo atua por mais tempo no

sistema (cf. Fig. 5.1), permitindo que mais particulas encontrem regides periédicas,

o valor de [v] e |u| é muito pequeno e as
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(a)K=2
{(Ap)*
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n
(b)K=6,9
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Figura 5.2: Dependéncia da dispersdo de 10° condigbes iniciais numa regido caética
com o numero de iteragdes. (a) dependéncia é linear para K = 2. (b) Com K = 6,9
existem modos aceleradores no espaco de fase tornando a difusao anémala. Nesse
caso, a dependéncia da variancia com as itera¢Ges é bem ajustada por ((Ap)?) ~ n'2,

acarretando mudangas no comportamento difusivo. De fato, as particulas que
encontram regides periddicas mantém Ap"? constante e n&o contribuem para o
aumento da dispersdo com as iteracdes.

Para a difusio anémala, a alteracdo que ocorre no comportamento da dispersao

é um pouco diferente. Quando a eje¢ao ¢ aplicada, as 6rbitas presentes nas regices
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Y grande, o comportamento difus;

VO nao sofre muitas alteragoes, devido & mesma
justificativa dada para a difusio n

ormal, isto é, a dinamica original é retomada em
poucas itera¢Ges. Conforme diminuimos o valor de V.

empurrando as érbitas para junto dos modos acelera

de trajetérias aceleradas em relagdo ao sistema origi
difusdo aumente.

a ejecdo atua mais fortemente
dores, aumentando o ntmero
nal. Esperamos, entdo, que a

Com valores de y pequenos, o sistema sofre uma perturbacio maior e por
mais tempo. Pelas Egs. (3.13), percebemos que uma perturbacio grande altera
diretamente o valor de p- Aplicando essa perturbacio durante muito tempo, como
acontece paray pequeno, o valor de p sofre modificagBes por muitas iteragBes. Para
a difusdo normal, essa modificag&o faz com que a taxa de crescimento da difusdo
aumente enquanto estd sendo aplicada a ejecdo. Entio, durante algumas iteragdes
a difusdo cresce abruptamente e depois, quando as trajetérias estiverem em regides
peri6dicas, permanece constante. Na difusio anémala, a aplicagéo da perturbacio
por mais tempo, quando y é pequeno, produz uma dispersdo menor do que o
mapa original nas primeiras iteragdes. Com o mapa sujeito & agdo da perturbagio,
o efeito dos modos aceleradores é retardado e durante algumas iteraces o que se
observa é uma dispersdo menor. Assim que a perturbagéo deixa de agir, 0s modos
aceleradores voltam a dominar a dispersao, crescendo com ##, 1 < g < 2.

Na Fig. 5.3 mostramos o comportamento da dispers&o com o ntimero de iteracées.

As condigdes iniciais sdo escolhidas da mesma forma que na Fig. 5.2. Para K = 2,
com difusdo normal, o comportamento da dispersdo é modificado quando variamos
0 pardmetro y. Na Fig. 5.3(a) mostramos os resultados para y = 1, -0,14 e0,1. Para
¥ = 3, o comportamento da dispersdo é muito préximo do mapa original, plotado
com linha cheia. Paray = 0,4, a dispersao sofre um aumento abrupto nas primeiras
iteragdes, mas logo em seguida passa a ter um valor quase constante. Com o m'enor
valor, também hé a estabilizacao da dispersao, no entanto isso acontece depois de
um numero maior de iteracdes. Os resultados para a difusdo anémala com K = 6,9
ey =2,1,2e0,1 estdo mostrados no gréfico log-log da Fig. 5.3(b) Observamos que

cispess s g pcrd
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Figura 5.3: Comportamento da dispersdo na varidvel de momento do mapa padréo
com aplicagdo da ejegéo.
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para ¥ = 2 a curva se aproxima do resultado

original (linha cheia) e para valores
maiores a curva é cada Vez mais parecida com o resultado original. Diminuindo_

Y. a dispersdo sofre um aumento até um valor méximo e depois volta a diminuir,
ficando menor do que o valor original.

Observamos que a aplj

a dispersao, alterando, assim, a difusio. Entdo, podemos

manipular o coeficiente de difusio variando o pardmetro de controle aplicado ao

sistema dinamico.
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Discussoes

O controle de 6rbitas cadticas é uma teoria que estd bem fundamentada e tem
resultados experimentais comprovados. Nessa dissertagédo investigamos como essa
teoria pode ser aplicada para a manipulacio de coeficientes de transporte em siste-
mas com um nuamero grande de condicdes iniciais.

Encontramos evidéncias de que a difusdo de vérias particulas pode sofrer
alteragbes quando for aplicado controle. Analisamos o caso da ejecdo, um método
que mergulha o sistema em uma dimensio maior. Uma maneira de se aplicar
meétodos como esse € acoplar o sistema desejado a um outro que produza uma
modificagdo ndo muito grande na dinémica original.

Em trabalhos futuros, pretendemos modificar essa técnica para que o sistema
acopladonéo dependa de cada variavel do sistema original, mas seja calculado pela

média de alguma variavel.
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