


FICHA CATALOGRÁFICA
Preparada pelo Serviço de Biblioteca e Informação
do Instituto de Física da Universidade de São Paulo

Albino, Milena Bastos

Natureza da transição de fase quark-hádron e consequências para a
estrutura estelar.     São Paulo,  2021.

Dissertação (Mestrado) – Universidade de São Paulo. Instituto de
Física. Depto. de Física Nuclear

Orientador(a): Prof. Dr. Fernando Silveira Navarra

Área de Concentração: Física de Partículas

Unitermos: 1. Estrelas de Neutrons; 2. Física de Partículas; 3.
Cromodinâmica Quântica.

USP/IF/SBI-084/2021



University of São Paulo
Physics Institute

Nature of the quark-hadron phase transition and
consequences for the star structure

Milena Bastos Albino

Orientador: Prof. Dr. Fernando Silveira Navarra

Dissertation submitted to the Physics Institute of the
University of São Paulo in partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science.

Examining Committee:
Prof. Dr. Fernando Silveira Navarra - Supervisor (IFUSP)
Prof. Dr. Débora Peres Menezes (UFSC)
Prof. Dr. Maria Constança Mendes Pinheiro da Providência Santarém e Costa (Univ. de
Coimbra)

São Paulo
2021





Agradecimentos

Este trabalho jamais teria sido realizado sem todo o apoio, ajuda e motivação que recebi
de tantas pessoas.

Por isso, agradeço aos meus pais, por todo o amor que me deram e que me impulsi-
onou ao longo de toda a minha a vida. À toda minha família, por todo o carinho e pelos
ótimos momentos juntos. Por sempre estarem por perto e desejarem o melhor para mim.

Agradeço ao Renato, que mesmo à distância, está sempre comigo, me dando apoio e
alegrando os meus dias. Por sempre arranjar um tempo para conversar e me dar forças
para continuar.

Um grande agradecimento ao Fernando Navarra, meu orientador, pela dedicação, mo-
tivação e seu ótimo humor. Por ter acreditado em mim e me dado a possibilidade de
estudar uma área tão bonita e tão promissora.

Ao Ricardo Fariello, pela ajuda e disposição que sempre demonstrou, e ao Germán
Lugones, pelas conversas proveitosas.

Aos meus amigos, Fernanda, Chiara, Teresa, Fernando, Carol, Cauê, Gustavo, e outros
tantos que sempre me incentivam e deixam meus dias mais leves.

Por fim, à CNPq, pelo apoio financeiro.

O presente trabalho foi realizado com apoio do CNPq, Conselho Nacional de Desenvol-
vimento Científico e Tecnológico - Brasil.

i





Resumo

As estrelas de nêutrons são o segundo objeto mais denso do universo (apenas menos
densos do que os buracos negros) e possuem uma temperatura relativamente baixa. Por
causa destas características, a matéria de que são compostas estas estrelas compactas está
numa região do diagrama de fases da QCD que permanece pouco compreendida. Assim,
as estrelas de nêutrons funcionam como laboratórios para o estudo da matéria de alta
densidade e baixa temperatura.

Neste trabalho, partindo das equações da MFTQCD (em inglês, Mean-Field The-

ory of Quantum ChromoDynamics) obtemos o diagrama massa-raio e a deformabilidade
de maré. Comparando esses resultados com os dados experimentais, concluímos que a
MFTQCD é uma boa alternativa para descrever as propriedades conhecidas das estrelas
de nêutrons. Porém, os novos dados experimentais impõem maior restrição aos valores
dos parâmetros livres. Em seguida, estudamos quais as consequências que a natureza da
transição de fase implica nas características das estrelas de nêutrons. Usando uma equa-
ção de estado que combina a fase hadrônica e de quarks, controlamos a suavidade desta
transição variando o valor de um parâmetro livre ρc. Os nossos resultados indicam que
transições de fase mais abruptas apresentam maior compatibilidade com os dados experi-
mentais.

Palavras-chaves: estrelas de nêutrons; estrelas híbridas; diagrama de fases da QCD;
matéria de quarks.
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Abstract

Neutron stars are the second most dense objects in the universe (only less dense than
black holes) and have a relatively low temperature. Because of these features, neutron
star matter lies in a poorly understood region of the QCD phase diagram. Neutron stars
can work as laboratories for the study of cold and dense matter.

In this work, we used the MFTQCD (Mean-Field Theory of Quantum Chromodyna-
mics) and we obtained the mass-radius diagram and the tidal deformability. Comparing
these results with the experimental data, we conclude that the MFTQCD remains a good
model to describe the properties of neutron stars; however, the parameter window is now
narrower. Next, we studied the impact of the nature of the phase transition on neutron
star properties. We used an equation of state which combines hadronic matter and quark
matter. We control the smoothness of the quark-hadron transition by varying the free
parameter ρc. Our results indicate that a sharp phase transition is more compatible with
experimental data.

Keywords: neutron stars; hybrid stars; QCD phase diagram; quark matter.
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CAPÍTULO 1
Introdução

1.1 Diagrama de Fases da QCD

Atualmente, acreditamos que os fenômenos da Natureza podem ser descritos através de
quatros forças fundamentais: a força gravitacional, a eletromagnética, a força forte e a
força fraca. Neste trabalho, iremos buscar uma maior compreensão da força forte. No
nível mais fundamental, esta força é sentida pelos quarks e glúons, que são as únicas
partículas a possuírem a carga da força forte, denominada por carga de cor. A Cromodi-
nâmica Quântica (QCD - em inglês, Quantum Chromodynamics) é a teoria que descreve a
interação forte no nível mais fundamental. Apesar da lagrangiana da QCD ser conhecida
e ser simples, ainda não é possível obter uma descrição completa da matéria em todo o
diagram de fase. A compreensão deste diagrama é hoje um dos grandes desafios para a
QCD (ver figura 1.1).

Uma região muito estudada do diagrama de fases da QCD é a região de alta tempe-
ratura e baixo potencial químico. Estas condições são reproduzidas experimentalmente
através dos aceleradores de partículas, onde já observamos [2] que a matéria hadrônica se
transforma no plasma de quarks e glúons (QGP - em inglês, Quark Gluon Plasma). Este
processo de desconfinamento dos quarks pode ocorrer também na região de baixa tempe-
ratura e alto potencial químico. Neste caso, dizemos que a matéria hadrônica se converte
no que chamamos de QGP frio ou matéria de quarks. Neste trabalho, vamos estudar esta
região do diagrama de fases da QCD.

Quando a temperatura é nula, a região de baixa densidade bariônica é bem conhecida.
Nessas condições, podemos descrever o comportamento da matéria através da teoria de
campo efetiva quiral [3] (cEFT - em inglês, chiral effective field theory). Já na região de
alta densidade (ρB & 40ρ0 [4], onde ρ0 = 0.16 fm−3 é a densidade de saturação nuclear),
é possível obter o comportamento da matéria através dos cálculos da teoria da QCD per-
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Capítulo 1. Introdução

Figura 1.1: Diagrama de fase da QCD em função da temperatura e do potencial químico.
Imagem retirada de [1].

turbativa [5, 6] (pQCD - em inglês, perturbative QCD). Entretanto, entre as regiões de
alta e baixa densidade, não há, atualmente, aproximações possíveis que nos permitam
obter resultados a partir da QCD. Desta forma, temos uma região desconhecida, como
mostrado na figura 1.2. Para obter uma boa compreensão desta região, usamos modelos
que reproduzem as características esperadas da matéria. Com estes modelos, podemos
obter as equações de estado (EoS - em inglês, equation of state) e, comparando com da-
dos experimentais, podemos concluir se eles fornecem uma boa descrição do QGP frio.
As condições de baixa temperatura e alto potencial químico são de difícil reprodução em
laboratórios. Por outro lado, existe um corpo celeste que naturalmente reproduz estas
condições desejadas. Este corpo é o que chamamos de estrela de nêutrons. Na última
década, ocorreu um grande avanço na determinação das propriedades das estrelas de nêu-
trons, principalmente após ser possível a detecção de ondas gravitacionais. Desta forma,
o rápido desenvolvimento experimental nos dá uma ótima motivação para o estudo das
estrelas de nêutrons e do QGP frio.

1.2 Estrelas de Nêutrons

As estrelas se mantém estáveis através do equilíbrio entre a força gravitacional e a pressão
gerada pela fusão de átomos [8]. Entretanto, em um dado momento, esse combustível irá
acabar, de forma que a estrela se colapsará [1]. Ao final desse processo, essa estrela se
transformará em uma anã branca, caso Minicial . 8M�, em uma estrela de nêutrons, caso
Minicial . 25M�, ou em um buraco negro, casoMinicial & 25M� [7] (ver figura 1.3). Neste

2



Natureza da transição de fase quark-hádron e consequências para a estrutura estelar

pQCD

cEFT

?

100 500 1000 5000 10
4

0.1

1

10

100

1000

10
4

ϵQCD (MeV/fm3)

P
Q
C
D
(M

e
V
/f
m

3
)

Figura 1.2: Equação de estado da QCD em temperatura nula. À esquerda, temos os
resultados obtidos através da teoria efetiva quiral (cEFT) [3], e à direita, os resultados
obtidos pela teoria de perturbação (pQCD) [7].

trabalho, vamos estudar estrelas de nêutrons. Neste caso, sem a pressão gerada pela fusão
do hidrogênio, a quantidade que equilibra a força gravitacional é a pressão gerada pelo
princípio de Pauli. Como consequência, estrelas de nêutrons se tornam objetos relativa-
mente frios e que possuem uma densidade muito alta, reproduzindo as características da
região desconhecida do diagrama de fases de QCD para alta densidade bariônica e baixa
temperatura.

Figura 1.3: Representação da evolução estelar. Imagem retirada de [1].

Tendo agora esse conhecimento, podemos nos perguntar como efetuamos, na prática,
a conexão entre um modelo do QGP frio e as estrelas de nêutrons. A ideia geral é que,
primeiramente, supomos que as estrelas de nêutrons são esféricas, estáticas e constituídas
de um fluido ideal e isotrópico. A partir destas hipóteses, podemos resolver as equações
de Einstein e obter o que chamamos de equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

3
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[9, 10], dadas por

dP

dr
= −Gε(r)M(r)

r2

[
1 +

P (r)

ε(r)

] [
1 +

4πr3P (r)

M(r)

] [
1− 2GM(r)

r

]−1

, (1.2.1)

dM

dr
= 4πr2ε(r). (1.2.2)

onde P (r), ε(r), M(r) e r são a pressão, a densidade de energia, a massa e o raio, respec-
tivamente. Desta forma, a estrutura macroscópica das estrelas de nêutrons é obtida por
este sistema de equações diferenciais. Podemos ver que este sistema depende de três fun-
ções, porém, ele nos fornece apenas duas equações diferenciais. Com isso, para resolver
estas equações, é necessário fornecer mais informação, como por exemplo, uma equação
que relacione a pressão com a densidade de energia. Essa relação pode ser obtida através
de um modelo que descreve o QGP frio. Assim, a conexão entre a estrutura microscópica
com a estrutura macroscópica é feita. Em resumo: partindo de um modelo, obtermos as
equações de estado da matéria, nos permitindo resolver as equações de TOV. A resolução
destas equações nos fornece características das estrelas de nêutrons, que podemos compa-
rar com os dados experimentais. Desta forma, por eliminação, conseguimos selecionar os
modelos que produzem uma boa descrição da matéria nas condições de baixa temperatura
e alta densidade e nos aproximar de um melhor entendimento tanto sobre a força forte,
quanto sobre as estrelas de nêutrons.

Até aqui, consideramos que as estrelas de nêutrons são constituídas inteiramente por
matéria de quarks. Neste caso, elas são chamadas de estrelas de quarks [11, 12, 13, 14,
15]. Entretanto, não há um consenso em relação a fase em que a matéria se apresenta no
interior das estrelas de nêutrons. Poderia ocorrer que as estrelas de nêutrons não apre-
sentassem densidade suficiente para desconfinar a matéria. Nesta situação, elas seriam
formadas inteiramente por matéria na fase hadrônica e seriam chamadas de estrelas de
hádrons [3, 16]. Uma outra possibilidade é o que chamamos de estrelas híbridas [17, 18,
19, 20, 21]. As estrelas híbridas seriam constituídas de matéria de quarks em seu interior
(onde há uma densidade maior da matéria) e estariam envolvidas por uma camada de ma-
téria hadrônica (densidade menor). Podemos ver diferentes formas de modelar estrelas de
nêutrons na figura 1.4.

Conforme comentamos anteriormente, é através de dados observacionais que pode-
mos verificar se o modelo utilizado faz uma boa descrição ou não da matéria fria e densa.
Na última década, houve grandes avanços experimentais em relação à detecção das estre-
las de nêutrons. Quanto maior a quantidade de dados observacionais que tivermos, maior
será a quantidade de condições que os modelos utilizados devem satisfazer. Com isso,
os modelos irão sendo selecionados, e a precisão da descrição da matéria aumentando.
Atualmente, as condições que os modelos das estrelas de nêutrons devem satisfazer são
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Figura 1.4: Representação de possíveis modelos para o interior de uma estrela de nêu-
trons. Imagem retirada de [22].

[4]:

- Massa máxima deve ser maior do que 2M�.

Na última década, as medidas feitas com a técnica conhecida como Shapiro delay revela-
ram vários pulsares com massa próxima ou superior a 2M�. Em 2010, foi constatado que
a massa do pulsar J1614-2230 era de M = 1.97+0.04

−0.04M� [23]; porém, em 2018, uma atu-
alização destes dados resultou em uma massa de M = 1.908+0.016

−0.016M� [24]. Em 2013, foi
obtida a massa do pulsar J0348+0432, sendo ela de M = 2.01+0.04

−0.04M� [25]. Em 2019, a
medida do pulsar J0740+6620 resultou emM = 2.14+0.10

−0.09M� (68.3% de nível de credibi-
lidade) [26]. A mais recente medida de um pulsar com massa próxima de 2M�, realizada
pela colaboração NICER em 2021, levou à conclusão de que o pulsar J0740+6620 tem
massa M = 2.072+0.067

−0.066 M� e raio R = 12.39+1.30
−0.98 km [27]. Esta medida simultânea da

massa e do raio, define um ponto de referência no diagrama massa-raio (ponto 4 da figura
1.5).

Por outro lado, existe a possibilidade deste valor de massa máxima aumentar. LIGO
e Virgo, em 2020, detectaram ondas gravitacionais GW190814 geradas pelo sistema bi-
nário formado por um buraco negro e um objeto compacto. A medida indica que a massa
deste último é de 2.5 − 2.67M� [28]. Entretanto, não é consenso se o objeto mais leve
é uma estrela de nêutrons ou um buraco negro muito leve [29, 30]. O valor mínimo da
massa máxima da possível estrela de nêutrons é destacado nos diagramas de massa-raio
deste trabalho, como indicado pela figura 1.5.

- Raio de uma estrela com M = 1.4M� deve ser de aproximadamente 13 km.

Esta condição vem das medidas obtidas do pulsar J0030+0451. Os valores obtidos pelo
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NICER em 2019 foram de M = 1.44+0.15
−0.14M� com R = 13.02+1.24

−1.06 km [31], M =

1.34+0.15
−0.16M� com R = 12.71+1.14

−1.19 km [32] e R1.4M� > 10.4 km [33]. Estes dados são
destacados nos gráficos deste trabalho, sendo eles os pontos 3, 2 e 1 da figura 1.5, respec-
tivamente.

- Deformabilidade de maré de uma estrela com M = 1.4M� deve ser < 580.

Em 2017, o experimento LIGO e Virgo detectou as ondas gravitacionais GW170817 do
sistema binário de duas estrelas de nêutrons. O valor obtido da detecção foi de massas de
≈ 1.4M� com um valor de deformabilidade de maré de 70 ≤ Λ1.4M� ≤ 580, em um nível
de credibilidade de 90% [34, 35]. Desta forma, esse dado experimental restrige os mode-
los teóricos a partir da deformabilidade de maré. Com isso, em todos os modelos testados
neste trabalho, iremos calcular o valor de Λ1.4M� e compará-lo com o valor experimental
obtido pelo LIGO e Virgo.

GW190814

1
2

3

4

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
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M
(M

s
u
n
)

Figura 1.5: Dados experimentais do diagrama massa-raio.

ponto 1: PSR J0030+0451→ R1.4M� > 10.4 km [33]
ponto 2: PSR J0030+0451→M = 1.34+0.15

−0.16 M�, R = 12.71+1.14
−1.19 km [32]

ponto 3: PSR J0030+0451→M = 1.44+0.15
−0.14 M�, R = 13.02+1.24

−1.06 km [31]
ponto 4: PSR J0740+6620→M = 2.072+0.067

−0.066 M�, R = 12.39+1.30
−0.98 km [27]

1.3 Objetivos deste Trabalho

Em vista dos rápidos avanços observacionais, vamos inicialmente verificar se a MFTQCD
(em inglês, Mean-Field Theory Quantum ChromoDynamics) [36] é capaz de descrever os
novos dados experimentais. Para isso, vamos considerar uma estrela de quarks consti-
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tuída de matéria descrita por esse modelo e obter os gráficos da relação massa-raio e da
deformabilidade de maré em função da massa. Em seguida vamos compará-los com os
dados observacionais e verificar se a MFTQCD satisfaz as novas restrições impostas pelas
observações. Esta primeira parte do trabalho resultou no artigo publicado em [11]. Em
seguida, nos dedicamos ao estudo de estrelas híbridas.

Quando estudamos a termodinâmica da QCD a temperatura finita e potencial químico
zero (densidade bariônica nula), podemos obter resultados rigorosos usando o formalismo
e a técnica da QCD na rede (“Lattice QCD” ou LQCD). Com LQCD, é possível fazer uma
descrição unificada das duas fases da teoria, desconfinada (QGP) e confinada (gás de ha-
drons), e da transição entre elas. Após décadas de estudos e refinamentos da LQCD, foi
possível determinar com boa precisão a temperatura de transição de fase e sua natureza
de “cross-over”, ou seja, uma mudança de fase bastante suave. É importante ressaltar que
este mesmo tipo de cálculo com QCD na rede não pode ser feito no caso de temperatura
zero e potencial químico grande, que são as características das estrelas de nêutrons. Dessa
forma, se existirem estrelas híbridas, as duas fases em seu interior (e a mudança de fase)
não podem ser descritas pela mesma teoria. Assim, temos que recorrer a modelos. Em
geral, o que é feito é juntar um modelo hadrônico com interações realistas (e que descre-
vem bem a matéria hadrônica a baixas densidades) com um modelo de matéria de quarks
com o limite assintótico correto em altas densidades.

Na segunda parte deste trabalho, vamos verificar se é possível extrair dos dados expe-
rimentais mais recentes alguma informação sobre a natureza da transição de fase quark-
hadron, supondo que as estrelas de nêutrons sejam estrelas híbridas. Para isto, vamos
usar um conjunto de equações de estado realistas para cada uma das fases, conectando as
equações de estado de cada fase com um parâmetro livre que determina a intensidade da
transição e que pode ser determinado através da análise dos dados.

Como ponto de partida para guiar a intuição, escolhemos o modelo de sacola do MIT
para a fase de quarks e o modelo de gás de Fermi para a fase de hádrons. O próximo passo
será usar modelos mais realistas. Usamos a MFTQCD para a fase de quarks e o modelo
que denominamos por HLPS [3] para a fase de hádrons. Neste trabalho, vamos dar uma
atenção especial à forma como ocorre essa transição (se ela é uma transição mais abrupta,
ou mais suave). Para isso, nos inspiramos nas equações de estado propostas em [37, 38],
que nos permitem controlar a natureza da transição a partir da escolha de um parâmetro
(ρc). Analisando os gráficos de massa-raio e da deformabilidade de maré, identificamos os
efeitos que a natureza desta transição de fase exerce sobre a estrela de nêutrons. Por fim,
colocamos à prova o modelo de estrela híbrida verificando se ele reproduz as informações
observacionais conhecidas até agora.
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Organização da Dissertação

Essa dissertação está organizada da seguinte forma: no capítulo 2, fazemos uma revi-
são sobre a estrutura macroscópica das estrelas de nêutrons. Discutimos as equações de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) e a deformabilidade de maré. No capítulo 3, estu-
damos modelos que descrevem a matéria na fase de quarks, sendo eles o modelo de sacola
do MIT e a MFTQCD. Para os dois modelos, resolvemos as equações de TOV e, obtendo
o diagrama massa-raio e a deformabilidade de maré, comparamos os resultados com os
dados experimentais. No capítulo 4, repetimos o mesmo procedimento do capítulo ante-
rior para modelos que descrevem a matéria na fase de hádrons. Os modelos discutidos
foram o modelo de gás de Fermi e o modelo que chamamos de HLPS, retirado de [3]. No
capítulo 5, estudamos a equação de estado composta [37, 38] que nos permite determinar
a intensidade da transição de fase a partir do valor de um parâmetro livre. Em seguida,
aplicamos essa equação de estado composta usando a EoS da fase de quarks do modelo
de sacola do MIT e a EoS da fase de hádrons dada pelo modelo de gás de Fermi. Por fim,
repetimos o mesmo processo substituindo a EoS do MIT pela da MFTQCD e a EoS do
gás de Fermi pela do modelo de HLPS. No capítulo 6, se encontram as conclusões deste
trabalho.

Notação

Neste trabalho, usamos as unidades naturais definidas como c = ~ = kB = 1, e a métrica
do espaço-tempo plano sendo gµν = diag(+1,−1,−1,−1).
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CAPÍTULO 2
Propriedade das Estrelas de

Nêutrons

2.1 Equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

As equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) são equações que descrevem a va-
riação da pressão e da massa em função do raio de uma estrela. Sob a hipótese dessa
estrela ser esférica, estática, e constituída de um fluido ideal e isotrópico, é possível obter
as equações de TOV a partir da equação de Einstein1. Elas são:

dP

dr
= −Gε(r)M(r)

r2

[
1 +

P (r)

ε(r)

] [
1 +

4πr3P (r)

M(r)

] [
1− 2GM(r)

r

]−1

, (2.1.1)

onde
dM

dr
= 4πr2ε(r). (2.1.2)

As equações de TOV são deduzidas usando apenas argumentos relacionados à estru-
tura macroscópica da matéria e são a base para o cálculo das propriedades das estrelas de
nêutrons, como a relação massa-raio e a sua deformabilidade de maré. Os resultados dos
cálculos podem ser comparados com valores observacionais. Notemos que as equações
de TOV são duas equações diferenciais que dependem de três funções (P (r), ε(r),M(r));
ou seja, para resolver esse sistema, precisamos de mais uma equação que relacione essas
funções. Para isso, é necessário ter um conhecimento externo à estrutura macroscópica da
estrela. A partir de modelos que descrevem a composição microscópica, podemos obter
uma equação de estado (ε = ε(P )). Substituindo nas equações de TOV, passamos a ter
duas equações diferenciais com duas funções (P (r), M(r)). Assim é possível resolver
este sistema e obter as características de uma estrela formada por um fluido descrito a
partir da equação de estado utilizada.

1Uma dedução destas equações é apresentada no apêndice A.
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Com as equações de TOV e a equação de estado, a solução deste sistema de equa-
ções pode ser obtida numericamente. Para encontrar esta solução numérica, é necessário
também saber as condições de contorno. Assim, escolhemos os valores que esperamos
encontrar no ponto central da estrela, que são

r0 = 0.001 km, M(r0) = 0, P (r0) = Pc. (2.1.3)

Para entendermos esses valores, começamos com o r0. No referencial em que a origem
das coordenadas se encontra no centro da estrela, o valor do raio em seu centro deve
ser nulo; porém, não é possível realizar o cálculo tomando o valor de r0 = 0. Assim,
tomamos um valor de r0 suficientemente próximo de zero. M(r0) é o valor da massa da
estrela contida no interior de uma esfera de raio r0. Como r0 é (praticamente) nulo, e
uma esfera de raio nulo é um ponto, esperamos que M(r0) = 0. P (r0) é a pressão no
centro da estrela. Aqui a pressão é máxima. Como podemos ver em (2.1.1), o valor da
pressão diminui conforme aumentamos r. O valor de Pc é desconhecido e diferente para
cada estrela. Assim, resolvemos a TOV diversas vezes, cada vez com um valor diferente
de Pc. Resolvendo a TOV com um único valor de Pc, obtemos, para a estrela descrita
pela equação de estado utilizada e com a pressão central de valor Pc, o seu valor de massa
e raio. Dessa forma, realizando esse processo repetidas vezes com diferentes valores de
Pc, ao final obtemos uma tabela relacionando os valores de massa e raio possíveis. A
partir dela, podemos fazer o gráfico de massa em função do raio, e compará-lo com os
pontos observacionais conhecidos. Como um exemplo, temos o gráfico da figura 2.1,
que é o mesmo presente na figura 3.4 para B = 57.5 MeV/fm3; porém, com os pontos
não conectados. Em cada ponto, utilizamos uma pressão central diferente, sendo que em
quatro deles, explicitamos o valor de Pc na figura.

Pc = 309.60 MeV/fm
3

Pc = 61.77 MeV/fm
3

Pc = 19.53 MeV/fm
3

Pc = 4.37 MeV/fm
3

0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

R (km)

M
(M

s
u
n
)

Figura 2.1: Pressão central utilizada em quatro pontos do diagrama de massa-raio.
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A resolução numérica das equações de TOV ocorre da seguinte forma: a partir das
condições de contorno (M(r0) = 0 e P (r0) = Pc), é possível obter os valores de pressão
(P (r1)) e de massa (M(r1)) no raio de valor

r1 = r0 + δr,

onde fixamos o valor de δr = 0.001 km em todo o processo. Da mesma forma que
conseguimos obter os valores de P (r1) e M(r1) a partir de P (r0) = Pc e M(r0) = 0,
obtemos os valores de P (r2) e M(r2) a partir de P (r1) e M(r1), onde r2 = r1 + δr. Este
procedimento continua até atingirmos a superfície da estrela, que é determinada quando
chegamos em um valor de raio rN tal que a pressão neste raio é2

Psup = P (rN) = 0.

Desta forma, os valores de massa e raio total da estrela são

M = M(rN), R = rN .

Uma explicação mais detalhada da resolução numérica das equações de TOV encontra-se
no apêndice B, onde demonstramos o procedimento realizado para as equações de estado
aqui utilizadas.

2.2 Deformabilidade de Maré

Um sistema binário de corpos compactos inevitavelmente perde energia através de ondas
gravitacionais. Por outro lado, um corpo gera deformações no outro, e essas deformações
alteram as ondas gravitacionais. Sendo assim, essas ondas nos trazem informações sobre
o quanto um corpo deste sistema binário sofre deformação gerada pelo segundo corpo. A
quantidade que pode ser medida experimentalmente através da detecção de ondas gravi-
tacionais é a deformabilidade de maré, dada por

Λ =
2

3
k2(GC)−5, (2.2.1)

onde C = M/R é a compacidade da estrela (massa sobre raio total) e k2 é o número de
deformabilidade de Love, que nos fornece uma medida da dificuldade de deformação de
uma estrela diante de um campo de maré externo. Esse valor é dado pela equação

k2 =
8C5

5
(1− 2C)2 [2 + 2C (y − 1)− y] {2C [6− 3y + 3C (5y − 8)]

+ 4C3
[
13− 11y + C (3y − 2) + 2C2 (1 + y)

]
+3 (1− 2C)2 [2− y + 2C (y − 1)] ln (1− 2C)

}−1
, (2.2.2)

2Para o caso das estrelas híbridas deste trabalho, definimos a superfície da estrela no ponto em que a
densidade bariônica atinge o valor zero. Este fato é melhor explicado no apêndice B.
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sendo
y =

Rβ(R)

H(R)
− 4πR3εsup

M
, β(r) =

dH(r)

dr
. (2.2.3)

Uma dedução dessas equações é feita no apêndice C. O segundo termo de y é uma
correção devido ao fato de que, no nosso modelo, a densidade de energia superficial
εsup ≡ ε(P = 0) não é nula [39]. A função H(r) está relacionada com a perturbação
da métrica causada pelo segundo corpo do sistema binário, e deve satisfazer o sistema de
equações diferenciais abaixo

dH

dr
= β(r) (2.2.4)

dβ

dr
= 2

(
1− 2GM(r)

r

)−1

H(r)

{
−2πG

[
5ε(r) + 9P (r) +

ε(r) + P (r)

dP/dε

]
+

3

r2
+ 2

(
1− 2GM(r)

r

)−1(
GM(r)

r2
+ 4πGrP (r)

)2
}

+
2β(r)

r

(
1− 2GM(r)

r

)−1 [
−1 +

GM(r)

r
+ 2πGr2 (ε(r)− P (r))

]
. (2.2.5)

Uma dedução deste sistema também é feita no apêndice C. Conhecendo as condições de
contorno [40, 41]

H(r0) = r2
0, β(r0) = 2r0, r0 ≈ 0,

podemos resolver numericamente as equações (2.2.4) e (2.2.5). Como essas equações
dependem dos valores de P (r), ε(r) eM(r), a resolução numérica deve ser feita de forma
simultânea com a resolução das equações de TOV. (Uma explicação mais detalhada da
resolução numérica é feita no apêndice B). Uma vez que obtemos os valores de H(R) e
β(R), podemos substituí-los na equação (2.2.3). Em seguida, substituindo o valor de y na
equação (2.2.2), obtemos o valor de k2, e por fim, pela equação (2.2.1), obtemos o valor
de Λ.
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CAPÍTULO 3
Estrelas de Quarks

Como vimos no capítulo 1, uma das formas de modelar estrelas de nêutrons é supor que
elas sejam constituídas inteiramente por matéria de quarks desconfinados. Este é o caso
em que denominamos as estrelas de nêutrons por estrelas de quarks. Neste caso, usamos
modelos da QCD que satisfaçam as propriedades conhecidas da teoria (como a liberdade
assintótica e o confinamento de cor), tal como veremos na seção 3.1. Além disso, para
que uma estrela de nêutrons contenha apenas matéria na fase desconfinada, a hipótese de
Bodmer [42] - Witten [43] - Terazawa [44] deve ser satisfeita. Esta hipótese nos diz que a
matéria estranha (formada pelos quarks up, down e strange desconfinados) é mais estável
do que a matéria nuclear (quarks confinados em hádrons - como prótons e nêutrons). É
importante ressaltar que essa hipótese não contradiz o fato da matéria ser mais abundante
em seu estado nuclear. O que ocorre é que a matéria nuclear seria um meta-estado, cujo
tempo médio de decaimento é de 1060 anos, superando a idade do Univeso, estimada em
13 bilhões de anos [42]. De forma matemática, a hipótese de Bodmer-Witten-Terazawa
se traduz como

ε

ρB

∣∣∣∣
u,d,s

≤ ε

ρB

∣∣∣∣
56Fe

= 934 MeV, (3.0.1)

que implica que a matéria estranha é mais estável do que o isótopo 56Fe (isótopo mais
estável conhecido)1. Além disso, a matéria que compõe as estrelas de quarks também
deve satisfazer o fato da matéria nuclear não decair espontaneamente em quarks up e
down desconfinados (que chamamos de matéria de quarks). Assim, os modelos de quarks
também devem satisfazer a relação

ε

ρB

∣∣∣∣
u,d

≥ ε

ρB

∣∣∣∣
56Fe

= 934 MeV, (3.0.2)

Isto significa que a matéria nuclear é mais estável do que a matéria de quarks.

1ε/ρB |56Fe = (930 + 4) MeV, onde o +4 MeV surge dos efeitos de superfícies do núcleo [45, 46].
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Neste capítulo, estudaremos o modelo de sacola do MIT (seção 3.1) e as equações da
MFTQCD (seção 3.2). Nestas seções, vamos apresentar os modelos e encontrar os valores
dos parâmetros livres para os quais as equações (3.0.1) e (3.0.2) sejam satisfaeitas. Em
seguida, obtemos os resultados das equações da TOV e a deformabilidade de maré. Por
fim, comparamos os resultados com os dados experimentais e verificamos se o modelo
analisado reproduz as informações experimentais disponíveis sobre estrelas de nêutrons.

3.1 Modelo de Sacola do MIT

Da QCD, sabemos que a intensidade das interações é inversamente proporcional à dis-
tância entre as partículas. Assim, quanto mais próximos dois quarks estiverem, menor
será a interação entre eles. Este fato é conhecido como liberdade assintótica [47, 48] e é
um resultado famoso obtido em teoria de perturbação da QCD. Ele implica que os quarks
se comportam aproximadamente como partículas livres no interior dos hádrons, pois a
distância entre eles é suficientemente pequena. A outra característica única da QCD é
a hipótese do confinamento de cor. Ela nos diz que objetos que possuem carga de cor
estarão sempre confinados em estados de carga de cor nula (singletos de cor). Objetos
com carga de cor diferente de zero não podem se propagar como partículas livres [49].
De fato, apesar de termos diversas evidências experimentais da existência dos quarks, eles
nunca foram detectados livremente [49].

O modelo de sacola do MIT é um dos modelos mais simples que temos. Apesar de
sua simplicidade, ele incorpora as duas características da QCD mencionadas acima. Neste
modelo, consideramos que os hádrons são como uma sacola em cujo interior encontram-
se os quarks confinados. Em seu exterior, há apenas o vácuo da QCD, responsável por
exercer uma pressão sobre a sacola (pressão do vácuo, denotada por B). Os quarks, por
sua vez, com seu movimento cinético, geram uma pressão que irá contrabalançar a pressão
do vácuo [1]. Neste modelo, a pressão e a densidade de energia dos quarks deve levar em
consideração, não apenas o seu movimento cinético, mas também a contribuição do vácuo
da QCD. Com isso, as expressões de pressão, densidade de energia e densidade de número
bariônico do modelo de sacola do MIT para o gás de quarks são dadas, respectivamente,
por [8]

Pquarks =
1

6π2

∑
q=u,d,s

gq

∫ ∞
0

dk k3∂Eq
∂k

[f(k, µq) + f(k,−µq)]−B;

εquarks =
1

2π2

∑
q=u,d,s

gq

∫ ∞
0

dk k2Eq [f(k, µq) + f(k,−µq)] +B;
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ρB,quarks =
1

3
× 1

2π2

∑
q=u,d,s

gq

∫ ∞
0

dk k2 [f(k, µq) + f(k,−µq)] ,

onde descrevemos os quarks como um gás de Fermi. Nessas equações, temos que µq é o
potencial químico; Eq é a energia do quark q, que pode ser escrita como

Eq =
√
k2
q +m2

q;

gq = 2spin × 3cor é a degenerescência do quark q; e f é a função distribuição de Fermi

f(k, µq) =
1

exp [(Ek − µq)/T ] + θq
,

onde θq = ±1 (+, para férmions; − para bósons). O termo 1/3 presente na densidade
bariônica é devido ao fato da carga bariônica dos quarks ser 1/3. A contribuição do gás
de glúons é dada por [50]

Pglúons =
gg

6π2

∫ ∞
0

dk k3∂Eg
∂k

f(k, µg);

εglúons =
gg

2π2

∫ ∞
0

dk k2Egf(k, µq).

Usando que gg = 2spin × 8cor e mg = 0 (e portanto, Eg = k e ∂Eg/∂k = 1), obtemos as
seguintes equações

Pglúons =
16

6π2

∫ ∞
0

dk k3 1

exp(k/T )− 1
,

εglúons =
16

2π2

∫ ∞
0

dk k3 1

exp(k/T )− 1
,

cujas integrais podem ser calculadas analiticamente, resultando em

Pglúons =
8π2

45
T 4,

εglúons =
8π2

15
T 4.

Além disso, iremos considerar que há elétrons na fase de quarks da estrela de nêutrons. A
contribuição do gás de elétrons é dada por

Pe =
ge

6π2

∫ ∞
0

dk k3∂Ee
∂k

[f(k, µe) + f(k,−µe)] ;

εe =
ge

2π2

∫ ∞
0

dk k2Ee [f(k, µe) + f(k,−µe)] ,
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onde ge = 2spin. Considerando todas as componentes do gás, a pressão, a densidade de
energia e a densidade bariônica da fase de quarks são dadas por

PQ =
8π2

45
T 4 +

1

6π2

∑
q

gq

∫ ∞
0

dk k3∂Eq
∂k

[f(k, µq) + f(k,−µq)]

+
ge

6π2

∫ ∞
0

dk k3∂Ee
∂k

[f(k, µe) + f(k,−µe)]−B; (3.1.1)

εQ =
8π2

15
T 4 +

1

2π2

∑
q

gq

∫ ∞
0

dk k2Eq [f(k, µq) + f(k,−µq)]

+
ge

2π2

∫ ∞
0

dk k2Ee [f(k, µe) + f(k,−µe)] +B; (3.1.2)

ρB,Q =
1

3

1

2π2

∑
q

gq

∫ ∞
0

dk k2 [f(k, µq) + f(k,−µq)] , (3.1.3)

onde os glúons e os elétrons não contribuem para a densidade bariônica (pois ambos tem
carga bariônica nula).

Como iremos aplicar essas equações de estado em estrelas de nêutrons, que têm tem-
peraturas relativamente baixas, podemos tomar o limite T → 0. Neste limite, a distribui-
ção de Fermi pode ser escrita como

lim
T→0

f(k, µq) = Θ(µq − Eq);

lim
T→0

f(k,−µq) = 0,

onde Θ é a função de Heaviside, definida como

Θ(µq − Eq) =

0, µq − Eq < 0,

1, µq − Eq > 0.
(3.1.4)

Com isso, conseguimos calcular as integrais presentes nas equações de estado analitica-
mente. Por exemplo, para calcular a pressão gerada pelo quark up, teremos

Pu =
1

6π2
gu

∫ ∞
0

dk k3∂Eu
∂k

[f(k, µu) + f(k,−µu)]

=
1

6π2
6

∫ ∞
0

dk k3 ∂

∂k

(√
k2
u +m2

u

)
[Θ(µu − Eu) + 0]

=
1

π2

∫ ∞
0

dku
k4
u√

k2
u +m2

u

Θ(µu − Eu).

Pela definição da função de Heaviside, apenas os integrandos da função acima que satis-
fazem

µu >
√
k2
u +m2

u ⇒ ku <
√
µ2
u −m2

u,

16
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são diferentes de zero. Assim, a pressão dos quarks up pode ser escrita como

Pu =
1

π2

∫ kF,u

0

dku
k4
u√

k2
u +m2

u

, (3.1.5)

onde kF,u =
√
µ2
F,u −m2

u e µF,u = Eu, conhecidos como o momento de Fermi e po-
tencial químico de Fermi do quark up, respectivamente. Podemos resolver essa integral
analiticamente e obter

Pu =
1

4π2

[
µF,ukF,u

(
µ2
F,u −

5

2
m2
u

)
+

3

2
m4
q ln

(
µF,u + kF,u

mu

)]
.

Analogamente para os demais termos e demais equações, podemos obter que

PQ =
1

4π2

∑
q=u,d,s

[
µF,qkF,q

(
µ2
F,q −

5

2
m2
q

)
+

3

2
m4
q ln

(
µF,q + kF,q

mq

)]
+

1

12π2

[
µF,ekF,e

(
µ2
F,e −

5

2
m2
e

)
+

3

2
m4
e ln

(
µF,e + kF,e

me

)]
−B; (3.1.6)

εQ =
3

4π2

∑
q=u,d,s

[
µF,qkF,q

(
µ2
F,q −

1

2
m2
q

)
− 1

2
m4
q ln

(
µF,q + kF,q

mq

)]
+

1

4π2

[
µF,ekF,e

(
µ2
F,e −

1

2
m2
e

)
− 1

2
m4
e ln

(
µF,e + kF,e

me

)]
+B; (3.1.7)

ρB =
1

3π2

∑
q=u,d,s

k3
F,q, (3.1.8)

sendo µF,q e µF,e o potencial químico de Fermi dos quarks e elétrons, dado por

µF,q =
√
k2
F,q +m2

q, µF,e =
√
k2
F,e +m2

e, (3.1.9)

e kF,q e kF,e os momentos de Fermi.

Para calcular a pressão e a densidade de energia para um dado valor de densidade
bariônica, precisamos antes encontrar os valores dos momentos de Fermi. Temos quatro
momentos de Fermi, e apenas uma equação que os relaciona com a densidade bariônica
(equação (3.1.8)); ou seja, temos quatro variáveis e apenas uma equação. Precisamos de
mais três equações para encontrar os valores de kF,q e kF,e para um dado valor de ρB.
Uma delas é a condição de neutralidade elétrica, dada por

∑
q

qq
k3
F,q

π2
−
k3
F,e

3π2
= 0, (3.1.10)

onde qq é o valor da carga elétrica do quark q, fornecido na tabela 3.1. Além disso,
podemos também considerar as possíveis transformações entre os quarks e o elétron que
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Partícula Massa Carga Elétrica

u 5 MeV +2/3
d 7 MeV −1/3
s 100 MeV −1/3

e− 0.5 MeV −1

Tabela 3.1: Massa e carga elétrica das partículas presentes na fase de quarks.

satisfazem a conservação da carga bariônica e elétrica

d→ u+ e+ ν̄e, s→ u+ e+ ν̄e

u+ e→ d+ νe, u+ e→ s+ νe,

s+ u↔ d+ u.

Com essas transformações, usamos a equação∑
i

Xiµi = 0, (3.1.11)

onde Xi é o coeficiente da partícula i (por exemplo, para a reação d → u + e, teremos
Xd = −Xu = −Xe = 1). Dessa forma, obtemos as relações

µF,d = µF,u + µF,e, (3.1.12)

µF,s = µF,d, (3.1.13)

e com isso, obtemos as relações entre os momentos de Fermi. Vemos que, para um dado
valor de densidade bariônica ρB, conseguimos resolver numericamente o sistema formado
pelas equações (3.1.8), (3.1.10), (3.1.12) e (3.1.13), reescritas, respectivamente, abaixo

ρB = 1
3π2

(
k3
F,u + k3

F,d + k3
F,s

)
,

0 = 2k3
F,u − k3

F,d − k3
F,s − k3

F,e,√
k2
F,d +m2

d =
√
k2
F,u +m2

u +
√
k2
F,e +m2

e,

k2
F,d +m2

d = k2
F,s +m2

s.

(3.1.14)

Uma vez que encontramos os valores dos momentos de Fermi para um dado valor de ρB,
é fácil obter os seus respectivos potenciais químicos de Fermi através da equação (3.1.9).
Em seguida, podemos substituir estes valores encontrados nas equações (3.1.6) e (3.1.7)
para obter os valores de pressão e energia para o dado valor de densidade bariônica. Re-
petindo esse procedimento para vários valores fixos de ρB, podemos construir os gráficos
apresentados nas figuras 3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: Pressão (à esquerda) e densidade de energia (à direita) em função da densidade
bariônica do modelo de sacola do MIT.
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Figura 3.2: Pressão em função da densidade de energia do modelo de sacola do MIT.

Numa estrela de quarks, a hipótese de Bodmer-Witten-Terazawa deve ser satisfeita.
Vamos verificar como isto acontece. Para um dado valor de B, resolvemos numerica-
mente o sistema de equações (3.1.14) juntamente com a equação (3.1.6) de forma que os
momentos de Fermi resultem em uma pressão nula (pressão na superfície da sacola). Uma
vez que encontramos os valores dos momentos de Fermi, podemos calcular a densidade
bariônica e a densidade de energia. Assim, é possível encontrar o valor de ε/ρB|q=u,d,s.
Em seguida, repetimos o mesmo procedimento, porém desconsiderando o quark strange.
Resolvemos numericamente o sistema de equações

ρB = 1
3π2

(
k3
F,u + k3

F,d

)
,

0 = 2k3
F,u − k3

F,d − k3
F,e,√

k2
F,d +m2

d =
√
k2
F,u +m2

u +
√
k2
F,e +m2

e,

juntamente com a equação (3.1.6) (porém, sem a contribuição do quark strange) de forma
que a pressão seja nula. Encontrando os valores dos momentos de Fermi, calculamos
a densidade bariônica e a densidade de energia, e por fim, dividimos este último pelo
anterior, obtendo o valor de ε/ρB|q=u,d. Repetindo esse procedimento para diferentes
valores de B, podemos fazer o gráfico apresentado na figura 3.3. Com isso, podemos ver
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Bmín

Bmáx
56Fe

matéria de quark

matéria estranha

40 50 60 70 80 90
750

800

850

900

950

1000

1050

B (MeV/fm3)

ϵ
/ρ

B
(M

e
V
)

Figura 3.3: Valores de ε/ρB em função de B para a matéria de quark (em vermelho) e
para a matéria estranha (em azul). Em cinza, temos ε/ρB|56Fe = 934 MeV.

que a condição
ε

ρB

∣∣∣∣
q=u,d

≥ ε

ρB

∣∣∣∣
56Fe

= 934 MeV,

implica em um valor mínimo de B: Bmín = 57.5 MeV/fm3. A condição

ε

ρB

∣∣∣∣
q=u,d,s

≤ ε

ρB

∣∣∣∣
56Fe

= 934 MeV,

implica em um valor máximo de B: Bmáx = 84.4 MeV/fm3. Juntando estes limites, B
deve ser tal que

57.5 MeV/fm3 < B < 84.4 MeV/fm3.

Conhecendo os possíveis valores de B, escolhemos os valores

B = 57.5, 70.9, 84.4 MeV/fm3

e obtemos as suas respectivas equações de estado (figuras 3.1 e 3.2). Em seguida, resol-
vemos as equações de TOV juntamente com as quantidades necessárias para se obter a
deformabilidade de maré e encontramos os gráficos apresentados na figura 3.4.

Apesar dos valores de deformabilidade de maré estarem de acordo com o dado ex-
perimental (figura 3.4, à direita), vemos que o mesmo não acontece para o diagrama de
massa-raio (figura 3.4, à esquerda), já que obtemos curvas com massa e raio muito peque-
nos em relação aos dados experimentais. Entretanto, apesar do modelo de sacola do MIT
não ser um bom modelo para o QGP frio, ele é um ótimo modelo de estudo. Como a única
variável livre é a constante de sacola (B), vemos que um aumento na pressão (originado
pela diminuição do valor de B) resulta em uma curva de massa-raio com valores maiores
de massa e raio, além de aumentar também o valor da deformabilidade de maré. Desta
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Figura 3.4: Relação massa-raio à esquerda e deformabilidade de maré à direita para uma
estrela de quarks cujos constituintes são descritos pelo modelo de sacola do MIT.

forma, concluímos que, para termos resultados mais próximos dos dados experimentais,
é necessário um modelo que tenha uma pressão maior do que a gerada pelo modelo de
sacola do MIT, como veremos na próxima seção.

3.2 QCD em Campo Médio (MFTQCD)

3.2.1 Lagrangiana da MFTQCD

A lagrangiana da QCD é dada por

LQCD = −1

4
F a
µνF

aµν +

Nf∑
q=1

ψ̄qi
[
iγµ(δij∂µ − igT aijGa

µ)− δijmq

]
ψqj , (3.2.1)

sendo q o sabor dos quarks (q = 1, 2, 3, referente aos quarks up, down e strange); i e j, os
índices de cor do quark (i, j = 1, 2, 3, referentes às cores red, green e blue); a, o índice de
cor do glúon (a = 1, . . . , 8); g, a constante de acoplamento do SU(3); Ta = λa/2, com
λa sendo os geradores do grupo SU(3), escritas explicitamente no apêndice D; e

F aµν = ∂µGaν − ∂νGaµ + gfabcGbµGcν , (3.2.2)

onde Ga
µ é o campo dos glúons, ψ é o campo dos quarks e fabc são as constantes de

estrutura do grupo SU(3).

O campo dos glúons no espaço de momentos pode ser escrito como uma soma [36,
12, 51, 52]:

G̃aµ(k) = Ãaµ(k) + α̃aµ(k), (3.2.3)

onde Ãaµ é a componente de baixo momento (soft) do campo dos gluons e α̃aµ é a compo-
nente de alto momento (hard) do campo dos gluons. Neste ponto seria necessário definir
um momento de corte, que separa os dois regimes. Ele poderia ser k0 ' 1 − 2 GeV. Ou
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poderia ser a escala ΛQCD ' 200 MeV. Mas, para o que vamos fazer a seguir, basta dizer
que baixo momento significa momento próximo de zero.

A seguir, substituimos a equação (3.2.3) na equação (3.2.2), obtendo

F aµν = ∂µ(Aaν + αaν)− ∂ν(Aaµ + αaµ) + gfabc(Abµ + αbµ)(Acν + αcν). (3.2.4)

que será usada mais adiante. Feita a decomposição do campo de glúons, vamos fazer uma
aproximação para os soft glúons e, em seguida, outra para os hard glúons.

3.2.2 Aproximação para os Soft Glúons

O campo Aaµ(x) (no espaço das configurações) pode ser escrito como a transformada de
Fourier do campo Ãaµ(k) (no espaço dos momentos):

Aaµ(x) ∝
∫
d4k eik·xÃaµ(k). (3.2.5)

Aplicando a derivada ∂ν em ambos os lados da equação, encontramos

∂νAaµ(x) ∝
∫
d4k ikνeik·xÃaµ(k). (3.2.6)

Os momentos de Aaµ são pequenos e podemos fazer a aproximação kν ≈ 0. Como
consequência, obtemos ∂νAaµ(x) = 0. Usando essa aproximação, a equação (3.2.4) pode
ser escrita como

F aµν = ∂µαaν − ∂ναaµ + gfabc(AbµAcν + Abµαcν + αbµAcν + αbµαcν).

Definindo os termos independentes de Aaµ como

Γaµν = ∂µαaν − ∂ναaν + gfabcαbµαcν , (3.2.7)

a equação acima se transforma em

F aµν = Γaµν + gfabcAbµAcν + gfabcAbµαcν + gfabcαbµAcν .

Vamos agora substituir F aµν na equação (3.2.1). Primeiro observamos que

F a
µνF

aµν =
[
Γaµν + gfabc(AbµA

c
ν + Abµα

c
ν + αbµA

c
ν)
]
×[

Γaµν + gfade(AdµAeν + Adµαeν + αdµAeν)
]

= ΓaµνΓ
aµν + 2gfabcΓaµν(A

b
µA

c
ν + Abµα

c
ν + αbµA

c
ν)

+ g2fabcfade(AbµA
c
ν + Abµα

c
ν + αbµA

c
ν)(A

dµAeν + Adµαeν + αdµAeν).
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Substituindo este resultado na equação (3.2.1), encontramos

LQCD = −1

4
ΓaµνΓ

aµν − g

2
fabcΓaµν(A

b
µA

c
ν + Abµα

c
ν + αbµA

c
ν)

− g2

4
fabcfade(AbµA

c
ν + Abµα

c
ν + αbµA

c
ν)(A

dµAeν + Adµαeν + αdµAeν)

+

Nf∑
q=1

ψ̄qi
{
iγµ
[
δij∂µ − igT aij(Aaµ + αaµ)

]
− δijmq

}
ψqj .

Agora vamos aproximar o campo dos soft gluons pelo seu valor esperado no vácuo:

Aaµ → 〈Aaµ〉 ,

AaµAbν →
〈
AaµAbν

〉
,

AaµAbνAcρ →
〈
AaµAbνAcρ

〉
,

AaµAbνAcρAdη →
〈
AaµAbνAcρAdη

〉
.

Como não há uma direção privilegiada nem no espaço das configurações e nem no espaço
de cor, as componentes com número ímpar de campos devem se anular:

〈Aaµ〉 = 0,〈
AaµAbνAcρ

〉
= 0.

As componentes com número par de campos sobrevivem e os seus valores esperados no
vácuo podem ser parametrizados em termos de escalas de energia [53, 54]:

〈
AaµAbν

〉
= −δ

ab

8

gµν

4
µ2

0, (3.2.8)〈
AaµA

b
νA

cρAdη
〉

=
φ4

0

(32)(34)

[
gµνg

ρηδabδcd + gρµg
η
νδ

acδbd + gηµg
ρ
νδ
adδbc

]
, (3.2.9)

onde µ0 e φ0 são as escalas de energia que serão determinadas com o auxílio de informa-
ções experimentais. Substituindo estas aproximações na lagrangiana da QCD, encontra-
mos:

LQCD = −1

4
ΓaµνΓ

aµν − g

2
fabcΓaµν

〈
AbµA

c
ν

〉
− g2

4
fabcfade

(〈
AbµA

c
νA

dµAeν
〉

+αeναcν
〈
AbµA

dµ
〉

+ αcνα
dµ
〈
AbµA

eν
〉

+ αbµα
eν
〈
AcνA

dµ
〉

+ αbµα
dµ 〈AcνAeν〉

)
+

Nf∑
q=1

ψ̄qi
{
iγµ
[
δij∂µ − igT aijαaµ

]
− δijmq

}
ψqj , (3.2.10)

23



Capítulo 3. Estrelas de Quarks

onde os termos com potência ímpar de Aµ foram desprezados. Na equação acima, o
segundo termo do lado direito é nulo. De fato:

−g
2
fabcΓaµν

〈
AbµA

c
ν

〉
= −g

2
fabcΓaµνgαµgβν

〈
AbαAcβ

〉
= −g

2
fabcΓaµνgαµgβν

(
δbc

8

gαβ

4
µ2

0

)
= −g

2
fabbΓaµνgµν

(
1

8

)(
1

4

)
µ2

0,

Como fabc é antissimétrico, segue que fabb = 0 e assim:

− g

2
fabcΓaµν

〈
AbµA

c
ν

〉
= 0. (3.2.11)

Os termos da segunda linha de (3.2.10) são do tipo α2 〈A2〉 e vão resultar num termo de
massa para os hard gluons, que é gerada pela interação com os soft gluons. Para deixar
isso mais claro, vamos reescrever estes termos. Vamos defini-los como:

A2 ≡ −
g2

4
fabcfade

(
αeναcν

〈
AbµA

dµ
〉

+αcνα
dµ
〈
AbµA

eν
〉

+ αbµα
eν
〈
AcνA

dµ
〉

+ αbµα
dµ 〈AcνAeν〉

)
,

Substituindo a equação (3.2.8) em A2, obtemos

A2 = −µ
2
0

32

g2

4
fabcfade

(
αeναcνδ

bdδµµ + αcνα
dµδbeδνµ + αbµα

eνδcdδµν + αbµα
dµδceδνν

)
= −µ

2
0

32

g2

4
fabcfade

(
4αeναcνδ

bd + αcµα
dµδbe + αbµα

eµδcd + 4αbµα
dµδce

)
= −µ

2
0

32

g2

4

(
4fabcfabeαeναcν + fabcfadbαcµα

dµ + fabcfaceαbµα
eµ + 4fabcfadcαbµα

dµ
)
.

Usando a seguinte propriedade

facdf bcd = 3δab, (3.2.12)

e o fato das constantes de estrutura de SU(3) serem totalmente antissimétricas, obtemos

A2 = −3
µ2

0

32

g2

4

(
4δceαeναcν − δcdαcµαdµ − δbeαbµαeµ + 4δbdαbµα

dµ
)

= −3
µ2

0

32

g2

4

(
4αcναcν − αcµαcµ − αbµαbµ + 4αbµα

bµ
)
.

E como os índices são mudos, chegamos a:

A2 = −9

4

1

16
g2µ2

0 α
b
µα

bµ. (3.2.13)
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Calculando separadamente o termo proporcional a
〈
AbµA

c
νA

dµAeν
〉

da lagrangiana, obte-
mos

−g
2

4
fabcfade

〈
AbµA

c
νA

dµAeν
〉

= −g
2

4
fabcfade

φ4
0

(32)(34)

[
gµνg

µνδbcδde

+gµµg
ν
νδ

bdδce + gνµg
µ
ν δ

beδcd
]

= −g2 φ4
0

(32)(34)

[
fabbfadd + 4fabcfabc + fabcfacb

]
= −g2 φ4

0

(32)(34)

[
0 + 4fabcfabc − fabcfabc

]
,

onde usamos a equação (3.2.9) e a propriedade de antissimetria das constantes de estru-
tura. Usando a equação (3.2.12), obtemos

− g2

4
fabcfade

〈
AbµA

c
νA

dµAeν
〉

= − 9

4(34)
g2φ4

0. (3.2.14)

Finalmente, substituimos as equações (3.2.13), (3.2.14) e (3.2.11) na equação (3.2.10) e
obtemos

LQCD = −1

4
ΓaµνΓ

aµν − 9

4(34)
g2φ4

0 +
9

64
g2µ2

0 α
b
µα

bµ

+

Nf∑
q=1

ψ̄qi
{
iγµ
[
δij∂µ − igT aijαaµ

]
− δijmq

}
ψqj . (3.2.15)

3.2.3 Aproximação para os hard glúons

Na matéria de quarks (QGP frio) a densidade de quarks é muito alta. Eles são fontes
intensas dos campos de glúons. Vamos supor que o número de ocupação dos estados dos
hard glúons seja suficientemente grande em todos os níveis de energia e ele possa ser
considerado um campo clássico [55, 56]. Matematicamente, essa aproximação consiste
em fazer

αaµ →
〈
αaµ
〉

= αa0δµ0,

sendo αa0 constante. Substituindo essa equação na equação (3.2.7),

Γaµν = ∂µαaν − ∂ναaν + gfabcαbµαcν

= gfabcαb0α
c
0,

onde tomamos ∂µαaν = 0, pois αaν é constante. Substituindo na lagrangiana, obtemos

LQCD = −g
2fabcfade

4
αb0α

c
0α

d
0α

e
0 −

9

4(34)
g2φ4

0 +
9

64
g2µ2

0 α
b
0α

b
0

+

Nf∑
q=1

ψ̄qi
(
iδijγ

µ∂µ + gγ0T aijα
a
0 − δijmq

)
ψqj . (3.2.16)
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Aqui, vemos que o primeiro termo da lagrangiana contém um termo do tipo fabcαb0α
c
0, e

podemos ver que esse termo se anula, já que temos um termo antissimétrico (fabc) vezes
um termo simétrico (αb0α

c
0). Com isso, os termos que sobram da lagrangiana são

LQCD = − 9

4(34)
g2φ4

0 +
9

64
g2µ2

0 α
b
0α

b
0

+

Nf∑
q=1

ψ̄qi
(
iδijγ

µ∂µ + gγ0T aijα
a
0 − δijmq

)
ψqj . (3.2.17)

Na lagrangiana acima, temos um termo proporcional a αb0α
b
0, que é o termo de massa do

campo dos hard glúons. Assim, vamos definir a variável mG (massa dos hard glúons)
como

m2
G ≡

9

32
g2µ2

0. (3.2.18)

Além disso, para facilitar a nossa notação, definiremos também

b ≡ 9

4(34)
g2. (3.2.19)

Com isso, a lagrangiana da MFTQCD toma sua forma final:

LQCD = −bφ4
0 +

m2
G

2
αa0α

a
0 +

Nf∑
q=1

ψ̄qi
(
iδijγ

µ∂µ + gγ0T aijα
a
0 − δijmq

)
ψqj , (3.2.20)

cujos diagramas de Feynman são apresentados na figura 3.5. O primeiro diagrama é
referente à interação entre os quarks e os hard gluons; o segundo diagrama, à geração da
massa dinâmica mG; e o terceiro diagrama, ao termo bφ4

0 [52].

Figura 3.5: Diagramas de Feynamn da equação (3.2.20). Linhas contínuas representam
os quarks; linhas tracejadas, os hard glúons; e linhas helicoidais, os soft glúons [52].

3.2.4 Equação de Estado

Para obtermos as equações de estado, vamos primeiramente obter as equações de movi-
mento a partir das equações de Euler-Lagrange.
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Para o campo ψ̄q, teremos

∂LQCD

∂ψ̄q
− ∂µ

∂LQCD

∂(∂µψ̄q)
= 0⇒

(
iγµ∂µ + gγ0T aαa0 −mq

)
ψq = 0. (3.2.21)

Já para o campo αa0,

∂LQCD

∂αa0
− ∂µ

∂LQCD

∂(∂µαa0)
= 0⇒ m2

Gα
a
0 + g

Nf∑
q=1

ψ̄qγ0T aψq = 0. (3.2.22)

Relembrando o quadri-vetor densidade de corrente,

jaµ =

Nf∑
q=1

ψ̄qγµT aψq, (3.2.23)

vemos que o último termo da lagrangiana é a componente temporal dessa corrente

ρa ≡ ja0 =

Nf∑
q=1

ψ̄qγ0T aψq =

Nf∑
q=1

ψ†
q

T aψq, (3.2.24)

onde usamos a definição
ψ̄ ≡ ψ†γ0, (3.2.25)

e a propriedade γ0γ0 = 1. Sendo assim, usando a equação (3.2.24) na equação (3.2.22),
as equações de movimento do nosso sistema ficam sendo(

iγµ∂µ + gγ0T aαa0 −mq

)
ψq = 0, (3.2.26)

m2
Gα

a
0 = −gρa. (3.2.27)

Conhecendo as equações de movimento, podemos obter as equações de estado a partir do
tensor de energia-momento, sendo que, para o caso de um fluido ideal, ele é dado por

T = diag(ε, PX , PY , Pz). (3.2.28)

Com isso, podemos escrever a densidade de energia e a pressão do sistema como

ε = 〈T00〉 , (3.2.29)

P =
1

3
〈Tii〉 , (3.2.30)

onde consideramos que o fluido é isotrópico e i indica as coordenadas espaciais (i =

1, 2, 3). Para uma lagrangiana que não depende explicitamente das coordenadas, o tensor
de energia-momento pode ser obtido através da equação:

T µν =

Nf∑
q=1

∂L
∂(∂µψq)

(∂νψ
q)− gµνL. (3.2.31)
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Com isso e com a equação (3.2.29), podemos escrever a densidade de energia como

ε =

Nf∑
q=1

∂L
∂(∂0ψq)

(∂0ψ
q)− g00L. (3.2.32)

Substituindo a equação (3.2.20) nesta última equação, obtemos

ε =

Nf∑
q=1

iψ̄qγ0∂0ψ
q + bφ4

0 −
m2
G

2
αa0α

a
0 −

Nf∑
q=1

ψ̄q
(
iγµ∂µ + gγ0T aαa0 −mq

)
ψq. (3.2.33)

Comparando o último termo com a equação de movimento (3.2.26), vemos que esse se
anula. Portanto, a densidade de energia pode ser escrita como

ε =

Nf∑
q=1

iψ̄qγ0∂0ψ
q + bφ4

0 −
m2
G

2
αa0α

a
0. (3.2.34)

A fim de reescrever o primeiro termo, vamos multiplicar a equação (3.2.26) por ψ̄q pela
esquerda

0 = ψ̄q
(
iγµ∂µ + gγ0T aαa0 −mq

)
ψq

= iψ̄qγµ∂µψ
q + gαa0ψ̄

qγ0T aψq −mqψ̄
qψq

= iψ̄qγ0∂0ψ
q + i(ψq)†~γ · ∇ψq + gαa0

(
(ψq)†γ0γ0T aψq

)
−mq(ψ

q)†γ0ψq.

Aplicando a somatória e isolando o termo desejado,

Nf∑
q=1

iψ̄qγ0∂0ψ
q =

Nf∑
q=1

(ψq)†
(
−i~α · ∇+ γ0mq

)
ψq − gαa0ρa,

onde usamos que ρa =
∑Nf

q=1(ψq)†T aψq (equação (3.2.24)) e

~α = γ0~γ =

[
0 ~σ

~σ 0

]
. (3.2.35)

Substituindo esse termo em ε, obtemos

ε =

Nf∑
q=1

(ψq)†
(
−i~α · ∇+ γ0mq

)
ψq − gαa0ρa + bφ4

0 −
m2
G

2
αa0α

a
0. (3.2.36)

Com a densidade de energia escrita desta forma, podemos substituir a equação

(ψq)†(−i~α · ∇+ γ0mq)ψ
q = 3

γQ
2π2

∫ kF,q

0

dkq ~k
2
q

√
~k2
q +m2

q, (3.2.37)

deduzida no apêndice D. Com isso, obtemos

ε = −gαa0ρa + bφ4
0 −

m2
G

2
αa0α

a
0 + 3

γQ
2π2

Nf∑
q=1

∫ kF,q

0

dkq ~k
2
q

√
~k2
q +m2

q, (3.2.38)
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onde kF,q é o momento de Fermi que pode ser relacionado com a densidade do número
de quarks pela equação

ρ =
γQ
2π2

Nf∑
q=1

k3
F,q, (3.2.39)

também deduzida no apêndice D. Podemos eliminar o campo αa0 usando a equação (3.2.27).
Fazendo isso, obtemos

ε = +
g2

2m2
G

ρaρa + bφ4
0 + 3

γQ
2π2

Nf∑
q=1

∫ kF,q

0

dkq ~k
2
q

√
~k2
q +m2

q, (3.2.40)

Além disso, podemos relacionar a densidade de cor dos quarks (ρa) com a densidade de
número de quarks (ρ). Pela equação (3.2.24), temos que

ρaρa =

Nf∑
q=1

Nf∑
q′=1

((ψqi )
†T aijψ

q
j )((ψ

q′

k )†T aklψ
q′

l )

=

Nf∑
q=1

Nf∑
q′=1

(c†iT
a
ijcj)(ψ

q)†ψq(c†kT
a
klcl)(ψ

q′)†ψq
′

= 3

Nf∑
q=1

ρq
Nf∑
q′=1

ρq
′

= 27ρ2
B, (3.2.41)

onde usamos que (ψq)†ψq = ρq e ψqi = ψqci, com ci o vetor de cor (ver apêndice D), o
resultado do produto (c†iT

a
ijcj)(c

†
kT

a
klcl) = 3 e

ρB =
1

3

Nf∑
q=1

ρq, (3.2.42)

sendo a densidade bariônica (já que os quarks possuem carga bariônica igual a 1/3).
Substituindo na densidade de energia, temos que

ε = +
27g2

2m2
G

ρ2
B + bφ4

0 + 3
γQ
2π2

Nf∑
q=1

∫ kF,q

0

dkq ~k
2
q

√
~k2
q +m2

q, (3.2.43)

Por fim, podemos calcular a integral, e assim obtemos a expressão final para a densidade
de energia

ε =
27g2

2m2
G

ρ2
B + bφ4

0 + 3
γQ
2π2

Nf∑
q=1

[
1

4
k3
F,q

√
k2
F,q +m2

q

+
1

8
m2
qkF,q

√
k2
F,q +m2

q −
m4
q

8
ln

kF,q +
√
k2
F,q +m2

q

mq

 . (3.2.44)
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Para obtermos a pressão, precisamos calcular o termo Tii da equação (3.2.31). Para isso,
substituimos a lagrangiana (3.2.20) no termo Tii, obtendo assim

Tii = −
Nf∑
q=1

iψ̄qγi∂iψ
q − bφ4

0 +
m2
G

2
αa0α

2
0 +

Nf∑
q=1

ψ̄q(iγµ∂µ + gγaT aαa0 −mq)ψ
q

= −
Nf∑
q=1

i(ψq)†~α · ∇ψq − bφ4
0 +

27g2

2m2
G

ρ2
B,

onde usamos a equação de movimento (3.2.26) para anular o último termo e a equação de
movimento (3.2.27) e a relação (3.2.41) para escrever o campo αa0 em termos da densidade
bariônica. Podemos reescrever o primeiro termo usando o resultado obtido no apêndice
D

(ψq)†(−i~α · ∇)ψq = 3
γQ
2π2

∫ kF,q

0

dkq
~k4
q√

~k2
q +m2

q

, (3.2.45)

e em seguida, usando a equação (3.2.30), obtemos que a pressão pode ser escrita como

P =
27g2

2m2
G

ρ2
B − bφ4

0 +
γQ
2π2

Nf∑
q=1

[
1

4
k3
F,q

√
k2
F,q +m2

q

−3

8
m2
qkF,q

√
k2
F,q +m2

q +
3m4

q

8
ln

kF,q +
√
k2
F,q +m2

q

mq

 , (3.2.46)

onde resolvemos a integral presente na equação (3.2.45).

Analisando os termos das equações de estado, vemos que o primeiro termo vem da
interação dos “hard” glúons com os quarks. Esse termo gera mais pressão no nosso
sistema, de forma que as equações de estado sejam mais duras (e portanto, permitam um
valor de massa máxima maior para as estrelas de nêutrons). Já o segundo termo, vem dos
“soft” glúons. Este é um termo constante, que adquire valores positivos na densidade de
energia, e negativos na pressão. Comparando com o modelo de sacola do MIT, podemos
concluir que o termo dos “soft” glúons tem o mesmo comportamento da constante de
sacola do MIT. Assim, para preservar a analogia, vamos introduzir a seguinte notação:

B = bφ4
0. (3.2.47)

Os últimos termos da densidade de energia e pressão são os de um gás de Fermi dos
quarks. Para usar a MFTQCD no estudo da estrutura estelar, consideramos também uma
contribuição vinda dos elétrons, que trataremos como um gás de Fermi. Com isso, rees-
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crevendo as equações de estados, temos que

P =
27g2

2m2
G

ρ2
B −B

+
γQ
8π2

∑
q=u,d,s

[
kF,qµF,q

(
µ2
F,q −

5

2
m2
q

)
+

3

2
m4
q ln

(
kF,q + µF,q

mq

)]
+

γe
24π2

[
kF,eµF,e

(
µ2
F,e −

5

2
m2
e

)
+

3

2
m4
e ln

(
kF,e + µF,e

me

)]
, (3.2.48)

ε =
27g2

2m2
G

ρ2
B +B

+ 3
γQ
8π2

∑
q=u,d,s

[
kF,qµF,q

(
µ2
F,q −

1

2
m2
q

)
− 1

2
m4
q ln

(
kF,q + µF,q

mq

)]
+

γe
8π2

[
kF,eµF,e

(
µ2
F,e −

1

2
m2
e

)
− 1

2
m4
e ln

(
kF,e + µF,e

me

)]
, (3.2.49)

ρB =
γQ
6π2

∑
q=u,d,s

k3
F,q, (3.2.50)

onde µF,i =
√
k2
F,i +mi, γe = 2 e γQ = 2, este último devido ao fato da soma nas cores

já ter sido feita. Nem a constante de acoplamento g, nem a massa do gluon,mG, aparecem
separadas. Assim, a partir de agora, vamos usar a variável ξ ≡ g/mG.

3.2.5 Resultados

Para usar as equações de estado no estudo da estrutura estelar, precisamos antes deter-
minar a janela de valores dos parâmetros livres; ou seja, precisamos verificar para quais
conjuntos de valores das variáveis ξ e B as condições de estabilidade (equações (3.0.1) e
(3.0.2))

ε

ρB

∣∣∣∣
u,d,s

≤ 934 MeV ≤ ε

ρB

∣∣∣∣
u,d

,

são satisfeitas pelo menos quando a pressão for nula. Para isso, considerando os quarks
up, down e strange (matéria estranha) e fixando um valor de B, é possível obter o valor
de ξ que satisfaça a condição de P = 0 e o valor da condição limite da estabilidade

ε

ρB

∣∣∣∣
u,d,s

= 934 MeV.

Repetindo esse processo para diferentes valores de B, obtemos a linha do limite da esta-
bilidade para a matéria estranha, apresentada pela linha sólida na figura 3.6. Dessa forma,
os conjutos de valores (B, ξ) que se situam acima dessa linha obtida, resultam em valores
tais que ε/ρB|u,d,s > 934 MeV, e portanto, a condição de estabilidade não é satisfeita. Fa-
zendo o mesmo procedimento, porém considerando apenas os quarks up e down (matéria
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EA(u,d,s) > 934 MeV

EA(u,d) < 934 MeV

set I
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Figura 3.6: Gráfico da estabilidade da MFTQCD.

de quarks), obtemos a linha tracejada da figura 3.6. Nesse caso, os conjuntos de valores
(B, ξ) que se situam abaixo dessa linha, resultam em valores tais que ε/ρB|u,d < 934

MeV, e portanto, a condição de estabilidade não é satisfeita. Juntando as duas condições
de estabilidade, concluímos que qualquer conjunto de valor de ξ e B escolhido dentro
da área rachurada da figura 3.6, satisfaz, simultaneamente, as condições de estabilidades
dadas pelas equações (3.0.1) e (3.0.2). Tendo definida a janela de estabilidade dos pa-
râmetros livres ξ e B, escolhemos três conjuntos de valores possíveis, dados pela tabela
3.2.

Set B (MeV/fm3) ξ (MeV−1)

I 70 0.0011
II 60 0.0016
III 50 0.0022

Tabela 3.2: Janela de estabilidade dos parâmetros livres da MFTQCD.

Uma vez que fixamos os valores dos parâmetros livres, podemos fazer um gráfico com
as equações de estado. Para comparar a MFTQCD com outros modelos, usaremos uma
versão melhorada do modelo de sacola do MIT apresentada em [57, 19, 20], que é dada
pela equação

P (ε) =
(ε−Beff)

3
− a2

2

12π2a4

[
1 +

√
1 +

16π2a4

a2
2

(ε−Beff)

]
, (3.2.51)

onde escolhemos os valores de B1/4
eff = 142.52 MeV, a1/2

2 = 100 MeV, a4 = 0.535.
Neste modelo, além da constante de sacola Beff representando a energia do vácuo, temos
também as constantes a2 e a4. Esta primeira está relacionada com o fenômeno da super-
condutividade de cor e a segunda, com as interações fortes na pressão do mar de Fermi
livre de quarks [57, 19, 20]. Sendo assim, podemos visualizar as equações de estado no
gráfico da figura 3.7.
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causality
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Figura 3.7: Pressão em função da densidade de energia. As linhas coloridas são os gráfi-
cos das equações de MFTQCD e a linha traço-ponto em preto, é o modelo de comparação
apresentado em [20].

Nesse gráfico, vemos que as equações da MFTQCD se apresentam com mais pressão
do que o modelo genérico do MIT, porém sem violar a causalidade. A principal diferença
entre a MFTQCD e o modelo de sacola do MIT está no primeiro termo das equações
(3.2.48) e (3.2.49), que é proporcional a ρ2

B. Como pode ser visto em (3.2.40), este termo
vem da interação quártica efetiva (interação entre as duas corrente ρa ρa) que surge quando
o campo dos hard gluons é eliminado com o uso da equação de movimento. O sinal desta
interação é tal que ela é repulsiva e assim contribui para o aumento da pressão.

Sabendo a relação entre pressão e densidade de energia, podemos resolver as equações
de TOV e obter a relação massa-raio e a deformabilidade de maré, apresentadas na figura
3.8.
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Figura 3.8: Relação massa-raio à esquerda e deformabilidade de maré à direita para uma
estrela de quarks cujos constituintes são descritos pela MFTQCD.

No diagrama massa-raio, vemos que todas as equações da MFTQCD descrevem bem
os dados experimentais conhecidos, apesar de apenas o set III alcançar o valor de 2.5 M�
(porém, relembramos que não há um consenso se o objeto compacto observado no evento
GW190814 é, de fato, uma estrela de nêutrons ou um buraco negro). No gráfico da defor-
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mabilidade de maré, vemos que os conjunto I e II estão de acordo com o dado experimen-
tal. Não excluímos o conjunto III porque o ponto experimental tem 90% de credibilidade.
Assim, o conjunto III não é incompatível com os dados, apenas menos provável. É in-
teressante observar que existe uma tensão entre os dados do diagrama massa-raio e da
deformabilidade de maré. Os modelos que melhor descrevem os pontos experimentais do
diagrama massa-raio tendem a superestimar a deformabilidade de maré.
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Inicialmente, as estrelas de nêutrons foram propostas por Oppenheimer e Volkoff como
objetos feitos de um gás ideal de nêutrons [8]. Entretanto, sabemos que os nêutrons
são instáveis e decaem em prótons, elétrons e neutrinos atráves do decaimento beta. O
primeiro modelo que vamos estudar neste capítulo é o modelo do gás de Fermi. Nele, as
estrelas de nêutrons são formadas por um gás ideal de prótons, nêutrons e elétrons (seção
4.1). Veremos que este modelo não gera pressão suficiente, resultando em estrelas com
massas muito pequenas. Além disso, veremos também que o modelo de gás de Fermi não
satisfaz o limite de baixas energias, obtido através de cálculos com teoria efetiva quiral. A
seguir vamos estudar um modelo que, além de satisfazer o limite da teorial efetiva quiral,
gera maior pressão e resulta em estrelas com massas maiores (seção 4.2). Ele foi retirado
da referência [3] e será chamado de modelo HLPS.

4.1 Modelo de Gás de Fermi

Neste primeiro modelo, levamos em consideração as seguintes hipóteses [8]:

1. O gás que forma as estrelas de nêutrons é um gás ideal (sem interações) constituído
por nêutrons, prótrons e elétrons.

2. A temperatura do gás é nula; ou, equivalentemente, dizemos que o gás é degene-
rado: todos os estados quânticos estão ocupados até um dado valor de energia EF .

3. As proporções de nêutrons, prótons e elétrons são tais que satisfazem o que chama-
mos de equilíbrio beta: não ocorre o decaimento beta e nem a sua reação inversa.

4. As proporções das partículas devem satisfazer também a neutralidade elétrica.
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O equilíbrio beta se justifica pelo fato de que as componentes do gás respeitam o princípio
de Pauli. Conforme os nêutrons vão decaindo, os estados menos energéticos dos prótons
e elétrons vão sendo ocupados. E conforme esses níveis de energia vão sendo preenchi-
dos, os nêutrons menos energéticos não vão conseguir decair - já que essa quantidade de
energia baixa permite o nêutron decair em prótons e elétrons cujos níveis já estão ocupa-
dos. Assim, os nêutrons precisam ser cada vez mais energéticos para conseguir decair. O
mesmo acontecerá com a reação inversa. O equilíbrio beta será atingido quando as pro-
porções de nêutrons, prótons e elétrons serão tais que não existam nêutrons com energia
o suficiente para decair, nem prótons e elétrons com energia para ocorrer a reação inversa.

Analogamente ao que foi feito na seção 3.1 para o gás de quarks, no limite em que a
temperatura é nula, as equações de estado para os hádrons são dadas por [8, 58, 59]

PH =
1

12π2

∑
i=p,n,e

[
µF,ikF,i

(
µ2
F,i −

5

2
m2
i

)
+

3

2
m4
i ln

(
µF,i + kF,i

mi

)]
; (4.1.1)

εH =
1

4π2

∑
i=p,n,e

[
µF,ikF,i

(
µ2
F,i −

1

2
m2
i

)
− 1

2
m4
i ln

(
µF,i + kF,i

mi

)]
; (4.1.2)

ρB =
1

3π2

∑
q=p,n

k3
F,i, (4.1.3)

onde
µF,i =

√
k2
F,i +m2

i

são os potenciais químicos de Fermi e kF,i, os momentos de Fermi. Assim como explicado
também na seção 3.1, precisamos relacionar os momentos de Fermi e a densidade bariô-
nica para sermos capazes de resolver essas equações de estado. Sendo assim, impomos a
condição de neutralidade elétrica

ρp = ρn ⇒
1

3π2
k3
F,p =

1

3π2
k3
F,e. (4.1.4)

Além disso, consideramos também o decaimento beta, dado por

n→ p+ e+ νe,

que, usando a equação (3.1.11), obtemos

µF,n = µF,p + µF,e. (4.1.5)

Resolvendo numericamente o sistema de equações formado pelas equações (4.1.3), (4.1.4)
e (4.1.5) 

ρB = 1
3π2

(
k3
F,p + k3

F,n

)
,

kF,p = kF,e,√
k2
F,n +m2

n =
√
k2
F,p +m2

p +
√
k2
F,e +m2

e,

(4.1.6)
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conseguimos obter os valores dos momentos de Fermi para um dado valor de densidade
bariônica. Com estes valores, obtemos os seus potenciais químicos de Fermi respectivos e
substituímos os valores encontrados nas equações (4.1.1) e (4.1.2) para encontrar o valor
da pressão e densidade de energia. Repentindo esse procedimento para diferentes valores
de ρB, construímos os gráficos apresentados nas figuras 4.1 e 4.2. Com a equação de
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Figura 4.1: Pressão (à esquerda) e densidade de energia (à direita) em função da densidade
bariônica do modelo do gás de Fermi.
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Figura 4.2: Pressão em função da densidade de energia do modelo do gás de Fermi. Em
preto, temos o resultado obtido pela teoria efetiva quiral [3].

estado do modelo de gás de Fermi, resolvemos as equações de TOV juntamente com as
quantidades necessárias para obter a deformabilidade de maré da estrela. Os resultados
estão na figura 4.3.

Nos gráficos apresentados na figura 4.3, vemos que o modelo de gás de Fermi não
reproduz nem os dados experimentais de massa-raio e nem da deformabilidade de maré.
Isto acontece porque o gás de Fermi gera pouca pressão no sistema, fazendo com que as
estrelas de nêutrons compostas por esse gás não suportem massas acima de 0.7 M�. Além
disso, vemos já no gráfico da equação de estado (figura 4.1), que o modelo não satisfaz o
limite de baixa densidade de energia, obtido através da teoria efetiva quiral. Verificamos
assim que o modelo do gás de Fermi não descreve de forma satisfatória as propriedades
conhecidas das estrelas de nêutrons.
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Figura 4.3: Relação massa-raio à esquerda e deformabilidade de maré à direita para uma
estrela de nêutrons cujos constituintes são descritos pelo modelo de gás de Fermi. O
diagrama massa-raio obtido está compatível com o resultado de Oppenheimer e Volkoff
em 1939 [9].

4.2 Modelo de HLPS

Uma equação de estado hadrônica que satisfaz o limite de baixa densidade foi proposta
nas referências [3, 16]. Neste artigo, os autores fazem cálculos com teoria de campo efe-
tiva quiral (cEFT, do inglês: chiral effective field theory) e incorporam o equilíbrio beta.
Como resultado, encontram a banda azul mostrada no gráfico da figura 4.4. Em [3, 16],
até o valor de ρcrust, é utilizada a equação denominada de crust EOS (BPS), retirada de
[60]. Entre os valores de ρcrust e ρ1, é utilizado o limite superior ou inferior da banda azul
(cEFT). A partir de ρ1, os cálculos do cEFT não são válidos. Para ρ > ρ1, são usadas três
equações politrópicas P = Kiρ

Γi , como mostrado na figura 4.4. As equações de estado

Figura 4.4: Pressão em função da densidade de massa do modelo HLPS. Para valores
menores de ρ1, temos uma comparação da equação de estado retirada de [60] (em verme-
lho) com a banda obtida pela cEFT (em azul). Para valores maiores que ρ1, temos as três
equações politrópicas. Imagem retirada de [3].

utilizadas aqui apresentam algumas diferenças em relação à equação de estado [3, 16]. A
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primeira diferença é que, ao invés de ser utilizada a equação crust EOS (BPS) [60] para
densidades baixas, é utilizada a equação SLy(4) [61]. A segunda diferença é referente
ao método aplicado para conectar as três equações politrópicas. Em [3, 16], foi utilizado
o formalismo denominado por piecewise polytropic (PP) [62]. Apesar deste formalismo
produzir bons resultados, ele apresenta alguns problemas. Assim, neste trabalho usamos
o formalismo generalized piecewise polytrope (GPP) [63], que é uma aprimoração do for-
malismo anterior. Diferentemente do formalismo PP, consideramos que, além da pressão,
da densidade bariônica e da densidade de energia serem contínuas, a pressão e a densidade
de energia devem ser também diferenciáveis nos pontos de intersecção entre as equações
de estado (pontos ρ1, ρ12 e ρ23). Isso implica que a velocidade do som (c2

s = dP/dε)
se torne uma função contínua. Dessa forma, as equações de estado geradas pelo método
GPP acabam sendo mais suaves, mais fáceis de computar numericamente e geram me-
nos erros - principalmente para a deformabilidade de maré, que depende diretamente da
velocidade do som. Para que seja possível adicionar essa condição de contorno, as equa-
ções politrópicas apresentam um termo a mais, sendo escritas como P = Kiρ

Γi + Λi

[63]. Os valores de Λi são obtidos a partir das condições de contorno. As equações de
estado obtidas e utilizadas aqui são mostradas nas figuras 4.5 e 4.6. Os valores dos parâ-
metros utilizados foram ρ1 = 1013.902 g/cm3, ρ12 = 1014.45 g/cm3, ρ23 = 1014.58 g/cm3,
K1 = 10−27.22 em cgs para as três equações de estado. Os valores dos parâmetros Γi

são dados na tabela 4.1. As demais variáveis são obtidas através das condições de con-
torno, como explicado em [63]. Estes parâmetros foram obtidas de forma que a condição

Γ1 Γ2 Γ3

Soft 2.752 4.5 3.5
Intermediate 2.758 6.5 3.2

Stiff 2.764 8.5 3.2

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros das equações de estado do modelo HLPS modificado.

de Mmáx ≥ 2M� seja respeitada e exigindo que a equação de estado Soft passe pelo li-
mite inferior da cEFT; a equação Intermediate passe pelo centro da região determinada
pela cEFT; e a Stiff, passe pelo limite superior da cEFT. Em [3], os autores obtiveram o
diagrama massa-raio impondo apenas a condição Mmáx ≥ 2M�. Neste trabalho, resolve-
mos as equações de TOV a partir das equações de estado e obtemos, além do diagrama
massa-raio, o gráfico de deformabilidade de maré. Eles são apresentados na figura 4.7. No
diagrama massa-raio podemos notar que, além da condiçãoMmáx ≥ 2M� ser satisfeita, as
três curvas apresentam um comportamento compatível com os dados experimentais atu-
ais. Já no gráfico da deformabilidade de maré, apenas a curva soft está dentro da incerteza
do dado experimental. Entretanto, as curvas intermediate e stiff não são completamente
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Figura 4.5: Pressão (à esquerda) e densidade de energia (à direita) em função da densidade
bariônica do modelo de HLPS.
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Figura 4.6: Pressão em função da densidade de energia do modelo de HLPS. Em preto,
temos o limite de baixa densidade obtido através da teoria efetiva quiral (cEFT) [3].

excluídas, pois o dado experimental tem um nível de credibilidade de 90%. Com isso,
concluímos que as equações de estado desta seção descrevem a matéria densa e fria de
forma satisfatória.
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Figura 4.7: Relação massa-raio à esquerda e deformabilidade de maré à direita para uma
estrela de nêutrons cujos constituintes são descritos pelo modelo do HLPS.
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Nos dois capítulos anteriores, discutimos estrelas de nêutrons formadas inteiramente por
quarks (capítulo 3) e estrelas de nêutrons formadas inteiramente por hádrons (capítulo
4). Entretanto, existe uma terceira possibilidade, que chamamos de estrelas híbridas [8].
Neste caso, a estrela de nêutrons é formada por matéria de quarks na região mais próxima
do centro (e portanto, maior densidade bariônica) e por matéria de hádrons na região mais
longe do centro (menor densidade bariônica). Em regiões intermediárias, pode haver
uma fase mista, onde as duas fases coexistam [8]. A existência dessa região e o seu
tamanho depende da forma como ocorre a transição de fase da matéria. Se a transição
for mais abrupta (suave), a região de fase mista será menor (maior). Neste contexto,
uma questão interessante é: como a natureza desta transição de fase afeta as quantidades
observáveis das estrelas de nêutrons? Para responder esta questão, neste capítulo vamos
utilizar uma equação composta que nos permite escolher a intensidade da transição de
fase. Assim, fixando uma equação de estado para a fase de quarks e uma para a fase de
hádrons, construiremos estrelas de nêutrons com diferentes intensidades de transição de
fase.

5.1 Intensidade da Transição de Fase

A forma mais usual de descrever a fase mista da matéria é através do método de constru-
ção de Gibbs ou de Maxwell [64]. Entretanto, podemos encontrar maneiras de simular
uma transição de fase, como, por exemplo, através de métodos de interpolação [18], ou
de métodos que nos permitem escolher a intensidade da transição de fase [37, 17]. Como
um dos objetivos deste trabalho é determinar que mudanças na estrutura estelar ocorrem
quando alteramos a forma da transição de fase, vamos usar a equação proposta em [37].
Originalmente, esta equação foi criada para descrever a transição de fase em colisões
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nucleares de alta energia e é dada por [37, 38, 50, 65]

(P − PQ)(P − PH) = δ(ρB), sendo δ(ρB) = δ0 exp
[
−(ρB/ρc)

2
]
, (5.1.1)

onde PQ e PH são a pressão na fase de quarks e na fase de hadrons, respectivamente1.
Os parâmetros δ0 e ρc são parâmetros livres, que determinam a forma da transição de
fase, como veremos mais adiante. De modo geral, fixamos o valor de δ0 e variamos ρc no
intervalo:

0 fm−3 < ρc ≤ 1 fm−3,

sendo ρc → 0 a transição mais abrupta, em que não há uma região onde haja a coexistên-
cias de ambas as fases, e ρc = 1, a transição mais suave.

Isolando a pressão da equação (5.1.1), obtemos

P =
1

2
(PH + PQ) +

1

2

√
(PQ − PH)2 + 4δ(ρB), (5.1.2)

que pode ainda ser reescrita como

P = λPH + (1− λ)PQ +
2δ(ρB)√

(PQ − PH)2 + 4δ(ρB)
, (5.1.3)

ε = λεH + (1− λ)εQ −
2 [1 + (ρB/ρc)

2] δ(ρB)√
(PQ − PH)2 + 4δ(ρB)

, (5.1.4)

onde

λ ≡ 1

2

[
1− (PQ − PH)√

(PQ − PH)2 + 4δ(ρB)

]
, (5.1.5)

A densidade de energia pode ser obtida a partir da pressão, através da relação termodinâ-
mica [50]

ε = − ∂

∂β
βP (T, µ)

∣∣∣∣
eβµ

, (5.1.6)

onde β = 1/T .

Para estudar a natureza da transição de fase da matéria a partir da equação (5.1.1),
vamos, primeiramente, construir estrelas de nêutrons usando o modelo de sacola do MIT
com B = 150 MeV/fm3 (seção 3.1) para a fase de quarks, e o modelo do gás de Fermi
(seção 4.1) para a fase de hádrons. Como estes modelos geram pouca pressão, não espe-
ramos que os resultados reproduzam as quantidades experimentais. Este primeiro modelo
servirá como um estudo dos parâmetros ρc e δ0 da equação de estado composta. Em
seguida, repetiremos o mesmo procedimento usando a equação de estado da MFTQCD
(seção 3.2) para a fase de quarks, e a EoS do modelo HLPS (seção 4.2) para a fase de

1Nas referências [37, 38, 50, 65], a função δ é definida como δ(µB) = δ0 exp
[
−(µB/µc)2

]
. Entre-

tanto, como este é um estudo preliminar, usamos a variável ρB no lugar de µB para se tornar mais fácil obter
uma intuição dos resultados. Em um trabalho futuro, iremos utilizar a equação original com δ = δ(µB).
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hádrons. Com essas equações, esperamos obter uma estrela híbrida compatível com as
observações experimentais mais recentes. Além disso, variando o parâmetro ρc, vamos
tentar determinar os efeitos da intensidade de transição de fase na estrutura estelar das
estrelas de nêutrons.

5.1.1 Modelo MIT + gás de Fermi

Nesta seção, vamos estudar uma estrela híbrida descrita pelas equações de estado (5.1.3) e
(5.1.4). A EoS da fase de quarks é dada pelo modelo de sacola do MIT (onde escolhemos
B = 150 MeV/fm3) e a EoS da fase de hádrons pelo modelo do gás de Fermi. Matemati-
camente, substituimos as equações de pressão e densidade de energia do modelo do MIT
(equações (3.1.6) e (3.1.7)) e do modelo de gás de Fermi (equações (4.1.1) e (4.1.2)) nas
funções PQ, εQ, PH e εH , respectivamente. Em seguida, precisamos escolher os valores
dos parâmetros livres δ0 e ρc. É necessário entender que efeitos esses parâmetros causam
na equação de estado. Vamos, primeiro, fixar o valor de δ0 = 100 (MeV/fm3)2 e usar
os valores de ρc = 0.2, 0.4, 1.0 fm−3. Com estas escolhas, encontramos as equações
de estado apresentadas na figura 5.1. Na figura vemos que na região de baixa densidade
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Figura 5.1: Pressão em função da densidade bariônica com o valor de δ0 =
100 (MeV/fm3)2 para diferentes valores de ρc.

bariônica, as equações de estado híbridas (linhas contínuas) adquirem o mesmo compor-
tamento da equação de estado hadrônica (linha pontilhada). Já na região de alta densidade
bariônica, as equações híbridas reproduzem a equação de estado de quarks (linha trace-
jada). Assim, podemos dizer que, para valores pequenos de ρB, a matéria se encontra na
fase de hádrons e, para valores altos, a matéria se encontra na fase de quarks. A diferença
entre as equações híbridas se dá apenas na região em que ocorre a intersecção entre as
EoS de quarks e de hádrons (ou, fisicamente, no ponto de transição de fase). Valores mai-
ores de ρc suavizam a curva nessa região de transição, reproduzindo assim a existência de
uma fase mista. Dessa forma, vemos que, para ρc = 1.0 fm−3, a fase mista deve existir

43



Capítulo 5. Estrelas Híbridas

na região de 0.4 fm−3 . ρB . 0.75 fm−3; para ρc = 0.4 fm−3, a fase mista diminui,
situando-se na região de 0.55 fm−3 . ρB . 0.7 fm−3; para ρc = 0.2 fm−3, praticamente
não há fase mista.

Por outro lado, fixando o valor de ρc = 0.5 fm−3 e tomando os valores de δ0 = 0, 100,
500 (MeV/fm3)2, obtemos as equações de estado apresentadas na figura 5.2. Nesta figura,

QGP

Hadron

δ0 = 0 (MeV/fm3)2

δ0 = 100 (MeV/fm3)2

δ0 = 500 (MeV/fm3)2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

20

40

60

80

ρB (fm-3)

P
(M

e
V
/f
m

3
)

Figura 5.2: Pressão em função da densidade bariônica com o valor de ρc = 0.5 fm−3 para
diferentes valores de δ0.

vemos que o efeito causado pelo parâmetro δ0 é semelhante ao causado pelo parâmetro
ρc: com valores mais altos de δ0, obtemos uma transição de fase mais suave. Entretanto,
o aumento no valor de δ0 também implica numa alteração na região da fase de hádrons.
Nessa região de baixa densidade, a EoS híbrida adquire valores de pressão mais altos do
que a EoS de hádrons, que é um comportamento que não desejamos. Por outro lado,
valores muito baixos de δ0 não permitem gerar uma região de fase mista grande, mesmo
com valores maiores de ρc. Com isso, fixamos o valor de δ0 em um valor intermediário,
sendo

δ0 = 100 (MeV/fm3)2
.

Este valor nos permite modificar a forma da transição de fase através do parâmetro ρc
sem perder qualidade na reprodução da fase de hádrons. Para o parâmetro ρc, tomamos
os valores sendo

ρc = 0.2, 0.4, 1.0 fm−3.

Feito isso, podemos fixar um valor de ρB e, usando as relações (3.1.14) e (4.1.6), obtemos
o valor da pressão P e da densidade de energia ε. Repetindo esse procedimento para
diferentes valores de ρB, obtemos as equações de estado apresentadas em linhas contínuas
nas figuras 5.3 e 5.4.

O gráfico da esquerda na figura 5.3 é o mesmo da figura 5.1, porém com enfoque na
região de transição de fase. Nestes três gráficos, podemos notar o que já foi observado
anteriormente: quanto menor é o valor de ρc, mais abrupta a transição de fase se torna.
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Figura 5.3: Pressão (à esquerda) e densidade de energia (à direita) em função da densidade
bariônica. As linhas contínuas representam as equações híbridas MIT + Fermi com os
valores de ρc = 0.2, em vermelho; ρc = 0.4, em verde; ρc = 1.0, em azul. A linha
tracejada representa a equação de estado do modelo de sacola do MIT, enquanto que a
linha pontilhada, o modelo de gás de fermi.
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Figura 5.4: Pressão em função da densidade de energia. As linhas contínuas representam
as equações híbridas MIT + Fermi, com os valores de ρc = 0.2, em vermelho; ρc = 0.4,
em verde; ρc = 1.0, em azul. A linha tracejada representa a equação de estado do modelo
de sacola do MIT, enquanto que a linha pontilhada, o modelo de gás de Fermi.

Para verificar as consequências do tamanho da região de fase mista nas estrelas de
nêutrons, resolvemos as equações de TOV usando as equações de estado híbridas obtidas
acima. Os resultados são apresentados nas figuras 5.5.

Analisando o diagrama massa-raio (figura 5.5, à esquerda), vemos que as curvas das
estrelas híbridas (linhas contínuas) apresentam um comportamento mais próximo das es-
trelas de quarks (linha tracejada) nos pontos de raio menor, e um comportamento mais
próximo das estrelas de hádrons (linha pontilhada) nos pontos de raio maior. Esse com-
portamento é coerente, já que o valor da pressão central das estrelas híbridas diminui da
esquerda para a direita. Desta forma, as estrelas híbridas mais à esquerda da curva de
massa-raio são formada majoritariamente por matéria de quarks (já que a pressão central
é maior), enquanto que as mais a direita, são formadas majoritariamente por matéria de
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Figura 5.5: Diagrama massa-raio (à esquerda) e deformabilidade de maré em função da
massa da estrela (à direita) para uma estrela de híbrida cujos constituintes são descritos
pela equação de estado MIT + Fermi.

hádrons. O mesmo vale para o gráfico da deformabilidade de maré (figura 5.5, à direita).

Podemos notar também que as estrelas híbridas aparentam conectar o gráfico das es-
trelas de quarks com a das estrelas de hádrons, de maneira que quanto maior é o valor
de ρc (ou seja, quanto mais suave a transição de fase se apresenta), mais suave essa co-
nexão é. Como consequência, na região em que ocorre um rápido aumento de massa no
diagrama massa-raio, há um aumento no valor dos raios das curvas com menor valor de
ρc.

Além disso, notamos que nenhuma das curvas reproduz os dados experimentais de
forma satisfatória. Entretanto, esse resultado também é coerente, já que os modelos das
fases de quarks e hádrons escolhidas não se mostraram bons modelos para estrelas de
quarks e de hádrons. Para obter resultados mais compatíveis com os dados experimen-
tais, na próxima seção escolheremos as equações da MFTQCD e de HLPS, já que foram
equações que tiveram bom êxito na comparação com os dados experimentais.

5.1.2 Modelo MFTQCD + HLPS

Nesta seção, escolhemos as equações da MFTQCD para a fase de quarks, e as equações
de HLPS para a fase de hádrons. Usaremos os três conjuntos de parâmetros da MFTQCD
dados pela tabela 3.2 (equações set I, set II e set III) e os três conjuntos de parâmetros do
HLPS (equações soft, intermediate e stiff ). Fazendo as possíveis combinações entre essas
equações, obtemos os gráficos apresentados na figura 5.6.

Neste ponto é preciso fazer uma observação. As EoS MFTQCD e HLPS foram criadas
para descrever estrelas com uma única fase. Elas não “sabem” que existe outra fase da
matéria e seu único compromisso é descrever os dados experimentais. Assim, é de se
esperar que elas deixem de valer em algum valor de densidade. Mas esta informação
deve ser introduzida de maneira “ad-hoc” (ou, com a mão). Do contrário, vamos ter
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uma EoS de hádrons fornecendo valores para a pressão em densidades altíssimas, onde
não acreditamos que haja uma fase de hádrons. Da mesma forma teremos a EoS de
quarks dando resultados a densidades da ordem da densidade da matéria nuclear, onde não
esperamos encontrar uma fase de quarks. No que se segue, vamos adotar uma prescrição
para “desligar” a EoS que produza resultados indesejados, já fora do seu domínio de
validade.
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HLPS: Stiff
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HLPS: Stiff
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HLPS: Stiff
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Figura 5.6: Pressão em função da densidade bariônica. Na primeira linha, temos os gráfi-
cos com o HLPS Soft; na segunda, com o HLPS Inter; na terceita, com o HLPS Stiff. Na
primeira coluna, temos os gráficos com a MFTQCD set III; na segunda, com o set II; na
terceira, com o set I.

Na figura 5.6, vemos que em apenas quatro combinações ocorre a intersecção entre
as equações da fase de hádrons com a da fase de quarks. Isso implica que apenas nesta
combinações pode ocorrer a transição de fase. Além disso, vemos que a equação de estado
de HLPS cresce rapidamente. Isso gera dois problemas: o primeiro é que o valor da
densidade bariônica em que ocorre a transição da fase de hádrons para a fase de quarks é
muito baixo, sendo esses valores ≈ 0.2 fm−3 (ver tabela 5.1). O segundo problema é que,
por conta desse rápido crescimento, existem dois pontos de intersecção entre as funções
de HLPS e MFTQCD. Fisicamente, isso representa a existência de duas transições de
fase: a primeira, da fase de hádrons para a fase de quarks; e a segunda, da fase de quarks
de volta para a fase de hádrons. Como não é esperado que, em densidades altas, a matéria
de quarks volte para a fase de hádrons, precisamos “cortar” a EoS HLPS. Para um valor
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set III set II set I
Soft 0.193 0.260 -
Inter 0.196 - -
Stiff 0.200 - -

Tabela 5.1: Densidade bariônica em que ocorre a transição de fase para cada combinação
em fm−3.

de ρcorte dentro da região entre as intersecções das funções, dizemos que a EoS da fase de
hádrons é tal que

• para ρB < ρcorte, é dada pela EoS de HLPS;

• para ρB > ρcorte, é nula.

Desta forma, escolhemos os valores de ρcorte sendo

• Soft-III: ρcorte = 0.40 fm−3,

• Inter-III: ρcorte = 0.30 fm−3,

• Stiff-III: ρcorte = 0.24 fm−3,

• Soft-II: ρcorte = 0.40 fm−3,

onde “Soft-III” é a equação de estado híbrida com a EoS de hádrons sendo a HLPS soft e
a EoS da fase de quarks, sendo a MFTQCD set III e analogamente para os demais nomes.
Fixando o valor de δ0 = 40 (MeV/fm3)2, e tomando os valores de

ρc = 0.1, 0.2, 1.0 fm−3, (5.1.7)

geramos as equações de estado mostradas nas figuras 5.7 e 5.8.

No gráfico p×ε da equação de estado Soft-II (figura 5.8, embaixo à direita), vemos que
a equação de estado híbrida com o valor de ρc = 0.1 fm−3 gera um crescimento muito
rápido da pressão na região da transição de fase, o que implica em um comportamente
não-causal (c2

s = dP/dε > 1). Do que foi visto até agora, concluímos que há duas
combinações que apresentam equações de estado híbridas fisicamente possíveis: Soft-III
e Inter-III. Resolvendo as equações de TOV com estas duas EoS, obtemos o diagrama
massa-raio e a deformabilidade de maré, apresentados nas figuras 5.9 para as equações
Soft-III e 5.10 para Inter-III.

Nas figuras do diagrama de massa-raio, vemos que curvas se aproximam dos pontos
dos dados experimentais. Além disso, podemos notar que os gráficos obtidos com ρc =

0.1 fm−3, ou seja, que apresentam uma transição de fase mais abrupta, satisfazem melhor
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Figura 5.7: Pressão em função da densidade bariônica do modelo MFTQCD + HLPS.
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Figura 5.8: Pressão em função da densidade de energia do modelo MFTQCD + HLPS.

as restrições experimentais. O mesmo acontece para a deformabilidade de maré. Apesar
de, nesse caso, os gráficos não descreverem de forma tão satisfatória o valor experimental
de Λ1.4M� , vemos que a curva com a transição de fase mais abrupta possui um valor
mais próximo do dado experimental. Com isso, concluímos que, usando as equações da
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Figura 5.9: Diagrama massa-raio (à esquerda) e deformabilidade de maré em função da
massa da estrela (à direita) para uma estrela de híbrida cujos constituintes são descritos
pela equação de estado MFTQCD + HLPS, com o conjunto III da equação da MFTQCD
e a equação soft de HLPS.

GW190814HLPS: Intermediate

MFTQCD: set III

Hybrid: ρc=0.1

Hybrid: ρc=0.2

Hybrid: ρc=1.0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

R (km)

M
(M

s
u
n
)

Ligo Virgo Collab.

HLPS: Intermediate

MFTQCD: set III

Hybrid: ρc=0.1

Hybrid: ρc=0.2

Hybrid: ρc=1.0

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
10

50

100

500

1000

5000

10
4

M (Msun)

Λ

Figura 5.10: Diagrama massa-raio (à esquerda) e deformabilidade de maré em função da
massa da estrela (à direita) para uma estrela de híbrida cujos constituintes são descritos
pela equação de estado MFTQCD + HLPS, com o conjunto III da equação da MFTQCD
e a equação intermediate de HLPS.

MFTQCD para a fase de quarks e o modelo de HLPS para a fase de hádrons, o tipo de
transição de fase mais provável é uma transição abrupta, com menores valores de ρc.

Podemos ver também que os resultados das equações Soft-III e Inter-III são bem pa-
recidos. Isto acontece porque a diferença entre essas equações vem apenas da EoS da fase
de hádrons. Como a transição de fase ocorre em um valor de ρB pequeno em ambos os
casos, a matéria se apresenta na fase de quarks para um intervalo grande de densidade
bariônica. Assim, as EoS Soft-III e Inter-III são idênticas na maior parte dos valores de
ρB.

Apesar dos resultados indicarem que uma transição de fase de 1ª ordem gera curvas
mais próximas dos dados experimentais, não podemos ignorar os problemas que surgiram
nesta seção. O primeiro é que parece existir uma certa incompatibilidade entre as equa-
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ções de estado de MFTQCD e as equações de estado de HLPS. Das nove combinações
mostradas na figura 5.6, apenas duas geram uma equação de estado híbrida fisicamente
coerente. Além disso, como já apontado anteriormente, os valores de densidade bariônica
nos quais ocorre a transição de fase são valores muito baixos, próximos de ≈ 0.2 fm−3,
que é apenas um pouco maior do que a densidade de saturação nuclear (ρB = 0.16 fm−3).
Usando as EoS de MFTQCD + HLPS com os parâmetros usados nesta seção chegaríamos
à conclusão de que existem quarks desconfinados em densidades da ordem da densidade
de saturação nuclear, o que é muito difícil de aceitar. Assim, para obter resultados plau-
síveis, seria necessário mudar os valores dos parâmetros utilizados nos modelos, ou até
mesmo mudar os modelos das fases de quarks e/ou de hádrons.

Na literatura, encontramos apenas um trabalho, publicado em [17], onde os autores
investigaram o impacto da natureza da transição de fase sobre as propriedades das estrelas
híbridas. Eles usaram outros modelos para as fases hadrônicas e de quarks. Além disso,
eles usaram outra equação, diferente de (5.1.1), para conectar as duas fases. Ao invés
do parâmetro ρc, eles controlam a densidade na qual ocorre a transição de fase (ntrans,
em função de n0 a densidade de saturação da matéria nuclear) e o salto na densidade de
energia durante a transição (∆ε). Na figura 5.11, apresentamos os resultados obtidos em
[17]. As curvas em preto representam as estrelas de nêutrons contituídas unicamente por
hádrons. As linhas coloridas representam estrelas híbridas com diferentes parâmetros.
Observamos que à medida em que ∆ε diminui (transição mais suave), as curvas se deslo-
cam para a direita e para cima, exatamente como as da nossa figura 5.10. Vemos, porém,
que na figura 5.11, este deslocamento é muito mais pronunciado. Em todos os casos, as
densidades de transição de fase estão entre 2 e 3 n0. A exceção é a curva cinza, onde
a transição de fase ocorre em n0, como nos casos considerados na nossa figura 5.10. A
curva cinza tem um aspecto (de “S” invertido) semelhante às nossas, porém o valor da
massa máxima e o raio associado a ela são bem diferentes.

Concluímos que o comportamento que obtemos é o comportamento esperado para o
caso de uma transição de fase ocorrendo em valores baixos de densidade bariônica. O
nosso modelo híbrido produz resultados compatíveis com os da referência [17]. Nos grá-
ficos da figura 5.11, vemos que na região de baixa densidade central, todas as estrelas
híbridas apresentam o mesmo comportamento da estrela pura de hádrons. Nos nossos
resultados, existe apenas uma aproximação desse comportamento. Em outras palavras, as
linhas das estrelas híbridas não se juntam totalmente sobre a linha da estrela de hádrons.
Isso pode ser uma indicação de que o nosso modelo de estrelas híbridas não produz resul-
tados muito confiáveis na região de baixa pressão central, devido à equação usadas para a
fase mista.

Com isso, vemos que a análise proposta nesta seção pode, em princípio, extrair a
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Figura 5.11: Diagrama massa-raio do artigo [17]. A linha preta contínua representa a es-
trela de nêutrons constituída inteiramente por hádrons e as linhas coloridas, são as estrelas
híbridas com diferentes escolhas de parâmetros.

forma da transição de fase hádron-quark a partir dos dados experimentais. Porém, antes
disso, é necessário realizar um estudo mais aprofundado. O próximo passo será considerar
que os parâmetros ξ e B da MFTQCD dependam de ρB. Com isso, podemos ajustar a
equação de estado da MFTQCD para que tenha valores menores de pressão na região de
menor densidade. Assim, a transição de fase irá ocorrer em valores maiores de densidade
bariônica. Além disso será necessário testar outros modelos.
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CAPÍTULO 6
Conclusão

A matéria das estrelas de nêutrons, que se encontra em baixas temperaturas e em altas
densidades, está numa região pouco compreendida do diagrama de fase da QCD. Nesta
região, não podemos contar com os resultados dos cálculos de QCD na rede e precisa-
mos usar modelos. Para testar estes modelos, podemos estudar estrelas de nêutrons e
calcular quantidades que podem ser comparadas com dados experimentais. Além disso,
nessa mesma região, diversos cálculos indicam que a matéria poderia desconfinar no que
chamamos de matéria de quarks ou QGP frio. Assim, existem três possíveis maneiras de
descrever uma estrela de nêutrons. A primeira seria considerando que a estrela é consti-
tuída inteiramente por quarks (estrelas de quarks), a segunda, considerando que a estrela
é constituída inteiramente por hádrons (estrelas de hádrons), e a última, considerando que
no “caroço” da estrela a matéria se encontra na fase de QGP, e na parte mais externa a
matéria se encontra na fase de hádrons (estrelas híbridas).

Por conta do rápido avanço na área experimental, mais dados observacionais foram
obtidos ao longo desta última década, de forma que, agora, menos modelos satisfazem as
restrições impostas por esses dados.

O primeiro objetivo deste trabalho foi atualizar a MFTQCD, introduzida em [36]
e aplicada a estrelas de nêutrons em [12]. Modelamos estrelas de quarks a partir da
MFTQCD e obtivémos o diagrama massa-raio e a deformabilidade de maré. Compa-
rando com os dados experimentais atuais, concluímos que a MFTQCD continua sendo
uma boa aproximação para descrever o QGP frio. Entretanto, o conjunto dos possíveis
valores dos parâmetros livres se tornou mais restrito.

O segundo objetivo foi estudar qual é o impacto da natureza da transição de fase sobre
as características das estrelas de nêutrons. Tentamos determinar se esta transição é mais
próxima de uma transição de 1ª ordem ou de um cross-over. Escolhendo um modelo para
a fase de quarks e outro para a fase de hádrons, usamos uma equação de estado [37] que
contém uma fase mista na vizinhança de transição de fase. Fixando um modelo para cada
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fase e variando o parâmetro livre ρc, obtemos equações de estado com transições de fase
de diferentes intensidades. Primeiramente, com o objetivo de estudar o comportamento
esquemático das equações de estado, escolhemos os modelos mais simples: o modelo de
sacola do MIT para descrever a fase de quarks e o modelo do gás de Fermi para a fase
de hádrons. Em seguida, para obter um resultado mais próximo dos dados experimen-
tais, escolhemos a MFTQCD para a fase de quarks e o modelo de HLPS para a fase de
hádrons. Tomamos três equações de estado com diferentes valores de ρc, sendo a pri-
meira mais próxima de uma transição de 1ª ordem (ρc = 0.1 fm−3), a segunda com uma
transição de fase menos abrupta (ρc = 0.2 fm−3), e a terceira reproduzindo a transição
mais suave possível (ρc = 1.0 fm−3). Resolvendo as equações de TOV, concluímos que a
equação de estado que melhor reproduz os dados experimentais é a que possui o valor de
ρc = 0.1 fm−3; ou seja, a que contém uma transição de fase mais abrupta. Entretanto, ao
longo do processo para a obtenção dos resultados das equações de MFTQCD + HLPS, en-
contramos algumas irregularidades, como o fato de a transição de fase ocorrer em valores
muito baixos de densidade bariônica (≈ 0.2 fm−3). Com isso, esta é apenas uma con-
clusão provisória. Em um trabalho futuro, iremos fazer ajustes nas equações utilizadas e
verificar se essa conclusão continua válida.
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APÊNDICE A
Dedução da TOV

A.1 Equação da Massa

Para determinar a equação de TOV que relaciona a variação da massa pelo raio da estrela,
partimos da seguinte relação

dM = ρ(r)dV,

onde dM e dV são elementos infinitesimais da massa e do volume da estrela respecti-
vamente, enquanto ρ(r) é a sua densidade de massa. Da relatividade restrita, podemos
relacionar a massa e a energia, de forma que

ε(r) = ρ(r)c2 = ρ(r),

onde ε(r) é a densidade de energia, e na segunda igualmente estamos usando unidades
naturais (c = 1). Além disso, supondo que a estrela é esférica, o elemento infinitesimal
de volume pode ser escrito como

dV = 4πr2dr.

Dessa forma, obtemos que

dM = 4πr2ε(r)dr,

e portanto,

dM

dr
= 4πr2ε(r), (A.1.1)

que é a equação de TOV para a massa da estrela.
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A.2 Equação da Pressão

A equação de TOV que relaciona a variação da pressão pelo raio da estrela é obtida através
da equação de Einstein,

Gµ
ν = −8πGT µν , (A.2.1)

onde Gµ
ν é o tensor de curvatura de Einstein e T µν , o tensor energia-momento.

Primeiramente, para obter Gµ
ν , precisamos da métrica da estrela. Supondo que a es-

trela seja esférica e estática, o seu elemento de linha é dado por

ds2 = e2ν(r)dt2 − e2λ(r)dr2 − r2[dθ2 + sin2 θdφ2]. (A.2.2)

Sabendo que ds2 = gµνdx
µdxν , então os elementos da métrica dessa estrela vão ser

g00 = e2ν(r), g11 = −e2λ(r), g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ, (A.2.3)

com os demais termos sendo nulos. Além disso, como devemos ter gµνgνρ = δρµ, então

g00 = e−2ν(r), g11 = −e−2λ(r), g22 = − 1

r2
, g33 = − 1

r2 sin2 θ
. (A.2.4)

Sabemos os elementos da métrica, calculamos os símbolos de Cristoffel, dado por

Γρµν =
1

2
gρα (∂µgαν + ∂νgµα − ∂αgµν) . (A.2.5)

Note que, como gµν é diagonal, então da somatória em α sobra apenas o termo em que
α = ρ. Dessa forma, os símbolos de Cristoffel são reduzidos para

Γρµν =
1

2
gρρ (∂µgρν + ∂νgµρ − ∂ρgµν) . (A.2.6)

Para facilitar os cálculos, podemos notar que, para µ 6= ν 6= ρ, Γρµν = 0, devido ao fato de
gµν ser diagonal. Além disso, podemos usar a propriedade de que Γρµν = Γρνµ. Fazendo os
cálculos restantes, obtemos que os símbolos de Cristoffel não nulos são

Γ0
01 = Γ0

10 = ν ′(r),

Γ1
00 = ν ′(r)e2[ν(r)−λ(r)], Γ1

11 = λ′(r), Γ1
22 = −re−λ(r),

Γ1
33 = −r sin2 θe−2λ(r), Γ1

12 = Γ1
21 =

1

r
, (A.2.7)

Γ2
33 = − sin cos θ,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ.

Com isso, conseguimos calcular o tensor de Ricci,

Rµν = Rρ
µνρ, (A.2.8)
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onde Rρ
µνσ é o tensor de Riemann

Rρ
µνσ = ∂νΓ

ρ
µσ − ∂σΓρµν + ΓαµσΓραν − ΓαµνΓ

ρ
ασ. (A.2.9)

Como vamos precisar apenas dos tensores de Riemann em que σ = ρ, é possível demons-
trar, usando os símbolos de Cristoffel calculados da equação (A.2.7), que1

Rµν = Rρ
µνρ = 0, se µ 6= ν.

Com isso, apenas quatro componentes do tensor de Ricci não são nulas. Calculando-as,
obtemos que

R00 =

[
−ν ′′(r)− ν ′2(r) + ν ′(r)λ′(r)− 2

ν ′(r)

r

]
e2[ν(r)−λ(r)],

R11 = ν ′′(r) + ν ′2(r)− ν ′(r)λ′(r)− 2
ν ′(r)

r
,

R22 = [rν ′(r)− rλ′(r) + 1] e−2λ(r) − 1,

R33 =
[
(rν ′(r)− rλ′(r) + 1) e−2λ(r) − 1

]
sin2 θ.

Com esses valores, conseguimos calcular o escalar de Ricci,

R = gµνRµν , (A.2.10)

que resulta em

R = 2

[
−ν ′′(r)− ν ′2(r) + ν ′(r)λ′(r)− 2

r
(ν ′(r)− λ′(r))− 1

r2

]
e−2λ(r) +

2

r2
. (A.2.11)

Com o tensor e escalar de Ricci calculados, podemos obter o tensor de curvatura de Eins-
tein, dado por

Gµ
ν = gανRµν −

1

2
δµνR. (A.2.12)

Como Rµν e gαν são diagonais, então

Gµ
ν = 0, se µ 6= ν.

Dessa forma, sobram apenas quatro componentes de Gµ
ν . Calculando-os, obtemos

G0
0 =

[
1

r2
− 2

λ′(r)

r

]
e−2λ(r) − 1

r2
,

G1
1 =

[
1

r2
+ 2

ν ′(r)

r

]
e−2λ(r) − 1

r2
,

G2
2 = G3

3 =

[
ν ′′(r) + ν ′2(r)− ν ′(r)λ′(r) +

ν ′(r)− λ′(r)
r

]
e−2λ(r),

1Uma sugestão para facilitar os cálculos é calcular os termos R0
µν0, R1

µν1, R2
µν2 e R3

µν3 para µ e ν
quaisquer, desde que µ 6= ν.
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e assim, obtemos o lado esquerdo da equação (A.2.1). Para obter o lado direito dessa
equação, precisamos calcular o tensor energia-momento, dado por

T µν = (ε+ P )uµuν − Pδµν , (A.2.13)

onde uµ é o quadrivetor velocidade do fluido. No referencial em que o fluido está em
repouso, temos que

uµ = (1, 0, 0, 0).

Usando isso para calcular T µν , obtemos que as componentes não nulas são

T 0
0 = ε,

T ii = −P, onde i = 1, 2, 3.

Substiuindo essas componentes de T µν e os valores de Gµ
ν calculados na equação (A.2.1),

obtemos o sistema de equações [
1

r2
− 2

λ′(r)

r

]
e−2λ(r) − 1

r2
= −8πGε, (A.2.14)[

1

r2
+ 2

ν ′(r)

r

]
e−2λ(r) − 1

r2
= 8πGP, (A.2.15)[

ν ′′(r) + ν ′2(r)− ν ′(r)λ′(r) +
ν ′(r)− λ′(r)

r

]
e−2λ(r) = 8πGP. (A.2.16)

Podemos notar que, partindo de

d

dr

[
r(1− e−2λ(r))

]
= 1− e−2λ(r) + r

(
2λ′(r)e−2λ(r)

)
= [−1 + 2rλ′(r)] e−2λ(r) + 1,

e multiplicando ambos os lados por −1/r2,

− 1

r2

d

dr

[
r
(
1− e−2λ(r)

)]
=

[
1

r2
− 2

λ′(r)

r

]
e−2λ(r) − 1

r2
,

obtemos o lado esquerdo da equação (A.2.14). Substituindo esse resultado na equação
(A.2.14),

− 1

r2

d

dr

[
r
(
1− e−2λ(r)

)]
= −8πGε.

Multiplicando ambos os lados por −r2 e integrando-os em r, obtemos[
r
(
1− e−2λ(r)

)]
= 8πG

∫ r

0

dr′ r′2ε(r′).

Isolando o termo e−2λ(r), temos que

e−2λ(r) = 1− 8πG

r

∫ r

0

dr′ r′2ε(r′).
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Da equação (A.1.1), podemos obter que

M(r) = 4π

∫ r

0

dr′ r′2ε(r′).

Substituindo essa integral na equação anterior, obtemos que

e−2λ(r) = 1− 8πG

r

M(r)

4π
,

e assim,

e2λ(r) =

(
1− 2GM(r)

r

)−1

. (A.2.17)

Das equações (A.2.14) e (A.2.15), podemos isolar, respectivamente, λ′(r) e ν ′(r), e obter

λ′(r) = +
1

2r

[
1−

(
1− 8πGr2ε(r)

)
e2λ(r)

]
, (A.2.18)

ν ′(r) = − 1

2r

[
1−

(
1 + 8πGr2P (r)

)
e2λ(r)

]
. (A.2.19)

A partir dessas equações, podemos calcular os termos ν ′′(r), ν ′2(r) e ν ′(r)λ′(r) e substituí-
los na equação (A.2.16), obtendo

8πGr2P 2(r)e2λ(r) +
(
−1 + e2λ(r)

)
ε(r)

+ P (r)
[
−1 + e2λ(r) + 8πGr2ε(r)e2λ(r)

]
+ 2rP ′(r) = 0.

Organizando essa equação, ficamos com

[P (r) + ε(r)]
{
e2λ(r)

[
8πGr2P (r) + 1

]
− 1
}

+ 2rP ′(r) = 0.

Substituindo a equação (A.2.17) nesta última equação e organizando os termos, obtemos
a equação de TOV que relaciona a variação da pressão pelo raio da estrela

dP

dr
= −Gε(r)M(r)

r2

[
1 +

P (r)

ε(r)

] [
1 +

4πr3P (r)

M(r)

] [
1− 2GM(r)

r

]−1

. (A.2.20)

Por último, deduziremos a quantidade e2ν(r). Considerando a métrica no vácuo e
somando a equação (A.2.18) com a equação (A.2.19), obtemos

ν ′(r) + λ′(r) = 0.

Integrando ambos os lados em r, temos que

ν(r) + λ(r) = c, (A.2.21)

onde c é a constante de integração a ser descoberta. Por outro lado, podemos notar que
e2ν(r) e e2λ(r) devem tender a 1 em regiões distantes da estrela (gµν deve tender à métrica
do espaco-tempo plano). Dessa forma, devemos ter

e2[ν(r)+λ(r)] = 1⇒ ν(r) + λ(r) = 0, para r →∞.
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Entretanto, por conta da equação (A.2.21), concluímos que

ν(r) + λ(r) = 0,

para qualquer valor de r. Com essa última relação, podemos escrever que

e2ν(r) = e−2λ(r),

e usando a equação (A.2.17), obtemos

e2ν(r) = 1− 2GM(r)

r
. (A.2.22)
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APÊNDICE B
Resolução Numérica da TOV

Sabendo as equações de estado e os valores iniciais

r0 = 0.001 km, P (r0) = Pc, M(r0) = 0, H(r0) = r2
0, β(r0) = 2r0,

podemos calcular o valor da densidade de energia no ponto r0 numericamente1. Conhe-
cendo agora os valores de r0, P (r0), M(r0) e ε(r0), calculamos os valores de P ′(r0) e
M ′(r0) a partir das equações de TOV

(
dP

dr

)
r0

= −Gε(r0)M(r0)

r2
0

[
1 +

P (r0)

ε(r0)

] [
1 +

4πr3
0P (r0)

M(r0)

] [
1− 2GM(r0)

r0

]−1

,(
dM

dr

)
r0

= 4πr2
0ε(r0).

Em seguida, fazemos a seguinte aproximação:

r1 = r0 + δr,

P (r1) = P (r0) + δr

(
dP

dr

)
r0

,

M(r1) = M(r0) + δr

(
dM

dr

)
r0

,

onde definimos δr = 0.001 km (quanto menor o valor de δr, mais preciso será o resultado;
porém, mais iterações serão necessárias).

1Para isso, podemos fazer uma interpolação da tabela de dados usada para fazer o gráfico P × ε.
Outro jeito seria, por exemplo para o caso do modelo de sacola do MIT, resolver numericamente o sistema
formado pelas equações (3.1.14) e (3.1.6) tomando o valor da pressão sendo P = P (r0). Uma vez feito
isso, obtemos os valores dos momentos de Fermi e da densidade bariônica no raio r0. Substituindo esses
valores na equação (3.1.7), conseguimos o valor de ε(r0).

61



Apêndice B. Resolução Numérica da TOV

Visando agora obter os valores de β(r1) e H(r1), calculamos os termos(
dH

dr

)
r0

= β(r0)(
dβ

dr

)
r0

= 2

(
1− 2GM(r0)

r0

)−1

H(r0)

{
−2πG

[
5ε(r0) + 9P (r0) +

ε(r0) + P (r0)

(dP/dε)r0

]
+

3

r2
0

+ 2

(
1− 2GM(r0)

r0

)−1(
GM(r0)

r2
0

+ 4πGr0P (r0)

)2
}

+
2β(r0)

r0

(
1− 2GM(r0)

r0

)−1 [
−1 +

GM(r0)

r0

+ 2πGr2
0 (ε(r0)− P (r0))

]
,

onde tomamos (
dP

dε

)
r0

=
P (r1)− P (r0)

ε(r1)− ε(r0)
.

Feito isso, fazemos a aproximação

β(r1) = β(r0) + δr

(
dβ

dr

)
r0

,

H(r1) = H(r0) + δr

(
dH

dr

)
r0

,

de forma que obtemos todas as quantidades em r1. Dessa forma, podemos repetir esse
mesmo processo para obter essas quantidades em r2, e em seguida, em r3, e assim por
diante. Esse processo é repetido até obtermos os valores das quantidades em rN = R,
onde R é o raio da estrela. Esse ponto R é definido como o ponto em que a pressão atinge
o valor nulo, indicando que atingimos a superfície da estrela

Psup = 0. (B.0.1)

Assim, para as estrelas de quarks e de hádrons deste trabalho, ao obter o valor de P (ri),
verificamos se esse valor é maior ou menor do que zero. Se for maior, continuamos
o procedimento como já explicado; se for menor, definimos ri = R, M(ri) = M ,
H(ri) = H(R) e β(ri) = β(R), sendo M a massa total da estrela. Com isso, o pro-
cesso é finalizado. Entretanto, para as estrelas híbridas, por conta da equação que usamos
para realizar a transição de fase, podemos notar que o valor da pressão não atinge valores
negativos. Dessa forma, definimos a superficíe da estrela de nêutrons como o ponto em
que a densidade bariônica se anula. Para os dois tipos de estrelas híbridas aqui utilizadas,
a pressão na superficie da estrela será de

Psup ≡ P (ρB = 0) =
1

2

(
−B +

√
B2 + 4δ0

)
. (B.0.2)

Dessa forma, precisamos verificar, em cada iteração, se P (ri) é maior ou menor do que
Psup.
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Ao final, teremos o valor deM , R, H(R) e β(R) para uma estrela cuja pressão central
é de P (r0) = Pc. Repetindo o mesmo processo com diferentes valores de Pc, teremos uma
tabela do tipo da tabela B, que nos permite, por exemplo, fazer o diagrama massa-raio, ou
obter a deformabilidade de maré e relacioná-la com a massa.

Pc (MeV/fm3) M (M�) R (km) H (km2) β (km)
10 9.34 1.91 48.11 12.94

8.91 9.43 1.94 48.70 12.91
7.94 9.53 1.97 49.45 12.89

...
...

...
...

...

Tabela B.1: Exemplo de resultado obtido ao final de todo o processo de resolução numé-
rica da TOV.
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APÊNDICE C
Deformabilidade de Maré

Neste apêndice, iremos deduzir as equações de deformabilidade de maré. Para isso, pri-
meiro acharemos o potencial gravitacional newtoniano do sistema binário. Em seguida,
usaremos esse potencial na aproximação de campos fracos, no qual nos permitirá deduzir
a equação de k2 e a equação diferencial que a quantidade H(r) deve satisfazer. Nessa
dedução, consideramos as unidades naturais sendo c = ~ = G = 1.

C.1 Potencial Gravitacional Newtoniano

Vamos considerar um sistema binário formado por um corpo A e por um corpo B, este
último sendo pontual. Colocamos a origem do sistema no centro de massa do corpo A e
queremos saber qual é o potencial gravitacional total sentido por um ponto P na superfície
de A [41]. Esse pontencial pode ser escrito como

Φ = ΦA + ΦB, (C.1.1)

onde ΦA (ΦB) é a contribuição do potencial gerada pela interação entre o ponto P e o
corpo A (B). Vamos primeiramente obter o pontecial ΦA. Relembrando que o potencial
gravitacional no limite newtoniano pode ser escrito como

ΦA(t, ~r) = −
∫

ρ(t, ~r′)

|~r − ~r′|
d3~r′, (C.1.2)

podemos fazer uma expansão multipolar no termo 1/|~r − ~r′|, obtendo assim

1

|~r − ~r′|
=
∞∑
l=0

r′l

rl+1
Pl(n̂

′ · n̂)

=
1

r
+
r′

r2
n′ini +

x′2

x3

1

2

[
3(n′ini)

2 − 1
]

+O(r−4)

=
1

r
+
r′

r2

r′i
r′
ni +

3

2r3

[
r′ir
′
jninj −

1

3
r′2
]

+O(r−4),
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onde ~r é a posição do ponto P, ~r′ a posição da contribuição de uma massa infinitesimal
do corpo A e o quadrado do módulo e o versor do vetor ~r são dados, respectimente, por
r2 = rirjδij e ni = ri/r (e, analogamente, para ~r′). Como n̂ é o versor do vetor ~r,
por definição ele satisfaz |~n| = 1. Dessa forma, multiplicando o segundo termo entre
colchetes por n2 = ninjδij (= 1), temos

1

|~r − ~r′|
=

1

r
+
r′i
r2
ni +

3

2r3

[
r′ir
′
jninj −

1

3
r′2n2

]
+O(r−4)

=
1

r
+
r′i
r2
ni +

3

2r3

[
r′ir
′
j −

1

3
r′2δij

]
ninj +O(r−4).

Substituindo esse resultado na equação (C.1.2), obtemos

ΦA(t, ~r) = −1

r

∫
ρA(t, ~r′)d3~r′ − ni

r2

∫
r′iρA(t, ~r′)d3~r′

− 3

2r3
ninj

∫ [
r′ir
′
j −

1

3
r′2δij

]
ρA(t, ~r′)d3~r′ +O(r−4).

A integral do primeiro termo é a massa total do corpo A, resultando no potencial new-
toniano de um corpo pontual (o que era esperado, já que esse é o termo de monopolo).
Já a integral do segundo termo se anula [66]. Com isso, podemos escrever o potencial
gravitacional gerado pelo corpo A como

ΦA = −M
r
− 3

2r3
Qijninj +O(r−4), (C.1.3)

onde

Qij =

∫ [
r′ir
′
j −

1

3
r′2δij

]
ρA(t, ~r′)d3~r′, (C.1.4)

é o momento de quadrupolo. Aqui, podemos ressaltar que esse tensor Qij é um tensor si-
métrico cujo traço é nulo. Por conta disso, podemos escrevê-lo em termos dos harmônicos
esféricos [41, 66, 40]

Qij =
2∑

m=−2

QmY2m
ij , (C.1.5)

sendo Y2m
ij o tensor simétrico de traço nulo definido por

Y2m(θ, φ) = Y2m
ij ninj, (C.1.6)

onde Y2m(θ, φ) são os harmônicos esféricos de l = 2 e ~n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Agora vamos calcular o potencial gravitacional gerado pela interação do corpo B sobre
o ponto P. Claramente, ele também é dado pela equação

ΦB(t, ~r) = −
∫
ρB(t, ~r′′)

|~r − ~r′′|
d3~r′′, (C.1.7)
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onde ~r é a posição do ponto P e ~r′′, a posição do corpo B. Aqui a ideia também é fazer
uma expansão; porém, por conta do corpo B estar distante do ponto P, podemos dizer que
o ponto P está aproximadamente na origem. Em outras palavras, faremos uma expansão
em série de Taylor em torno de ~r = 0. Dessa forma, teremos

ΦB = ΦB(0) + ∂iΦB|0 r
i +

1

2
∂2
ijΦB

∣∣
0
rirj +O(r3).

Podemos definir que o valor do potencial ΦB é nulo na origem, de forma que o primeiro
termo da expansão se torne zero. O segundo termo da expansão é a aceleração do centro
de massa da fonte, em que podemos assumir que este é estático [66]. Com isso, o potencial
pode ser escrito como

ΦB = −εijrirj +O(r3),

onde

εij = −1

2
∂2
ijΦB

∣∣
0
, (C.1.8)

é o termo de quadrupolo do campo de deformabilidade. Assim como Qij , εij também
é um tensor simétrico de traço nulo. Notemos que, como o potencial gravitacional deve
satisfazer a equação de Laplace, temos que, no vácuo,

∇2ΦB = 0⇒ −ε11 − ε22 − ε33 = 0⇒ Tr(ε) = 0.

Com isso, analogamente ao caso do tensor Qij , podemos escrever εij como

εij =
2∑

m=−2

εmY2m
ij . (C.1.9)

Agora que temos o potencial gravitacional gerado pelo corpo A e pelo corpo B, pode-
mos ver que o potencial total no ponto P é de

Φ = −M
r
− 3

2r3
Qijninj +O(r−4) + εijr

irj +O(r3). (C.1.10)

C.2 Tidal Love Number k2

Nesta seção, queremos deduzir qual a relação entre o quanto o corpo A é deformado (que
está relacionado com a quantidadeQij) devido ao campo de deformabilidade causado pelo
corpo B (relacionado com εij). Na aproximação de campos fracos, podemos escrever que
[67, 68]

Φ =
1

2
(g00 − 1) = −M

r
− 3

2r3
Qijninj +O(r−4) +

1

2
r2εijninj +O(r3), (C.2.1)
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onde usamos a equação (C.1.10) na segunda igualdade. Apesar da equação (C.1.10) con-
tinuar válida, o mesmo não acontece para os tensores Qij e εij . Eles continuam sendo
tensores simétricos e de traço nulo (e portanto, as equações (C.1.5) e (C.1.9) podem con-
tinuar sendo usadas nesta seção); porém, as equações (C.1.4) e (C.1.8) não são válidas
para o caso relativístico [40]. Por conta disso, iremos então considerar que a relação entre
Qij e εij pode ser aproximada por uma equação linear, como

Qm = −λεm, (C.2.2)

de forma que a quantidade λ nos fornece uma medida da resposta do momento multipolar
em razão ao campo de deformabilidade externa [66]. Por convenção, escrevermos

λ =
2

3
k2R

5, (C.2.3)

de forma que k2 é a quantidade adimensional que nos informa sobre o quanto um corpo
deforma devido a um campo de deformabilidade. Para obtermos a equação de k2, o
primeiro passo é encontrar o valor de g00 para podermos substituir na equação (C.2.1).
Para isso, vamos discutir o que acontece com a métrica em um sistema binário. No sistema
binário de corpos compactos, o segundo corpo irá causar uma perturbação na métrica do
espaço-tempo do primeiro. Dessa forma, considerando uma perturbação linear, podemos
dizer que a métrica do espaço-tempo de um corpo do sistema pode ser escrita como

gµν = g(0)
µν + hµν , (C.2.4)

onde g(0)
µν é a métrica de Schwarzschild e hµν é a perturbação (e portanto, |hµν | << 1).

Com isso, para descobrirmos o valor de g00, precisamos encontrar h00. Em [40], é anali-
zada a dependência angular de hµν em harmônicos esféricos e considerada perturbações
estáticas, de l = 2 e de paridade par no gauge de Regge-Wheeler [69]. Feito isso, é
possível obter que [40, 70]

hµν = Y2m(θ, φ) diag
[
e2ν(r)H0(r),−e2λ(r)H2(r),−r2K(r),−r2 sin2 θK(r)

]
, (C.2.5)

onde H0(r), H2(r) e K(r) são funções a serem descobertas. Com a perturbação da mé-
trica escrita dessa forma, podemos obter a variação dos tensores de Einstein δGν

µ e, jun-
tamente com a equação de Einstein linearizada

δGν
µ = 8πδT νµ , (C.2.6)

sendo

δT νµ = diag(δε,−δP,−δP,−δP ), (C.2.7)
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a variação do tensor momento energia, é possível obter, após alguns cálculos, que a função
H0(r) = H2(r) ≡ H(r) deve satisfazer a equação [40, 71, 72]

H ′′(r) +H ′(r)

{
2

r
+ e2λ

[
2M(r)

r2
+ 4πr(P (r)− ε(r))

]}
+H(r)

[
−6e2λ

r2
+ 4πe2λ(r)

(
5ε(r) + 9P (r) +

ε(r) + P (r)

dP/dε

)
− (2ν ′)2

]
= 0.

(C.2.8)

Como nosso objetivo aqui é achar g00 para substituir na equação (C.2.1), precisamos
encontrar a solução de H(r) fora da estrela; ou seja, no vácuo. Dessa forma, o tensor de
momento-energia se torna nulo (e portanto, P (r) = ε(r) = 0), e a equação da função
H(r) se torna

H ′′(r) +H ′(r)

[
2

r
+ e2λ2M

r2

]
+H(r)

[
−6e2λ

r2
− (2ν ′)2

]
= 0. (C.2.9)

Usando os resultados obtidos no apêndice A,

e2λ =

(
1− 2M

r

)−1

, (C.2.10)

ν ′(r) = − 1

2r

[
1−

(
1 + 8πr2P (r)

)
e2λ
]

= − 1

2r

(
1− e2λ

)
=

M

r2 − 2rM
, (C.2.11)

onde tomamos P = 0 na segunda igualdade de ν ′(r), substituimos esses resultados obti-
dos na equação (C.2.9), resultando em

H ′′(r) +H ′(r)

[
2

r
+

2M

r2 − 2M

]
−H(r)

[
6

r2

1

1− 2M/r
+

4M2

(r2 − 2rM)2

]
= 0.

(C.2.12)

Fazendo a mudança de variável
x =

r

M
− 1,

podemos obter que

H ′′(x)
1

M2
+H ′(x)

1

M

2x

M(x2 − 1)
−H(x)

6x2 − 2

M2(x2 − 1)2
= 0. (C.2.13)

Multiplicando ambos os lados por M2(x2 − 1),

(x2 − 1)H ′′(x) + 2xH ′(x)−H(x)
6x2 − 2

(x2 − 1)
= 0, (C.2.14)
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e somando e subtraindo por 6 no numerador do termo proporcional a H(x), essa equação
fica sendo

(x2 − 1)H ′′(x) + 2xH ′(x)−H(x)

(
6 +

4

x2 − 1

)
= 0. (C.2.15)

Essa equação de H(x) toma a mesma forma da equação de Legendre associada para
l = m = 2. Dessa forma, sabemos então que a sua solução deve ser do tipo

H(x) = c1Q
2
2(x) + c2P

2
2 (x), (C.2.16)

onde Pm
l (x) e Qm

l (x) são as funções de Legendre associadas, dadas por

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l, (C.2.17)

Qm
l (x) =

√
πΓ(l +m+ 1)

2l+1Γ(l + 3/2)

1

xl+m+1
(1− x2)m/2

× 2F1

(
l +m+ 1

2
,
l +m+ 2

2
, l +

3

2
,

1

x2

)
, (C.2.18)

e 2F1(α, β, γ, x) a função hipergeométrica dada por

2F1(α, β, γ, x) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

∞∑
n=0

Γ(n+ α)Γ(n+ β)

Γ(n+ γ)n!
xn. (C.2.19)

Para o caso l = m = 2, essas equações se tornam

P 2
2 (x) = 3(1− x2), (C.2.20)

Q2
2(x) =

x(3x2 − 5)

x2 − 1
− 3

2
(x2 − 1) ln

(
1 + 1/x

1− 1/x

)
. (C.2.21)

Substituindo x = r/M − 1, obtemos que

P 2
2 (r) = −3

( r
M

)2
(

1− 2M

r

)
, (C.2.22)

Q2
2(r) = −

( r
M

)2
(

1− 2M

r

)
×
[
−M(M − r)(2M2 + 6Mr − 3r2)

r2(r − 2M)2
+

3

2
ln

(
r

r − 2M

)]
. (C.2.23)

Tomando valores grandes de r ou, em outras palavras, definindo a = 1/r e expandindo
em série de Taylor em torno de a = 0, obtemos

P 2
2 (r) = 3

( r
M

)2

+ (O(1/r))−1 ,

Q2
2(r) =

8

5

(
M

r

)3

+O(1/r4).
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Dessa forma, pegando apenas o primeiro termo de cada função, podemos escreve a função
H(r) como

H(r) =
8

5

(
M

r

)3

c1 + 3
( r
M

)2

c2. (C.2.24)

Tendo essa expressão da função H(r), podemos obter que a métrica do espaço pode ser
escrita como

g00 = g
(0)
00 + h00

= e2ν(r) [1 +H(r)Y2m(θ, φ)]

=

(
1− 2M

r

){
1 +

[
8

5

(
M

r

)3

c1 + 3
( r
M

)2

c2

]
Y2m(θ, φ)

}
,

onde usamos que (dedução no apêndice A)

e2ν(r) = 1− 2M

r
.

Substituindo na equação (C.2.1) e igualando os termos de mesma ordem em r, vemos que
o termo proporcional a 1/r3 nos fornece

1

2

8

5

(
M

r

)3

c1Y2m(θ, φ) = − 3

2r3
Qijninj,

e usando as equações (C.1.5) e (C.2.2) podemos obter que

1

2

8

5

(
M

r

)3

c1Y2m(θ, φ) = +
3

2r3
λεmY2m(θ, φ).

Isolando c1, obtemos que

c1 =
15

8

1

M3
λε. (C.2.25)

Já o termo proporcional a r2, resulta em

1

2
3
( r
M

)2

c2Y2m(θ, φ) =
1

2
r2εijninj.

Usando a equação (C.1.9) e isolando c2, obtemos

c2 =
1

3
M2ε. (C.2.26)

Substituindo c1 e c2 obtidos agora e as equações (C.2.22) e (C.2.23) na equação (C.2.16),
obtemos uma expressão de H(r) que depende das variáveis ε e λ, dada por

H(r) =
1

8M5

(
1− 2M

r

)
r2ε
{

8M5

+15λ

[
−M(M − r)(2M2 + 6Mr − 3r2)

r2(r − 2M)2
+

3

2
ln

(
r

r − 2M

)]}
. (C.2.27)
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Derivando em relação a r,

H ′(r) =
1

8
ε

[
16(r −M)− 30(2M4 − 2M3r + 13M2r2 − 12Mr3 + 3r4)λ

M4r2(r − 2M)2

+
45(r −M)

M5
λ ln

(
r

r − 2M

)]
. (C.2.28)

Supondo que conhecemos os valores de H(r) e H ′(r) em r = R, essas últimas equações
formam um sistema de duas equações com duas incógnitas (ε e λ); ou seja, possível de
ser resolvido. Com isso, tomando r = R, da equação (C.2.28), isolamos a variável ε e
substituímos na equação (C.2.27), resultando em uma equação que depende apenas de λ.
Isolando λ e, para simplificar a expressão, definimos

H ′(R) =
y

R
H(R), M = RC, (C.2.29)

obtemos

λ = 16(1− 2C)2C5R5[2 + 2C(y − 1)− y] {30C[6− 3y + C(3{5y − 8}

+2C{13− 11y + C[−2 + 3y + 2C(1 + y)]})]

−45(1− 2C)2(2 + 2C{y − 1} − y) ln

(
1

1− 2C

)}−1

.

Por fim, usando a expressão (C.2.3) e isolando k2, obtemos

k2 =
8C5

5
(1− 2C)2 [2 + 2C (y − 1)− y] {2C [6− 3y + 3C (5y − 8)]

+ 4C3
[
13− 11y + C (3y − 2) + 2C2 (1 + y)

]
+3 (1− 2C)2 [2− y + 2C (y − 1)] ln (1− 2C)

}−1
, (C.2.30)

que, da equação (C.2.29), temos

y =
RH ′(R)

H(R)
, C =

M

R
, (C.2.31)

onde C é a compacidade da estrela. Dessa forma, sabendo os valores de H(R) e H ′(R),
podemos obter o valor de k2 a partir da equação deduzida.

Para obtermos os valores de H(R) e H ′(R), podemos resolver a equação (C.2.8)
numericamente no intervalo 0 ≤ r ≤ R. Para isso, podemos reescrever essa equação
diferencial de segunda ordem em um sistema de duas equações diferenciais de primeira
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ordem, como

dH

dr
= β(r), (C.2.32)

dβ

dr
= 2

(
1− 2M(r)

r

)−1

H(r)

{
−2π

[
5ε(r) + 9P (r) +

ε(r) + P (r)

dP/dε

]
+

3

r2
+ 2

(
1− 2M(r)

r

)−1(
M(r)

r2
+ 4πrP (r)

)2
}

+
2β(r)

r

(
1− 2M(r)

r

)−1 [
−1 +

M(r)

r
+ 2πr2 (ε(r)− P (r))

]
, (C.2.33)

e assim, sabendo as condições de contorno, podemos resolver esse sistema juntamente
com as equações de TOV. Esse processo numérico é melhor explicado no apêndice B.
Sendo assim, ainda nos falta a informação das condições de contorno, dadas pelos valores
de H(0) e β(0). Para isso, voltamos novamente para a equação (C.2.8) e, assumindo que
H(r) é regular em r = 0 e resolvendo a equação para r próximo de zero, podemos obter
que [40, 41]

H(r) = a0r
2

[
1− 2π

7

(
5ε(0) + 9P (0) +

ε(0) + P (0)

dP/dε|0

)
r2 + ′(r3)

]
. (C.2.34)

Tomando apenas o primeiro termo e derivando para obter a condição de contorno de β,
temos

H(r = 0) ≈ a0r
2, β(r = 0) ≈ 2a0r. (C.2.35)

Como nosso objetivo é obter o valor de y, então o que realmente nos interessa é a quanti-
dade β(R)/H(R). Dessa forma, podemos tomar o valor de a0 = 1.

Com isso, concluímos que, para obter o valor de Λ, resolvemos numericamente o
sistema de equações diferenciais (C.2.32) e (C.2.33) usando as condições de contorno
(C.2.35) pelo método explicado no apêndice B. Em seguida, obtemos o valor de y pela
equação

y =
Rβ(R)

H(R)
− 4πR3εsup

M
,

onde o termo adicional em relação à equação de y dedudiza (equação (C.2.31)) é uma
correção para o caso da densidade de energia superficial εsup ≡ ε(P = 0) não ser nula
[39]. Substituindo o valor de y na equação (C.2.30), obtemos o valor de k2. Por fim,
substituindo k2 na equação (2.2.1), obtemos o valor de Λ e podemos comparar com os
dados experimentais.
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APÊNDICE D
Revisão da QCD

A lagrangiana da QCD é dada por

LQCD = −1

4
F a
µνF

aµν +

Nf∑
q=1

ψ̄qi
[
iγµ(δij∂µ − igT aijGa

µ)− δijmq

]
ψqj , (D.0.1)

sendo q o sabor dos quarks (q = 1, 2, 3, referente aos quarks up, down e strange); i e
j, a cor do quark (i, j = 1, 2, 3, referente às cores red, green e blue); a, a cor do glúon
(a = 1, . . . , 8); g, a constante de acoplamento do SU(3);

F aµν = ∂µGaν − ∂νGaµ + gfabcGbµGcν , (D.0.2)

ondeGa
µ é o campo dos glúons e ψ, o campo dos quarks e fabc, a constante de acoplamento

do SU(3), que satisfaz a propriedade

facdfbcd = 3δab. (D.0.3)

T a são os geradores do grupo SU(3), dados por

T a =
λa

2
, a = 1, . . . 8, (D.0.4)

e λa são as matrizes de Gerll-Mann

λ1 =

0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , (D.0.5)

λ4 =

0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 , λ6 =

0 0 0

0 0 1

0 1 0

 , (D.0.6)

λ7 =

0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (D.0.7)
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D.1 Equação (3.2.39)

Para um único sabor de quark, a densidade de quarks (equação (3.2.39)) aplicada em um
sistema de N quarks pode ser escrita como

ρ = 〈N |ψ†iψi |N〉 , (D.1.1)

onde ψi é o campo dos quarks e estamos mantendo implícito o índice q. No caso do
espectro de energia positiva, podemos escrevê-lo como [51]

ψi = ciψ = ci
1√
V

∑
~k,λ

A
(λ)
~k
u(λ)(~k)e−ik·x, (D.1.2)

sendo ~k e λ o momento e o spin do quark; u(λ)(~k), um spinor de Dirac, que deve satisfazer
a relação (

u(λ′)(~k′)
)†
u(λ)(~k) = δ~k,~k′δλ,λ′ ; (D.1.3)

A
(λ)
~k

, o operador de aniquilação, que deve respeitar a relação de anticomutação{
A

(λ)
~k
,
(
A

(λ)
~k

)†}
= 1; (D.1.4)

k · x = kµx
µ e ci é a carga de cor, sendo elas

c1 =

1

0

0

 , para vermelho, c2 =

0

1

0

 , para azul, c3 =

0

0

1

 , para verde. (D.1.5)

Da equação (D.1.2), podemos obter

ψ†i = ψ†c†i = c†i
1√
V

∑
~k,λ

(
A

(λ)
~k

)† (
u(λ)(~k)

)†
eik·x. (D.1.6)

Com isso, substituindo as equações (D.1.6) e (D.1.2) na equação (D.1.1), obtemos

ρ = 〈N |ψ†iψi |N〉

= c†ici
1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

(
u(λ′)(~k′)

)†
u(λ)(~k)eik

′·xe−ik·x 〈N |
[
A

(λ′)†

~k′
A

(λ)
~k

]
|N〉

=
3

V

∑
~k,λ

〈N |
[
A

(λ)†

~k
A

(λ)
~k

]
|N〉 ,

onde usamos a propriedade dada na equação (D.1.3) e as equações (D.1.5) para calcular
c†ici = c†1c1 + c†2c2 + c†3c3 = 3. Notando que 〈N |

[
A

(λ)†

~k
A

(λ)
~k

]
|N〉 = 1, obtemos

ρ =
3

V

∑
~k,λ

1.
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Fazendo a troca de momentos discretos para contínuos, dada por

1

V

∑
~k,λ

→ γQ
(2π3)

∫
d3k, (D.1.7)

onde γQ = 2(spin) × 3(cor) é o fator de degenerescência dos quarks, a densidade de
quarks fica sendo

ρ = 3
γQ

(2π3)

∫
d3k

= 3
γQ
2π2

∫ kF

0

dk k2.

Calculando a integral, obtemos
ρq =

γQ
2π2

k3
F,q, (D.1.8)

em que voltamos a indicar o sabor do quark q. Somando sobre os sabores dos quarks,
obtemos

ρ =
γQ
2π2

Nf∑
q=1

k3
F,q, (D.1.9)

que é a equação (3.2.39).

D.2 Equação (3.2.37)

Partimos da equação de movimento dos quarks (equação (3.2.26))(
iγµ∂µ + gγ0T aαa0 −m

)
ψ = 0, (D.2.1)

onde deixamos implícito o índice de sabor dos quarks q. Multiplicando ψ̄ = ψ†γ0 pela
esquerda, obtemos

ψ̄i
(
iδijγ

µ∂µ + gγ0T aijα
a
0 −mδij

)
ψj = 0. (D.2.2)

Substituindo as equações (D.1.2) e (D.1.6) nesta última, temos que

1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

u′†A′†eik
′·xc†i

(
iδij∂0 + iδij~α · ∇+ gT aijα

a
0 −mγ0δij

)
cjAue

−ik·x = 0,

onde usamos que γ0γ0 = 1, γ0~γ = ~α e simplificamos a notação para A(λ)
~k
≡ A, A(λ′)

~k′
≡

A′, u(λ)(~k) ≡ u e u(λ′)(~k′) ≡ u′. Aplicando as derivadas e rearranjando os termos,
obtemos que

1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

(
i(c†iδijcj)(−iE) + i(c†iδijcj)~α · (i~k)

+g(c†iT
a
ijcjα

a
0)−mγ0(c†iδijcj)

)
A′†Au′†u e−i(k−k

′)·x = 0.
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Das equações (D.1.5), obtemos que c†iδijcj = c†ici = 3; e juntamente com os geradores
do grupo SU(3), obtemos

c†iT
a
ijcjα

a
0 = α1

0 + α4
0 + α6

0 ≡ A, (D.2.3)

onde a última igualdade é uma definição para facilitar a notação. Usando esses resultados
e a propriedade dada pela equação (D.1.3), ficamos com

1

V

∑
~k,λ

(
3E − 3~α · ~k + gA− 3mγ0

)
A′†A = 0, (D.2.4)

o que implica em

3E − 3~α · ~k + gA− 3mγ0 = 0.

Reorganizando os termos

3E + gA = 3(~α · ~k + γ0m), (D.2.5)

e colocando ambos os lados ao quadrado, obtemos

(3E + gA)2 = 9
[
(~α · ~k)2 + (~α · ~k)(γ0m) + (γ0m)(~α · ~k) + (γ0m)2

]
.

Calculando separadamente o primeiro termo do lado direito, temos que

(~α · ~k)2 = (α1k1 + α2k2 + α3k3)2

= (α1k1)2 + (α2k2)2 + (α3k3)2 + k1k2{α1, α2}+ k1k3{α1, α3}+ k2k3{α2, α3}

= (k1)2 + (k2)2 + (k2)3

= ~k2,

onde usamos que {αi, αj} = 0, para i 6= j e (αi)2 = 1. E calculando separadamente o
segundo e terceiro termos:

(~α · ~k)(γ0m) + (γ0m)(~α · ~k) = m
[
k1{α1, γ0}+ k2{α2, γ0}+ k3{α3, γ

0}
]

= 0,

já que temos a propriedade {γ0, αi} = 0. Com isso,

(3E + gA)2 = 9
(
~k2 +m2

)
,

onde usamos que γ0γ0 = 1. Aplicando a raíz dos dois lados e isolando E, obtemos

E = −1

3
gA+

√
~k2 +m2.
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Substituindo essa equação na equação (D.2.5), obtemos a relação√
~k2 +m2 = ~α · ~k + γ0m, (D.2.6)

que será necessária para a dedução da equação (3.2.37) (podemos notar que o lado direito
da equação é igual ao operador presente na equação (3.2.37), porém trocando ~k → −i∇).

Agora partimos da equação desejada

ψ†(−i~α · ∇+ γ0m)ψ =
1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

A′†u′†eik
′·xc†i

(
−iδij~α · ∇+ γ0mδij

)
Aue−ik·xcj

=
1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

(
−3i~α · (i~k) + 3γ0m

)
A′†u′†uAe−i(k−k

′)·x

=
3

V

∑
~k,λ

(
+~α · ~k + γ0m

)
A′†A.

Aplicando em um sistema composto por N quarks, teremos

〈N |ψ†(−i~α · ∇+ γ0m)ψ |N〉 =
3

V

∑
~k,λ

(
+~α · ~k + γ0m

)
〈N |A′†A |N〉

=
3

V

∑
~k,λ

(
+~α · ~k + γ0m

)
.

Nesse ponto, usamos o resultado da equação (D.2.6), obtemos que

〈N |ψ†(−i~α · ∇+ γ0m)ψ |N〉 =
3

V

∑
~k,λ

√
~k2 +m2.

Usando a equação (D.1.7), temos

〈N |ψ†(−i~α · ∇+ γ0m)ψ |N〉 = 3
γQ

(2π)3

∫
d3k

√
~k2 +m2.

Escrevendo ~k em coordenadas esféricas e deixando explícito o índice de sabor dos quarks,
ficamos com a relação

(ψq)†(−i~α · ∇+ γ0mq)ψ
q → 3

γQ
(2π)3

∫ kF,q

0

dk ~k2
q

√
~k2
q +m2

q, (D.2.7)

que é a equação (3.2.37) que queríamos provar.

D.3 Equação (3.2.45)

Para provar a equação (3.2.45), precisamos antes obter duas relações necessárias. Para
a primeira delas, partimos da equação (D.2.6) e aplicamos u pela direita e u†γ0 pela
esquerda,

u†γ0(~α · ∇)u = u†γ0

√
~k2 +m2u. (D.3.1)
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Em seguida, pegamos novamente a equação (D.2.6), porém aplicamos u† pela esquerda e
γ0u, resultando em

u†(~α · ∇)γ0u = u†
√
~k2 +m2γ0u. (D.3.2)

Somando estes dois últimos resultados, obtemos

u†
[
(γ0~α + ~αγ0γ0) · ~k + 2m

]
u = 2u†γ0

√
~k2 +m2u.

Usando a propriedade de que {γ0, αi} = 0, obtemos

u†um = ūu

√
~k2 +m2.

Isolando ūu, chegamos na relação

ūu =
m√

~k2 +m2
u†u, (D.3.3)

que é a primeira relação necessária para provar a equação (3.2.45).

Para obtermos a segunda relação necessária, partimos da equação (D.2.4), que pode-
mos escrevê-la como

1

V

∑
~k,λ

(3E + gA) =
1

V

∑
~k,λ

(3~α · ~k + 3γ0m).

Aplicando u pela direita e substituindo a equação (D.2) nesta última, obtemos

1

V

∑
~k,λ

(3

√
~k2 +m2)u =

1

V

∑
~k,λ

(3~α · ~k + 3γ0m)u.

Rearranjando os termos, ficamos com

1

V

∑
~k,λ

(~α · ~k)u =
1

V

∑
~k,λ

(√
~k2 +m2 + γ0m

)
u.

Aplicando u† pela esquerda,

1

V

∑
~k,λ

u†(~α · ~k)u =
1

V

∑
~k,λ

(√
~k2 +m2u†u+mūu

)
.

Neste ponto, usamos a relação (D.3.3) obtida anteriorimente, de forma que esta última
equação possa ser escrita como

1

V

∑
~k,λ

u†(~α · ~k)u =
1

V

∑
~k,λ

(√
~k2 +m2u†u+m

m√
~k2 +m2

u†u

)

=
1

V

∑
~k,λ

u†
~k2√

~k2 +m2
u,
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o que implica em

~α · ~k →
~k2√

~k2 +m2
, (D.3.4)

que é a segunda relação necessária para a dedução da equação (3.2.45).

Nesse ponto, partimos para o termo desejado

ψ†(−i~α · ∇)ψ = ψ†i (−iδij~α · ∇)ψj

=
1

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

u′†A′†c†iδij~α · ~kcjAue−i(k−k
′)·x

=
3

V

∑
~k,~k′,λ,λ′

u′†A′†~α · ~kAue−i(k−k′)·x.

Aplicando em um sistema com N quarks e usando a relação (D.3.4),

〈N |ψ†(−i~α · ∇)ψ |N〉 =
3

V

∑
~k,λ

~k2√
~k2 +m2

〈N |A′†A |N〉

=
3

V

∑
~k,λ

~k2√
~k2 +m2

.

Usando a relação (D.1.7), escrevendo k em coordenadas esféricas e deixando explícito o
índice de sabor dos quarks, obtemos a equação desejada

(ψq)†(−i~α · ∇)ψq → 3
γQ
2π2

∫ kF,q

0

dk
~k4
q√

~k2
q +m2

q

. (D.3.5)
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