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Resumo

Estudamos comportamentos caéticos na dindmica de formacio de
bolhas de ar em fluidos viscosos tendo o fluxo de ar como pardmetro de
controle, para trés valores de comprimento da mangueira de alimentacdo de

ar, o que representa uma mudanca na dissipagdo do sistema.

Também perturbamos o sistema com uma onda sonora e em alguns

casos a amplitude da onda foi usada como parametro de controle.

Observamos bolhas de bifurcagdio, primérias e secunddrias, crise,
explosdo/sela-né e adigfo de periodo. Alguns comportamentos puderam ser

emulados com o mapa cubico, com o mapa do circulo bidimensional e com

acoplamento deste com o mapa logistico.




ABSTRACT

We have studied the chaotic behaviour in air bubble formation into
viscous fluid. The air flow was used as the main control parameter , and the

system dissipation was selected by using one of the three diferent lenghts of

the air feeding hose.

We also applied a sound wave to the system and, in same cases, the

sound wave amplitude was used as a parameter control.

We observed primary and secondary bubbling bifurcation, crisis,
saddle-node/explosion and period-adding route. Some behaviours were

emulated by using the cubic map and the two-dimensional circle map or by

coupling the last one with the logistic map.
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1 INTRODUCAO

Sistemas cuja dinimica apresentam sensibilidade as condigdes
iniciais podem apresentar comportamento cao6tico, ndo sendo possivel fazer
previsBes a longo prazo sobre seu comportamento, mesmo com incertezas

relativamente pequenas nas condi¢Ses iniciais.

Grande nimero de sistemas dindmicos estudados nas ultimas décadas
apresentam comportamento caotico, como variagdes climaticas [Lorenz,
1980], torneiras pingando [Shaw, 1984 e Sartorelli ez al., 1994] e formacgio
de bolhas [Tufaile, 2000].

Baseando-se no experimento da Torneira Gotejante construido no
Laboratério de Fendmenos Nao-Lineares (LFNL) [Sartorelli ef al., 1994],
Tufaile desenvolveu o experimento do Tubo Borbulhador [Tufaile, 2000]
que permite estudar a formagdo de bolhas de ar em solugdes viscosas, com
ou sem a agdo de uma perturbagido periddica aplicada por uma onda sonora

através de um alto-falante.

Esse experimento € de interesse tanto no estudo de sistemas dinimicos
como em varias aplicagdes praticas, tais como dispersio de gases em
liquidos, formagdo de bolhas em equipamentos de limpeza, cavitagio em

valvulas e bombas hidraulicas, etc.

A aplicag@o da Teoria do Caos para o estudo de formacgdo de bolhas foi
feita primeiramente por Tritton [Tritton ef al., 1994] que utilizou um
medidor de fluxo anemométrico para obter dados sobre a dindmica de
formacdo de bolhas. Nesse trabalho porém o método de medi¢éo € invasivo
e a caracterizacdo feita para o comportamento cao6tico é subjetiva. Uma
técnica ndo invasiva foi utilizada por Mittoni [Mittoni ef al., 1998] que

caracterizou os sinais obtidos, por um transdutor de pressdao, como cadticos

obtendo expoentes de Lyapunov positivos.
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No campo da Engenharia Quimica, o Chaos Research Group (CRG),
da Universidade do Tenessee estuda desde 1992 a dinidmica de uma coluna
de bolhas de ar formada por um bico, procurando estudar a rota para o Caos

via duplicagdo de periodo e técnicas de controle de Caos.

No experimento montado no LFNL, medimos os intervalos de tempo
entre bolhas consecutivas que se formam no bico soprador. A seqiéncia de
intervalos nos permite construir uma série temporal com a qual podemos
analisar o comportamento do sistema. As técnicas de analise sio as mesmas
utilizadas no experimento da Torneira Gotejante [Gongalves, 1996; Pinto,
1999] que incluem a construgdo de diagramas de bifurcacio e reconstrugdes
dos espagos de fase por meio de mapas de retorno. Também sdo obtidas
imagens das bolhas com uma cimera de video VHS, com as quais podemos

visualizar o comportamento do sistema.

O processo de formag@o de bolhas é bastante complexo de modo que
os modelos existentes sdo adequados apenas para casos particulares. Para a
formagdo das bolhas a vazdo baixa e constante, Davidson [Davidson ef al.,

1960] apresenta um modelo que supde que:

1. a bolha se forma mantendo o formato esférico;

2. o liquido em torno da bolha estd em repouso, ou seja, a circulacio

do liquido ¢ desprezivel;
3. o movimento de uma bolha ndo ¢ afetado pela bolha anterior a ela;
4. a bolha se destaca ao atingir o raio maximo R;

5. a bolha se move, todo o tempo, com a velocidade de Stokes

apropriada a seu tamanho.




1 Introdugdo

Assim, o movimento do centro de massa de uma bolha que se forma
longe das paredes de um reservatorio com as condigBes acima, apresenta

velocidade v com valor dado pela equagio:

2r2g

Eli— !
Oy

(1- 1)

onde r € o raio da bolha, g a aceleragdo da gravidade e v a razio entre a
viscosidade do liquido e sua densidade. A relagio entre o volume V da

bolha e o fluxo O de gas nos permite escrever:

4
V=Ql=§frr3, Wi

com / representando o tempo. Levando em conta que durante a formacso da

bolha, a velocidade v corresponde a velocidade de crescimento radial [c:i})
t

rescrevemos a equacdo (1-1) substituindo » obtido pela equagio (1-2):

2
g  Ber 30 oo
= b (1-3)
i  9v\4r

integrando r de 0 a R, o valor maximo do raio da bolha, e t entre 0 e T, o

tempo de formagdo da bolha temos:

T:[ISvRJ%(Mc]% (i

28 30
onde R representa o raio maximo alcangado pela bolha ao se desprender.

Podemos entdo perceber que a relagdo entre o tempo de formagdo de bolhas

e o fluxo, ou vazdo volumétrica de ar € hiperbolico.

Para vazdo de ar mais alta, as cinco condi¢des apresentadas nio
ocorrem e o comportamento do sistema pode ser diferente. E necessario,

entdo, analisar um numero maior de pardmetros como no modelo

L)




1 Introdugio

apresentado por Zhang e Shoji [Zhang e Shoji, 2001]. As forgas

consideradas nesse modelo sfdo:

Forg¢a de Empuxo: Iy = V(P — Poa)E (1-5)
QZ
Momento do Fluxo de gas: By = pgmﬁ (1- 6)
b
b Lo iik,o
Forga de tensdo superficial: = = (1-7)
i 11 df., ds
Forga de massa adicional: F=(p,, +— —| = 1- 8
| 5 ds ds
Forga de arrasto Iy = Ep,,qﬁr CD(E_UWJE_UW (1-9)

onde piq € peas s30 as densidades do liquido e do gas, respectivamente; o é
o coeficiente de tensdo superficial, s a posicio do centro da bolha em
relagdo ao bico; Cp € a constante de arraste; e a velocidade média Uy que

vem da for¢a de arrasto causada pela subida da bolha anterior.
Durante a formag¢éo de uma bolha, em um bico com raio Ry e fluxo
constante (J, temos a seguinte relagio:

it i, 28 k4 K (1- 10)

de modo que a velocidade da bolha é igual a velocidade de crescimento
radial. Na fase seguinte, a bolha deixa o orificio mas permanece presa por

um menisco que aumenta com o tempo, nesse estagio temos:
Fobiln, =00 L LB (1-11)
O menisco da bolha colapsa quando seu comprimento se torna maior
ou igual ao didmetro do bico:

122R, (1- 12)
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No experimento do Tubo Borbulhador foi observado comportamento

-periddico e quase-periddico, bifurcagdes e regime cadtico, seja variando a

vazdo de ar, ou aplicando uma perturbagéo periodica ao sistema com vazio
fixa. Foi feito o estudo da relagio entre a formagio de bolhas e a
viscosidade da solugio sendo mostrado que para solugdes mais viscosas o
sistema apresenta maior estabilidade, e com maior defini¢do das transi¢Ses
do regime de borbulhamento. Também foi estudada a indugdo de veias
liquidas utilizando bolhas e a estabilidade de fluidos, com viscosidades
diferentes, sobrepostos, além da formacdo de antibolhas [Tufaile, 2000].
Atratores obtidos com esse experimento foram comparados com atratores
de Heénon, ja& que em alguns casos, apresentam comportamentos
semelhantes caracterizados através dos planos simbélicos [Tufaile ef al.,

2000b]

Aplicando a onda sonora ao sistema o comportamento do sistema foi
comparado com o mapa do circulo [Tufaile es al, 2001]. Aqui, sio
parametros relevantes a razd8o entre a freqiiéncia sonora e a de
borbulhamento, Q* = f,u/fsor € a amplitude da onda sonora, A, que sio
comparados com € e K no mapa do circulo. As semelhangas entre o
comportamento do sistema e o modelo do mapa do circulo aparecem em
diagramas de bifurcagdo e mapas de retorno. Também foi observado
explosdo/bifurcagdo sela-n6 na transi¢do de caos para comportamento
periddico, evidenciando mais uma semelhanga do sistema com o mapa do

circulo [Tufaile, 2002].

Nesse trabalho estudamos a dinamica de formagdo de bolhas
utilizando um novo tubo construido com didmetro maior que o utilizado
anteriormente por Tufaile. Estudamos para esse tubo, a dindmica de
formacdo de bolhas em solugdes com viscosidade diferentes com e sem a

acdo da perturbagdo da onda sonora.

Variando a vazdo do ar injetado encontramos bolhas de bifurcagio e

alterando parte do sistema injetor de ar observamos alteracdes destas
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bolhas de bifurcagdo, como bolhas de bifurcagdo secundarias e rota de

adicdo de periodo.

Com a agdo da perturbagio aplicada pela onda sonora, observamos o

comportamento do sistema para alguns valores fixos de vazao de ar em

relagdo a posi¢do da bolha de bifurcagio.




2 ASPECTOS TEORICOS

2.1 Estudo de sistemas dinamicos

Chamamos de sistema dinimico um sistema cujos estados podem ser
gerados a partir de seu estado anterior por meio de regras determinadas.
Para estudar a evolugdo temporal de sistemas dinimicos podemos usar

equagdes diferenciais do tipo

ax (1)

— = 1FE®,4], (2- 1)

onde @ representa um pardmetro independente de ¢ que caracteriza o
sistema. Dadas as condi¢des iniciais £ = 1y e x (t = fy) = xp podemos
determinar para elas uma solugdo analitica do tipo x(7), se o sistema &

linear,

Em caso de sistemas néo lineares, em geral, ndo apresentam solugio
analitica. Esses sistemas podem apresentar sensibilidade a condi¢Bes
iniciais, ou seja, solugdes com condiges iniciais muito proximas podem
divergir exponencialmente. A presenga de pardmetros independentes do
tempo, ou pardmetros de controle, ¢ decisiva para determinar o
comportamento do sistema e a alteragdo desses pode provocar grandes

modificagdes no comportamento do sistema.

2.2 Estados Estacionarios.

Um sistema dindmico pode apresentar solugBes periddicas, ou
estacionarias, ou cadticas, de acordo com os parametros de controle do

sistema. Vejamos um sistema descrito pela equagio (2-1), com a fungio
f(x) dada
J@=a +f% (2-2)
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sendo « e S constantes dadas. Um estado estacionario ou ponto fixo, x*, do

sistema é dado por:

o
dat

= f(x*)=0. (2-3)

Assim, se o sistema tende a permanecer em um certo estado com o
passar do tempo, entdo esse é um estado estacionario. No caso da equagio
(2-2) temos que um estado estacionario é o ponto fixo x* = a/fB, ja que

satisfaz a equagédo (2-3).

Mas nem sempre sistemas permanecem em um ponto fixo, por vezes
oscilam e voltam ao mesmo estado oscilatorio apés uma pequena
perturbagdo. Poincaré introduziu para este estado o conceito de ciclo-

limite.

Figura 2- 1 Espago de fase em coordenadas polares do sistema descrito pela

equacio 2- 4.
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Tomemos como exemplo o sistema descrito pelas equagdes
diferenciais abaixo:

dar

T (1-7)

6 _, (2- 4)
T

Olhando melhor para esta fungio podemos notar que para ¥(t) > 1 a
variagdo temporal de r serd negativa enquanto para 0 < r(Z) < 1 sera
positiva. Dessa forma temos que para toda solugio r(t) # 0 a funcio tendera
a 1. Como se trata de coordenadas polares teremos um circulo de raio 1 no
espago de fase, ou ciclo limite, como mostra a figura 2-1. Para rt) =0, o

sistema apresenta apenas um ponto fixo estavel.

2.3 Estabilidade de um ponto fixo

Um ponto fixo, ou ciclo limite, pode ser estavel ou instavel
dependendo do comportamento do sistema apds uma perturbacio. Se o
sistema sempre retorna ao estado estacionario apds uma perturbacio, esse
estado € dito estavel, mas se o sistema se afasta do estado original apds

uma perturbagdo entdo ele € dito instavel.

No sistema descrito pela equagio (2-4) temos que o ponto fixo r(7) =
0 é instavel pois qualquer perturbacdo faz com que o sistema se afaste dele

em diregdo ao ciclo-limite r(?) = 1, que é um estado estavel do sistema.

Para entender melhor como determinar a estabilidade de estados
estacionarios, tomemos como exemplo um sistema com N variaveis descrito
por equagdes diferenciais. Nas proximidades de um estado estacionario ¥ *,
a linearizagdo da fungdo f[¥(¢)] nos permite escrever:

%:M(f—f*) (2= 5)
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onde M representa a matriz de Floquet cujos elementos sdo as derivadas
parciais

X,

S g=z»

(2- 6)
onde f; € a evolugdo temporal da i-ésima variavel, x; ¢ a j-ésima variavel,
tomadas no estado estacionario ¥ *.

Os autovalores da matriz M nos dio informagdes sobre o
comportamento do sistema proximo ao estado estacionario, de modo que

podemos saber sobre a estabilidade desse estado.

Peguemos como exemplo um sistema genérico, linearizado, em duas

dimensdes:

- = ax, + bx,

. , (2-7)

Fri cx, +dbx,
teremos entdo que a matriz M, dada por

&b

M= (C d) (2- 8)

tem autovalores:
2’+:a+d+\/(a—d)2+4bc' o

= 20 2
Dependendo dos valores dos pardmetros a, b, ¢ e d, esses autovalores
podem ser reais ou imaginarios. Se algum dos autovalores, ou a parte real

deles, for positiva temos um estado estacionario instavel, se todos forem

negativos teremos um estado estavel.

A figura 2-2 mostra diagramas representando alguns exemplos do
comportamento do sistema préoximo a pontos fixos. Em (a) temos a

vizinhanga de um ponto tipo foco, onde os autovalores sio complexo

10




2 Aspectos Teoricos

conjugados com parte real diferente de zero. Em (b) temos o caso onde os
autovalores sdo reais com o mesmo sinal
que s6 ocorre para sistema com dimensdo major ou igual a 2, a vizinhanca
de um ponto de sela, que ocorre quando os autovalores sfio reais e com

sinais opostos, ou seja, com uma variedade estavel e outra instivel

, ponto n6. Em (¢) temos um caso

A

(a) ponto tipo foco instavel

(b) ponto no estivel

(c¢) ponto de sela

Figura 2- 2 Diagramas representando a vizinhanca de alguns pontos fixos.

11
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2.4 Secdo de Poincaré

A analise do espaco de fase de um sistema dindmico é um importante
instrumento para entender o que se passa com o sistema, mas algumas

vezes 0 mapa ou segdo de Poincaré é mais funcional

A se¢do de Poincaré é uma reconstru¢do em um espago com
dimensio menor que o espago de fase original do sistema. Para tal fixamos
o valor de uma variavel e condicionamos outra, de modo que podemos, por
exemplo, representar em uma superficie o comportamento de um sistema

em quatro dimensdes.

Peguemos como exemplo o péndulo duplo que consiste em duas
massas ligadas uma a outra e suspensas por fios ideais, representado na
figura 2-3. As variaveis desse sistema sio 01, B2, p1 e p2 que sdo os angulos

€ 08 momentos, respectivamente.

Figura 2- 3 O péndulo duplo.

12
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No caso de pequenas oscilagBes encontramos um comportamento
quase-periodico mas para amplitudes maiores o sistema apresenta

comportamento caotico. Para construir uma secio de Poincaré medimos P1
e 6, toda vez que 6, =0 e p, > 0. A figura 2-4 mostra em (a) uma curva

continua, representando o movimento quase-periddico em (b) uma regifio

preenchida devido ao comportamento caédtico.

LA7

a8 ]

Py

i B T T T T T T g T z
004 2. D2 307 0 pinl 262 303 0

(a) 1)

Py

(b) o 5

Figura 2- 4 Sec¢io de Poincaré do péndulo duplo com #,=0ep,>0em (a) o
comportamento regular para pequenas amplitudes ¢ em (b) o comportamento

cadtico em grandes amplitudes.

13
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2.5 Mapas

Também podemos estudar o comportamento de sistemas dindmicos
descritos por séries de integrais finitas, ou mapas. O sistema é entdo

descrito por uma funcfio com tempo discreto, do tipo:

)?n-i-l =f(‘}?n)) (2_ 10)

que nos permite, conhecendo uma condicio inicial X o, determinar todos os
demais estados X, do sistema, { X, X |, Ky vy Xy X ), No pase de

mapas, 0s pontos fixo, ou estados estacionarios, sio determinados fazendo:

X = fLET). (2- 11)

A estabilidade desses pontos pode ser encontrada construindo a

matriz Jacobiana J com elementos:

J = af;(Xl.nPXZ,nD'”’XM,n)
? oX

(2- 19}

onde fi (XinX2n,...,&un)= Xin+i, semelhante a matriz de Floquet utilizada
no caso de equagdes diferenciais. Também nesse caso sio os autovalores da
matriz tomada no ponto fixo que determinam sua estabilidade. Para mapas,
| A | <1 identifica uma variedade estavel enquanto | A | > 1, a variedade

instavel.
Se tomarmos como exemplo o mapa logistico onde
Kt = f (X)) = a X, (1-X,) (2- 13)
o ponto fixo sera dado por
Al la (2- 14)

A matriz J possui apenas um elemento, ji4 que o mapa é
unidimensional e a estabilidade dos pontos fixos sdo determinadas de
acordo com o pardmetro a. Vejamos entdo uma O6rbita de periodo 1, a

derivada da fungdo (2-13) com X* dado pela equagdo (2-14) é:

14




2 Aspectos Teoricos

JEry =g (2- 15)
Como para o mapa logistico o pardmetro a varia entre 1 e 4, existem
valores de @ em que o ponto fixo de periodo 1 € estavel ou instavel. Ou

seja, para 1 < a < 3 temos |/ (X*)| <1 e X* ¢ estavel enquanto para a >3

temos |f'(X*)>1 e o ponto fixo X* & instavel. Analise semelhante pode

ser feita para identificar a estabilidade de 6rbitas com periodo maior que 1.

A 1mportancia da utilizagfio de mapas nesse trabalho se deve a0 fato
que ao observarmos um sistema dinimico periodicamente podemos saber o
comportamento desse sistema a intervalos de tempo definidos, a série de

medidas obtidas desta forma podem ser tratada como um mapa.

2.5.1 Mapas de retorno

Quando tratamos de experimentos, a analise do sistema através do
espaco de fase usualmente ndo ¢ possivel, pois tal espaco é desconhecido.
Freqientemente apenas uma variavel do sistema pode ser medida, de modo
que € necessario utilizar reconstrugdes do espago de fase a partir de séries

temporais ou de eventos.

Obtemos uma série temporal observando o sistema a intervalos de
tempo determinados. Também podemos obter intervalos de tempo entre

eventos ao que chamamos de série de eventos.

Como uma série de eventos ndo reproduz exatamente o espago de
fase, precisamos utilizar técnicas de reconstrugio. Uma das técnicas mais
importantes de reconstrugdo do espago de fases é o mapa de retorno. Adota
um atraso na série podemos criar vetores no espa¢o de imersio e o nimero
de componentes desses vetores da a dimens3o do espago de imersio. Uma
medida dinamicamente importante para o sistema contém toda informacgio

sobre o sistema dinimico como estabelece o teorema de imersio de Takens.
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O mapa de primeiro retorno é criado pelas duplas (x,, Xn+1), 0 de segundo

retorno pelas duplas (xa,Xn+2) € assim por diante.

O método de reconstrugio proposto por Packard, Crutchfield, Farmer
e Shaw para analisar os dados do experimento da torneira gotejante é o
mais comum método de reconstrugio do espaco de fase. O atrator em um
espago de fase d-dimensional, RY, descreve a dinimica de uma série {x} em

sistemas dissipativos, podendo ser periddico, quase-periddico ou caodtico.

Nesse trabalho apresentamos mapas de retorno bidimensionais, com
elementos (Ta, Tnsj), onde j = 1, 2 ¢ 3 e mapas de primeiro retorno
tridimensionais, (Tn, Tn+1, Tas2), onde T representa o tempo entre bolhas
formadas no experimento. Quando se fizer necessario, outras

representagdes serdo especificadas.

2.6 Mapa do Circulo Bidimensional

Um sistema ndo linear, onde é possivel obter a segio de Poincaré é o
oscilador amortecido, no qual uma forga externa Ko e um torque constante

M, sdo aplicados impulsivamente a intervalos de tempo T fixos.

Se nds denotamos a constante de amortecimento por C e se o
momento de inércia € igual a um, a equacdo do movimento pode ser escrita

como
6+C 0 = i [M,-K,sen 2720 ()5 -nT) (2-16)
n=0

Desta equagido é possivel obter equa¢des que associam as variaveis

antes e apos o n-ésimo forgamento

& -0 L0 3 sen 276, +br, (mod1)
- (@2- 17)

r.=—br — _ZIS sen2z0,
74
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Aqui 0 , denota o &ngulo de rotagdo imediatamente anterior ao n-
¢simo impulso; r, é proporcional a velocidade angular correspondente. Se
nods interpretarmos 0, e r, como coordenadas polares, nés podemos
considerar a equagio (2- 8) uma representagdo de um mapa do circulo
dissipativo onde a constante b regula o amortecimento e K é uma medida
para a intensidade do impulso externo ndo linear. Este sistema &
equivalente a dois osciladores acoplados e os parametros K e Q
representam a intensidade de acoplamento e a relagio entre as frequéncias

dos osciladores, respectivamente. Neste trabalho usamos
L2 = (¥ (mod 1),
o que significa tomar apenas a parte fracionaria de (%

A figura 2-5 mostra a mudanga de um mapa do circulo dissipativo
quando a ndo linearidade K é aumentada para os paridmetros de controle

fixos b = 0.2, Q

5.2 (mod 1) = 0.2. As condig¢des iniciais escolhidas
foramrg = 0.1, 8o = 0.1 e a transformag&o para coordenadas polares é r = 1
+4r,,8 =0, Para K = 0, n6s obtemos um circulo de raio r = 1 que é
ligeiramente deformado quando K = 0.8, figura 2-5(a). Para K > 1, a
circunferéncia € esticada e dobrada sobre si mesma e o toro se desintegra,

levando ao caos via quase-periodicidade.

Aumentando mais o valor de K, para K = 2.7 obtemos travamento em
periodo 2, figura 2-5(b), que surge por uma bifurcagio sela-nd supercritica.
Aumentando o parametro para K = 3.2, em (c), podemos ver duas bandas
caoticas que surgem devido a uma cascata de duplicagdo de periodo. Outro
atrator pode ser visto em (d) para K = 3.9. Se nos interpretarmos o mapa do
circulo dissipativo com um mapa de Poincaré, ele pode servir como modelo

para a desintegragdo de um toro bidimensional em um espago de fase de

trés dimensoes.
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(@) K=08 1 K=27 E

Figura 2- 5: Espaco de fase do mapa do circulo dissipativo em representagio
polar. Em (a) temos K = 0.8, em (b) temos K=2.7, em (¢) K=3.2 e em (d) K =

3.9, onde x =r cos ey =rsen 0.

Podemos tratar o mapa do circulo como um mapa unidimensional,
olhando apenas a variavel r. Podemos entdo estudar o sistema por meio da
série {ry, r2, ..., Ia}, construindo diagramas de bifurcagdo e reconstruir o

espago de fase com mapas retorno.

A figura 2-6 mostra mapas de primeiro retorno para o mapa do circulo com
os mesmos parametros da figura 2-7. Podemos obter deles as mesmas informagdes
que com o espago de fase. Em () temos atrator quase-periodico, representando o
circulo deformado da figura 2-6 (a). (b) nos mostra comportamento periodico, em
periodo 2, em (c) duas bandas cadticas, representando o que vemos na figura 2-6

(c). Em (d) podemos ver um atrator ca6tico, como vemos na figura 2-6 (d).
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Os dados obtidos com o experimento do tubo borbulhador sdo

comparados com o comportamento da variavel r do mapa do circulo
[Tufaile ez al., 2000].

TY T TTT T
T | LI B Bt o e i e g

J@®K=08 1 b)K=27
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064 E
0_4_‘ -
0,24 ]

_ 0,01 (\ E
02 ;

0,4 0

-0,64 3

08 L ; S S G
08 06 04 02 00 02 04 06 08

r
n

Figura 2- 6 Mapas de primeiro retorno para a variavel r do mapa do circulo.

Em (a) temos K = 0.8, em (b) temos K=2.7, em (¢) K =3.2 ¢ em (d) K = 3.9.

2.7 Bifurcagées

A variagdo de qualquer pardmetro de controle em um sistema
dindmico pode causar alteragdes qualitativas em sua dindmica. Tais
mudancas, chamadas bifurcagdes, podem ocorrer com pequenas alteragdes
desses pardmetros modificando a estabilidade e até o numero de estados
estacionarios do sistema. Bifurcagdes podem ser locais, modificando o
comportamento do sistema apenas em uma pequena vizinhanga de estados
estacionarios, ou globais, causando mudangas drasticas em todo o espago.

Para analisarmos as alteracdes no comportamento do sistema de acordo
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com a a
mudanga de um parimetro de controle podemos construir um
diagrama de bifurcagio.

A figura 2-7 mostra um diagrama de bifurcagdo obtido para Q = 5.2
(modl) = 02 e b = 0.2, podemos através dela analisar como o sistema
modifica suas caracteristicas com a variagdo do pardmetro K. Para K<1, o
tridangulo no diagrama de bifurcagio representa quase-periodicidade,
equivalente ao que vemos na figura 2.8(2). Em seguida temos travamento

em periodo 1 com posterior rota para o caos via duplicagdo de periodo para
K=>2.5,

.8

0.8 4

o.4ﬂ
O'Ej

- -]
- -0.21

i

0.4 j

0.6

-0.8 -

Figura 2- 7 Diagrama de bifurca¢io do mapa do circulo, para a variavel r,

sendo Q = 5.2 (mod 1) = 0.2 e b= 0.2.

Varias bifurcacdes podem ser identificadas quando variamos os
parametros de um sistema levando tanto ao surgimento de outras orbitas
periédicas ou a comportamento cadtico, portanto € importante para esse

trabalho analisar algumas delas.

Duplicac¢ao de periodo
Esse tipo de bifurcagdo, também chamada de bifurcagdo flip,

envolve a troca de estabilidade de uma Orbita estavel para instdvel ao
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mesmo tempo que surge outra érbita estavel com o dobro do periodo da

orbita anterior.

Portanto, chamamos de bifurcagdo tipo duplicagdo de periodo a
bifurcagio ja comentada antes onde a orbita de periodo 1 do mapa logistico
se torna instavel e surge uma Orbita estavel de periodo 2. Esta bifurcagio
pode ser vista no diagrama de bifurcagdo da figura 2-7 para o parimetro
K =26. Nesta mesma figura podemos observar nitidamente outra

duplicagdo de periodo para K =3 .

O mapa do circulo sofre outras duplicacdes de periodo levando o
sistema a comportamento cadtico via duplicacdo de periodo [Alligood et
al., 1996]. Rota para o caos como esta foi observada para o tempo entre

bolhas formadas em liquidos [Tufaile ef al., 2001].

Bifurcagdo de Hopf

Esta bifurcagdo implica no surgimento de orbitas quase periddicas a
partir de pontos fixos estaveis que se tornam instaveis. A figura 2-8 ilustra
esta transigdo, indicando uma modificagdo qualitativa em uma pequena
regido do espago. Pontos externos a regido limitada pela linha pontilhada
continuam sendo atraidas para dentro desta regido, no entanto estando
dentro desta regido, ap6s a bifurca¢fo de Hopf as érbitas ndo mais tendem a

um ponto fixo, mas a uma Orbita quase periodica estavel [Alligood et
al.,1996].

O mapa do circulo apresenta esse tipo de bifurcagio. Para K =0
existe um ponto de equilibrio estavel, em r = 0, e para K >0 surge uma
familia de Oorbitas quase periodicas caracterizando a alteragdo no
comportamento do sistema [Sartorelli er al, 1994]. Na figura 2-9
mostramos estas 6rbitas para alguns valores do parametro X entre 0 e 0.5.
As linhas em cinza indicam o contorno da figura formada por estas 6rbitas

no diagrama de bifurcagdo. Em vermelho estd indicado o ponto fixo
o]
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instavel que surge na bifurcagdo. Os demais parimetros aqui utilizados sdo

os mesmos da figura 2-7.

Figura 2- 8 Esquema representando alteragio do espaco devido a uma

bifurcagio de Hopf. A esquerda o sistema antes e a direita apés a bifurcagio.

rn+1

0.10
0.05

kt

K 84 45 Do

Figura 2- 9 Diagrama representando as érbitas envolvidas em uma

bifurcag¢iao Hopf.
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Bifurcagio sela-né

Em uma bifurcagio sela-né, um sistema que nd3o apresenta,
inicialmente, estado estaciondrio, passa a ter a0 mesmo tempo uma Orbita
estavel e outra instavel. No caso de mapas unidimensionais, esta bifurcacgio
¢ chamada de bifurcacio tangente, porque a fungdo que descreve o sistema
tangencia a reta diagonal f (X) = X levando ao surgimento de dois estados

estacionarios.

Para estudar esse tipo de bifurcagio analisaremos o mapa logistico
definidio na equagdo (2-13), ap6s o pardmetro critico, a, =3.82843. Para
esse parametro a func¢do da terceira iterada do mapa logistico tangencia a
diagonal, figura 2-10, ou seja,

v =t (2- 18)
levando assim ao surgimento de duas orbitas de periodo 3, uma instavel e

cutra estavel.

0.0 45— i e by
0.0 0.2 0.4 06 08 10

Figura 2- 10: Bifurcacio tangente: temos a fungao f*(x) do mapa logistico,

sendo a = 3.82843, tangendo a diagonal no mapa de retorno.
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Figura 2- 11: Diagrama de bifurcagio do mapa logistico para valores de «

proximos do valor critico a,.

Olhando um trecho do diagrama de bifurcagdo do mapa logistico,
figura 2-11, podemos ver que para a proximo de a. o sistema deixa de
visitar uma regido larga para visitar a orbita estavel de periodo 3, em preto.
Em cinza, podemos ver a Orbita instavel que surge nesta bifurcagio. Para
mapas com dimensdo maior que 1 esse tipo de bifurcagdo faz surgir ao

mesmo tempo um ponto de sela, instavel, e um ponto né, estavel.

A bifurcagdo sela-né como foi mostrado no exemplo anterior é
chamada supercritica. Nesse caso, com o aumento do parimetro de controle
o sistema converge para o ponto fixo estavel. No caso de dois pontos fixos,
um estavel e outro instdvel colidirem com o aumento do pardmetro de

controle temos uma bifurcac¢do sela-n6 subcritica [Argyris, 1994].

Antes de uma bifurcagdo sela-nd o sistema pode ou ndo apresentar
estados estacionarios ou comportamento caodtico. Transi¢des descontinuas
que levam o sistema de um ponto fixo estavel para um atrator que ocupa
larga regido do espago, através de uma bifurcag@o sela-nd subcritica, sdo

chamadas explosdes [Thompson et al., 1986].
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0.25

A .,
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1
;

0.75 125

Figura 2- 12 Trecho do diagrama de bifurcagio do mapa do circulo para

£2=52(mod1)=0.2eb=0.2,para 0.75 < K <1.25.

No mapa do circulo a bifurcagdo sela-no/explosdo pode ser vista
para os pardmetros ja tratados anteriormente sendo K =1.01. A figura 2-12
mostra esta regido e a transi¢do de comportamento cadtico para uma Orbita

estavel de periodo 1.
Foi observado no estudo da dindmica de formagdo de bolhas

comportamento semelhante a esse, onde o sistema chega ao caos via quase

periodicidade e depois sofre uma bifurcagdo explosdo/sela-no [Tufaile er

al., 2002].

2.8 Dimensdes

A dimensio de um atrator, que caracteriza o comportamento do
sistema dinimico, é um aspecto basico. Os atratores podem ter dimensdo
inteira ou semi-inteira, apresentando estrutura fractal, o que caracteriza o

comportamento como periodico, ou quase-periddico, ou caotico. Dimensdes
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generalizadas nos permitem medir essa fractalidade do sistema [Tufaile,
2000].

A dimensdo, em termos de vetores ortonormais sobrepostos ao
objeto, ndo nos da informagdes sobre dimensges semi-inteiras, para isto,
precisamos de outros conceitos de dimensdo, como a dimensio de Hausdorf
(Dg), a dimensdo de Kaplan-Yorke (Dky) e a dimensdo de informagdo (D))

por exemplo.

A dimensdo de informagio pode ser obtida pelo método das caixas. Esse
método implica em cobrir o espago ocupado pelo atrator por uma grade, ou
hipergrade, de aresta variavel a e contar o niimero & de células ocupadas quando a
série temporal de comprimento N, que representa o atrator, € dada. Obtemos entio

a dimenséo de informagdo pela relacdo:

D= fm _Alosk/N)

= 2-19
" k/N>0dloglalk/NY) ( )

Nesse trabalho calculamos a dimensio de informagdo pelo método
acima utilizando um dos software do pacote TISEAN [Hegger, 1999]

disponivel na internet (http://www.mpipks~dresden.mpg.de/~tisean).

2.9 Expoente de Lyapunov

Uma forma de refinar a nogdo de que sistemas cadticos exibem
sensibilidade as condiges iniciais s30 o niimero e o expoente de Lyapunov.

O numero de Lyapunov L de uma o6rbita {x;, Xs, ..., X,}é definido como
Vs, (2- 20)

se o limite existe. O expoente de Lyapunov g entdo é:

L) = lim (/' Gl Gl |7 x,)

e—Inl (2-21)

Uma orbita é cadtica se possui expoente de Lyapunov positivo e néo

é periodica assintoticamente [Alligood ef al., 1996]. Assim, em uma 6rbita
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com expoente de Lyapunov positivo, mesmo uma pequena distdncia entre

dois pontos aumenta exponencialmente com o passar do tempo, devido a

dindmica do sistema.

Podemos obter o espectro de expoentes de Lyapunov [Hegger ef al.,
1999] que analisa o crescimento de perturbagdes infinitesimais, estimando
Jacobianas locais. Também ¢ possivel obter o expoente de Lyapunov
maximo, desde que se garanta a independéncia de parimetros e uma lei de
crescimento exponencial para obtermos uma caracterizagdo confiavel do

expoente de Lyapunov positivo.

Algumas comparagdes, como a conjectura de Kaplan-Yorke [Argyris
et al., 1994], podem ser feitas j4 que a dindmica do atrator & caracterizada
pelo expoente de Lyapunov. Segundo a conjectura de Kaplan-Yorke a

dimensdo de imersdo, D;, deve coincidir com a dimens3o de Kaplan-Yorke:

k

>,
wEe T (2- 22)
£

1+1

onde k € um inteiro de modo que a soma dos k expoentes méaximos seja

maior ou igual a zero [Tufaile, 2000].

2.10 Linguas de Arnold

Um dos conceitos mais importantes no estudo de sistemas dinimicos
¢ o nimero de rotagdo W, a média da rotagdo do oscilador forgado por
ciclo:

im @, -4,

—> o0 n

W(K,Q)= (2- 23)

Para estudar melhor esse conceito trataremos o mapa do circulo da

equagdo (2-17) apenas na forma angular quando o sistema € altamente

dissipativo, b << 1:
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o {—senzw,, . (mod 1) (2- 24)
T

Para 0 <K < 1, o comportamento do sistema ser periddico ou quase-
periddico depende dos parimetros Q e K. Se esses parametros sdo tais que
obtemos um nimero de rotagfio racional, W = p/q com p e q inteiros que

nio possuem divisor comum, o sistema é peri6édico, mas se W & irracional,

entdo o sistema é quase-periédico.

Analisando entdo o espago de pardmetros (K, Q), temos regides onde

W ¢ irracional, comportamento quase-periddico, e regides onde ocorre o

travamento de freqliéncia, onde W é racional.

3.0

2.0

1.0

0 0.5 1.0 Q

Figura 2- 13 Linguas de Arnold do mapa do circulo unidimensional.

A figura 2-13 mostra o espago de parimetros ( K, Q), temos em

vermelho o comportamento quase-periédico e em verde o comportamento
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periddico. Estas regifes em verde sdo chamadas Linguas de Arnold
[Argyris et al., 1994]. Podemos notar nesta figura que as linguas de Arnold
se alargam quando aumentamos K, e ndo se sobrepdem para K < 1. Para K
>1, as Linguas de Arnold comegam a se sobrepor e surgem regides onde o
comportamento € cattico, em amarelo. O pardmetro () se repete a cada

unidade pela definigdo, Q (mod 1), e apresenta simetria em torno do valor

0 =0.5.

O diagrama de bifurcagdo mostrado na figura 2-7 pode ser entendido
analisando a figura 2-13. O diagrama foi obtido com Q = 5.2 (mod 1) = 0.2,
assim, ao variarmos K estaremos seguindo uma linha vertical no espaco de
pardmetros, com () = 0.2 constante. Percebemos entio que inicialmente o
sistema ¢ quase-periodico, entrando em seguida em uma regifio peritdica,

Aumentando ainda mais o valor de K, encontramos uma regido caética.

2.11 Bolhas de bifurcacéao

Encontramos bolhas de bifurcagdo em sistemas cuja fungdo

J(X,,a,b) apresenta um ponto de inflexdo em X, ou seja, um ponto de
minimo da funcéo derivada, (X, a, b):

f" (X, a,b)=0, (2- 25)

;£ a e b (2- 26)
Determinado o valor a* de modo que exista
Jo(Gan ) ] re)

fixamos um valor de a proximo de a*. Ao variarmos b obteremos um

diagrama de bifurca¢io onde surge uma estrutura de bolha. Se ao invés

disso a funcdo derivada apresentar um maximo

edt s by =0 (2- 28)
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de modo que podemos escolher um pardmetro para que

J'(Xa, a*, b)|X; = +1 (2- 29)

obteremos bistabilidade fixando a préximo de a* e variando o arametro b
p p

[Ambika e Sujatha, 2000].

Um mapa que nos permite observar a formagdo "de bolhas em

diagramas de bifurcagio é o mapa ctbico descrito pela equacio:

el =ba K ax (2- 30)

1.5 1.0 0.5 00 0.5 1.0 1.8
b
T T
1.5 T T T TR
1.0 il
4 4
05—\ f i
0.0 2
>< - .
0.5 1\_.
1.0 — —-
1.5 T T T r T Y T . T T
-1.5 -110 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
b

Fig-ul"l 2- 14 Diagramas de bifurca¢fo obtidos para o mapa cibico, equagio

(2-31), variando b entre —1.5 e 1.5, para (a)a=1.6e(b)a=1.7.
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Para esse mapa temos um ponto de inflexdio em X; = 0, onde a
terceira derivada é positiva, £/ = 6, e a* = 1 pode ser obtido da equagdo
(2-26). Assim para obtermos os diagramas de bifurcacdo da Figura 2- 14,

escolhemos em (a) a=1.6 eem (b) a=1.7.

Podemos a ver a formagdo de uma bolha priméria para a = 1.6 no
diagrama de bifurcagdo enquanto para a = 1.7 j&4 vemos a formagio,
também de bolhas secundarias. Aumentando mais o parimetro a podemos

criar novas duplicagdes de periodo podendo levar a comportamento cadtico.

O mapa do circulo unidimensional, equagdo (2-24), também apresenta a
formagdo de bolhas no diagrama de bifurcagfo, pois pode ser escrito na

forma
Bn+1 = Q + (64, K) (2-31)

de modo que € possivel escolher o pardmetro K adequado para que variando
Q) encontremos uma bolha no diagrama de bifurcagdo. A figura 2-15 mostra
um diagrama de bifurcagdo, & vs. (2, para o mapa do circulo

unidimensional, para K =1.7.

A formagdo de bolhas de bifurcagdo também pode ser explicada
analisando o espago de pardmetros ( , K). Ao variarmos 2 no mapa do
circulo unidimensional, temos o cruzamento de varias linguas de Arnold, o
que provoca o surgimento de janelas periddicas no diagrama de bifurcagéo.
Ao atravessar a fronteira entre uma lingua com periodo k e outra com
periodo 2k o sistema sofre uma bifurcagdo, se em seguida atravessa outra

fronteira retornando 4 lingua de periodo k estda formada a bolha de
bifurcacgao.

Com esta analise, é possivel a formagdo de bolhas de bifurcagéo

também em fungdo de K para o mapa do circulo unidimensional, pois, como

podemos ver na figura 2-13, as linguas de Arnold s3o inclinadas,
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outra com periodo distinto.
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-ama de bifurcacio do mapa do circulo unidimensional

Figura 2- 15 Diag:
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3 APARATO EXPERIMENTAL

O experimento do tubo borbulhador foi inteiramente desenvolvido no
LFNL-USP. Nesse capitulo descreveremos o aparato experimental do tubo

borbulhador, destacando as modifica¢des realizadas para este trabalho.

3.1 O tubo

Gerador de-dudio J

alto-falante

Fotodiodo

%{ cam putadoq

Entrada e saida'de
licuido fluxo:de-ar

Figura 3- 1: Diagrama representando o aparato experimental do tubo
borbulhador.
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A figura 3-1 mostra um diagrama do aparato experimental que
consiste de um tubo de acrilico, onde colocamos uma mistura de glicerina e
agua. Na base do tubo injetamos ar, com fluxo controlado, através de um
bico onde se formam as bolhas. Logo acima do bico temos um sistema
laser/fotodiodo de modo que logo apés deixar o bico, as bolhas
interrompem o feixe de laser, fazendo com que o fotodiodo envie um sinal
que ¢ captado pelo computador, detalhes sio apresentados mais adiante. No
topo do tubo colocamos um alto-falante, com o qual podemos aplicar uma

perturbagio ao sistema.

O tubo de acrilico ¢ fixo em uma base de PVC, onde colocamos
valvulas do tipo esfera para controlar a entrada e saida do liquido e um bico
por onde o ar € injetado. O tubo utilizado nesse trabalho tem 110.0 mm de
didmetro interno com 70 cm de altura. Um dos objetivos ¢ verificar como o
comportamento do sistema depende do didmetro do tubo utilizado,
comparando esses resultados com os obtidos com um tubo de 53.0 mm de

diametro.

O bico borbulhador consiste em uma seringa hipodérmica, com
agulha de 37 mm de comprimento e didmetro interno 0.72 mm, presa na
base de PVC. A seringa esta ligada ao sistema de alimentagio de ar de

modo que as bolhas sdo formadas diretamente na agulha.

3.2 Sistema Pneumatico

A figura 3-2 mostra um esquema do sistema pneumatico O ar
utilizado € comprimido por um compressor e armazenado em dois
reservatorios antes de atravessar o sistema controlador de vazio. O
compressor com reservatério de 75 litros esta calibrado para manter a
pressdo do ar entre 70 e 100 psi, e o segundo reservatorio, com capacidade
para 200 litros, esta regulado para uma pressio de 60 psi. Esse
reservatorios estd colocado bem proximo do aparato borbulhador. Préximo

a0 bico borbulhador diminuimos a pressdo para 10 psi com outra valvula
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reguladora, permitindo que a vazio seja controlada pelo sistema automatico
de controle de vazio.

A conexdo entre esse regulador e o bico borbulhador € feita com uma
mangueira flexivel. Utilizamos trés mangueiras com comprimentos
diferentes. A de comprimento menor, 350 cm, é a mesma anteriormente
utilizada por Tufaile [Tufaile, 2000]. As demais, de 140 e 300 cm, foram
utilizadas para que pudéssemos estudar a influéncia do comportamento da

mangueira e do sistema pneumatico na dindmica da formagéo de bolhas.

Figura 3- 2 Esquema representando o sistema de alimentacéo de ar do

experimento.

3.3 Sistema de controle da vazdo

Utilizamos o medidor de vaz3o modelo GFM47, fabricado pela
AALBORG Instruments & Controls. Seu funcionamento € através do
aquecimento de uma pequena parte do fluxo de ar separada em um tub.o
capilar de ago inoxidavel, de modo que a vazdo de ar nesse tubo seja

proporcional & vazdo de ar no tubo primario. Medindo o gradiente de
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temperatura nesse tubo sensor & possivel determinar a vazdo através dele e
dai a vazdo no tubo primario. O controle de vazio é feito por um
controlador do tipo proporcional, integral e diferencial (PID) da marca
BTC, modelo BTC-2220. Ele recebe um sinal de corrente enviado pelo
medidor de vazdo e envia um sinal de controle para a valvula solenéide
colocada no circuito. Com esse controlador podemos manter a vazio de ar

fixa ou alterar linearmente a vazdo, com velocidade escolhida pelo usuério,

entre dois valores determinados.

A valvula solendide, modelo PSV-5. & fabricada por AALBORG
Instruments & Controls. Ela responde a um sinal de tensio continua de
entrada e consiste, basicamente, de uma bobina que posiciona o atuador da
valvula continuamente. Esse sistema também esta representado na figura

3-2,

3.4 Sistema de Aquisicao.

Para detectar a forma¢do das bolhas, colocamos um sistema
laser/fotodiodo logo acima do bico. Quando a bolha atravessa o feixe de
laser, o sinal analogico induzido no fotodiodo é captado por uma placa

contadora de tempo inserida em um microcomputador.

A figura 3-3 indica uma sequéncia de bolhas e como é feita a
contagem do tempo. A medida de tempo (T,) entre duas bolhas
consecutivas é feita considerando o intervalo de tempo desde que a bolha
interrompe o laser até a proxima bolha interrompé-lo, incluindo o tempo em
que o fotodiodo fica iluminado. Na figura estdo indicados trés momentos do
trem de bolhas, primeiro quando iniciamos a medida de T,, quando a bolha
n interrompe o feixe de laser, depois, um momento onde a bolha n + 1
comega a se formar no bico soprador e por ultimo, 0 momento em que

encerramos a medida de T,, quando a bolha n + 1 interrompe o feixe de

laser.
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Com ' ;
essas medidas de tempo construimos uma série que nos permite

estudar indmi ' :
| a dindmica do sistema por meio de reconstrugdes, como diagramas
! de bifurcagdo e mapas de retorno.

——
SRR
v

Figura 3- 3 Diagrama representando a medida do tempo T, de formacdo da

bolha.

3.5 Perturbacao do sistema

E aplicada uma perturbago ao sistema utilizando um alto-falante de

bobina mével colocado no topo do tubo, ligado a um gerador de fungdes

Tektronix modelo AFG 320 e um amplificador de dudio Aiwa. O gerador de

fungdes pode ser controlado pelo microcomputador através de sua placa

. GPIB. Escolhemos a freqiiéncia de 150 Hz para a onda sonora ja que €
i préxima da freqiéncia de ressondncia do tubo de acordo com o que foi

b desenvolvido por Tufaile [Tufaile 2000]. A amplitude da onda sonora
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aplicada é medida Por um microfone colocado a § cm da superficie da

solugdo e o sinal do microfone ¢ medido por um osciloscopio.

3.6 As solugées

Foram utilizadas duas solugSes com diferentes concentracdes de
glicerina. A primeira solugdo, 2:1, foi preparada com 2 partes de glicerina
para 1 de dgua enquanto a segunda, 4:1 ,apresenta 4 partes de glicerina para
I de agua. Para a solugio 2:1, fizemos um estudo do comportamento do
sistema variando a vazdo de ar, enquanto para a solugdio 4:1, foi feito
também um estudo do comportamento do sistema variando também a

amplitude da onda sonora aplicada.

O trabalho de Tufaile mostra que para solugoess mais viscosas, as
transi¢des entre regimes de borbulhamento apresenta maior definicio. A

tabela 3.1 apresenta os valores da tensio superficial para as duas solucdes.

Solugdo Tensdo superficial (dina/cm)
2:1 69
4:1 71

Tabela 3-1 Tensfo superficial das solugdes utilizadas.

3.7 As imagens

Utilizando uma cdmera de video VHS podemos obter imagens das
bolhas formadas em diferentes regimes de borbulhamento. Para que
possamos obter imagens com maior nitidez, foi colocada uma ldmpada
fluofescente e uma placa difusora de luz de modo que o tubo borbulhador

a i i btidas sdo digitalizadas
fique entre a placa e a cimera. As imagens assim o0 g

com o auxilio de um microcomputador.
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™

O objetivo da obtengio destas imagens ¢ ilustrar o comportamento

do sistema, observando bolhas formadas periodicamente ou em

comportamento cadtico. A figura 3-4 mostra exemplos de imagens das

| bolhas se formando em periodo 2 (a) e em periodo 1 (b).
B

Figura 3- 4 Imagens do trem de bolhas em formagio. Em (a) podemos

observar formacdo de bolhas em periodo 2 e em (b) em periodo 1.




4 ANALISE DE DADOS E RESULTADOS

4.1 Liquido 2:1

Para o liquido com 2/3 de glicerina e 1/3 de agua estudamos o tempo
entre bolhas (T,) formadas pelo bico borbulhador tomando como pardmetro
de controle a vazio do ar injetado. Utilizamos a mangueira com 50 c¢cm de
comprimento entre o sistema controlador de vazao e o bico soprador.
Podemos assim obter séries temporais para vazio constante ou variando a
vazao, permitindo reconstrugdes do tipo mapa de retorno e diagramas de

bifurcacio.

g TP T —r—— —— —r— ;

25llrl|l.IIJIllrl'[llllllllll(ll
75 80 85 90 a5 100 105

Vazao (ml/min)

Figura 4- 1 Diagrama de bifurcagiio obtido aumentando a vazio.

A figura 4-1 mostra o comportamento do sistema enquanto
aumentamos a vazdo de ar de 75 a 105 ml/min. Podemos observar que o

tempo entre bolhas diminui, sofrendo uma bifurcag¢do e depois colapsando

. g de

40




4 Analise de dados e Resultados

bifurcagdo. Na figura 4-2 temos imagens do trem de bolhas formadas em

periodo 2 dentro da bolha de bifurcagdo, em (a), e com vazio mais alta

novamente em periodo 1, em (b).

(b

Figura 4- 2 Imagens das bolhas se formando (a) em periodo 2 e em (b)

periodo 1.
e ]
- CN m
50 T ¥
& ]
Fh-.'- - 7
45 4 : b ]
A .y . ®
- 2 .
ol . ]
: N ]
w ! ]
4 A Y.
| Y i
- : ‘\;
; 30 . T T ; T 4 : ; :
‘ 77.5 80.0 825

Vazao (ml/min)
Figura 4- 3 Ampliagdo da regido onde ocorre a bifurcacio.
Ocorrem processos distintos em cada extremidade da bolha de

bifurcagio. No sentido em que T, diminui, obtivemos que a bifurcagdo se

d4 de periodo um para periodo trés, sendo a vazdo aproximadamente 80
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ml/min ' . :
» Passando depois para um periodo 2, através de uma regido onde

observamos Intermiténcia, como mostra 2 figura 4-3. Esse periodo 2

permanece durante certo intervalo até duplicar novamente, criando em cada
ramo uma nova bolha de bifurcacio.

4.1.1 Analise da regido do surgimento da bolha de bifurcagio.

A figura 4-4 mostra mapa de retorno obtido na regiio de
intermiténcia entre o periodo 3 e o periodo 2, com vazio 80.5 ml/min. Em
(a) o mapa de primeiro retorno nos mostra como € o atrator encontrado
nesta regido. A evolugdo temporal do tempo de borbulhamento, em (b),

mostra que o atrator permanece mais tempo proximo de 3 valores de T,

caracterizando intermiténcia.

Este comportamento é melhor visualizada com as reconstru¢des do
atrator com mapas de 3 e 2 retorno, Tpez vs. Ty € Thep vs. T, figura 4-5.
Esses mapas indicam a forma, respectivamente, da terceira e segunda

iteradas da funcdo que descreve o sistema.

A figura 4-5(a) nos permite analisar a interface da regifio cadtica
com o periodo 3. Tragada a reta diagonal, podemos ver que a figura tange
esta reta em trés pontos. Considerando que o sistema pode ser representado
por uma fung&o com esse formato identificamos aqui uma bifurcagio sela-

noé/explosdo, representando a transigdo brusca entre a orbita de periodo 3 e
a Orbita caodtica.

No caso da interface entre a regifio cadtica e o periodo 2, analisamos
a partir do mapa Tp+z Vs. T, figura 4-5(b). Podemos notar o formato da
estrutura proximo de T, = 49 ms. Ali podemos notar ponto fixo é instavel,
mas a inclinagdo da tangente nesse ponto néo € muito maior que 45°, assim

é possivel que ele se torne estavel na transigdo para o periodo 2, juntamente

com o ponto fixo proéximo a 40 ms.
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|
é
!

1

(a)

(®)

i, 1= T T —r
a 1963 2600 3000 4000 5000
nimero de bolhas

Figura 4- 4 Regidio de transi¢io do periodo 3 para periodo 2. Em (a) mapa de

primeiro retorno, em (b) evolu¢iio temporal do atrator.

Tn+3
{ms)

Figura 4- 5 Mapas (a) Tp+s vs. Ty e (b) Tosz vs. Ty, para a regifo cadtica

entre os periodos 3 e 2.
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TR~

S ——

Esta anéalise reforga a

idéia de que esta regido corresponde a

Intermiténcia, pois se encontra em uma regifdo entre duas orbitas estaveis

distintas.

Para o mapa logistico, podemos observar uma regido intermitente

ap6s a janela de periodo 3 do diagrama de bifurcag¢io, como esta indicado

na figura 4-6. Escolhemos um atrator para a = 3.85805 e calculamos a

dimensdo desse e do atrator obtido experimentalmente, Figura 4- 4 (a).

T T T T 2
0.8
0.8
>
0.4
0.2
0.0 T T T T T =

T
T

.
X TURAK, TSR,

e e, s s s e s s

BN RN N NN AN ¥ A s 2 1

— —
5000 : : Guluu 7000 8000
ntiimero de iteradas

Fi 4- 6 (a) Diagrama de pifurcacio do mapa logistico, com ampliagdo da
igura 4- (

A : I lhido.
lugdo temporal do atrator esco
14 3.9. Em (b) temos a evo
regifo 3.8 <a <
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Para ob ' 3 i
ter a dimensfio de informagdo desses atratores um dos

rogram
p g as do pacote TISEAN. Este programa calcula a dimens3o de uma
série de dados para diferentes valores de dimensdo de imersdo utilizando o

meétod ' ' 3 i
0 das caixas. A dimensio de informagio é dada no limite em que o

—

tamanho das caixas tende a zero. [Hegger et al., 1999].

Na figura 4-7(a) temos a dimens#o calculada para o mapa logistico,
com dimensdo de imersdo igual a 1. O valor obtido para a dimensdo de
informagdo ¢ 0.9. Na figura 4-7(b) obtivémos a dimensdo de informagio

igual a 2.2 para o atrator da figura 4-5 cuja dimensdo de imersdo € 3.

10

(a)

(=3
'% (el S
[l
0,1 T : T
1E-3 o
Tamanho das caixas
10
] (b
(g
7] 14
& 3
Q
=
[}
0.1 0,01

1E-3
Tamanho das caixas
Figura 4- 7 Dimensdo do (a) atrator do mapa logistico e (b) do atrator

experimental da figura 4-5 com dimensio de imersdo 1 e 3, respectivamente.
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4.1.2 Intermiténcia

S&o conhecidos trés tipos de intermiténcia, cada um ligado a um
diferente tipo de bifurcagdo. A intermiténcia tipo I surge, por exemplo,

quando temos uma bifurcagio sela-no, com autovalor A = +1. Um exemplo

desta intermiténcia ocorre na regido cadtica antes do surgimento do periodo
3 por bifurcagdo tangente no mapa logistico, a=3.828, figura 4-6. A
intermiténcia tipo Il ocorre quando temos bifurcagfo de Hopf e o autovalor
¢ complexo com médulo igual a 1, ou seja, A= £ iBe i =1 A

intermiténcia tipo 111 ocorre quando existe bifurcagio flip, ou duplicagio de

periodo com autovalor real e igual a —1 [Argyris et al., 1994].

Experimentalmente, os trés tipos de intermiténcia podem ser
distinguidos pelo formato da distribuigio N(t) do tempo t em que o valor da
variavel analisada permanece na regido mais visitada. Para intermiténcia de
tipo I € encontrada uma distribuigio em formato de U, valorizando os
longos tempos de permanéncia. No caso de intermiténcia tipos Il e III, a
distribuigdo ¢ hiperbolica, com expoentes -2 e —1.5, respectivamente
[Ruzicka er al, 1997]. A figura 4-9 mostra um exemplo de uma

distribui¢do com formato hiperbdlico obtida para o mapa:
1 1
=1-2x—-—I(1- 2r| x —— mod 1). (4- 1)
xEs flepl=1-2x 5 (1 y)cos{ ﬂ[ 12)} (

, |
Para esse mapa, em L = 0, o ponto fixo x* = A tem autovalor A =

—1 e se torna instavel para p > 0. Isto caracteriza intermiténcia tipo III.
Para obter o expoente da hipérbole que caracteriza a distribui¢do
construimos o grafico de N vs. numero de iteragdes, figura 4-9. Esse estudo
numérico nos mostra pontos que tendem a reta em vermelho, que representa

uma hipérbole com expoente -1.5.
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BCDD-F

emg 3

N(t)

20004 - i

t (ileragdes)

Figura 4- 8 Distribuigsio N do intervalo de iteracdes t em que o atrator obtido

para p = 0.2 permanece visitando valores menores que 0.9,

T T T ——rry

1o S reta comparativab =-1.5 4

100 5 N

N(f)

10 4 =

Nomero de iteragoes

Figura 4- 9 Distribuigio N vs. nimero de iteragdes.

Para a série de tempos entre bolhas que apresentamos no mapa de
retorno da figura 4-4(a) fizemos analise semelhante a anterior, mas
estudando o numero de bolhas, ny, em que 0 sistema permanece na orbita de
periodo 3. A figura 4-10(a) mostra a evolugdo temporal do atrator a cada 3

bolhas, podermos ver pela figura que 0 sistema permanece parte do tempo

na orbita de periodo 3, escapando e retornando a ela apds algumas bolhas.

Na figura 4-10(b) vemos a distribui¢do N vs. ny. Nesta figura também esta
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indicada uma reta que Irepresenta a hipérbole de coeficiente —1.5. A

distribui¢do do nimero de bolhas em que o sistema permanece na 4rbita

periddica € coerente com uma distribuigfo de expoente —1.5, portanto esse

comportamento € coerente com uma intermiténcia tipo III.
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Figura 4- 10 (a) Evolugio temporal e (b) N vs. n.
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4.1.3 Andlise da regido préximo ao retorno ao periodo 1.

Ainda na regiio da bolha de bifurcagio da figura 4-1, antes de :
retornar ao periodo 1 o tempo entre bolhas apresenta bolhas de bifurcacgo
secundarias. Na figura 4-11 abaixo, temos uma ampliagdo do diagrama de
bifurcagéo obtido com vazio entre 95 e 105 ml/min. A formagdo das bolhas
de bifurcagdo secundarias fica evidenciada pela bifurcagdo que ocorre em
cada ramo da bolha de bifurcagio priméria. O diagrama foi montado com

diferentes cores para que possamos observar cada ramo da bolha de
bifurcagdo secundaria.
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vazdo (ml/min)

Figura 4- 11 Tempo entre bolhas variando a vazdio de ar entre 95 e 105

ml/min.

Podemos perceber nesta figura que cada ramo da bolha de bifurcagdo

secundaria passa a visitar uma regido mais larga até se misturar com o

outro ramo. O mapa de retorno da figura 4-12(a) foi construido com tempo
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entre bolhas obtid
Q ~
ramo comeca ® Para vazio de aproximadamente 98 ml/min onde cada
a to n
e C8r a regido ocupada pelo outro, mas ainda sem se
. Na figura 4- ;
s g 12(b) vemos a evolugio temporal para alguns pontos
OT, novamente podemos perceber o periodo 4
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Nuimero de bolhas

Figura 4- 12 Atrator obtido na regidio cabtica das bolhas de bifurcaciio
secundérias. Em (a) o mapa de primeiro retorno, em (b) a evolugdo temporal

do atrator.
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Modelagem com o Mmapa cubico

Bolhas de bifurcagdo secundarig podem ser obtida

ol S com o mapa
cubico: .

Xoni=bd o s (4- 2)

conforme mostrado na figura 4-13. Podemos ver a formag8o de bolhas de
bifurcag@o, primarias e secundarias, no diagrama de bifurcagio, figura 4-
13(a). A figura 4-13(b) nos mostra um atrator com quatro b

andas,
semelhante ao que obtivemos experimentalmente.
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4.2 Liquido 4:1

Utilizamos um 1{qu;j is vi iceri
m liquido maig V1S€0s0, com 4 partes de glicerina para 1
de agua, para analisar a influéncia da berturbagdo através de onda sonora e

do sistema pneumatico na dinfmica de formagdo de bolhas.

4.2.1 Adigéo de periodo: L como parametro de controle

Estudamos o comportamento da dindmica de formagdo de bolhas em
funcéo da vazdo de ar, sem perturbagdo sonora, utilizando trés mangueiras
de diferentes comprimentos ligando o sistema de controle de vazio ao bico
soprador. Para a mangueira utilizada anteriormente para o liquido menos
viscoso, com 50 cm de comprimento, medimos o tempo entre bolhas
enquanto aumentamos a vazdo de 80 a 110 ml/min. Construimos assim o
diagramas de bifurcagdo mostrado na figura 4-14, que traz T, vs. vazdo de

ar..

B0 e e e L

3080' o '8l5' . '9|0I - I915I 100 105 = 110

Vazdo de ar (ml/min)

I 1 ta l‘ < 7 £ l

i imento.
4:1 utilizando a mangueira com 50 cm de compri
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Podemos obser < :
var também g formagio de uma bolha de bifurcagdo nesse

diagrama, como e
g s SORedsoido iliqhidg nshu viscoso. Isto mostra que a

estrutura de bol ' 40 nio &
ha de bifurca¢io nio & uma caracteristica apenas do liquido

Trocando a mangueira de alimentagio de ar por outra de comprimento

malior, 140 cm, percebemos que a estrutura de bolha de bifurcacdo ocorre

para vazoes mais baixas. Também o intervalo de vazio em que encontramos

estruturas ¢ maior e podemos observar O surgimento de um periodo 3 para
valores mais altos de vazio dentro da regido da bolha de bifurcagdo, figura
4-15. Esse comportamento ¢ semelhante ao que observamos para o liquido

menos viscoso se olharmos o comportamento do sistema, naquele caso, com

a vazdo diminuindo, figura 4-1.
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Fi 4- 15 Diagrama de T, obtido aumentando a vazio de ar para a solugiio
igura 4- S E i

4:1 utilizando a mangueira com 140 cm de comprimento
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Ja para a i '
p mangueira majs longa, com 300 cm de comprimento, o
deslocamento da bolhga de bifurcacio para vazdes ainda m

ais baixas, além
do alargamento do intervalo de vazio
b

impossibilitou que obtivéssemos

toda a bolha de bifurcagdo para a construg¢do do diagrama da figura 4-16.

Podemos observar nesta figura que para a vazio 50 ml/min o tempo entre
bolhas apresenta um periodo 2. Aumentando g vazao o sistema apresenta
bifurca¢des que levam ao aumento de periodo desse estados estacionarios,

periodo 3,4, 5 ¢ 6. Surge entéo, abruptamente, o periodo 1.

120 —
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100 -\ 7

80 - Bengh -
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vazido de ar (ml/min)

Figcura 4- 16 Diagrama de T, obtido aumentando a vazio de ar para a solugéo
1gur il 9 : H n

4:1 utilizando a mangueira com 300 cm de comprimento

A figura 4-17, ilustra o comportamento periédico do sistema, de (a)
1 o 3

(d) temos bolhas formadas em orbitas de periodo 2 a 5 e em (e) temos
a

srbita de periodo 1 para valor de vazdo pouco acima da regido da bolha de
orbita

I : tre
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uma bOlha € a anteri() t t h P i
: re um tempo curto entre esta bOI aea pIéXiIIla. ara
(0] eflOdO 3 tem ].]lle'r A t ‘ terior
p 5 0s a p 1 1ra bOllla. apOS um empo 10[Ig0 d'c'l ante iO 3 Jé' o
tem[)o entre a p i i h t
rimeira € a Segunda bO]. a é a0 pequeno que as bOIhaS

colapsam 3 i i
p pouco tempo apds sairem do bico, o tempo entre a segunda e a
terceira bolha € um pouco major

Para o periodo 4, novamente ocorre um colapso das bolhas 1 e 2,
pois o tempo entre elas ¢ bastante pequeno, assim, olhando para a coluna de
bolhas, podemos distinguir apenas 3 bolhas ao invés de 4. Também o
periodo 5 permite observar apenas 4 bolhas se olharmos a coluna de

borbulhamento, pois também ocorre o colapso da bolha 1 e 2.

0

Figura 4- 17 Imagens das bolhas, obtidas utilizando a mangueira de

comprimento 300 cm.

Esse estudo revela que quanto maior o comprimento e

alimentagdo de ar mais baixo ¢ o intervalo de vazio onde encontramos a

trutuia i ollia de biforeagdu, Bstes bifircagtes ondc gbsorvamos ¢

soma de periodos sdo conhecidas como adigdo de periodo e sdo encontrados

em diferentes sistemas onde ha estimulos periddicos. A adigdo de periodo

vir acompanhada de regides caoticas na lanigac jos o

pode, ou nao,
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eriodo para - :
p p O outro. Nos casos em que existe a regifio cadtica se observ

a
duplicagido de periodo e bifurcacio sela-no/explosio

[Holden et al., 1992].

Em modelos de neurénios também é possivel encontrar adigio de

periodo como foi mostrado por Fan para o modelo de Rose-Hindmarsh [Fan

et al., 1993] e por Coombes para 0 modelo de FitzZHugh-Nagumo [Coombes

et al., 2000]
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4.3 Perturbacio ¢om onda sonora: Liquido 4:1

Para anali :
nalisar o Comportamento do Sistema, na regifo da bolha de

blﬂ_lrcagao’ sob a¢Zo de uma perturbagdo periddica, utilizamos o liquido
mais viscoso (4:1) e a mangueira de alimentacio de ar mais curta, 50 cm de
comprimento. Aplicamos ao sistema a perturbagdo através da onda sonora
emitida por um alto-falante. Fizemos um estudo do sistema variando a
vazao para amplitude de perturbagdo constante e também um estudo com

vazao constante variando a amplitude da onda sonora.

4.3.1 Amplitude constante variando a vazdo e Q = f./ f;,

Em todos os diagramas da figura 4-18 foram obtidos sendo a
freqiéncia da onda sonora fio» = 150 Hz, portanto a razdo entre a freqiiéncia
sonora e a freqiiéncia de borbulhamento, QP varia entre 8.25 e 5.25
enquanto a vazdo varia entre 80 e 110 ml/min. A figura 4-18 mostra o

comportamento de T, ao variarmos a vazdo de ar aplicando ao sistema

diferentes amplitudes de perturbag@o.

Aplicando uma perturbagdo de 7 mV, figura 4-18(a), podemos

identificar a formacdo da bolha primaria, mas com a presenga de outras

estruturas. Vemos um periodo 3, seguido de uma regido caotica e de um

travamento em periodo 2 (I), semelhante ao que observamos no caso do

liquido menos viscoso. Também identificamos o surgimento de bolhas

secundarias (II).

Aumentando a perturbagdo para 14 mV, figura 4-18(b), a janela

ica com periodo 3 se torna maits nitida
rer. nio havendo mais O aparecimento de bolhas
b

1 (I) enquanto o travamento em
period
periodo 2 deixa de ocor

iodo 2 e
indéarias. Podemos, 1O entanto, observar travamento em per
secu : ’
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bifurcagdo para periodo 1 (I1)

tipo duplicagio de peri ,
podemos observar explosio (I periodo. Também

i ‘ sl -
Sto ¢, transigio de periodo 1 para caos.

(1) Tmv

A

aleanalass

asalassalesanlans

PETTR 1Y

ITTTIETITACRITI RSTTUARETINETRISWARINTY

I I e
555 T T T T
0 3 ()22 mV 3

T (m s)

vazio (ml/min)

Figura 4- 18 Diagramas de bifurcacdo obtidos diminuindo a vazdo de ar sob

diferentes amplitudes de perturbacio.
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furcagdo secundarias.

Na figura 4-18(d), podemos lovamente observar a formacio de

bolhas secundarias (III), além da formagdo de outra bolha de bifurcagio

primaria para vazio em torno de 83 ml/min (1), devida a perturbacgio.

Semelhante ao que observamos em (b II) vemos aqui uma diminui¢io
abrupta d

a regido visitada, seguida de bifurcag¢des para periodo 2 e periodo
1 (1I1).

K A

\ Periodo 2/
—p

Periodo 1

>
Q

Figura 4- 19 Esquema representando o espago de parametro de um sistema

que apresenta bolha de bifurcagio

A formaciio de bolhas de bifurcagdo surge com o cruzamento de
linguas de Arnold no espago de pardmetros do sistema como indica a seta
no esquema da figura 4-19. O surgimento de outras bolhas de bifurcagéo
devido a presenga da perturbagdo sugere a existéncia de outros cruzamentos

entre as linguas de Arnold do espago de pardmetros do sistema.

Com a ajuda das figuras 4-14 e 4-18 podemos analisar o
o}

i inicialmente a T, proximo de 35 ms, sem
tamento do sistema inicialm
comporta t
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ar que para A = 14 mV temos que nesta regifo
0odo 2. Com A =17 mV a regidao

gerindo a existéncia de uma crise.

Para uma perturbagio mais altg, A = 4p mV, onde a regio que nos

casos anteriores ocorria o retorno a uma banda mais estreita, o sistema

continua visitando uma larga regifio. Se formos analisar o tempo de

borbulhamento quando a vazdo de ar ¢ majs baixa, T ~ 50 ms, percebemos

queé O comportamento €& bastante diferente do que descrevemos
anteriormente. Nio vemos duplicagio de periodo até a amplitude de 22 mV
onde ocorre a formagio da outra bolha de bifurcagio. O proximo passo

entdo, € analisar o sistema variando continuamente a amplitude da

perturbagéo.

4.3.2 Vazao constante variando a amplitude da onda sonora

Novamente utilizamos o liquido 4:1 e a mangueira de 50 cm de
comprimento para analisar a da dinimica da formacio de bolhas para
valores fixos de vazdo em fungdo da amplitude da perturbagio sonora

aplicada.

Fixamos a vazdo de ar em 110, 93 e 90 ml/min. Em 110 ml/min o
sistema possui vazdo de ar mais alta do que na regido onde aparece a
estrutura da bolha de bifurcagdo. A vazdo de ar de 93 ml/min nos permite

estudar o sistema dentro da regido da bolha de bifurcagdo e em 90 ml/min a
vazio esta abaixo da bolha de bifurcagéo.
Com a vazdo fixa, variamos a amplitude da onda sonora entre 0 e 15

mV. sinal obtido com o microfone a 5 cm da superficie do liquido. Também

obtivemos alguns atratores para estas vazdes com amplitude sonora fixa. A

freqiiéncia da onda sonora € 150 Hz.
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A figu - :
gura 4-20 mostra um desses diagramas obtido com o sistema em

ri = _ S
periodo 1 sendo a razio entre a freqiiéncia da onda sonora e a freqiiéncia de

CXpil 1
borbulhamento 0 = 5.25. Esse diagrama ¢ semelhante ao que

encontramos com o mapa do circulo, figura 4-21, com Q = 5.25 (mod 1) =
0.25. Nesse diagrama temos uma regido quase-periodica, para K < 1 e

comportamento cadtico para 1 < K < 2, caracterizando transi¢cdo para o caos

via quase-periodicidade.

Aumentando mais o pardmetro K, surge um ponto fixo estavel e um
instavel, caracterizando bifurcagdo sela-nd supercritica, que no sentido em
que diminuimos K representa explosdo. Aumentando ainda mais K temos

outra rota para o caos, agora via duplicacio de periodo.

A figura 4-22 mostra os atratores obtidos para T, em torno de 35 ms
Podemos ver periodo 1 (a), atrator quase-periddico (b), travamento em
periodo 1 (c) e, em (d), periodo 2, que surge apds a duplicagdo de periodo

observada no diagrama de bifurcagdo, figura 4-20.

Novamente encontramos semelhanga com o mapa do circulo,
comparando os atratores obtidos experimentalmente, com os atratores do
mapa do circulo mostrados na figura 4-23. Para Q = Q% (mod 1) podemos
obter o mesmo tipo de comportamento com o mapa do circulo. Podemos
observar, nesta figura, como na figura 4-22, periodo 1 nem (a), atrator

quase-periédico em (b), periodo 1 surgido de uma bifurcagio sela-

né/explosdo em (c) e em (d) periodo 2.
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T (ms)

Amplitude (mV)

Figura 4- 20 Diagrama obtido variando a amplitude da onda sonora entre 0 e

IS mV, com vazio constante em 110 ml/min e Q°*° = 5,25,

bifurcagio obtido para 0 mapa do circulo

Figura 4- 21 Diagrama de

com Q = 5.25 (mod 1)=0.25eb=-0.2.




4 Anailise de dados e Resultadog

SB-M
@O0my |

36
35
34
33
32
38-%

o @hmy I

36

354

A

33] &

32 ' - \ |

31

Tn+1 (ms)

ALt id . B wms A ey TR o T e
Tn (ms)

Figura 4- 22 Atratores obtidos para f, = 28.8 bolhas/s.

T T T T T T r . ; £

o 71 B K=175

T — T

My h=a 1 @K=27

: .
B4 02 tog 02 0.4

Figura 4- 23 Atratores obtidos para o mapa do circulo para

Q = 5.25 (mod 1) = 0.25,
(b) igual a 1.75, em (c) igu

b =- 0.2 sendo K em (a) igual a 0, em
al 2 1.9 e em (d) igual a 2.7.




A figura 4-24 mostra um dj

agrama obtido com Q°*F = 6.46 com

» @ partir dai, os ramos comecam a se

misturar, formando uma Unica banda caética

Como o comportamento de cada ramo para amplitude menor que 10
mV lembra o mapa do circulo, procuramos acoplar esse mapa a outro de
modo a obter um diagrama semelhante a0 experimental. O resultado entiio
do acoplamento entre o mapa do circulo e o mapa logistico:

K
6,,=6,+Q—"gen 270, +br, (mod 1)
27

V. o=h %sen 276, (4~ 3)

X, =ax,(1-x)+ar

¢ n+l

nos permitiu obter a figura 4-25, com parimetros, Q = 6.46 (mod 1) = 0.46,

b=0.2, a = 3.2 e uma constante de acoplamento, a, = 0.1.

Nesta figura podemos ver, também dois ramos distintos, como no
caso experimental, a o6rbita de periodo 2 apresenta rota para o caos via
quase-periodicidade, explosdo/bifurcagdo sela-nd, duplica@ﬁo de periodo e
caos. Aumentando mais o pardmetro K, podemos observar que os ramos

comegam a se misturar ndo podendo mais ser separados em dois ramos
independentes.

Obtivemos atratores com vazdo de ar constante em 93 ml/min e QF¥P
= 6.46 para diferentes amplitudes de onda sonora. A figura 4-26 mostra
mapas de primeiro e segundo retorno sem perturbagdo e com amplitudes de

6.95 e 12 mV. Podemos ver o sistema inicialmente uma orbita periodica

de periodo 2, em (a) temos 0 mapa de primeiro retorno e em (A) o ponto

: 44
representando esta orbita na diagonal do mapa de segundo retorrio, o

vs. Tnparan=1,3,5...
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Amplitude (mV)

Figura 4- 24 Diagrama obtido variando a amplitude da onda sonora entre 0 e

15 mV, com vazio constante em 93 ml/min e Q%" = 6.46.

0,9 T[Tt

25 Diagrama de bifurcacgio obtido do acoplamento entre o mapa do

Figura 4-
: stico sendo Q = 6.46 (mod 1) = 0.46.

circulo e o mapa logl
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e segundo retorno obtidos para diferentes

Figura 4- 26 Mapas de primeiro
)e(B)6mVY,(c)e(C)95mVe

amplitudes de onda sonora: (a) e (A) 0 mV, (b
(d) e (D) 12 mV.
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Figura 4- 27 Mapas de primeiro e segundo retorno obtidos com a

equagio (4-4).
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Ex L
m (b) cada ramo Visitado apresenta uma quase-periodicidade que

tambér i
M pode ser vista para um dos 14mos no mapa de segundo retorno (B).

4 préximo de um periodo 4, m
figura 4-26 (c) e (C). Ainda ¢ possivel tr

Pols a predominincia do periodo 2 perma

O terceiro atrator est as perdendo a fase

atar os dois ramos separadamente,

nece.

Par 11ti - ;
a 0 ultimo caso, no entanto, figura 4-26(d) e (D), nio ha como
Séparar mais os ramos, podemos ver em (d) que os ramos se encontram e
em (D) que a cada duas bolhas, o sistema pode visitar qualquer regido do

intervalo de tempo T e nio maijs apenas um dos ramos como vimos para os
trés casos anteriores.

A figura 4-27 mostra mapas obtidos com a equagio (4-2), onde
acoplamos o mapa do circulo e o mapa logistico. Nesta figura podemos ver
comportamento semelhante ao que acabamos de descrever. Temos uma
orbita de periodo 2, (a) e (A), quase-periodicidade, (b) e (B) e 6rbita de
periodo 4, (c) e (C), apresentando ramos independentes que podem ser
separados, como podemos ver na coluna da direita. Ja para o caso (d), o
mapa visita uma larga regido que ndo pode ser separada pelo mapa de

segundo retorno (D).

Vazao de 90 ml/min
A figura 4-28 mostra um diagrama de bifurcagdo obtido com sistema

inicialmente em periodo 1, sendo Q" = 7.14. A vazdo ¢ 90 ml/min, abaixo
da formacdo da bolha de bifurcagéo.

Nesse diagrama observamos que para esses valores de T ~ 47 ms, o

i . bem diferente do que observamos
comportamento do sistema € b

teriormente. Percebemos que a regido de T, visitada vai alargando até
an :

ocorrer um travamento em periodo 3 e depois continua com banda cadtica.




:
- "... = -..“..-"_
o ar = S . )
2 e ) .
s Nl gy a4
o S L)

e R

10 15

(5]
Asmplitséd(mV)

Figura 4- 28 Diagrama obtido variando a amplitude da onda sonora entre 0 e

15 mV, com vazio constante em 90 ml/min e Q%F = 7.14.

A figura 4-29 mostra uma sequéncia de atratores obtidos aumentando
a amplitude da onda sonora para Q = 7.14. Podemos ver em (a) a orbita
estavel de periodo 1, sem perturbagdo e em (b) o ciclo limite. Em seguida o
atrator passa a ter duas bandas (c), identificando a existéncia de uma
bifurcacdo. O travamento em periodo 3, visto em (d), assegura a existéncia

do caos que vemos nos atratores mostrado em (e)

Na figura 4-29(e) podemos ver um atrator obtido apés a regido de periodo 3,

nesta figura podemos identificar a existéncia e a posigdo de um ponto de sela. Na
figura 4-29(f), o atrator se alarga um pouco mais, e podemos identificar, pela

diaconal. a existéncia de trés pontos de sela. O entanto ndo sabemos se nesses
(=] bl




produzidos corretamente, para isto é preciso

conhecermos a dimensdo embebida do atrator.

A dimensio de Imersdo m de um atrator mostra o namero de

VEr o atrator tal como ele é no espago
Uma definigio Para dimensdio de imers
Alligood [Aligood et al., 1996]:

dimensional em

de fase original. do é dada por

Assumindo que A é um atrator d-
R Sem> 2deF: R — R" ¢ genérico, entdo F reproduz A
na propor¢do de 1:1. Assim temos uma condi¢do suficiente para encontrar
a dimensZo de imersio m de um atrator.

Tn+
(ms)

T T T o
l’l (1] l‘l 4‘0 4 4 i il

H

Tn (m3s)

i teS

amplitudes de perturbacio.




Outra forma maisg genérica de ep

falsos vizinhos. Para o atrator obtido

vizinhos [Hegger ef al., 1999].

A figura 4-30 mostra um mapa em 3 dimensdes para ilustrar melhor

esse atrator. Podemos perceber que os trés ramos visitados pelo atrator n3o

§€ encontram no mesmo plano, revelando uma estrutura mais complexa.

Ainda ¢é possivel observar regides mais visitadas nesse atrator, que nfo

podem ser identificadas no mapa de primeiro retorno.

n+2

Fi 4- 30 Mapa de retorno, Tn+2 vs. Tn+1 vs. Tn para f, = 21.0 bolhas/s
igura 4- aps

com amplitude de perturbagio 8 mV.
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S CONCLUSOES

Com o fluido menos Viscoso obtivemos bolhas de bifurcagio, |
2

—_ 2
— 1, tendo o fluxo de ar como pardmetro de controle. Obtivemos ainda
bolhas de bifurcagio secundarias, em cada ramo da bolha de bifurcagio

primaria, que foram simuladas com um mapa clibico. Observamos também

um regime intermitente consistente com a intermiténcia tipo I

Com o fluido mais viscoso também observamos bolhas de
bifurcagdo que dependem do comprimento da mangueira de alimentacio de
ar, portanto depende da dissipa¢do do sistema. Tendo o fluxo de ar como
pardmetro de controle obtivemos uma rota para o caos via adicdo de

periodo.

No caso do menor comprimento da mangueira também perturbamos
o sistema aplicando uma onda sonora em duas situagdes. Para a amplitude
da onda sonora fixa em alguns valores e tendo o fluxo de ar como
parametro de controle também observamos bolhas de bifurcagdo primarias e
secundarias e em um caso foi observado uma mudanga brusca de um regime

caotico para periodo 1, caracterizado como uma bifurca¢do sela-né (ou
explosdo no sentido inverso).

Na segunda situag@o foi mantido o fluxo de ar fixo em trés valores e
tendo a amplitude da onda sonora como parametro de controle. Para a mais
alta vazdo e partindo de um periodo 1 foi observado comportamento quase-
perioédico seguido de uma regido caotica, bifurcagio sela-no/explosdo e rota
para o caos via duplicagdo de periodo, sendo que esse comportamento ¢

muito bem simulado pelo mapa do circulo bidimensional.

Para um fluxo de ar um pouco mais baixo e partindo de um periodo 2

foi observado também comportamento quase peritdice, biflicacie seens
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fazer um acoplamento com o mapa logistico.

Para uma vazio ainda um POUCO mais baixa ag duplicagdes de
periodo ou bifurcagio sela-né nio S80 mais observadas e nesse caso um

modelo mais elaborado precisa ser construido.
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