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Resumo

Neste trabalho investigamos observáveis relacionados à estrutura em larga escala do uni-

verso, especialmente aqueles senśıveis a mudanças na gravidade e que possam ser usados

para impor v́ınculos em teorias gravitacionais. O foco do trabalho foi estudar as propri-

edades de voids, tanto no desenvolvimento de programas para detectá-los em simulações

e observações, como no cálculo de previsões teóricas em função da cosmologia e da te-

oria gravitacional. Dadas estas medidas e predições teóricas, estudamos o poder dos

v́ınculos impostos usando voids, se comparados com outros observáveis, e buscamos com-

preender como complicações observacionais podem prejudicar estes v́ınculos. Constrúımos

algoŕıtmos para a detecção de voids e halos em simulações de N-corpos, além de imple-

mentarmos códigos para efetuar a medida da função de dois e três pontos de voids, halos

e da matéria. Produzimos também códigos para fazer medidas dos perfis de velocidade

e densidade de halos e voids, e propusemos uma nova predição para a abundância dos

voids em gravidade modificada do tipo f(R) e Symmetron. Com isso, medimos o poder

da abundância de voids em vincular parâmetros de gravitação. Desenvolvemos ainda uma

generalização do modelo de halos para a inclusão de voids, no que denominamos modelo

de Halos e Voids. Além disso, estudamos a dependência do raio de turnaround dos halos

em diferentes teorias de gravitação e para diferentes perfis de densidade iniciais, além

de relacionar as quantidades teoricamente calculadas com observáveis. Finalmente, cons-

trúımos um novo método para a rápida geração de catálogos de halos, algo fundamental

para o cálculo de matrizes de covariâncias nos pŕoximos levantamentos de galáxias.

Palavras Chave: Cosmologia: Estrutura em Larga Escala: Voids - Cosmologia:

Estrutura em Larga Escala: halos - Teorias Modificadas de Gravitação: Vı́nculos - Teorias

Modificadas de Gravitação: Simulações
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Abstract

In this work we investigated observables related to the large scale structure of the Uni-

verse, especially those sensible to gravitational effects and can be used to constrain gravity

theories. Our main goal was the study of cosmological voids, both the development of co-

des for detecting them in N-body simulation and observations, as well as the construction

of theoretical predictions for these observables as functions of cosmological and gravity

parameters. Given these measurements and theoretical predictions, we studied the cons-

training power of voids, in comparison with other observables, and we assessed the effects

of observational complications. We constructed algorithms to find halos and voids, using

a Voronoi tessellation, as well as codes to measure the power spectrum and the bispectrum

of a catalogue of voids, halos and matter. We also produced codes to measure the density

and velocity profiles of halos and voids, and we proposed a new theoretical prediction

for the void abundance in f(R) and Symmetron models of modified gravity. These tools

allowed us to put constraints on modified gravity parameters using void abundance. We

also developed a generalization of the standard Halo model to include the effects of cosmic

voids, in the so-called Halo-Void model. In addition, we computed the turnaround radius

of halos in f(R) gravity and related the theoretical computations with current observa-

tions. Finally, we constructed a new method for the fast generation of halo catalogues,

which are crucial for the computation of covariance matrices in next-generation galaxy

surveys.

Keywords: Cosmology: Large Scale Structure: Voids - Cosmology: Large Scale

Structure: Halos - Modified Gravity Theories: Constraints - Modified Gravity Theories:

Simulations

9



10



Lista de Figuras

3.1 (Esquerda): Diferença relativa entre os espectros de potencia linear da
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(4.46) e as funções de multiplicidade com uma Eq.(4.57) (linha pontilhada e

tracejada roxa) e duas Eq.(4.54) (linha tracejada azul) bareiras com relação

a expressão com as duas barreiras estáticas Eq.(4.44). Pode-se ver que a
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(cinza) e para três parâmetros de f(R): |fR0| = 10−6 (verde), |fR0| = 10−5

(azul) e |fR0| = 10−4 (vermelho), a linha preta é a predição de Tinker et
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tracejadas). (Superior Direito): O mesmo para o catálogo ld-zb. (Inferior
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Também é plotado o melhor ajuste para os perfis (4.64) (em linhas sólidas)
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5.7 Espectro de potências matéria-matéria para o HVM (esquerda) e o HVDM (di-
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5.9 Função de correlação halo-matéria, que também pode ser interpretado com o

perfil de densidades observado dos halos, para dois bins de massa (em unidades

de M�/h). Resultados mostrados para o HVM (esquerda) e para o HVDM

(direita). A diferença entre esses modelos e o HM (linha verde) é marginal.
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diferença relativa do perfil em cada gravitação com o perfil em RG. A linha

vertical laranja indica o raio do halo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

21



LISTA DE FIGURAS

6.11 Razão entre o raio de turnaround e o raio do halo central, em função

da massa do halo, para quatro teorias de gravitação: RG (linha petra),

fR0 = 10−6 (linha azul), fR0 = 10−5 (linha vermelha) e fR0 = 10−4 (linha
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Nos painéis inferiores estão as diferenças relativas, de cada catálogo, com
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rosas) ordem de LPT, juntamente com o catálogo EB (quadrados verdes).
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critos na tabela 7.2: SB (pontos azuis), EB (quadrados verdes), BDMV
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4.8 Catálogos de voids usados para as comparações entre os perfis de densidade

em RG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

4.9 Simulações geradas para o projeto de se medir a taxa de crescimento com

a razão entre os perfis dos voids. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.1 Bins de halos e voids considerados nesse caṕıtulo. Para cada bin nós mos-
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nosso método), a massa mı́nima de resolução (a massa de cada part́ıcula

ou dentro de cada célula), o numero de realizações do catálogo e as carac-
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4.4 Comparações da Abundância dos Voids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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F. Mota, 2016 [27] e E. L. D. Perico, R. Voivodic, M. Lima e D. F. Mota, 2018 [28].

No caṕıtulo 4: ”O Modelo de Halos e Voids”, descrevo todos os pontos do modelo

proposto no artigo: R. Voivodic, H. Rubira e M. Lima, 2020 [29].

No caṕıtulo 6: ”Raio de Turnaround”, discuto todos os pontos dos artigos: R. C. C.

Lopes, R. Voivodic, L. R. Abramo e L. Sodré Jr., 2018a [30] e R. C. C. Lopes, R.

Voivodic, L. R. Abramo e L. Sodré Jr., 2018b [31].
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Por fim, embora desenvolvido no peŕıodo do doutorado, o artigo: R. Voivodic e A.

Barreira, 2020 [33] não é abordado nesta tese, por tratar de assunto distinto e para não

estender ainda mais o texto.

Para o futuro, pretendo continuar trabalhando na utilização da estrutura em larga

escala do Universo para vincular teorias de gravitação e cosmologia. Além disso, pre-

tendo entender melhor como relacionar halos de matéria escura com galáxias e outros

observáveis. Este último ponto é vital para se comparar teorias com dados futuros.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma teoria da gravidade descreve a interação gravitacional entre objetos em escalas

”clássicas”1, tratando desde a atração de objetos pelo campo gravitacional da Terra até

a evolução do universo e suas estruturas. Atualmente, a gravitação é muito bem descrita

pela teoria da relatividade geral (RG) de Albert Einstein [34, 35], que consegue predi-

zer, com grande acurácia, observações não descritas pela gravitação Newtoniana, como

a precessão do periélio de Mercúrio [36], o desvio da luz de estrelas distantes devido ao

Sol [37], o efeito de lentes gravitacionais fracas e fortes [38, 39], a formação de estruturas

no universo [3, 40] e, mais recententemente, as ondas gravitacionais [41].

No entanto, esta teoria possui potenciais problemas em escalas distintas. Do ponto de

vista cosmológico, ela não explica a presente fase acelerada de expansão do Universo sem o

acréscimo de alguma componente energética com pressão negativa2. Além disso, ela não é

capaz de explicar, de forma natural, o peŕıodo inflacionário, necessário para corrigir alguns

problemas do modelo cosmológico padrão (como os problemas da planitude e do horizonte)

e para a geração de condições iniciais [42, 43]. Do ponto de vista quântico, tentativas de

quantizar a RG, da mesma forma como feito no modelo padrão das part́ıculas elementares,

levam a uma teoria não renormalizável e não unitária. Esses problemas nos levam a pensar

que, por mais que a RG tenha grande concordância com observações e experimentos, ela

possa ser uma teoria incompleta, e teorias fenomenológicas de gravitação são um primeiro

passo para a descoberta de uma teoria gravitacional final.

1Por ”escalas clássicas”refiro-me a escalas onde S � ~, sendo S a ação do sistema e ~ a contante de
Planck reduzida.

2Note que a RG, juntamente com o modelo padrão, também não são capazes de explicar a matéria
escura encontrada no universo.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Os principais objetivos de se trabalhar com teorias fenomenológicas de gravitação

modificada são:

• Entender a f́ısica de teorias com mais graus de liberdade do que a RG3, esperando

modelar suas consequências em observáveis astrof́ısicos e cosmológicos, afim de tes-

tar uma teoria gravitacional completa em ”escalas clássicas”;

• Explicar a observação de matéria escura no universo [45–47] sem a utilização de

novas part́ıculas no modelo padrão. Esse item não é muito trabalhado, pelo fato de

teorias modificadas de gravitação terem dificuldades de explicar a diferença entre o

perfil de densidade observado indiretamente via lentes gravitacionais e diretamente

pela matéria viśıvel (como no bullet cluster) e existirem candidatos viáveis em f́ısica

de part́ıculas [45, 48, 49]. Ainda assim, algumas teorias de gravitação modificada

tentam resolver esse problemas [50–52];

• Explicar a observação da expansão acelerada do universo [53–56] sem a necessi-

dade de uma constante cosmológica4 ou a adição de outros campos fora do modelo

padrão. Esse item tem sido o mais explorado em trabalhos de gravitação modificada

fenomenológica [58–60] e foi a principal motivação deste trabalho.

Uma das melhores formas de se vincular teorias modificadas de gravitação é através

da observação das estruturas em larga escala do universo [61,62]. Todas as teorias modifi-

cadas de gravitação viáveis devem reproduzir a RG, com uma constante cosmológica, em

escalas do tamanho do universo (modelo ΛCDM), e devem se reduzir a RG em pequenas

escalas ou regiões muito densas, como no sistema solar e no universo primordial, pois

nessas escalas a RG é muito bem vinculada. O primeiro requisito pode ser imposto por

construção, escolhendo uma forma espećıfica para a ação e um intervalo espećıfico para

os parâmetros do modelo de forma que a expansão seja igual ao do modelo ΛCDM. Já

o segundo requisito normalmente é alcançado através de algum mecanismo de blindagem

(screening), que advém de aspectos não lineares da teoria e faz com que o(s) grau(s) de

liberdade extra(s) não seja(m) importante(s) em regiões de grande densidade ou escalas

pequenas, onde o potencial gravitacional é profundo [63].

3Todas as teorias de gravitação modificada viáveis observacionalmente são extensões da RG, voltando
a ela em limites apropriados. Portanto todas possuem um campo métrico e campos extras [44].

4A constante cosmológica, por mais que se adeque bem aos dados observacionais, possui alguns pro-
blemas, como o problema da coincidência e do fine-tuning [57]

36



Os tipos mais comuns de mecanismos de screening são: mecanismo camaleão, onde a

massa do grau de liberdade escalar extra se torna muito grande em regiões muito densas

[64–67] (presente e.g. em teorias do tipo f(R)); mecanismo de Vainshtein, onde termos

cinéticos não quadráticos na ação fazem o(s) campo(s) extra(s) ser(em) suprimido(s) em

escalas menores que alguma escala espećıfica definida pelo modelo [68–70] (presentes e.g.

em modelos com dimensões extras, como o DGP, e modelos com grávitons massivos ou

com múltiplas métricas); e mecanismos que suprimem o acoplamento entre matéria e o(s)

campo(s) extra(s), nos quais algo ocorre em regiões de alta densidade (como uma quebra

de simetria) de forma que a matéria e o(s) campo(s) extra(s) se desacoplem [4, 71–73]

(presente e.g. no modelo symmetron e nos modelos com dilatons).

Como os modelos viáveis de gravitação modificada (ou de energia escura) são indis-

tingúıveis em experimentos no laboratório (escalas muito pequenas) ou por observáveis

da expansão do universo (escalas muito grandes), e como as escalas de perturbações line-

ares não são suficientes para quebrarmos todas as degenerescências entre os parâmetros,

é essencial que estudemos escalas não lineares, como as das estruturas do universo, afim

de tentar discriminar entre os diferentes mecanismos de blindagem e, possivelmente, entre

as distintas teorias.

Uma das principais ferramentas utilizadas para se estudar o regime não linear de teorias

de gravitação modificada são as simulações de N-corpos [73–93], onde pode-se evoluir

todas as equações não lineares (tanto para a matéria quanto para o(s) campo(s) extra(s))

de forma a obter os efeitos dos mecanismos de blindagem na formação de estruturas no

universo. Com essas simulações é posśıvel extrair vários observáveis importantes, como

o espectro de potências da matéria [75, 77–79, 86, 94, 95], e propriedades dos halos de

matéria escura, como sua abundância [76–78, 83, 86, 94, 96], seu perfil de densidade e

velocidade [76, 77, 83, 97] e seu bias [76, 81, 83, 86]. Atualmente, vem-se obtendo esses

mesmos observáveis para os voids e se estudando suas implicações [15,27,98–104].

Do ponto de vista teórico, muito esforço já foi feito para o desenvolvimento de formas

de calcular correções ao espectro de potências da matéria. As mais utilizadas (e com

melhores resultados) são as teorias de perturbações cosmológicas [5,7,95,105–108], o Halo

model [40, 81, 94, 109] e ajustes feitos diretamente das simulações (como o halofit [6] e o

emulador coyote [110]). Apesar dos bons resultados, todos esses métodos possuem alguma

limitação e, além disso, não é claro como utilizá-los para estimar o espectro de potências
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

para uma teoria de gravitação alternativa.

Um conjunto de observáveis já muito estudados são aqueles relacionados com os

halos de matéria escura, principalmente a abundância deles, que pode ser estimada

através do espectro de potências linear juntamente com a teoria do colapso esférico [21].

Perturbativamente, é posśıvel adicionar condições mais reaĺısticas, como o colapso não

esférico, posśıveis estocasticidades presentes no halo finder e efeitos de gravitação modi-

ficada [9, 16, 23, 96, 111, 112], além de existirem formas funcionais calibradas diretamente

de medições em simulações [11,113]. Porém, como os halos de matéria escura são objetos

com grande massa, os mecanismos de blindagem operam com grande intensidade dentro

dos mesmos, suprimindo os efeitos da gravitação modificada, e tornando mais dif́ıcil o

uso de halos para discriminar entre diferentes teorias de gravitação. Outras propriedades

dos halos, como seu bias [22, 24] e seu perfil de densidade [114], não se apresentam mais

promissoras por conta da atuação dos mecanismos de blindagem no interior de halos e

pela dificuldade de se fazer medições acuradas do bias linear.

Por outro lado, os voids cosmológicos (regiões de baixa densidade no universo) vêm

se mostrando como observáveis interessantes para se vincular teorias modificadas de gra-

vitação [115]. Voids são regiões com um contraste de densidade baixo, de forma que os

mecanismos de blindagem operam de forma mais fraca, não suprimindo as mudanças na

gravitação [101]. Além disso, esse baixo contraste de densidade faz com que voids es-

tejam no regime linear, facilitando seu estudo [15, 116]. Outro fator facilitador que já

foi observado em simulações é que voids são, em geral, muito mais esféricos do que ha-

los [102], algo que torna suas predições mais simples (considerando uma dinâmica com

simetria esférica) [27,102]. Apesar disso, suas propriedades foram pouco exploradas até o

momento (se comparadas com as dos halos), tornando esta uma área com muito potencial.

Além dos voids, outro observável que se mostrou muito interessante para o v́ınculo

de teorias de gravitação foi o raio de turnaround e sua relação com a massa do halo

central. Em alguns trabalhos, foi proposto um limite máximo para esse raio, em ΛCDM,

e indicado uma posśıvel violação do mesmo [18, 117–122]. Além disso, já foram feitas

medidas, com boa precisão, para o grupo local e grupos próximos [123], além de medidas

para seis aglomerados do SDSS em z < 0.05 [17]. Tendo em vista o grande potencial da

utilização do raio de turnaround para o v́ınculo de teorias de gravitação, nós calculamos

a depência do raio de turnaround com a massa dentro desse raio, com o redshift e com
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o modelo de gravitação modificada [30]. Em um segundo trabalho, nós relacionamos a

massa dentro do raio de turnaround com a massa do halo central, afim de termos uma

predição diretamente comparável com as observações.

Por fim, nós desenvolvemos um método para a geração rápida de um catálogos de halos

que tenham propriedades estat́ısticas semelhantes aos halos encontrados em simulações de

N-corpos, porém que possam ser gerados muito mais rapidamente (similar aos métodos

desenvolvidos em [124–126] e comparados em [20, 127–129]). Esses catálogos de halos

tornariam posśıvel a geração de muitos catálogos de galáxias, que poderiam ser usados

para obtenção da covariância de observáveis de forma mais acurada e confiável do que as

covariâncias estimadas teoricamente [130,131].

Neste trabalho, apresento no caṕıtulo 2 uma revisão teórica de algumas teorias de

gravitação modificada, focando nas teorias escalar-tensor e fazendo uma discussão mais

geral sobre os mecanismos de blindagem. No caṕıtulo 3, falo brevemente sobre os princi-

pais resultados obtidos com a teoria de perturbações lineares e uma versão simplificada

do colapso esférico em gravitação modificada, ambos resultados essenciais para o cálculo

da abundância de halos e voids. Os resultados envolvendo voids são apresentados no

caṕıtulo 4, onde primeiramente apresento o formalismo do excursion set theory e em se-

guida comparo suas predições com as observações feitas em simulações de N-corpos. Neste

mesmo caṕıtulo, ainda apresento os v́ınculos que a abundância de voids é capaz de colocar

na teoria gravitacional e na cosmologia (resultados do trabalho [27]) e apresento os perfis

dos voids. No caṕıtulo 5, apresento o desenvolvimento do chamado Halo-Void model, uma

generalização proposta por nós ao Halo Model usual para a inclusão do efeito de voids

na estat́ıstica de estruturas. No caṕıtulo 6, apresento os resultados relacionados ao raio

de turnaround, discutindo como calcular o mesmo em teorias de gravitação modificada e

como relacioná-lo com a massa dos halos centrais. Já no caṕıtulo 7, descrevo o método

desenvolvido para a geração rápida de catálogos de halos, além de indicar a dependência

dos catálogos gerados com algumas opções do método e comparar os halos obtidos com

aqueles extráıdos de simulações de N-corpos. Por fim, no caṕıtulo 8, apresento minhas

conclusões e perspectivas futuras.

39
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Caṕıtulo 2

Gravitação Modificada

Neste caṕıtulo, apresento algumas das teorias de gravitação modificada mais comumente

utilizadas em cosmologia, ou seja, teorias que consigam reproduzir o modelo ΛCDM em

grandes escalas e que retornem a RG em pequenas escalas.

Tratarei primeiro da teoria gravitacional mais aceita atualmente, a Relatividade Geral

de Albert Einstein [34, 35], mostrando a ação que a define (ação de Einstein-Hilbert), as

equações de movimento obtidas e indicando, com algumas justificativas, seus principais

problemas e os motivos de se buscar teorias modificadas de gravitação.

Na seção seguinte tratarei da classe mais simples de teorias modificadas, as escalar-

tensor, que apresentam somente um grau escalar de liberdade extra. Mostrarei sua ação

e equações, os vários resultados obtidos usando transformações conformes dos campos e

a relação com teorias f(R).

Destino também uma seção a outras teorias de gravitação modificada que aparecem

com frequência na literatura e possuem resultados interessantes do ponto de vista cos-

mológico.

Por fim, abordo os mecanismos de blindagem de maneira mais geral, mostrando de

qual termo da ação cada um deles emerge.

2.1 A Teoria da Relatividade Geral

A teoria gravitacional mais aceita atualmente é a Teoria da Relatividade Geral (RG), de

Albert Einstein (1915) [34,35]. Essa teoria já foi testada em várias escalas e em vários de

seus aspectos. Ela consegue explicar a precessão do periélio de mercúrio [36], a expansão
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acelerada do universo [53] e a distribuição de suas estruturas [132, 133]1, a existência de

lentes gravitacionais [38,39] e, mais recentemente, até mesmo as ondas gravitacionais [41].

A teoria da RG é baseada no prinćıpio da equivalência, que diz:

Não existe nenhum experimento local que um observador em queda livre em um campo

gravitacional possa fazer de forma a saber que está em um campo gravitacional.

Esse prinćıpio implica que:

massa inercial = massa gravitacional,

ou seja, a dinâmica de um corpo em um campo gravitacional depende somente de sua

posição e velocidades iniciais (e claramente das propriedades do campo), não dependendo

de nenhuma de suas propriedades internas, diferente do caso eletromagnético, onde a

dinâmica de um corpo depende da razão entre sua carga elétrica e sua massa inercial. Em

outras palavras, a f́ısica experimentada por um observador em queda livre é localmente

descrita pela relatividade restrita.

Lembrando que uma variedade suave pode sempre ser, localmente, aproximada por um

hiperplano [134,135], e, assumindo o prinćıpio da equivalência, é ”natural”pensarmos que

a gravitação não é uma interação convencional mas sim uma manifestação da curvatura do

espaço-tempo, e que observadores em um ”campo gravitacional”na verdade estão somente

seguindo sua geodésica de um espaço-tempo curvo, descrito pela equação das geodésicas

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0 , (2.1)

onde λ parametriza a linha de mundo da part́ıcula, Γµαβ é a conexão do espaço-tempo e

os ı́ndices são contráıdos utilizando-se a métrica gµν .

Da equação (2.1) vemos que os elementos fundamentais de uma teoria gravitacional

são a conexão Γµαβ, que descreve as geodésicas (trajetórias), e a métrica gµν , que contém

informação sobre a estrutura causal do espaço-tempo. Note que, em geral, essas duas

quantidades são independentes, como no caso da teoria gravitacional de gauge de Poincaré

[136,137].

1De fato, para se explicar as observações cosmológicas, é necessário que uma constante cosmológica
seja adicionada a ação de Einstein-Hilbert. Portanto a RG pura não consegue explicar esses observáveis.
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2.1.1 A Ação de Einstein-Hilbert e as Equações do Campo

Agora que conhecemos os elementos de uma teoria gravitacional, precisamos construir

uma ação que, quando minimizada, nos dê as equações para o campo métrico e/ou o

campo da conexão.

Como a teoria gravitacional diz respeito à geometria do espaço-tempo, é natural que

nossa ação seja constrúıda em termos de entidades geométricas. Uma dessas quantidades é

a curvatura (também pode ser usada a torsão da variedade dando resultados equivalentes

[138]). No caso de não termos torsão, a conexão é dada pelos śımbolos de Christoffel

Γµαβ =
1

2
gµσ (gσα,β + gσβ,α − gαβ,σ) , (2.2)

onde gαβ,σ = ∂σgαβ.

O tensor de Riemann, que mede a curvatura do espaço-tempo, é escrito em termos da

conexão como

Rρ
σµν = Γρνσ,µ − Γρµσ,ν + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ , (2.3)

e o escalar mais simples que podemos escrever a partir dessa curvatura é o escalar de Ricci

R = gµνRµν = gµνRσ
µσν , (2.4)

onde Rµν é o tensor de Ricci, definido via Rµν = gρσRρµσν .

Portanto, a ação para o campo gravitacional, que será descrito pela métrica gµν , é

dada pela ação de Einstein-Hilbert

SEH =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR , (2.5)

onde G é a constante gravitacional de Newton e g é o determinante da métrica. O

coeficiente na frente da integral é escolhido de forma a obter-se a equação de Poisson no

limite não relativ́ıstico.

Algo interessante a se notar é que a ação de Einstein-Hilbert, diferentemente das ações

convencionais presentes no MP, não é invariante somente pelo grupo de Poincaré, mas é

invariante por mudanças gerais de coordenadas, ou seja, por difeomorfismos. Esta idéia de

a interação gravitacional emergir da imposição de uma invariância por transformações lo-
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cais de coordenadas é explorada em algumas teorias de gravitação modificada, em especial

a teoria gravitacional de gauge de Poincaré [136,137], cuja semelhança com os mecanismos

de geração dos bósons do MP poderia tornar essa abordagem útil para a quantização da

gravitação.

Variando a ação (2.5), juntamente com a ação da matéria, com relação ao campo

métrico e aplicando o prinćıpio da mı́nima ação, obtemos as equações de campo da gra-

vitação

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν , (2.6)

onde Gµν é o tensor de Einstein e Tµν é o tensor energia-momento da matéria obtido pela

derivada funcional

Tµν = − 2√
−g

δLm
δgµν

, (2.7)

onde Lm é a densidade lagrangeana das componentes materiais presentes no espaço-tempo

que são minimalmente acopladas com a métrica através do elemento Jacobiano, das con-

trações de ı́ndices e das derivadas covariantes, definidas como

∇αT
β1...βn
δ1...δm

= ∂αT
β1...βn
δ1...δm

+
∑
i

ΓβiαρT
β1...ρ...βn
δ1...δm

−
∑
i

ΓραδiT
β1...βn
δ1...ρ...δm

. (2.8)

Vemos que, apesar de a ação de Einstein-Hilbert possuir derivadas de segunda ordem

da métrica, a equação de Einstein (2.6) possui apenas derivadas de segunda ordem no

tempo, e não de quarta ordem como esperado. Isso ocorre pois a variação do tensor de

Ricci, que é onde as derivadas superiores seriam geradas, é um termo de superf́ıcie, não

contribuindo para as equações de movimento. Isso não é verdade para teorias que possuem

termos não lineares do escalar de Ricci, como as teorias modificadas do tipo f(R). De

fato, o teorema de Lovelock nos garante que a relatividade geral é a única teoria para um

campo métrico, em quatro dimensões, que possui equações de campo de segunda ordem,

qualquer outra teoria métrica irá possuir derivadas de quarta ordem ou irá adicionar graus

de liberdade extras.

Uma propriedade importante, que pode ser demonstrada a partir das identidades de

Bianchi, é que o tensor de Einstein é covariantemente conservado

Gµν
;ν = 0 . (2.9)
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A principal conseguência dessa conservação é que, como podemos ver pela equação

(2.6), o tensor energia-momento também será covariantemente conservado

T µν;ν = 0 , (2.10)

implicando na conservação de momento e energia.

2.1.2 Alguns Problemas com a Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral é umas das mais bem testadas teorias f́ısica já elaboradas,

conseguindo explicar problemas observacionais da gravitação Newtoniana, como a pre-

cessão do periélio de mercúrio [36], o fenômeno de desvio da luz por estruturas [38, 39]

(conhecido como lentes gravitacionais) e a detecção de ondas gravitacionais [41]. Além

de resolver esses problemas observacionais da teoria de Newton, a RG também resolve o

problema teórico da invariância pelo grupo de Poincaré, que é um subgrupo dos difeo-

morfismos.

Apesar de todo seu poder preditivo e explicativo, a RG possui problemas. Do ponto

de vista observacional, ela não consegue explicar a fase acelerada de expansão atual do

universo. Esse problema é uma das principais motivações para se estudar teorias feno-

menológicas de gravitação modificada. Do ponto de vista teórico, a RG também possui

alguns aspectos problemáticos. O primeiro pode ser visto quando estudamos uma das

soluções mais simples da RG, a solução de Schwarzschild, que descreve um espaço estático,

estacionário, simetricamente esférico e no vácuo, e é dada por:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (2.11)

onde M é a massa do objeto que gerou essa geometria.

Ao olharmos para essa métrica vemos que ela possui, em prinćıpio, duas singularida-

des: uma quando r = 2GM (no horizonte de eventos) e outra quando r = 0 (no centro).

A primeiro não é um problema real, pois podemos escolher um sistema de coordenadas

onde ela desaparece (por exemplo ao escolhermos coordenadas de Kruskal Szekeres). Já

a segunda é um problema real, pois quando calculamos o escalar de curvatura de Krets-

chmann obtemos

K = RµνρσR
µνρσ =

48G2M2

r6
, (2.12)
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que nos diz que há uma singularidade (divergência) quando r = 0 para essa geometria.

Como o escalar de Kretschmann é independe do sistema de coordenadas escolhido, essa

divergência realmente existe e não depende da escolha de coordenadas. Entretanto não

esperamos que existam divergências na natureza, indicando que essa teoria é, provavel-

mente, incompleta2.

Quando, na esperança de resolver o problema acima, tentamos quantizar a RG, surge

um outro problema: a teoria da RG não pode ser quantizada utilizando-se os procedi-

mentos tradicionais das teorias quânticas de campos (ao menos acha-se que não). Ao se

tentar quantizar a gravitação é necessário linearizar a teoria3, e para isso escrevemos a

métrica como:

gµν = ηµν +
1

Mpl

hµν , (2.13)

onde ηµν é métrica de Minkowski que descreve o espaço-tempo plano da relatividade

restrita, hµν descreve pequenas perturbações nesse espaço-tempo causadas pela presença

de matéria ou por efeitos quânticos e Mpl = 1/
√

8πG é a massa de Planck reduzida, que

é introduzida para que o campo bosônico tenha dimensão de energia e seu termo cinético

da ação seja corretamente normalizado.

A ação para a perturbação na métrica fica [139]

Sh =

∫
d4x

[
−1

4
(∂µhνρ)

2 +
1

4
(∂µh

σ
σ)2 − 1

2
(∂µh

σ
σ)(∂νhµν) +

1

2
∂µhνρ∂

νhµρ +O(h3/Mpl)

]
,

(2.14)

onde o campo hµν irá acoplar com os outros campos da teoria não minimamente através

do fator jacobiano
√
−g, que em termos das flutuações é escrito como

√
−g = 1 +

1

Mpl

hµµ +O((h/Mpl)
2) . (2.15)

Observando a ação (2.14), percebemos que ela é invariante pela transformação de

gauge

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ . (2.16)

2Algo semelhante ocorre no eletromagnetismo quando tentamos calcular a auto energia do elétron,
pois quando utilizamos a teoria clássica de Maxwell obtemos um resultado infinito, enquanto na teoria
quântica (QED) conseguimos encontrar um resultado finito após aplicarmos as técnicas de renormalização
usuais.

3Na verdade não há nada que imponha isso, mas dessa forma pode-se aplicar o formalismo de teoria
quântica de campos de forma análoga a aplicada no MP.
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Portanto a invariância por difeomorfismos é o complemento não linear dessa invariância

de gauge, motivando que se trate a teoria gravitacional como uma teoria de gauge usual

(a teoria de gauge gravitacional de Poincaré é constrúıda desta forma [136,137]).

Outra coisa importante a ser notada na forma do acoplamento da gravitação com

os outros campos, dado pela equação (2.15), é que a constante de acoplamento possui

dimensão negativa de energia. Como sabemos da teoria quântica de campos, teorias com

acoplamentos com dimensão negativa de energia são não renormalizáveis, o que torna a

RG uma teoria efetiva de campos, que não irá funcionar no ultravioleta.

A busca por uma teoria de gravitação que seja completa no ultravioleta é uma das

questões mais trabalhadas e mais interessantes da f́ısica moderna. Apesar do grande

esforço que vem sendo feito, ainda não existe uma teoria de gravitação quântica confiável,

embora existam alguns candidatos.

2.2 Teorias Escalar-Tensor

Dentre as teorias modificadas de gravitação, a mais simples que podemos escrever é com

somente um grau de liberdade extra na ação, ou seja, aquelas que possuem um termo do

tipo f(φ)R4.

Esse tipo de teoria é a mais estudada na literatura e aplicada para estudos cos-

mológicos. Isso se deve ao fato de ser a mais simples e de aparecer em diversos contextos,

como em teorias com dimensões extras do tipo Kaluza-Klein [140], no limite de baixas

energias da teoria de cordas [141, 142] e até mesmo em alguns limites de teorias com

grávitons massivos [69]. Além disso termos do tipo φ2R são naturalmente gerados no

ultravioleta quando se estuda campos escalares em espaços-tempo curvos.

Nessa seção apresentarei o tipo mais simples de teoria escalar-tensor e sua relação com

teorias f(R), bem como seus principais aspectos, como a massa do campo escalar extra e

seu acoplamento com os campos de matéria usuais.

4A adição de termos minimalmente acoplados com a métrica não torna a teoria como sendo de gra-
vitação modificada, pois o prinćıpio de equivalência não é quebrado.
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2.2.1 Teoria de Brans-Dicke e Transformações Conformes

Uma das mais simples teorias escalar-tensor é a teoria de Brans-Dicke (BD) [143, 144],

definida pela ação

SBD =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
φR− ω

φ
gµν∇µφ∇νφ− V (φ)

]
, (2.17)

onde φ é o grau de liberdade escalar extra, ω é o parâmetro adimensional de Brans-Dicke

e V (φ) é o potencial do campo escalar.

Variando esta ação com respeito aos campos métrico e escalar, obtém-se as equações

de movimento

Gµν =
8π

φ
Tµν +

ω

φ2

(
∇µφ∇νφ−

1

2
gµν∇αφ∇αφ

)
+

1

φ
(∇µ∇νφ− gµν�φ)− V

2φ
gµν ,

�φ =
1

2ω + 3

[
8πT + φ

dV

dφ
− 2V

]
, (2.18)

onde T = gµνTµν é o traço do tensor energia-momento.

Da ação (2.17) e da equação (2.18), vemos que o campo escalar faz o papel do inverso

de uma constante gravitacional efetiva

Geff (φ) =
1

φ
. (2.19)

Desta expressão notamos a perda da universalidade da constante de acoplamento

(constante de Newton), pois agora ela depende do ponto do espaço-tempo via o campo

escalar, algo que quebra o prinćıpio de equivalência forte e incorpora o prinćıpio de Mach

[44] (motivação original de Brans-Dicke para construir essa teoria).

Um recurso útil e muito utilizado na literatura é o da transformação conforme, em

que pode-se escrever a teoria de BD (2.17) em uma forma mais semelhante à RG com um

campo escalar minimalmente acoplado. Para isso escolhe-se o seguinte fator conforme:

Ω =
√
Gφ , (2.20)
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e transforma-se os campos em função deste fator

g̃µν = Ω2gµν , (2.21)

φ̃ =

√
2ω + 3

16πG
ln

(
φ

φ0

)
, (2.22)

onde as quantidades com ˜ são aquelas transformadas e φ0 é uma constante de integração.

Com estas transformações, a ação (2.17) fica na forma:

S
(E)
BD =

∫
d4x

{√
−g̃

[
R̃

16πG
− 1

2
g̃µν∇̃µφ̃∇̃νφ̃− U(φ̃)

]
+ exp

(
−8

√
πG

2ω + 3
φ̃

)
L

}
,

(2.23)

onde L é a densidade Lagrangeana da matéria e o novo potencial U(φ̃) é:

U(φ̃) = V [φ(φ̃)] exp

(
−8

√
πG

2ω + 3
φ̃

)
=

V (φ)

(Gφ)2
. (2.24)

A ação (2.23) possui um ı́ndice (E) pois é dita estar no frame de Einstein5, uma vez

que é equivalente à RG acrescida de um campo escalar minimamente acoplado. Já a ação

(2.17) é dita estar no frame de Jordan.

Observando a ação (2.23), vemos que a teoria de BD se torna uma teoria de Einstein

com um campo escalar acoplado diretamente com os campos de matéria. Portanto, tal

teoria é efetivamente igual a teorias de interação de matéria e energia escura6, com a

importante diferença de que no presente caso a energia escura interage com todas as

formas de matéria (escura e bariônica).

Algo que deixa expĺıcita esta interação entre o campo escalar (energia escura nesse

contexto) e a matéria são as equações de conservação do tensor energia-momento e da

geodésica

∇̃µT̃
µν = − 1

2φ
T̃ ∇̃νφ = −

√
4πG

2ω + 3
T̃ ∇̃νφ̃ , (2.25)

d2xµ

dλ2
+ Γ̃µαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
=

√
4πG

2ω + 3
∇̃µφ̃ . (2.26)

Aqui vemos que o campo escalar faz o papel de uma ”quinta força”. Além disso, vemos

5Note que a palavra ”frame”é utilizada para se referenciar a escolha conforme utilizada e não a um
sistema de coordenas utilizado.

6Campos escalares extra são usualmente usados para se explicar a expansão acelerada do universo.
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pela equação da geodésica (2.26), que essa força extra somente interage com a matéria

não relativ́ıstica, que possui o traço do tensor energia-momento não nulo.

Espera-se então que esta força extra, quando não suprimida, altere a dinâmica de

sistemas gravitacionais já que o potencial gravitacional Newtoniano não será mais o único

campo relevante na interação entre as part́ıculas.

2.2.2 Teoria f(R) e Equivalência com Teorias de BD

Outra generalização que podemos considerar da RG é tomarmos uma função arbitrária

do escalar de curvatura de Ricci na ação. Esta classe de teorias é conhecida como teorias

f(R), e é definida pela ação:

Sf =

∫
d4x
√
−gf(R) , (2.27)

onde f(R) é uma função qualquer do escalar de Ricci.

Variando a ação com respeito ao campo métrico, chegamos à equação de movimento

Gµν =
1

f ′

(
∇µ∇νf

′ − gµν�f ′ + gµν
f − f ′R

2
+ T (m)

µν

)
. (2.28)

Além disso, podemos reescrever a ação (2.27) na forma

Sf =

∫
d4x[ψ(φ)R− V (φ)] , (2.29)

onde ψ(φ) = f ′(φ), V (φ) = φf ′(φ) − f(φ) e, pela equação de movimento para φ, temos

que φ = R.

Vemos então que a ação (2.29) é igual à ação de Brans-Dicke (2.17) (a menos de um

fator de 1/16π) com o campo de BD ψ, parâmetro de BD ω = 0 e o potêncial V [φ(ψ)].

Portanto, quando estudamos uma teoria f(R), podemos trabalhar com a forma contendo

somente a métrica, que terá equações de quarta ordem, ou com a forma que contêm

também o campo escalar, e que terá equações de segunda ordem para ambos os campos.
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2.2.3 Teorias (um pouco) Mais Gerais

De forma mais geral, podemos escrever uma teoria escalar-tensor com um termo cinético

canônico, no frame de Einstein, da seguinte forma:

S =

∫
d4x
√
−g
[
M2

pl

2
R− 1

2
∇µφ∇µφ− V (φ) + L[ψi, A

2(φ)gµν ]

]
, (2.30)

onde ψi representa os campos usuais de matéria e essa teoria é definida pelo potêncial do

campo escalar V (φ) e pelo acoplamento conforme A(φ) do campo escalar com a matéria

usual.

As equações de Einstein modificadas para essa teoria serão dadas por [4]:

Gµν =
1

M2
pl

Tµν , (2.31)

onde o tensor energia-momento será:

Tµν = A(φ)Tmµν + φ;µφ;ν − gµν
(

1

2
(∂µφ)2 + V (φ)

)
, (2.32)

em que o primeiro termo é simplesmente o tensor energia-momento da matéria usual,

acoplado com o campo φ via o fator conforme A(φ), e os outros termos representam o

tensor energia-momento do campo escalar.

Nessas teorias o tensor energia-momento da matéria não é mais covariantemente con-

servado

∇µT
µν
m =

d lnA(φ)

dφ
(Tm∇µφ− T µνm ∇νφ) . (2.33)

Além da equação de Einstein modificada (2.31), o campo escalar irá obedecer a uma

equação de Klein-Gordon

�φ =
dVeff
dφ

, (2.34)

onde o potencial efetivo Veff (φ) é dado por:

Veff (φ) = V (φ)− (A(φ)− 1)T . (2.35)

Observando a forma do potencial efetivo do campo escalar (2.35) e a equação da

geodésica neste caso (semelhante à equação (2.26)), vemos que o campo escalar terá uma
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massa efetiva

m2
eff (φ) =

d2V

dφ2
− T d

2A

dφ2
, (2.36)

e exercerá uma força adicional na matéria usual, que no limite não-relativ́ıstico será dada

por:

Fφ = βφ(φ)∇φ , (2.37)

onde o acoplamento βφ(φ) do campo extra com a matéria é dado por:

βφ(φ) =
1

Mpl

d lnA(φ)

dφ
. (2.38)

Pela expressão da massa efetiva (2.36) vemos que, por uma escolha adequada do

potencial V (φ) e do acoplamento A(φ), podemos fazer com que a massa do campo escalar

se torne muito grande em regiões muito densas. Esse mecanismo de supressão do campo

escalar extra pelo aumento de sua massa em regiões densas (como a Terra e o sistema

solar) é conhecido como mecânismo camaleão [145] e é o mecanismo de blindagem mais

estudado no contexto cosmológico [65], estando presente nas teorias f(R) [1, 67,74–76].

Outro posśıvel mecanismo de blindagem que pode ser introduzido neste tipo de teoria

provém da forma do acoplamento βφ(φ) (2.38). Novamente, com uma escolha adequada do

acoplamento conforme A(φ), pode-se fazer com que esse acoplamento vá a zero em regiões

densas tornando imposśıvel a detecção do campo extra. Esse mecanismo é presente em

modelos como dilatons [146,147] e Symmetrons [4, 72].

Por conta da grande abrangência desta teoria e sua fácil interpretação, ela foi o modelo

utilizado nos cálculos numéricos e comparações com as simulações.

2.3 Outras Teorias de Gravitação Modificada

Além da classe de teorias descritas na seção anterior, existem outros tipos de teorias

de gravitação modificada, que não são simples como teorias escalar-tensor, mas também

possuem aspectos interessantes e ilustrativos.

Nessa seção descreverei brevemente as mais frequentemente encontradas na literatura

e mais usadas no contexto cosmológico.
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2.3.1 Teorias de Horndeski

A classe de teorias de gravitação modificada de Horndeski é a classe de teorias escalar-

tensor mais gerais, em quatro dimensões, invariante de Lorentz, local e com equações de

segunda ordem. Esta teoria foi primeiramente descoberta por Horndeski [148] e redesco-

berta recentemente como uma generalização dos galileons [149].

Essa teorias são especificadas pela ação

S =

∫
d4x
√
−g

[
5∑
i=2

Li[gµν , φ] + Lm[ψi, gµν ]

]
, (2.39)

onde Lm[ψi, gµν ] é a lagrangeana para os campos de matéria usuais, gµν é a métrica no

frame de Jordan e os funcionais Li[gµν , φ] definem a teoria espećıfica e devem ser escritos

na forma

L2 = G2(φ,X) , (2.40)

L3 = −G3(φ,X)�φ , (2.41)

L4 = G4(φ,X)R +G4X(φ,X)
[
(�φ)2 − φ;µνφ

;µν
]
, (2.42)

L5 = G5(φ,X)Gµνφ
;µν − 1

6
G5X(φ,X)

[
(�φ)3 + 2φ ν

;µ φ
α

;ν φ
µ

;α − 3φ;µνφ
;µν�φ

]
,(2.43)

onde X = −1
2
∂µφ∂

µφ, GiX = ∂Gi/∂X e as quatro funções Gi determinam o modelo

espećıfico.

Vemos que a ação (2.43), no caso em que G4 = G5 = 0, descreve modelos de energia

escura, como modelos de quintaessência [150] e k-êssencia [151]. No caso em que G4 e/ou

G5 é diferente de zero temos um modelo de gravitação modificada, porém podendo conter

termos muito mais complicados do que os estudados na seção 2.2.

O fato desta classe de teorias ser teoricamente aceitável, não sofrendo de instabilidades

e fantasmas (decorrente das equações de segunda ordem), e de englobar diversos tipos de

teorias de energia escura e gravitação modificada vem se mostrando muito útil para o

estudo da expansão do universo com um formalismo único, levando a alguns trabalhos

recentes [152,153].
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2.3.2 Gravitação de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP)

Outro modelo muito utilizado em cosmologia é a teoria gravitacional de Dvali-Gabadadze-

Porrati (DGP) [154]. Este modelo não contém a presença expĺıcita de um campo escalar,

porém em certos limites é posśıvel descrevê-lo dentro da classe de teorias de Horndeski.

Esta teoria consiste em considerar que nosso universo é uma 3-brana localizada dentro

de um espaço-tempo 5 dimensional. Teorias com dimensões extras são muito comuns na

f́ısica, sendo a primeira tentativa desenvolvida por Kaluza-Klein no começo dos anos 20,

em que eles mostraram que, ao se considerar uma teoria puramente gravitacional em 5

dimensões e ao assumir que uma das dimensões espaciais está compatificada, chegamos a

uma teoria efetiva em quatro dimensões com um campo gravitacional, um campo eletro-

magnético e um campo escalar (o dilaton) [140,155]. Atualmente a teoria mais promissora

de gravitação quântica, a teoria das cordas, também tem como um dos principais resulta-

dos que nosso universo possui mais do que 3 dimensões espaciais [141, 142], introduzindo

as branas de forma natural.

A ação para o modelo DGP é dada por:

S = M3
5

∫
d5x
√
−γR+

∫
d4x
√
−g
[
−2M3

5K +
M2

4

2
R− σ + Lm

]
, (2.44)

onde M5 e M4 são as massas de Planck reduzidas em 5 e 4 dimensões, γAB é a métrica

5-dimensional com seu respectivo escalar de Ricci R, gµν é a métrica 4-dimensional com

seu escalar de Ricci R, K é o traço da curvatura extŕınsica induzida na brana, σ é sua

tensão e Lm a densidade lagrangeana de matéria na brana.

Uma propriedade importante desta teoria é que o termo M2
4R é induzido na 3-brana

por correções de loop da matéria ou efeitos de largura finita da brana, não tendo que ser

colocado ”à mão”. Neste modelo é esperado que haja uma hierarquia entre as massas de

Planck, de forma que M4 � M5. Isso nos leva a identificar uma escala rc = M2
4/(2M

2
5 ),

de forma que escalas menores do que esta sintam uma gravitação 4-dimensional e escalas

maiores uma gravitação 5-dimensional.

As equações de movimento, em 5 dimensões, serão dadas pelas equações de Einstein

no vácuo

GAB = RAB −
1

2
RγAB = 0 , (2.45)
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e as condições de contorno na 3-brana são dadas pelas condições de junção de Israel

2M2
5 (kµν −Kgµν) = M2

4Gµν − σgµν − Tµν , (2.46)

onde Tµν é o tensor energia momento da matéria na brana.

Para o vácuo desta teoria (Tµν = 0), existem duas soluções maximalmente simétricas.

Considerando σ > 0, estas soluções para a 3-brana são espaços de Sitter com curvatura

intŕınsica H dada por

H =
1

2rc

[
ε+

√
1 +

rcσ

3

]
, (2.47)

onde ε = ±1 representa as duas soluções posśıveis.

Em coordenadas conformes, a solução completa pode ser escrita como

ds2 = e2εHy(dy2 + gµνdx
µdxν) , (2.48)

onde

gµνdx
µdxν = −dt2 + e2Htδijdx

idxj , (2.49)

é o elemento de linha do espaço de Sitter 4-dimensional em coordenadas de Poincaré.

As duas posśıveis soluções são conhecidas como ramo normal (ε = −1) e ramo auto-

acelerado (ε = +1). O segundo caso é chamado assim pois, mesmo no limite de tensão

nula (σ → 0), a métrica da brana é assintoticamente de Sitter, porém esse ramo é instável

e possui ghosts. A solução do ramo normal é assintoticamente Minkowski no limite de

tensão nula, porém não sofre de nenhuma patologia de ghosts ou instabilidades, sendo a

mais utilizada em estudos cosmológicos e astrof́ısicos [156].

Considerando a teoria de perturbações lineares em torno de uma métrica de Minkowski

e desprezando o termo de tensão na brana, temos que a perturbação na métrica da brana,

no espaço dos momentos, é dada por:

hµν(p, y = 0) =
2

M2
4p

2 + 2M3
5p

[
Tµν −

1

3
Tηµν

]
, (2.50)

onde temos que hµy = 0, hyy = h e y = 0 são escolhidos usando a liberdade de gauge

da teoria. Os ı́ndices gregos representam as 4-dimensões na brana, o ı́ndice y a quinta

dimensão e p o 4-momento da perturbação na brana.
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Desta expressão, podemos verificar o comportamento da perturbação nos limites de

alto e baixo momento, bem como o comportamento do potencial efetivo de atração entre

duas part́ıculas (obtido pela transformada de Fourier inversa da perturbação)

p� 1/rc → hµν(p, y = 0) ∼ 1

M3
5p

[
Tµν −

1

3
Tηµν

]
⇒ V (r) ∝ 1/r2 , (2.51)

p� 1/rc → hµν(p, y = 0) ∼ 2

M2
4p

2

[
Tµν −

1

3
Tηµν

]
⇒ V (r) ∝ 1/r , (2.52)

vemos que em escalas pequenas (momentos altos) temos uma gravitação 4-dimensional

e em escalas grandes (momentos pequenas) uma gravitação 5-dimensional. Isso ocorre

pois o termo de curvatura induzido na 3-brana é dominante para escalas pequenas, porém

despreźıvel em grandes escalas.

Temos que essa teoria efetivamente produz um potencial que escala como o potencial

de Newton em pequenas escalas (r � rc), assim como esperamos de uma teoria viável

de gravitação modificada. Porém, a amplitude de interação entre duas fontes Tµν e T ′µν ,

neste limite, é dada por [157]:

ADGP ∼
2

M2
4p

2

[
Tµν(p)T

′µν(−p)− 1

3
T (p)T ′(−p)

]
, (2.53)

enquanto, no caso da RG, é dada por

ARG =
2

M2
plp

2

[
Tµν(p)T

′µν(−p)− 1

2
T (p)T ′(−p)

]
, (2.54)

havendo, portanto, uma diferença no coeficiente do último termo.

No caso da interação entre duas part́ıculas não-relativ́ısticas, ambos os termos contri-

buem para a amplitude. Já no caso de uma delas (ou ambas) ser(em) relativ́ıstica(s), o

segundo termo não contribui (T = 0 para part́ıcula relativ́ıstica). Portanto, não existe

uma relação entre Mpl e M4 que possa ser escrita de forma a resolver este problema,

fazendo com que a força de atração da teoria DGP seja diferente da força gerada pela

RG.

Este fator diferente aparece pelo fato de haver perturbações ao longo da dimensão

extra que não existem na RG. Este mesmo problema ocorre em teorias com gravitação

massiva: quando tomamos o limite de sua massa indo a zero, vemos que as amplitudes

não coincidem com o caso da RG. Esse fenômeno é conhecido como descontinuidade
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vDVZ [69]. É posśıvel mostrar que o propagador linear na teoria DGP coincide com o

propagador em gravitação massiva com massa m2 = p/rc.

Este problema é resolvido por contribuições não lineares do termo cinético dos graus

de liberdade extras (tando na teoria DGP como de gravitação massiva). Tal mecanismo

de blindagem é conhecido como mecânismo de Vainshtein [69], e permite que o ramo

normal da teoria DGP possa ser usado em cosmologia.

2.3.3 Teorias de Gravitação Massiva

Outro tipo de teoria modificada de gravitação consiste em se considerar a possibilidade de

o campo gravitacional ser massivo, gerando novos graus de liberdade. Na verdade, teorias

massivas de gravitação possuem dois graus de liberdade de helicidade 2 (tensores), dois

de helicidade 1 (vetores) e um de helicidade zero (escalar), somando 5 graus de liberdade,

como esperado de teorias massivas de spin dois.

Do ponto de vista linear, a ação de uma teoria com gravitação massiva, além do termo

cinético canônico da RG (2.14), irá conter também um termo de Fierz-Pauli

SFP = −1

4
M2

plm
2

∫
d4x(hµνh

µν − h2) , (2.55)

onde m2 é a massa quadrática do graviton.

Este é o único termo consistente, estável, sem auto-interação e invariante de Lorentz

posśıvel para uma teoria linear de gravitação massiva [69]. Podemos notar que esse termo,

assim como esperado, quebra a invariância de it gauge presente na ação linearizada da RG

(2.16). Assim como no caso da gravitação DGP, ilustrado nas equações (2.53) e (2.54),

esta teoria sofre com a descontinuidade vDVZ, onde o propagador linear da teoria, no

limite m→ 0, é diferente do propagador da RG.

Apesar de a ação linearizada para um teoria de gravitação massiva ser escrita de

forma simples (os termos são óbvios), isto não é verdade para sua generalização não

linear. Vemos isso pois o único termo não trivial que podemos escrever, sem derivadas, é

algo proporcional ao elemento jacobiano
√
−g, que é exatamente a constante cosmológica.

Porém, como esse termo não quebra a ”invariância de gauge”da teoria (invariância por

difeomorfismos), ele não é um termo de massa.

Para a construção de uma teoria não linear de gravitação massiva, é necessária a
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introdução de um novo campo métrico fµν [69, 158, 159], de forma que a ação possua

termos sem derivadas da métrica fornecendo-a uma massa. Esta ação deve possuir algumas

propriedades como (i) ser invariante por difeomorfismos comuns às duas métricas, (ii)

possuir o espaço plano como uma solução e (iii) reproduzir a ação de Fierz-Pauli (2.55)

no regime linear.

Portanto, este tipo de teoria deverá possuir uma ação da forma:

S =

∫
d4X
√
−g
[
M2

pl

2
R + Lm[g]

]
+ Sint[g, f ] , (2.56)

onde R é o escalar de Ricci constrúıdo à partir da métrica propagante gµν , Lm[g] a

densidade lagrangeana da matéria interagente somente com a métrica gµν e Sint[g, f ] é o

termo de interação entre as duas métricas, que é utilizado para se dar massa ao campo

gµν .

Com uma escolha de gauge espećıfia para a métrica fµν , podemos escrever os campos

com helicidade 0, 1 e 2 de forma separada [69] e podemos tomar o limite de desacoplamento

da teoria, no qual a ação para o campo com helicidade zero é dada por:

S =
1

2

∫
d4x

{
3

2
φ�φ+

1

Λ5
5

[
α(�φ)3 + β(�φφ,µνφ

,µν)
]
− 1

MplTmφ

}
, (2.57)

onde α e β são constantes determinadas pela forma espećıfica da ação de interação entre

as métricas e Λ5
5 = m4Mpl, sendo m2 a massa quadrática do gráviton.

Pela forma da ação (2.57), vemos que a equação de movimento para o grau de he-

licidade 0 será de quarta ordem, portanto são propagados dois graus de liberdade com

helicidade 0, um sendo ghost. Este grau de liberdade extra é conhecido como Boulware-

Deser ghost, e é um problema adicional (além da descontinuidade vDVZ) de teorias de

gravitação massiva em geral [158].

O campo com helicidade 1 não é problemático, possuindo um termo cinético canônico

e não gerando nenhum tipo de fantasma [158].

Porém é posśıvel eliminar o grau de liberdade propagante extra de helicidade 0. Isto

é obtido através da teoria dRGT [160, 161], em que é dada uma forma espećıfica para a

ação interagente (2.56)

Sint =
Mpl

2

2

∫
d4x
√
−g

[
R−m2

4∑
k

βkek(
√
g−1f)

]
, (2.58)
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onde βk são constantes arbitrárias do modelo e as funções ek(X) são dadas por

ek(X) =
1

k!
XI1

[I1
...XIk

Ik] , (2.59)

com [ ] indicando a soma sobre as permutações anti-simétricas não normalizadas.

Esta ação pode ser estudada no limite de desacoplamento, podendo ser mostrado que

é livre de problemas teóricos, como os fantasmas de Boulware-Deser. Além disso, termos

cinéticos não lineares na ação do grau de liberdade com helicidade 0 resolvem o problema

da descontinuidade vDVZ via o mecanismo de blindagem de Vainshtein.

Teorias como a dRGT, livres de problemas teóricos (ao menos dos conhecidos) são

promissoras teorias de gravitação modificada, além de apresentar uma fenomenologia

muito interessante que pode ser testada em escalas cosmológicas [162,163].

Uma última observação é que teorias de gravitação massiva possuem muitos aspectos

em comum com teorias de mundo brana (como a DGP), teorias com mais métricas (como

bimétricas ou cascatas) e com modelos de energia escura com termos cinéticos não triviais

(como k-mouflage e galileons [149,151]).

2.4 Mecanismos de Blindagem

Como mencionado previamente, é muito importante que teorias de gravitação modificada

possuam algum mecanismo capaz de suprimir seus graus de liberdade extra em regiões

onde sabemos que a RG funciona muito bem, em geral regioẽs em pequena escala e grande

densidade.

Como vimos nas teorias de gravitação discutidas anteriormente, o que todas elas pos-

suem em comum, ao menos em algum limite, é a existência de graus de liberdade escalares

extras, sendo esses graus escalares os principais responsáveis pelas modificações na gra-

vitação que tentam explicar a matéria e/ou energia escura. Por conta disto, é importante

entender como esse grau escalar é blindado nas regiões corretas.

De posse de uma lagrangeana qualquer para este campo escalar, podemos resolvê-la

no background da região de interesse7 e, então, estudar as perturbações deste campo em

torno dessa solução. Esta perturbação é que irá gerar a interação com a matéria usual

7Note que este background se refere a uma média da região onde estamos estudando o campo e não
sempre ao background cosmológico.

59
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e escura. A densidade lagrangeana, até segunda ordem, para estas perturbações terá a

forma:

L ⊃ −Z(φ0)

2
(∂µδφ)2 +

m2(φ0)

2
δφ2 +

β(φ0)

Mpl

δφδTm , (2.60)

onde φ0 é a solução no background, δφ a perturbação em torno dessa solução e δTm as

perturbações no tensor energia-momento da matéria.

Da lagrangeana (2.60), vemos que temos três possibilidades para blindar o campo

escalar extra, utilizando uma das três funções de acoplamento presentes:

• Z(φ0): Tornando essa função grande, o campo terá dificuldade de se propagar, esse

é o mecanismo de Vainshtein, presente em teorias de gravitação massiva, de mundos

brana como a DGP, galileons, etc.;

• m2(φ0): Tornando essa função grande, o campo só consiguirá se propagar por peque-

nas distâncias, esse é o mecânismo camaleão, presente em algumas teorias escalar-

tensor, em particular teorias f(R);

• β(φ0): Tornando essa função pequena, o acoplamento do campo escalar com a

matéria se torna fraco, esse mecanismo é presente em teorias escalar-tensor como

symmetrons e dilatons.

Para ser observacionalmente viável, toda teoria de gravitação modificada deve possuir

um dos mecanismos acima. O mecanismo espećıfico de cada teoria depende de sua estru-

tura não-linear, de forma que não é posśıvel estudá-los através de perturbações lineares

em cosmologia.
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Perturbações Cosmológicas

Quando estudamos a distribuição de matéria no universo, nem sempre é útil considerar

diretamente o mapa de densidades (supondo que ele fosse acesśıvel) pois, apesar da teoria

gravitacional ser determińıstica, as condições iniciais deste campo de densidade não são,

já que foram geradas por uma teoria inflacionária no regime quântico. Ao investigarmos

a distribuição de matéria no Universo, precisamos medir as funções de correlação deste

campo, pois essas sim podem ser preditas assumindo uma teoria gravitacional, uma teoria

inflacionária e um modelo para as componentes do Universo. Afim de calcular essas

funções de correlação teoricamente, utilizamos a teoria de perturbações cosmológicas, que

faz previsões das funções de correlação através de uma expansão perturbativa no campo

de contraste de densidade.

A teoria de perturbações lineares, onde consideramos apenas termos lineares do con-

traste de densidade e do divergente da velocidade peculiar, é muito bem compreendida

e amplamente utilizada na literatura. Em particular, existem códigos públicos que rea-

lizam a evolução das perturbações lineares de todas as componentes do universo e, com

isso, conseguem calcular o espectro de potências linear [2, 164], inclusive em teorias de

gravitação modificada ou com campos escalares extras usados para descrever a energia

escura [3, 153, 165]. Com o espectro de potências linear é posśıvel calcular as funções de

correlações de mais pontos [105] (em ordem linear), além da abundância de halos e voids

e de seus bias lineares.

Apesar da facilidade do cálculo do espectro de potências linear, assim como das funções

de correlação de mais pontos lineares, e da ampla aplicabilidade do mesmo para o cálculo

de diversos observáveis, seus resultados são somente válidos para escalas lineares (grandes
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escalas), nas quais possúımos poucas medidas e grandes barras de erro devido à variância

cósmica e à mascara do survey. Para se chegar a escalas menores, muito esforço vêm

sendo realizado, do ponto de vista teórico, considerando-se termos de ordens mais altas

nas expansões perturbativas [5,7,95,105,166–171], através de alguma suposição de como

a matéria é distribúıda no universo [40,81,109], ou simplesmente fitando o espectro para

um grande conjunto de simulações de N-corpos [6, 110].

As teorias de perturbação possuem alguns problemas, como o fato de que termos de

ordens maiores podem dar contribuições maiores ao espectro na teoria padrão de per-

turbações. Outro problema é o fato de que é preciso somar de outra forma as séries

perturbativas, afim de tornar cada próximo termo subdominante, procedimento que é ar-

bitrário e não resolve problemas do UV em teorias de RPT . Ou ainda o fato de acabarmos

com diversos parâmetros livres, que não conseguimos medir em pequenas escalas, quando

tentamos tratar de forma efetiva as correções de escalas pequenas e tornar a teoria finita e

independente dos limites de integração em teorias efetivas. Além destes problemas, existe

uma questão intŕınsica presente em teorias de perturbação, que é o fato de elas pararem

de fazer sentido quando o parâmetro de expansão se torna muito grande e, para o caso de

perturbações cosmológicas, o fato de a aproximação de fluidos não ser mais válida quando

nos aproximamos do regime de shell crossing, onde ocorre o colapso das estruturas.

Para se trabalhar com escalas onde a teoria de perturbações não é valida, podemos

usar simulações de N-corpos, porém estas são computacionalmente custosas de se produzir

e de se medir os observáveis de interesse, além de ser não-trivial a incorporação de teorias

gravitacionais diferentes da RG ou de cosmologias não convencionais. Outra alternativa

é usar teorias não perturbativas, entre elas a mais utilizada na literatura é a teoria de

colapso esférico [8,16,81,172–175], em que é estudado como se dá o colapso (ou expansão)

de uma perturbação esférica no campo de matéria com métrica FLRW de fundo.

Neste caṕıtulo, tratarei da teoria de perturbações, falando de sua ordem zero (o back-

ground) e de sua ordem linear. Em seguida tratarei o problema de colapso e expansão de

estruturas esféricas, que é a forma mais simples de estudar objetos que estão em escalas

altamente não lineares, como os halos de matéria escura [8, 175]. Retornarei ao colapso

esférico na seção de raio turnaround.

Os resultados deste caṕıtulo são necessários para o estudo da distribuição de voids e

halos no Universo, que será realizado em caṕıtulos seguintes.
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3.1 Equações no Background (Ordem Zero)

Nesta seção irei tratar o caso mais simples de todos, quando não há perturbações, para

tentar entender como o universo evolui e qual o ponto de partida para se começar a estudar

a teoria de perturbações, e assim, a estrutura em larga escala do universo.

3.1.1 Prinćıpio Cosmológico e o Postulado de Weyl

O prinćıpio cosmológico nada mais é do que uma extensão do prinćıpio de Copérnico, que

diz que a Terra não possui uma localização privilegiada em nosso universo, acrescentando-

se a hipótese de isotropia, ou seja, que todas as direções em que olhamos são equivalentes.

Essa hipótese de isotropia é fortemente sustentada pelas medições de temperatura da

radiação cósmica de fundo que é extremamente isotrópico (varia apenas uma parte em

cem mil) [176].

A hipótese de isotropia, juntamente com o prinćıpio de Copérnico, nos diz que o

espaço, em grandes escalas, deve ser isotrópico e homogênio, pois uma variedade que é

isotrópica em todos os pontos é homogênea. O prinćıpio cosmológico é muito importante

na descrição do universo, umas vez que ele fixa a forma da métrica.

Além do prinćıpio cosmológico, outro pressuposto importante é o postulado de Weyl.

Ele diz que, na tentativa de entender o distante, é necessário, quando posśıvel, se basear

em teorias que podem ser observadas em nossa vizinhança. Baseado nesta suposição, ele

introduziu um ”substrato”permeando o espaço-tempo de modo que as galáxias se movam

como part́ıculas nele. O postulado diz o seguinte:

Postulado de Weyl: As part́ıculas do substrato encontram no espaço-tempo uma

congruência de geodésicas temporais divergentes para um ponto no passado finito ou

infinito.

O postulado exige que as geodésicas das part́ıculas não se interceptem, exceto em um

ponto singular no passado ou no futuro, consequentemente, a matéria em cada ponto

possui apenas uma velocidade. Essa suposição sobre esse ”substrato”implica em consi-

derá-lo como um fluido ideal. O fato de podermos descrever qualquer componente em

nosso universo como um fluido ideal nos diz que seu tensor energia-momento é escrito na

forma:

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (3.1)
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onde ρ, p e uµ são a densidade, pressão e quadrivelocidade do fluido, que possui a nor-

malização uµu
µ = −1. Em coordenadas conformes, podemos tomar u = (1, 0, 0, 0). Além

disso, por conta do prinćıpio cosmológico, a densidade de energia e pressão irão depender

somente do tempo.

De posse destes prinćıpios temos os ingredientes fundamentais para descrever a geo-

metria e distribuição de matéria no universo, e juntamente com uma teoria gravitacional,

descrever a interação entre esses elementos e suas dinâmicas.

3.1.2 A Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

Como a métrica é simétrica e podemos, através de uma escolha adequada de coordena-

das, deixar algumas das componentes iguais a 1, o elemento de linha mais geral para a

geometria de nosso Universo pode ser escrito como:

ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + dl2 , (3.2)

onde adotamos a convenção de a componente g00 ter sinal negativo, unidades naturais e

dl2 é o elemento de linha espacial.

Para obedecer o prinćıpio cosmológico o espaço-tempo deve ter curvatura (espacial)

constante. Portanto, nosso espaço pode ser uma esfera (curvatura constante positica), um

plano (curvatura constante nula) ou uma hiperbolóide (curvatura constante negativa).

Qualquer uma dessas duas posśıveis geometrias (não planas) podem ser descritas pela

equação

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + k(x4)2 =
a2

k
, (3.3)

onde k = −1 ou 1 descreve a variedade de curvatura constante negativa ou positiva,

respectivamente, e a é seu raio de curvatura.

O elemento de linha dessa variedade tridimensional em um espaço quadrimensional

será

dl2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dx4)2 . (3.4)

Isolando a coordenada x4 em (3.3) ficamos com o seguinte elemento de linha:

dl2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + k

(
−x1dx1 − x2dx2 − x3dx3√
a2 − k[(x1)2 + (x2)2 + (x3)2]

)2

. (3.5)
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Fazendo a mudança para coordenadas esféricas

dl2 =
kR2

a2 − kR2
dR2 + dR2 +R2dΩ2 =

a2

a2 − kR2
dR2 +R2dΩ2

2 , (3.6)

onde dΩ2 é o elemento de angulo solido em 2 dimensões.

Considerando agora R = ar e substituindo (3.6) em (3.2) ficamos com a métrica

mais geral para um espaço-tempo de curvatura espacial constante, ou seja, que obedece

o prinćıpio cosmológico

ds2 = −dt2 + a(t)2

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

)
, (3.7)

onde k = −1, 0 ou 1 descreve a geometria do espaço e a(t) é o fator de escala que descreve

a dinâmica do universo.

Essa é a métrica que descreve nosso universo e, utilizando uma teoria gravitacional,

queremos descobrir as equações para evolução do fator de escala a(t), ou seja, descrever

a dinâmica do universo.

3.1.3 Equações de Friedmann

Um dos parâmetros mais bem vinculados na cosmologia é a curvatura espacial do universo,

que é consistente com zero por vários experimentos [177–179]. Desta forma, a partir de

agora, irei considerar um universo com curvatura espacial nula afim de simplificar os

cálculos. Também irei considerar coordenadas cartesianas de forma que a métrica será:

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2) . (3.8)

Agora que já temos a forma para a métrica e para o tensor energia-momento podemos,

através das equações gravitacionais, obter a dinâmica do fator de escala a(t), da densidade

ρ(t) e a pressão p(t) de cada espécie do universo.

Para isso temos primeiro que calcular os śımbolos de Christoffel, o tensor de Ricci, o es-

calar de curvatura e, por fim, o tensor de Einstein, com a métrica FLRW (3.7). Para reali-

zar esses cálculos utilizou-se a biblioteca EDCRGTCcode.m (http://www.inp.demokritos.gr/ sbo-

nano/RGTC/) do programa Mathematica, que consegue efetuar cálculos com tensores de

forma simbólica.
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Os valores não nulos do tensor de Einstein são:

G00 = 3

(
ȧ(t)

a(t)

)2

, (3.9)

G11 = −ȧ(t)2 − 2a(t)ä(t) , (3.10)

onde ȧ(t) = da/dt e G11 = G22 = G33, que é consistente com a forma do fluido ideal

(equação (3.1)).

Com essas quantidades calculadas e utilizando o tensor energia-momento de um fluido

ideal (3.1) chegamos às equações que descrevem a dinâmica de todas as grandezas en-

volvidas. Utilizando a equação de Einstein (2.6) obtemos duas equações diferenciais que

relacionam a geometria do universo com seu conteúdo de matéria

H2 =
ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ , (3.11)

ä

a
= −4πG

3
(3p+ ρ) , (3.12)

onde H(t) = ȧ/a é a função de Hubble e a segunda equação é obtida por uma com-

binação linear da componente tempo-tempo e espaço-espaço das equações de Einstein.

A densidade de energia e pressão são a soma sobre todas as componentes energéticas no

universo.

As equações (3.11) e (3.12) são conhecidas como equações de Friedmann sendo a

base para cosmologia que obedece o prinćıpio cosmológico e o postulado de Weyl em um

universo onde a gravitação é descrita pela Relatividade Geral.

A equação (3.11), na teoria escalar-tensor de gravitação modificada (2.30), será modi-

ficada para:

H2 =
8πG

3
(ρmA(φ) + ρφ) , (3.13)

onde ρm é a densidade de energia da matéria e ρφ é a densidade de energia do campo

escalar. A densidade de energia de componentes relativ́ıstica entrarão sem o acoplamento

com o fator conforme A(φ).
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3.1.4 Equação de Conservação e Equação de Estado

Como já dito, o tensor energia-momento é covariantemente conservado e podemos usar

esse fato para encontrar uma nova equação dinâmica. Note que essa nova equação não

será independente das equações de Friedmann pois foi obtida do mesmo sistema.

A conservação do tensor energia momento (3.1) nos diz que:

∇µT
µ
ν = ∂µT

µ
ν + ΓµαµT

α
ν − ΓανµT

µ
α = 0 . (3.14)

Tomando a componente ν = 0 da equação acima

∇µT
µ
0 = ∂µT

µ
0 + ΓµαµT

α
0 − Γα0µT

µ
α = 0⇒

−∂tρ− Γµ0µρ− Γα0µT
µ
α = 0⇒

∂tρ+
ȧ

a
[3ρ+ 3p] = 0 , (3.15)

que é valida para cada uma das componentes energéticas do universo de forma indepen-

dente.

Assumindo que o nosso fluido cosmológico é barotrópico (pressão depende somente

da densidade) cada uma das espécies energéticas em nosso universo (como a matéria,

radiação e energia escura) será definida por sua equação de estado

pi = wiρi , (3.16)

que relaciona sua pressão com sua densidade.

Utilizando a equação de estado (3.16) na equação de conservação (3.15)

ρ̇+
ȧ

a
3(1 + w)ρ = 0⇒

d

dt
(lnρ) = −3(1 + w)

d

dt
(lna)⇒

ρ = ρ0a
−3(1+w) , (3.17)

onde ρ0 é a densidade hoje e estamos assumindo que w é constante. Essa última suposição

não é verdade em modelos de energia escura mais complicados que o ΛCDM.

Este resultado pode ser colocado na equação (3.11) (ou (3.13)) para obter-se a evolução

do fator de escala, em função do tempo, para cada uma das espécies de energia em nosso
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universo (ou uma combinação delas).

Utilizando-se a equação (3.12) juntamente com a equação de estado (3.16) obtêm-se:

ä

a
= −4πG

3
(3w + 1)ρ , (3.18)

portanto, para termos um universo que esteja expandindo de forma acelerada devemos

ter w < −1
3
, algo que não é verdade para nenhuma forma de matéria conhecida e leva à

necessidade de adicionarmos uma ”energia escura”à teoria para que consigamos explicar

os dados observacionais [53].

Note que no caso de gravitação modificada, quando trabalhamos no frame de Einstein,

o tensor energia-momento, da matéria usual, não é mais conservado (veja a equação

(2.33)) e essa não conservação é proporcional ao acoplamento do campo escalar extra com

a matéria. Porém para todas as teorias de gravitação modificadas, observacionalmente

viáveis, temos que |A(φ)− 1| � 1, portanto essa conservação é aproximadamente válida

e essas teorias terão uma história de expansão idêntica a ΛCDM.

3.2 Teoria de Perturbações Lineares (Primeira Or-

dem)

Nesta seção irei considerar as perturbações de primeira ordem no background descrito na

seção naterior. Para isso resolverei as equações lineares para as perturbações no campo

de matéria e gravitacional. Além disso, irei apresentar o algoritmo que desenvolvi para o

calculo do espectro de potências nas teorias gravitacionais da RG, f(R) e symmetron.

Como estamos interessados em estudar a estrutura em larga escala do Universo o

campo principal que devemos analisar é o do contraste de densidade da matéria escura,

pois os fótons já são subdominantes nesses redshifts (z < 2.0) e não vamos considerar

efeitos bariônicos pela grande dificuldade de sua modelagem.

Como mostrarei posteriormente, os resultados encontrados nesta seção são funda-

mentais para o calculo da abundância de estruturas, bem como para alguns resultados

envolvendo o raio de turnaround.
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3.2.1 A Equação para a Perturbação da Matéria

Queremos estudar perturbações, em ordem linear, entorno de nossa métrica de background

deduzida na seção anterior (3.8). Algo que devemos lembrar é que as perturbações na

métrica podem ser divididas em três tipos: escalares, vetoriais e tensoriais e que o teorema

da decomposição nos diz que essas perturbações evoluem de forma desacoplada [42], ou

seja, um tipo de perturbação não induz outra, de forma que podemos estudar cada uma

delas separadamente.

As perturbações vetoriais são suprimidas rapidamente quando comparadas às outras,

então não são relevantes no estudo cosmológico. Já as tensoriais são importantes no

universo primordial, gerando ondas gravitacionais e posśıveis assinaturas na CMB [42,

180], porém essas perturbações são rapidamente suprimidas e não afetam a evolução das

estruturas em larga escala em redshifts baixos.

Então, as únicas perturbações importantes no nosso contexto são as escalares, que

serão as responsáveis pela formação das estruturas em larga escala1. No gauge newtoniano

conforme (o mais simples se obter alguma intuição f́ısica) as perturbações escalares na

métrica podem ser escritas da forma:

ds2 = −(1 + 2Ψ)dt2 + a2(t)(1− 2Φ)δijdx
idxj , (3.19)

onde Ψ é o potencial de Newton e Φ o de curvatura, representando os dois graus de

liberdade posśıveis das perturbações escalares.

Utilizando-se novamente a biblioteca ”EDCRGTCcode.m”do programa Mathematica,

podemos facilmente obter as contribuições, em primeira ordem nos campos Ψ e Φ, do

tensor de Einstein

δG0
0 = 6H(HΨ + Φ̇)− 2

a2
∇2Φ , (3.20)

δG0
i = −2H∂iΨ− 2∂iΦ̇ , (3.21)

δGi
j =

1

a2
∂i∂j(Φ−Ψ) . (3.22)

Como dito anteriormente, iremos considerar somente o campo de matéria escura. Além

disso, como apontado por observações [181,182], as part́ıculas de matéria escura possuem

1Note que as perturbações tensoriais tiveram um papel importante gerando as ”condições inici-
ais”adequadas paras os sistemas que vamos estudar aqui.
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massas não relativ́ısticas, portanto iremos tratar de um campo de matéria escura fria que

possui o seguinte tensor energia-momento:

T µν = ρuµuν , (3.23)

onde ρ é sua densidade de energia e uµ as componentes de sua 4-velocidade

u0 = 1−Ψ e ui = vi/a , (3.24)

constrúıdas de forma que gµνu
µuν = −1, em primeira ordem. É conveniente escrevermos

a densidade de energia da forma:

ρ = ρ̄(t)(1 + δ(t,x)) , (3.25)

onde ρ̄(t) é a solução de background (estudada na seção anterior) e δ é o contraste de

densidade.

As quantidades a serem calculadas até primeira ordem serão os campos gravitacionais

Ψ e Φ, o contraste de densidade da matéria δ e o campo de velocidades da matéria v.

O divergente covariante, em primeira ordem, do tensor-energia momento será

∇νδT
ν
0 = −ρ̄

[
δ̇ − v

a
− 3Φ̇

]
, (3.26)

∂i∇νδT
ν
i = aρ̄

[
v̇ +Hv +

1

a
∇2Ψ

]
, (3.27)

onde definimos o divergente da velocidade v = ∂iv
i e foi tirado o divergente usual da

equação espacial para que ela ficasse escalar. Além disso, desprezamos a componente

rotacional da velocidade pos pois ela decai com o fator de escala (a) [105].

Utilizando-se as relações para as perturbações no tensor de Einstein (3.22), do ten-

sor energia-momento (3.23) e suas equações de conservação (3.27), podemos escrever as

equações dinâmicas para as perturbações, em primeira ordem, e resolvê-las afim de co-

nhecer como a matéria se distribui no universo.

Primeiramente vamos considerar o caso da RG, onde o tensor energia-momento é cova-

riantemente conservado (2.10) e as equações de campo de Einstein são válidas (2.6). To-

mando uma combinação linear das equações tempo-tempo e tempo-espaço, uma projeção
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3.2. TEORIA DE PERTURBAÇÕES LINEARES (PRIMEIRA ORDEM)

da componente espaço-espaço, e igualando a 0 o divergente covariante do tensor energia

momento, chegamos as 4 equações que governam a dinâmica das perturbações, que no

espaço de Fourier tomam a forma:

−k2Φ = 4πGa2

[
ρ̄δ +

3aH

k2
iρ̄v

]
, (3.28)

Φ = Ψ , (3.29)

δ̇ +
v

a
− 3Φ̇ = 0 , (3.30)

v̇ +Hv +
1

a
∇2Ψ = 0 . (3.31)

Combinando as quatro equações acima é posśıvel escrever uma única equação, de se-

gunda ordem, para a evolução do contraste de densidade da matéria. Para isso, como

usual, também será tomado o limite de sub horizonte, onde consideramos que H � k, ou

seja, estamos em escalas muito menores que o horizonte. Também tomamos o limite quasi

estático, onde consideramos que as derivadas temporais do potenciais são despreźıveis se

comparadas com as derivadas espaciais, o que implica assumir que os potenciais gravitaci-

onais variam muito lentamente comparado à taxa de expansão. Com essas aproximações,

chegamos à seguinte equação para o contraste de densidade da matéria:

δ′′ +

(
3

a
+
E ′

E

)
δ′ =

3

2

Ωm

a5E2
δ , (3.32)

onde ′ = d/da, E = H/H0 e Ωm = ρ̄m/ρcrit,0, sendo ρcrit,0 a densidade necessária para o

universo possuir curvatura espacial nula hoje.

Para o caso de teorias modificadas de gravitação com ação do tipo (2.30), tomando

as mesmas aproximações anteriores e considerando que a perturbação da densidade de

energia do campo escalar é muito menor do que a da matéria, a equação para a perturbação

de matéria pode ser escrita, no espaço de Fourier, de forma muito semelhante ao caso da

RG [27]

δ′′ +

(
3

a
+
E ′

E

)
δ′ =

3

2

Ωm

a5E2
µ(k, a)δ , (3.33)

onde a função µ(k, a) possui a forma:

µ(k, a) =
(1 + 2β2)k2 +m2a2

k2 +m2a2
, (3.34)
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onde β é o acoplamento do campo escalar com a matéria usual, m sua massa no background

e ambas funções dependem somente do fator de escala.

O Espectro de Potências na RG

Apesar das equações para a evolução das perturbações (e.g. equação (3.32)) serem de-

termińısticas, as condições iniciais não são. Acredita-se que elas tenham sido geradas

de flutuações quânticas de um campo inflacionário [42, 183, 184] e, portanto, só podemos

prever grandezas estat́ısticas das mesmas.

De todas as estat́ısticas, a mais simples e mais utilizada no estudo de estruturas em

larga escala é o espectro de potência da matéria P (k), definido via:

〈δ(k)δ(k′)〉 = (2π)3P (k)δD(k− k′) , (3.35)

que é a função de correlaçãod e dois pontos no espaço de Fourier.

Utilizando a equação (3.32), e algum espectro de potência inicial, podemos obter o

espectro em um redshift qualquer e checar se ele é compat́ıvel com nossa teoria e com os

valores dos parâmetros escolhidos.

Foi utilizado o espectro do CAMB em redshift 99 e sua derivada numérica com o redshift

100 como condições iniciais para evoluir a equação (3.32)2 até z = 0. Comparando-se

então o resultado desta evolução com o espectro extráıdo diretamente do CAMB em z = 0.

Outra quantidade importante no estudo da abundância de halos e voids é a variância

do campo de contraste de densidade linear, definida em termos do espectro linear pela

equação:

S(R) = σ2(R) =
1

2π2

∫
dkk2P (k)|W (k,R)|2 , (3.36)

onde W (k,R) é a transformada de Fourier da função janela utilizada para suavizar o

campo de densidades (geralmente uma sharp-x ).

A comparação entre meu espectro de potências e variância obtidos via equação (3.32)

e os obtidos via CAMB estão apresentados na figura 3.1.

Ao observar a relação entre os espectros percebeu-se que ao dividirmos o nosso espectro

por um fator constante de 1.0285 a razão é melhorada para um grande intervalo de escalas

intermediárias (na verdade as de interesse em estruturas em larga escala). Foi verificado

2Mais precisamente usou-se a raiz quadrada do espectro, pois nossa equação é para o δ e P (k) ∼ δ2(k).
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Figura 3.1: (Esquerda): Diferença relativa entre os espectros de potencia linear da matéria
calculado por meio da equação (3.32) e o calculado pelo CAMB, ambos em redshift 0. Em
vermelho com linha tracejada e pontilhada está a diferença sem correção. Em azul com
linha cont́ınua está a diferença corrigindo o espectro, obtido via (3.32), por um fator de
1.0285. (Direita): Mesmo que no gráfico da esquerda mas com a diferença relativa da raiz
quadrada da variância do campo de densidades (equação (3.36)).

que esse valor depende muito fracamente da cosmologia e da teoria de gravitação.

Obtemos um erro maior em pequenas escalas, como era de se esperar, causado por

desprezarmos radiação, neutrinos e por tratarmos bárions como matéria escura fria. Note

que evoluimos apenas uma equação de segunda ordem enquanto o CAMB evolui cerca de

dez eqauções de primeira ordem.

3.2.2 O Espectro de Potências em Gravitação Modificada

Utilizando um procedimento igual ao descrito na subseção anterior podemos calcular o

espectro de potência em teorias modificadas de gravitação. Para isso, precisamos somente

utilizar a equação (3.33) que descreve a evolução do contraste de densidade em uma larga

classe de teorias modificadas de gravitação.

Algo importante a se observar é que podemos utilizar as mesmas condições iniciais do

caso de RG, pois para qualquer teoria de gravitação modificada viável, os efeitos do grau

de liberdade escalar extra não podem ser relevantes em alto redshift, pois isso mudaria os

resultados da CMB (radiação cósmica de fundo) e da nucleosśıntese primordial3.

As únicas quantidades que precisam ser definidas são as funções m(a) e β(a), que irão

3Foi verificado, através de testes emṕıricos, que escolher o redshift 100 para as condições iniciais é
suficiente para não haver efeitos de gravitação modificada sobre elas.
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Figura 3.2: (Esquerda): Razão entre o espectro linear de potência da matéria no modelo
de Hu-Sawicki [1] com o de RG do CAMB [2] para três valores do parâmetro fR0: 10−4

(em azul), 10−5 (em verde) e 10−6 (em vermelho), com n = 1 em z = 0 para todos eles.
Em linhas cont́ınua, tracejada e tracejada com pontos estão os resultados do MGCAMB [3]
e em pontos cirulares, triangulares e quadrados os resultados evoluindo a equação só com
matéria escura (3.33). (Direita): Diferença relativa da raiz quadrada da variância do
campo de densidade entre os mesmos três valores do parâmetro do modelo de Hu-Sawicki
e a RG.

depender do modelo particular de gravitação modificada.

Consideremos dois exemplos de teorias: a f(R) de Hu-Sawicki [1] e o modelo Symme-

tron [4].

Para o modelo f(R) de Hu-Sawicki [1] temos as seguintes formas para as funções:

β =
1√
6
, (3.37)

m(a) = m0

(
Ωma

3 + 4ΩΛ

Ωm + 4ΩΛ

)(n+2)/2

, (3.38)

onde

m0 =
H0

c

√
Ωm + 4ΩΛ

(n+ 1)|fR0|
, (3.39)

e |fR0| e n são os parâmetros do modelo.

Para esse caso em particular existe uma modificação do CAMB, chamada MGCAMB [3],

que é capaz de calcular o espectro linear resolvendo o sistema com todas as equações

(assim como o CAMB).

A figura 3.2 apresenta a diferença relativa entre o espectro de potências linear do mo-

delo de Hu-Sawicki e o da RG para três valores de |fR0|. É apresentado, em linhas, o
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resultado do MGCAMB e, em pontos, o de se evoluir a equação contendo apenas matéria es-

cura (3.33). Os resultados são indistingúıveis, mostrando que nossa aproximação também

funciona em gravitação modificada.

No painel direito da figura 3.2 estão as diferenças relativas entre as ráızes quadradas

das variâncias. Vemos que existe mais modificação em escalas menores (tanto no espectro

como na variância), isso se deve ao fato de a teoria de perturbações lineares não conseguir

levar em conta os mecanismos de blindagem que são intrinsecamente não lineares.

Para o modelo Symmetron [4] as funções m e β possuem a forma:

m2
φ(a) =

 µ2
(
ρm(a)
ρSSB

− 1
)
, ρm > ρSSB

2µ2
(

1− ρm(a)
ρSSB

)
, ρm < ρSSB

, (3.40)

β(a) = β0
φ(a)

φ0

, (3.41)

onde φ(a) é tomado como sendo o valor do mı́nimo do potencial efetivo4

φ(a) = φmin = ±φ0

√
1− ρm(a)

ρSSB
, (3.42)

onde ρSSB = 3H2
0M

2
plΩm(1+zSSB) e µ = H0/(

√
2L), com zSSB, β0 e L sendo os parâmetros

livres da teoria.

A figura 3.3 apresenta o resultado para o cálculo no modelo Symmetron, semelhante

ao apresentado no caso f(R), porém sem nenhuma linha de comparação, pois não existe

nenhum código público que calcula o espectro de potência linear nesse modelo.

Novamente vemos que a modificação é maior em pequenas escalas, reforçando que o

mecanismo de blindagem não consegue ser levado em conta com perturbações lineares.

3.3 Teoria de Perturbações (Ordens Não Lineares)

A teoria de perturbações lineares (em particular o espectro de potência linear da matéria)

consegue descrever bem a distribuição de matéria no universo nos tempos atuais somente

em grandes escalas (k . 0.1Mpc/h). Porém como o volume que observamos do universo

4Note que o valor do campo escalar no background irá oscilar em torno do mı́nimo do potêncial efetivo.
Porém, se tomarmos essa solução, teremos problemas com o surgimento de regimes taquiônicos que irão
quebrar a teoria de perturbações lineares.
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Figura 3.3: (Esquerda): Diferença relativa entre o espectro linear da matéria no modelo
Symmetron [4] e o de RG para três valores do parâmetro zSSB: 3 (em circulos azuis), 2
(em triângulos verdes) e 1 (em quadrados vermelhos), com L = β0 = 1 e z = 0 em todos
eles. (Direita): Diferença relativa da raiz quadrada da variância do campo de densidade
entre os mesmos três valores do parâmetro do modelo Symmetron e a RG.

é finito, teremos poucos modos em escalas grandes em nossos surveys (pouca estat́ıstica

nessas escalas), tornando importante elaborar alguma teoria capaz de predizer o espectro

em escalar não lineares.

Os métodos mais trabalhados na literatura, para cálculos além de escalas lineares,

são os de perturbações cosmológicas [5, 7, 105, 107, 108, 167, 168, 170, 185–191], onde a

ideia é continuar os cálculos da seção anterior além de ordens lineares. Também existem

expressões diretamente ajustadas de simulações [6] e métodos que usam ideias não per-

turbativas, como o halo model [29, 40, 81, 109, 192], que iremos discutir em um caṕıtulo

futuro.

Nesta seção irei tratar da classe mais direta para se resolver o problema, a de teoria de

perturbações cosmológicas, em especial o formalismo Euleriano, pois é simplesmente uma

extensão da seção anterior. Outra forma de se tratar a teoria de perturbações cosmológicas

é utilizando o formalismo Lagrangeano [108, 193–195], porém não irei tratar dele neste

trabalho, apenas apresentando algumas comparações no final da seção. Além disso, não

tratarei de teorias modificadas de gravitação nesse contexto, por conta da sua grande

complexidade [95,196].
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3.3.1 Principais Ingredientes

Para estudar a teoria de perturbações além da teoria linear precisamos obter o conjunto

de equações não lineares para as perturbações. Sob as mesmas aproximações de universo

quasi-estático (onde as derivadas temporais dos potenciais gravitacionais são despreźıveis

em comparação com as espaciais) e de sub horizonte (onde estamos estudando escalas

muito menores que o horizonte H � k) a equação para os potenciais gravitacionais ainda

serão as mesmas, assim como a equação de Poisson e da igualdade entre os potenciais (isso

não será verdade em gravitação modificada, onde todas essas equações são alteradas).

Vamos deduzir as equações gerais para as perturbações na matéria somente. Podemos

fazer isso estudando a conservação do tensor covariante de um fluido, como feito no caso

linear, porém a forma mais utilizada é tomando os momentos da equação de Vlasov (ou

equação de Boltzmann sem colisão) [5, 105, 106]. Essa equação descreve a dinâmica da

função de distribuição da matéria f(t,x,p)

df

dτ
=
∂f

∂τ
+

p

am
·∇f − am∇Φ ·∇pf = 0 , (3.43)

sendo τ é o tempo conforme dτ = adt e p o momento.

Os três primeiros momentos da função de distribuição serão

∫
d3pf(τ,x,p) = ρ(τ,x) , (3.44)∫

d3p
p

am
f(τ,x,p) = ρ(τ,x)u(τ,x) , (3.45)∫

d3p
pipj
a2m2

f(τ,x,p) = ρ(τ,x)ui(τ,x)uj(τ,x) + σij(τ,x) , (3.46)

onde definimos ρ(τ,x) como a densidade de energia de matéria, u(τ,x) o fluxo de veloci-

dades peculiares e σij as componentes do tensor de stress.

Tomando os dois primeiros momentos da equação de Vlasov (3.43) obtemos a equação

de continuidade e a equação de Euler [105]

∂δ

∂τ
+ ∇ · [(1 + δ)u] = 0 , (3.47)

∂u

∂τ
+Hu + u ·∇u = −∇Φ− 1

ρ
∇j(ρσij) , (3.48)

onde H = d ln a/dτ é o fator de Hubble conforme e δ o contraste de densidade de matéria,
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como usual.

Note que a equação para o primeiro momento acopla com o segundo momento, a do

segundo acopla com o terceiro, e isso continuará para todas as ordens. Para resolver os

sistema iremos truncá-lo apenas nessa duas primeiras equações, além disso, como estamos

tratando de matéria escura fria, iremos desprezar o tensor de stress. Esse tensor terá

papel fundamental quando usarmos o formalismo de teorias efetivas de campos.

No espaço de Fourier, as equação da continuidade e de Euler ficam

∂δ(τ,k)

∂τ
+ θ(τ,k) = −

∫
d3k1d

3k2δD(k− k1 − k2)α(k1,k2)θ(τ,k1)δ(τ,k2) , (3.49)

∂θ(τ,k)

∂τ
+Hθ(τ,k)+

3

2
ΩmH2δ(τ,k) = −

∫
d3k1d

3k2δD(k−k1−k2)β(k1,k2)θ(τ,k1)θ(τ,k2) ,

(3.50)

onde δD(...) é a distribuição delta de Dirac, δ e θ = −kiui estão no espaço de Fourier daqui

para frente (não será usada nenhuma notação como tilde para não sobrecarrega-la) e os

vértices integrais descrevem o acoplamento entre os diferentes modos das perturbações

α(k1,k2) =
(k1 + k2) · k1

k2
1

, (3.51)

β(k1,k2) =
|k1 + k2|2(k1 · k2)

2k2
1k

2
2

. (3.52)

Esse acoplamento entre diferentes modos é algo t́ıpico que aparece no regime não linear

e o principal fator que irá complicar o calculo das correções não lineares nas funções de

correlação.

3.3.2 Teoria de Perturbações Usual (SPT)

A ideia usual para se calcular correções à teoria linear é através de uma série perturbativa,

onde consideramos que os campos completos podem ser escritos, na aproximação de um
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Universo de Einstein-de Sitter 5, como

δ(k, τ) =
∞∑
n=1

Dn(η)δn(k) , (3.53)

θ(k, τ) = −H(η)
∞∑
n=1

Dn(η)θn(k) , (3.54)

onde D(η) é a função de crescimento e δn(k) e θn(k) são as correções ao background.

Utilizando as equações (3.49) e (3.50) podemos escrever as funções δn(k) e θn(k) em

termos das perturbações lineares que já sabemos resolver

δn(k) =

∫
d3q1...d

3qnδD(k− q1...n)Fn(q1, ...,qn)δ0(q1)...δ0(qn) , (3.55)

θn(k) =

∫
d3q1...d

3qnδD(k− q1...n)Gn(q1, ...,qn)δ0(q1)...δ0(qn) . (3.56)

Os núcleos integrais são escritos em termos do vértices fundamentais α e β, e podem

ser encontrados colocando-se a solução acima nas equações (3.49) e (3.50)

Fn(q1, ...,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
(2n+ 1)α(k1,k2)Fn−m(qm+1, ...,qn)

+2β(k1,k2)Gn−m(qm+1, ...,qn)
]
, (3.57)

Gn(q1, ...,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
3α(k1,k2)Fn−m(qm+1, ...,qn)

+2nβ(k1,k2)Gn−m(qm+1, ...,qn)
]
, (3.58)

sendo k1 = q1 + ...+ qm, k2 = qm+1 + ...+ qn, k = k1 + k2 e F1 = G1 = 1.

Utilizando-se a expansão do contraste de densidades, podemos calcular o espectro de

potências não linear da matéria de forma usual

δD(k1 + k2)P (τ, k) = D2(τ) < δ1(k1)δ1(k2) >︸ ︷︷ ︸
Nı́vel Árvore

+ D4(τ)(2 < δ1(k1)δ3(k2) > + < δ2(k2)δ2(k2) >)︸ ︷︷ ︸
1-Loop

+ ... , (3.59)

5No caso de um universo ΛCDM, o que é usualmente feito é se trocar os fatores de escala pela função
de crescimento adequada do modelo, onde se obtêm bons resultados e os calculos são simplificados, sendo
muitos deles anaĺıticos [105].
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onde o ńıvel árvore é simplesmente o espectro linear e a primeira correção vêm do termo

de 1-loop, que possui uma integral sobre um momento livre.

Podemos representar todas as correções em loops, de forma diagramática, como mos-

trado no exemplo da figura 3.4 para o caso de 1-loop dado pela equação (3.59), onde os

circulos com ”x”representam o espectro de potência inicial, as linhas com setas o propaga-

dor linear (no caso a função de crescimento linear) e o tracejado mostra onde os campos

δn foram ”colados”. O momento livre nos loops, bem como os tempos s nos vértices,

devem ser integrados.

Figura 3.4: Representação diagramática do espectro de potência, até 1-loop, dado pela
equação (3.59). Expressões expĺıcitas para as integrais que devem ser calculadas podem
ser obtidas em [5], próximo de onde essa figura foi retirada.

Portanto, para calcular a primeira correção não linear ao espectro de potência precisa-

mos conhecer até o termo δ3, e em geral, para sabermos a correção à l-loops precisaremos

conhecer até o termo δ2l+1, algo que torna os cálculos extremamente grandes e tedio-

sos, tornando dif́ıcil, na prática, cálculos acima de dois loops (apesar de já terem sido

calculadas as contribuições até três loops [197]).

As séries perturbativas (3.54) possuem algo completamente diferente das séries nor-

malmente encontradas em teoria quântica de campos, já que seu parâmetro de expansão é

o próprio campo, enquanto usualmente costuma ser a constante de acoplamento da teoria.

Esse fato torna a expansão muito mais delicada, pois para alguns valores de k o campo

pode ser maior do que 1, quebrando a teoria de perturbações. Como há um acoplamento

entre os modos, mesmo os pouco não lineares serão afetados pelos altamente não lineares

e que já quebraram a teoria de perturbações, tornando os resultados instáveis e não muito

confiáveis.

Outro problema a ser observado pela forma dos núcleos integrais (3.58) é que as
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integrais de loops serão divergentes, em prinćıpio, tanto no IR quanto no UV 6. A di-

vergência no UV costuma ser resolvida simplesmente tomando um cutoff nas integrais,

porém espera-se que o resultado seja fracamente dependente dessa escolha se o momento

escolhido for muito maior do que os momentos f́ısicos de interesse7.

3.3.3 Teoria de Perturbações Renormalizada (RegPT)

De forma a tentar fazer uma teoria de perturbações com um comportamente melhor do

que o da padrão, e resolver os problemas das divergências, foram criados alguns outros

esquemas perturbativos.

O primeiro deles consiste em fazer a expansão não em termos do campo δ, mais sim

em termos das funções de n-pontos Γ
(n)
ac1...cn(k1, ...,kn, τ) definidas por meio das derivadas

funcionais

1

n!

〈
δnΨa(k, τ)

δφc1(k1)...δφcn(kn)

〉
= δD(k− k1...n)

1

(2π)2(n−1)
Γ(n)
ac1...cn

(k1, ...,kn, τ) , (3.60)

onde, a partir de agora, iremos utilizar a notação matricial, de forma que

Ψ(k, τ) =

(
δ(k, τ),−θ(k, τ)

f(τ)

)
, (3.61)

sendo f(τ) = d lnD(τ)d ln a e φ(kn) as condições iniciais para os campos.

O espectro de potência pode então ser escrito como [166]

Pab(k, τ) =
∞∑
n=1

n!

∫
d3q1...d

3qn
(2π)3(n−1)

δD(k−q1...n)Γ(n)
a (q1, ...,qn, τ)Γ

(n)
b (q1, ...,qn, τ)P0(q1)...P0(qn) ,

(3.62)

onde foi introduzida a notação

Γ(n)
a (q1, ...,qn, τ) = Γ(n)

ac1...cn
(k1, ...,kn, τ)uc1 ...ucn , (3.63)

sendo u o vetor que determina o modo das condições iniciais (φ(k, τ) = δ0(k, τ)u).

Também é posśıvel representar a equação (3.62) de forma diagramática, assim como

6Já foi mostrado que, na verdade, não existe divergência no IR, e podemos escrever as integrais de
forma a não haver problemas nesse limite [169], ao menos até dois loops.

7Essa dependência com a escala de cutoff é um dos pontos principais do formalismo de teoria de
campos efetiva que será discutido no futuro.
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feito no caso padrão. Na figura 3.5 temos um exemplo da expansão até segunda ordem

(2-loops). Novamente o ćırculo com ”x”representa o espectro inicial e os vértices com

n-pontos representam a função Γ
(n)
a (q1, ...,qn, τ), onde os momentos nos loops, bem como

os tempos nos vértices, são integrados.

Figura 3.5: Representação diagramática do espectro de potência, até segunda ordem,
dado pela equação (3.62).

As funções de n-pontos também são dadas por uma série perturbativa

Γ(n)
a (q1, ...,qn, η) = Γ

(n)
a,tree(q1, ...,qn, η) +

∞∑
p=1

Γ
(n)
a,p−loop(q1, ...,qn, η) , (3.64)

onde

Γ
(n)
a,tree(q1, ...,qn, η) = enηF n

a,sym(q1, ...,qn) , (3.65)

Γ
(n)
a,p−loop(q1, ...,qn, η) = e(2p+n)ηcnp

∫
d3p1...d

3pp
(2π)3p

F 2p+n
a,sym(p1,−p1, ...,pn,−pp,q1, ...,qn)

× P0(p1)...P0(pp) , (3.66)

sendo cnp os coeficientes binominais, η = lnD(τ) e F n
a,sym(q1, ...,qn) o núcleo integral de

n-ésima ordem, simetrizado, da teoria usual.

A representação diagramática da equação (3.66) é apresentada na figura 3.6 para o

caso da função de 3 pontos Γ2, onde fica claro o que está acontecendo na série perturbativa.

Figura 3.6: Representação diagramática da função de 3 pontos Γ2 até três loops, descrito
pela equação (3.66).

Algo bem conhecido, e muito utilizado quando se trata a teoria de perturbações desse
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modo, é o limite assintótico das funções de n pontos [171]

lim
k→∞

Γna,p−loop =
1

n!

(
−k

2σ2
de

2η

2

)p
Γna,tree , (3.67)

de modo que

lim
k→∞

Γna = exp

(
−k

2σ2
de

2η

2

)
Γna,tree , (3.68)

com σ2
d = 1

3

∫
d3q

(2π)3
P0(q)
q2

.

Uma ideia usada quando se faz a expansão pelas funções de n pontos é tentar construir

funções Γn de forma que coincidam com a expansão em loops, até alguma ordem, para k’s

pequenos e que tenham o comportamento não perturbativo, descrito na equação (3.68),

para k’s grandes. Esse método tenta melhorar o comportamento dos termos da expansão,

pois eles são exponencialmente suprimidos nesse tratamento.

3.3.4 Teoria de Perturbações Efetiva (EFTofLSS)

Outra ideia que vêm sido bastante utilizada é a de teorias de campos efetivas, onde se

tenta corrigir o fato de as soluções do modelo usual serem dependes do cutoff escolhido

nas integrais de loops.

O método de teorias de campos efetivas consiste em colocar todos os termos que

são permitidos pelas simetrias da teoria, de forma que as séries perturbativas, quando

truncadas até uma certa ordem, sejam finitas e possuam resultados observáveis, mesmo

a teoria não sendo renormalizável.

No caso de perturbações cosmológicas são adicionados novos termos diretamente nas

equações das perturbações (3.49) e (3.50). Esses novos termos irão conter parâmetros

livres, e sua interpretação é que descrevem a dinâmica dos fluidos em escalas menores,

que não conseguimos levar em conta de maneira anaĺıtica, e que, na realidade, não são

relevantes para nosso problema. Esses novos termos são partes do tensor de stress que

desprezamos na equação (3.48), e conseguem cancelar a dependência que as funções de

correlação tem com o cutoff.

No trabalho [170], utiliza-se um formalismo mais semelhante ao padrão de teorias

quânticas de campos, escrevendo um funcional gerador para as funções de correlação e

impondo que esse funcional seja independente da escolha do cutoff. Impondo que as

equações do grupo de renormalização de Polchinski sejam fechadas, é mostrado que os
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termos empiricamente adicionados as equações de movimento são os principais para o

cancelamento das dependências.

Depois de adicionados esses novos termos às equações de movimento o procedimento

para se obter o espectro de potência é o mesmo da teoria padrão. Até 1-loop o espectro

é dado por

PEFT,1−loop(k) = Plin(k) + P1−loop(k)− 8π2c2
s(1)

k2

k2
NL

Plin(k) , (3.69)

onde c2
s(1) é o parâmetro livre introduzido, interpretado como a velocidade do som no

fluido e kNL é a escala onde os efeitos não lineares começam a ser importantes.

O espectro em teoria efetiva será simplesmente o da teoria convencional mais um termo

dependente de k, proporcional ao espectro linear e a um novo parâmetro livre (c2
s(1)), que

deve ser ajustado de simulações ou dados.

Utilizando o programa RegPT [171], e um pequeno melhoramento realizado juntamente

com o mestrando Henrique Rubira para o cálculo no formalismo de EFT, foi gerado o

espectro de potência da matéria, em redshift zero e comparado com o dado pelo halofit [6]

do CAMB. O resultado é mostrado na figura 3.7.

Nessa figura vemos que nos métodos baseados nas expansões da função Γ (assim como

no caso lagrangeano) o espectro de potência é rapidamente suprimido quando a teoria

não é mais válida, diferente do caso usual.

Vemos, da figura 3.7, que o caso de teorias efetivas de campos ”EFT (1-loop)”dá o

melhor resultado para o espectro de potência, tendo menos de 5% de erro para k . 0.4

Mpc/h já no cálculo com apenas 1-loop. Isso mostra o grande poder dessas teorias efetivas,

que além de serem teoricamente mais bem embasadas, dão resultados numéricos melhores

mais facilmente (com menos termos).

Para a obtenção dessa curva utilazamos o valor

c2
s(1) = 1.62× 1

2π

(
kNL

hMpc−1

)2

, (3.70)

medido em simulações de N-corpos (em pequenas escalas) por [7].
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Figura 3.7: Diferença relativa entre o espectro de potência derivado pelas diversas formas
de teoria de perturbação com relação ao espectro não linear do halofit [6], em z = 0.
Foi utilizado o valor dado no trabalho [7] para o parâmtero livre (c2

s(1)) no caso EFT.
Os espectros ”SPT”são da teoria usual, ”RegPT”da teoria baseada na expansão das
funções de n pontos Γ, ”LRT”um esquema de perturbações lagrangeano, não descrito
nesse trabalho, e ”EFT”o método usando teorias efetivas de campos.

3.4 Colapso Esférico (Cálculos não Pertubativos)

Quando estudamos estruturas como halos e voids, somente a informação de como as

perturbações de matéria se comportam em ordem linear não é suficiente. Devemos ter

também algum conhecimento do comportamento das estruturas individuais, tal como

algum critério para formação dessa estrutura.

O modelo mais simples e amplamente utilizado na literatura é o de colapso esférico

[8, 30, 31, 175], para o caso de halos, e o modelo de expansão esférica [10, 27, 102] para

voids. Ambos os modelos são bastante idealizados, mas conseguem obter informações

fundamentais para a predição da abundância dessas estruturas.

Nesta seção desenvolverei o cálculo dos parâmetros importantes no colapso e expansão
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esféricos para o caso da RG. O calculo do colapso esférico em modelos de gravitação

modificada serão apresentados na seção de raio de turnaround.

3.4.1 Equações e Quantidades Relevantes

Para estudar o colapso e expansão esféricos de estruturas precisamos das equações com-

pletas que descrevem o fluido, pois trata-se de um fenômeno não linear.

Contraindo a equação de conservação para o tensor de energia momento (3.1) com a

4-velocidade uµ e depois com operador de projeção gµν + uµuν , obtemos a generalização

relativ́ıstica da equação da continuidade e de Euler [8]:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) + P∇ · v = 0 , (3.71)

∂v

∂t
+ (v ·∇)v + ∇Φ +

∇P + vṖ

ρ+ P
= 0 , (3.72)

onde, como usual, ρ é a densidade de energia do fluido, v sua 3-velocidade, P sua pressão

e Φ o potencial Newtoniano.

Utilizando-se as equações de fluidos acima, a equação de Poisson (3.31) e a equação de

conservação no background para o fluido (3.15), podemos escrever uma única equação, de

segunda ordem, que descreve a dinâmica do contraste de densidade de matéria δ (dedução

na página 2 e 3 de [8]8), assim como feito no caso linear

δ′′ +

(
3

a
+
E ′

E
− w′

1 + w

)
− 4 + 3w

3(1 + w)

δ
′2

1 + δ
− 3

2

Ωfluido,0

a2E2
g(a)(1 + w)(1 + 3w)δ(1 + δ)

− 1

aH2
(1 + w)(1 + δ)(σ2 − ω2) = 0 , (3.73)

sendo ′ = d/da, E = H/H0, w o parâmetro da equação de estado do fluido (3.16), que

assumo poder depender de a, Ωfluido,0 o parâmetro de densidade do fluido hoje, g(a) a

evolução da densidade do fluido no background, σ2 = σijσij o tensor de shear e ω2 = ωijωij

o tensor de rotação, que aparecem via a identidade:

∇ · [(v ·∇)v] =
1

3
θ2 + σ2 − ω2 , (3.74)

onde θ = ∇ · v é o divergente da velocidade peculiar do fluido.

8Essa equação é uma generalização da deduzida em [198] para um fluido não esférico e rodando.

86
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Como estamos estudando estruturas de matéria escura fria temos que w = 0 e g(a) =

a−3. Além disso, no caso simplificado de colapso esférico σ2 = ω2 = 0 de forma que a

equação não linear a ser resolvida se reduz a:

δ′′ +

(
3

a
+
E ′

E

)
− 4 + 3w

3(1 + w)

δ
′2

1 + δ
− 3

2

Ωm,0

a5E2
δ(1 + δ) = 0 . (3.75)

Note que se tomarmos somente a parte linear da equação acima re-obtemos a equação

(3.32), usada no estudo linear da perturbação na matéria.

No caso de gravitação modificada, não podemos escrever uma equação única para a

evolução do contraste de densidade, assim como feito na RG com a equação (3.75) ou

na teoria linear com a equação (3.33). Teŕıamos que resolver o sistema com as equações

para o fluido, com a equação de Poison modificada para o potêncial gravitacional e com

a equação de Klein-Gordon perturbada para a perturbação no campo escalar extra (ao

menos em teorias escalar-tensor). No trabalho [16] esse cálculo completo é realizado para

o caso de colapso esférico em f(R) e em [115] para a expansão esférica considerarndo

diferentes densidades no ambiente em que está o void.

Para tentar levar em conta algum efeito de gravitação modificada sem todas as com-

plicações de se resolver todo o sistema, iremos considerar a modificação na gravitação

somente a nivel de background, tornando a constante de Newton dependente do fator

de escala e do modo de Fourier k através da função µ(a, k) (3.34), de forma análoga ao

caso linear (3.33). O estudo da evolução dessa equação com a gravitação linearizada será

apresentada na seção sobre o raio de turnaround.

O objetivo dos estudos de colapso e expansão esféricos é calcular o parâmetro de

contraste de densidade cŕıtica para os halos ou voids, parâmetro esse que trará informação

de qual é o contraste de densidade que deve ser atingido, em teoria linear, para que haja

a formação de uma dessas estruturas.

Para o cálculo deste parâmetro, devemos ajustar as condições iniciais (por tentativa

e erro) de forma que o contraste de densidade, na teoria não linear, atinja o valor que

indica a formação da estrutura hoje, e então usar essas mesmas condições iniciais e evoluir

a equação linear também até hoje. O valor obtido será o parâmetro de formação da

estrutura em teoria linear e será utilizado em sua abundância e seu bias.

Para o caso de um halo, consideramos que ele será formado quando o contraste de

densidade divergir, ou seja, quando a estrutura colapsar na teoria não linear. Já no caso
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Figura 3.8: Figura descrevendo o processo de se encontrar o parâmetro de contraste de
densidade, extrapolado em teoria linear até hoje, para o caso de um halo (ver explicação
no texto principal). Figura 1 de [8].

de um void ,consideramos que ele será formado quando o contraste de densidade não

linear for de −0.8, valor necessário para ocorrer o shell crossing em um universo Einstein-

de Sitter, onde há uma solução anaĺıtica [10]. Como veremos depois esse critérios podem

ser alterados de forma se gerar resultados melhores ou por motivos numéricos.

A figura 3.8 mostra a evolução, em função do fator de escala, do contraste de densidade,

em teoria linear e não linear, partindo das mesmas condições iniciais. Vemos que em um

certo instante (a ∼ 10−2) a solução não linear começa a se distanciar da linear e que, em

a = 1, ela diverge enquanto a solução linear atinge o valor de δ = 1.686. Portanto, este

será o valor do contraste de densidade, linearmente extrapolado até hoje, para a formação

de um halo, e que será utilizado nos calculos de abundância.
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Tabela 3.1: Densidade cŕıticas para o colapso e expansão esféricos nos limites de campo
fraco (µ = 1) e forte (µ = 4/3) da teoria f(R).

µ δc δv
1 1.675 -2.788

4/3 1.693 -2.765

3.4.2 Resultados em Gravitação Modificada

Como dito anteriormente, o caso de gravitação modificada é muito mais complicado de

ser resolvido pois seria necessário considerar a evolução de quatro equações de primeira

ordem [16], um perfil de densidades inicial [16,30,31,173,199] e/ou o ambiente em que a

estrutura está evoluindo [115].

Uma simplificação que torna o calculo idêntico ao caso de ΛCDM é considerarmos

somente os limites de campo fraco e campo forte. Esses limites ocorrem quando ma� k,

escalas muito maiores que o comprimento de Compton do campo escalar extra (campo

fraco), ou quando ma � k, escalas muito menores que o comprimento de Compton do

campo escalar (campo forte).

O caso de limite de campo fraco implica que a modificação na gravitação será des-

preźıvel, portanto teremos que µ = 1. Já no caso do limite de campo forte a alteração na

gravitação será máxima, nesse caso µ = 1 + 2β2. Portanto, no caso do limite de campo

fraco, teremos simplesmente a equação da RG e, no limite de campo forte, a equação terá

a mesma forma porém com a constante de Newton multiplicada por um fator constante

de 1 +β2. O estudo desses dois limites nos permite, em prinćıpio, estudar os casos limites

de alguma teoria de gravitação espećıfica e obter o intervalo em que as soluções completas

estarão [76]9.

A tabela 3.1 apresenta os valores para os contrastes de densidade nos casos limites de

campo fraco e forte considerando uma teoria f(R) onde β = 1√
6
. Desta tabela podemos

ver que a diferença relativa entre os dois limites é muito pequena (∼ 1%) se comparada

com a diferença relativa na variância do campo de contraste de densidade linear (que

chega a 50%). Esse fato será importante na modelagem da abundância de voids.

Outra quantidade importante para o estudo dos voids é o fator pelo qual ele expande

da teoria linear para a não linear e que deve ser levado em conta no cálculo de sua

9Alguns trabalhos mostraram que as soluções, considerando a função completa µ(k, a) (3.34) ou a
evolução completa das perturbações, não obedecem os limites impostos pelas soluções de campo fraco e
forte [16,27,30,31,173,199].
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abundância. Pela conservação de massa vemos que esse número será:

NL = (1 + ∆void)
−1/3 ≈ 1.71 , (3.76)

onde ∆void é o contraste de densidade não linear que define um void esférico (que tomamos

como sendo ∆void = −0.8) e que é o análogo da sobredensidade do virial dos halos.

Este valor relaciona o raio linear de um void com o seu raio real (não linear) pela

relação RNL = NL×RL.
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Caṕıtulo 4

Voids Cosmológicos

Neste caṕıtulo, apresento meus resultados relacionados a voids, que, como discutido na

introdução, vêm se mostrando uma parte da estrutura em larga escala do universo com

muita informação a respeito da teoria gravitacional. Este trabalho foi desenvolvido com

meu orientador Marcos Lima (IF-USP), com ajuda das simulações de N-corpos ISIS [200]

desenvolvidas por David Mota (Universidade de Oslo) e Claudio Llinares (Universidade

de Oslo e Universidade de Durham).

Na primeira seção, eu apresento o formalismo teórico do excursion set theory usado no

cálculo da abundância e bias linear de halos. Apresento as noções gerais da teoria e dou

foco ao formalismo utilizando integrais de trajetórias, que possibilitam a introdução de

efeitos mais complicados nas predições, como posśıveis não-esfericidades dos halos, bem

como fatores estocásticos no processo de detectá-los em simulações e em dados reais.

Na seção seguinte, amplio o formalismo das integrais de trajetória para o caso da

abundância de voids, onde o void-in-cloud effect precisa ser levado em conta. Essa seção

descreve a principal ferramenta teórica desenvolvida por mim para se colocar v́ınculos nas

diferentes teorias de gravitação com uso de voids.

Na terceira seção, descrevo as simulações de N-corpos que utilizei para testar nossa

predição teórica da abundância de voids em gravitação modificada [200], e também des-

crevo o void finder que criamos, bem como o processo de se povoar halos de matéria

escura com galáxias (processo de HOD).

Já na seção quatro, eu mostro todos os resultados envolvendo os catálogos de voids cria-

dos utilizando-se simulações, mostrando comparações entre nossas teorias e as simulações,

o poder da abundância de voids para se vincular gravitação modificada e cosmologia, e
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apresento os resultados para os catálogos de galáxias criados. Essa seção contém os prin-

cipais resultados de um trabalho publicado [27].

Por fim, na quinta seção, eu mostro algumas outras propriedades dos voids nas diferen-

tes teorias de gravitação, como seus perfis de densidade e velocidade, além de apresentar

uma discussão sobre a relação entre esses dois perfis e a teoria linear.

4.1 A Abundância Teórica dos Halos

A abundância de halos já foi muito mais estudada do que a de voids e, além disso, é mais

simples. Por isso a mesma será aqui descrita primeiro, a fim de introduzir-se o formalismo

necessário.

Para a construção da expressão teórica que descreve esse observável, será utilizada

uma forma moderna de se fazer o excursion set formalism [111], utilizando integrais de

trajetória [9,112,201] para trabalhar com a dinâmica estocástica que o campo de contraste

de densidade possui.

4.1.1 O Excursion Set Formalism

Para o estudo de estruturas, trabalharemos com o campo de contraste de densidade sua-

vizado em uma escala R

δ(x, R) =

∫
d3x′W (|x− x′|, R)δ(x′) , (4.1)

onde W (|x − x′|, R) é a função janela que suaviza o campo e, por isotropia, só depende

do módulo da diferença entre os posições dos dois pontos.

Em prinćıpio iremos trabalhar com a função janela sendo uma sharp-k (top-hat no

espaço de Fourier), que no espaço de Fourier possui a forma:

W̃ (k,R) = θ(kf − k) , (4.2)

sendo kf = 1/R.

Utilizando o campo de contraste de densidade no espaço de Fourier, a equação (4.1)

fica:

δ(x = 0, R) =

∫
d3k

(2π)3
W̃ (k,R)δ(k) . (4.3)
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Por simplicidade, e usando a invariância translacional, será tomado x = 0 nos cálculos,

e usada a notação δ(R) = δ(x = 0, R).

O campo δ(R) é estocástico, já que não sabemos seu valor em um dado ponto (por

conta das condições iniciais aleatórias geradas no peŕıodo inflacionário), e essa estocasti-

cidade na posição se propaga para a escala através da equação (4.3). Derivando o campo

suavizado com relação à escala obtemos:

∂δ

∂R
= ζ(R) , (4.4)

onde

ζ(R) =

∫
d3k

(2π)3

∂W̃ (k,R)

∂R
δ̃(k) . (4.5)

e

〈ζ(R1)ζ(R2)〉 =

∫
d3k

2π2
k2P (k)

∂W̃ (k,R1)

∂R1

∂W̃ (k,R2)

∂R2

. (4.6)

Usando a variável kf no lugar de R e, definindo a quantidade Q(kf ) = −(1/kf )ζ(kf ),

a equação (4.4) fica:
∂δ

∂ ln kf
= Q(kf ) , (4.7)

sendo que a função estocástica Q(kf ) possui correlação dada por:

〈Q(kf1)Q(kf2)〉 = ∆2(kf1)δD(ln kf1 − ln kf2) , (4.8)

onde ∆2(k) = k3P (k)/(2π2).

Para uma função janela do tipo sharp-k (4.2), podemos escrever a seguinte equação

diferencial para a variância do campo de contraste de densidade linear:

∂S

∂ ln kf
= ∆2(kf ) , (4.9)

de forma que a equação para o contraste de densidade suavizado, em termos da nova

variável S fica:
∂δ(S)

∂S
= η(S) , (4.10)

onde η(kF ) = −(1/kF )ζ(kF )/∆2(kF ), com a relação entre S e kF dada por (4.9). A
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variância dessa nova variável será:

〈η(S1)η(S2)〉 = δD(S1 − S2) . (4.11)

A equação (4.10), com uma fonte estocástica que possui uma correlação da forma

(4.11), é dita possuir com rúıdo branco e descreve um passeio aleatório Markoviano, de

forma que cada ponto δ(S) depende somente do ponto no ”tempo”anterior S − dS, e não

de toda a história da trajetória.

A densidade de probilidade Π(δ, S) de um ponto δ ocorrer em um certo ”tempo”S será

dada pela equação de Fokker-Planck

∂Π(δ, S)

∂S
=

1

2

∂2Π(δ, S)

∂δ2
. (4.12)

Como visto no caṕıtulo anterior, um halo irá se formar quando o contraste de densidade

linear atingir um certo valor cŕıtico δc (dado na tabela 3.1). Portanto queremos saber a

densidade de probabilidade de um passeio aleatório, que começa em δ = 0 quando S = 0,

atingir o valor δ em S, sendo que não estamos interessados em trajetórias que já tenham

passado por δc em um S menor (escala maior), pois essas estruturas já são halos e não

queremos estudar sua estrutura interna1. Devemos então resolver a equação de Fokker-

Planck (4.12) sujeita às condições:

Π(δ, S = 0) = δD(δ) e Π(δ = δc, S) = 0 . (4.13)

Note que a condição de contorno absorvente não é justificável, e na próxima seção

iremos apresentar uma dedução para essa condição.

Utilizando o método das imagens chegamos ao seguinte resultado para a densidade de

probabilidade:

Π(δ, S) =
1√
2πS

[
e−δ

2/(2S) − e−(2δc−δ)2/(2S)
]
. (4.14)

A probabilidade de ”primeiro cruzamento”, ou seja, de que uma trajetória cruze o

1Esse efeito é conhecido como cloud-in-cloud effect, e não considerá-lo leva a um fator de 2 errado no
resultado final, assim como aconteceu no cálculo original de Press e Schechter [21].
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4.1. A ABUNDÂNCIA TEÓRICA DOS HALOS

Figura 4.1: Representação de uma trajetória que cruza o limiar δ = δc pela primeira vez
em S1, indicando a formação de um halo de raio R(S1), e cruza novamente em uma escala
menor S2, representando um halo menor de raio R(S2) dentro do primeiro e que não nos
interessa para o cálculo da abundância. Figura 2 de [9].
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limiar δc pela primeira vez em S será dada por:

F (S) =

∫ +∞

δc

dδΠ(δ, S) = 1−
∫ δc

−∞
dδΠ(δ, S) = erfc

(
ν√
2

)
, (4.15)

sendo ν = δc/σ, σ =
√
S, e foi usada a unitariedade do processo no primeiro passo e uma

mudança de variáveis no segundo.

Portanto a taxa de trajetórias que cruzam o limiar δc entre S e S + dS será:

F(S) ≡ dF

dS
= −

∫ +∞

δc

dδ
∂Π

∂S
= −1

2

∂Π

∂δ

∣∣∣∣
δ=δc

=
δc√

2πS3/2
e−δ

2
c/(2S) , (4.16)

sendo que foi usada a equação de Fokker-Planck (4.12) na segunda passagem.

A densidade de halos com uma massa entre M e M + dM será relacionada com essa

taxa pela equação:

dn

dM
dM =

ρ̄

M

∣∣∣∣ dFdM
∣∣∣∣ dM =

ρ̄

M2
f(σ)

d lnσ−1

d lnM
dM , (4.17)

onde definimos a função de multiplicidade f(σ)

f(σ) = 2σ2F(σ2) . (4.18)

Chamamos a função f(σ) (4.18) de ”função de massa”, pois ela determina completa-

mente a abundância de halos de matéria escura.

4.1.2 O Formalismo com Integrais de Trajetória

Para obtermos uma equação de Langevin com ruido branco tivemos que usar uma função

janela tipo sharp-k (4.2). Porém essa janela, no espaço das posições será:

W (r, R) =
1

2π2R3

sinu− u cosu

u3
, (4.19)

onde u = r/R com r = |x− x′|.

Essa função possui o problema de que quando integrada de 0 até +∞ não convergir,

portanto não é posśıvel definir o volume do halo e, consequentemente, sua massa.

Em contrapartida, se usamos uma função que nos dá um volume bem definido como

uma sharp-x (top-hat no espaço das configurações, onde o volume é dado por 4/3πR3),
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4.1. A ABUNDÂNCIA TEÓRICA DOS HALOS

a equação de Langevin (4.10) não possui mais ruido branco e, portanto, a densidade de

probabilidade não irá mais obedecer a equação de Fokker-Planck (4.12), tornando dif́ıcil

a predição da função de massa.

Para tentar entender e resolver esse problema, em [9, 112, 201] foi desenvolvido um

formalismo para o cálculo da função de massa utilizando uma ferramenta mais poderosa,

as integrais de trajetória, de forma análoga à utilizada em mecânica quântica. A ideia é

conseguir recuperar os resultados anteriores nesse formalismo e, então, de forma perturba-

tiva, adicionar correções que levem em conta efeitos mais reaĺısticos (como uma janela que

permita calcular um volume bem definido e a introdução de uma barreira mais reaĺıstica).

Nosso interesse é calcular a densidade de probabilidade de a trajetória δ(S) estar em

um ”ponto”δ em um certo ”tempo”S. Para isso vamos discretizar o intervalo [0, S] em

passos ∆S = ε, de forma que Sk = kε com k = 0, ..., n e Sn ≡ S, e vamos considerar que

o passeio parte de δ0 quando S = S0, ambos dados. Uma trajetória será definida pela

coleção de valores {δ1, ..., δn}, tal que δk = δ(Sk). A densidade de probabilidade, de uma

dada configuração espećıfica de passeio é dada por:

W (δ0; δ1, ..., δn;Sn) = 〈δD(δ(S1)− δ1)...δD(δ(Sn)− δn)〉 . (4.20)

Em termos da função W , a nossa densidade de probabilidade de a trajetória alcançar

o ponto δn em um tempo Sn partindo de δ0 em S0 = 0 sem nunca ter cruzado o limiar

δ = δc será:

Π(δ0, δn, Sn) =

∫ δc

−∞
dδ1...

∫ δc

−∞
dδn−1W (δ0; δ1, ..., δn−1, δn;Sn) , (4.21)

onde estamos simplesmente integrando sobre todas as trajetórias discretizadas posśıveis

que nunca cruzaram δc.

A taxa de trajetórias que cruzam δc pela primeira vez em S (4.16), nesse formalismo,

será dada simplesmente por:

F(S) = −
∫ δc

−∞
dδn

∂Πε(δ0, δn, S)

∂S
, (4.22)

sendo que manteve-se o ı́ndice ε para lembrar a discretização escolhida.

Note que nesse formalismo não precisamos inserir nenhuma condição de contorno ar-
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Figura 4.2: Representação de uma discretização feita na trajetória δ(S) onde vamos in-
tegrar sobre todos os valores dos pontos δk de −∞ até δc para obtermos a densidade de
probabilidade Π(δ0, δn, Sn) (ver equação (4.21)).

bitrária para obter a taxa correta. Veremos que essa condição surgirá naturalmente deste

formalismo.

Utilizando a representação integral da função delta de Dirac, a função W (4.20) pode

ser escrita como

W (δ0; δ1, ..., δn;Sn) =

∫ +∞

−∞

dλ1

2π
...

∫ +∞

−∞

dλn
2π

exp

(
i

n∑
i=1

λiδi

)〈
exp

(
−i

n∑
i=1

λiδ(Si)

)〉
.

(4.23)

Tomaremos δ0 = 0 nos cálculos por simplicidade, e no final a sua depêndencia pode

ser recuperada de maneira trivial.

Para flutuações gaussianas〈
exp

(
−i

n∑
i=1

λiδ(Si)

)〉
= exp

(
−i1

2

n∑
i,j=1

λiλj 〈δ(Si)δ(Sj)〉c

)
, (4.24)

onde usamos a expansão em Taylor da exponencial e o teorema de Wick para decompor

correlações maiores em termos da de dois pontos2.

2Neste ponto podemos ver uma forma natural de considerar não gaussianidades primordiais na
abundância de halos, basta considerar correlações de mais pontos na equação (7.1). Isso foi feito em [201],
por exemplo.
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Com essa notação a função Π(δ0, δn, Sn) (4.21) fica:

Πε(δ0, δn, Sn) =

∫ δc

−∞
dδ1...

∫ δc

−∞
dδn−1

∫
Dλ exp

(
i

n∑
i=1

λiδi − i
1

2

n∑
i,j=1

λiλj 〈δiδj〉c

)
,

(4.25)

onde definimos a medida

∫
Dλ =

∫ +∞

−∞

dλ1

2π
...

∫ +∞

−∞

dλn
2π

, (4.26)

e δi = δ(Si).

Para o caso em que a trajetória δ(S) é Markoviana (obedece a equação (4.10) com o

ruido branco (4.11)) e o campo é gaussiano (vale o teorema de Wick (7.1)), e considerando

a condição inicial δ(S = 0) = 0, podemos resolver a equação de Langevin e obter:

〈δ(Si)δ(Sj)〉c = min(Si, Sj) = εmin(i, j) = εAij . (4.27)

Correções ao caso Markoviano serão introduzidas através da mudança dessa correlação

(ver [9]).

Nesse caso, a função W será uma integral gaussiana, que pode ser resolvida analitica-

mente [9]

W gm(δ0; δ1, ..., δn;Sn) =
1

(2πε)n/2
exp

(
− 1

2ε

n−1∑
i=0

(δi+1 − δi)2

)
, (4.28)

onde usou-se que (A−1)ii = 2 e (A−1)i,i+1 = (A−1)i+1,i = −1 para i = 1, ..., n − 1,

(A−1)nn = 1, det(A) = 1. Usou-se também o ı́ndice ”gm”para lembrar que estamos no

caso gaussiano e Markoviano.

Uma propriedade importante da função W gm é:

W gm(δ0; δ1, ..., δn;Sn) = Ψε(δn − δn−1)W gm(δ0; δ1, ..., δn−1;Sn−1) (4.29)

onde

Ψε(∆δ) =
1√
2πε

exp

(
−(∆δ)2

2ε

)
. (4.30)
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Neste caso, a função de densidade de probabilidade irá obedecer a equação integral

Πgm
ε (δ0, δn, Sn) =

∫ δc

−∞
dδn−1Ψε(δn − δn−1)Πgm

ε (δ0, δn−1, Sn−1) , (4.31)

que é uma generalização, para um δc finito, da equação de Chapman-Kolmogorov [202].

Para obtermos a equação que nossa densidade de probabilidade deve obedecer, deve-

mos estudar o limite cont́ınuo em que tomamos o limite ε→ 0. Para isso, vamos reescrever

a equação (4.31) com a mudança de variáveis δn = δ, δn − δn−1 = ∆δ e Sn−1 = S

Πgm
ε (δ0, δ, S + ε) =

∫ +∞

δ−δc
d(∆δ)Ψε(∆δ)Π

gm
ε (δ0, δ −∆δ, S) . (4.32)

Primeiramente, em ordem zero em ε, a equação no limite cont́ınuo fica:

Πgm
ε=0(δ0, δ, S) =

∫ +∞

δ−δc
d(∆δ)δD(∆δ)Πgm

ε=0(δ0, δ −∆δ, S) . (4.33)

Essa equação nos diz que, se δ ≥ δc ⇒ Πε=0(δ0, δ, S) = 0. Portanto conseguimos

obter, através desse formalismo, a condição de contorno do excursion set theory (4.13) de

maneira natural.

Agora, considerando a expansão de ambos os lados da equação (4.32), até primeira

ordem, temos do lado esquerdo:

Πgm
ε (δ0, δ, S + ε) = Πgm

ε (δ0, δ, S) + ε
∂Πgm

ε (δ0, δ, S)

∂S
+O(ε2) , (4.34)

e do lado direito:

∫ +∞

δ−δc
d(∆δ)Ψε(∆δ)Π

gm
ε (δ0, δ−∆δ, S) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∂nΠgm
ε (δ0, δ, S)

∂δn

∫ +∞

δ−δc
d(∆δ)(∆δ)nΨε(∆δ) ,

(4.35)

onde, para δ < δc (de forma que (δ − δc)/
√

2ε → −∞ quando ε → 0+) e desprezando

o termo que é exponencialmenre suprimido nesse limite (ver [9]), a integral possui o

comportamento: ∫ +∞

δ−δc
d(∆δ)(∆δ)nΨε(∆δ)→ εn/2(n− 1)!! , (4.36)

para n par e 0 para n ı́mpar.
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Portanto a equação (4.32) ficará:

Πgm
ε (δ0, δ, S)+ε

∂Πgm
ε (δ0, δ, S)

∂S
+O(ε2) = Πgm

ε (δ0, δ, S)+
ε

2

∂2Πgm
ε (δ0, δ, S)

∂δ2
+O(ε2) . (4.37)

Note que a função Πgm
ε (δ0, δ, S) ainda possui uma dependência impĺıcita em ε, dada

pela discretização escolhida para a trajetória. Podemos expandir essa dependência de

forma análoga

Πgm
ε (δ0, δ, S) = Πgm

ε=0(δ0, δ, S) + εΠgm
(1) (δ0, δ, S) +O(ε2) , (4.38)

de forma que as funções Πgm
ε=0(δ0, δ, S) e Πgm

(1) (δ0, δ, S) não dependem de ε.

Colocando essa expansão na equação (4.37) e coletando os termos de ordem linear em

ε obtemos
∂Πgm

ε=0(δ0, δ, S)

∂S
=

1

2

∂2Πgm
ε=0(δ0, δ, S)

∂δ2
. (4.39)

que é a equação de Fokker-Planck utilizada no excursion set formalism (4.12).

Esse formalismo de integrais de trajetória, para o caso de uma trajetória markovi-

ana (que é determinada pela escolha da função janela) e de um campo gaussiano, nos

permite deduzir, em ordem zero, a condição inicial que hav́ıamos imposto à mão no ex-

curision set formalism e, em primeira ordem, nos produz a equação de Fokker-Planck

para a densidade de probabilidade. Portanto, esse formalismo permite chegar aos mesmos

resultados anteriores, porém de uma forma mais robusta. Além disso fica claro que po-

demos adicionar novos elementos à teoria, por exemplo considerando uma função janela

mais reaĺıstica [9], não gaussianidades no campo de contraste de densidade linear [201],

barreiras difusivas [112] e uma dependência qualquer da barreira com a escala S [203].

O formalismo também resolve o problema de se usar uma função janela problemática

(4.19), pois como mostrado em [9], os resultados encontrados nessa seção são o primeiro

termo quando se calcula a função de massa para uma janela sharp-x, justificando poder-se

usar essa janela ao se medir o volume e massa dos halos.

4.2 A Abundância Teórica dos Voids

O principal objetivo do nosso trabalho em voids é estudar como suas propriedades depen-

dem da teoria de gravitação. Como no caso dos halos de matéria escura, a abundância
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dos voids é o observável mais simples de ser medido [100, 204–206]. No caso da RG,

existem algumas previsões teóricas [10, 98, 102] e já se foi mostrado ser uma boa fer-

ramenta para distinguir teorias gravitacionais [27, 103, 207], além de impor v́ınculos na

cosmologia [208,209].

O objetivo desta seção é de, utilizando o formalismo desenvolvido na anterior, construir

uma predição para a abundância de voids esféricos.

4.2.1 O Modelo com Barreiras Estáticas

Como vimos na seção anterior a densidade de probabilidade de uma trajetória estar em

um ponto δ em um ”tempo”S é bem descrita pela equação de Fokker-Planck (4.12) sujeita

às condições de fronteira corretas. No caso dos voids, como não estamos interessados em

contar subestruturas, uma condição que deve funcionar, em analogia com o caso dos halos

é:

Π(δ = δv, S) = 0 , (4.40)

onde δv é o contraste de densidade linearmente extrapolado até hoje para a formação de

um void (semelhante ao δc do caso dos halos).

Porém, para o caso dos voids, há uma complicação a mais pois além de não querermos

contar voids que estão dentro de outros voids também não iremos contar voids que estão

dentro de halos, já que os mesmos serão destruidos conforme o halo externo vá ficando

mais denso e saindo da teoria linear3. Portanto devemos adicionar uma outra condição

de contorno ao problema

Π(δ = δc, S) = 0 . (4.41)

A presença da condição de fronteira (4.41) demonstra uma propriedade da abundância

dos voids, que ela também depende de caracteŕısticas de halos, tornando as predições um

pouco mais complicadas de serem feitas. No formalismo de integrais de trajetória, essa

condição estra se reflete em um limite inferior finito nas integrais de trajetória (4.21).

Isso torna a predição um pouco mais complicada, porém ela já foi realizada em [208], por

exemplo.

A solução direta da equação de Fokker-Planck (4.12), sujeita às condições de fronteira

(4.40) e (4.41) e a mesma condição inicial do caso dos halos, pode ser encontrada por

3Esse efeito é conhecido como void-in-cloud effect.
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separação de variáveis

Π(δ, S) =
∞∑
n=1

2

δT
sin

(
nπδv
δT

)
sin

(
nπ

δT
δ

)
e
−n

2π2

2δ2
T

S
, (4.42)

onde δT = δc + |δv|.

Também podemos obter a solução da equação pelo método das imagens

Π(δ, S) =
∞∑

n=−∞

1√
2πS

{
exp

[
−(δ + 2nδT )2

2S

]
− exp

[
−(δ − 2nδT + 2δv)

2

2S

]}
. (4.43)

Observando a solução (4.43) vemos que, no limite de grandes escalas (S → 0), apenas

o termo n = 0 irá contribuir, deixando-a exatamente igual à expressão (4.14), para halos,

com a troca δc → −δv. Isso ocorre pois o void-in-cloud effect só é importante para voids

pequenos, pois não esperamos que hajam halos muito grandes capazes de destruit grandes

voids.

Após o cálculo da derivada necessária, obtemos a função de multiplicidade (4.18) para

os voids :

f(σ) = 2
+∞∑
j=1

exp

[
−(jπσ)2

2δ2
T

]
jπσ2

δ2
T

sin

(
jπδ2

v

δ2
T

)
. (4.44)

Outra peculiaridade da abundância dos voids é que ela não é predita pela expressão

(4.17) como no caso dos halos. Como mostrado em [10], ao usarmos essa expressão (co-

nhecida como modelo SVdW [102]) obtemos resultados não f́ısicos para a fração do volume

do universo contido nos voids. Esse volume pode ser calculado através da expressão:

F (R) =

∫ ∞
R

dr

r
V (r)

dn

d ln r
, (4.45)

e que representa o volume do universo ocupado por voids com raio maior do que R. O

resultado para diferentes modelos, usando a mesma função de multiplicidade (4.44) é

apresentado na figura 4.3.

O modelo similar ao dos halos não funciona pois no caso dos voids é errado conside-

rarmos que a densidade numérica de estruturas é conservada do regime linear para o não

linear. Em vez disso, foi proposto em [10] que a densidade da fração volumétrica é que
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Figura 4.3: Fração do volume do universo, contido em voids com raio maior do que R,
para três modelos para sua abundância, todos utilizando a mesma função de multiplicidade
(4.44). A região rachurada representa o limite entre a teoria onde δc é o valor cŕıtico para
o colapso dos halos e a teoria em que ele é o contraste de densidade no momento do
turnaround. Figura 2 de [10].

seja conservada, de forma que

V (r)dn = V (rL)dnL|rL(r) ⇒
dn

d ln r
=
V (rL)

V (r)

dnL
d ln rL

d ln rL
d ln r

∣∣∣∣
rL(r)

, (4.46)

onde o ı́ndice L representa as quantidade calculadas no regime linear e rL(r) como o raio

linear depende do raio real (dado pelo fator de 1.71 calculado por conservação de volume

na seção de expansão esférica).

O modo de calcular a abundância de voids através da equação (4.46) é conhecido como

modelo Vdn, e foi o empregado em todos os casos, por conta de sua f́ısica mais clara e de

se saber possuir bons resultados em ΛCDM [10].

4.2.2 Uma Pequena Generalização

O modelo descrito na subseção anterior é o mais simples posśıvel que pode ser feito para

descrever a abundância dos voids, ele assume as mesmas hipóteses que o modelo de Press

e Schechter [21] para halos. Portanto, é de se esperar que, assim como no caso de halos,

seja posśıvel encontrar um modelo mais preciso.

No caso de halos, um dos primeiros melhoramentos que foram feitos na função de
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massa de Press e Schechter foi considerar que os halos não são perfeitamente esféricos.

Sheth e Tormen em 1999 [22] propuseram uma função de massa onde a barreira (condição

de contorno) não é uma simples constante e sim uma função complicada de S, ajustada

por simulações, consideração que melhorou muito o acordo da teoria com as simulações.

Novamente, motivados pela teoria dos halos, um primeiro aprimoramento da função

(4.44) seria tentar implementar uma barreira não constante afim de descrever voids que

não são totalmente esféricos. Além disso, mesmo no caso esférico, a densidade cŕıtica

para sua formação é dependente da escala considerada quando estamos trabalhando com

teorias modificadas de gravitação [16,27,30,31,173,199].

A forma mais simples de se implementar uma barreira não constante é considerando

uma dependência linear em S. Para o caso dos halos essa simplificação já se mostrou ser

capaz de incorporar, de forma satisfatória, os efeitos de um colapso não esférico [210],

além de existir uma expressão anaĺıtica neste caso [172].

Para generalizar mais o problema, consideramos que as barreiras também fazem uma

trajetória estocástica Markoviana com variância Dc,vS. Essa generalização deve conseguir

levar em conta posśıveis dificuldades envolvidas na detecção dos voids (problemas de

pureza e completeza) e/ou com a teoria de expansão esférica (como a aproximação tomada

no calculo do colapso esférico em gravitação modificada).

Essas generalizações podem ser implementadas promovendo as barreiras δc e δv para

barreiras estocásticas Bc(S) e Bv(S) que devem obedecer

〈Bc(S)〉 = δc + βcS ,

〈Bv(S)〉 = δv + βvS ,

〈Bc(S)Bc(S
′)〉 = Dc min(S, S ′) ,

〈Bv(S)Bv(S
′)〉 = Dv min(S, S ′) , (4.47)

onde δc e δv são os parâmetros cŕıticos para a formação de halos e voids em RG, βc e βv

descrevem as dependências com a escala na formação de ambas as estruturas, e Dc e Dv

as variâncias de cada uma das barreiras.

Para o estudo da densidade de probabilidade Π(δ, S), é conveniente introduzir-se uma
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nova variável estocástica [210]

Y (S) = Bv(S)− δ(S) , (4.48)

de forma que a equação de Langevin para essa variável fica:

dY

dS
= β + η(S), (4.49)

onde 〈η(S)η(S ′)〉 = (1 + Dv)min(S, S ′) e, a partir de agora tomaremos a simplificação

βc = βv = β4.

A equação de Fokker-Planck modificada para a distribuição de probabilidades, em

termos dessa nova variável, se torna:

∂Π

∂S
= −β ∂Π

∂Y
+

1 +D

2

∂2Π

∂Y 2
, (4.50)

sujeita às condições de contorno e inicial:

Π(Y = 0, S) = 0 ,

Π(Y = −δT , S) = 0 ,

Π(Y, S = 0) = δD(Y − δv) , (4.51)

onde nossa simplificação com os β’s torna a segunda condição de fronteira muito mais

simples por eliminar a dependência em S.

Em analogia com o caso de halos [210], para resolver essa equação devemos fazer a

mudança de variável Y → Ỹ = Y/
√

1 +D, e em seguida escrever nossa distribuição de

probabilidades como:

Π(Ỹ , S) = U(Ỹ , S) exp
[
c(Ỹ − cS/2− Ỹ0)

]
, (4.52)

onde c = β/
√

1 +D e Ỹ0 = δv/
√

1 +D.

Dessa forma a distribuição U(Ỹ , S) irá obedecer a equação de Fokker-Planck usual

4Note que, em prinćıpio, essa simplificação é tomada somente para tornar as equações resolv́ıveis.
Porém, como apresentado em [27], vemos que esses coeficientes possuem o mesmo sinal para ambas
estruturas, e, além disso, possuem valores da mesma ordem ∼ 10−3, justificando essa simplificação.
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(4.12). Portanto a solução, em termos de Y , fica:

Π(Y, S) = exp

[
β

1 +D
(Y − βS/2− δv)

] ∞∑
n=1

2

δT
sin

(
nπδv
δT

)
sin

(
nπ

δT
Y

)
exp

[
−n

2π2

2δ2
T

(1 +D)S

]
.

(4.53)

E a função de multiplicidade será

f(S) = 2S
1 +D

2

∂Π

∂Y

∣∣∣∣
Y=0

= 2(1+D)e−
β2S

2(1+D) e
βδv
1+D

∞∑
n=1

nπ

δ2
T

S sin

(
nπδv
δT

)
exp

[
−n

2π2

2δ2
T

(1 +D)S

]
.

(4.54)

Lembrando que Y = 0⇒ δ(S) = Bv(S).

Existem três casos limites que são importantes de se verificar:

• D = 0: Neste caso a espressão (4.54) fica:

f(S) = 2e−β
2Seβδv

∞∑
n=1

nπ

δ2
T

S sin

(
nπδv
δT

)
exp

[
−n

2π2

2δ2
T

S

]
, (4.55)

que coincide com a expressão (C10) em [102]. Note que em [102] é usada uma

inclinação negativa para barreira, portanto deve ser feita a correspondência β → −β;

• β = 0: Neste caso temos:

f(S) = 2(1 +D)
∞∑
n=1

nπ

δ2
T

S sin

(
nπδv
δT

)
exp

[
−n

2π2

2δ2
T

(1 +D)S

]
, (4.56)

e a expressão se torna igual à original (4.44) porém com a substituição S → (1 +

D)S ou (δc, δv) → (δc, δv)/
√

1 +D, assim como ocorre no caso de halos quando se

considera somente uma barreira difusa [112];

• Limite de Grandes Raios: Como no caso original (com duas barreiras estáticas da

equação (4.44)), sabemos que o void-in-cloud effect não deve ser relevante para voids

de grandes raios pois não esperamos que existam halos com raio & 3 Mpc/h. Então

para voids grandes a expressão (4.54) deve se reduzir à de uma barreira difusa e

inclinada [172]

f(S) =
|δv|√

S(1 +D)

√
2

π
exp

[
−(|δv|+ βS)2

2S(1 +D)

]
. (4.57)
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A equivalência desta expressão com a derivada no caso de duas barreiras (equação

(4.54)), na região de raios grandes, não é óbvia, mas pode ser visualizada na figura

4.4.

Portanto, nossa função de multiplicidade (4.54)) coincidi com todas as outras conhe-

cidas na literatura, para o caso dos voids, e possui as mesmas propriedades das funções

conhecidas para o caso dos halos.

4.3 Simulação de N-corpos e o Void Finder

Uma das principais complicações da cosmologia (em comparação com outras áreas da

f́ısica) é a impossibilidade de se fazer múltiplas realizações de um experimento para testar

nossas teorias, pois só temos um único universo observável. Portanto a única possibilidade

é fazer múltiplas observações do universo.

Para tentar aliviar esse problema, algo muito utilizado são simulações de N-corpos, já

que com elas é posśıvel se ter uma ideia de como seria o Universo hoje assumindo um certo

conjunto de condições iniciais, de parâmetros cosmológicos e uma teoria de gravitação5

nessa configuração.

Este trabalho usou simulações para comparar nossas predições teóricas com os dados

simulados e investigar o efeito de teorias modificadas de gravitação em alguns observáveis.

O objetivo desta seção é o de descrever as simulações utilizadas e o algoritmo desenvolvido

para obtenção do catálogo de voids (e halos).

4.3.1 Descrição das Simulações

Neste trabalho foram utilizadas simulações evolúıdas com o código de N-corpos ISIS [200],

baseada no RAMSES [211], que é um algoritmo que considera somente o campo de matéria

escura fria. Foram utilizadas um total de oito simulações, onde todas elas tiveram as

mesmas condições iniciais e cosmologia e vario-se as teorias gravitacionais utilizadas para

a evolução temporal.

Para todas as simulações foram utilizados os valores para os parâmetros cosmológicos

presentes na tabela 4.1.

5Na verdade, normalmente se realiza esse processo apenas para matéria escura e, a partir de sua
distribuição, temos predições de como se colocar galáxias e outros observáveis [99].
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4.3. SIMULAÇÃO DE N-CORPOS E O VOID FINDER

1 2 5 10 20
R [Mpc/h]

10-1

100

101
d
n
/d
n

2S
B

Ratio Between Models
D 0

β 0

2LDB
1LDB

Figura 4.4: Gráfico da diferença relativa da abundância de voids, usando a expressão
(4.46) e as funções de multiplicidade com uma Eq.(4.57) (linha pontilhada e tracejada
roxa) e duas Eq.(4.54) (linha tracejada azul) bareiras com relação a expressão com as
duas barreiras estáticas Eq.(4.44). Pode-se ver que a partir de R & 5 Mpc/h, as funções
são idênticas. Também estão apresentados o casos com somente D 6= 0 (linha cont́ınua
verde) e somente β 6= 0 (linha pontilhada vermelha) para o caso de duas barreiras, com
todos os valores não nulos fixados em 0.3.
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Tabela 4.1: Parâmetros cosmológicos utilizados nas simulações.
Parâmetro Valor

Ωb 0.045
ΩDM 0.222
ΩΛ 0.733
Ωk 0
Ων 0

H0 (km/s/Mpc) 71.9
TCMB (K) 2.726

Nν 0
n 1
As 2.018× 10−9

YHe 0.24

Tabela 4.2: Parâmetros das gravitações modificadas utilizados nas simulações.
Modelo n |fR0| Modelo zSSB β L

fofr4 1 10−4 Symm A 1 1 1
fofr5 1 10−5 Symm B 2 1 1
fofr6 1 10−6 Symm C 1 2 1

Symm D 3 1 1

O parâmetro As corresponde a um σ8 = 0.8 na simulação com ΛCDM.

As simulações possuem N = 5123 part́ıculas em um caixa cúbica de Lbox = 256 Mpc/h

de lado, de forma que a densidade média de part́ıculas é n̄ = 8 h/Mpc3, a separação média

entre elas é de l̄ = 0.5 Mpc/h. A massa de cada part́ıcula é 9.26×109M�/h. Esses valores

dão uma ideia da resolução da simulação em regiões de baixa densidade.

Foram realizadas: uma simulação para Relatividade Geral, três para a teoria f(R) de

Hu-Sawicki [1] e quatro para o modelo Symmetron [4]. Os parâmetros para cada uma das

simulações de gravidade modificada estão indicados na tabela 4.2.

4.3.2 Descrição dos Algoritmos

O algoritmo mais utilizado na literatura para detecção de voids é o ZOBOV [212], que

estima a densidade local de cada part́ıcula utilizando uma tesselação de Voronoi 3D (veja

figura 4.5) e atribui o inverso do volume de cada célula de Voronoi como sendo a densidade

da part́ıcula que gerou aquela célula. Após a determinação das densidades, o programa

usa um algoritmo de Watershed para encontrar os mı́nimos locais do campo de densidade

e determinar ”zonas”6, então ele une essas zonas (utilizando um certo parâmetro) para

6As zonas são determinadas como sendo vales de densidade, de forma que o gradiente de densidade
sempre aponte para fora da zona.
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Figura 4.5: Exemplo da criação de uma tesselação de Voronoi (em vermelho) em um
conjunto de part́ıculas 2D (pontos pretos) a partir do conjugado de uma triangulação de
Delaunay (em preto).

formar os voids.

O catálogo final gerado pelo ZOBOV contém, entre outras coisas, a part́ıcula central

(part́ıcula menos densa), o volume total do void, que normalmente é utilizado para estimar

um raio para o memso, e a probabilidade de o void não ser somente uma flutuação de

Poisson (a significância da detecção).

Muitos trabalhos na literatura utilizam a sáıda desse algoritmo [15,98,99,116,204,206].

Porém o fato de os voids não serem esféricos e sim uma união de células de Voronoi, torna

dif́ıcil a modelagem teórica de sua abundância [98]. Além disso, o único parâmetro livre do

código, que determina como unir as ”zonas”, possui grande impacto no catálogo obtido.

Outra tentativa de conciliar os dados com a teoria é o de se encontrar voids esféricos

ao invés dosnão esféricos de Voronoi e utilizar a teoria de expansão esférica usual. Isso

foi mostrado produzir bons resultados [10].

Nesse trabalho foi desenvolvido um algoritmo para a detecção de voids esféricos em

simulações de N-corpos, baseado no programa ZOBOV [212], semelhante ao que foi feito

em [10].

O programa funciona com duas opções principais que determinam como o centro de

cada void será escolhido. A primeira opção utiliza como centro a part́ıcula menos densa

de cada zona dada pelo ZOBOV e a segunda utiliza o ”centro de volume”7 das part́ıculas

7O centro de volume é dado de maneira análoga ao centro de massa porém com as posições pesadas
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de cada zona. Verificou-se que que a escolha do centro não é relevante no estudo da

abundância dos voids, mais possui impacto sobre seus perfis. Uma vez determinada a

posição central dos voids ela não é mais alterada, pois esse processo simples já encontra

resultados satisfatórios e tentativas de se redefinir o centro à medida que se cresce o void

são instáveis, no sentido que não convergem para um resultado final nunca.

A lista com os centros é ordenada de forma que os pontos que representem voids com

menores chances de serem ruidos de Poisson venham primeiro. Note que essa ordenação

dos centros (ordem com que os voids serão procurados) é importante pois não queremos

overlaps. Além disso, são mantidos somente os centros que possuam uma sobredensidade

menor do que o limiar escolhido (∆void = −0.8).

O catálogo de part́ıculas é então salvo de forma a tornar mais fácil de se encontrar

part́ıculas próximas umas as outras, até um certo limite de distância.

Cada um dos centros é avaliado, dentro de um loop, de forma paralela, afim de se

descobrir qual o tamanho da região esférica em torno dele que possui 1 + ∆void vezes a

densidade média do catálogo. Esse processo é idêntico ao feito em um halo finder onde o

parâmteor 1 + ∆void substitui o ∆v.

O usuário determina um raio máximo que os voids poderam ter (que pode ser estimado

pela teoria, para o nosso caso utilizou-se 20 Mpc/h). São consideradas as part́ıculas

dentro de um cubo com o dobro desse comprimentoe com centro no centro de cada void

e calcula-se suas distâncias até o centro. Então ordenam-se as distâncias e se calcular a

sobredensidade numérica de uma esfera com o raio indo até cada uma das part́ıculas até

que ela fique maior do que nosso critério 1−∆void.

O void esférico é considerado como tendo o raio igual à média entre a distância da

primeira part́ıcula que ultrapassou o limiar e a última que não e a diferença entre elas

(dividida por dois) é tomada como o erro no raio.

O centro do void é a mesma da posição central escolhida no começo e o número de

part́ıculas é igual à quantidade que não ultrapassou o limiar.

Todas as part́ıculas desse void são marcadas, de forma a não poderem estar em outro

void. Quando um void começa a crescer sobre outro ele para imediatamente e são tomados

os mesmos procedimentos de quando ele atinge o limiar.

Note que esse processo não possui nenhum parâmetro livre, apenas parâmetros f́ısicos

pelo volume de sua respectiva célula de Voronoi e não por sua massa.
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(como o ∆void) e de optimização (como tamanho máximo para os voids).

Ao fim de todo o processo será gerado um catálogo contendo: um rank para cada void

(que determina a posição na lista de centros ordenada), sua coordenada central x, y e

z, seu raio e erro no raio, o número total de part́ıculas nele e um indicador de se o void

parou de crescer por atingir o limiar de densidade ou por ter atingido outro void.

Nosso procedimento encontra voids menores que o ZOBOV, o que se a seguirmos um

critério de densidade média f́ısica e por não permitirmos overlap entres os voids.

4.3.3 Povoando com Galáxias

A fim de tornar as simulações de matéria escura mais parecidas com observações reais,

é posśıvel adicionar galáxias seguindo alguma predição espećıfica. No nosso caso foi

utilizado um HOD (Halo Occupation Distribution).

Para aplicar o HOD é necessário encontrar os halos de matéria escura primeiro. Para

isso foi utilizado um procedimento semelhante ao do caso dos voids porém os centro foram

tomados como sendo todas as part́ıculas que possuam uma sobredensidade maior que 2008.

A figura 4.6 mostra o resultado da abundância de halos para a RG e para as teorias

f(R). Vemos que a diferença relativa chega a passar dos 50% para o caso |fR0| = 10−4.

Além disso vemos que os dados em RG são bem descritos pelo ajuste de Tinker et al. [11].

Dado esse catálogo de halos de matéria escura é posśıvel popula-los com galáxias

seguindo a descrição de [213], onde o número médio de galáxias centrais em cada halo, é

dado por:

〈Ncen(M)〉 =
1

2

[
1 + erf

(
logM − logMmin

σlogM

)]
, (4.58)

seguindo a distribuição do inteiro mais próximo.

Já o número médio de galáxias satélites em cada halo será:

〈Nsat(M)〉 = 〈Ncen(M)〉
(
M −M0

M ′
1

)α
, (4.59)

e deverá seguir uma distribuição de Poisson.

As galáxias centrais são colocadas no centro dos halos e as satélites devem seguir um

perfil de densidade radial (tomado como sendo um NFW [114]) e serem aleatoriamente

colocadas angularmente.

8Note que no caso dos halos essa definição exata do centro não é muito importante.
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Figura 4.6: (Esquerda): Abundância dos halos de matéria escura na simulação com RG
(cinza) e para três parâmetros de f(R): |fR0| = 10−6 (verde), |fR0| = 10−5 (azul) e
|fR0| = 10−4 (vermelho), a linha preta é a predição de Tinker et al. [11] para RG. (Di-
reita): Diferença relativa da abundância dos halos entre cada um dos casos de gravitação
modificada, do painel da esquerda, e a RG.

O modelo de HOD descrito acima possui alguns parâmetro livres que irão fixar pro-

priedades observacionais importantes das galáxias, como sua densidade numérica média e

seu bias. Nesse trabalho foram usado os mesmos parâmetros do conjunto Main 1 de [99],

com:

(logMmin, σlogM , logM0, logM ′
1, α) = (12.14, 0.17, 11.62, 13.43, 1.15) .

Esses parâmetros dão ao catálogo de galáxias um bias b e uma densidade média n̄ de:

(b, n̄) = (1.3, 5.55× 10−3[h/Mpc]3) ,

em uma cosmologia ΛCDM.

Foi aplicado o mesmo void finder nesse catálogo de galáxias, com o mesmo valor para

o limiar de sobredensidade ∆voids, e obtido um novo catálogo de voids

A figura 4.7 mostra um mapa da densidade nos catálogos de matéria escura e de

galáxias, para uma fatia de 50 Mpc/h na direção z, e para as teorias da RG e f(R), com

os voids de raio maior que 8 Mpc/h sobrepostos. Vemos que, apesar de não parecer haver

grande diferenças entre os campo de matéria escura em RG e f(R), aparecem alguns voids

a mais no segundo caso. Isso se deve ao fato de os voids serem um pouco maiores em
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Figura 4.7: Mapa de densidades para o catálogo com part́ıculas de matéria escura (painéis
de cima) e galáxias (painéis de baixo) para o caso da RG (painéis da esquerda) e f(R)
com |fR0| = 10−4 (painéis da direita), onde cores mais avermelhadas representam regiões
mais densas e mais azuladas regiões menos densas. Foi tomada uma fatia de 50 Mpc/h
na direção z (para se evitar problemas com a projeção). Os ćırculos amarelos e vermelhos
representam os voids com mais de 8 Mpc/h de raio em RG e f(R) respectivamente.
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CAPÍTULO 4. VOIDS COSMOLÓGICOS
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Figura 4.8: Diferença relativa entre a abundância de voids para cada um dos parâmetros
de gravitação modificada considerados e o caso ΛCDM. Os erros são simplesmente Poisson.
(Esquerda): Diferença relativa no modelo f(R) de Hu-Sawick para os parâmetros |fR0| =
10−6 (quadrados vermelhos com linha tracejada e pontilhada), 10−5 (triangulos verdes
com linhas tracejadas) and 10−4 (circulos azuis com linha sólida). (Direita): Diferença
relativa no modelo Symmetron para parâmetros zSSB = 1 (quadrados vermelhos com
linha tracejada e pontilhada) , 2 (triângulos verdes com linhas tracejadas) e 3 (circulos
azuis com linha sólida), e com β = L = 1 em todos os casos.

f(R), fazendo que alguns que tinham raios menores que 8 Mpc/h em RG passarem a ter

raios maiores que esse limite em f(R).

Na mesma figura vemos que o caso com galáxias possui uma resolução muito baixa do

campo de densidades, portanto não é esperado ser posśıvel identificar grandes diferenças

entre RG e f(R) em um volume pequeno como esse.

4.4 Comparações da Abundância dos Voids

Até agora, já desenvolvemos um formalismo para prever a abundância de voids via a

expressão (4.54). Além disso, foi desenvolvido um algoritmo para a detecção de voids

esféricos em simulações de N-corpos, descrito na seção anterior.

Na figura 4.8 vemos a diferença relativa na abundância de voids para quase todas

as simulações9. Note que chegamos a obter diferenças maiores que 40% em 1σ, e que

9Não inclui-se a simulação symmC pois ela é a única que possui um valor diferente de β e, por
simplicidade, escolheu-se as simulações de forma que somente um parâmetro variasse.
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Figura 4.9: Abundância de voids para ΛCDM (pontos circulares cinzas) e f(R) com
log |fR0| = −4 (triângulos vermelhos) acompanhados com a teoria de Vdn (4.46) com a
função de multiplicidade (4.44) utilizando o espectro de potência de ΛCDM (em linhas
cinzas) e de f(R) com log |fR0| = −4 (linhas vermelhas). A região hachurada representa
todas as possibilidades de valores para δc entre o valor de turnaround e de colapso.

assim como no caso dos halos, a diferença aumenta em função do raio. As incertezas nas

abundâncias foram calculadas considerando-se somente o erro de Poisson na contagem

dos voids.

A figura 4.9 mostra que mesmo a teoria mais simples para a abundância de voids, com

duas barreiras constantes e determińısticas (equação (4.44)) consegue obter bons resul-

tados. Além disso, simplesmente usando o espectro linear para a gravitação modificada,

a curva já possui a mesma tendência que os pontos, ficando maior para voids com raio

maior e menor em raios menores, se comparado com o caso ΛCDM.

Ambas as figuras nos mostram que as teorias de gravitação modificadas deixam marcas

na abundância de voids que, principalmente em observações em grandes volumes, podem

ser detectadas. Além disso, vemos que mesmo o modelo mais simples possui uma con-

cordância boa com os dados, tornando potencialmente promissor o uso desse observável

para vincular teorias modificadas de gravitação (principal motivação deste trabalho).

Nas próximas subseções estudarei os v́ınculos que três funções de multiplicidade dife-

rentes produzem. Utilizarei o modelo mais simples com as duas barreiras estáticas (4.44),

o modelo com somente uma barreira com depêndencia linear na variância e com estocas-

ticidade (4.57), e o análogo com duas barreiras (4.54), onde em todos os casos utilizarei

o modelo Vdn (4.46) para passar nossa predição para o regime não linear.
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Tabela 4.3: Modelos para as funções de multiplicidade dos voids usadas nesse trabalho
com suas respectivas propriedades e notações.

Modelo Barreiras Parâmetros Não nulos Equação
2SB 2 estáticas δc, δv Eq.(4.44)
1LDB 1 linear e difusa δv, β, D Eq.(4.57)
2LDB 2 lineares e difusas δc, δv, β, D Eq.(4.54)

A tabela 4.3 apresenta as funções de multiplicidade utilizadas nesta seção para a

comparação com os voids da simulação, bem como as caracteŕısticas de suas barreiras e

os parâmetros não nulos. Note que δc e δv não são parâmetros livres e são fixados pela

teoria de expansão e colapso esféricos em ΛCDM (veja tabela 3.1).

4.4.1 Ajuste dos Parâmetros Livres

Tanto no modelo com uma barreira (4.57) quanto no de duas (4.54), existem dois parâmetros

livres que devem ser ajustados. O parâmetro β tenta descrever a dependência da(s) bar-

reira(s) com a escala, que pode acontecer por conta de uma dinâmica não esférica [22]

ou por conta das dependências expĺıcitas de gravitação modificada [16]. O parâmetro D

tenta descrever posśıveis erros na detecção dos voids e nos cálculos (como no simplificado

cálculo de expansão esférica feito).

Para os próximos cálculos foi assumido, quando trabalhando com a teoria f(R), que

o limite da RG ocorre quando log |fR0| = 10−8. Esse limite foi tomado para não ser

necessário percorrer o espaço de parâmetros até −∞. Além disso, não é mais posśıvel

distinguir entre teorias f(R) e a RG a partir desse ponto. Em outras palavras, log |fR0| =

10−8 produz uma abundância igual a log |fR0| = 10−30, que por sua vez é a mesma da

RG, nos limites de nossas simulações.

A figura 4.10 apresenta os valores ajustados para os parâmetros livres nas 7 simulações

consideradas e os dois modelos de abundância (1LDB e 2LDB). Também são apresentados

ajustes simples (linear e quadrático) desses parâmetros em função dos parâmetros de

gravitação modificada.

A tabela 4.4 apresenta os valores numéricos utilizados para esses parâmetros com seus

respectivos desvios padrões para todos os casos. A covariância entre os dois parâmetros

não é nula, porém foi desprezada (a menos do processo de marginalização) nos ajustes da

figura 4.10.

Algo interessante a notar é a aparição de valores negativos para o D, apesar desses
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Figura 4.10: (Quatro Painéis Superiores): Ajustes de D e β para os modelos 1LDB, 2LDB
em função do parâmetro log |fR0| da teoria f(R). (Quatro Painéis Inferiores): Mesmos
gráficos porém em função do parâmetro zSSB da teoria Symmetron.

valores não fazerem sentido dada nossa interpretação inicial de representar a constante

de difusão das barreiras. No entanto, esse valores foram usados em todos os cálculos

seguintes provendo bons resultados. Esse valores negativos provavelmente aparecem para

compensar o valor de δv sendo utilizado (fixado no valor da RG), que não foi calculado

de uma teoria de expansão esférica completa para gravitação modificada10.

As relações obtidas na figura 4.10 serão usadas, juntamente com as dependências

no espectro de potência linear, para vincular os parâmetros das teorias modificadas de

gravitação consideradas.

4.4.2 Vinculando Gravitação Modificada

As figuras 4.11 e 4.12 apresentam a abundância de voids em todas as simulações considera-

das juntamente com as predições para os modelos 2SB, 1LDB e 2LDB com os parâmteros

encontrados na subseção anterior (presentes na tabela 4.4).

Nos painéis inferiores estão presentes as diferenças relativas em porcentagem. Neles

vemos que as teorias com os parâmetros β e D possuem um desvio de ∼ 10%, em 1σ,

com os resultados das simulações, mostrando que o formalismo desenvolvido traz gran-

10Note que os valores negativos aparecem somente em gravitação modificada e vão ficando mais nega-
tivos conforme a modificação vai aumentando.
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Tabela 4.4: Valores médios e desvio padrão (σ) da distribuição marginalizada para os
parâmetros livres β e D em todas as simulações de N-corpos e para os dois modelos de
abundância 1LDB e 2LDB.

Gravity β 1LDB D 1LDB β 2LDB D 2LDB
GR 0.0160.004

0.004 0.1850.021
0.021 −0.0340.002

0.002 0.0570.014
0.014

|fR0| = 10−6 0.0290.033
0.032 0.1680.020

0.021 −0.0320.002
0.002 −0.0030.012

0.011

|fR0| = 10−5 0.0340.003
0.003 0.1460.021

0.021 −0.0300.002
0.002 −0.0650.011

0.012

|fR0| = 10−4 0.0440.003
0.003 0.0760.021

0.021 −0.0260.002
0.002 −0.1550.010

0.010

zSSB = 1 0.0100.003
0.003 0.1500.020

0.020 −0.0450.002
0.002 0.0010.012

0.012

zSSB = 2 0.0250.002
0.002 −0.0110.016

0.017 −0.0320.002
0.002 −0.1850.009

0.009

zSSB = 3 0.0340.002
0.002 −0.1490.014

0.014 −0.0240.001
0.001 −0.3470.006

0.006

Tabela 4.5: χ2 reduzido para cada um dos modelos de gravitação modificada considerados
e para os três modelos para a abundância.

Gravitação 2SB 1LDB 2LDB
GR 15.76 3.45 1.59

|fR0| = 10−6 13.10 3.97 1.67
|fR0| = 10−5 21.10 5.52 2.11
|fR0| = 10−4 34.86 5.66 2.78
zSSB = 1 22.20 3.64 1.12
zSSB = 2 49.06 4.75 2.57
zSSB = 3 209.05 8.10 4.77

des melhoras à predição se comparado ao modelo mais simples 2SB, que possui as duas

barreiras estáticas e não estocásticas.

A tabela 4.5 apresenta o valor do χ2 reduzido (χ2 por grau de liberdade) para todos

os casos apresentados nas figuras 4.11 e 4.12. Fica claro que os modelos com parâmetros

livres são ∼ 10 vezes melhores do que o mais simples 2SB. Além disso, vemos que o

modelo 2LDB é um pouco melhor do que o 1LDB, indicando que o void-in-cloud effect é

realmente importante.

Os resultados para os modelos de abundância 1LDB e 2LDB são bons, já que apresen-

tam um χ2 reduzido próximo da unidade. No entanto, é importante notar que as teorias

com menores modificações são melhores descritas por nossos modelos, indicando haver

ainda algum ingrediente faltando nestas predições da abundância de voids em gravitação

modificada.
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Figura 4.11: (Superior Esquerdo): Distribuição de voids para RG da simulação (pontos
cinzas), da predição 2SB (curva solida vermelha), 1LDB (curva pontilhada e tracejada
roxa) e 2LDB (linha tracejada azul). Os painéis inferiores mostram a diferença relativa de
cada teoria com os pontos da simulação, com a mesma escolha de cores e estilos de linhas.
(Superior Direito): O mesmo para a teoria f(R) com |fR0| = 10−6. (Inferior Esquerdo):
O mesmo para |fR0| = 10−5. (Inferior Direito): O mesmo para |fR0| = 10−4.
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Figura 4.12: (Superior Esquerdo): Mesmo do painel superior esquerdo da figura 4.11.
(Superior Direito): O mesmo para a teoria Symmetron com zSSb = 1. (Inferior Esquerdo):
O mesmo para zSSb = 2. (Inferior Direito): O memso para zSSB = 3.
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Tabela 4.6: Valores do melhor ajuste (máximo da posterior) e média (±1σ) para todas
as simulações e previsões teóricas consideradas.

Parâmetro Melhor Ajuste Média
Modelos 2SB 1LDB 2LDB 2SB 1LDB 2LDB

log10 |fR0| = −8 (ΛCDM) -6.24 -8.00 -8.00 -6.24±0.09 -7.94±0.08 -7.92±0.10
log10 |fR0| = −6 -5.78 -5.88 -6.04 -5.79±0.07 -5.89±0.15 -6.04±0.14
log10 |fR0| = −5 -5.51 -4.95 -5.10 -5.51±0.07 -4.95±0.16 -5.09±0.19
log10 |fR0| = −4 -5.36 -4.01 -4.00 -5.36±0.08 -4.09±0.11 -4.16±0.20

zSSB = 0 (ΛCDM) 1.14 0.32 0.21 1.14±0.04 0.27±0.19 0.20±0.16
zSSB = 1 1.46 1.17 1.16 1.46±0.03 1.17±0.05 1.17±0.06
zSSB = 2 1.63 1.89 1.88 2.31±0.03 1.89±0.07 1.87±0.07
zSSB = 3 1.77 3.00 2.81 2.59±0.03 2.97±0.05 2.81±0.08

Os pontos da abundância de voids, medidos na simulação, foram usados como ”da-

dos”, e os modelos para abundância, juntamente com os ajustes da figura 4.10 como

”modelos”para a construção da likelihood, que foi mapeada afim de obter-se a posterior

para os parâmetros de gravitação modificada (|fR0| e zSSB). Todos os outros parâmetros,

inclusive os cosmológicos, foram fixados.

Nas figuras 4.13 e 4.14 são apresentadas as posteriores para todos os casos. Nessas

figuras podemos ver que os modelos com dois parâmetros livres recuperam muito bem

os parâmetros de gravitação modificada corretos (em 1σ para quase todas as simulações)

tanto no modelo f(R) quanto no Symmetron.

Outro ponto importante é que o resultado no caso ΛCDM depende da teoria de gra-

vitação modificada sendo avaliada. Por exemplo, quando avaliamos o modelo f(R), o caso

ΛCDM fica muito mais expĺıcito de ter sido recuperado do que no modelo Symmetron.

Algo que provavelmente melhoraria os resultados em Symmetron seria tentar estender a

posterior para valores negativos de zSSB. Apesar deles não serem f́ısicos isso tornariam

as médias de zSSB mais próximas de 0.

Na tabela 4.6 os valores obtidos nas análise das figuras4.13 e 4.14 são sintetizados

permitindo uma fácil comparação entre os valores corretos e os obtidos em nossa análise.

4.4.3 Vinculando Cosmologia

Na subseção anterior os parâmetros de gravitação modificada foram vinculados considerando-

se os parâmeteros cosmológicos fixos nos valores corretos das simulações. Além disso, foi

estudado qual o efeito de deixar, ao menos alguns parâmeteros cosmológicos livres, e apre-

123
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Figura 4.13: Distribuição posterior para log10 |fR0| do modelo f(R) de Hu-Sawicki nos
três modelos de abundância considerados, 2SB (linha cont́ınua vermelha), 2LDB (linha
tracejada azul) e 1LDB (linha tracejada e pontilhada roxa). A média e desvio padrão do
parâmetro são indicados na legenda. (Superior Esquerdo): Posterior para o caso ΛCDM
(|fR0| = 10−8). (Superior Direito): f(R) com |fR0| = 10−6. (Inferior Esquerdo): f(R)
com |fR0| = 10−5. (Inferior Direito): f(R) com |fR0| = 10−4.
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Figura 4.14: O mesmo da figura 4.13 porém para o parâmetro zSSB do modelo Symme-
tron. (Superior Esquerdo): Posterior para o caso ΛCDM (zSSB = 0). (Superior Direito):
Symmetron com zSSB = 1. (Inferior Esquerdo): Symmetron com zSSB = 2. (Inferior
Direto): Symmetron com zSSB = 3.
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sento esses resultados nessa seção. Em todos os casos se utilizou o modelo 2LDB para a

abundância dos voids, pois ele foi o modelo que se mostro mais acurado e robusto.

Para os parâmetros cosmológicos assumiu-se um prior gaussiano com a média no valor

correto da simulação e um desvio padrão igual ao do Planck [178] quando marginalizando

sobre todos os outros parâmetros. Esse prior tenta simular o efeito que teŕıamos ao con-

siderar um experimento de abundância de voids juntamente com o Planck para vincular

a cosmologia.

A figura 4.15 apresenta o resultado para as simulações de f(R), considerando H0 e Ωm

livres (além do parâmetro de gravitação modificada log |fR0|). Vemos que os resultados

para o parâmetro de gravitação é um pouco pior do que os encontrados na figura 4.13.

Porém os resultados para os parâmetros cosmológicos são um pouco melhores do que os

do Planck sozinho (o desvio padrão é reduzido pela metade), mostrando que a abundância

de voids é capaz de ajudar no v́ınculo da cosmologia.

Outro aspecto importante é que o parâmetro de gravitação modificada é degenerado

com o contraste de densidade da matéria Ωm, algo natural pelo fato de que ambos au-

mentam a formação de estruturas no universo. Seriam necessários outros experimentos,

provavelmente que não sejam relacionados com formação de estruturas em larga escala11,

para quebrar essa degenerescência.

A figura 4.16 apresenta resultados similares, porém adicionando o parâmetro w. As

conclusões obtidas são as mesmas, ou seja, o parâmetro de gravitação modificada é pior

vinculado se comparado com o caso isolado porém os cosmológicos melhoram um pouco

os vincuos do Planck.

Algo importante é que no caso ΛCDM os v́ınculos realmente indicam um universo

com RG, mostrando que a abundância de voids é confiável e não resulta em previsões

enviesadas, novamente mostrando seu poder para vincular a cosmologia e gravitação.

Os resultados dessa seção foram obtidos apenas para testar a capacidade da abundância

de voids em vincular a cosmologia juntamente com a gravitação, por conta disso os resul-

tados não foram reproduzidos para os outros modelos de abundância de voids nem para

a teoria Symmetron.

11Note que, experimentos que contenham essa degenerescência em outra direção, ao serem combinados
com esse, também seriam capazes de quebrar a degenerescência.
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Figura 4.15: Posteriores para o parâmetro de gravitação modificada log |fR0| e os cos-
mológicos H0 e Ωm. São apresentadas as posteriores para apenas um parâmetro nos
painéis diagonais e as curvas de ńıvel, da posterior de dois parâmetros, nos demais onde
podemos ver as covariâncias. As linhas azuis representam os valores corretos da simulação
e as linhas verticais tracejadas pretas, nos paineis com um único parâmetro, representam
a média da distribuição. (Superior Esquerdo): f(R) com |fR0| = 10−6. (Superior Direito):
f(R) com |fR0| = 10−5. (Inferior): f(R) com |fR0| = 10−4.
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Figura 4.16: Mesmo da figura 4.15 porém adicionando o parâmetro cosmológico w
(equação de estado da energia escura). (Superior Esquerdo): ΛCDM (|fR0| = 10−8).
(Superior Direito): f(R) com |fR0| = 10−6. (Inferior Esquerdo): f(R) com |fR0| = 10−5.
(Inferior Direito): f(R) com |fR0| = 10−4.
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4.4.4 Resultados nos Catálogos de Galáxias

Utilizando o procedimento de HOD, descrito na seção anterior, foram criados catálogos

de galáxias para a simulação de ΛCDM e para as três de f(R).

Na figura 4.17 vemos que os voids detectados no catálogo de galáxias (pontos cinza)

são maiores do que os detectados no catálogo de matéria escura (bem aproximados pelas

curvas azuis) criando uma grande diferença entre as medidas e a previsão neste caso.

Essa diferença se deve ao fato de o campo de galáxias ser um traçador enviesado do

campo de matéria escura. Portanto quando encontramos voids com 0.2 vezes a densidade

média no campo de galáxias estamos encontrando voids com um critério diferente no

campo de matéria escura.

Considerando que a relação entre o contraste de densidade de galáxias δg e de matéria

δDM é dada pelo bias bg da forma:

δg = bgδ , (4.60)

isso implica que

∆DM =
δg
bg

+ 1.0 , (4.61)

onde ∆DM − 1 = δDM .

Então, se estamos usando o critério δg = −0.8 para definir um void no campo de

galáxias, e o bias dessas galáxias é de 1.3, significa que o critério de sobredensidade no

campo de matéria é ∆ = 0.38.

Para corrigir a teoria da abundância de voids apresentada na figura 4.17 vamos consi-

derar que estamos usando esse novo valor como critério para o a densidade dos voids, já

que nossa teoria se baseia no campo de matéria e não de galáxias.

Utilizando o programa de expansão esférica com esse critério, obtemos um novo valor

cŕıtico de δv = −1.33 para a formação de um void, e pela conservação de massa, um fator

de expansão para o raio dos voids não lineares de NL = 1.37, onde consideramos que o

valor de δc de colapso dos halos não é alterado.

O resultado de nossa teoria ”corrigida”é apresentado em linhas vermelhas na figura

4.17, onde vemos que essa mudança vai na direção correta produzindo um resultado

qualitativamente melhor do que sem a correção (linhas azuis).

Nessa mesma figura nota-se que as barras de erros são grandes, de forma que não é

posśıvel saber qual teoria para a abundância dos voids é mais acurada para descrever os
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dados, a 2SB ou a 2LDB.

O tamanho dessas barras de erros também possui fator crucial em tentar-se discriminar

entre diferentes teorias de gravitação. Por exemplo, a figura 4.18 mostra a diferença

relativa, entre os três casos de f(R) e a RG, mostrando que não é posśıvel discriminar

entre qualquer uma das teorias e a RG utilizando a abundância de voids em galáxias.

A utilização da abundância de voids para vincular gravitação modificada, apesar de

promissora, só será posśıvel em volumes grandes onde as barras de erros serão reduzidas e

se tornará posśıvel obter um sinal-ruido bom. Como comparação, o catálogo de galáxias

gerado nesse trabalho possuia cerca de 6×104 galáxias, enquanto o DES pretende observar

cerca de 3 × 108 galáxias (redhttp://www.darkenergysurvey.org/the-des-project/survey-

and-operations/), com esse número muito maior de objetos, além do volume muito maior

de observação, esperamos ser posśıvel a aplicação das abundâncias calculadas nesse tra-

balho para se vincular gravitação.

Além da baixa densidade de objetos e de seu bias, as observações reais ainda apresen-

tarão muitas outras dificuldades como: a geometria não trivial do survey, mascaras em

sua área de observações, erros sistemáticos, além de, possivelmente, precisarmos calibrar

a completeza e pureza dos voids observados em maneira similar à feita nos halos [214].

4.5 Os Perfis dos Voids

Além da abundância dos voids (descrita na seção anterior) outros observáveis interessantes

são seus perfis, tanto de densidade como de velocidade [15,116]. Alguns trabalhos apontam

que estes perfis possuem um caráter universal tanto em simulações como em observações

[116]. Apesar de os perfis dos voids já terem sido estudados em alguns trabalhos [15,116,

215,216] os perfis de voids esféricos, como os encontrados neste trabalho, nunca foram.

Nesta seção irei apresentar o perfil radial dos voids esféricos empilhados, mostrando

como a teoria de gravitação afeta o perfil de densidades, além de estudar como se dá a

relação com o perfil de velocidade radial em ΛCDM. Além disso, apresento uma função

emṕırica que propusermos para descrever o perfil de densidade de nossos voids.
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Figura 4.17: Abundância dos voids no caso ΛCDM, encontrados no catálogo de galáxias,
juntamente com a predição teórica do modelo 2SB (em linhas cont́ınuas) e do 2LDB (em
linhas tracejadas). Em azul estão as predições com os valores usuais e em vermelho as
predições corrigidas pelo bias das galáxias.
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Figura 4.18: Diferença relativa entre a abundância de voids para os três valores de log |fR0|:
-6 (quadrados vermelhos unidos por linha pontilhada e tracejada), -5 (triângulos verdes
unidos por linha tracejada) e -4 (circulos azuis unidos por linha cont́ınua) com a RG,
todos medidos em seus respectivos catálogos de galáxias.

4.5.1 O Perfil de Densidade em Gravitação Modificada

O perfil de densidade radial, de cada void, foi calculado através da expressão:

ρv(r) =
3

4π

∑
i

mi(ri)Ξ(ri)

(r + δr)3 − (r − δr)3
, (4.62)

onde ri é a posição, com relação ao centro do void, da i-ésima part́ıcula, ri seu modulo, mi

sua massa e Ξ(ri) = θH(ri − (r − δr))θH(−ri + (r + δr)) é a combinação de duas funções

de Heaviside θH que define o bin radial.

Em nosso caso, como estamos estudando uma simulação, a massa de todas as part́ıculas

é igual, portanto a expressão (4.62) nada mais é do que a contagem de part́ıculas em cada

bin radial12.

Uma vez obtidos os perfis individuais foi realizado um empilhamento dos voids com

raio semelhante, afim de se obter um objeto esfericamente simétrico e com maior sinal-

ruido.

A figura 4.19 apresenta o perfil de sobredensidade, para todas as simulações conside-

12Quando utilizamos os voids resultantes do void finder que coloca o centro na part́ıcula menos densa
removemos essa part́ıcula central para que o centro do void fique vazio.
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radas, bem como a diferença relativa entre os casos de gravitação modificada com o de

ΛCDM para três intervalos de raio diferentes nos empilhamentos: [0.5, 1.0], [1.0, 2.0] e

[5.0, 10.0] Mpc/h da primeira à terceira linha, respectivamente.

Observando os painéis da esquerda vemos que nossos voids são realmente vazios

próximo ao centro, diferente dos encontrados quando se utiliza diretamente a sáıda do

ZOBOV [15, 116]. Além disso, eles apresentam uma sobredensidade (”parede”) em sua

região externa (r/rv ∼ 2−4) e tendem à densidade média do universo para raios grandes.

Para os menores voids não aparece essa tendência à densidade média do universo pois

estamos olhando para escalas muito pequenas (. 10 Mpc/h).

Nos painéis da direita vemos que a diferença relativa é muito menor do que no caso

da abundância (. 20%) e a maior diferença ocorre na região externa de sobredensi-

dade13, resultado do incremento da taxa de expansão dos voids em teorias modificadas

de gravitação. Novamente essa diferença é maior para teorias com maior modificação, na

gravitação assim como esperado.

Para a tentativa de ajustar o perfil de densidades foram utilizados somente os resul-

tados em ΛCDM, pois parece não haver grandes possibilidades de discriminação entre os

modelos nesse observável. Além disso, esse é o caso mais simples e não possui ajuste na

literatura.

Foi utilizada a seguinte expressão para o ajuste:

ρv(x)

ρ̄
=
xα + Axβ

(x+ k)α
, (4.63)

onde α, β, A e k são parâmetros livres e x = r/rv.

Essa função foi escolhida de forma a cumprir os seguintes requisito (observados nos

perfis da figura 4.19):

• ρv(x=0)
ρ̄

= 0;

• ρv(x)
ρ̄
→ 1 quando x→∞;

• Possuir um máximo (para descrever a sobredensidade na região externa);

• Possuir um ponto de inflexão (que ocorre quando x ∼ 1).

13As regiões muito internas não são confiáveis por estarem em escalas menores que a resolução da
simulação e contarem com divisões de números próximos a zero.
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Figura 4.19: Perfis de densidade radial dos voids em todas as simulações consideradas
em função de r/rv, com rV sendo o raio do void . (Primeira Linha): Empilhamento de
todos os voids com raio no intervalo [0.5, 1.0] Mpc/h, o painel da esquerda apresenta o
perfil de sobredensidade para todas as simulações, e o da direita a diferença relativa entre
todos os casos de gravitação modificada com o caso ΛCDM. (Segunda Linha): O mesmo
para um empilhamento de voids com raio no intervalo [1.0, 2.0] Mpc/h. (Terceira Linha):
O mesmo para um empilhamento de voids com raio no intervalo [5.0, 10.0] Mpc/h.
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Figura 4.20: Perfis de sobredensidade radial empilhados dos voids, com o centro tomado
na part́ıcula de menor densidade, na simulação ΛCDM (pontos azuis) juntamente com o
melhor ajuste da expressão (4.63) (linha vermelha). (Superior Esquerdo): Empilhamento
no intervalo [1.0, 2.0] Mpc/h. (Superior Direito): Empilhamento no intervalo [3.0, 5.0]
Mpc/h. (Inferior Esquerdo): Empilhamento no intervalo [5.0, 8.0] Mpc/h. (Inferior Di-
reito): Empilhamento no intervalo [8.0, 10.0] Mpc/h.

A figura 4.20 apresenta a comparação entre os perfis medidos e os melhores ajustes

para a expressão (4.63). Vemos que nossa expressão teórica (4.63) também reproduz bem

os casos que não possuem o ponto de máximo (paredes) nas regiões externas.

Nossos voids possuem algumas caracteŕısticas semelhantes aos encontrados direta-

mente do ZOBOV, como a presença da parede nos menores e sua ausência nos maiores.

Porém, assim como discutido anteriormente, os nossos voids são menores e possuem regiões

internas menos densas. Nosso ajuste (4.63) possui o mesmo numero de parâmetros livres

que o utilizado no caso do ZOBOV [15, 116], porém com uma interpretação não tão clara

até o momento.

A tabela 4.7 apresenta o melhor ajuste para cada um dos parâmetros da expressão
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Tabela 4.7: Valores para os melhores ajustes do parâmetros livres do perfil de densidade
dado pela equação (4.63) para os quatro intervalos de raios considerados.

Raio Médio do intervalo (Mpc/h) A α β k
1.64 22.56 310.8 309.5 0.00107
3.63 7.861 310.8 309.5 0.01068
5.78 3.382 310.8 309.6 0.01038
8.68 18.48 310.8 309.2 0.01373

Tabela 4.8: Catálogos de voids usados para as comparações entre os perfis de densidade
em RG.

Catálogo Centro do void Geometria do void
cv-zb Centro de volume União de células de Voronoi
ld-zb Part́ıcula menos densa União de células de Voronoi
cv-sp Centro de volume Esférico
ld-sp Part́ıcula menos densa Esférico

do perfil (4.63). Nela vemos que os expoentes α e β possuem valores muito grandes

comparados aos outros valores indicando que esse modelo simplificado talvez não seja o

mais correto, apesar de reproduzir bem os perfis. Pela tabela temos que α > β em todos

os casos, condição que é necessária para obtermos o limite que queremos quando x→∞.

4.5.2 O Perfil de Densidade em Relatividade Geral

Para tentar entender como as escolhas de nosso void finder afetam o perfil de densidade

nós medidos os perfis, para a simulação com RG, para as duas geometrias dos voids e

para as duas definições de centros mais presentes na literatura.

A tabela 4.8 apresenta os quatro catálogos usados bem como a escolha qual foi a

escolha para os centro de geometria dos voids no catálogo.

O catálogo ls-sp é o mesmo utilizado nas análises anteriores onde o centro é tomado

como sendo na part́ıcula menos densa do void e sua geometria é esférica. O catálogo cv-zb

é igual aos catálogos usualmente utilizados na literatura de voids, ele possui o centro no

”centro de volume”do void e sua geometri é dada pela união das células de Voronoi de

cada part́ıcula no void. Também usamos outros dois catálogos que possuem as outras

duas combinações sposśıveis de centro de geometria, com isso esperamos conseguir ver o

efeito de cada uma das escolhas nos perfis.

A figura 4.21 mostra a abundância dos voids para cada um dos catálogos descritos na

tabela 4.8. Vemos que a escolha do centro do void afeta muito fracamente a abundância
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Figura 4.21: Abundância dos voids para os quatro tipos de catálogos utilizados nas
análises dos perfis de densidade apresentado na tabela 4.8.

dos voids esféricos e não afeta a abundância dos voids não esféricos. Além disso, como já

notado anteriormente, os voids esféricos são muito menores do que os obtidos diretamente

pelo ZOBOV, isso se deve ao feto de esses último não respeitarem nenhum critério de

sobredensidade e não necessitarem ser realmente vazio.

Para esses testes dos perfis de densidade dos voids tamb́em vamos considerar o perfil

proposto em [15] descrito pela expressão:

ρv(r)

ρ̄
= 1 + δc

1− (r/rs)
α

1 + (r/rv)β
, (4.64)

onde δc, α, β e rs são parâmetros livres e rv é o raio médio dos voids no empilhamento

considerado.

Na figura 4.22 apresento os perfis de densidade dos voids empilhados, para cada um

dos quatro catálogos descritos na tabela 4.8, para três diferentes bins de raio. Também

apresento o melhor ajuste de nossa espressão para o perfil (4.63) e da expressão (4.64).

Com essa figura podemos ver como as duas propriedades dos voids afetam o perfil de

densidade:

• Os voids não esféricos possuem a parede de densidade em r ≈ rv enquanto os voids

esféricos possuem essa parede em regiões mais externas com r ≈ 2− 4× rv;
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• Considerando o centro no ”centro de volume”do voids faz com que a parede de

densidade fique mais próxima do raio do empilhamento, além de fazem com que ela

seja mais estrita do que no caso do centro na part́ıcula menos densa;

• O centro na part́ıcula menos densa, assim como os voids esféricos, possuem uma

densidade central mais baixa que, para o caso ld-sp, é nula em r = 0;

• A forma funcional (4.64) se ajusta melhor aos dados para os voids não esféricos

enquanto, nossa forma funcional (4.63), se ajusta melhor para os eféricos. Isso é

natural pois a forma (4.64) foi criada para concordar com os voids do ZOBOV que

possuem uma região central com densidade não nula e os voids esféricos possuem

uma região central muito mais vazia;

• A forma funcional (4.64) prevê densidade negativas para raios pequenos, isso ocorre

pois ela não consegue ir naturalmente para 0 quando r → 0.

Além dos comportamentos observados acima para os diferentes catálogos, vemos que

a depêndencia do perfil no raio médio do empilhamento é muito similar em todos os casos,

ondem a parede de densidade vai diminuindo conforme vamos para voids maiores.

A figura 4.23 apresenta os perfis de densidade (como na figura 4.22) porém com a

informação organizada de forma diferente, em cada painel é apresentado os resultados dos

quatro catálogos para algum bin espećıfico de raio, dessa forma podemos observar como

voids de mesmo tamanho possuem perfis de densidade diferentes se definidos de maneira

diferentes.

Podemos observar as mesmas propriedades observadas na figura anterior. As barreiras

tendem a ser mais estreitas e ocorrerem em raio menores para o voids não esféricos, voids

esféricos e com o centro na part́ıcula menos densa possuem densidades centrais menores

e nossa forma funcional funciona melhor para os voids esféricos enquanto a forma (4.64)

funciona melhor para os não esféricos.

4.5.3 O Perfil de Velocidade Radial

Além do perfil de densidade, outro observável estudado foi o perfil radial da componente

radial da velocidade peculiar das part́ıculas nos voids. Já foi apontado uma posśıvel
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Figura 4.22: (Superior Esquerdo): Contraste de densidade dos void do tipo cv-zb como
função da coordenada radial normalizada pelo raio médio do empilhamento para três
diferentes raios médios do empilhamento: 2.9 Mpc/h (em vermelho), 4.2 Mpc/h (em
verde) e 8.1 Mpc/h (em roxo). Também é plotado o melhor ajuste para os perfis (4.64)
(em linhas sólidas) e (4.63) (em linhas tracejadas). (Superior Direito): O mesmo para o
catálogo ld-zb. (Inferior Esquerdo): O mesmo para o catálogo cv-sp. (Inferior Direito):
O mesmo para o catálogo ld-sp.
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Figura 4.23: (Superior Esquerdo): Contraste de densidade para todos os catálogos da ta-
bela 4.8 como função da coordenada radial normalizada pelo raio médio do empilhamento
para um empilhamento de raio médio de 2.76 Mpc/h. Também é plotado o melhor ajuste
para os perfis (4.64) (em linhas sólidas) e (4.63) (em linhas tracejadas). (Superior Di-
reito): O mesmo para voids com raio médio de 4.12 Mpc/h. (Inferior Direito): O mesmo
para voids com raio médio de 5.75 Mpc/h. (Inferior Direito): O mesmo para voids com
raio médio de 8.04 Mpc/h.
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relação, utilizando teoria de perturbações lineares, entre o perfil de densidades e veloci-

dades radiais para o caso de voids [15], tornando essas medidas combinadas uma posśıvel

ferramente para se vincular gravitação e cosmologia.

O perfil radial de velocidades dos voids foi medido utilizando a seguinte relação:

vr(r) =
1

N(r)

∑
i

vi(ri) ·
ri
ri
Vc(ri)Ξ(ri) , (4.65)

onde vi(ri) é velocidade peculiar da i-ésima part́ıcula localizada em ri, Vc(ri) o volume da

célula de Voronoi associada a ela e N(r) =
∑

i Vc(ri)Ξ(ri). Usando o volume de Voronoi

como peso garante um perfil de velocidades volumetricamente representativo.

Assumindo que os voids estejam no regime linear de perturbações (equações (3.31)) o

seu perfil de velocidade pode ser relacionado com o de densidade pela expressão:

vr(r) = −1

3
Ωγ
mH(z)r∆(r) , (4.66)

onde γ é o ı́ndice de crescimento linear da matéria (' 0.55 em ΛCDM), H(z) é a função

de Hubble e ∆(r) é o perfil de contraste de densidade integrado até o raio r

∆(r) =
3

r3

∫ r

0

(
ρV (q)

ρ̄
− 1

)
q2dq . (4.67)

A figura 4.24 apresenta o perfil de velocidade medido utilizando a expressão (4.65),

juntamente com o calculado através da expressão (4.66) utilizando os perfis de densidade

medidos da figura 4.20.

Observa-se que a concordância não é tão boa quanto no caso dos voids do ZOBOV

(ver referência [15]). Porém apresenta um comportamento qualitativo semelhante, com

a posição do máximo muito próxima e com os valores de velocidade negativos para as

regiões externas dos voids menores (onde há a parede de densidade).

Além disso, podemos ver que a concordância entre o perfil medido e o predito pela

teoria linear melhora à medida que consideramos empilhamentos com voids maiores, isso

é exatamente o esperado pois estes voids maiores possuem um contraste de densidade

menor onde a teoria linear se aplica melhor.

Os valores positivos representam part́ıculas saindo do void, enquanto os valores nega-

tivos representam part́ıculas entrando nele. Observa-se que só há valores negativos nos
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Figura 4.24: Perfis de velocidade radial empilhados dos voids, com centro na part́ıcula
menos densa, na simulação ΛCDM (pontos azuis) juntamente com a previsão gerada,
utilizando a teoria linear (4.66), a partir dos perfis de densidade da figura 4.20 (linha ver-
melha). (Superior Esquerdo): Empilhamento no intervalo [1.0, 2.0] Mpc/h. (Superior Di-
reito): Empilhamento no intervalo [3.0, 5.0] Mpc/h. (Inferior Esquerdo): Empilhamento
no intervalo [5.0, 8.0] Mpc/h. (Inferior Direito): Empilhamento no intervalo [8.0, 10.0]
Mpc/h.
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voids menores onde existe a parede na região externa. Onde não há essa sobredensidade

as part́ıculas sempre são expelidas do centro do void atingindo a velocidade máxima em

x ∼ 2 e indo a zero à medida que o raio cresce.

4.5.4 A Relação entre os Perfis

Além de se modelar os perfis de densidade e de velocidade dos voids outra possibilidade é

tentar usa a razão entre eles para se obter diretamente uma um vinculo cosmológico e na

gravitação. Pela equação (4.66), dada pela equação de continuidade linearizada, podemos

escrever a seguinte expressão para a razão entre o prefil de velocidade e de densidade

integrado:
vr(r)

r∆(r)
= −1

3
f(z)H(z) , (4.68)

onde f(z) é a taxa de crescimento das perturbações lineares de matéria escura, e é definida

por:

f(z) =
d lnD(z)

d ln a(z)
, (4.69)

onde D(a) é a função de crescimento das perturbações.

Portanto, a equação (4.68) nos permite relacionar diretamente a razão entre os dois

perfis, que é um observável, com o produto f(z)H(z). Note que essa predição para a

razão entre os perfis não possui nenhum parâmetro livre e a única suposição feita foi que

a teoria de perturbações linear é valida (algo que esperamos ser aproximadamente perto

dos voids).

Essa medida é interessante pois nos permite medir a taxa de crescimento de forma

independente de σ8, que é algo que não é posśıvel com a maneira usual de se medir esse

parâmetro através das distorções de redshift. Além disso, esse observável nos permite fazer

medidas locais, tanto no tempo como no espaço, que podem ser usadas para se vincular

o prinćıpio da equivalência diretamente.

Medir o valor da taxa de crescimento é uma ótima forma de se impor v́ınculos em

teorias de gravitação pois ele é muito senśıvel a teorias diferentes. Como exemplo a figura

4.25 mostra as predições, para a taxa de crescimento, para a teoria ΛCDM, uma teoria

f(R) e uma DGP, além de apresentar a previsão para a precisão que espera-se conseguir

obter, através de medidas de distorção de redshift, no DESI [12]. Vemos que as teorias de

gravitação modificada apresentam uma taxa de crescimento muito diferente da produzida
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Figura 4.25: Valores teóricos para a taxa de crescimento no modelo ΛCDM (linha preta),
para um modelo f(R) (linhas vermelha e verde) e para um modelo DGP (linha azul).
Também são apresentados os v́ınculos que espera-se obter no esperimento DESI [12].
Figura 2 de [13].

em RG, se comparado com as barras de erros previstas.

Apesar da taxa de crescimento ser promissora em vincular teorias de gravitação suas

medidas ainda possuem um erro muito grande, além de não ser posśıvel fazer uma medida

não degenerada com σ8
14.

Na figura 4.26 apresento um exemplo de um conjunto de medidas do produto f(z)σ8

em função do redshift bem como a previsão dada pela RG. Vemos que as barras de erro

são grande de forma que não é posśıvel diferenciar entre a previsão usando os parâmetros

cosmológicos do Planck e a previsão utilizando os parâmetros do WMAP5. Além disso,

observando o eixo vertical, fica claro que todas as medidas são feitas para o produto

f(z)σ8 e não somente para a taxa de expansão.

Motivados por essa grande sensibilidade da taxa de crescimento com as teorias de

gravitação e com a cosmologia e pelo fato de ser dif́ıcil medir, de forma acurada e não

degenerada, esse parâmetro utilizando os métodos usuais nos testamos os poder da razão

entre os perfis dos voids em se vincular este parâmetro.

Para esse projeto utilizamos quatro simulações em ΛCDM geradas com o código

14Isso ocorre pois a técnica atualmente utilizada para se medir a taxa de crescimento das perturbações
consiste em medir o monopolo e o quadripolo do espectro de potências no espaço de redshift e, nessa
medida, o f aparece multiplicando o espectro linear.
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Figura 4.26: Medidas para o produto f(z)σ8 em função do redshift bem como as predições,
dadas pela RG, utilizando os parâmetros cosmológicos vinculados pelo Plack (linha
cont́ınua) e pelo WMAP5 (linha tracejada). Figura 15 de [14].

Tabela 4.9: Simulações geradas para o projeto de se medir a taxa de crescimento com a
razão entre os perfis dos voids.

Simulação Ωm H0

lcdm1 0.31 67.0
lcdm2 0.26 72.0
lcdm3 0.285 69.5
lcdm4 0.31 72.0

RAMSES [211]. Os parâmetros cosmológicos utilizados em cada simulação são apresen-

tados na tabela 4.9.

Na figura 4.27 apresento os resultados que obtemos quando consideramos a razão entre

os perfis de voids empilhados. Mostro os resultados para cada bin radial individual bem

como o resultado considerando todos os bins.

Quando consideramos todos os bins radiais vemos que conseguimos sempre recuperar

o valor correto da taxa de crescimento dentro de 20%, diferença essa competitiva com a

medições atuais apresentadas na figura 4.26. Além disso, vemos que os valores medidos

são mais próximos as corretos para os voids maiores (bins maiores), isso se deve pois

esses voids maiores estão mais na teoria linear. Esse mesmo comportamento é observado

quando olhamos diretamente para o perfil de velocidade (figura 4.24).

Além das medidas realizadas utilizando-se vários voids empilhados podemos também
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Figura 4.27: Medidas do valor da taxa de crescimento para cada um dos bins radiais de
empilhamento (pontos azuis) assim como o resultado considerando todos os bins (estrelas
verdes). Em linha preta é apresentado o valor esperado para cada cosmologia bem como
as regiões de 10% e 20% em vermelho.
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olhar para as medidas obtidas em cada void individualmente. Isso é útil pois é muito mais

fácil observar-se um único objeto do que vários deles, além disso, com medições individu-

ais, seria posśıvel colocar v́ınculos locais nos parâmetros cosmológicos e de gravitação15.

Na figura 4.28 apresento as medições individuais da taxa de crescimento em função

do raio do void para as quatro simulações. Podemos ver, assim como observado na figura

anterior, que os voids maiores apresentam resultados mais próximos do esperado com

uma dispersão muito menor. Vemos também que a incerteza na medida de f decresce

conforme aumentamos o raio do void. Portanto, olhando para voids maiores, esperamos

obter um resultado mais próximo do correto e com uma barra de erro menor.

Para o cálculo da taxa de crescimento, considerando tanto voids empilhados quanto

individuais, utilizamos simplesmente a média, sobre todos os valores de r, da razão (4.68).

Isto pode ser optimizado considerando apenas alguns valores espećıficos de r ou alguma

técnica mais sofisticada.

15Essa mesma ideia de medições locais é a principal motivação para se trabalhar com o raio de turna-
round.
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Figura 4.28: Valor da taxa de crescimento medida para cada void individual em função
de seu raio para as quatro simulações consideradas. Os painéis inferiores apresentam um
zoom, ao redor do valor esperado, e os erros de cada medida.
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Caṕıtulo 5

O Modelo de Halos e Voids

5.1 Introdução

A próxima geração de experimentos que pretendem medir a estrutura em larga escala

do universo irá explorar a cosmologia em diferentes escalas e regimes de energia [217–

219]. A habilidade de vincular modelos exige que consigamos relacionar as condições

iniciais do universo com aquilo que observamos hoje, o que requer compreendermos como

a distribuição de matéria evolui no tempo em todas as escalas, e como relacionar essa

distribuição com observáveis diretos, como galáxias, lentes gravitacionais, entre outros.

Todos esse aspectos representam um grande desafio para a cosmologia moderna [220,221].

Como já discutimos em caṕıtulos anteriores, em escalas muito grandes (∼ 100 Mpc

h−1), a matéria é bem descrita por um fluido não colisional [105]. Entretanto, nessas

escalas temos poucos modos de Fourier dispońıveis, o que torna dif́ıcil superar a variância

cósmica e vincular a cosmologia com grande precisão [222, 223]. Por outro lado, em pe-

quenas escalas, onde possúımos mais modos, a teoria de perturbações não funciona mais

e os efeitos bariônicos se tornam mais relevantes [224]. Simulações numéricas são muito

úteis para resolver pequenas escalas [211, 225, 226], além de serem capazes de introdu-

zir, fenomenologicamente, efeitos bariônicos e de processos astrof́ısicos [221]. Apesar dos

significativos melhoramentos que ocorreram na forma de se produzir e analisar estas si-

mulações [227–233], elas continuam sendo muito custosas computacionalmente para serem

geradas e analisadas. Em adição a essas simulações, emuladores numéricos [6,110,228,234]

e simulações aproximadas mais rápidas [32,235–237] também tem sido desenvolvidas para

tornar posśıvel a análise de pequenas escalas.
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Do ponto de vista puramente teórico, em escalas intermediárias podemos usar a teoria

de perturbações cosmológicas, como já discutimos anteriormente. Dentre estas teorias, a

mais utilizada atualmente é a teoria efetiva de campos para a estrutura em larga escala

(EFTofLSS) que consiste em lidar com os problemas do UV da teoria padrão adicionando

contra-termos na expansão perturbativa [7,25,168,238]. Apesar dessa predição funcionar

bem para a descrição do espectro de potências da matéria e de traçadores em simulações,

recentemente está sendo visto que essa série perturbativa parece ser assintótica [197] e

que a teoria deve começar a divergir em k ∼ 0.45 Mpc−1h para z = 0.

Além das teorias perturbativas, também é posśıvel descrever a distribuição de matéria

no universo de forma não-perturbativa, através do modelo de halos (HM) [40]. O HM

é baseado na premissa de que toda a matéria do universo está contida dentro de halos

virializados1. Uma consequência direta desse modelo é que podemos descrever todas as

funções de correlação como soma de contribuições de part́ıculas que estão no mesmo halo

ou em halos diferentes. Por exemplo, para a função de dois pontos, podemos escrever o

termo de um halo, que leva em conta a correlações entre duas part́ıculas no mesmo halo,

e o termo de dois halos, que leva em conta correlações de duas part́ıculas que residem em

halos diferentes. Para calcular estes dois termos, precisamos de três informações básicas:

como a matéria se distribui dentro de um halo (perfil de densidade interna do halo),

como os halos se distribuem no universo (bias linear dos halos para o caso do HM em

ńıvel árvore) e quantos halos por unidade de volume temos no universo com cada massa

(função de massa dos halos).

O grande sucesso e utilidade do HM se dá por três motivos: ele consegue fazer predições

para diversos observáveis até escalas completamente não lineares sem a utilização de

parâmetros livres2; ele cria uma clara distinção entre os termos de um e dois halos (para o

caso da função de dois pontos), delimitando as escalas onde cada termo irá dominar; e ele

coloca halos como os ingredientes principais que servem como base para toda a matéria

no universo, permitindo a criação de outras teorias efetivas.

O HM também possibilita o cálculo de quantidades além das funções de N-pontos,

tais como as matrizes de covariância [40,239,240], correlações de lentes fracas [241,242], o

perfil de densidades observado total dos halos [31,243], correlações da linha de 21 cm e Lyα

1Essa suposição é correta quando consideramos todos os halos do universo mas se torna uma apro-
ximação quando olhamos para simulações numéricas e dados reais onde não conseguimos resolver halos
muito pequenos.

2Note que os ingredientes que entram no HM podem possuir alguns parâmetros livres.
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ξ1Hmm ξ2Hmm

ξ1Vmm
ξ2Vmm

ξHV
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ξ2Dmm
ξHD
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ξV D
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Figura 5.1: Ilustração de todos os termos contribuindo para a correlação matéria-matéria ξmm
no Halo Void (Dust) Model. As esferas verdes representam os halos, as cinzas os voids e os pontos
azuis a poeira. Todos os termos que contribuem para a função de dois pontos são representados
pelas setas. Em comparação com o HM, o HVM introduz três novos termos: ξ1V

mm, ξ2V
mm e ξHVmm.

Já o HVDM introduz três outros termos em adição aos presentes no HVM: ξHDmm, ξV Dmm e ξ2D
mm.

[244]. Além disso, o HM é também útil quando queremos fazer previsões além do modelo

ΛCDM [76, 81, 94, 245], é a base dos modelos de ocupação de galáxias [33, 213, 246, 247]

usados para a criação de mapas simulados de galáxias e também serve como base de alguns

métodos semi-anaĺıticos [6].

Apesar de todo o triunfo do HM, é importante notar dois principais problemas que

ele possui. Primeiro, na transição entre o termo de um e dois halos, o HM concorda com

o espectro de potências medido de simulações com presisão de apenas ∼ 20%, o que é

uma concordância muito fraca se comparado com EFTofLSS, por exemplo. Segundo, o

termo de dois halos do HM precisa ser normalizado ”à mão”ou halos de massas muito

pequenas precisam ser levados em conta para que tenhamos a correta normalização em

grandes escalas3. Alguns trabalhos tentaram modificar o HM para resolver esses problemas

[109, 248–251], porém eles introduzem novos parâmetros que não podem ser ajustados

apenas com as propriedades dos halos ou não melhoram suficientemente o modelo original.

Para resolver os problemas do HM, em [29] nós propusemos mudar a suposição inicial

3Isso é um reflexo do fato de que halos muito pequenos, apesar de terem pouca matéria, são muito
abundantes e continuam a serem importantes para o HM até massas da ordem de � 100M�/h.
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do HM de duas formas diferentes. As mudanças deram origem a dois modelos (veja a

figura 5.1):

1. O Modelo de Halos e Voids (HVM): a matéria pode estar presente dentro de halos

ou dentro de voids.

2. O Modelo de Halos, Voids e Poeira (HVDM): a matéria pode estar presente dentro

de halos, dentro de voids ou espalhada pelo universo fora de qualquer estrutura.

Em prinćıpio, nós podeŕıamos também incluir outras estruturas presentes em nosso

universo, como filamentos de folhas, porém essas outras estruturas são muito mais compli-

cadas por não possúırem simetria esférica, além de terem suas propriedades muito menos

conhecidas.

A ideia de incluir voids como estruturas complementares aos halos no HVM está ali-

nhada com outros trabalhos que vem mostrando como voids podem ser relevantes para

se extrair informação adicional da distribuição de matéria no universo. Por exemplo,

propriedades dos voids já se mostraram úteis para se vincular parâmetros cosmológicos

[204, 205, 209, 252–259], para o estudo de não-gaussianidades primordiais [208, 260, 261],

para se vincular a massa de neutrinos [262–266], estudar energia escura [267–271] e gra-

vitação modificada [27,28,101,103,207,272,273]

Para o HV(D)M nós precisamos agora dos três mesmos ingredientes para os voids em

adição aos três que já t́ınhamos para os halos (abundância, bias linear e perfil interno).

Além dos ingredientes novos, o HV(D)M introduz uma nova complicação: a abundância

e o bias linear dos halos e voids devem ser constrúıdas de forma que a soma deles seja

normalizada corretamente e não cada um isoladamente como é o caso usual. Para isso,

neste trabalho também calculamos uma nova expressão para o bias linear dos voids e halos

usando o mesmo formalismo discutido no caṕıtulo dos voids para se calcular sua função

de massa.

5.2 O Modelo de Halos e Voids (e Poeira)

Nesta seção irei primeiro rever o modelo de halos (HM) da estrutura em larga escala do

universo [40] e, então, irei introduzir o modelo de halos e voids (HVM) e o modelo de

halos, voids e poeira (HVDM). Para todos os casos, calcularei as previsões para todas as

funções de dois pontos posśıveis.
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5.2.1 O Modelo de Halos

A principal hipótese do HM é que toda a matéria do universo pertence a halos [40]. Isso

implica que podemos escrever o campo de densidade da matéria como a soma do perfil

de densidade de todos os halos no universo

ρ(x) =
halos∑
i

ρh(x− xi|Mi) , (5.1)

onde ρh(x−xi|Mi) é o perfil de densidade interno de um halo centrado na posição xi com

massa Mi. Podemos também escrever a Eq. (5.1) como

ρ(x) =
halos∑
i

∫
dM δD(M −Mi)

∫
d3x′ δD(x′ − xi)Muh(x− x′|M) , (5.2)

onde δD(x) é a distribuição delta de Dirac 3D e uh(x|M) = ρh(x|M)/M é o perfil de

densidade interna do halo normalizado.

Partindo da Eq. (5.2) podemos escrever predições para a função de correlação de dois

pontos da matéria e sua contra parte no espaço de Fourier, o espectro de potências. Para

a função de correlação, nos temos

〈ρ(x)ρ(x + r)〉 =

∫
dM1

∫
dM2

∫
d3x1

∫
d3x2M1M2uh(x− x1|M1)uh(x− x2 + r|M2)

×

〈∑
i,j

δD(M1 −Mi)δD(M2 −Mj)δD(x1 − xi)δD(x2 − xj)

〉
. (5.3)

O valor esperado presente na Eq. (5.3) pode ser dividido em dois termos, I1H e I2H . O

primeiro contem a contribuição de todos os termos da somatória com i = j, de forma que

conta a contribuição da correlação de dois pontos que estão no mesmo halo (1Halo). O

segundo termo contem as contribuições com i 6= j e toma em conta a correlação de dois

pontos que estão em halos diferentes (2Halo). Esses dois termos podem ser escritos como

I1H = δD(M1 −M2)δD(x1 − x2)
dnh
dM1

, (5.4)

I2H =
dnh
dM1

dnh
dM2

[1 + ξhh(x1 − x2|M1,M2)] , (5.5)

onde dnh/dM é a função de massa dos halos e ξhh(x1−x2|M1,M2) é a função de correlação
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halo-halo para dois halos com massas M1 e M2. Para obter a Eq. (5.5) nós usamos

〈∑
i

δD(M1 −Mi)δD(x1 − xi)

〉
=

dnh
dM1

, (5.6)

que segue da expressão para a densidade média de matéria ρ̄m ≡ 〈ρ(x)〉 e o fato de que

toda a matéria do universo está em halos

ρ̄m =

∫
dM M

dnh
dM

. (5.7)

Correlação Matéria-Matéria

Usando Eqs. (5.4) e (5.5) a função de correlação matéria-matéria pode ser escrita como

ξmm(r) =
1

ρ̄2
m

[
〈ρ(x)ρ(x + r)〉 − ρ̄2

m

]
= ξ1H

mm(r) + ξ2H
mm(r) , (5.8)

onde

ξ1H
mm(r) =

∫
dM1

∫
dM2

∫
d3x1

∫
d3x2δD(M1 −M2)δD(x1 − x2)

× dnh
dM1

M1

ρ̄m

M2

ρ̄m
uh(x− x1|M1)uh(x− x2 + r|M2)

=

∫
d lnM

M2

ρ̄2
m

dnh
d lnM

∫
d3y uh(y|M)uh(y + r|M) , (5.9)

e

ξ2H
mm(r) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnh
d lnM2

×
∫
d3y1 uh(y1|M1)

∫
d3y2 uh(y2 + r|M2)ξhh(y1 − y2|M1,M2) . (5.10)

Assumindo a simetria esféria para os perfis dos halos, i.e. uh(r|M) = uh(r|M), e

tomando a transformada de Fourier da Eq. (5.8), o espectro de potências da matéria fica

Pmm(k) = P 1H
mm(k) + P 2H

mm(k) , (5.11)

onde

P 1H
mm(k) =

∫
d lnM

M2

ρ̄2
m

dnh
d lnM

|uh(k|M)|2 , (5.12)
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e

P 2H
mm(k) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

uh(k|M1)

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnh
d lnM2

uh(k|M2)Phh(k|M1,M2) .

(5.13)

Aqui, uh(k|M) é a transformada de Fourier do perfil de densidade interno normalizado e

Phh é o espectro de potências halo-halo.

Agora, é normal considerar a aproximação linear para o espectro dos halos: Phh(k|M1,M2) =

bLh (M1)bLh (M2)PL
mm(k) [40]. Sob essa aproximação, o termo de dois halos fica

P 2H
mm(k) =

[∫
d lnM

M

ρ̄m

dnh
d lnM

uh(k|M)bLh (M)

]2

PL
mm(k) , (5.14)

onde bLh (M) é o bias linear dos halos e PL
mm(k) é o espectro linear da matéria. Note que,

em grandes escalas, uh(k|M) → 1, implicando que P 2H
mm(k) → PL

mm(k), uma vez que a

função de massa e o bias linear estejam corretamente normalizado, ou seja, a matéria não

é enviesada com respeito a ela mesma, o que se traduz no vinculo integral

∫
d lnM

M

ρ̄m

dnh
d lnM

bLh (M) = 1 . (5.15)

Entretanto, dependendo da função de massa e bias linear utilizado essa integral converge

muito lentamente no limite de pequenas massas, isso faz com que tenhamos que realizar

essa integral para valores muito pequenos de massas onde a abundância e o bias nunca

foram testados contra simulações. Como iremos mostrar na seção 5.3.4, esse problema é

resolvido quando consideramos o HVM pois os halos de massa muito pequenos desapare-

cem e viram voids muito maiores.

Correlações Cruzadas

Outra predição muito importante do HM é para a função de correlação halo-matéria (o

perfil de densidade do halo). De forma análoga ao feito para a função matéria-matéria,

nós temos que

ξhm(r|M) =
1

ρ̄2
m

[
〈ρh(x|M)ρ(x + r)〉 − ρ̄2

m

]
= ξ1H

hm(r|M) + ξ2H
hm(r|M) , (5.16)

155
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onde usamos ξhm para cada contribuição da correlação cruzada. Por um processo similar

ao feito para o ξmm nós podemos calcular o termo acima

ξ1H
hm(r|M) =

ρh(r|M)

ρ̄m
, (5.17)

ξ2H
hm(r|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

∫
d3y uh(y + r|M1)ξhh(y|M1,M) . (5.18)

Assumindo novamente simetria esférica para o perfil, nós chegamos a seguinte ex-

pressão para o espectro cruzado

Phm(k|M) = P 2H
hm (k|M) + P 1H

hm (k|M), (5.19)

O termos cruzados de 1Halo e 2Halo são então dados por

P 1H
hm (k|M) =

M

ρ̄m
uh(k|M) , (5.20)

e

P 2H
hm (k|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

uh(k|M1)Phh(k|M1,M) . (5.21)

Em escalas onde a teoria linear é válida, o termo P 2H
hm fica

P 2H
hm (k|M) =

[∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

uh(k|M1)bLh (M1)

]
bLh (M)PL

mm(k) . (5.22)

Para grandes escalas onde u(k|M1) ≈ 1, nós temos

P 2H
hm (k|M) = bLh (M)PL

mm(k) , (5.23)

e, finalmente

ξhm(r|M) =
ρh(r|M)

ρ̄m
+ bLh (M)ξLmm(r) . (5.24)

Essa expressão veem sendo usado para descrever o perfil observado de halos além da

contribuição do termo de um halo [31, 243]. Note que, para as estat́ısticas cruzadas, é

também muito importante incluir um termo de exclusão que deverá suprimir o termo de

dois halos dentro dos halos. Nós iremos comentar mais sobre isso na seção 5.3.3.

Em resumo, para calcular as predições para as funções de dois pontos usando o HM,

nós precisamos saber a abundância dos halos, o bias linear deles e saber seu perfil interno
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(distribuição de matéria dentro de um halo até seu raio). Na próxima seção irei descrever

o HVM, que adiciona os voids como estruturas fundamentais do universo e, com isso,

consegue aliviar o problema da transição entre o termo de um e dois halos além de acelerar

a convergência da integral de normalização nas grandes escalas.

5.2.2 O Modelo de Halos e Voids

Agora, nessa subseção, iremos definir o HVM através da mudança na Eq. (5.1), que é a

hipótese fundamental do HM. Nós iremos supor agora que a matéria do universo pode

também pertencer a voids, de tal forma que

ρ(x) =
halos∑
i

ρh(x− xi|Mi) +
voids∑
j

ρv(x− xj|Mj) , (5.25)

onde ρh(x − xi|Mi) é o perfil de densidade de um halo com massa Mi e centro xi e

ρv(x− xj|Mj) é o perfil de densidade de um void de massa Mj centrado em xj.

De maneira similar ao que foi feita na Eq. (5.2), nós podemos reescrever a Eq. (5.25)

como

ρ(x) =

∫
dM

∫
d3x′

[
halos∑
i

δD(M −Mi)δD(x′ − xi)Muh(x− x′|M)

+
voids∑
j

δD(M −Mj)δD(x′ − xj)Muv(x− x′|M)

]
. (5.26)

Correlação Matéria-Matéria

A função de correlação de dois pontos da matéria, no HVM, é agora dada por

ξmm(r) =
1

ρ̄2
m

[
〈ρ(x)ρ(x + r)〉 − ρ̄2

m

]
= ξ1H

mm + ξ2H
mm + ξ1V

mm + ξ2V
mm + 2ξHVmm , (5.27)
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onde ξ1H
mm e ξ2H

mm são dados, respectivamente, pelas Eqs. (5.9) e (5.10). Os outros termo

podem ser calculados seguindo o procedimento feito na seção 5.2.1, resultando em

ξ1V
mm(r) =

∫
d lnM

M2

ρ̄2
m

dnv
d lnM

∫
d3y uv(y|M)uv(y + r|M) , (5.28)

ξ2V
mm(r) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnv
d lnM1

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnv
d lnM2

×
∫
d3y1 uv(y1|M1)

∫
d3y2 uv(y2 + r|M2)ξvv(y1 − y2|M1,M2) , (5.29)

ξHVmm(r) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnv
d lnM2

×
∫
d3y1 uh(y1|M1)

∫
d3y2 uv(y2 + r|M2)ξhv(y1 − y2|M1,M2) . (5.30)

Aqui ξvv e ξhv são a função de correlação void-void e halo-void, com dnv/d lnM sendo a

abundância dos voids (como descrito no caṕıtulo anterior). Os novos termos nas expressões

acima levam em conta as contribuição para a função de dois pontos vindas de: dois pontos

no mesmo void (ξ1V
mm); dois pontos em diferentes voids (ξ2V

mm); e um ponto em um voids e

outro em um halo (ξHVmm).

No espaço de Fourier, o espectro de potências da matéria fica

Pmm(k) = P 1H
mm(k) + P 2H

mm(k) + P 1V
mm(k) + P 2V

mm(k) + 2PHV
mm (k) , (5.31)

onde P 1H
mm e P 2H

mm são dados pelas Eqs. (5.12) e (5.13). Para os outros termos, e assumindo

novamente simetria esférica nos perfis internos dos halos e voids, nós temos

P 1V
mm(k) =

∫
d lnM

M2

ρ̄2
m

dnv
d lnM

|uv(k|M)|2 , (5.32)

P 2V
mm(k) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnv
d lnM1

uv(k|M1)

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnv
d lnM2

uv(k|M2)Pvv(k|M1,M2) ,(5.33)

PHVmm (k) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

uh(k|M1)

∫
d lnM2

M2

ρ̄m

dnv
d lnM2

uv(k|M2)Phv(k|M1,M2) ,(5.34)

onde Pvv e Phv são as transformadas de Fourier de ξvv e ξhv, respectivamente.

Note que, como agora a matéria do universo é distribúıda entre halos e voids, nós

devemos ter que

ρ̄m = ρ̄hm + ρ̄vm , (5.35)

onde ρ̄m é a densidade de matéria total no universo e ρ̄hm e ρ̄vm são as contribuições dessa
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densidade vindas de halos e voids

ρ̄hm ≡
∫
d lnMM

dnh
d lnM

, (5.36)

ρ̄vm ≡
∫
d lnMM

dnv
d lnM

. (5.37)

Nós também precisamos garantir que a matéria não seja enviesada com relação a ela

mesma, assim como fazemos no caso do HM, portanto temos que

b̄hm + b̄vm = 1 , (5.38)

onde b̄hm e b̄vm são o bias média da matéria em halos e o bias médio em voids, calculados

através de

b̄hm ≡
∫
d lnM

M

ρ̄m

dnh
d lnM

bLh (M) , (5.39)

b̄vm ≡
∫
d lnM

M

ρ̄m

dnv
d lnM

bLv (M) . (5.40)

Usando esses v́ınculos integrais em largas escalas, onde os perfis vão para a unidade e

onde podemos desprezar os termos de um halo e um void, o espectro de potências é igual

ao espectro linear da matéria Eq. (5.31). Note que esse v́ınculos são uma generalização

dos v́ınculos presentes no HM. Como mostrado na seção 5.3.4, esses v́ınculos são muito

mais facilmente satisfeitos (não é necessário irmos para massas tão pequenas) do que os

mesmos no HM.

Correlações Cruzadas

Em analogia com a Eq. (5.31), a função de correlação halo-matéria e void-matéria são

dadas por

ξhm(r,M) =
1

ρ̄mρ̄hm

[
〈ρh(x|M)ρ(x + r)〉 − ρ̄mρ̄hm

]
= ξ1H

hm(r|M) + ξ2H
hm(r|M) + ξHVhm (r|M) , (5.41)

ξvm(r,M) =
1

ρ̄mρ̄vm
[〈ρv(x|M)ρ(x + r)〉 − ρ̄mρ̄vm]

= ξ1V
vm(r|M) + ξ2V

vm(r|M) + ξHVvm (r|M) , (5.42)
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onde ξ1H
hm e ξ2H

hm são dados pelas Eqs. (5.17) e (5.18). Os outros termos são dados por

ξHVhm (r|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnv
d lnM1

∫
d3y uv(y + r|M1)ξhv(y|M1,M) , (5.43)

ξHVvm (r|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

∫
d3y uh(y + r|M1)ξhv(y|M1,M) , (5.44)

ξ1V
vm(r|M) =

ρv(r|M)

ρ̄m
, (5.45)

ξ2V
vm(r|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dn

d lnM1

∫
d3y uv(y + r|M1)ξvv(y|M1,M) . (5.46)

Novamente, usando os v́ınculos das integrais sobre o bias linear e as funções de massa

e assumindo perfis internos esféricos, nós recuperamos as predições da teoria linear:

ξ2H
hm(r|M) = bLh (M)ξLmm(r) e ξ2V

vm(r|M) = bLv (M)ξLmm(r). Aqui, uma vez mais, é cru-

cial incluirmos os termos de exclusão para matarmos os termos de dois voids, dois halos

e void-halo dentro dos voids e halos (veja a seção 5.3.3 para uma discussão maior e uma

forma para esse termo de exclusão).

Perceba que, ξhm(r|M) e ξvm(r|M) podem ser interpretados como os perfis observados

dos halos e voids. O primeiro termo na Eq. (5.41) modela a parte interna do perfil (por

exemplo através do perfil NFW, para os halos), enquanto os outros termos melhoram a

predição do perfil para as regiões mais externas dos halos e voids.

No espaço de Fourier, os espectros halo-matéria e void-matéria irão também ganhar

contribuições adicionais. Por exemplo, Eq. (5.19) se torna

Phm(k|M) = P 2H
hm (k|M) + P 1H

hm (k|M) + PHV
hm (k|M) , (5.47)

e para os voids

Pvm(k|M) = P 2V
vm(k|M) + P 1V

vm(k|M) + PHV
vm (k|M) , (5.48)
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com

PHV
hm (k|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnv
d lnM1

uv(k|M1)Phv(k|M1,M) , (5.49)

PHV
vm (k|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnh
d lnM1

uh(k|M1)Phv(k|M1,M) , (5.50)

P 1V
vm(k|M) =

M

ρ̄m
uv(k|M) , (5.51)

P 2V
vm(k|M) =

∫
d lnM1

M1

ρ̄m

dnv
d lnM1

uv(k|M1)Pvv(k|M1,M) . (5.52)

5.2.3 O Modelo de Halos, Voids e Poeira

Nessa seção iremos considerar uma variação do HVM onde, em adição aos halos e voids

como estruturas fundamentais no universo, também existirá parte da matéria que não se

encontrará em nenhuma estrutura e que irá seguir o regime linear. Nós iremos nos referir

a essa matéria como sendo ”poeira”e modificaremos a Eq. (5.25)

ρ(x) =
halos∑
i

ρh(x− xi|Mi) +
voids∑
j

ρv(x− xj|Mj) + ρd(x) , (5.53)

onde ρd(x), a densidade de poeira, é a matéria residual que segue a teoria linear e não

está em nenhuma estrutura (halos ou voids).

Correlação Matéria-Matéria

Nesse caso, a função de correlação matéria-matéria será dada por

ξmm(r) =
1

ρ̄2
m

[
〈ρ(x)ρ(x + r)〉 − ρ̄2

m

]
= ξ1H

mm + ξ2H
mm + ξ1V

mm + ξ2V
mm + 2ξHVmm + 2ξHDmm + 2ξV Dmm + ξ2D

mm , (5.54)

onde os novos termos envolvendo a poeira serão dados por

ξHDmm(r) =

∫
d lnM

M

ρ̄m

dnh
d lnM

∫
d3y uh(y|M)ξhd(y + r|M) , (5.55)

ξV Dmm(r) =

∫
d lnM

M

ρ̄m

dnv
d lnM

∫
d3y uv(y|M)ξvd(y + r|M) , (5.56)

ξ2D
mm(r) = ξdd(r) . (5.57)
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Os termos novos acima quantificam as contribuições para a função de correlação da

matéria vindo dos seguintes pares de pontos: um em um halo e outro na poeira (ξHDmm),

um dentro de um void e outro na poeira (ξV Dmm) e dois pontos que estão na poeira (ξ2D
mm).

Como a poeira é considerada como não possuindo estrutura, nós temos que ξ1D
mm(r) = 0.

Como mencionado acima, nós consideramos a matéria em poeira como sendo dis-

tribúıda no universo seguindo a teoria linear, como resultado, as funções de correlação

incluindo esse tipo de matéria serão dadas por

ξhd(x|M) = b̄dmb
L
h (M)ξLmm(x) , (5.58)

ξvd(x|M) = b̄dmb
L
v (M)ξLmm(x) , (5.59)

ξdd(x|M) =
(
b̄dm
)2
ξLmm(x) , (5.60)

onde b̄dm é o bias médio da matéria em poeira, definido como

b̄dm ≡ 1− b̄hm − b̄vm , (5.61)

Para garantir que a matéria total não é enviesada com relação a ela mesma

A densidade total de matéria será agora dada por

ρ̄m = ρ̄hm + ρ̄vm + ρ̄dm , (5.62)

de tal forma que essa expressão naturalmente define a densidade de matéria em poeira

ρ̄dm.

O espectro de potências no HVDM é dado por

Pmm(k) = P 1H
mm(k) + P 2H

mm(k) + P 1V
mm(k) + P 2V

mm(k)

+ 2PHV
mm (k) + 2PHD

mm (k) + 2P V D
mm(k) + P 2D

mm(k) , (5.63)

onde os novos termos que contêm poeira são dados por

PHDmm (k) = b̄dm

∫
d lnM

M

ρ̄m

dnh
d lnM

uh(k|M)bLh (M)PLmm(k) , (5.64)

P V Dmm(k) = b̄dm

∫
d lnM

M

ρ̄m

dnv
d lnM

uv(k|M)bLv (M)PLmm(k) , (5.65)

P 2D
mm(k) =

(
b̄dm

)2
PLmm(k) . (5.66)
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Correlações Cruzadas

O HVDM adiciona um extra termo a predição do HVM para as correlações halo-matéria

e void-matéria das Eqs. (5.47) e (5.48). Essas novas contribuições são:

PHD
hm (k|M) = b̄dmb

L
h (M)PL

mm(k) , (5.67)

P V D
vm (k|M) = b̄dmb

L
v (M)PL

mm(k) . (5.68)

Para as correlações cruzadas, as correções das Eqs. (5.41) e (5.42) são

ξHDhm (x|M) = b̄dmb
L
h (M)ξLmm(r) , (5.69)

ξV Dvm (x|M) = b̄dmb
L
v (M)ξLmm(r) . (5.70)

5.3 Ingredientes

Nesta seção discutimos os ingredientes necessários para se calcular o HV(D)M. Esses

ingredientes são: a função de massa dos halos e voids, seus perfis de densidade internos

e seus biases lineares. O objetivo aqui é mostrar cada ingrediente, chamar atenção para

aspectos importantes deles dentro do HV(D)M e compará-los com uma simulações de N-

corpos. Em particular, construiremos um modelo para a abundância e para o bias linear

que naturalmente normaliza a soma da contribuição dos halos e dos voids nos v́ınculos

integrais da seção anterior Eq. (5.35), como iremos descrever na seção 5.3.4.

Para calibrar os ingredientes que vamos apresentar/calcular nesta seção, nós usamos

uma simulação de N-corpos rodada com o código RAMSES [211] em uma caixa de 512 Mpc/h

e com 5123 part́ıculas usando a mesma cosmologia das simulações Multidark [274], ou seja

(Ωm, Ωb, ΩΛ, σ8, ns, H0) = (0.307, 0.048, 0.693, 0.829, 0.96, 67.8).

Para detectar halos e voids nós utilizamos um procedimento muito similar ao utilizado

para construir os catálogos de voids no caṕıtulo anterior. A principal diferença aqui é

que o centro dos voids estará nos vértices das células de Voronoi e não na part́ıcula de

menor densidade. Para o caso dos halos, o centro estará na part́ıcula de maior densidade.

Para construir a triangulação de Delaunay, nós utilizamos a livraria CGAL, em C++, e

desenvolvemos todo o resto do código. Essa livraria é mais rápida e faz um uso de memória
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Bin Mh [M�/h] Nh rv [Mpc/h] Nv

0 5.25× 1012 56414 3.32 15657
1 1.23× 1013 31453 4.03 11796
2 2.88× 1013 15913 4.91 6693
3 6.74× 1013 6574 5.99 3028
4 1.57× 1014 2229 7.29 1109
5 3.70× 1014 557 8.93 362
6 8.07× 1014 88 10.89 80
7 1.78× 1015 4 13.07 17

Tabela 5.1: Bins de halos e voids considerados nesse caṕıtulo. Para cada bin nós mostra-
mos a massa ou raio médio e o número de objetos.

mais eficiente do que o código ZOBOV, utilizado no último caṕıtulo. Nós também definimos

os halos esféricos como regiões desconexas com uma sobredensidade média de 360 e os

voids como regiões desconexas com sobredensidade média de 0.2. Note que os halos e

voids também são regiões desconexas (não há halos dentro de voids ou voids dentro de

halos) de forma a não se contar a mesma part́ıcula de matéria escura em duas estruturas

diferentes. A divisão usada para binar halos e voids é apresentada na tabela 5.1.

5.3.1 Perfis

Aqui descrevemos os perfis de densidade internos utilizados para descrever a distribuição

de matéria dentro dos halos e voids. Para halos utilizamos o perfil de Navarro–Frenk–

White (NFW) [114] e para os voids propusemos um novo perfil que descreve melhor nossos

voids em comparação com perfis normalmente utilizados na literatura [15].

Halos

Para halos, o perfil de densidade mais usado, e o que usamos aqui, é o perfil de Navarro–

Frenk–White (NFW) [114]

ρNFW(r|M) =
ρs

c(M)r/rvir(1 + c(M)r/rvir)2
, (5.71)

onde ρs é a densidade caracteŕıstica dos halos (uma normalização), c é o parâmetro de

concentração [275] e rvir é o raio do halo definido como sendo o raio cuja esfera interna

possui sobredensidade média ∆vir = 360 (valor próximo à densidade de Virial para essa

cosmologia ∆vir ≈ 334).
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A transformada de Fouier, truncada no raio do halo, desse perfil é dada por

uh(k|M) =

∫ rvir

0

4πr2

M

sin kr

kr
ρNFW(r|M)dr . (5.72)

Veja também [276] para uma expressão anaĺıtica.

Nós comparamos o perfil NFW com os perfis medidos em nossa simulação no painel

esquerdo da figura 5.2. Vemos que o perfil NFW concorda com o medido até cerca de

duas vezes o raio do halo. Como vamos utilizar esse perfil para descrever apenas a parte

interna do halo, ele é suficiente para ser utilizado no HV(D)M. Esse perfil sub-prediz a

densidade nas regiões mais externas do halo pois ele não leva em conta a matéria que

está em outras estruturas. Como veremos na seção 5.4.2, as correções introduzidas pelo

HV(D)M são capazes de descrever esse perfil até regiões mais externas do halo pois leva

em conta a matéria de estruturas vizinhas.

Voids

Para voids, o perfil mais utilizado é o de Hamaus–Sutter–Wandelt (HSW) [15]

ρv(r)

ρ̄m
− 1 = δc

1− (r/rs)
α

1 + (r/rv)β
, (5.73)

onde rs é o raio onde ρv = ρ̄m, rv é o raio efetivo da void e (α, β, δc) são parâmetros lives.

Note que δc é o contraste de densidade central do void e não o parâmetro de colapso dos

halos que computamos anteriormente.

Como os voids identificados por nós possuem um centro vazio, nós tivemos que pro-

por uma nova expressão para os perfis de densidade. Essa expressão possui apenas um

parâmetro livre que funciona como uma (de)concentração e é dada por

ρv(r|rv)
ρ̄m

=
1

2

[
1 + tanh

(
y − y0

s(rv)

)]
, (5.74)

onde y = ln (r/rv) e y0 = ln (r0/rv). O raio r0 é fixado impondo que a integral do perfil

até rv seja ∆v = 0.2, de tal forma que esse parâmetro r0(s) (em unidades de Mpc/h) pode

ser descrito como um polinômio de segunda ordem: r0(s) = 0.37s2 + 0.25s+ 0.89, onde s

é o único parâmetro livre no perfil. O parâmetro s é similar à concentração, no caso dos

halos, uma vez que ele diz o quão rápido a densidade de voids cresce à medida que nos
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Figura 5.2: (Esquerda:) o perfil de densidade medido dos halos (em pontos azuis) comparado
com a predição de NFW (em preto). (Direita:) o perfil de densidade medido dos voids (em
pontos azuis) comparado ao perfil de HSW [15] (em preto) e o perfil proposto por nós (em
linhas tracejadas vermelhas). As massas dos halos são dadas em unidades de M�/h e o raio dos
voids em unidades de Mpc/h.
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distanciamos do centro. Para a simulação e algoritmo que usamos para detectar voids,

nós verificamos que esse valor varia muito pouco com o tamanho dos voids e que fixando

s = 0.75 temos uma boa descrição para todos eles.

De maneira similar ao que foi feito para halos, temos que a transformada de Fourier

do perfil truncado é dada por

uv(k|M) =

∫ rv

0

4πr2

M

sin kr

kr
ρv(r|M)dr . (5.75)

No painel direito da figura 5.2, comparamos os perfis de densidade dos dois modelos

acima com o perfil medido nas simulações. Nós fitamos os parâmetros do perfil HSW

para os nossos voids. Como é posśıvel ver, a predição proposta por nós dá uma melhor

descrição dos voids da simulação e, por conta disso, utilizaremos a expressão (5.74) nos

cálculos do HV(D)M.

Entretanto, é importante apontar que o perfil proposto por nós funciona melhor para

os voids encontrados com o nosso método, que são totalmente vazios no centro e não

possuem uma parede na região externa, diferentemente dos voids encontrados em [15].

A dependência das propriedades dos voids (como o perfil de densidade) com a escolha

particular do detector de voids é um assunto muito importante e que foi pouco discutido

na literatura. Entender essa dependência é fundamental para relacionarmos predições

com observações e é algo que iremos investigar no futuro.

5.3.2 Funções de Massa

Nessa seção, descreveremos a função de massa utilizada para halos e voids. Aqui mos-

traremos apenas a expressão funcional final para as funções de massa, a derivação de sua

expressão é análoga à feita no caṕıtulo anterior e também está presente no apêndice A

de [29].

Halos

Como já vimos antes, a função de massa é normalmente parametrizada da seguinte forma

dnh
d lnM

= fh(σ)
ρ̄m
M

d lnσ−1

d lnM
, (5.76)
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onde fh(σ) é a função de multiplicidade que determina o modelo em particular que estamos

usando.

Para as comparações dessa seção, iremos utilizar as seguintes formas funcionais para

a função de massa dos halos:

f 1SB
h (σ) =

(
2

π

) 1
2 δc
σ

exp
(
−2δ2

c/2σ
2
)
, (5.77)

fTinker
h (σ) = A

[(σ
b

)−a
+ 1

]
exp

(
−c/σ2

)
, (5.78)

f 2LDB
h (σ) = 2(1 +Dh) exp

[
− β2

hσ
2

2(1 +Dh)
− βhδc

1 +Dh

]
×

∑
n

nπ

δ2
T

σ2 sin

(
nπδc
δT

)
exp

[
−n

2π2(1 +Dh)

2δ2
T

σ2

]
. (5.79)

Aqui, f 1SB
h é a função de massa de Press–Schechter [21], onde o superescrito 1SB

significa que estamos usando uma barreira estática. Da mesma maneira, fTinker
h é a função

de massa de Tinker onde (A, a, b, c) são parâmetros livres [11]. Finalmente, f 2LDB
h é a

previsão de Excursion Set Theory para duas barreiras lineares e difusas (2LDB), como

derivado no último caṕıtulo, e (βh, Dh) são os parâmetros livres desse modelo [27].

Um subcaso importante do modelo 2LDB ocorre quando βh = Dh = 0. Esse caso

descreve duas barreira estáticas (2SB) [10,102]

f 2SB
h (σ) = f 2LDB

h (σ, βh = 0, Dh = 0) . (5.80)

Para esse caso, os passeios aleatórios vão sempre cruzar uma das duas barreiras, de forma

que o v́ınculo integral da equação (5.35) é naturalmente satisfeito (veja mais sobre isso

na seção 5.3.4 e no apêndice A de [29]).

Como sabemos, os modelos f 1SB
h e fTinker

h já são normalizados para a unidade, entre-

tanto, o modelo f 2LDB
h não é. Isto ocorre pois este último modelo já leva em conta a

presença dos voids. Para obtermos a normalização correta precisamos então considerar

não apenas os halo mas também os voids no modelo.

No painel esquerdo da figura 5.3 está mostrada a abundância prevista pelos modelos

acima, juntamente com a abundância medida nas simulações. Nós vemos que o modelo

de Tinker e 2LDV estão em boa concordância com as simulações com um espalhamento

de ∼ 10%, enquanto o modelo PS possui um desvio de ∼ 40% para todas as massas. Os
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valores ajustados para Dh e βh são mostrados na tabela 5.2. Não mostramos os resultados

para o modelo 2SB pois ele produz predições iguais ao do modelo 1SB nessas massas, ou

seja, o efeito cloud-in-void é negligenciável para essas massas.

Voids

Nesse caṕıtulo, nós consideramos as seguintes funções de multiplicidade para os voids:

f 1SB
v (σ) =

(
2

π

) 1
2 δv
σ

exp
(
−2δ2

v/2σ
2
)
, (5.81)

f 2LDB
v (σ) = 2(1 +Dv) exp

[
− β2

vσ
2

2(1 +Dv)
− βv|δv|

1 +Dv

]
×

∑
n

nπ

δ2
T

σ2 sin

(
nπ|δv|
δT

)
exp

[
−n

2π2(1 +Dv)

2δ2
T

σ2

]
, (5.82)

Novamente, f 1SB
v é o mesmo que a previsão de PS. Para voids, nós também temos o modelo

2SB como um caso limite do modelo 2LDB:

f 2SB
v (σ) = f 2LDB

v (σ, βv = 0, Dv = 0) . (5.83)

Verificamos que o modelo 2SB apresenta resultados muito similares ao modelo 1SB

para o intervalo de tamanhos de voids considerados aqui. No painel direito da figura 5.3

está a comparação entre as abundâncias previstas pelos diversos modelos acima com a

abundância medida das simulações. Os melhores ajustes para Dv e βv estão presentes na

tabela 5.2. Vemos, novamente, que o modelo 2LDB descreve melhor a abundância dos

voids, especialmente para aqueles menores onde as barras de erro são menores.

5.3.3 O Bias Linear e o Termo de Exclusão

Além do perfil de densidade e da abundância, outro ingrediente fundamental para o

HV(D)M são os espectros de potência halo-halo, void-void e halo-void (veja equações

Eqs. (5.13), (5.33) e (5.34)). Para expressar Phh, Pvv e Phv em termos do espectro matéria-

matéria (linear) e de alguma dependência com o tamanho da estrutura, podemos escrever

os campos das estruturas como

δx(k|M) = Fx[δLm(k), k,M ] , (5.84)
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Figura 5.3: Abundância dos halos M (left) e voids (right). Os painéis de baixo mostram a
diferença relativa entre os diferente modelos e a abundância medida. Nós consideramos três di-
ferentes modelos: uma barreira estática (1SB) ou Press–Schechter (linha pontilhada e tracejada
verda), Tinker (linha tracejada) duas barreiras lineares e difusas (2LDB, linha sólida verme-
lha). Tanto para halos como para voids o modelo 2LDB apresenta melhor concordância com as
observações.

onde x = halo (h) ou void (v). O mapa na equação (5.84) pode ser calculado, até o

momento de shell-crossing, usando a teoria de perturbações [277]. Neste caṕıtulo iremos

considerar apenas o ńıvel árvore, de forma que

δx(k,M) = bLx (M)δm(k) , (5.85)

onde bLx (M) é o bias linear da estrutura x com massa M . De agora em diante abandona-

remos o super-́ındice L e escrever

Phh(k|M1,M2) = bh(M1)bh(M2)PL
mm(k) , (5.86)

Pvv(k|M1,M2) = bv(M1)bv(M2)PL
mm(k) , (5.87)

Phv(k|M1,M2) = bh(M1)bv(M2)PL
mm(k) . (5.88)

Além da expansão em ńıvel árvore para o espectro xy, nós também consideraremos

o termo de exclusão, implementado em [278] para os halos, e em [279] para os voids.

Esse termo suprime a função de correlação para escalas menores que a soma dos raios

das duas estruturas, e será especialmente relevante para o cálculo da função de correlação
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void-matéria na seção 5.4.3. Esse termo de exclusão é crucial para suprimir o termo de

dois voids e a contribuição halo-void nas partes mais internas do void. Em ńıvel árvore,

e levando em conta o termo de exclusão, podemos escrever a correlação xy como

ξxy(r|M1,M2) = W (r|Dxy) [bx(M1)by(M2)ξmm(r) + 1]− 1 , (5.89)

onde W (r|Dxy) é o termo de exclusão entre duas estruturas com raios somados Dxy =

Rx +Ry, que deve zerar para r . D e deve ser um para r & D.

Portanto, o espectro de potências Pxy é dado por

Pxy(k|M1,M2) = 4πbx(M1)by(M2)

∫ ∞
0

dr r2 ξLmm(r)W (r|Dxy)j0(kr)

+ 4π

∫ ∞
0

dr r2 [W (r|Dxy)− 1] j0(kr) , (5.90)

onde j0(x) é a função esférica de Bessel de ordem zero. Escolhas t́ıpicas para W (r|D) são

a função top-hat ou a função tangente hiperbólica (tanh)

WTanh(r|D) =
1

2

[
1 + tanh

(
ln r − lnD

σ̃

)]
, (5.91)

onde σ̃ é uma parâmetro livre que controla a transição entre o regime W (r|D) = 0 e

W (r|D) = 1, e foi fixado em σ̃ = 0.1 nessa seção.

Em prinćıpio, o valor de σ̃ pode ser alterado e ajustado aos dados para reproduzir

melhor os resultados. Porém, neste trabalho mantivemos seu valor fixo pois ele não irá

afetar nossas conclusões e será mais simples interpretar nossos resultados. Note que σ̃

possui um papel semelhante ao contraste de densidade escolhido para se definir os halos

e voids: mudar esses parâmetros significa considerar mais ou menos matéria que está nas

regiões mais externas das estruturas.

Agora mostraremos quais foram as formas funcionais que escolhemos para os biases

lineares dos halos e voids. Nós propusemos uma nova expressão funcional para esses biases

usando o mesmo formalismo utilizado para se calcular as funções de massa (discutido

em [29, 280]). Note que usar o mesmo formalismo para a função de massa e bias linear

é fundamental para mantermos tudo consistente e evitarmos contar matéria duas vezes

(ou nenhuma). Essa é uma complicação extra introduzida no HVM, e que é eliminada

quando consideramos poeira no HVDM, já que a poeira cumpre o papel de renormalizar
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os resultados de forma a estarem corretamente normalizados mesmo sem uma construção

consistente entre as funções de massa e bias lineares.

Halos

Para o bias linear dos halos, consideramos as seguintes expressões (em analogia às abundâncias

consideradas):

b1SB
h (σ) = 1 +

ν2 − 1

δc
, (5.92)

bTinker
h (σ) = 1− A νa

νa + δac
+Bνb + Cνc , (5.93)

b2LDB
h (σ) = 1−

∑
n
nπ
δ2T

sin
(
nπδc
δT

)
exp

[
−n2π2(1+Dh)

2δ2T
σ2
] [

cotan
(
nπδc
δT

)
nπ
δT
− βh

1+Dh

]
∑

n
nπ
δ2T

sin
(
nπδc
δT

)
exp

[
−n2π2(1+Dh)

2δ2T
σ2
] ,(5.94)

onde usamos as mesas notações utilizadas para as funções de massa e o bias de Tinker é

introduzido em [24].

O ajuste dos parâmetros livres da expressão 2LDB foi realizado utilizando o espectro

halo-matéria, que possui menos rúıdo, onde usamos apenas os modos em escalas maiores

(k < 0.1 h/Mpc) e tomamos o valor do bias linear como sendo o termo constante de uma

expressão polinomial quadrática.

Note que os parâmetros (βh, Dh) do modelo 2LDB deveriam ser os mesmos que os

ajustados para a função de massa anteriormente, a fim de que o v́ınculo integral fosse

garantido. Entretanto, como nessa seção queremos apenas checar se os modelos funcionam

de forma independente, fizemos um ajuste separado para a abundância e para o bias. Os

valores ajustados estão presentes na tabela 5.2

No painel da esquerda da figura 5.4, estão comparados os bias lineares preditos pelas

expressão acima com os bias medidos na simulação utilizando o espectro de potências

halo-halo e halo-matéria. Vemos que todas as teorias concordam com a simulação melhor

que 10%. Os bias de Tinker e 2KDB são consistentes com os valores medidos dentro de

1σ.
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Parâmetro Abundância Bias
βh 0.38 0.08
Dh 0.23 0.18
βv 0.09 0.92
Dv 0.06 0.07

Tabela 5.2: Parâmetros ajustados do modelo 2LDB. Os parâmetros para as abundâncias
e bias foram ajustados de forma separada, sem considerar nenhum v́ınculo para a soma
deles (veja equação (5.35)). Para os resultados do HVM apresentados na seção 5.4, nós
não temos nenhum parâmetro livre uma vez que usamos o modelo 1SB. Para o modelo
HVDM, nós usamos os valores ajustando a abundância e bias de forma separada.

Voids

Para os voids, nós consideramos as seguintes expressões para o bias linear:

b1SB
v (σ) = 1 +

δv
σ2
− 1

δv
, (5.95)

b2LDB
v (σ) = 1 +

∑
n
nπ
δ2T

sin
(
nπ|δv |
δT

)
exp

[
−n2π2(1+Dv)

2δ2T
σ2
] [

cotan
(
nπ|δv |
δT

)
nπ
δT
− βv

1+Dv

]
∑

n
nπ
δ2T

sin
(
nπ|δv |
δT

)
exp

[
−n2π2(1+Dv)

2δ2T
σ2
] ,(5.96)

onde usamos as mesmas notações de antes e ajustamos os parâmetros livres do modelo

2LDB utilizando apenas os dados dos bias medidos.

A comparação entre os modelos acima e as medias, utilizando o espectro void-void

e void-matéria, estão no painel da direita da figura 5.4.Vemos que o modelo 1SB não

concorda bem com a simulação, enquanto o modelo 2LDB melhore significativamente a

concordância com os dados e é consistente com as medidas dentro de 1σ. Note que o shot-

noise de Poisson é maior para os voids pois eles apresentam uma densidade numérica muito

menor, e que esse erro de Poisson é propagado como um erro maior nos bias medidos.

Note que nós mostramos na figura 5.4 apenas o modulo dos bias medidos, para o caso

void-matéria, isso ocorre pois esse bias é negativo para todos os voids considerados aqui.

Essa caracteŕıstica de nossos voids é diferente dos voids não esféricos encontrados

em [279], mas é consistente com a falta de uma parede na parte externa dos voids (veja

figura 5.2). A presença dessa parede na parte externa dos voids é determinada pelo sinal

do bias linear, quando esse sinal é negativo não vemos nenhuma parede.

É importante notarmos que os diferentes valores encontrados para os parâmetros

quando usamos a abundância ou o bias representam uma inconsistência do modelo.

Isso acontece por conta das barreira simplificadas escolhidas nesse trabalho (discutido
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Figura 5.4: Bias linear dos halo (left) e dos voids (right). Os bias foram calculados nas simulações
usando o auto espectro (halo-halo, void-void, circle) ou o espectro cruzado (halo-matter or void-
matter), e comparado com as mesmas teorias da figura 5.3. Os painéis de baixo mostram a
diferença relativa de cada linha com as medições utilizando os espectros cruzados, que possuem
um erro menor. Novamente, o modelo 2LDB apresenta o melhor resultado.

no apêndice A de [29]) que, apesar dos bons resultados para a abundância e bias, são

uma simplificação com relação a barreira completa que descreveria o colapso (expansão)

não esférica dos halos (voids). Essa inconsistência não é importante para os resultados

apresentados na seção 5.4 pois, para o caso do HVM nós utilizamos o modelo 1SB, que

não possui nenhum parâmetro livre, e para o caso do HVDM os termos extra de poeira

conseguem renormalizar qualquer problema que apareçam nos v́ınculos integrais em largas

escalas.

Além disso, na seção 5.4.3, mostraremos que os valores apresentados na tabela 5.2

são consistentes com os valores necessários para descrever os perfis dos voids medidos nas

simulações. A relação entre o bias linear e o perfil dos voids é clara quando olhamos a

equação (5.103).

5.3.4 Resolvendo o Problema da Convergência

Agora iremos demonstrar a consistência de se usar duas barreira para os ingredientes do

HVM. Veremos que usando halos e voids a convergência dos v́ınculos integrais (5.39) e

(5.40) é bastante acelerada, mostrando que o HVM é um modelo efetivo melhor para

descrever a distribuição de matéria no universo.
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Considerando a integral no termo de dois halos da equação 5.14 no HM, um v́ınculo

importante é que as seguintes integrais sobre a função de massa e bias linear sejam nor-

malizadas a unidade

I ≡
∫∞

0
d lnM M

ρ̄m
dn

d lnM
= 1 , (5.97)

Ib ≡
∫∞

0
d lnM M

ρ̄m
dn

d lnM
b(M) = 1 . (5.98)

Se isso for verdade, o HM irá recuperar corretamente a teoria linear nas largas escalas.

Para forçarmos esses v́ınculos no HM, normalmente precisamos normalizar essa integrais

”à mão”ou calcular-las até massa muito pequenas onde não sabemos se as expressões para

a função de massa e o bias linear continuam funcionando4.

Vamos considerar como as integrais acima dependem de seus limites inferiores defi-

nindo as funções

I(MMin) =

∫ ∞
MMin

d lnM
M

ρ̄m

dn

d lnM
, (5.99)

Ib(MMin) =

∫ ∞
MMin

d lnM
M

ρ̄m

dn

d lnM
b(M) . (5.100)

Na figura 5.5, mostramos I and Ib respectivamente nos painéis da esquerda e direita.

Consideramos três modelos descritos anteriormente: 1SB, Tinker e 2SB. Como discutido

acima, estes três modelos naturalmente satisfazem os v́ınculos. Podemos ver, em ambos

painéis, que as integrais para 1SB e Tinker não convergem, mesmo indo para massas

menores que 104 M�/h. Por outro lado, as integrais já convergiram no modelo 2SB para

halos com massa 109 M�/h, quando ambos halos e voids são considerados.

A convergência mais rápida das integrais é uma propriedade chave do HVM, tornando

clara uma das principais propriedades do modelo: ele conta a massa dos halos menores

(< 109 M�/h) como sendo pertencente a voids maiores que já estão bem resolvidos nas

simulações. Dessa forma, o HVM é um modelo efetivo melhor, uma vez que incorpora o

efeito de pequenas escalas (halo pequenos) nos voids, que são bem descritos pelas grandes

escalas dentro de nossa simulação.

Note que no apêndice A de [249] é apresentada outra ideia para resolver o problema

da convergência dessas integrais. Nessa proposta, um valor diferente de zero é escolhido

4Note que não há problemas para massas mais altas pois a abundância é suprimida exponencialmente
nesse limite.
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Figura 5.5: Testes de convergência das integrais. (Esquerda):Nós mostramos o resultado
para as integral da equação 5.99) para os três diferentes modelos. (Direita): Nós mostra-
mos resultados para a integral da equação 5.100, que apresenta convergência similar.

como limite inferior da integral e contra-termos são adicionados à abundância, bias e ao

termo estocástico de forma a conservar a massa total. Com nosso modelo, é posśıvel

fazer algo similar caso consideremos apenas halos e poeira (HDM). Nesse caso a massa

dos halo menores que nossa escolha será considerada como parte da poeira, e o espectro

será corretamente normalizado em grandes escalas. O HDM seria equivalente ao HM uma

vez que o termo de dois halos é degenerado com o espectro linear da matéria em grandes

escalas. A diferença nesse caso seria somente a interpretação f́ısica que teria destes termos

extras.

5.4 A Função de Dois Pontos

Agora que já temos todos os ingredientes necessários para as predições do HV(D)M, iremos

proceder para as comparações com as medidas realizadas em nossa simulação. Na seção

5.4.1 iremos comparar as predições, para o espectro matéria-matéria, dos três modelos

apresentados aqui (HM, HVM e HVDM) com as medidas. Então, iremos olhar para as

correções no espectro cruzado introduzidas pelo HV(D)M, tanto para os halos (na seção

5.4.2) quanto para os voids (na seção 5.4.3).

Antes de continuarmos, vamos relembrar do que precisamos para os ingredientes do
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HV(D)M5. Para a consistência do HVM, nós precisamos satisfazer o v́ınculo integral

da equação 5.38. Entre todos os modelos apresentados na seção 5.3, para o HVM nós

escolhemos usar o 2LDB com βh = Dh = βv = Dv = 0, modelo que também chamamos de

2SB. Esse modelo é particularmente interessante pois ele garante naturalmente os v́ınculos

integrais em largas escalas (veja a figura 5.5 e a nota de rodapé próxima)6.

A fração de matéria dentro de halos e voids, assumindo o modelo 2SB para abundância

e bias, será
ρ̄vm
ρ̄m

= 0.38 ,
ρ̄hm
ρ̄m

= 0.62 . (5.101)

Para o HVDM, nós podemos relaxar os v́ınculos pois permitimos nesse modelos que

b̄dm 6= 0. Nesse caso, para obtermos os melhores resultados posśıveis para a abundância

e bias, nós ajustamos os parâmetros livres (βh, Dh, βv, Dv) separadamente. Os melhores

valores obtidos para cada parâmetro são apresentados na tabela 5.2. No que seque, nós

iremos sempre utilizar os melhores valores obtidos ajustando a abundância na abundância

e os melhores obtidos usando o bias no bias. Esse espaço de oito parâmetros poderia, em

prinćıpio, se reduzido para quatro se fizéssemos o ajuste da abundância e bias ao mesmo

tempo, porém isso piora muito os resultados para o bias linear dos voids pois o mesmo é

completamente sub-dominante quando comparado à função de massa.

Dentro do modelo 2LDB, obtivemos as seguintes frações de matéria dentro de halos,

voids e poeira
ρ̄vm
ρ̄m

= 0.29 ,
ρ̄hm
ρ̄m

= 0.31 ,
ρ̄dm
ρ̄m

= 0.4 . (5.102)

Em prinćıpio, podeŕıamos escolher modelos diferentes para usar no HV(D)M de forma

a melhorar as previsões para a função de dois pontos. Por exemplo, usando a função

de massa [23] e bias linear [22] de Sheth & Tormen os resultados para a função de cor-

relação matéria-matéria são melhores do que com as escolhas feitas acima. De fato, o

HM é senśıvel não somente a escolha de ingredientes utilizados mas também a escolha do

contraste de densidade utilizado para se definir os halos. Por exemplo, usando a função

de massa [11] e bias linear [24] de Tinker com ∆ = 200 também melhora significativa-

mente a predição da função matéria-matéria se comparado com a escolha que fizemos

5É importante enfatizar, novamente, que o grande sucesso do HM veem do fato de que ele faz predições
para diversos observáveis sem a necessidade de se ajustar parâmetros lives para cada um desses ob-
serváveis, tudo e calculado de forma auto consistente apenas sabendo-se os ingredientes necessários des-
critos na seção anterior.

6Em prinćıpios, nós também podeŕıamos explorar o espaço de parâmetros (β, D) impondo o v́ınculo
integral da equação 5.38, porém isso não melhorou significativamente nossos resultados.
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aqui. Porém, nosso objetivo nesse trabalho não foi encontrar o conjunto de ingredientes e

parâmetros que produzam os melhores resultados para um observável espećıfico, em vez

disso, nós queremos criar um novo formalismo que seja auto consistente e que melhores

as predição do HM quando comparado com o mesmo conjunto de escolhas. Por conta

disso escolhemos os modelos descritos acima bem como o raio de virial para se truncar o

halo. Nossos modelos também permitem escolhas diferentes de ingredientes e parâmetros

de forma a melhorar as predições para um parâmetro espećıfico.

5.4.1 Espectro de Potências Matéria-Matéria

Para o espectro de potências matéria-matéria, as correções do HVM e HVDM são descri-

tas, respectivamente, pelas equação 5.31 e 5.63. Cada um dos termos do HVM (HVDM)

são mostrados no painel da esquerda (direita) da figurar 5.6.

Para o HVM, os termos originais presentes no HM são dominantes em todas as escalas,

como esperado um vez que o bias médio da matéria em voids é de 0.15 (veja a figura 5.5).

Isso faz a contribuição vinda dos halos quase seis vezes maior nas grandes escalas. A

principal correção adicionada ao HM veem do termo PHV
mm , que contribui com O(10%).

Note que PHV
mm , P 2H

mm e P 2V
mm possuem uma forma muito similar nas escalas muito

grandes, esta é a razão pela qual ambos o HM e o HVM concordam nessas escalas apesar

de ambos terem um f́ısica diferente e o HM ter que ser renormalizado. Em pequenas

escalas os três termos começam a diferir, como visto no painel da esquerda da figura 5.6,

de forma que sua soma será diferente do observado no HM.

Para o HVDM, os termo de poeira são de ordem dominante, uma vez que correspondem

a 65% do bias total da matéria. P 2H
mm, P 2V

mm, PHV
mm , P 2D

mm, PHD
mm e P V D

mm são similares em

grandes escalas mas diferem para k > 0.1h/Mpc.

Na figura 5.7 nós também comparamos os diferentes modelos com o ajuste numérico

vindo diretamente de simulação HaloFit [6]. No painel da esquerda, vimos que a transição

entre o termo de um e dois halos é levemente melhorada quando consideramos o HVM (o

máximo erro nessa transição vai de 21.5% para 20.1%). Para o HVDM, o melhoramento

é ainda maio (indo de 28.3% para 21.8%). Em ambos os casos, os termos extras inclúıdos

por nossos modelos não mudam o comportamento do espectro em escalas pequenas e

grandes. Em todas as escalas, o erro do HM é muito dependente da escolha particular de

ingredientes, e nossos resultados estão de acordo com outras da literatura [109]. Note que
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5.4. A FUNÇÃO DE DOIS PONTOS

10 3 10 2 10 1 100 101

k [h/Mpc]
10 5

10 3

10 1

101

103

105

P m
m

(k
) [

M
pc

/h
]3

HVM Terms

HVM
1H
2H
1V
2V
HV

10 3 10 2 10 1 100 101

k [h/Mpc]
10 5

10 3

10 1

101

103

105

P m
m

(k
) [

M
pc

/h
]3

HVDM Terms

HVDM
1H
2H
1V
2V

HV
HD

VD
2D

Figura 5.6: Todos os termos que contribuem para Pmm(k) no HVM (esquerda) e no HVDM
(direita). A soma de todos os temos é mostrado pela linha sólida preta. Termos que contribuem
mais em grandes escalas são mostrados por linhas tracejadas e os termos que contribuem mais
em pequenas escalas por linhas pontilhadas.

mesmo a predição do HM muda do painel da esquerda para o da direita, isso ocorre pelos

diferentes modelos utilizados para a função de massa e bias linear. Como os ingredientes

do HVDM são livres, o seu resultado é melhor nas pequenas escalas.

Temos que enfatizar que os resultados apresentados aqui podem ser muito melhorados

se considerar diferentes ingredientes (por exemplo usando a função de massa e bias linear

de Sheth & Tormen) ou usando diferentes valores para as sobredensidades dos halos e

voids (por exemplo usando ∆h = 200 para os halos). Quando tomamos outras escolhas

que não são totalmente consistentes teoricamente, nós conseguimos alcançar uma precisão

de 11% para o HM e de 5% para o HVDM, mostrando que o melhoramento de ∼ 6%

continua mesmo para essa diferente escolha. Porém, como dito antes, o objetivo aqui não

é encontrar a melhor escolha de ingredientes para o espectro de potências, e sim compara

o HV(D)M com o HM para escolhas consistentes.

Note também que a leve sobre predição no espectro da matéria em grandes escalas

(k . 0.2) no HM a no HV(D)M ocorrem por conta do termo de um halo que se torna

um termo tipo de shot-noise para grandes escalas. Esse termo pode ser suprimido se

considerarmos o formalismo desenvolvido em [249] e, portanto, não é um problema para

nenhum dos modelos.
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Figura 5.7: Espectro de potências matéria-matéria para o HVM (esquerda) e o HVDM (direita).
Os painéis inferiores mostram a diferença relativa de cada modelos com o HaloFit. Note que o
HVM melhora em ∼ 1% a predição. Já considerando-se a poeira, a melhora é maior do que 6%.
Ambos para as pequnas e grandes escalas, o HV(D)M concorda com HM. Perceba que mesmo
o HM varia bastante quando consideramos diferentes modelos para seus ingredientes.

5.4.2 O Espectro Halo-Matéria e o Perfil Observado dos Halos

Como mencionado na seção 5.2, uma das principais caracteŕısticas do HM é ele também

ser capaz de fazer predições para a função de correlação halo-matéria, muito utilizada

para descrever o perfil observado dos halos, ou seja, o perfil que vai além do raio do halo

que e possui correções da matéria que se encontra em outros halos. A correção do HVM

para o espectro halo-matéria é dada pela equação 5.47 e o termo extra envolvendo poeira,

do HVDM, pela equação 5.67.

No painel esquerdo da figura 5.8 é mostrada a diferença no espectro de potências

halo-matéria, entre o HM e o HVM, para dois bins de massa dos halos. As contribuições

vindas dos voids e da poeira são esperadas serem menores do que as contribuições vindas

dos halos. Por exemplo, PHV
hm contribui muito pouco para o espectro final, fazendo com

que o HVM reproduza o HM com um melhoramento marginal. Vemos que para halos de

pouca massa, a escala do termo de um halo é menor, de forma que esse termo não corrige

a predição linear pela quantidade correta em pequenas escalas. Para os halos de massa

maior, ambos o HM e o HVM reproduzem bem os dados simulados. Os resultados para

o HVDM (painéis da direita) são muito similares.

A transformada de Fourier de Phm dá a função de correlação halo-matéria ξhm, que
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Figura 5.8: Espectro de potências halo-matéria para dois bins de massa (em unidades de
M�/h). Na esquerda, comparamos o HVM (linha roxa tracejada) com o HM (linha verde
tracejada e pontilhada) e o modelo linear (linha sólida vermelha). Note que o HM e o HVM
diferente por menos de 1% para esse observável. Vemos que ambos os modelos são melhores
para descrever halos mais massivos. Nos painéis da direita temos o mesmo mas para o HVDM,
como indicado nas legendas.
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Figura 5.9: Função de correlação halo-matéria, que também pode ser interpretado com o perfil
de densidades observado dos halos, para dois bins de massa (em unidades de M�/h). Resultados
mostrados para o HVM (esquerda) e para o HVDM (direita). A diferença entre esses modelos e
o HM (linha verde) é marginal. As correções do HM para o perfil NFW são também presentes
tanto no HVM quanto no HVDM. Nós usamos os mesmos ingredientes do HM no HV(D)M,
como descrito na seção 5.4.
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também pode ser interpretada como o perfil de densidade total observado do halo, como

mostrado na figura 5.9. O termo de dois halos do HM traz correções importantes ao

perfil interno do halo (NFW, termo de um halo) nas regiões externas ao halo (veja o

painel da esquerda da figura 5.2), pois esse termo leva em conta a contribuição da matéria

presente em outros halos. Aqui nós consideramos o perfil truncado de NFW para sermos

consistentes com o ingrediente utilizado no calculo do HM. Escolhemos mostrar os perfis

desta forma para deixar expĺıcito que só é necessário conhecermos a distribuição de matéria

na parte mais interna dos halos.

O HVM adiciona correções ao perfil dos halos como descrito pela equação 5.41, en-

quanto o HVDM adiciona as correções descritas pela equação 5.69. Assim como ocorre

para o espectro halo-matéria, as correções do HV(D)M são negligenciáveis. Como espe-

rado dos resultados para o espectro, vemos que as correções adicionadas pelos modelos

são mais precisas para os halos de massa maior.

Outro ponto interessante que fica claro com a figura 5.9 é que o HM faz uma predição

incorreta para o raio de splashback dos halos7. Dentro do HM, esse raio é estimado como

sendo perto de rvir, onde medidas de simulações apontam esse raio como sendo próximo

de 2rvir. Esse resultado também indica que o raio do virial não é a melhor escolha para o

raio dos halos no HM. Embora essa escolha de raio seja arbitrária, é provável que o uso

do raio de splashback, ou um valor menor para ∆vir, melhoraria a transição entre os termo

de um e dois halos.

5.4.3 O Espectro Void-Matéria e o Perfil Observado dos Void

O espectro de potências void-matéria é dado pela equação 5.48 e o termo extra com

poeira pela equação 5.68. No painel esquerdo da figura 5.10 são mostrados os espectros

void-matéria para os oito bins de raio, definidos na tabela 5.1, para o HVM (painéis da

esquerda) e para o HVDM (painéis da direita).

Para o caso do espectro cruzado envolvendo voids, é claro que o HM não faz nenhuma

predição por não possuir essas estruturas. Entretanto, se considerarmos as grandes escalas

onde uh(k|M) = uv(k|R) → 1, podemos simplificar o termo de dois voids, halo-void e

7Esse raio é usualmente definido como o ponto onde a derivada do perfil muda de comportamento.
Dentro do contexto do HM, esse seria o raio onde ocorre a transição entre o termo de um e dois halos.
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void-poeira, para escrevermos uma predição do que iremos chamar de Void Model (VM)

PVoid Model
vm (k|R) = P 1V

vm(k|R) + bv(R)PL
mm(k) , (5.103)

onde P 1V
vm(k|R) é o termo de um void presente no HV(D)M. Esta expressão é similar à

apresentada em [279] e é muito mais simples de ser calculada pois só requer conhecimento

do perfil interno dos voids e de seu bias linear.

Na figura 5.10, vemos que os modelos nos pinéis da direita descrevem melhor a si-

mulação, pois utilizamos uma predição melhor para o bias linear dos voids, já que utili-

zamos o HVDM que não precisa ser normalizado. Vemos que todos os modelos prevêem

uma inversão no espectro cruzado em pequenas escalas, algo que também está presente no

espectro medido e vem principalmente do termo de exclusão, que é muito mais relevante

para voids. Vemos que o espectro medido é muito ruidoso nas pequenas escalas, o que

acontece por conta do termo de shot-noise ser maior devido ao menor número de objetos,

se comparado com halos.

Na figura 5.11 mostramos o perfil observado de voids, incluindo o termo de exclusão

descrito na seção 5.3.3. Os painéis da esquerda se referem ao HVM. Vemos que essas

predições são piores, novamente pelo fato de o bias linear dos voids ser pior nesse caso. Já

para o HVDM, nos painéis da direita, a predição dos voids de raio menor são melhoradas

pelo fato de estarmos usando um bias linear dos voids muito melhor, como vemos na figura

5.4. Essa melhora é a mesma que vemos para o espectro de potências cruzado. Ambos

modelos (HV(D)M) arrumam o perfil tanh (5.74) na região r > rv, de forma que o perfil

reproduz a transição correta para a densidade do background em grandes escalas.

Para o perfil dos voids, não é posśıvel ver uma diferença significativa entre o HV(D)M

e o VM, mostrando que a expressão efetiva simplificada da equação 5.103, re-derivada

neste trabalho, é suficiente para descrever a distribuição de matéria no entorno dos voids.
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Figura 5.10: Espectro de potências void-matéria para oito bins de raios (em unidades de
Mpc/h). Nos painéis da esqueda nós comparamos o HVM com o VM (veja equação 5.103). O
VM é um modelo simplifica efetivo do HVM que propusermos nesse trabalho. Note que, como o
bias linear dos voids é mais restringido nesse caso, b̄dm = 0, os erros para alguns bins são maiores.
Nos painéis da direita nós comparamos o HVDM com o VM. Note que, como o bias linear dos
voids é melhor agora, a predição para os perfis dos voids também é muito melhorada.
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Figura 5.11: Predições para o perfil de densidade observado dos voids para oito diferentes
bins de raio (em unidades de Mpc/h). O HVM, na esquerda, corrige o perfil tanh , da equação
(5.74), para reproduzir a densidade de fundo para r > rv. Note que, assim como na figura 5.10,
o pior perfil linear dos voids piora a predição para seus perfis de densidade. Na direita, o mesmo
é mostrado para o HVDM. Como podemos escolher um bias dos voids melhor no HVDM, esse
modelo também é capaz de reproduzir melhor os perfis de densidade observados.
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Caṕıtulo 6

Raio de Turnaround

Neste caṕıtulo são apresentados os principais resultados para o estudo do raio de tur-

naround para diferentes teorias gravitacionais, tentando relacionar os resultados teóricos

com dados já dispońıveis. Esse trabalho foi desenvolvido juntamente com o aluno de

doutorado Rafael C. Lopes (IF-USP), o professor Raul Abramo (IF-USP) e o professor

Laerte Sodré Jr. (IAG-USP).

Na primeira seção, apresento uma breve motivação para a realização desse estudo,

bem como uma pequena introdução sobre o que é o raio de turnaround.

Na seção seguinte, descrevo a aproximação de colapso esférico e mostro quais são

as principais equações que devem ser resolvidas, no contexto de gravitação modificada.

Também apresento os desafios numéricos envolvidos no cálculo dos parâmetros principais

do modelo.

Na terceira seção, mostro o efeito de diferentes parâmetros de gravitação modificada

sobre os valores dos parâmetros obtidos pelo cálculo do colapso esférico, dando principal

ênfase aos comportamentos diferentes que aparecem quando o teorema de Birkhoff é

quebrado e quais as consequências disso para posśıveis observações. Essa seção apresenta

os principais resultados dos trabalhos publicados [30,31].

Já na última seção, apresento os cálculos feitos, bem como os resultados obtidos, no

processo de se relacionar diretamente o raio de turnaround de uma estrutura com a massa

de seu halo central. De posse dessa relação, é posśıvel comparar-se diretamente nossas

predições com dados observacionais.

187
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Figura 6.1: Evolução do raio de uma estrutura esférica em função do tempo para três
valores diferentes da equação de estado da energia escura. Figura retirada das aulas de
Wayne Hu (astro 321).

6.1 Introdução e Motivação

Na figura 6.1, apresentamos um exemplo de como o raio da estrutura esférica evolui com

o raio. Vemos que o raio da estrutura cresce até atingir um raio máximo (o raio de

turnaround) e então começará a diminuir até que chegue em zero (momento do colapso).

Como mostrado na figura, o que acreditamos que de fato aconteça, é que a estrutura

não colapsa até um raio zero, pois dessa forma não observaŕıamos grandes estrutura no

universo. O que ocorre é que, em algum momento durante seu colapso, ela entra em um

estado de virialização em que pára de colapsar e se estabiliza em um raio constante.

Neste trabalho, estamos interessados em estudar, não o momento em que a estrutura

colapsa (ou virializa), mas sim o momento em que ela atinge seu raio máximo, conhecido

como momento de turnaround.

O estudo do raio de turnaround possui algumas motivações, como:

• Esse raio pode ser diretamente medido das observações [17,123] enquanto o momento

do colapso só é usado na teoria através da extrapolação linear das condições iniciais

para o calculo da função de massa e do bias linear (como discutido na seção anterior);

• A densidade média dentro desse raio é muito menor do que a densidade dentro de

um halo [30] o que faz com que os mecanismos de blindagem atuem de forma mais
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fraca permitindo que a gravitação modificada fique mais viśıvel;

• A informação sobre esse raio está contida no campo de velocidades (pois definimos

o momento de turnaround como sendo quando ṙ = 0) que também é mais senśıvel

a teorias modificadas de gravitação [281];

• Em prinćıpio, o raio de turnaround pode ser medido, e predito, para estruturas de

forma individual, sem fazer stacks, o que permite uma v́ınculo local no tempo e

espaço dos diferentes parâmetros das teorias de gravitação, algo que possibilita um

teste direto do prinćıpio da equivalência;

• Já existem algumas observações desse raio [17,18,123,282] possibilitando uma com-

paração imediata entre a teoria e observações, além de uma grande possibilidade

de mais dados com os futuros levantamentos de galáxias espectroscópicos (como o

DESI [12]);

• Existem alguns trabalhos que sugerem uma violação desse raio com relação a pre-

visãod e ΛCDM [117,121]

Devido a todos esses aspectos, o estudo teórico do raio de turnaround vêm se tornando

cada vez mais atrativo. Em particular, muito esforço vêm sendo feito para se prever

o raio de turnaround máximo de uma estrutura em diferentes modelos de gravitação

[118–120, 122]. Esse raio é definido como sendo aquele no momento em que r̈ = 0, e

representa o maior raio de turnaround que uma estrutura pode ter. Portanto observar

um raio maior do que o raio máximo predito em ΛCDM mostraria um problema com o

modelo.

Apesar deste esforço teórico na predição do raio de turnaround máximo, pouco vêm

sendo feito na tentativa de se prever o raio exato de turnaround em diferentes teorias

gravitacionais. Com isso em mente, o nosso estudo possui duas propostas principais, que

se organizarão em dois diferentes trabalhos publicados:

• Calcular o raio de turnaround, através do colapso esférico, para diferentes parâmetros

de uma teoria f(R);

• Achar uma relação direta entre o raio de turnaround e a massa central de uma

estrutura.
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O segundo ponto se torna interessante, pois os cálculos teóricos, utilizando o forma-

lismo de colapso esférico, considera a massa total dentro da casca esférica que está sendo

estudada. Portanto, considerando somente o colapso esférico, conseguimos encontrar uma

relação entre o raio de turnaround e a massa dentro desse raio, enquanto a massa usual-

mente medida nas observações é a massa do halo central.

No restante do caṕıtulo, apresentarei os detalhes de como foi feita a evolução das

equações do colapso esférico, como foi calculada a relação entre as duas massas e, por fim,

mostrarei os resultados obtidos.

Este caṕıtulo apresenta resultados mais precisos da descrição do colapso de uma estru-

tura com simetria esférica em uma teoria de gravitação modificada. Todos os resultados

foram obtidos considerando a teoria f(R) de Hu & Sawicki [1]. Os valores para o acopla-

mento (β) e a massa do campo escalar (m) são dados na equação (3.38).

6.2 Efeitos da Gravitação Modificada no Colapso Esférico

Nesta seção, apresentarei as principais equações para o colapso esférico em gravitação

modificada, os procedimentos utilizados para evolúı-las, bem como os resultados para o

contraste de densidade linear para o colapso e o não linear para o turnaround. Diferen-

temente da seção de colapso esférico apresentada anteriormente, aqui consideramos toda

a dependência na escala dos termos de gravitação modificada, implementada através da

função µ(k, a) (3.34).

Esta seção contém os principais resultados do trabalho publicado [30].

6.2.1 Equações para o Colapso Esférico em MG

Em gravitação modificada, a equação não linear para o colapso esférico (3.75) será modifi-

cada de maneira análoga ao que acontece para a equação de perturbações lineares (3.33),

através do fator µ(k, a) (3.34). Quando consideramos o efeito de gravitação modificada

como sendo somente uma alteração na equação de Poisson dada pela função µ(k, a), esta-

mos nos limitando a considerar apenas o efeito da gravitação modificada em ordem linear,

portanto os mecanismos de blindagem não serão considerados.

No caso não-linear, a equação em gravitação modificada a ser resolvida será mais

complicada, pois, como existem termos não lineares na equação, as perturbações serão
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acopladas para k’s diferentes. De maneira geral, podemos escrever a equação de evolução

não-linear das perturbações na forma:

δ′′ +

(
3

a
+
H ′

H

)
δ′ − 4 δ′2

3(1 + δ)
=

1 + δ

H2 a4
∇2Φ , (6.1)

onde a depêndencia com o laplaciano do potencial gravitacional é explicitado.

Note que, para escrever a equação (6.1), nós mantivemos a suposição feita no colapso

esférico na RG de que v(r) = A(t)r que, em outras palavras, diz que o gradiente da

velocidade será espacialmente constante, de forma que o formato do perfil de densidade

não irá mudar com o tempo. Essa suposição não é verdade para um perfil não top-hat,

como mostrado na figura 6.2, e não é verdade em geral em gravitação modificada. Como

mostrado na figura 6.3, um perfil de densidade top-hat também terá sua forma alterada

com o tempo por conta da quebra do teorema de Birkhoff.

Apesar disso, como estamos interessados, principalmente, no instante do turnaround,

o perfil será pouco alterado até lá, tornando essa suposição, aproximadamente, verda-

deira. Além disso, como vamos considerar somente a casca mais central nos cálculos essa

suposição será mais forte, pois a parte central do perfil é a que muda mais lentamente,

como podemos ver na figura 6.2.

Utilizando a forma linearizada da equação de Poisson em gravitação modificada, po-

demos escrever o potencial gravitacional na forma:

Φ(~x, a) = −4πGa2ρ̄m

∫
d3k

(2π)3
ei
~k·~x k−2 [1 + ε(k, a)]δ(~k, a) . (6.2)

Portanto, a equação não linear para a evolução das perturbações do campo de matéria

será:

δ′′ +

(
3

a
+
E ′

E

)
δ′ − 4δ′2

3(1 + δ)
=

3(1 + δ)

2E2 2π2
Ωm0 a

−5

∫ ∞
0

dk k2[1 + ε(k, a)]δ(k, a)
sin(kr)

kr
,

(6.3)

onde a equação linear a ser resolvida para se obter δc é a mesma usada para o cálculo do

espectro de potências linear (3.33).

A equação (6.3) é dependente da variável radial do contraste de densidade, isso ocorre

pois o teorema de Birkhoff é quebrado em gravitação modificada, fazendo com que cascas

radiais sejam afetas por todas as outras cascas. A consequência numérica mais severa
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deste fato é que agora teremos que evoluir todas as cascas e, para isso, teremos que

escolher uma perfil de densidade inicial para a evolução.

Neste trabalho consideramos dois perfis de densidade inicial: uma tangente hiperbólica

e um perfil f́ısico calculado utilizando a teoria do peak background split [283].

O perfil tangente hiperbólica foi utilizado pois é a generalização mais simples do perfil

top hat, que é normalmente utilizado no cálculo do colapso esférico. Esse perfil possui

dois paâmetros livres, o raio da estrutura inicial (rb) e a inclinação da transição entre a

região sobredensa e o background. Este perfil é definido pela expressão:

δi(r) =
δi,0
2

[
1− tanh

(
r/rb − 1

s

)]
, (6.4)

onde δi,0 é a amplitude da perturbação e é o parâmetro que deve ser ajustado para que o

colapso (ou o turnaround) ocorra no tempo desejado.

Já o perfil inicial f́ısico, calculado em [283] e utilizado para o colapso esférico em [199], é

dado pela convolução entre o perfil teórico no espaço de Fourier e a função de transferência

T (k)

δi(r, R) =
2

π

∫ ∞
0

dkk2δ0(k,R)
sin kr

kr
T (k) , (6.5)

onde o perfil teórico é dado por:

δ0(k,R) = δi,0
1

4
π(ns + 5)R3e−k

2R2

(kR)nsF (ν, ns, k, R) , (6.6)

com

F (ν, ns, k, R) =e
− 1

8(ns+3
ns+5)

3/2
ν2
(

(12ns + 60)e
1
8(ns+3

ns+5)
3/2

ν2 + (0.632ns + 13.52)ns + 44.6

)
(ns + 5)2

(
2
√

(0.25ns+0.75)ν2+0.45ns+8.25
ns+5

√
ns+3
ns+5

ν

) +

√
ns + 3

ns + 5
ν

 ·

·


√

ns+3
ns+5

νΓ
(
ns+5

2

)
(2k2R2 − ns − 3

)
+

(ns + 3) (−2k2R2 + ns + 3)

2Γ
(
ns+7

2

) +
4

(ns + 5)Γ
(
ns+3

2

) .
(6.7)

Utilizando um dos dois perfis iniciais, e evoluindo a equação (6.3), podemos obter os

valores para os parâmetros do colapso e do turnaround.
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Para evoluir a equação, utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem e o

método de Romberg R(n, 3) e R(n, 2) para as integrais no espaço de Fourier e no espaço

real, respectivamente. Utilizamos um espaçamento linear para o perfil, pois testes de-

monstraram que essa escolha é mais estável do que o espaçamento logaŕıtmico. Pelo

fato de termos que calcular duas integrais para cada passo temporal, e de estarmos tra-

balhando com quantidades que atingem valores muito grandes, a evolução da equação

demonstrou-se muito complicada e instável. Portanto, tivemos que escolher cuidadosa-

mente os parâmetros internos do código (como tamanho dos passos temporais e escolha

dos pontos para se calcular o perfil).

Por conta das instabilidades numéricas, adotamos o critério de ∆ = 200 para o mo-

mento do colapso dos halos, e não ∆→∞ como usualmente1.

O momento do turnaround ocorre quando:

3

at
(δt + 1) = δ′t , (6.8)

que é obtido utilizando-se a conservação de massa e o fato de o turnaround ocorrer quando

Ṙ = 0 (onde aqui R é o tamanho f́ısico de uma dada casca esférica e não a coordenada

radial do perfil).

Para a obtenção do momento do colapso e do turnaround , consideramos as condições

acima na casca central (r = 0). Uma maior discussão dessa escolha pode ser obtida

em [30].

Na figura 6.2 apresento a evolução, considerando ambos perfis iniciais, do perfil de

densidade da perturbação para os casos de campo forte e fraco, normalizando o perfil por

sua densidade central. Os perfis, para os dois casos, foram evolúıdos a partir das mesmas

condições inicias e tomados quando possúıam a mesma densidade central. Como esperado

dos casos limites, onde não há a quebra do teorema de Birkhoff, a mudança na constante

de Newton não muda a evolução da forma dos perfis, sendo que a única diferença é que a

perturbação atinge valores elevados muito mais rápidamente no caso de campo forte.

Notamos também, assim como esperado, o perfil vai ficando mais concentrado a medida

que o tempo vai passando, isso ocorre pois não consideramos componentes não radiais na

velocidade de forma que não é posśıvel chegar ao estado de virialização onde o raio da

1Essa escolha já foi mostrada produzir resultados melhores para a abundância de halos com grande
massa no caso de ΛCDM [284].
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Figura 6.2: Evolução do perfil de densidade, para os limites de campo forte e fraco,
normalizando pela densidade central. No painel da esquerda é mostrado o caso para o
perfil inicial tangente hiperbólica (6.4) e na direita para o perfil f́ısico (6.5).

estrutura para de diminuir.

Na figura 6.3 (Figura 2 de [16]), mostro a evolução temporal, para dois perfis tipo

tangente hiperbólica (6.4) com dois valores diferentes de s, em gravitação modificada.

Essa figura mostra um fenômeno que ocorre em gravitação modificada, quando tomamos

um perfil inicial próximo a um top hat (valor de s pequeno) começa a surgir um pico de

sobredensidade fora do centro que, de fato, colapsa antes. Esse pico surge pois há um

gradiente de densidade muito grande próximo da ”borda”do halo, o que faz com que o

efeito de gravitação modifica seja maximizado somente nesta região. Vemos que não há

esse pico no caso em que s é maior.

Esse comportamento não é f́ısico e não é esperado que aconteça na natureza, porém essa

forma de perfil inicial, quase top hat, também não é esperada existir. Quando calculamos

o perfil f́ısico (6.5), vemos que ele é bem menos concentrado do que os perfis tangente

hiperbólica com os valores de s considerados (figura 6.2).

Portanto, não podemos escolher um valor muito pequeno para s. Com alguns testes

vimos que o valor de s = 0.4 é suficiente para não termo problemas com colapsos fora

do centro nos modelos de gravitação modificada considerados. Além disso, mantivemos

os cálculos com o perfil inicial tangente hiperbólica para tentar parametrizar como os

parâmetros que estamos interessados vão depender da forma do perfil inicial.
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Figura 6.3: Evolução de dois perfis tipo tangente hiperbólica (6.4) com um pequeno valor
de s (linhas pontilhadas roxas) e com um valor grande (linhas sólidas azuis). Figura 2
de [16].

6.2.2 Resultados para o Parâmetro de Colapso (δc)

De maneira similar ao feito em RG, nós evolúımos a equação não linear (6.3), para algum

dos dois perfis iniciais, até que o contraste de densidade central (em r = 0) fosse 200.

Escolhemos esse valor, e não infinito como feito anteriormente, pois a equação começa a

ficar menos estável para valores muito grandes de δ, além disso, como mostrado em [284],

a a função de massa descreve melhor as simulações quando consideramos esse critério de

colapso para o calculo do δc.

Uma vês obtido o tempo em que nossa estrutura irá colapsar (δ(t = tc, r = 0) = 200)

evolúımos a equação linearizada, partindo das mesmas condições iniciais, até esse mesmo

instante e tomamos o valor do parâmetro δc como sendo o valor central da perturbação

δc(tc) = δlin(t = tc, r = 0). Assumimos que esse valor é o critério de colapso (ou formação

do halo) para um halo que possúıa uma forma para o perfil inicial como a utilizada para

a evolução (que para o perfil tangente hiperbólica será determinada pelo parâmetro s) e

uma massa dada por:

M =
4

3
πR3ρ̄m , (6.9)

onde R é o raio inicial da estrutura (raio em coordenadas lagrangeanas) que, para o perfil

tangente hiperbólica é o rb e para o perfil f́ısico o R.

Podemos usar a relação (6.9) entre a massa e o raio lagrangeano da estrutura pois
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estamos assumindo conservação de massa, ou seja, a massa da estrutura não varia durante

sua evolução. Outra observação importante é que, também devido a conservação de massa,

o mapa entre as coordenas lagrangeanas e eulerianas é dado por:

RE =
RL

(1 + δ)1/3
, (6.10)

portanto, quando δ fica muito grande, como no caso do colapso de uma estrutura, RE → 0

justificando nossa escolha de utilizar a casca mais interna para estudar o colapso da

estrutura.

Na figura 6.4 mostro os valores obtidos para δc como função do redshift de colapso

da estrutura para os dois perfis iniciais. Apresento os resultados para o limite de campo

fraco, o limite de campo forte e para três valores de fR0 = 10−6, 10−5 e 10−4 com n fixado

em 1. Na figura 6.5 apresento resultados similares mas com o δc em função da massa de

estruturas que colapsaram em z = 0.

Nessas figuras podemos ver que os limites de campo fraco e forte não são respeitados

pois os resultados para gravitação modificada são menores do que o limite de campo fraco.

Esse mesmo resultado foi observado em outros trabalhos [16,27,173,199] e isso ocorre por

conta da equação linear ser utilizada para extrapolar linearmente as condições iniciais até

o redshift de colapso, como veremos na pŕoxima seção, para o caso do turnaround, onde

não precisamos da equação linear, os limites são respeitados.

Outro comportamento não esperado, que fica mais evidente na figura 6.5, é o fato de o

δc não possuir um comportamento monotônico em teoria de gravitação modifica possuindo

um mı́nimo que depende do valor de fR0 e parece não depender de s. Esse comportamento

parece ocorrer quando consideramos a equação linear em gravitação modificada para fazer

a extrapolação das consições iniciais. Trabalhos como [16, 199] fazem a extrapolação

utilizando a equação linear de ΛCDM e encontram que o valor de δc é menor a medida

que se diminui a massa do halo chegando a valores ≈ 20% menores do que em RG

para massas da ordem de 1013M�/h, Por outro lado, alguns outros trabalhos consideram

a extrapolação das condições iniciais utilizando a equação linear dada pela gravitação

modificada [27, 28, 173] e, nesses trabalhos, também encontram um valor mı́nimo para δc

(de máxima diferença com ΛCDM) que é pouco diferente do valor encontrado em ΛCDM

≈ 3%.

Esse mı́nimo possui alguma relação com o valor da massa dentro de um comprimento
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Figura 6.4: Dependência do parâmetro do colapso δc com o redshift para estruturas com
massa de 1014M�/h. Nos painéis da esquerda são mostrados os resultados para o perfil
inicial tangente hiperbólica (6.4) e nos da esquerda para o perfil inicial f́ısico (6.5). Em
linhas pretas temos o resultado para RG, em linhas cinzas o resultado para o limite de
campo forte, em linhas azuis os resultados para fR0 = 10−6, em linhas vermelhas os
resultados para fR0 = 10−5 e em linhas amarelas os resultados para fR0 = 10−4. Para o
caso do perfil inicial tangente hiperbólico apresentamos, em linhas cont́ınuas, os resultados
com s = 0.4 e, em linhas pontilhadas, o resultado com s = 0.8 mostrando a região entre
esses dois resultados com as áreas hachuradas. Os painéis inferiores mostram a diferença
relativa entre cada uma das teorias e a RG.
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Figura 6.5: Dependência do parâmetro do colapso δc com a massa de estruturas que
colapsam em z = 0. As cores e tipos de linhas são as mesmas da figura 6.4.

de Compton do campo escalar extra em background. N ao é claro como aparece essa

relação mas pode ser visualizada facilmente ao se olhar para a figura 2 de [27] que mostra

que os mı́nimos de δc ocorrem para halos com massa pŕoximas a massa do campo escalar

no background2.

Já as pequenas oscilações que aparecem nessas curvas são causadas por erro numéricos

que não conseguimos melhorar de forma que o programa ainda desse os resultados em um

tempo viável.

Uma última observação a ser feita sobre esses resultados para δc é que a diferença

relativa entre os valores de gravitação modificada e ΛCDM são pequenos de, no máximo,

3%. Isso também nos motiva a trabalhar com o turnaround que, como veremos em breve,

possui diferenças muito maiores com ΛCDM3.

6.2.3 Resultados para o Parâmetro de Turnaround (δt)

Os resultados para o parâmetro do colapso foram calculados, principalmente, para com-

parar com os outros resultados da literatura e checar se o programa estava funcionando

corretamente. Além disso, o mesmo programa utilizado para o calculo do contraste de

2Note que o calculo realizado nesse trabalho é extremamente simplificado, porém apresenta resultados
similares aos obtidos aqui.

3Essa comparação não é totalmente justa, pois essa quantidade para o colapso é de natureza linear
enquanto a quantidade obtida para o turnaround tem uma natureza não linear. Além disso, o δc apa-
rece em uma exponencial para o cálculo da abundância de halos, isso amplifica as diferenças relativas
apresentadas nessa seção.
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densidade de turnaround pode ser usado para o colapso, tornando o calculo do mesmo

pouco custoso.

Entretanto, o objetivo principal desse projeto é o calculo do parâmetro de turnaround

(δt) e, através dele, o calculo do raio de turnaround. O momento do turnaround é definido

como sendo quando a casca mais central obedece a equação (6.8) e, por sua vez, o δt(tt)

é definido como sendo o valor do contraste de densidade da casca mais central nesse

momento. Igual ao caso do colapso a massa do da estruturaé definida pela expressão

(6.9).

Na figura 6.6 apresento a depêndencia de δt com o redshift, para estruturas com massa

de 1014M�/h, em todas as teorias de gravitação consideradas no caso do colapso e para

os dois perfis iniciais. Já na figura 6.7 apresento a depêndencia de δt com a massa das

estruturas para aquelas que atingiram o instante de turnaround em z = 0.

Em ambas as figura (6.6 e 6.7) podemos ver que, diferente do caso do colapso, os limites

de campo forte e campo fraco são respeitados, isso se deve ao fato de não evoluirmos a

equação linear de forma que toda a alteração está presente somente na equação não linear.

Essas figuras também reforçam dois comportamentos esperados, primeiramente, olhando

a figura 6.6 vemos que o efeito de gravitação modificada é mais forte em redshift mais

baixo, isso ocorre pois, nesses casos, a gravitação modificada teve mais tempo para atuar

na perturbação. Já na figura 6.7, vemos que o efeito de gravitação modificada é mais

forte em estruturas de massas menores, isso ocorre pois o gradiente do perfil de densidade

é maior para halos menores (eles são mais concentrados) fazendo com que a força extra

seja mais forte nesse caso.

Utilizando novamente a conservação de massa, podemos estimar o raio de turnaround

de uma estrutura por:

Rt(a,Mt) =

[
3

4πΩm0ρc[1 + δt(a,Mt)]

]1/3

aM
1/3
t , (6.11)

onde utilizamos os valores das figuras 6.6 e 6.7 para δt(a,Mt) e Mt.

Na figura 6.8 é apresentado os valores do raio de turnaround em função da massa

dentro desse raio para estruturas que atingem o turnaround em z = 0. Uma figura similar

com a dependência no redshift é mostrada em [30] (figura 7).

Observamos nessa figura as mesmas caracteŕısticas presentes em 6.7 com a única mu-

dança de que a diferença com a RG é menor pois Rt depende de δt por meio de uma raiz
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Figura 6.6: Dependência do parâmetro de turnaround δt com o redshift para estruturas
com massa de 1014M�/h. Nos painéis da esquerda são mostrados os resultados para o
perfil inicial tangente hiperbólica (6.4) e nos da esquerda para o perfil inicial f́ısico (6.5).
Em linhas pretas temos o resultado para RG, em linhas cinzas o resultado para o limite
de campo forte, em linhas azuis os resultados para fR0 = 10−6, em linhas vermelhas os
resultados para fR0 = 10−5 e em linhas amarelas os resultados para fR0 = 10−4. Para o
caso do perfil inicial tangente hiperbólico apresentamos, em linhas cont́ınuas, os resultados
com s = 0.4 e, em linhas pontilhadas, o resultado com s = 0.8 mostrando a região entre
esses dois resultados com as áreas hachuradas. Os painéis inferiores mostram a diferença
relativa entre cada uma das teorias e a RG.
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Figura 6.7: Dependência do parâmetro do turnaround δt com a massa de estruturas que
atingem o turnaround em z = 0. As cores e tipos de linhas são as mesmas da figura 6.6.

cúbica. A diferença máxima, que ocorre para o caso do limite de campo forte ou para

pequenas massas nos casos intermediários, é de ≈ 7%, algo que nos motiva a continuar

estudando-a. Entretanto, é importante relembrar que a as massas presentes nas figuras

6.7 e 6.8 são as massa dentro do raio de turnaround e não a massa da estrutura central.

Para comparações com dados observacionais é mais conveniente o uso dessas grandezas

como função da massa do halo central.

O último estudo feito foi tentar entender a relação entre o raio de turnaround que

calculamos e o raio de turnaround máximo calculado em outros trabalhos (por exemplo

em [18]). Além disso, gostaŕıamos de entender como é o comportamento de diferentes

cascas de uma estrutura e como o raio de Euler de cada casca em seu momento de

turnaround se relaciona com a massa dentro dela e com a amplitude da perturbação

inicial.

Na figura 6.9 mostro o raio de Euler em ΛCDM, de cada uma das casca de uma

estrutura, no momento em que cada uma delas atinge o turnaround em função da massa

dentro delas, massa essa definida atrvés de (6.9) considerando o raio Lagrangeano de cada

casca. Consideramos as casca de uma estrutura evolúıda a partir de uma perfil inicial

tangente hiperbólica com s = 0.4 e rb = 7.0 e com quatro diferentes valores para sua

amplitude inicial δ0 = 5, 5.5, 6, 6.5 × 10−3. É mostrado também o momento em que a

casca central atinge o turnaround para cada valor de amplitude inicial.
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Figura 6.8: Dependência do raio do turnaround Rt com a massa de estruturas que atingem
o turnaround em z = 0. As cores e tipos de linhas são as mesmas da figura 6.6.
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Figura 6.9: Relação entre o raio de Euler de cada casca no momento do turnaround e
sua massa interna para uma mesma estrutura com um perfil inicial tangente hiperbólico
com s = 0.4 e rb = 7.0 em ΛCDM. São apresentados os resultados para quatro diferentes
valores para a amplitude da perturbação inicial bem como a previsão teórica para o raio
de turnaround máximo. Na legenda é mostrado qual o fator de escala no momento em
que a casca central atinge o turnaround.

Por essa figura vemos que o limite máximo para raio de turnaround (calculado em [18])

não é violado para nenhum dos casos. Além disso, vemos que as estruturas que atingem o

turnaround antes possui um raio mais próximo ao máximo sugerindo que esse limite seja

assintoticamente alcançado por estruturas que tivesse atingido o turnaround no começo

do Universo, caso esse que não é reaĺıstico. Vemos também que, para cascas que possuem

raio Lagrangeano maior do que 7 Mpc/h (M & 1014M�/h) o raio Euleriano começa a

tender para uma assintota, demonstrando que não observaremos o turnaround a distâncias

muito grandes do centro do halos.

6.3 O Raio de Turnaround para Estruturas Reaĺısticas

Na seção anterior calculamos o raio de turnaround como função da massa de turnaround

(massa dentro deste raio) e apresentamos esse resultado na figura 6.8. Porém, do ponto

de vista observacional, essa massa não é facilmente acesśıvel. Usualmente, é medida a

massa do halo central da estrutura.

O objetivo desta seção é relacionar o raio de turnaround com a massa do halo central

da estrutura. Para isso assumimos uma perfil de densidade, motivado pelo halo model [40],

que esperamos que descreva a distribuição de um halo para distâncias maiores do que seu

raio [243].
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Esta seção é dividida em três principais tópicos: a apresentação do perfil de densidade

utilizado; alguns resultados para a razão entre as massas do halo e de turnaround bem

como para seus raios; e, o resultado principal desse projeto, a relação entre o raio de

turnaround e a massa central.

6.3.1 O Perfil de Densidade

Para relacionarmos a massa de turnaround com a massa do halo central, que normalmente

é observada, precisamos assumir algum perfil de densidade para os halos de matéria

escura. Porém, perfis normalmente usados como o NFW [114], que descreve muito bem

a destribuição de matéria dentro do halo quando comparado com simulações, não é uma

boa escolha em nosso caso, pois ele não descreve bem as regiões externas ao halo [243].

Na tentativa de construir um perfil de densidade adequado até o raio de turnaround nos

utilizamos a mesma ideia do halo model [40], que foi testada e confirmada funcionar [243].

A ideia principal é considerar a distribuição de matéria envolta de um halo de matéria

escura como sendo a soma de duas contribuições: o termo de um halo e o de dois halos.

O termo de um halo terá informação sobre a distribuição de matéria no interior dos

halos (informação não linear) enquanto o termo de dois halos terá informação sobre a

distribuição de halos no Universo (informação linear).

Assumindo essa ideia do halo model e lembrando que o perfil de densidade do halo

possui a mesma informação da função de correlação halo-matéria, podemos escrever o

perfil na forma:

ρ(r|M) = ρ̄mξhm(r|M) = ρ1h(r|M) + ρ2h(r|M) , (6.12)

onde é explicitado que a forma do perfil irá depender da massa do halo4.

Como termo de 1 halo escolhemos o perfil de Navarro-Frenk-White [114] dado por:

ρ(r) =
ρs

(r/rs)(1 + r/rs)2
, (6.13)

onde ρs é a normalização do perfil, determinada forçando que a integral do perfil até o

raio do halo seja igual a massa do halo, e rs = Rh/c sendo R o raio do halo e c sua

4Estudos mais recentes veem mostrando que a distribuição dos halos é afetada por outras propriedades
além de sua massa, como seu spin e idade, porém essas dependências são subdominantes e não serão
consideradas neste trabalho.
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Figura 6.10: Perfil de densidade para um halo de massa 1014M�/h nas cinco teorias
gravitacionais consideradas: limite de campo fraco (linha preta), limite de campo forte
(linha cinza), fR0 = 10−6 (linhas azul),fR0 = 10−5 (linha vermelha) e fR0 = 10−4 (linha
amarela). No painel da direta é mostrada a diferença relativa do perfil em cada gravitação
com o perfil em RG. A linha vertical laranja indica o raio do halo.

concentração onde utilizamos a expressão de Bullock et al. [275]

c(M) = 9

(
M

M?

)−0.13

, (6.14)

sendo M? definido via σ(M?) = δc(M
?).

Já o termo de 2 halos é dado pela função de correlação halo-matéria linear

ρ2h(r|M) = ξLhm(r|M) = ρ̄mb(M)ξLm(r) , (6.15)

sendo b(M) o bias linear dos halos (que assumimos como sendo o de Tinker et al. [24]) e

ξLm(r) a função de correlação linear da matéria.

Na figura 6.10 apresento o perfil de densidade, para um halo de massa 1014M�/h, nas

cinco teorias de gravitação. O perfil é afeta pela gravitação modificada por duas principais

formas: através da mudança no M? e pela mudança no espectro de potências linear. O

primeiro afeita mais o termo de um halo e o segundo o termo de dois halos.

A gravitação modifica irá alterar o valor de M? pois o valor da variância do campo

linear será modificada bem como o valor de δc (incluindo uma dependência na massa no

mesmo). O valor de M? será aumentado em teoria mais modificadas, isso ocasionará que

os halos sejam mais concentrados em teoria mais modificadas de gravitação, podemos ver

esse efeito na figura 6.10 ao observar as partes mais internas dos halos, nelas vemos que

quanto maio fR0 maior o valor da densidade.

Já a mudança no espectro de potências da matéria irá afetar tanto o bias linear dos

halos quando a própria função de correlação linear da matéria. O bias linear será maio
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para teorias mais modificadas enquanto a função de correlação será menor, nas grandes

escalas, para compensar o fator de ser maior nas menores escalas. A soma desses dois

efeitos produz uma modificação não monótona do perfil com o paraâmetro de gravitação

modificada, parte dessa mudança podemos ver para as distâncias maiores, onde vemos

que as teorias com maiores fR0 produzem densidades menores.

Portanto, como evidenciado na figura 6.10, é importante usarmos os perfis de densi-

dade em gravitação modifica em nossos cálculos pois eles apresentam uma diferença, com

respeito a RG, da mesma ordem das diferenças observadas no raio de turnaround 6.8.

Podemos relacionar a massa de turnaround com a massa do halo, utilizando o perfil

(6.12), com a integral:

Mt = 4π

∫ Rt

0

drr2 [ρNFW (r|M) + ρ2h(r|M)] , (6.16)

que, utilizando as expressões para o termo de um (6.13) e dois (6.15) halos, fica:

Mt(M,Rt) = 4πρs

[
R

c(M)

]3
{

ln

[
1 + c(M)

Rt

R

]
−

c(M)Rt
R

c(M)Rt
R

+ 1

}

+ 4πρ̄mb(M)

∫ Rt

0

drr2ξLm(r) . (6.17)

Colocando a relação Mt(M,Rt) (dada em (6.17)) na equação (6.11) obtemos uma

equação não linear que podemos resolver para encontrar a função Rt(M).

6.3.2 Relações entre a Casca no Colapso e em Turnaround

Uma vez obtendo a relação Rt(M) é posśıvel também calcular a razão entre os raios e as

massas das casca no momento de turnaround e de colapso. Essas razões, em prinćıpio,

são também observáveis que podem vincular teorias gravitacionais porém, como notado

na seção anterior, a observação da massa da casca em turnaround é menos acesśıvel. Por

outro lado, esses observáveis podem ser testados em simulações de N-corpos.

Para todos os resultados obtidos nesse projeto utilizamos a definição do halo central

como sendo a região que possui 200 vezes a densidade média de matéria no Universo.

Esse valor para o contraste de densidade é o mais utilizado em medidas com simulações

de N-corpos além de ser consistente com o valor utilizado nos cálculos de colapso esférico

feitos na seção anterior.
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Figura 6.11: Razão entre o raio de turnaround e o raio do halo central, em função da
massa do halo, para quatro teorias de gravitação: RG (linha petra), fR0 = 10−6 (linha
azul), fR0 = 10−5 (linha vermelha) e fR0 = 10−4 (linha amarela). Nos painéis da esquerda
são mostrados os casos para o perfil inicial tangente hiperbólica e na direita para o perfil
inicial f́ısico. Nos painéis de baixo são apresentadas as diferenças relativas com relação à
RG. Para o caso do perfil inicial tangente hiperbólica são apresentados os resultados para
s = 0.4 (linhas sólidas) e s = 0.8 (linhas tracejadas).

Na figura 6.11 e 6.12 apresento a razão entre os raio, e entre as massas, da casca no

momento do turnaround e a casca no momento do colapso (quando ∆ = 200) em função

da massa dentro da casca no colapso. Mostro os resultados para: RG (linha petra),

fR0 = 10−6 (linha azul), fR0 = 10−5 (linha vermelha) e fR0 = 10−4 (linha amarela).

Também é apresentado, nos painéis inferiores, a diferença relativa, de cada teoria, com

relação ao resultado da RG.

Vemos que o comportamento das curvas em ambas as figuras é muito semelhante, isso

se deve ao fato de podermos escrever a razão entre as massa em função da razão entre os

raios
Mt

M
=

1 + δt
∆

(
Rt

R

)3

. (6.18)
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Figura 6.12: Mesmo da figura 6.11 porém para a razão entre as massas de turnaround e
do halo.
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Olhando para a expressão (6.18) e comparando ambas as razões presentes nas figuras

podemos ver que os perfis de densidade escolhidos possuem um papel fundamental em

nossa descrição e é muito importante levarmos em conta efeitos de gravitação modificada

em seus cálculos. Outro reflexo dessa importância pode ser vista no fato de os resultados

para o perfil inicial tangente hiperbólico (painéis da esquerda) serem muito parecidos para

valores diferentes de s enquanto os resultados para δt não são. Também vemos que os

resultados para ambos os perfis iniciais são muito semelhantes enquanto os resultados de

δt não são.

De maneira geral, observando todos os painéis das figuras 6.11 e 6.12, vemos que a

diferença relativa das teorias de gravitação modificada com a RG é maior para halos de

massa menores, comportamento igual ao observado nas figuras para δt(Mt) (6.7) e para

Rt(Mt) (6.8).

Vemos também que a razão entre os raios, assim como a razão entre as massas, diminui

conforme a massa do halo aumenta, atinge um mı́nimo para M ≈ 1013.5M�/h e volta a

aumentar para massas maiores. Além disso, para o caso de ΛCDM, as razões são quase

constantes ficando entre 3.5 e 4.0, para os raios, e entre 3.0 e 4.0 para as massas, algo

semelhante a resultados encontrados em simulações de N-corpos.

6.3.3 O Raio de Turnaround em Função da Massa do Halo

Nessa seção apresento o principal resultado desse projeto (até o momento): a relação

entre o raio de turnaround e a massa do halo central de uma estrutura. Para a construção

desse resultado precisamos saber a solução δt(Mt), dada pelo colapso esféric em gravitação

modificada e apresentado na figura 6.7, bem como a relação entre a massa de turnaround

(Mt) e a massa do halo central (M200), calculada assumindo o perfil (6.12) e com o

resultado dado pela equação (6.17).

Na figura 6.13 apresento o raio de turnaround em função da massa da região central

que possui 200 vezes a densidade média do Universo. É mostrado os resultados para

as cinco teorias gravitacionais consideradas neste projeto com a diferença relativa, com

relação ao resultado da RG, apresentada nos painéis inferiores. Também são mostrados

os resultados para os dois perfis iniciais utilizados no calculo do colapso esférico com dois

diferentes valores de s para o caso tangente hiperbólica.

Assim como no caso para a razão entre os raio, apresentado na figura 6.11, os resultados
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Figura 6.13: Valor do raio de turnaround, em função da massa do halo, para cinco teorias
de gravitação: RG (linha petra), fR0 = 10−6 (linha azul), fR0 = 10−5 (linha vermelha),
fR0 = 10−4 (linha amarela) e o limite de campo forte (linha cinza). Nos painéis da
esquerda são mostrados os casos para o perfil inicial tangente hiperbólica e na direita
para o perfil inicial f́ısico. Nos painéis de baixo são apresentadas as diferenças relativas
com relação à RG. Para o caso do perfil inicial tangente hiperbólica são apresentados os
resultados para s = 0.4 (linhas sólidas) e s = 0.8 (linhas tracejadas).
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dependem muito pouco do perfil inicial utilizado no calculo do colapso esférico, além disso,

para o caso tangente hiperbólica, os resultados são incensśıveis a escolha do valor de s.

Esses resultados são interessantes pois nos mostram que o raio de turnaround espera

de uma estrutura irá depender muito fracamente do perfil inicial da mesma e terá uma

dependência muito maior com a massa do halo e com a teoria de gravitação modifica que

são as informações que temos mais interesse em recuperar.

Na figura 6.13 mostro também o resultado para o limite de campo forte, em linhas

cinzas. Vemos que sua diferença com relação ao caso da RG (limite de campo fraco) é

muito maior do que o apresentado na figura 6.8, onde o raio de turnaround é mostrado

como função da massa de turnaround, isso evidencia mais uma vez que o calculo com-

pleto do perfil de densidade (apresentado na figura 6.10) é fundamental na obtenção de

resultados corretos.

Para os resultados de f(R) vemos que teorias com uma modificação maior (maior

valor de fR0) possuem uma diferença maior com relação aos resultados da RG, além

disso, vemos que massas menores possuem uma diferença maior também assim como

obtidos nos cálculos do colapso esférico. Vemos que, para massas de pequenos aglomerados

(≈ 1013M�/h), a diferença relativa com relação a RG é' 10% para o caso com fR0 = 10−6,

que ainda é permitido pelas observações atuais. Esses resultados são competitivos com os

v́ınculos atuais impostos em teorias f(R) por outros observáveis.

Na figura 6.14 mostro nossos resultados, para o caso do perfil inicial f́ısico, juntamente

com alguns dados observacionais já coletados em outros trabalhos. Na mesma figura

também é mostrado o limite máximo para a raio de turnaround obtido em [118,119,122].

Esses resultados mostram que as observações do raio de turnaround devem ser muito

aprimoradas antes que possamos colocar v́ınculos em teorias gravitacionais ou na cos-

mologia. Porém, com os diversos surveys que estão sendo lançados esperamos conseguir

obter resultados muito mais precisos, através de levantamentos espectroscópicos como o

DESI [12] ou levantamentos fotométricos de grande precisão como o J-PAS [285].

Do ponto de vista teórico também há muito a ser feito, como o teste de nossos resul-

tados em simulações de N-corpos com gravitação modificada, como a ISIS [200], o teste

e aprimoramento da suposição de simetria esférica feita, o teste do perfil de densidade

utilizado para descrever a distribuição de matéria dos halos de matéria escura e testes

sobre o impacto de traçadores enviesados nas medidas.
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Figura 6.14: Raio de turnaround como função da massa M200 dos halos. Nas linhas
cont́ınuas são apresentadas nossas predições teóricas com as mesmas legendas da figura
6.13 com o agréscimo do raio de turnaround máximo em linha azul clara. Também são
apresentados alguns resultados para observações feitas extráıdas do trabalho [17] (pontos
marrons), de [18] (quadrados rosas) e de [19] (em losangolos verdes).
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Apesar destes problemas observacionais e dos testes teóricos que ainda precisam ser

feitos, vemos que nossos resultados já estão próximos aos valores observados, além de

parecer haver uma grande possibilidade, por conta das grandes diferenças, de se vincular

gravitação através do raio de turnaround.
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Caṕıtulo 7

ExSHalos: Um novo Método para a

Rápida Geração de Catálogos de

Halos

Neste caṕıtulo, descrevo um novo método desenvolvido, juntamente com os professores

Marcos Lima (IF-USP) e Raul Abramo (IF-USP), para a rápida geração de catálogos de

halos de matéria escura, que podem ser usados para a geração de catálogos de galáxias [32].

Na primeira seção, faço uma introdução do nosso método e dou uma motivação para a

importância desse tipo de algoritmo, bem como uma discussão do motivo de nosso método

ser especialmente relevante para os pŕoximos levantamentos de galáxias.

Na segunda seção, descrevo todos os passos de nosso método e apresento alguns resul-

tados intermediários que justifiquem ou ajudem a descrever cada um deles.

Na terceira seção, apresento uma comparação entre os catálogos de halos gerados

utilizando diferentes opções de nosso código e discuto como cada opção pode ser utilizada

em casos reaĺısticos.

Na quarta seção, faço uma comparação entre os halos gerados por nosso método com

halos encontrados em simulações de N-corpos utilizando duas definições diferentes. Nesse

ponto é discutida a precisão de nosso método.
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7.1 Introdução e Motivação

Levantamentos atuais de galáxias (como o DES [217] e o JPAS [285]) e, principalmente, os

próximos levantamentos (como o DESI [12] e o LSST [286]) exigirão uma imensa quanti-

dade de tempo computacional para a realização de suas análises de dados, algo que é caro

e trabalhoso. Por conta disto, a elaboração e testagem de pipelines, que posteriormente

serão utilizados em dados, é fundamental para a economia tempo e dinheiro nos trabalhos

de grandes colaborações.

Os múltiplos testes desses pipelines requerem a criação de catálogos reaĺısticos de

galáxias que, além da f́ısica correta, devem conter também as propriedades observacio-

nais adequadas, como e.g. erros sistemáticos. Por outro lado, a criação desses catálogos

reaĺısticos, utilizados no estudo da estrutura em larga escala do universo, também não

é fácil e usualmente requerem grande tempo computacional, pois é necessário rodar si-

mulações de N-corpos (como a RAMSES [211] e a GADGET [225]) e programas para a produção

dos catálogos de galáxias, como detectores de halos [287] e rotinas para se popular esses

halos com as galáxias [213].

Além de ser necessário produzir vários desses catálogos, com cosmologias e proprie-

dades observacionais diferentes, também é necessário gerar diversas realizações para uma

mesma cosmologia e para as mesma caracteŕısticas observacionais, a fim de estimar a

matriz de covariância, e erros em geral, para um dado observável. Isso se torna inviável

quando queremos produzir resultados com uma boa resolução em grandes volumes, utili-

zando as técnicas usuais em simulações de N-corpos.

Por conta destas limitações na utilização de simulações de N-corpos para se gerar

uma grande quantidade de catálogos de galáxias, novos métodos foram criados para a

rápida produção de catálogos de halos, que depois podem ser e.g. populados com galáxias.

Estes métodos buscam gerar catálogos de halos rapidamente, consumindo poucos recursos

computacionais. Porém, seus resultados possuem algum desvio das simulações, que podem

ser medidos e, em principio, não afetam os resultados obtidos para as covariâncas e não

prejudicam os testes dos pipelines.

Os métodos existentes para a geração rápida de catálogos de halos consistem em, de

alguma forma, atribuir halos a um campo de densidades definido em um grid. Esse campo

de densidades é sempre obtido a partir de um campo linear Gaussiano gerado a partir

de algum espectro de potências (algumas vezes utiliza-se o próprio campo Gaussiano). A
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Figura 7.1: Esquema do funcionamento de alguns métodos de geração rápida de catálogos
de halos. Figura 2 de [20].

figura 7.1 apresenta um diagrama com a exemplificação dos passos seguidos por alguns

métodos que são amplamente discutidos e comparados em [20].

Como vemos, existem métodos que encontram os halos diretamente no grid de densi-

dades linear inicial, como o PINOCCHIO [236, 288] e o mass-peak patch algorithm [289].

Há também métodos que modificam o grid inicial e então acham ou colocam halos nesse

grid, como é o caso do HALOGEN [125], do PATCHY [290] e do PTHalos [124], por

exemplo. Existem ainda métodos que evoluem uma simulação de N-corpos, com baixa

resolução, utilizando a teoria de perturbações de Lagrange para corrigir os erros gerados,

como o COLA [235] e o FASTPM [291].

A série de artigos [127–129] faz uma extensa comparação entre diversos métodos,

comparando funções de correlação de dois e três pontos, além das matrizes de covariância

estimadas por cada método. Esses artigos também propõem uma classificação muito

útil para os diferentes métodos (classificação semelhante à usada em [289]), enquadrando

cada método em uma de três classes. Primeiramente, métodos com parâmetros livres que

precisam ser fitados usando simulações, alguns exemplos são PTHalos [124], HALOGEN

[125], EZmock [126] e PATCHY [290]. Em segundo lugar, métodos simples que não

possuem parâmetros livres mas que não fazem nenhuma predição, como o Lognormal
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[292]. Por fim, métodos preditivos, que não possuem parâmetros livres a serem fitados em

simulações, mas que podem possuir alguns parâmetros internos que precisam ser ajustados

para melhorar a performance do algoritmo. Estes últimos métodos também são capazes

de realizar predições sobre alguns observáveis, e alguns exemplos desta classe são o COLA

[235], o FASTPM [291], o PINOCCHIO [236,288] e o mass-peak patch algorithm [289].

Nós estamos propondo um novo método para a rápida geração de catálogos de halos,

o Excursion Set Halos (ExSHalos). Este método consiste em achar os halos diretamente

no grid de densidades linear (Gaussiano) utilizando, de maneira expĺıcita, as ideias do

excursion set theory [9,111,112,201] e, em seguida, mover os halos utilizando a teoria de

perturbações Lagrangeana (LPT).

Nosso método consiste de três principais etapas: a construção do grid Gaussiano de

densidades, encontrar os halos nesse grid e deslocar os halos encontrados seguindo a LPT.

Deste modo, o método, além dos parâmetros do grid e da cosmologia, requer apenas alguns

simples ingredientes para a geração do catálogo final: i) o espectro de potências linear da

matéria para se gerar o grid Gaussiano, ii) uma barreira dizendo qual a sobredensidade

para cada escala, necessária para a formação de um halo, e iii) as equações dizendo como

o halo deve ser deslocado, que são dadas, em alguma ordem, pela LPT. Como o espectro

linear pode ser calculado utilizando algum código público, como o CAMB [2], ou por algum

código próprio, como o descrito na seção de perturbações lineares, a barreira pode ser

obtida através da solução do colapso esférico, como descrito na seção de perturbações não

lineares, e as equações de deslocamento são dadas resolvendo a LPT, nosso método não

possui nenhum parâmetro livre1.

Por conta de nosso método não possuir parâmetros livres, mas ainda assim fazer

predições sobre as funções de correlação e a abundância dos halos, podemos classificá-lo

entre a classe dos métodos preditivos e dos métodos mais simples, como o lognormal2.

Isso traz algumas vantagens para a nossa abordagem, pois, como não precisamos utilizar

nenhuma simulação de N-corpos para ajustar parâmetros livres, é posśıvel gerar catálogos

de halos para modelos cosmológicos não convencionais com mais facilidade. Além disso,

nosso método possui todas as etapas extremamente claras, facilitando qualquer tipo de

1De fato, nossa implementação atual permite a utilização de uma barreira não constante, utilizada
para descrever o colapso não esférico [22] e, nesse caso, há três parâmetros livres na barreira que, em
prinćıpio, não dependem da cosmologia.

2No caso de usarmos a barreira não constante, o nosso método se torna pertencente à classe de métodos
preditivos.
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modificação e tornando o código muito rápido e pouco custoso computacionalmente.

Entre as principais vantagens de possuirmos um algoritmo simples, está a possibilidade

de modificá-lo de forma a produzir catálogos de halos em teorias de gravitação modificada,

algo dif́ıcil de se alcançar com outros métodos, uma vez que seriam necessárias várias

simulações de N-corpos em gravitação modificada para se ajustar todos os parâmetros

livres, algo inviável atualmente. Nosso código necessitaria apenas de i) um espectro de

potências linear em gravitação modificada, como o gerado e.g. pelo MGCAMB [3] ou por nós

na seção de perturbações lineares e apresentada em [27], ii) uma prescrição da barreira

de colapso em gravitação modificada, como as calculadas em [16, 173, 199] ou por nós na

seção de colapso esférico e apresentada em [27, 30, 31], e iii) uma nova prescrição para se

mover os halos, como uma alteração na LPT [293].

7.2 Descrição do Método

Nosso método possui três etapas principais necessárias para a geração do catálogo de

halos:

• Primeiro nós geramos um grid de densidades linear Gaussiano que siga algum espec-

tro de potências dado como input, do mesmo modo como feito em condições iniciais

de simulações de N-corpos [294] e nos métodos apontados na introdução;

• Em seguida nós encontramos os picos de densidade no grid e crescemos ”esferas”até

que a densidade média dentro delas seja menor do que uma dada barreira, o que

é apenas uma realização expĺıcita dos cálculos feitos para se obter a densidade de

probabilidade para o colapso no excursion set theory ;

• Por último nós deslocamos os halos encontrados, seguindo LPT, de forma a passar

os halos do espaço de Lagrange para o espaço de Euler, o que corrige o bias linear

dos halos e todas as suas funções de correlação.

Uma descrição mais detalhada de cada uma destas etapas será realizada nas próximas

subseções.
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7.2.1 Construção do Grid de Densidades

Como dito anteriormente, o primeiro passo para a geração dos nossos catálogos de halos

é a construção de um grid de densidades linear Gaussiano que respeite algum espectro de

potências dado, similar ao que é feito em condições iniciais de simulações [294]. Para isso

nós primeiro definimos o tamanho f́ısico da caixa L (em unidades de Mpc/h) e o número

de divisões por dimensão Nd de forma que o grid possua N3
d células de tamanho L/Nd.

De posse dos parâmetros geométricos da caixa, contrúımos o grid de densidades no

espaço de Fourier atribuindo, para cada célula, um número aleatório que siga a seguinte

distribuição Gaussiana

P [δ(k)] =
1√

2πPc(k)
exp

[
−(δ(k))2

2Pc(k)

]
, (7.1)

onde Pc(k) é o espectro de potências convoluido, dado por

Pc(k) = 4π

∫ L/2

0

dr
sin(kr)

kr
r2ξL(r) , (7.2)

e ξL(r) é a função de correlação linear de dois pontos, calculada usando o espectro de

potências linear da matéria

ξL(r) =
1

2π2

∫ ∞
0

dk
sin(kr)

kr
k2PL(k) , (7.3)

onde o espectro PL(k) é obtido utilizando-se o programa CAMB [2].

Nós utilizamos o espectro de potências convoluido para gerar o campo de densidades,

pois é necessário considerar o tamanho da caixa utilizada. Se não considerarmos isso,

o grid de densidades final possuirá uma função de correlação subestimada em grandes

escalas, além de possuir uma variância menor [295]. Como estamos interessados em en-

contrar os halos no grid de densidades no espaço das posições, essa subestimação poderia

afetar a abundância de halos. Outra implicação de se usar o espectro convoluido é que

nosso mapa final de densidades terá 〈δ(x)〉 6= 0, o que ocorre pelo fato de nossa caixa ter

tamanho finito, e essa média só ser exatamente nula quando consideramos todo o volume

do universo.

Nós tomamos então a transformada de Fourier discreta inversa desse grid, de forma a
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obter um grid de densidades no espaço das posições3. Esse grid irá consistir do valor de um

campo de densidades nos pontos (x, y, z) = (iL/Nd+L/(2Nd), jL/Nd+L/(2Nd), kL/Nd+

L/(2Nd)) com i, j, k = 0, 1, ..., Nd − 1 (centro de cada célula), que siga o espectro de

potências (PL(k)) dado inicialmente.

Ao fim deste processo, teremos um mapa de densidades δ(x) Gaussiano, que nada

mais é do que uma evolução linear das condições iniciais do universo, e por isso também

chamamos esse grid de um grid de densidade linear. O fato de ser somente uma evolução

linear das condições iniciais faz com que esse campo possa atingir valores arbitrariamente

pequenos ou grandes. Isso não é f́ısico pois sabemos, pela definição, que δ ≥ −1, o que

motiva a criação de transformações que tornem esse campo f́ısico, como a lognormal [292],

ou a atualização de campos de densidade gerados a partir da LPT [124].

7.2.2 Detectando os Halos

De posse do grid de densidades linear, nós seguimos explicitamente as ideias do excursion

set theory [111] para achar/definir os halos de matéria escura. Nesse contexto, nossa

principal hipótese é que a informação sobre os halos já está nas condições iniciais do

universo [21], ou seja, no campo de densidades Gaussiano gerado no primeiro passo.

Partindo dessa ideia, a primeira coisa que fazemos é encontrar os picos de densidade no

grid. Para isso, olhamos todas as células que possuam uma densidade maior do que todas

as suas vizinhas. Tais células serão as células centrais de nossos halos, já que desejamos

gerar halos esfericamente simétricos. Os picos que já estiverem contidos em algum halo

maior ou que não conseguirem atingir o limiar de densidade não serão associados a nenhum

halo. Todos os outros terão um halo correspondente.

Possuindo a posição de todos os posśıveis halos, precisamos em seguida atribuir uma

massa a cada um deles. Para isso crescemos esferas, unindo células vizinhas ao pico, até

que a densidade média, dentro dessa esfera, seja menor do que algum limiar de densidade

(barreira), que pode depender da massa atual do halo. Até o momento nós implementamos

3Note que nós aplicamos o fato de o campo de densidades ter que ser real no espaço das posições
exigindo que δ(−k) = δ∗(k)
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duas barreiras diferentes

BSB(S) = δc , (7.4)

BEB(S) =
√
aδc
(
1.0 + β(aν2)−α

)
, (7.5)

onde BSB(S) é a barreira estática (contante), que descreve o colapso de halos esfericamente

simétricos, e foi a primeira utilizada em cálculos da função de massa [21], e BEB(S) é uma

barreira que tenta descrever o colapso eĺıpitico, colocando uma dependência do limiar de

formação de um halo com sua massa. Esta última barreira produz uma função de massa

que descreve melhor as simulações, porém possui três parâmetros livres que precisam ser

ajustados com as mesmas [22]. Nesse trabalho nós usamos a = 0.72, α = 0.98 e β = 0.36,

que foram fitados de forma que as escalas lineares e intermediárias de nosso espectro de

potências coincidissem com as da simulação.

As barreiras apresentadas na equação (7.5) relacionam o limiar de densidade para a

formação de um halo com a sua massa através da variância do campo de densidades linear

S(R) (equação (3.36)).

Ao fim deste estágio, teremos uma esfera feita com a união de diversas células. A figura

7.2 apresenta uma representação desse processo para um caso 2D. Nessa figura temos um

halo que cresceu ao redor de um pico de densidade (célula azul) e é formado pela união

da célula azul, das células verdes e das amarelas. Esse crescimento ocorreu checando se a

densidade média dentro de cada uma das posśıveis esferas era maior ou menor do que a

barreira escolhida. Primeiramente checamos se o pico possúıa uma densidade maior que

a barreira (esfera de raio 0); em seguida olhamos se o pico mais as quatro células mais

pŕoximas possúıam a densidade superior à barreira (esfera de raio L/Nd); e assim por

diante, até que vimos que a esfera contendo as células vermelhas (esfera de raio
√

5L/Nd)

possúıa uma densidade menor do que a barreira. Desta forma, foi associado a esse halo

uma massa de 13 células (Mh = 13× (L/Nd)
2ρ̄m).

Quando crescemos as esferas, também paramos o processo caso encontremos alguma

casca esférica com células que já perteçam a outro halo já definido anteriormente. Isso é

feito para que não haja sobreposição entre halos, assim como esperado pela excursion set

theory. Como a ordem em que escolhemos os picos para crescer as esferas irá influenciar o

catálogo final, ordenamos os picos em função de suas densidades, de forma que começamos
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Figura 7.2: Uma representação 2D do encontrador de halos no grid Gaussiano. A célula
azul representa o pico de densidade onde estamos crescendo a esfera, as células verdes
representam a esfera onde a densidade é maio do que a barreira e as células vermelhas +
amarelas representam a próxima esfera que, ao ser adicionada ao halo, deixa-o com uma
densidade menor do que a barreira. As células amarelas são aquelas que são adicionadas
ao halo para melhorar a sua rezolução de massa.

a crescer halos em picos de densidade maior.

Como crescemos halos esféricos, que são a união de várias células, não conseguimos

saber exatamente quanto é a massa do halo, podendo saber somente que este possui uma

massa entre a massa total de duas esferas consecutivas. Para obter uma melhor resolução

nas massas, nós adicionamos mais algumas células ao halo, as amarelas no exemplo da

figura 7.2. Escolhemos essas células ordenando, por densidade, todas as células que estão

na última casca esférica que tentamos adicionar, e gerou uma densidade abaixo da barreira,

e então adicionamos célula por célula no halo até que ele possua uma densidade menor que

a barreira. Nesse processo também não consideramos as células nessa casca que estejam

em algum outro halo. Portanto, no exemplo dado na figura 7.2, o halo final teria uma

massa de 15 células (Mh = 15×(L/Nd)
2ρ̄m). Para o caso 3D essa discretização da massa é

maior, tornando esse acréscimo de algumas células adicionais mais importante para gerar

uma função de massa mais suave.

Outro ponto a ser notado, que é importante para o caso de barreiras não estáticas, é

que estamos crescendo esferas e não diminuindo como é feito na teoria do excurison set.

Essa diferença pode fazer com que, no caso em que nossa trajetória cruze a barreira duas
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Figura 7.3: Outra representação do nosso método para se achar os halos em comparação
com as figuras usuais do excursion set theory. Nós vemos a ”trajetória”feita por uma
halo, na linha sólida preta, juntamente com alguns pontos com o número de céluas dentro
de cada uma das esferas que podemos crescer, esses pontos são a única informação que
temos da trajetória em nosso método. As cores são as mesmas utilizadas na figura 7.2,
com respeito a barreira estática (linha preta tracejada). Também é mostrada a barreira
eĺıptica em linha tracejada verde.

vezes, nos leve a achar um halo de massa menor pois iremos considerar apenas o segundo

cruzamento. Para evitar esse problema, o que fazemos é crescer o halo considerando uma

barreira estática igual ao valor mı́nimo da barreira que queremos utilizar, e assim que a

trajetória cruza essa barreira estática nós começamos a diminuir o halo até que ele possua

uma densidade maior do que a barreira não estática. Desta forma o ponto em que a

trajetória cruzar essa barreira, agora de baixo para cima, será o ponto de primeiro cru-

zamento. Novamente estamos assumindo que nossas trajetórias serão monotonicamente

crescentes com respeito a S.

Na figura 7.3 apresentamos um exemplo de uma trajetória, definida por algum halo,

bem como as duas barreiras que temos implementadas no momento e pontos representando

os instante da trajetória que temos acesso com nosso detector de halos. Os pontos também

contém o número de células em cada esfera e possuem cores com os mesmos significados

da figura 7.2, com relação à barreira estática.

Com essa figura podemos observar novamente que nossa resolução de massa é muito
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baixa se considerarmos apenas as células que formam esferas, justificando as células extras

adicionadas. Essa trajetória representa um halo com 21 células, como consideramos a

SB. Quando consideramos a EB, vemos que o halo irá possuir mais de 33 células (não

são mostradas as células extras para o caso dessa barreira). Além disso, vemos que se

não considerássemos o esquema descrito acima de se crescer a esfera e depois diminuir,

não teŕıamos nenhum halo, pois o pico (ponto azul) está abaixo da barreira EB, o que

exemplifica a importância deste procedimento.

Finalizados os procedimentos descritos nesta seção, obtemos um catálogo de halos

com suas posições definidas pela sua célula pico e com suas massas dadas pela soma da

massa, em background ((L/Nd)
3 ∗ ρ̄m), de todas as células que formam o halo. Porém,

como veremos, essas posições não estão corretas pois correspondem a posições no espaço

de Lagrange. Além disso, também queremos atribuir velocidades aos halo, para que

futuramente possamos colocá-los no espaço de redshift .

7.2.3 Deslocando os halos

Ao encontrarmos os halos, como descrito na subseção anterior, estaremos encontrando-os

no espaço de Lagrange, pois fazemos isso utilizando as condições iniciais. Além disso, como

sabemos da teoria do excursion set, a abundância dos halos encontrados nas condições ini-

ciais estará correta, porém o bias linear não [280]. Portanto, para corrigirmos as posições

dos halos e conseguirmos atribuir uma velocidade a eles, precisamos passá-los ao espaço

de Euler.

A transição entre o espaço de Lagrange e Euler é realizada utilizando-se a teoria de

perturbações Lagrangeana (LPT). Essa teoria nos diz que a posição Euleriana de uma

part́ıcula (x) estará relacionada com sua posição Lagrangeana (q) pela seguinte expressão

x(q) = q + s(q) , (7.6)

onde s(q) é o campo de descolamento que precisamos calcular em alguma ordem de teoria

de perturbações.

Nós iremos assumir que essa prescrição será suficiente para atribuir posições corre-

tas para os halos, suposição que é justificada comparando-se predições teóricas com as

simulações de N-corpos [24,296].
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Quando aplicarmos a equação (7.6), a posição Lagrangeana q será o ponto central

da célula pico do halo e a coordenada Euleriana x será a posição final do halo em nosso

catálogo. A massa é assumida se conservar do espaço de Lagrange para o de Euler

(suposição fundamental de [21]).

Até segunda ordem em teoria de perturbações, a relação (7.6) será dada por [124]

x(q) = q−D1∇qφ
(1) +D2∇qφ

(2) , (7.7)

onde D1 é a função de crescimento linear, D2 é a função de crescimento de segunda ordem,

que é bem aproximada por D2 ≈ −7/3D2
1 [297], e φ(1) e φ(2) são os potenciais de primeira

e segunda ordem, dados por

∇2
qφ

(1) = δ , (7.8)

∇2
qφ

(2) =
∑
i>j

[
φ

(1)
,ii φ

(1)
,jj − (φ

(1)
,ij )2

]
, (7.9)

onde as dependências em q e no tempo estão impĺıcitas em todas as quantidades e ,ij =

∂2/∂qi∂qj.

Note que o campo de densidade δ(q) é o mesmo gerado no primeiro passo do nosso

método e utilizado para se encontrar os halos.

Na figura 7.4 nós apresentamos uma fatia do grid de densidades para as condições

iniciais Gaussianas (à esquerda) e do mesmo mapa após aplicarmos a teoria Lagrangeana

de perturbações em segunda ordem (2LPT) (à direita). No painel da direita podemos

ver que já há alguma estrutura, como aglomerados e filamentos, enquanto o da esquerda

é mais homogêneo. Isto ocorre pois a teoria Lagrangeana em segunda ordem reproduz

a função de correlação de dois e três pontos e aproxima muito bem as funções de mais

pontos [297,298].

Nessa figura também apresentamos os 20 halos mais massivos nessa fatia com suas

posições Lagrangeanas (pontos azuis) e Eulerianas (estrelas amarelas). Podemos ver,

como esperado, que esses halos se encontram próximos às regiões mais amarelas, de maior

densidade, e que, além disso, são deslocados para posições mais pŕoximas as dos aglo-

merados de matéria do painel da direita. Outra caracteŕıstica importante é que esses

halos, apesar de estarem em z = 0, são deslocados por distâncias muito menores do que

o tamanho t́ıpico dos filamentos presentes na fatia, isso realça a caracteŕıstica mais linear
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Figura 7.4: Mapa de densidades de uma fatia das condições iniciais Gaussianas (esquerda)
e do mesmo mapa quando aplicado a 2LPT (direita). Os pontos azuis são os 20 halos
mais massivos nessa fatia e as estrelas amarelas são as posições desses halos após serem
deslocados utilizando-se a 2LPT.

dos halos, quando comparado com as part́ıculas, e reforça as ideias do halo model [40].

Ao fim dos três passos descritos nessa seção, terminaremos com uma catálogo de halos

contendo a posição, velocidade e massa de cada halo. Nas próxima seção analisaremos as

estat́ısticas extráıdas desses catálogos.

7.3 Analisando as Sáıdas do Código

Nessa seção analisarei como o catálogo final de halos irá depender das escolhas espećıficas

da ordem da teoria de perturbações Lagrangeana e da escolha da barreira. Para todas as

análises nós fizemos 8 realizações, com diferentes sementes para os números aleatórios, de

três caixas cúbicas com tamanhos de 512, 1024 e 2048 Mpc/h, totalizando 24 catálogos

de halos para cada conjunto de opções. Em todos os casos nós utilizamos uma resolução

de Nd = 512 e o mesmo conjunto de sementes para os números aleatórios para todos

os conjuntos de opções. Dessa forma é posśıvel comparar ponto à ponto nos gráficos

apresentados.

A tabela 7.1 apresenta o nome de todos catálogos utilizados nas comparações dessa
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Tabela 7.1: Especificação de todos os catálogos utilizados nas comparações dessa seção
com suas principais caracteŕısticas.

Nome Caracteŕısticas
0LPT Barreira estática com 0LPT
1LPT Barreira estática com 1LPT
2LPT Barreira estática com 2LPT
EB Barreira eĺıptica com 2LPT

seção, juntamente com seus conjuntos de opções. Aqui xLPT significa que foi utilizada a

teoria de perturbações Lagrangeana de ordem x.

7.3.1 Considerações Iniciais

Os dois aspectos que queremos mostrar nessa seção são como os catálogos de halos depen-

dem da escolha da barreira e da escolha da ordem da teoria de perturbações. Na figura

7.5 nós mostramos a dependência com a massa das duas barreiras consideradas nesse tra-

balho. Olhando para essa figura podemos obter alguns comportamentos que esperamos

de nossos catálogos com barreiras diferentes: esperamos que os catálogos gerados com a

barreira estática possuam mais halos com pequena massa e menos com grande massa,

quando comparados com os halos gerados utilizando-se a barreira eĺıptica. Além disso, a

massa onde deve ocorrer essa transição será a mesma onde as duas barreiras se cruzam

≈ 1014M�/h. Isso ocorre pois uma barreira com um valor menor torna mais fácil que

trajetórias a cruzem antes, gerando halos maiores.

Na figura 7.6 apresentamos uma fatia do mapa de densidades dos halos gerados

utilizando-se a teoria Lagrangeana de perturbações de ordem zero, onde os halos não

são deslocados e estão em suas posições Lagrangeanas, de ordem um e de ordem dois.

Semelhante ao visto nos mapas de densidade das part́ıculas, figura 7.4, vimos que a dis-

tribuição dos halos é muito mais homogênea antes de se realizar o deslocamento dos halos

(0LPT) e começa a possuir estrutura quando utilizamos as perturbações de primeira or-

dem, possuindo pouco diferente entre o mapa utilizando-se primeira ou segunda ordem

de perturbações.

Algo interessante que é posśıvel ver no primeiro painel dessa figura é que, para o caso

dos halos, mesmo antes de se utilizar a LPT já há alguma estrutura no mapa de densidades,

isso se deve ao fato de os halos, apesar de estarem distribúıdos nos centros das células
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Figura 7.5: A dependência com a massa das barreiras utilizadas nesse trabalho. Em linha
azul sólida temos a barreira estática e em linha tracejada e pontilhada verde temos a
barreira eĺıptica com os parâmetros fitados nesse trabalho.

do grid, não estão em todas as células, como as pert́ıculas, isso induz alguma estrutura

e, como veremos depois, funções de correlação não nulas. De fato esse comportamento é

esperado do excursion set pois lá vemos que o bias linear dos halos, no espaço de Lagrange,

não é nulo.

Por fim, na figura 7.7, apresentamos uma comparação, um à um, de uma realização

de nosso método e uma realização de uma simulação de N-corpos gerada com o código

RAMSES [211] utilizando condições iniciais calculadas com o código MUSIC [294]. Ambas

as realizações utilizaram uma caixa de 500 Mpc/h e uma resolução de 256 células por

dimensão, além disso, utilizamos as mesmas condições iniciais para rodar os dois códigos.

Para a geração da figura pegamos a mesma fatia de 8 Mpc/h, na direção z, em todos os

painéis.

Na primeira linha da figura apresentamos as condições iniciais utilizadas para se rodar

os dois códigos, elas são mostradas apenas para se ver que são iguais e que não foi cometido

nenhum erro.

Na segunda linha mostramos o mapa de densidade das part́ıculas finais, em z = 0,

produzidas pela simulação e pelo nosso método utilizando-se 2LPT. Vemos que o mapa

gerado pela simulação possui as estruturas mais resolvidas, de forma que o mapa gerado

com 2LPT parece ser uma versão ”borrada”do mapa gerado com a simulação, porém
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Figura 7.6: Uma fatia do mapa de densidades dos halos, com 8 Mpc/h na direção z,
sem deslocá-los (primeira coluna), deslocando seus centros utilizando a 1LPT (segunda
coluna) e deslocando seus centros com a 2LPT (terceira coluna). A mesma escala de cores
foi utilizada nas três colunas.

contendo as mesmas estruturas, como aglomerados e filamentos. Pela comparação dos

dois painéis da segunda linha também vemos que os aglomerados de part́ıculas estão nas

mesmas posições, novamente justificando o procedimento de se deslocar os halos seguindo

LPT. Por outro lado, vemos que esse aglomerados são maiores, menos densos, tornando

inviável utilizar-se os mesmos parâmetros, para se encontrar os halos, que são utilizados

nas simulações. Esse é o principal motivo de ser necessário introduzir parâmetros livres

nos métodos de geração de halos que são preditivos e tentam achar os halos no mapa de

densidades gerado utilizando-se 2LPT.

Na terceira linha da figura é apresentado o mapa de densidades dos halos que foram en-

contrados na simulação utilizando-se a técnica de sobredensidade esférica com parâmetro

de ∆ = 360 (à esquerda) e o mapa de densidades dos halos gerados pelo nosso método (à

direita). A primeira coisa que vemos é que nosso método gera muito mais halos do que

são encontrados na simualação, isso ocorreu pois utilizamos uma resolução muito baixa de

firmo que não conseguimos encontrar todos os halos na simulação, porém nosso método

não sofre com esse mesmo problema, de forma que a abundância de halos próximos ao

limite de resolução não será subestima e, ao invés disso, irá apresentar um espalhamento

maior. Esse comportamento ficará mais claro quando mostrarmos a função de massa para

diferentes resoluções e as comparações com as simulações.

Na figura ainda vemos que, apesar do problema com a abundância dos halos simulados,

nosso método parece reproduzir bem a estrutura do mapa de densidades dos halos, quando

230



7.3. ANALISANDO AS SAÍDAS DO CÓDIGO
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Figura 7.7: Comparação entre a simulação (coluna da esquerda) e nosso método (coluna da
direita) usando as mesmas condições iniciais para ambos (mostrada na primeira linha).
Os painéis mostram uma fatia do mapa de densidades de 8 Mpc/h na direção z. A
segunda linha mostra o mapa de densidade final das part́ıculas (z = 0) da simulação e
do nosso 2LPT. A terceira linha mostra o mapa de densidade para os halos encontrados
na simulação e os halos gerados pelo nosso método no mesmo redshift. Áreas escuras
representam regiões de baixa densidade e áreas vermelhas regiões mais densas.
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Figura 7.8: Função de massa dos halos para 8 realizações feitas e para os três tamanhos
de caixas. São mostrados os valores médios para a SB (quadrados verdes) e para a EB
(pontos azuis), juntamente com ±1σ. Nós também plotamos as predições teóricas de
Press-Schechter [21] (linha sólida), de Sheth-Tormen [22] (linha tracejada e pontilhada) e
de Tinker et al. [11] (linha tracejada). Nos painéis inferiores estão as diferenças relativas,
de cada catálogo, com relação a predição teórica de Tinker et al..

comparado com a simulação, isso se deve, principalmente, a utilização da LPT para mover

os centros dos halos.

7.3.2 A Função de Massa e o Bias Linear

Na figura 7.8 nós apresentamos a função de massa medida utilizando-se as 8 realizações

para cada tamanho de caixa e barreira. Note que apresentamos somente os resultados

para a barreira estática (SB) e para a barreira eĺıptica (EB), sem referência a ordem da

LPT, pois a abundância dos halos é definida já no segundo passo de nosso método e

não é afeta pelo deslocamento dos halos. Os pontos dizem respeito a média tirada das 8

realizações e as barras de erro correspondem a ±1σ. Nessas figuras consideramos os halos

com mais de 27 part́ıculas.

Observando essa figura, e principalmente os dois primeiros painéis que são os que

possuem maior resolução, vemos que nossa abundância concorda com a de Tinker et

al. [11], o melhor ajuste com das simulações, dentro de 20% para todo o intervalo de

massas considerado, esse é um resultado muito bom e competitivo com os outros métodos

existentes, ainda mais pelo fato de que não assumimos nenhuma função de massa na

criação de nossos catálogos de halos.

Comparando os pontos azuis com os quadrados verdes, vemos também que o compor-
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tamento observado nas barreiras da figura 7.5 é apresentado nos catálogos finais, onde

existem mais halos de baixa massa, no catálogo com SB, e menos halos com grande massa,

e a transição entre os dois regimes ocorre para M ≈ 1014M�/h.

Outra propriedade que podemos notar com essa figura é que nossos catálogos gera-

dos, utilizando-se a SB, possuem uma abundância mais próxima da de Tinker et al. do

que a previsão teórica de Press-Schechter, que é feita também utilizando-se uma barreira

estática. Isso ocorre pois nosso método não faz nenhum truncamento na série perturba-

tiva que aparece quando consideramos funções janela f́ısicas para suavizar o campo de

densidades. De fato nosso método deve reproduzir a abundância dada por uma janela de

suavização cúbica onde todos os termos não Markovianos são levados em conta.

A última observação a ser feita, utilizando-se essa figura, é sobre o comportamento

de nosso método com diferentes resoluções. Vemos que o método tende a apresentar

um espalhamento maior na abundância para halos de pequena massa e subestimar a

quantidade de halos com grande massa porém, quando aumentamos o tamanho da caixa

e reduzindo a resolução de massa, o espalhamento nos halos de pequena massa aumenta

e a previsão para os halos de grande massa melhora. Esse comportamento é diferente

do encontrado nas simulações, onde a abundância de halos de pequena massa tende a

ser subestimada, assim como vimos na figura 7.7. Isso nos diz que, se não estamos

preocupados em obter uma função de massa com grande espalhamento, podemos utilizar

catálogos de baixa resolução que serão muito mais rápidos de serem gerados.

Na figura 7.9 apresentamos o bias linear dos halos gerados pelo nosso método, com

as mesmas caracteŕısticas da figura 7.8, mas para os catálogos 0LPT, 1LPT, 2LPT e EB,

pois a escolha da ordem da LPT irá afetar essa grandeza que depende da distribuição dos

halos na caixa.

Para o calculo desse bias linear nós medimos o espectro de potências densidade-

densidade dos halos, para cada bin de massa apresentado, e utilizamos todos os bins que

continham mais de 750 objetos. O bias, para cada bin, foi então estimado utilizando-se

que

bh(M) =

√
Phh(k|M)

Pmm(k)
, (7.10)

onde Phh(k|M) é o espectro dos halos medido no bin e Pmm(k) é o espectro de potências

da matéria teórico gerado pelo CAMB.

Ajustamos à razão (7.10) um polinômio de primeira ordem utilizando todos os valores

233
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CATÁLOGOS DE HALOS

1013 10140.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

b h

L = 512 Mpc/h

1013 10140

1

2

3

4 L = 1024 Mpc/h
0LPT
1LPT
2LPT
EB

1014 10152 × 1014 3 × 10144 × 1014 6 × 10141

2

3

4

5

6

7 L = 2048 Mpc/h
PS Theory
ST Theory
Tinker Theory
Tinker (Lagrangian) Theory

1013 1014

M [M /h]
1.0

0.5

0.0

Re
la

tiv
e 

Di
ffe

re
nc

e

1013 1014

M [M /h]

0.5

0.0

1014 10152 × 1014 3 × 10144 × 1014 6 × 1014

M [M /h]

0.4

0.2

0.0

Figura 7.9: Bias linear dos halos para 8 realizações feitas e para os três tamanhos de
caixas. São mostrados os valores médios para a SB (quadrados verdes) e para a EB
(pontos azuis), juntamente com ±1σ. Nós também plotamos as predições teóricas de
Press-Schechter [21] (linha sólida), de Sheth-Tormen [23] (linha tracejada e pontilhada) e
de Tinker et al. [24] (linha tracejada). Nos painéis inferiores estão as diferenças relativas,
de cada catálogo, com relação a predição teórica de Tinker et al..

com k < 0.1 h/Mpc e tomamos o bias linear como sendo o valor do coeficiente que não

multiplica nenhum k. Os erros foram calculados como a raiz quadrada da variância da 8

realizações.

Vemos que, para o bias linear, assim como para a abundância, nossos resultados para

o catálogo 2LPT concordam dentro de 20% com a previsão teórica de Tinker et al..

Além disso, vemos que a diferença entre os resultados para os catálogos 1LPT e 2LPT é

despreśıvel, isso se deve ao fato de que, em primeira ordem, a LPT já recupera a função

de dois pontos em escalas lineares. A diferença entre os catálogos 2LPT e EB também é

muito pequena.

Novamente, nossos catálogos gerados com a SB concordam com a previsão de Tinker

et al. melhor do que a previsão teórica de Press-Schechter, mostrando que as correções

não Markovianas também são importantes para o bias linear.

Assim como observado anteriormente, vemos que o bias linear para o catálogo onde

os halos não foram deslocados seguindo a LPT não é nulo, mostrando que os halos já

possuem uma distribuição intŕınseca. Mais do que isso, vemos que o bias linear desses

halos concorda com a previsão de Tinker et al. no espaço de Lagrange, deixando expĺıcito

o que fazemos quando deslocamos os halos: nós passamos nosso catálogo, que já possui

as massas corretas, do espaço de Lagrange para o de Euler.
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Nas próximas subseções será apresentada a dependência em k, das funções de cor-

relação, e as consequências do deslocamento feito ficarão mais claras.

7.3.3 As Funções de Dois Pontos

Na figura 7.10 apresento os espectros de potências de densidade-densidade (primeira li-

nha), densidade-velocidade (segunda linha) e velocidade-velocidade (terceira linha) para

todos os catálogos de halos descritos na tabela 7.1 e para os três tamanhos de caixas. Es-

ses espectros foram calculados utilizando-se 256 células por dimensão no grid e o método

cloud-in-cell (CIC) para a construção do grid de densidades. Nós consideramos todos os

halos com mais de 8 part́ıculas em cada uma das caixas, isso aumenta a quantidade de

objetos e diminui a contribuição do shot noise nos espectro, possibilitando analisar toda

a dependência em k. Para a construção do grid de velocidades nós utilizamos o método

CIC pesado pelo divergente das velocidade (θ = ∇v̇).

Comparando os espectros para os catálogos 1LPT e 2LPT é posśıvel entender os efeitos

da teoria perturbativa em ordem superior. Primeiramente, olhando para os espectros de

densidade (primeira linha) vemos que, em escalas lineares, os dois possuem o mesmo valor,

isso justifica o fato de o bias linear, na figura 7.9, ser o mesmo para ambos os catálogos e

concorda com o esperado da teoria. Para escalas não lineares vemos que há uma pequena

diferença entre os dois, com a perturbação de primeira ordem levemente superestimando o

espectro da caixa menor, que possui um bias menor, e subestimando o da caixa maior, que

possui um bias maior, isso mostra que, principalmente quando estivermos interessado em

construir catálogos de galáxias onde apenas os halos mais massivos importam, a teoria de

segunda ordem irá prover um espectro de potências de densidade um pouco mais correto

em escalas quase lineares. A escolha da 2LPT se torna mais relevante quando queremos

acertar as funções de correlação de mais pontos.

Quando comparamos os resultados de 1LPT e 2LPT nos espectros de velocidade-

velocidade vemos algo diferente do visto no espectro de densidades, os dois continuam

em acordo para escalas lineares, porém o 1LPT perde muito mais potência, se comparado

com o 2LPT, nas escalas quase lineares e não lineares, além disso, como também notado

no espectro de densidades, a perda de potência é mais relevante para as caixas maiores

que possuem um bias maior. Isso mostra que a velocidade dos halos possui um aspecto

mais não linear se comparada com suas posições. Esses últmo ponto ficará mais claro
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Figura 7.10: O espectro de potências densidade-densidade (primeira linha), densidade-
velocidade (segunda linha) e velocidade-velocidade (terceira linha) para cada uma dos três
tamanhos de caixas: 512 Mpc/h (primeira coluna), 1024 Mpc/h (segunda coluna) e 2048
Mpc/h (terceira coluna). Nós apresentamos a média das 8 realizações, com ±1σ, para os
catálogos com SB usando segunda (pontos azuis), primeira (pentágonos cyan) e nenhuma
(estrelas rosas) ordem de LPT, juntamente com o catálogo EB (quadrados verdes). Os
painéis inferiores de cada plot mostram a diferença relativa entre cada catálogo em o caso
SB com 2LPT (catálogo 2LPT).
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quando compararmos nossos catálogos de halos lineares com os catálogos de simulações,

na seção seguinte.

Comparando agora os espectros dos catálogos que utilizam a barreira estática (2LPT)

e os que utilizam a barreira eléiptica (EB) conseguimos ver os efeitos da definição dos halos

nas funções de dois pontos. A primeira coisa que notamos é que, em escalas lineares, a

diferença entre os espectros é um fator constante, esse fator constante, para o caso dos

espectros de densidade, é a razão entre os bias lineares apresentados na figura 7.9 e é

esperado pela teoria da excursion set [280]. Olhando para as escalas quase lineares e não

lineares vemos que há somente uma pequena dependência dos espectros com a escala, essa

dependência se deve aos bias não lineares que entram na expansão de δh em termos de

δm [296] que também podem ser calculados atrvés do excurison set theory e irão depender

da escolha particular da barreira. Como exatamente a barreira irá afetar essa dependência

em k é dif́ıcil de se prever, além de não ser claro como a escolha da barreira irá afetar os

outros termos da expansão de δh que não são potencias de δm e surgem no processo de

renormalização [299].

Por último vemos que o espectro de densidades do catálogo 0LPT é não nulo, porém

muito pequeno, assim como qualitativamente esperado pela figura 7.6. Isso, novamente,

mostra que os halos possuem uma função de correlação não nula já no espaço de Lagrange,

algo diferente do que ocorre para as part́ıculas que só ”ganham estrutura”no espaço de

Euler.

Para os espectros de velocidade-velocidade e densidade-velocidade foi utilizado a ve-

locidade dada pela 1LPT pois os halos não possuem nenhuma velocidade no espaço de

Lagrange, portanto esses gráficos são uma convolução complicada de halos, no espaço de

Lagrange, com velocidade dadas pela 1LPT e os resultados são dif́ıceis de serem analisa-

dos.

7.3.4 As Funções de Três Pontos

Na figura 7.11 mostro o bispectro de densidades para os halos apresentados na tabela

7.1, para os três tamanhos de caixas. Esses bispectros foram calculados utilizando-se 128

células por dimensão no grid e com o método CIC para a construção do grid de densidades.

Para os cálculos utilizamos o método descrito em [300] que utiliza 6 transformadas rápidas

de Fourier mas não necessita de se somar explicitamente sobre todos os triângulos na
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caixa. Na figura é apresentado os bispectros para triângulos equiláteros (primeira linha),

isósceles (segunda linha), onde um lado é o dobro dos outros dois, e o limite exprimido,

onde um dos lado possui o tamanho mı́nimo posśıvel ∆k = 2π/L.

Primeiramente, comparando os resultados para os catálogos 1LPT e 2LPT, vemos que

as diferenças no bispectro são maiores do que no espectro de potências das densidades,

isso ocorre pois as correções em ordens superiores na LPT são mais importantes para as

funções de correlação de mais pontos [297], portanto se queremos um catálogo de halos

com uma função de três pontos mais acurada precisamos utilizar a teoria de segunda

ordem.

Quando comparamos os resultados para os catálogos com diferentes barreiras vemos

que o comportamento observado nos espectros de potência se mantêm, a diferença entre

os dois bispectros é constante em escalas lineares e há uma pequena dependência, com a

escala, nas escalas quase lineares e não lineares que vêm dos termos de ordem mais alta

da expansão de δh. Entender essa dependência é ainda mais dif́ıcil para o bispectro [299].

Quanto ao catálogo de halos no espaço de Lagrange, o 0LPT, vemos que o bispectro é

ainda menor do que o espectro de potências sendo nulo nas escalas lineares para os halos

menos massivos. Isso ocorre pois, assim como observado na comparação entre os catálogos

1LPT e 2LPT, o mapeamento adequado entre o espaç de Lagrange e Euler é mais relevante

para as funções de mais pontos, portanto, mesmo já havendo uma estrutura intŕınseca

na distribuição dos halos, a mesma é muito mais homogênea no espaço de Lagrange, algo

que se reflete, principalmente, nas funções de correlação de mais pontos.

7.4 Comparações com a Simulação

Nesta seção apresentarei algumas comparações entre os catálogos de halos gerados por

nosso método e catálogos extráıdos de uma simulação de N-corpos. Para essas com-

parações, nós utilizamos dois catálogo de halos extráıdos da realização MDR1 da Mul-

tiDark Simulation [301]. Em todos os catálogos nós utilizamos a mesma cosmologia da

MDR1: h = 0.7, Ωm = 0.27, ΩΛ = 0.73, Ωb = 0.0469, ns = 0.95 e σ8 = 0.82.

Na tabela 7.2, mostramos todos os catálogos considerados nas comparações realizadas

nesta seção. São apresentados os nomes utilizados nos gráficos e discussões, o tamanho

de cada caixa, o número de part́ıculas, para o caso das simulações, ou de células, para o

238
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Figura 7.11: O bispectro sugando a configuração equilátera (primeira linha), isósceles
(segunda linha) e o limite exprimido (terceira linha) de triângulos para cada uma dos três
tamanhos de caixas: 512 Mpc/h (primeira coluna), 1024 Mpc/h (segunda coluna) e 2048
Mpc/h (terceira coluna). Nós apresentamos a média das 8 realizações, com ±1σ, para os
catálogos com SB usando segunda (pontos azuis), primeira (pentágonos cyan) e nenhuma
(estrelas rosas) ordem de LPT, juntamente com o catálogo EB (quadrados verdes). Os
painéis inferiores de cada plot mostram a diferença relativa entre cada catálogo em o caso
SB com 2LPT (catálogo 2LPT).
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Tabela 7.2: Especificações dos catálogos utilizados nas comparações dessa seção, com
seus nome, tamanho de caixa, numero de part́ıculas (para o caso das simulações) ou de
células no grid (para o caso dos catálogos gerados com nosso método), a massa mı́nima de
resolução (a massa de cada part́ıcula ou dentro de cada célula), o numero de realizações
do catálogo e as caracteŕısticas espećıficas de cada um.

Nome L [Mpc/h] Np/Nd Mmin [M�/h] Realizações Caracteŕısticas
BDMV 1000 20483 8.721× 109 1 Sobredensidade Esférica com ∆ = 360ρm
FoFc 1000 20483 8.721× 109 1 Friends-of-Friends com l = 0.2
SB 512 5123 7.491× 1010 8 Barreira Estática com 2LPT
EB 512 5123 7.491× 1010 8 Barreira Eĺıptica com 2LPT

caso do nosso método, a massa mı́nima de resolução do catálogo, o número de realizações

utilizadas e as principais caracteŕısticas de cada caso.

Como mostrado na tabela, utilizamos 4 tipo de catálogos de halos diferentes nas

análises: o BDMV, que são halos esféricos encontrados na MDR1 com sobredensidade

∆ = 360, valor próximo à sobredensidade de Virial para essa cosmologia; O FoFc, que são

halos encontrados com a técnica de friends-of-friends com um linking length de l = 0.2,

que também gera halos com uma sobredensidade, em média, próxima a do Virial4; o SB,

que consiste em halos gerados com nosso método com a barreira estática e utilizando

segunda ordem da LPT, ou seja, catálogos gerados sem nenhum parâmetro livre; e o EB,

que são halos gerados utilizando a barreira eĺıptica com os parâmetros ajustados na seção

anterior e utilizando 2LPT.

Nós usamos tanto o catálogo com halos esféricos (BDMV) e com halos encontrados

via friends-of-friends (Fofc) pois nosso método deve concordar melhor com o primeiro,

já que também assumimos halos esféricos na construção do método. Por outro lado, os

halos FoF são muito utilizados na literatura e gostaŕıamos de comparar nossos resultados

com eles, além de podermos analisar se as diferenças observadas entre halos definidos por

diferentes barreiras são consistentes com as diferenças observadas em simulações.

Para calcular erros para as grandezas medidas, dividimos os catálogos vindos da

simulação em 8 catálogos com 500 Mpc/h, aproximadamente o mesmo tamanho dos

catálogos gerados por nosso método, de forma que as comparações ficam mais diretas.

Note que, apesar de nossos catálogos possúırem uma resolução mı́nima de massa 8 vezes

maior do que a da simualação, nossos catálogos, como mostrado na última seção, não per-

dem halos de pequena massa, tornando posśıvel, como veremos, realizar as comparações.

4Veja [287] para um comparação, e breve revisão, de diferentes achadores de halos.
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Figura 7.12: Abundância dos catálogos de halos descritos na tabela 7.2: SB (pontos
azuis), EB (quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e FoFc (triângulos roxos),
com ±1σ. Nós também plotamos a predição teórica de Press-Schechter [21] (linha sólida),
de Sheth-Tormen [22] (linha traceja e pontilhada) e de Tinker et al. [11] (linha tracejada).
No painel inferiore nós mostramos a diferença relativa, para cada catálogo, com respeito
a teoria de Tinker et al..

Também é importante notar que, os dois catálogo vindos da simulação, BDMV e FoFc,

possuem as mesmas condições iniciais, portanto é posśıvel comparar seus resultados ponto

a ponto. O mesmo acontece para os dois catálogos produzidos por nosso método, SB e

EB.

Os parâmetros utilizados na barreira eĺıptica do catálogo EB foram ajustados de forma

que o nosso espectro de potências concorde com o do BDMV, em escalas lineares, e para

isso pesamos o χ2 por uma Gaussiana de forma que as escalas não lineares contribuam

muito pouco para o ajuste.

7.4.1 A Função de Massa e o Bias Linear

Na figura 7.12, apresentamos a função de massa para todos os catálogos de halos descritos

na tabela 7.2. Os pontos representam a média das 8 realizações e as barras de erro a raiz

quadrada da variância dessas realizações. Para o cálculo da abundância usamos todos os

halos com mais de 64 part́ıculas, para o caso da simualação, e com mais de 8 células, para

o caso dos halos gerados com nosso método. Vemos que mesmo considerando halos com

poucas part́ıculas a abundância não é subestimada.
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Com essa figura fica claro como a previsão teórica de Tinker et al. é a melhor das

três, acordando dentro de 5% com os dados da simulação. Por conta disso usamos esse

ajuste para as discussões anteriores. Vemos também que nossos catálogos SB concordam

dentro de 25%, em todas as escalas de massa, com a teoria, superestimando a abundância

de pequenos halos e subestimando dos grandes. Já nossos catálogos EB subestimam a

abundância para massas intermediárias enquanto acertam para massa pequenas e grandes.

O catálogo FoFc apresenta um abundância similar a teoria, para massas pequenas, e

maior, em até 50%, para massas grandes, mostrando que nosso método, tanto com a SB

quanto com a EB, são mais pŕoximos dos halos encontrados na simulação com a técnica

de sobredensidade esférica, como esperado.

No painel inferior dessa figura também vemos que nossos catálogos SB, produzidos

utilizando-se a barreira constante, possuem um acordo melhor com a teoria e com a

simualação do que a previsão teórica de Press-Schechter, que também utiliza a barreira

constante. Isso se deve ao fato de não truncarmos a série perturbativa e considerarmos

todos os fatores não Markovianos gerados pela escolha da função de suavisação do campo

de densidades, que para nosso caso é uma top-hat cúbica.

Na figura 7.13 apresento o bias linear dos catálogos de halos mostrado na tabela 7.2.

Medimos esses bias da mesma forma que explicado na seção anterior.

Para o caso do bias linear, apresentado na figura 7.13, nossos catálogos concordam

com a teoria dentro de 10% para todas as escalas de massa, mesmo ńıvel de concordância

obtido pelo catálogo esférico da simulação (BDMV) e melhor do que o obtido com o

catálogo FoFc da simulação. Isso mostra que a utilização da LPT consegui recuperar, ao

menos em escalas lineares, a distribuição dos halos.

7.4.2 Os Espectros de Potências

Na figura 7.14 apresento o espectro de potências para todos os catálogos descritos na tabela

7.2. Foi utilizado um grid com 2563 células constrúıdo com o CIC. Utilizamos todos os

halos com massa maior do que 5 × 1012M�/h para termos mais objetos e reduzirmos o

impacto do shot noise afim de ter informação para pequenas escalas.

Vemos que nossos catálogos SB, gerados sem nenhum parâmetro livre, concordam com

o catálogo BDMV dentro de 10% para escalas lineares (k < 0.15 Mpc/h) e começa a perder

potência nas escalas quasi lineares, chegando a uma diferença de, aproximadamente, 25%.
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Figura 7.13: Bias linear dos catálogos de halos descritos na tabela 7.2: SB (pontos azuis),
EB (quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e FoFc (triângulos roxos), com
±1σ. Nós também plotamos a predição teórica de Press-Schechter [21] (linha sólida), de
Sheth-Tormen [22] (linha traceja e pontilhada) e de Tinker et al. [24] (linha tracejada).
No painel inferior nós mostramos a diferença relativa, para cada catálogo, com respeito a
teoria de Tinker et al..
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Figura 7.14: Espectro de potências densidade-densidade para os catálogos de halos descri-
tos na tabela 7.2: SB (pontos azuis), EB (quadrados verdes), BDMV (diamantes verme-
lhos) e FoFc (triângulos roxos), com ±1σ. No painel inferior nós mostramos a diferença
relativa, para cada catálogo, com respeito ao espectro medido do catálogo BDMV.
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Já nossos catálogos EB, que tiveram seus três parâmetros livres ajustados para re-

produzir o espectro dos catálogos BDMV, concordam com a simulação dentro de 10%

para todo o intervalo de escalas apresentado, poŕem apresenta um excesso de potência

nas escalas lineares. Isso ocorre pois, nessas escalas, o erro do espectro da simulação

é maior, por conta da variância cósmica, o que leva a esses pontos possúırem um peso

menor no ajuste. Como veremos depois isso irá levar a uma superestimação do espectro

de potências das galáxias.

Além disso, observando a diferença entre os dois catálogos simulados, vemos que ela é

constante, para as escalas lineares, e possui uma pequena dependência com k, nas escalas

não lineares. Esse comportamento é similar ao visto na última seção e reflete o fato de

a mudança na definição do halo, assim como a mudança na barreira escolhida, afetar

os coeficientes da expansão de δh onde o coeficiente linear, o bias linear, é o mais rele-

vante, levando o espectro inteiro a ser modificado, principalmente, por um fator constante

multiplicativo.

Para comparar as velocidades dos halos encontrados nas simulações com os halos gera-

dos por nosso método nós medimos a distribuição, de alguma componente da velocidade,

dos dois catálogos, presente na figura 7.15, bem como o espectro de potências do diver-

gente das velocidades, como feito na seção anterior, e presente na figura 7.16.

Na figura 7.15 apresentamos a distribuição da componente x das velocidades dos halos

de uma realização do catálogo BDMV e do SB5. Vemos que ambas são aproximadamente

Gaussianas, como esperado, e possuem uma dispersão muito pŕoxima. Isso mostra que o

valor das velocidades, calculado seguindo 2LPT, são muito próximos aos valores vindos

da simulação.

Por outro lado, como mostrado na figura 7.16, os espectros de potências densidade-

velocidade e velocidade-velocidade apresentam resultados piores quando comparamos os

catálogos BDMV e SB. Nessa figura vemos que os halos gerados por nosso método con-

cordam com os simulados somente em escalas muito grandes, possuindo uma diferença

de mais de 20% para k = 0.1 h/Mpc. Essa perda de potência é muito mais acentuada

do que no espectro de densidades, reforçando o que hav́ıamos visto na última seção, que

as correlações de velocidade são mais senśıveis à correta evolução não linear, em outras

palavras, as correlações de densidade são mais senśıveis ao mapeamento do espaço de

5As outras componentes da velocidade, bem como outras realizações de cada catálogo, apresentam
distribuições similares.
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Figura 7.15: Distribuição da componente x da velocidade dos halos para os halos do
catálogo BDMV (em vermelho) e SB (em azul) juntamente com o desvio padrão para
cada catálogo. Nós usamos a mesma binagem para os dois e normalizamos a distribuição.

Lagrange para o de Euler, necessitando mais correções não lineares para atingir o mesmo

ńıvel de precisão das correlações de densidade.

Quando comparamos os resultados para os catálogos EB vemos que eles são ainda mais

distantes da simulação, mostrando que o ajuste feito para obtermos um melhor espectro

de potências de densidade não garante que teremos um melhor espectro de velocidades.

Nessa mesma figura também vemos que a diferença entre os espectro de velocidade

dos catálogos simulados não é mais aproximadamente constante, portanto a expansão de

θh não deve ser dominada pelo termo linear e o efeito da barreira nos coeficientes dos

termos não lineares será mais importante.

Como estamos recuperando os espectros de velocidade, mesmo que em escalas muito

grandes, esperamos que isso seja o suficiente para gerar-se catálogos de galáxias no espaço

de redshift, pois a maior contribuição para o espectro, em escalas não lineares, virá do

perfil de velocidades das galáxias dentro dos halos de matéria escura.

7.4.3 Os Bispectros

Na figura 7.17 apresento os bispectros para os catálogos de halos descritos na tabela

7.2. Utilizamos as mesmas configurações de triângulos, resolução e algoritmo utilizados

para medir os bispetros na seção anterior. Como no caso dos espectros de potências, nós

utilizamos todos os halos com massa maior do que 5×1012M�/h para termos mais objetos

e reduzirmos o impacto do shot noise.
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Figura 7.16: Espectro de potências densidade-velocidade (èsquerda) e velocidade-
velocidade (à direita) para os catálogos de halos descritos na tabela 7.2: SB (pontos
azuis), EB (quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e FoFc (triângulos roxos),
com ±1σ. Nos painéis inferiores nós mostramos a diferença relativa, para cada catálogo,
com respeito ao espectro medido do catálogo BDMV.
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Figura 7.17: Bispectro densidade-densidade-densidade para os catálogos de halos descritos
na tabela 7.2: SB (pontos azuis), EB (quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e
FoFc (triângulos roxos), com ±1σ. No painel inferior nós mostramos a diferença relativa,
para cada catálogo, com respeito ao bispectro medido do catálogo BDMV. A primeira
coluna apresenta o bispectro para a configuração equilateral de triângulos, a segunda
para a isósceles e a terceira para o limite exprimido.
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Vemos que nosso catálogo SB concorda com o BDMV, da simulação, para as três

configurações de triângulo, em escalas lineares (k < 0.1 h/Mpc) e, assim como ocorreu

para o espectro, perde potência em escalas menores, chegando a uma diferença de mais

de 50%.

Já nosso catálogo EB, de forma semelhante ao apresentado para o espectro, possui

mais potência em escalas lineares e apresenta um resultado mais pŕoximo da simulação

nas outras escalas. Isso mostra que o ajuste feito com o espectro também ajuda o bispectro

produzindo um resultado melhor sem a necessidade de um ajuste direto nesse observável.

Outro comportamento que é similar ao do espectro no bispectro é a diferença, entre

os bispectros, dos dois catálogos vindos da simualação que é quase constante. Portanto,

os termos novos que aparecem na expansão do bispectro são fracamente dependentes

da definição dos halos utilizada, algo esperado dado que esses novos termos surgem da

necessidade de renormalizar o bispectro e devem conter informação da f́ısica em pequenas

escalas.

7.4.4 Os Catálogos de Galáxias

Para testar as hipótese do modelo de halos [40] nós povoamos os halos encontrados nas

simulações e os gerados pelo nosso método com galáxias seguindo um HOD (Halo Occu-

pation Distribution). Para isso nós usamos a prescrição descrita em [213], a mesma usada

no estudo dos voids utilizando catálogos de galáxias, com a mesma escolha de parâmetros

do catálogo Main2 de [99], que foram determinados para imitar o conjunto, limitado em

volume, do catálogo principal de galáxias do SDSS DR7, que possui um limiar de lu-

minosidade de −21 de magnitude absoluta na banda r. Nós aplicamos essa prescrição,

que foi ajustada com halos com ∆ = 200, em nossos halos diretamente pois não estamos

interessado em reproduzir os dados observacionais, estamos somente querendo comparar

nosso método com as simulações.

Nós colocamos as galáxias nos halos seguindo os mesmo procedimentos utilizados na

criação dos catálogos de galáxias utilizados na parte dos voids, seguindo a distribuição

(4.58), para as galáxias centrais, e (4.59), para as galáxias satélites. Porém agora utili-

zamos os parâmetros logMmin = 12.78, σlogM = 0.68, logM0 = 12.71, logM ′
1 = 13.76 e

α = 1.15.

Na figura 7.18, apresento o espectro de potências densidade-densidade para os catálogos
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Figura 7.18: Espectro de potências densidade-densidade para os catálogos de galáxias
gerados a partir dos catálogos de halos descritos na tabela 7.2: SB (pontos azuis), EB
(quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e FoFc (triângulos roxos), com ±1σ.
No painel inferior nós mostramos a diferença relativa, para cada catálogo, com respeito
ao espectro medido do catálogo BDMV.

de galáxias criados utilizando-se o HOD nos catálogos de halos da tabela 7.2. Utilizamos

2563 células no grid, consideramos todas as galáxias e utilizamos o CIC para a construção

do grid de densidades.

Vemos que o espectro de potências para o catálogo SB, que não possui nenhum

parâmetro livre, concorda com o da simulação dentro de 20% para todas as escalas,

sendo igual nas grandes e pequenas escalas e possuindo uma fala de potência nas escalas

intermediárias. Esse é exatamente o comportamento esperado pelo modelo de halos, onde

as grandes escalas são descritas pela distribuição (linear) dos halos e as pequenas escalas

são descritas pela distribuição de matéria dentro dos halos (o perfil de densidade) havendo

uma fala de potência em escalas intermediárias que ”colam”as duas contribuições.

Portanto, o fato de nosso espectro de potências dos halos estar correto em escalas

lineraes, como vemos na figura 7.14, e de usarmos um perfil de densidade correto, nesse

caso o NFW [114], garante um espectro das galáxias correto nas escalas grandes e pequenas

e com uma pequena falta de potência nas escalas intermediárias.

Olhando para o espectro do nosso catálog EB vemos que a superestimação do bias

linear, que podemos ver na figura 7.14, produz um excesso de potências em todas as

escalas que chega a uma diferença de 50% com relação a simulação. Portanto, o ajuste
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7.4. COMPARAÇÕES COM A SIMULAÇÃO
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Figura 7.19: Bispectro densidade-densidade-densidade para os catálogos de galáxias ge-
rados a partir dos catálogos de halos descritos na tabela 7.2: SB (pontos azuis), EB
(quadrados verdes), BDMV (diamantes vermelhos) e FoFc (triângulos roxos), com ±1σ.
No painel inferior nós mostramos a diferença relativa, para cada catálogo, com respeito
ao bispectro medido do catálogo BDMV. A primeira coluna apresenta o bispectro para a
configuração equilateral de triângulos, a segunda para a isósceles e a terceira para o limite
exprimido.

dos parâmetros livres da barreira eĺıptica, deve ser realizado com mais cuidado de forma

a não ”dar”muita potência para o espectro dos halos, evitando a contagem dupla dessa

potência.

Comparando os espectros paras os dois catálogos gerados a partir da simulação vemos

que a diferença constante entre eles se mantém para o catálogo de galáxias, isso mostra

que o espectro das galáxias também terá sua expansão dominada pelo bias linear.

Na figura 7.19, aspresento os bispectros para os catálogos de galáxias criados utilizando-

se o HOD nos catálogos de halos da tabela 7.2. Nós utilizamos o mesmo método e

parâmetros do caso dos halos para realizar as medições.

Nos dois primeiros painéis, vemos que o bispectro do catálogo SB, gerado com nosso

método, possui comportamento similar ao do espectro de potências, com um resultado

igual do catálogo BDMV em pequenas e grandes escalas e uma falta de potências nas es-

calas intermediárias, que para o bispectro chega à 30%. Os motivos desse comportamento

são os mesmos descritos antes e podem ser entendidos pelo modelo de halos. A diferença

constante presente no último painel reflete a mesma diferença presente no caso dos halos

e é dif́ıcil de ser analisada, ainda mais com os grandes erros nesse caso.

O bispectro, para o catálogo EB, também é superestimado e possui a mesma explicação

do caso do espectro, a superestimação do bias linear quando o ajuste dos parâmetros da

barreira foi feito. A relação entre os bispectros dos dois catálogos vindos da simulação
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tamb́em é basicemente constante refletindo a dominância do textitbias linear na expansão.

Em resumo, nosso método é capaz de gerar um catálogo de halos, sem nenhum

parâmetro livre, de quatro à cinco ordens de magnitude mais rápido do que uma si-

mulação de N-corpos e, além disso, gerar um catálogo de galáxias com o espectro correto

dentro de 20% e o bispectro dentro de 30%, com uma pequena falata de potência em

escalas intermediárias. Além disso, nosso método possui grande facilidade para ser ge-

neralizado para modelos de gravitação modificada e energia escura alternativa, sendo o

único na literatura com essa possibilidade.

Nosso código ainda disponibiliza a opção de se ajustar alguns parâmetros livres para

melhorar seus resultados ainda mais, como fazem outros métodos preditivos. Porém esse

ajuste deve ser feito com cuidado para se evitar uma dupla contagem de potências que

poderia estragar as funções de correlação de galáxias.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Os próximos anos serão de grande importância para estudos cosmológicos, devido ao

grande número de levantamentos de galáxias que ocorrerão, mapeando a distribuição de

galáxias no universo em um volume e com uma densidade como nunca antes. Espera-se que

esses levantamentos tornarão posśıvel avançar significativamente nosso entendimento de

f́ısica fundamental. Em especial, seremos capazes de compreender melhor as componentes

escuras do universo, o peŕıodo inflacionário inicial e a teoria de gravitação que evoluiu

essas condições inicias dadas pela inflação.

Durante este doutorado, estudamos diferentes formas com que podemos utilizar dados

provenientes de levantamentos de galáxias para se estudar cosmologia. Em particular,

para se vincular parâmetros relacionados com a teoria gravitacional (veja o caṕıtulo 2).

Através da teoria de perturbações cosmológicas (caṕıtulo 3), podemos prever, pertur-

bativamente, como será a função de N-pontos da matéria, ou de qualquer outro traçador,

em função dos parâmetros cosmológicos e das condições iniciais. No trabalho [25], por

exemplo, fomos capazes de prever qual será o espectro de potências para um campo dado

por uma transformação não linear do campo original. Encontramos que, usando uma

transformação logaŕıtmica do campo de densidades, esse campo se torna mais linear (pre-

cisamos de menos ordens para descrever bem os dados) e mais Gaussiano (as funções de

N > 2 pontos são menores), fazendo com que toda a informação cosmológica se concentre

na função de N = 2 pontos.

Já em [26], nós usamos EFTofLSS para calcular o espectro de potências para o caso

de dois traçadores e estudamos quanto o uso de mais de um traçador pode melhorar o

v́ınculo nos parâmetros cosmológicos. Encontramos que a utilização de todo o espectro,
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e não só a parte linear ou o pico de BAO, consegue melhorar os v́ınculos em, pelo menos,

60%. Isso se deve à quebra de degenerescência entre os parâmetros cosmológicos, de bias

e estocásticos que ocorre quando consideramos os espectros cruzados entre os diferentes

traçadores.

Além das perturbações cosmológicas, também estudamos e estendemos o halo model

(caṕıtulo 5), que é um modelo não-perturbativo para descrever como a matéria se distribui

no Universo, sendo também extremamente útil para se entender como as galáxias se

distribuem através de um modelo de ocupação dos halos. Em [29], consideramos os voids

como também sendo elementos fundamentais na estrutura do universo. Com a adição

dessas estruturas, fomos capazes de aliviar diversos problemas clássicos do modelo de

halos. Conseguimos diminuir a diferença entre o modelo e os dados por um fator de

≈ 6%, nas escalas entre os termos de um e dois halos, além de conseguir tornar natural a

normalização do termo de dois halos em grandes escalas.

Além do estudo direto sobre como a matéria se distribui no universo, também estuda-

mos como podemos usar algumas estruturas para melhor vincular a teoria gravitacional

e a cosmologia.

Em [30] e [31], estudamos cuidadosamente como a teoria de gravitação e a cosmolo-

gia afetam o raio de turnaround dos halos de matéria escura. Primeiramente em [30],

estudamos como esse raio, e sua sobredensidade associada, serão modificados para estru-

turas idealizadas nas quais conhecemos toda a distribuição de matéria o tempo todo. Já

em [31], relacionamos o raio de turnaround de uma estrutura maior com o raio de Virial

de uma estrutura menor dentro dela, e desta forma fomos capazes de escrever um modelo

para esse raio em função da massa do halo observável. Para os modelos de gravitação

estudados, encontramos uma diferença de, pelo menos, 7% para esse raio em estruturas

observadas no universo recente.

Em adição ao estudo utilizando as funções de correlação e as propriedades dos halos,

em [27] e [28], nós também estudamos como os voids podem ser utilizados para se vincular

a teoria gravitacional (veja o caṕıtulo 4 para mais detalhes).

Primeiramente, em [27], nós computamos uma nova expressão para a abundância

de voids utilizando o colapso esférico, em gravitação modificada, e o excursion set the-

ory. Este modelo possui dois parâmetros livres além dos parâmetros cosmológicos e de

gravitação. Mostramos que o modelo é reproduz a abundância de voids para todas as
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teorias de gravitação testadas (RG, f(R) e symmetron), sendo capaz de recuperar os

parâmetros de gravitação modificada e cosmologia quando utilizada em uma análise de

Monte Carlo. Com uma pequena modificação no parâmetro de densidade dos voids, nosso

modelo também foi capaz de reproduzir a abundância de voids encontrados em um campo

de galáxias.

Para estender o trabalho em voids, em [28] nós também investigamos os v́ınculos

impostos nos parâmetros de gravitação, quando utilizamos o perfil de densidade dos voids

e o bias linear. Nesse trabalho, vimos que o perfil de densidade, assim como a abundância,

proporcionam v́ınculos mais fortes do que o bias linear, o que ocorre por conta do maior

erro presente nesse último observável. Também verificamos que, quando utilizados esses

três observáveis, conseguimos não só vincular os parâmetros de gravitação modificada,

mas também distinguir entre os diferentes modelos através de tensões nas posteriores

para cada observável isolado.

Uma vez que compreendemos como diferentes observáveis do campo de matéria são

afetados pelas diferentes teorias de gravitação, em [33] e em estudos atuais realizados no

grupo, começamos a estudar como as galáxias são distribúıdas dentro dos halos, prin-

cipalmente utilizando o modelo de ocupação de galáxias nos halos (HOD). Mostramos

que perturbações de comprimento de onda longo em três diferentes operadores (sobre-

densidade, campo gravitacional e perturbações compensadas de isocurvatura) geram uma

resposta do número médio de galáxias em cada halo, e que, estas respostas poderão afetar

nossa predição para o bias das galáxias.

Por último, em [29] (veja também o caṕıtulo 7), criamos um novo algoritmo capaz de

gerar catálogos de halos de forma rápida. Mostramos que podemos reproduzir a função

de massa, bias linear, espectro de potências e bi-espectro com alta precisão utilizando

um código ∼ 105 vezes mais rápido do que uma simulação usual. Com esse tipo de

código, somos capazes de calcular matrizes de covariância para qualquer observável com

grande precisão, podendo adicionar efeitos observacionais mais facilmente do que por vias

teóricas.

Em resumo, durante este doutorado nós estudamos diversas formas de utilizar as

estruturas do universo para se vincular cosmologia e teorias de gravitação. Dentre elas, a

mais notável foi o estudo que fizemos sobre a utilização de voids. Unindo nossos modelos

para a abundância, juntamente com o modelo de halos e voids, somos capazes de usar
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vários observáveis relacionados a voids. A função de correlação void-matéria parece ser um

dos observáveis mais promissores, por ser capaz de codificar informação da relação entre

o perfil de velocidade e densidade dos voids de forma observável. Esse observável já foi

medido em levantamentos de galáxias atuais e será ainda mais relevante em levantamentos

futuros que terão uma maior densidade de objetos.

Além do estudo direto dos voids, também estudamos como podemos aplicar nosso

conhecimento teórico em dados reais através do estudo da relação entre halos e galáxias, e

do estudo de métodos capazes de calcular matrizes de covariância. Todas estas ferramentas

tornam posśıvel um estudo de cosmologia e, principalmente, de gravitação, com dados

reais de forma mais acurada do que qualquer outro estudo utilizando voids na literatura.
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Turnaround radius in f(R) model. JCAP, 09:010, 2018.

[31] Rafael C.C. Lopes, Rodrigo Voivodic, L. Raul Abramo, and Laerte Sodré. Relation
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