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Resumo

Neste projeto sao explorados espacos-tempos que descrevem objetos compactos,
em particular buracos negros, em modelos de mundos brana tipo Randall-Sundrum.
Sao estudadas as propriedades destas solugoes na brana e abordadas algumas de suas
caracteristicas no bulk. Uma anélise perturbativa destes modelos é realizada, com
énfase na dinamica de alguns campos de matéria de interesse. Perturbacoes escalares
e eletromagnéticas na brana sao consideradas. Estabilidade, espectros quase-normais,

estrutura de caudas, e outras propriedades perturbativas, sao investigadas.
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Abstract

This project explores space-times that describe compact objects, in particular black
holes, in Randall-Sundrum brane world models. Properties of these solutions in the
brane are studied and some of its features in the bulk are addressed. A perturbative
analysis of this models are made, emphasizing the dynamics of matter fields of interest.
Scalar and electromagnetic disturbances on the brane are considered. Stability, quasi-

normal spectra, tail structure, and other perturbative properties are investigated.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1905, um fisico empregado de uma oficina de patentes chamado Albert Eins-
tein publicou um artigo que mudaria o transcurso do estudo da fisica. Aquele artigo
continha a explicacao de uma nova teoria chamada Teoria da Relatividade Especial.
Em 1915 Einstein publicou a famosa Teoria da Relatividade Geral [1], nos dando um
novo entendimento e visao do espaco e o tempo sem prever o impacto e popularidade

que causaria este desenvolvimento.

No tratamento do espaco e do tempo na relatividade especial e geral, o espaco
e o tempo sao concebidas como uma TUnica estrutura de quatro dimensoes, denomi-
nada espaco-tempo. O caminho entre a relatividade especial e a relatividade geral
foi atravessado por Einstein com a ajuda da substituicao do espaco-tempo de Min-
kowski (espago-tempo plano) por um espago-tempo curvo, onde a curvatura é criada

pela matéria e a energia.

Logo depois da publicacao da teoria da relatividade geral, o fisico Karl Schwarzschild
resolveu as equacoes de campo de Einstein para uma geometria esfericamente simétrica
no vacuo e com constante cosmologica nula [2]. Essa solugao passou a ser conhecida
como solucao de Schwarzschild. Os buracos negros sao objetos compactos que criam
um campo gravitacional tao forte que nem a luz pode escapar. Estas estruturas surgem
como consequéncia da formulacao da teoria da relatividade geral de Einstein, que afirma
que corpos precisam se contrair o suficiente para concentrar a matéria numa regiao do

espaco suficientemente compacta para formar um buraco negro.

A ideia do uso de dimensoes extras na procura de uma teoria unificada das forgas
fundamentais teve origem nos trabalhos de Kaluza e Klein [3, 4, 5]. Kaluza [3] conse-
guiu unificar o eletromagnetismo e a gravitacao utilizando uma dimensao espacial extra
as conhecidas quatro dimensoes espaco-tempo, em outras palavras mostrou que a rela-

tividade geral 5-dimensional contém a teoria da gravidade de Einstein 4-dimensional e



a teoria eletromagnética de Maxwell. Por sua parte, Klein [4] contribuiu com uma com-
pactificacao da quinta dimensao com um raio de compactificacao da ordem da escala
de Plank. Estes trabalhos em dimensoes extra foram pouco lembrados algum tempo

mas logo com o estudo da teoria de cordas eles ganharam uma nova importancia.

De acordo com a teoria de cordas, as particulas fundamentais da natureza nao sao
particulas pontuais, mas sim objetos unidimensionais chamados cordas [6]. Uma da
suas caracteristicas mais notavel é a necessidade do aparecimento de outras dimensoes
espaciais além das trés usuais. As teorias de cordas sao possiveis candidatas para uma
descricao quantica da gravidade e para a realizacao de uma unificacao das interagoes
fundamentais. O modelo que as teorias de cordas esbocam é de um universo que pos-
sui fundamentalmente dez dimensoes, uma dimensao temporal e nove espaciais |7]. Os
campos de matéria usuais descritos pelo modelo padrao das particulas elementares esta-
riam confinados em uma membrana com quatro dimensoées (uma brana 4-dimensional),
que descreveria o nosso universo observavel. Esta brana seria, portanto uma subva-
riedade diferenciavel imersa em um bulk de dez dimensoes. Na teoria de cordas as
seis dimensoes extras tem uma ordem da escala de Planck de modo que nao se pode

observar diretamente.

O estudo de perturbagoes em buracos negros é de grande interesse pois nos per-
mite analisar diferentes propriedades destas estruturas, tais como a radiacao gerada
por perturbagoes na geometria ou a estabilidade destes espagos-tempos [8]. De fato,
estabilidade é uma propriedade de grande importancia para teorias desenvolvidas em
altas dimensoes como os mundos brana 7|, pois pode servir de critério de selegao para
a escolha de boas solucoes fisicas. Ao considerarmos cenarios com dimensoes extra, os
resultados usuais sobre unicidade das solucoes nao sao necessariamente aplicaveis, e a

determinacao das geometrias fisicamente relevantes nao é trivial.

Uma das predicoes da relatividade geral é a existéncia de ondas gravitacionais,
fendmeno relacionado com o problema da estabilidade de espacos-tempos. Ao ser per-
turbado, um buraco negro tende a voltar ao seu estado de equilibrio, e neste processo
ondas gravitacionais de frequéncias caracteristicas sao emitidas [9]. O primeiro estudo
da estabilidade de um buraco negro, foi o feito ao buraco negro de Schwarzschild,
publicado em 1957 por Regge e Wheeler [8]. Eles analisaram o efeito de pequenas
perturbagoes lineares & métrica do buraco negro e verificaram sua estabilidade. Ou-
tros desenvolvimentos na década de 1970 envolvendo buracos negros tiveram impacto,
como por exemplo os trabalhos de Zerilli [10, 11]. Também na mesma década Price
[12] estudou o comportamento de um campo escalar sem massa, mostrando que este é
atenuado na forma de lei de poténcia na regiao externa de um buraco negro. O traba-

lho desenvolvido por Ruffinni, Tiomno e Vishveshwara [13| forneceu uma base teorica



que para estudo da perturbagoes eletromagnéticas em buracos negros esfericamente

simétricos.

Em geral, uma série de trabalhos (por exemplo [14, 15]) mostram que um observador
estatico na regiao externa do buraco negro observa trés fases da evolugao do campo.
Inicialmente temos a parte trasiente, que depende fortemente da perturbacao inicial.
Logo depois desta fase segue o regime quase-normal, onde o campo decai de forma
exponencial oscilatoria. Finalmente, para tempos tardios o processo é dominado por
uma, fase chamada “cauda”, que em muitos casos de interesse tem a forma de uma lei

de poténcia.

A estrutura desta dissertagdo é comentada a seguir. No proximo capitulo, apre-
sentamos o formalismo basico para a descricao da gravitacao, que faz uso da teoria
da relatividade geral em grande medida. Também nesse capitulo apresentamos as
equacoes de campo de Finstein e as geometrias esfericamente simétricas e estaticas,

caracteristicas que os buracos negros de interesse neste trabalho possuem.

No capitulo 3, apresentamos os modelos de mundos brana e explicamos um pouco
o que Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [16] propuseram para solucionar o problema
de hierarquia. Vamos dar maior interesse nesse trabalho aos modelos de Randall e
Sundrum [17, 18] que sdo apresentados também nesse capitulo. No final do capitulo 3
explicamos o formalismo covariante na brana, onde explicamos como derivar as equa-
coes de Einstein na 3-brana imersa num bulk 5-dimensional com simetria Z,. KEssa
seccao do capitulo foi desenvolvido com a ajuda do tratamento proposto por Shiro-
mizu, Maeda e Sasaki [19].

O quarto capitulo deste trabalho é dedicado a estudar as perturbagoes escalares e
eletromagnéticas em geometrias esfericamente simétricas e estaticas. O estudo nesse
capitulo é feito de forma geral na brana. Desenvolvemos primeiramente as perturba-
¢oes escalar que sao regidas pela equacao de Klein-Gordon, onde usamos o método de
separacao de varidveis para logo obter a equacao de perturbagao do campo escalar.
Seguido da perturbacao escalar, estudamos a perturbacao eletromagnética que vai ser
proporcionada pelas equacgoes de Maxwell. Para finalizar o capitulo 4, apresentamos
a grandes rasgos os modos quase-normais, que vao a ser de grande utilidade para a

determinacao da estabilidade das perturbacoes mencionadas.

Depois do conhecimento ganhado pelo estudado nos capitulos 3 e 4 podemos dar
passo ao desenvolvimento do capitulo 5, onde derivamos solugoes tipo buraco negro
em uma brana Randall-Sundrum. Algumas caracteristicas das geometrias obtidas sdo
estudadas. No final do capitulo 5, é desenvolvida a forma especifica dos potenciais que

caracterizam o campo escalar e o eletromagnético no contexto das solugoes obtidas.



No capitulo 6, apresentamos a dinamica do campo escalar e eletromagnético. Nos
referimos nesse capitulo as solucoes da equacao que descrevem os campos de interesse,
que como vimos no capitulo 4 sao solucoes de equagoes de onda. As solucoes obtidas
sao originais e sao o resultado do uso de um método de diferencas finitas. Também no
sexto capitulo investigamos os espectros quase-normais sob diferentes parametros que
caracterizam os buracos negros na brana. A estabilidade das geometrias consideradas
é determinada. Uma referéncia importante nesta etapa do trabalho sao os resultados

publicados em |20].

No dltimo capitulo, sintetizamos e comentamos as conclusoes finais da presente
dissertacao. Detalhes relacionados a convergéncia do método numérico proposto e na

determinacao numeérica das frequéncias quase-normais sao apresentados nos apéndices.

Neste trabalho, usamos (—, +, +,+) como assinatura da métrica. Consideramos o

sistema de unidades naturais, em que ¢ = G = 1.



Capitulo 2

Gravidade e Relatividade Geral

2.1 Geometria e relatividade

Para um melhor entendimento dos espagos-tempos curvo considerados na relativi-

dade geral, é importante entender primeiro o formalismo geométrico envolvido.

Para o estudo do espaco-tempo precisamos do uso de um determinado tipo de
variedade 4-dimensional, mas para isso é necessario conhecer o que envolve o conceito de
variedade. A continuacao vai-se explicar e descrever as propriedades de uma variedade

n-dimensional.

A variedade é um conceito fundamental na matematica e na fisica. A variedade
generaliza a ideia de geometria e espaco a qualquer dimensao, espaco que pode ser
curvado. De maneira mais geral uma variedade de dimensao n é um espago topolégico
que se parece localmente ao espaco Euclideano R" |21]|. Para definir a variedade de
uma forma mais rigorosa precisamos do uso de outros conceitos, entao a continuagao

vamos a definir os mais importantes, e comecaremos com o conceito de mapa.

Um mapa ¢ é uma relacao entre dois conjuntos, por exemplo M e N, que assegura
para cada elemento de M um elemento de N e se representa como ¢ : M — N. O
conjunto M ¢é chamado de dominio do mapa ¢ e o conjunto de pontos em N, que
é mapeado por M, é chamado imagem de ¢. O mapa ¢ é chamado injetor se cada
elemento em M tem no maximo um elemento em N, quer dizer, que ¢ : x — ¢(x) é
injetor se  # =’ implica ¢(x) # ¢(«'), onde x € M e ¢ € N. Se o mapa for sobrejetor,
cada elemento de N tem no minimo um elemento de M correspondente. Se o mapa for
injetor e sobrejetor ao mesmo tempo, ele serd chamado bijetor. Partindo de um mapa

bijetor ¢ podemos definir o mapa inverso como ¢! : N — M.

Dado dois mapas ¢ : A — B e : B — C, se pode definir a composi¢cao como
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Figura 2.1: Composicao entre os mapas ¢ e .

porp: A — C, fazendo a operagio (¢ o ¢0) = ¢(¢(a)) onde a € A, 1(a) € B e
(po1)(a) € C' como o mostra a figura 2.1. Nesse caso se pode definir um mapa inverso
como (¢~ o ¢)(a) = a.

Um mapa ¢ : R™ — R" que vai de (2!, 2%, ...,2™) para (y',y?, ...,y™) mostra um

colecdo de n funcoes de ¢ de m variveis,

yt = gbl(xl,xz,...,xm),
y2 — ¢2(x1’x2"”7xm),

(2.1)
Yyt o= o"(zh 2P ™).

Uma maneira pratica de representar uma funcao continua e p vezes diferenciavel é
através do simbolo CP, um mapa ¢ : R™ — R" é C? se cada funcao componentes
é pelo menos C? . Um mapa é CY se é continuo mas nao diferenciavel e um mapa
C® & continuo e pode ser diferenciavel quantas vezes nos queremos. Chamaremos dois
conjunto M e N difeomorficos se existe um mapa C*°, ¢ : M — N, com inversa C'™

¢~': N — M, e neste caso o mapa ¢ ¢ chamado um difeomorfismo [22].

Precisamos conhecer também o conceito de conjunto aberto, mas para um melhor
entendimento comecaremos com a nocao de bola aberta. Uma bola aberta é o conjunto
de todos os pontos x em R™ tal que |[x—y| < r, para algum y € R" fixo e r € R, onde |z|
¢ a norma do vetor z. Se pode dizer que a bola aberta ¢é o interior de uma n-esfera de
raio r centrado em y. Assim um conjunto aberto V' no R"™ é um conjunto construido de
uma uniao de bolas abertas, eventualmente em ntmero infinito. Em outras palavras,

V C R™ é aberto se, para qualquer y € V, ha uma bola aberta centrada em y que



esta completamente dentro de V. Também se pode dizer que um conjunto aberto é o

interior de uma superficie fechada (n — 1)-dimensional.

Uma carta ou sistema de coordenadas consiste de um sub-conjunto U do conjunto
M, onde U forma parte de um mapa injetor ¢ : U — R", tal que a imagem ¢(U) é um

aberto no R"”. Logo podemos dizer que U é um conjunto aberto em M.

Um atlas C*° & uma colecao de cartas {(Ua, o)}, 0s que satisfazem duas condigoes:

1. A uniao de U, ¢ igual a M, isto é, U, cobre todo M.

2. Se dois cartas se interseccionam, U, NUsz # (), entao o mapa (gbaogb[;l) tem pontos
de ¢3(Uy,NUg) C R" em ¢, (U, NUs) C R", e todos esses mapas devem ser C'™

onde sejam definidos. O que fica mais claro na figura 2.2 a seguir.

Figura 2.2: Esquema que mostra a relacao descrita no ponto 2 das condicoes que deve
descrever um atlas.

Em conclusao uma carta é o que normalmente pensamos como um sistema de coor-

denadas em um conjunto aberto, e um atlas é um conjunto de cartas que se superpoem.

O espago topologico representa um conjunto formado por sub-conjuntos abertos.
Digamos que X ¢é algum conjunto e 7 = {U;|i € I} ¢ uma determinada cole¢ao de
sub-conjuntos que satisfaz determinadas condicoes [21]|. Entao se diz que (X, 7) é um
espaco topologico onde U; sao chamados conjuntos abertos e T se diz que tem uma

topologia para X. 56 X algumas vezes é chamado de espaco topolégico.

Em topologia duas figuras sao chamadas de equivalentes se pode-se deformar uma
figura para chegar a forma da outra. Para ser mais claro de maneira matematica

precisamos conhecer a definicao de homeomorfismo.
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Considerando X e Y dois espagos topologicos. Se diz que o mapa f: X — Y é um

homeomorfismo [21] se:

1. f é bijectiva.
2. f é continua.

3. ftem inversa f~!:Y — X e a inversa é também continua.

Se diz entao que existe um homeomorfismo entre X e Y, e também que X é home-
omorfo a Y e vice versa. Se conclui entao que dois espagos homeomorfos sao iguais

topologicamente falando.

Finalmente, uma variedade n-dimensional e C*° é um conjunto M junto com um
“atlas maximal”. O requerimento que o atlas seja maximal é que dois espacos equiva-
lentes equipado com diferentes atlas nao conta como diferentes variedades. Um atlas
completo é um atlas maximal. Matematicamente dizemos que M é uma variedade

n-dimensional diferenciavel se |21, 23]:

1. M é um espaco topologico.
2. M é fornecido com uma familia de pares {(U,, ¢o)}-

3. A familia de conjuntos abertos {U,} cobre todo M, quer dizer, que a unido de

U, éigual a M. ¢, é um homeomorfismo de U,.

4. Se dois cartas se interseccionam, U, N U # 0, entdo o mapa

((ba o qﬁgl) : ¢5(Ua N Ug) — ¢a(Ua N Uﬁ) (2.2)
é infinitamente diferenciavel.

O subconjunto U, é chamado de coordenada da vizinhanga. Uma variedade n-
dimensional pode ser introduzida em R?", mas é importante realcar que a existéncia
da variedade é independente de qualquer introducao a um espaco maior. Também é
importante ter claro que uma variedade muitas vezes nao pode ser coberta por s6 uma

carta.

O fato que as variedades se vejam localmente como R", o que é manifesto pela
construcao de cartas coordenadas, introduz a possibilidade do analises na variedade
incluindo operacoes como diferenciagao e integracao. Agora n6s podemos passar a
introduzir varios tipos de estruturas caracteristicas de uma variedade. Comecaremos

com vetores e espacos tangentes.



Vamos construir um espago tangente a uma curva no ponto p na variedade M,
usando s6 fatos intrinsecos a M. Uma curva A(t) C* em M é um mapa C* em M.
Os vetores tangentes a uma funcdo f no ponto A(tp) sao representados por (9f/0t)x|s,,
onde (Of/0t), é a derivada de f na diregdo A\(t) e onde (9/0t),|s, € 0 operador vetor
tangente a curva A(¢) no ponto A(fp). Se definimos um sistema local de coordenadas
na vizinhanga de p como (z, ..., 2"), entdo cada operador vetor tangente no ponto p se
pode expressar como uma combinacao linear das derivadas em funcao das coordenadas
da vizinhanga o’ (9/927)|, = a’9;],, onde a’ sdo nimeros.

Entao o espago tangente T, é o espaco de todos os vetores tangentes em p na vari-
edade M. Seguindo o mostrado acima podemos dizer também que o espaco tangente
T, & um espaco formado pelos operadores derivada direcional {0, } ao longo de curvas

que passam por p, forma uma base para o espaco tangente T}, [22].

O espago cotangente ou dual T, num ponto p da variedade M, ¢ formado por
operadores que levam vetores do espaco tangente a ntmeros reais (w : T, — R). Tais
operadores sao vetores covariantes que representa o gradiente de uma funcao f, deno-
tado por df. Se (z!,...,2") sdo coordenadas locais entdo o gradiente das coordenadas,
{dz"}, sao a base do espago cotangente. Cumprindo com dz#0, = 0¥, onde {0,} é a

base do espago tangente [22, 23], uma caracteristica de espagos duais.

Um tensor 7" em um ponto de M é uma funcao,

T:T;® @Tielp® - ©Tp — R (2.3)

que é um mapa multilinear (de varias variaveis, que é linearmente separavel em cada
variavel e vai de um produto de espagos vetoriais até outro espaco vetorial) de vetores
e covetores em um ponto M até R. De (2.3) podemos dizer que o tensor 7" é do tipo

(r,s), com r indices covariantes e s indices contravariantes.

Se conhecemos as bases duais de T} e Tp ({dz*} e {0, } respectivamente) podemos
formar a base para o espago de todos os tensores. A base do espaco de tensores é
o produto das bases duais. Assim o tensor T que pertence a esse espaco pode ser

expressado em termo dessa base.

T=TM", ,0y® 20, dr" @--- @ dz", (2.4)

onde {1 ¥, ., } sdo as componentes de T com respeito as bases duais {dz*} e {0, }.

Se queremos uma transformacao de coordenadas entao,
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onde {T“/l""‘i‘yi...yé} também sdo componentes de 7' com respeito as bases duais {dz*'}
e {0} [23].

Numa variedade Riemanniana M esta definida o tensor métrico (ou métrica Rie-
manniana) g como um tensor simétrico do tipo (0,2) no ponto p da variedade dife-
renciavel M. Entao uma métrica C” em M é um campo tensorial C" simétrico g.
Se existe uma métrica g na variedade, podemos definir o produto interno entre dois
vetores U,V € T, como g(U, V). Na variedade o produto interno ¢ definido em cada
espaco tangente 1), assim g(U, V') é um mapa 7, ® T, = R.

As componentes de g em relacao da base {0,} sdo o produto escalar dessas bases

vetoriais 0,

Guw = 9O, 9y) = 9(0y, O) = Gupe (2.6)

Temos que g pode ser expandido em termos de dzx* ® dz¥, como
g = g drt @ dz”. (2.7)

Como a matriz g, ¢ simétrica entao seus autovalores sao reais. Se g é Riemanniana,
seus autovalores serao estritamente positivos, mas se g é pseudo-Riemanniana alguns
podem ser negativos. Na relatividade geral se trabalha com g pseudo-Riemanniana,
especificamente Lorentziana. Entdo a variedade (M, g) é uma variedade Lorentziana
de signatura (3, 1) onde o numero 3 e 1 representam o numero de autovalores positivos
e negativo respectivamente. Assim os elementos U do espaco T, sao divididos em trés

tipos,
e g(U,U) >0 — U é tipo espaco,
e g(U,U)=0— U é tipo luz,
e g(U,U) <0 — U é tipo tempo.

Se queremos calcular a longitude de trajetoria d.S entre dois pontos P(z*) e P'(z*+

dz®) temos que tomar em conta um deslocamento infinitesimal dz#0, € T,

ds* = g(dxz"d,,dz"d,), (2.8)
ds®* = datdx¥g(9,,0,), (2.9)
ds® = g datdz”. (2.10)
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O termo ds® é chamado de métrica também mas estritamente falando a métrica é um
tensor do tipo (2.7).

Uma defini¢ao que é importante estudar é o conceito de transporte paralelo. Vamos
calcular a derivada de um campo vetorial V#, comparando o valor do campo no ponto
p com coordenadas x, com o valor do campo no ponto ¢ infinitesimalmente perto de
p, com coordenadas r + Ax. Todo vetor estd definido num espaco tangente e nao
diretamente na variedade. Por essa razao nao se pode comparar vetores que estao em
espacos vetoriais diferentes, como é o caso dos vetores em p e ¢ que estao em 7, e T,
respectivamente. O que temos que encontrar ¢ um vetor Vp“(x + Ax) no espago T}, e
que possua toda a informacao do vetor V;,“(x) em 7,. Desse modo se podem comparar
os vetores VI(z + Az) e VI (z + Ax).

O vetor V}(x + Az) é chamado do transporte paralelo de V/(z). O transporte
paralelo de um vetor no ponto p a outro ponto q depende da curva que tem que seguir
para ir de p a ¢. Se o ponto p tem coordenadas z* e o ponto g coordenadas z* + Ax#
podemos escrever o novo vetor V/(z” + Az”) como uma traslagao de V}'(z”) ao longo
do intervalo Az”, como

Vi(a¥ + AxY) = Vi(a") — T VP (2”)Az”. (2.11)
O transporte paralelo depende do valor do fator I' chamado conexao. Se a variedade

tem métrica, o que acontece na relatividade geral, se usa um valor preferido para I"

chamado de conexao Levi-Civita, que tem a forma,

1
FZV = §g,0/\ (aug)\u + augu)\ - a)\g;w) . (212)

A conexao de Levi-Civita é a tinica cuja derivada covariante é compativel com a métrica
. ~ , . ~ /
e cuja torsao é nula. Em particular, se as bases sdo bases coordenadas {z%} e {z* } a

lei de transformacao de I'“g, é:

| (2.13)

or [ 0x™ N ox? 9z _,
oz~ \0xzFoxy ' 0P oxv 7

Comparando (2.13) com (2.5) vemos que para que I'*g,, seja um tensor teria que

ter 86 o segundo termo somando da direita da equagao (2.13).

Podemos definir a conexao affin I' em M como um operador que mapea de um
campo tensorial a outro campo tensorial. Se usamos a equacdo (2.11) obtemos um
operador conhecido como derivada covariante V xT' designado para cada campo tenso-

rial X e que mapea um campo vetorial 7' que é C" com r > 1,
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v,T, =0,T, —T*,Th. (2.14)

O operador derivada covariante aplicado a um tensor contravariante, T, numa dada
direcao e, €
V. T =0,T" +T",, T (2.15)

Podemos generalizar a derivada covariante ao longo de #* a uma derivada covariante
ao longo da curva z#(7) como uw’V,V*#, onde u” = dz”(7)/dr é o vetor tangente da
curva z°(7). Assim podemos dizer que um vector V* é transportado paralelo ao longo

de uma curva x* se a derivada covariante do vetor ao longo da curva é zero
u’V,VH = 0. (2.16)

No caso de uma curva “reta”, a distancia mais curta entre dois pontos e nela o vetor

tangente u” é transportado paralelo a ele mesmo ao longo da curva, entao temos
u’V,u" =0, (2.17)

ou

dax# da” dx?
—_ K —=0. 2.18
dr i dr dr ( )

Essa curva ¢ chamada de geodésica.

Passaremos a falar sobre uma definicao muito importante em relatividade geral, a
curvatura. Uma variedade é curva se o transporte paralelo de um vetor através de uma
curva fechada resulta num vetor diferente ao voltar no ponto inicial. Se transportamos
paralelamente um vetor V* ao longo de um paralelogramo infinitesimal com lados dz*
e dz¥. Calculamos a diferenga de trasladar o vetor ao longo de C' (primeiro ao londo de
dxz* e logo dx"”) e C’" (primeiro ao londo de dz¥ e logo dx*) como mostra a figura 2.3,

para isso temos que calcular o comutador das derivadas covariantes de VV*, de maneira

geral ele é
[V, VoV = R,V = TE NV VA, (2.19)
onde
A A A A o A o
R, =01, — 0,1, + 1,17, =T, 17, (2.20)
T, =10, =1, (2.21)

O fator Ruup/\ é o tensor de Riemann que mede a diferenca do transporte paralelo
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Figura 2.3: Transporte paralelo que segue o vetor V*, seguindo C' e C’, para calcular
a curvatura do estaco fechado pelo paralelogramo.

de V* por duas trajetorias diferentes e mede a curvatura do espaco dentro do paralelo-
gramo. Por isso, num espaco plano o tensor de Riemann ¢é nulo, como RW,,A depende
6 da conexao quer dizer que num espago plano o valor conexao é zero. O fator 7%, é
o tensor de tor¢ao que mede o grau de fechamento do paralelogramo. Na relatividade
geral consideramos o valor de v como o mostrado em (2.12) o que nos leva a ter uma

tor¢ao de valor zero (7%, = 0) assim garanta que o trasporte paralelo se realiza em um

pv

paralelogramo fechado. Dessa maneira temos que a relatividade geral é uma teoria de

torcao nula.

O tensor de Riemann ¢é de ordem (1,3) e sua forma totalmente contravariante se

pode conseguir contraindo-o com o uso do tensor métrico,
R;uxpo = ga)\RquA . (222)
O tensor de curvatura também ¢é antisimetrico nos tltimos dois indices,
Ruupa’ = —Rw,o-p. (223)
Se contraimos dois indices se define o tensor de Ricci,
Rup = gVURuupa = Ru)\p/\- (224)
E se contraimos o tensor de Ricci se define o escalar de curvatura,

R=g"R,, = R",. (2.25)

Vamos agora a desenvolver o conceito de estrutura causal. Surge um postulado que

encontramos em [23] que afirma que uma sinal pode ser enviada entre dois pontos p e

13



g de M se e somente se p e ¢ podem-se unir mediante uma curva C' dentro de M;
essa curva tem como nome curva tipo nao-espaco ou curva causal. A relacao que existe
entre p e q se lhe chama causalidade e vai depender das carateristicas da métrica do

estaco-tempo.

Para estudar a estrutura causal de nosso espaco-tempo precisamos que se defina
continuamente dentro dela uma separagao de vetores (vetores do tipo ndo espaco) em
duas classes chamadas futuro e passado. Se é possivel realizar essa separacao diremos
que o espago-tempo é orientavel no tempo porque podemos diferenciar entre duas

orientacoes temporais, o futuro e o passado.

Se temos dois conjuntos £ e U € M, entao o futuro cronologico de L relativo a
U & definido por I(L,U), que contem o conjuntos de eventos (conjunto de todos os
pontos em U) ligados a L por curvas tipo-tempo. Também o futuro cronologico pode
ser denotado por I (L£). Da mesma forma se define para ao passado cronologico onde
se usa o simbolo “—” como I~ (L). As curvas tipo tempo tem como vetores tangentes
a vetores tipo tempo. Entao as curvas que vao percorrer particulas massivas vao ser

curvas tipo tempo o que leva a elas ter quadrivelocidades tipo tempo.

Também se pode definir o futuro causal J*(L£,U) de L relativo a U, como o uniao
de LNU e o conjunto de todos os puntos em U. Os pontos em L podem ser ligados a U
por uma curvar tipo tempo ou tipo luz (néo tipo espago). Logo as particulas com massa
em repouso nula vao percorrer curvas tipo luz. Da mesma forma que para o futuro
cronologico se define um passado cronologico também para o futuro causal também se
define um passado causal que vai se representar por J~(£). Também o futuro causal

pode ser denotado por J*(L).

2.2 Equacoes de campo da relatividade geral

Uma proposta que fez Einstein foi da existéncia de uma relacao entre a geometria
do espago-tempo e a quantidade de matéria e energia no mesmo. Na relatividade geral
se descreve essa quantidade de matéria, presente no espaco-tempo, através de campos
definidos na variedade, associados a um tensor de energia-momento 7,,,. Estes campos
obedecem umas equagoes de movimento que foram propostas por Einstein, escrita na
forma covariante |24] como

1 87TGN

GMV = R/“, — §gMVR = T

2]

C4 (2.26)
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onde G, ¢ o tensor de Einstein e G ¢ a constante gravitacional universal de Newton.
A equagao (2.26) representa um conjunto de equacoes nao lineares e é conhecida como
equacao de campo de Einstein. O termo onde identificamos o tensor de Ricci e o escalar
de curvatura R, representa a parte relacionada com a geometria do estaco-tempo. O
termo da direita que contem o tensor energia-momento 7),,, representa a quantidade de
matéria no espaco-tempo. Em geral através do tensor energia-momento 7}, podemos
saber como o espaco-tempo se deforma. Assim a equacao (2.26) nos mostra a relagao
entre a curvatura do espaco-tempo e seu contetido de massa. No limite nao relativistico,

(2.26) fornece resultados previsto pela lei de Newton.

' vaga i = \Y = 0. v
A lei de conservagao de energia V,T* = 0, leva a que V,G" = 0. Como R, e
g Sao tensores simétricos, entao o tensor de Einstein e o tensor de energia-momento

também sao simétricos,

G = Gy, (2.27)
Ty =T (2.28)

Por razoes cosmologicas, Einstein introduziu uma constante na sua equacao de
campo, o motivo foi para que a teoria concorda-se como a ideia de um universo estatico
em grande escala. Aquela constante foi chamada constante cosmologica (A), assim a
equacao de campo fica

1 87TGN

G = Ry — 59w = A

5 T — Ay - (2.29)

Essa ultima equacao continua sendo consistente com a gravidade Newtoniana sé se
escolhemos um valor muito pequeno para a constante cosmolégica. Comumente se usa
as chamadas unidades geométricas onde Gy = ¢ = 1. Pela conservagao de energia e

momento temos,

1
S [RW - §gw,R] —0 (2.30)

o que impoe quatro grau de liberdade e da a independéncia ao conjunto de equagoes nao
lineares que obtemos, assim das dez s seis sao equacoes diferenciais independentes e sao
necessarias para descrever o espaco-tempo. Isso acontece porque das dez componentes
da métrica, quatro podem tomar valores arbitrarios dados pelo sistema de coordenadas
usado |23, 22]. O fato das equagdes de campo serem nao lineares implica que as
solucoes conhecidas nao podem-se superpor para geral uma nova solu¢ao. Assim a nao
linearidade complica a solucao das equacoes de Einstein, mas uma possivel simplificacao

pode ser a simetria da métrica associada.
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Uma variedade M é simétrica se apos um difeomorfismo (transformacao do mapa

M para ele mesmo) a métrica ndo muda. Isto é, se fazemos uma transformacao

ot — 7t =¥ + eKH, (2.31)
entao temos 2% 5P

o % Ox

G (T) = 8_9:#@9’”@)' (2.32)

A transformacdo (2.31) é chamada de isometria se G, (Z) = ¢,.,(%). E o vetor K*

é chamado de vetor de Killing. Assim o campos de Killing { K*} satisfazem a seguinte
equacao

V.K, +V,K, =0, (2.33)

conhecida como equacdo de Killing [25]. Se estamos numa variedade n-dimensional,
teremos como maximo n(n + 1)/2 vetores de Killing linearmente independentes. Esse

espaco-tempo é chamado de espaco maximalmente simétrico [25].

Se a métrica g,, ¢ independente de uma das coordenadas x%, segue que

O _
ox® ’

0 que significa que se temos uma curva ao longo de z* (u # «), o comprimento da

(2.34)

curva é constante em traslacoes ao longo da direcao x®. O vetor dual associada essas

traslagoes ¢ o vetor de Killing que segundo [22]

Kb — (%)u, (2.35)

onde K* esta associado a uma simetria na coordenada z%.

2.3 Geometrias esfericamente simétricas e estaticas

No contexto da relatividade geral, simetrias podem ser implementadas através de
campos de Killing. De especial interesse neste projeto sao as geometrias esfericamente

simétricas e estaticas.

Um espacgo-tempo é chamado de estacionario se sua métrica possui um campo ve-

torial de Killing { K*} tipo tempo. Assim a métrica estacionaria pode ser escrita como

ds® = goo(T)dt* + goi(Z)(dtdz' + dx'dt) + gi;(F)dx'da’. (2.36)
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Logo um espago-tempo ¢ chamado de estatico se o vetor de Killing tipo tempo
é ortogonal ao conjunto de hipersuperficie que sobre a geometria e invariante a uma

inversao temporal (go; = 0). Portanto a métrica tem a forma
ds® = goo(T)dt* + g;;(¥)dx'da’. (2.37)

Embora a introducao de ideias genuinamente geométricas deva ser feita de forma
independente de sistema de coordenadas, de um ponto de vista pratico o trabalho
em relatividade geral frequentemente exige sistemas de coordenadas especificos. Um
sistema de coordenadas muito util é o (¢,7,0,¢), onde a coordenada temporal ¢ esta
associada a um campo de Killing tipo tempo, e as coordenadas (7,0, ¢) sao as coorde-

nadas esféricas usuais.

O espaco-tempo se chama esfericamente simétrico se possui trés vetores Killing

linearmente independentes e tipo-espago (K7, Ko, K3) que satisfazem [26]

(K1, K] = K, (2.38)
(K, K3] = K, (2.39)
K3, K1] = K. (2.40)

Agora podemos fazer uma mudanga de coordenadas a (2.36) para coordenadas esféricas

(b,7) assim a métrica toma a forma
ds® = gy (b, )dt* 4 29y (b, 7)dbdr 4 g, (b, 7)dr* + r*dQ%. (2.41)

onde d? = df? + sin? 0d¢?. Logo, se pode fazer outra mudanca de coordenadas (b, r)

para (t,7). Se definimos t(b, ), obtemos uma métrica da forma
ds* = a(t,r) dt* + B(t,r) dr* + r*dQ*. (2.42)

Se diferenciamos t(b, )

ot ot
ot\> ot ot ot \ >
2= = 240 — — 2, 2.44
dt (ab) db* + abardberr(ar) dr (2.44)
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Agora substituimos (2.44) em (2.42) voltamos a (2.41) onde

o\’
a (%> = g0 , (2.45)
ot Ot
OK%E = Gbr (246)
ot\ >
b+ a (E) = Grr- (2.47)

Entao no sistema de coordenadas (¢, 7,6, ¢), a métrica associada a um espago-tempo

esfericamente simétrico e estatico pode ser escrita como:

1

ds® = —A(r) dt* + B0r)

dr® + 1 (d6” + sin® 6d¢?) . (2.48)

Nem todas as escolhas de funcoes A e B sdo admissiveis para que a métrica (2.48)

esteja associada a um espaco-tempo “bem definido”. Por exemplo, a escolha
A(r)=B(r)=1 (2.49)

certamente é possivel, e estd associada ao espacgo-tempo de Minkowski. Entretanto,
B(r) = —A(r) = 1 nao descreve uma variedade Lorentziana, e portanto ndo modela
um espago-tempo. Como foi comentado, para que a métrica (2.48) seja Lorentziana o
sistema de coordenadas (¢, 7,6, ¢) debe ser valido somente para valores de r que fazem
A(r) > 0e B(r) > 0.

E mesmo quando as funcoes A e B sao aceitaveis, o sistema de coordenadas
(t,r,0,¢) nao necessariamente é valido para qualquer ¢ ou r. Por exemplo, ele nunca
¢ valido para r = 0. Esta é uma caracteristica do sistema de coordenadas esféricos.

Outra geometria, mais relevante para nosso trabalho, envolve a chamada métrica de
Schwarzschild |24], dada por

A(ry=B(r)=1- %, (2.50)
ou
-1
ds? = — (1 — g) dt* + (1 — g) dr® + 1 (d6” + sin® 6d¢?) . (2.51)

Chamaremos o espaco-tempo assintoticamente plano como aquele que se torna um

espaco-tempo de Mikowski no infinito [27]. Nesse caso no limite de r — 0o as fungoes
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A(r) e B(r) se comportam como,

r

A(r) ~ B(r) ~ 14+ 0 (1) | (2.52)

Um sistema de coordenadas muitas vezes conveniente para os nossos propositos é
baseado na coordenada radial apelidada de “coordenada tartaruga” (tortoise coordinate,
segundo Wheeler [24]). A coordenada radial tartaruga r,, considerando a métrica
(2.48), é definida como:

dr,(r) 1

= . 2.3
dr H(r) (2:53)
onde H(r) = y/A(r)B(r). Note que, na definicdo acima, ainda existe uma constante

de integragao arbitraria.

No sistema de coordenadas (¢, 74,0, ¢), a métrica (2.48) é escrita como
ds* = A(r,) (—=dt* + dr?) +r*(r,) (d0® + sin® 0d¢?) | (2.54)
onde

A(ry) = A(r(ry)) . (2.55)

Ainda sdo necessarias duas fungbes para caracterizar a métrica (2.54), A(ry) e r(ry).

Um caso que é relevante no trabalho a ser desenvolvido é a métrica anti-de Sitter
(AdS). Ela é uma solugao das equagbes de Einstein com uma constante cosmologica A

negativa. No sistema de coordenadas (t,7, 6, ¢) é dada por (2.48) com

7"2

Alr) = B(r) =1+ 25 , (2.56)

onde R? > 0. Nesta caso, A = —3/R? < 0. O sistema de coordenadas (¢,7,0, ¢) é bem
definido para r > 0. Este espaco-tempo nao é assintoticamente plano, ao contrario dos

espagos-tempos de Minkowski e Schwarzschild ja comentados.

A funcdo r.(r) para a geometria AdS fica:
”
ry(r) = Rarctan <E> , (2.57)

Com este resultado, ¢ possivel encontrarmos explicitamente as fungoes A(r,) e 7(ry):

r(r.) = Rtan (%) : (2.58)
A(r,) = sec? (%) : (2.59)
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Vemos que, para a escolha da constante de integragdo em (2.57), r, — mR/2 a me-
dida que r — oo. Note que a coordenada r,, como qualquer outra coordenada, nao

necessariamente assume qualquer valor. Neste caso, 0 < r, < TR/2.

A expressdo completa para a métrica, no sistema de coordenadas (¢,74,6,¢), é

entao:

Tx

ds* = sec? (T—*) (—dt* + dr?) + R*tan <R

- )2 (d6? + sin® 0dg?) . (2.60)

2.4 Buracos negros

Um objeto de estudo de grande interesse para esse trabalho é o buraco negro. Os
buracos negros sao objetos compactos que criam um campo gravitacional tao forte que
nem a luz pode escapar. Estas estruturas surgem como consequéncia da formulacao da
teoria da relatividade geral de Einstein predizendo que corpos precisam se contrair o
suficiente para concentrar a matéria numa regiao do espaco suficientemente compacta
para ser chamada de buraco negro. Se esse corpo é de massa M e sofre uma contragao
ate um determinado valor do raio r; = 2GM/c?, a velocidade de escape nesse caso seria
da velocidade da luz o que nos diz que nenhum corpo a essa distancia pode escapar do

buraco negro [26].

A superficie do buraco negro é chamada de horizonte de eventos e demarca duas
regioes do espaco-tempo desconectadas causalmente uma da outra s6 no sentido da
regiao dentro do buraco negro com a regiao fora dele, essa superficie é de tipo luz. Em
um espaco-tempo estacionario e assintoticamente plano o horizonte de eventos coincide
com o horizonte de Killing [23]. Um horizonte de Killing ¢ definido como uma superficie
onde os vetores de Killing (X*) tangentes a ela sao de tipo luz, X*X, = 0 [28]. O
horizonte de Killing (e normalmente de eventos) é dado por r = r, onde ;. é a maior

raiz positiva de ambas as fungbes A e B, com A(r) > 0 e B(r) > 0 para r > .

O buraco negro mais simples ¢ descrito pela métrica de Schwarzschild (2.51), uma
solugdo de vacuo das equacdo de Einstein |2]. Essa métrica é esfericamente simétrica
e estética, eletricamente neutra e sem rotacao. Pelo principio de equivaléncia, essa
solucao representa o espago-tempo ao redor de um objeto de masa M na origem do
sistema de coordenadas. Como se pode ver em (2.50), o termo B~! da métrica de
Schwarzschild diverge em r = 2M. Neste caso, o sistema de coordenadas (¢, 7,6, ¢) s6
é valido para r > 2M. Para falarmos sobre a regiao r < 2M, um procedimento de

extensdo analitica deve ser introduzido [26].

As solucoes podem ainda se generalizar para objetos esfericamente simétricos com
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carga elétrica (), chamadas solucoes de Reussner-Nordstrom onde
A(r)=B(r)=1-"—+ %, (2.61)

Os casos anteriores de solugao sao para constante cosmologica nula A = 0. De uma
forma generalizada podemos obter as solugoes de eletrovacuo, onde as fungoes A(r) e
B(r) sao

Alr)=B(r)=1-—+— — 21" (2.62)

Uma grandeza associada a um determinado horizonte de Killing é a chamada gra-

vidade superficial x, definida como
VHKYK,) = —2kK", (2.63)

onde K* é o vetor de Killing tipo tempo como horizonte de Killing r = r,. A gravidade
superficial de um buraco negro fisicamente pode ser entendida como a forca exercida
por um observador no infinito, necessaria para manter uma particula teste em repouso
sobre o horizonte de eventos [29]. Como as componentes da métrica nao dependem da

coordenada t, entao
0
K" =— =(1,0,0,0). 2.64
o= (1,0,0,0 (264

A norma do vetor de Killing K* é
K'K, = g K'K" = —A(r), (2.65)
e a norma do vetor de Killing K* na superficie r = r, é
K'K, = —A(ry) =0, (2.66)

o que mostra de a superficie r = r, é uma superficie de Killing. Como é mostrado
em [30] no limite do horizonte de Killing (r — r,) para as geometrias esfericamente
simétricas e estaticas, a gravidade superficial x toma a forma

1dH(r)

2 dr

, (2.67)

ke = lim
T—=T4+

onde a funcdo H foi introduzida logo apos (2.53).

Até agora foi explicado um tratamento classico do buraco negro, que estabelece que
nenhuma particula pode ser emitida por este e escapar do horizonte de eventos. No

entanto uma abordagem da mecanica quantica em espacos curvos nos pode ajudar a
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ver os efeitos quanticos na vizinhanca do horizonte de eventos. Um trabalho feito por
Hawking [31] utilizou esta abordagem onde os campos de matéria e radiagdo obedecem
as equacoes de onda da mecanica quantica, mas uma métrica classica g,,, onde a
emissao de particulas ¢ possivel para um buraco negro.

Em resumo, a evaporacao de Hawking mostra que na vizinhanca do horizonte de

evento de um buraco negro, esse emite particulas como um corpo negro com tempera-

tura, chamada como temperatura de Hawking

K
o’

onde k ¢ a gravidade superficial do buraco negro.

Ty (2.68)
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Capitulo 3

Mundos Brana

3.1 O universo como uma brana

Como se comentou no capitulo 1, a teoria de cordas esboc¢a um universo que possui
dez dimensoes [6], onde nove sdo espaciais e uma temporal. Neste contexto surgem os
modelos de Mundos Brana [7]. Eles se propdem a serem modelos efetivos que refletem
algumas caracteristicas das teorias de cordas. O modelo estabelece que as particulas
do modelo padrao da fisica de altas energias vivem sobre uma hipersuperficie chamada
3-brana, que representa nosso universo observavel. Esta brana esta inserida em um
espaco-tempo (4 + d)-dimensional, o bulk, onde d é o nimero de dimensbes extra e
0s campos gravitacionais vivem em todo o espacgo-tempo, se propagando livremente
em todo o bulk. Uma realizacao efetiva destas ideias foi proposta por Arkani-Hamed,
Dimopoulos e Dvali (ADD) [16] e outra implementagao foi proposta por Randall e Sun-
drum [17, 18], onde todos eles tiveram como intuito inicial fornecer um novo mecanismo

para solucionar o problema de hierarquia.

O problema de hierarquia [16] surge da existéncia da grande diferenca entre a escala
eletrofraca E.; ~ 10° GeV e a escala de Planck 4-dimensional E, ~ 10 GeV, essa
diferenca gera um problema quando se faz necessario um tratamento unificado da
gravitacdo e da mecanica quantica para um determinado processo fisico. Essa grande
diferenca nos leva a nos pergunta: “porque a escala eletrofraca é tao pequena em relagao
a escala de Planck?” e assim surge o problema de hierarquia e, busca dar resposta a
essa pergunta. Para resolver esse problema tem surgido diferentes propostas, como o
estudo da supersimetria, modelo technicolor e também modelos com dimensoes extras
[32].

A continuacao vamos apresentamos alguns modelos propostos para solucionar o

problema de hierarquia, como o desenvolvido por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali
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[16] e o de Randall e Sundrum [17, 18].

3.2 Modelo ADD

Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) [16] propuseram uma solu¢ao para o
problema de hierarquia em fisica de altas energias, através do uso de dimensoes extras.
Uma consequéncia de considerar dimensoes extras é que a gravidade se torna fraca
pela existéncia de fugas para as dimensbes a mais, em outras palavras os campos
gravitacionais estao livres para se propagarem em todas as dire¢coes. Mas ao mesmo

tempo, os campos de matéria estao confinados a uma brana 4-dimensional.

O modelo ADD considera d dimensdes extras com raio de compactificagao da ordem
de R. Usando duas massas teste m; e moy separadas uma distancia » podemos conhecer

a lei de Gauss para quatro dimensoes que resulta proporcional a 1/r e de forma geral

1+d

para (4 + d) dimensoes seria proporcional a 1/r'T¢. Para escalas r < R, o potencial

(4 4 d)-dimensional ¢
G4+dm1m2
ltd

V(r) ~ (3.1)

onde o0 G414 € a constante gravitacional universal (4 + d)-dimensional. A essa distancia
as dimensoes extras influem no comportamento no potencial. Por outro lado, se a
distancia entre as massas ¢ r > R, entao as dimensoes adicionais nao podem contribuir

ao potencial, assim ele sera
Gymymy

V(r) ~ ———, (3.2)

r

ou também se considera nas dimensoes extras r = R e

G4+dm1 ma

V ~
(r) rRd

(3.3)

Com tudo isso, podemos calcular em nosso universo 4-dimensional a escala gravitacional

G4 a partir de
Gyrgmimg  Ggmime
Vi(r) ~ = 3.4

pode ser escrita como
Gitd
R4’

em funcdo da escala G4 4 e o raio de compactificacao R. Assim a massa de Planck

Gy = (3.5)

4-dimensional M, (onde M, = M,) se relaciona de forma geral

M§ = M;HR?, (3.6)
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onde a constante de acoplamento da interagao gravitacional (4 + d)-dimensional é

1

—. 3.7
VS 0

kiva = Gara =
Vamos supor M, 4 da ordem da escala eletrofraca (10°GeV) e M,, da ordem de 10'8GeV
[16]. Usando unidades relativisticas 1lem & 1017 /TeV, temos de (3.6)

M (108 GeV)?d

R = —
Mii—&f/d) (103 GeV)1+2/d

= 10CY D17 (3.8)

Se consideramos uma tnica dimensao extra (i.e. d=1) o valor de R serd da ordem
de 10 o que implica violacoes na gravitagao em distancias da ordem do tamanho do
sistema solar, excluindo a possibilidade de uma tnica dimensao extra. Experimentos
realizados até entao mostraram que a escala de distancia nao deve ultrapassar 0, Imm
para nao entrar em conflito com a lei da gravitagao [33, 34, 35]. Por outro lado, se
d=2 o valor do raio das dimensoes extra resulta ser R ~ 0,1mm. Portanto para o
modelo ADD o nimero de dimensoes extra deve ser d > 2 para que seja compativel
como os experimentos. Por outro lado as dimensoes extras consideradas nesse modelo

sao planas a diferenca do modelo de Randall-Sundrum que veremos a seguir.

3.3 Modelos Randall-Sundrum

Nos modelos de Randall e Sundrum [17, 18] ¢ assumido um bulk com 5 dimensoes
onde se tem uma dimensao extra que é compactificada mas nao a escala de Planck.
No espaco-tempo 5-dimensional apenas a gravidade se pode propagar livremente. Para
confinar a gravidade na brana, é postulado que a gravitagao no bulk é compativel com
uma constante cosmologica negativa conforme (2.56). O efeito da constante cosmolo-

gica é confinar o campo gravitacional préoximo da brana.

3.3.1 Randall-Sundrum 1

O modelo Randall-Sundrum I [18] adota duas 3-branas imersas num bulk 5-dimen-
sional onde a dimensao extra é espacial e compacta, consistindo em um espago-tempo
AdS?. A dimensio extra, representada por y, possui raio de compactifica¢ao r. de modo
que —7r. < y < 7re. Além disso o bulk possui simetria S'/Z,, y — —y, que quer dizer
que as branas funcionarao como espelhos dividindo o bulk em duas partes idénticas.

Ambas branas se encontram em posicoes fixas no bulk e podem ser interpretadas como
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Brana visivel Brana escondida

gvis

Figura 3.1: Esquema que mostra as duas branas do modelo de Randall-Sundrum I,
onde por efeitos de facilidade no desenho foi suprimida uma dimensao espacial. As
duas 3-branas estao imersas num bulk de cinco dimensoes.

condicoes de contorno no espago 5-dimensional. A brana visivel corresponde a nosso
universo observéavel sobre o ponto y = 0 e a outra brana escondida, a qual nao temos
acesso, sobre o ponto y = 7r. como mostra a figura 3.1. Assim podemos escrever as

métricas sobre as branas como

g = ¢ (y = 0)3%6,, (3.9)
g(el;)c = q#l’(y - WTC)(SZ(;S ) (310)

com pu,v=20,...,4ea,b=0,...,3.

A acdo classica que descreve este cenario é dada por
S = S5+ Suis + Sesc s (3.11)

COI1I

Ss = / d*zdy/—q[—As + 2MEOR] (3.12)

Svis - /d4$v —Gvis [Em's + 2/\vis] 5 (313)
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Sesc = /d4x\, _gesc[ﬁesc + 2)\656] y (314)

onde ¢, Guis € Jesc S0 0s determinantes das métricas do bulk, brana visivel e brana
escondida, respectivamente. A5, M; e ®)R sdio a constante cosmologica, a massa de
Planck e o escalar de Ricci em 5 dimensoes, respectivamente. A,;s € Ao Sa0 as tensoes
nas branas. As Lagrangianas das branas sao dadas por L,;s € L.s. mas nao precisam ser
conhecidas em detalhe para se determinar a métrica do bulk 5-dimensional. Calculando

a agao (3.11) temos

S = / d*zdy [V—q{—As + 2M:® R}

+ \% _gvis{ﬁm‘s + 2)\1)13}5(@/) (315)
+ v _gesc{ﬁesc + 2>\esc}5(y — 71-7*0)} 7

e logo fazendo uma variagcao com respeito as coordenadas

1 ‘
68 = / d*xdy {5\/_—q(—A5 + 2M3OIR)
T TRME (R 6q, + ¢ 0O R,,) (3.16)
— V= Guis0s00 MuisO(Y) — V= GeseFtacd g Nescd(y — 1) }
onde usamos de [22]
1
0V=9 = —5V=99""09w . (3.17)

SO R = ¢"s®R,, + OR,,6q4" . (3.18)

Lembrando que nas fronteiras
6gab - 5%11/555;)/7 (319)

desprezando o termo envolvendo 0 (5)RW e aplicando o principio de minima acao 65 = 0

igualamos (3.16) a zero, e obtemos as equagoes de campo,

w 1 1 )
Vi | R" - 57" (5)3} =B [ lqlg"” As
5

+ 2/|Guis| G1: 040 Avisd (y) (3.20)

a

+ 2 ’gesc|gggcégégAescg(y - ﬂ—TC)
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Randall e Sundrum sugerem uma métrica AdSs da forma
ds? = e W dztda® + dy? (3.21)

onde 7, é a métrica de Minkowski 4-dimensional. Vemos que na métrica (3.21) o
termo 4-dimensional estd multiplicado por um fator de deformacdo ou warp (e2°®))
que muda rapidamente dependendo da coordenada adicional. Esse fator exponencial
na métrica atenua a gravidade e corrige o problema de hierarquia, esse fato vamos ver

mais adiante.

Da métrica (3.21) podemos calcular o tensor de Ricci e assim junto com as de-
mais quantidades que nos proporciona a métrica, podemos aplicar eles na equacao de

Einstein. As componentes da conexao nao nulas sao

i doy)
O _ 710 _ 1 _pt __
rg, =T0 =T, =T, = TR (3.22)
d
[ =-T% = 7) 2ot 7 (3.23)

dy

onde ¢ = 1,2, 3. Logo usamos o valor da conexao para calcular o tensor de Ricci,

dQC <y> do (y) 2
5 20

G)R,, — —e20W) [dzg(y) +4 (do(y)>2] : (3.25)

dy? dy
(5) _ d*o(y) do(y) ?
Ry, = —4 [ a2 + < dQy ) ] . (3.26)
Com essas quantidades podemos calcular o escalar de curvatura
GR = —8M —20 (da—@))Q. (3.27)
dy? dy

Aplicando os resultados (3.24) até (3.27) nas equagoes de campo (3.20), obtemos

duas equacoes independentes

do\? 1
QN 2 p 3.28
6(dy> AMET (3.28)
d20' )\msé(y) )\esca(y - 7TTC)
_ , 2
TR VE R VE (3:29)
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A solugdo que respeita a simetria do problema y — —y para a equagao (3.28) é

As

T (3.30)

o ==Eyl\/—
a lnica solucao aceitével é que a constante cosmologica do bulk A5 seja negativa, pois de
outro modo o valor do warp seria imaginario assim também como a métrica. Portanto
a métrica Ansatz proposta (3.21) representa um espaco-tempo AdSs como se supos

inicialmente.

Derivando a equacao (3.30) e considerando a condigao de periodicidade da coorde-

nada y, temos

2

déo 5
T £2|y| —mwy) —(y —mre)] (3.31)

Comparando (3.31) com (3.29), vemos que para que a métrica (3.21) seja solugao

da equacao de Einstein, temos que

Mvis = —Aese = FI12M2E, (3.32)

ou
As = —24 M3k, (3.33)

As
k= 1/—TM? (3.34)

Com estes calculos, a métrica no bulk pode ser escrita como

onde

ds? = e Mly datda® + dy* . (3.35)

O fator exponencial warp reflete a propriedade de confinamento da constante cosmo-
logica do bulk (Aj). Esta métrica (3.35) com sinal positivo na exponencial corresponde
ao primeiro modelo de Randall-Sundrum e a brana escondida possui tensao positiva e
a brana visivel tensao negativa, sendo este fato um problema pois induz uma gravidade

repulsiva na brana visivel.

Como falamos anteriormente o termo exponencial na métrica gera a hierarquia
e a continuagao vai-se mostrar esse fato. Consideremos ao redor da métrica (3.35)

flutuacdes gravitacionais sem massa da forma

gab = Nab + Baba (336)
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onde g, correspondem a métrica 4-dimensional perturbada e |hq| << 1 é a perturba-
¢ao da métrica de Minkowski 7,,. Substituindo as flutuagées na ac¢ao original (3.16),

obtemos uma acao efetiva que inclui o seguinte termo
S = / d*wdy2 M3 [ ex8kll (—g) O R. (3.37)

Também de (3.36) em (3.35) temos

guin = WGg(y), (3.38)
gt = eFHlgebs(y — mr,). (3.39)
Calculando ®) R, temos
GR = gab(5)Rab R (3.40)
= WG GIR ... (3.41)
= AR ... (3.42)

onde WR ¢ o escalar de Ricci 4-dimensional construido com base na métrica g. Com

esses resultados a acao efetiva em quatro dimensoes fica
Sepp~ + / d*zdy2 M2 /—gW R, (3.43)

Integrando em y, obtemos a acao em 4 dimensoes e calculamos

Mg

M} = ng/ dye™Hvl = + -
0

(e —1). (3.44)

Esse resultado nos mostra que a escala de Planck em quatro dimensdes (My) de-
pende exponencialmente do raio de compactificacao, o que é uma dependéncia fraca no
limite de kr. grande para quando tomarmos a sinal negativo na equagao (3.44). Tam-
bém nos permite a geragao de hierarquia completa baixo a condigao de uma dimensao

extra, o que nao pode calcular o modelo ADD.

3.3.2 Randall-Sundrum II

Neste segundo modelo de Randall e Sundrum [17] o bulk tem uma geometria anti-de
Sitter, AdS5 com simetria Z,. A diferenca com o primeiro modelo é que no presente

caso tem-se uma dimensdo extra ndo compacta mas sim infinita (com r. — 00) e tem-se
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uma Unica 3-brana. A branae tem tensao positiva o que gera uma gravidade atrativa
como esperado dada a realidade fisica. A condicao de periodicidade nao é necessaria,
somente o uso da simetria y <> —y. Neste modelo a deducao da solucao é semelhante

ao método anterior. Assim, a métrica no bulk é
ds? = e Wy, datda® + diy? (3.45)

que corresponde a (3.35) com sinal negativo onde 0 < y < 7. Por causa do transporte de
energia, a gravidade é mais forte perto da brana e diminui exponencialmente conforme
se fica mais longe dela na dimensao extra. Esse novo fator atenua a gravidade e corrige

o problema de hierarquia.

Uma propriedade dos modelos Randall-Sundrum é que eles podem ser escritos na

forma conformalmente plana, se fizermos uma transformacao de coordenadas com

z=le¥!, (3.46)

onde [ = 1/k é o raio AdS. Assim a métrica (3.45) pode ser escrita como

l2

22

ds® [Napdxda’ + d2?] . (3.47)

A equacao (3.47) tem a forma da métrica de Fefferman-Graham [36] para qualquer

solu¢do AdS em (d + 1)-dimensdes.

Se a métrica de Minkowski na equacao (3.47) é substituida por qualquer métrica
de Ricci plana ainda pode ser solu¢ao da equacao de Einstein (com constante cosmo-
logica negativa) [37], esse procedimento é discutido em solugbes gerais de p-branas.
Considerando essa propriedade podemos substituir qualquer solucao da relatividade
geral e estudar o comportamento de buraco negros sobre a brana em um cenario tipo

Randall-Sundrum.

3.4 Formalismo covariante na brana

No tratamento proposto por Maeda, Sasaki e Shiromizu [19] foi desenvolvida uma
abordagem covariante, do ponto de vista de um observador na brana. Essa abordagem
foi realizada para derivar as equacoes de Einstein na 3-brana imersa num bulk 5-
dimensional com simetria Z,. As equacgdes na 3-brana se reduzem as equagoes de

Einstein convencionais no limite de baixas energias.

Por efeito de simplicidade se considera inicialmente que o bulk espago-temporal tem
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5 dimensoes, 4 dimensoes espaciais e 1 dimensao temporal, e nenhuma outra condigao
mais. O mundo 4-dimensional (3-brana) é descrito por (M, g,,) imerso num espago-
tempo 5-dimensional (V,q,,). Definindo o vetor unitario normal a M como n®, e a

métrica na brana como

nuv v

Juv = Quv — NNy, g = q/_w —n'n € gZ = q; - nMnV : (348)

Os indices gregos vao de 0 a 3 para os tensores em 4 dimensoes e de 0 a 4 para tensores

em 5 dimensoes. Algumas propriedades de n*, considerando que é normal & brana sao

n'n,=1, q.n'n"=1 e gu,n'=0, (3.49)

onde g;; ¢ um operador de proje¢ao sobre a brana. As equagoes que mostram a relagao

entre a brana e o bulk sao as equacoes de Gauss
DR 5 = O R,y 9,°95" 9, 957 + K K5 — K5 Kp, (3.50)
e a equacao de Codacci [19]
D,K,” —D,K =®R,,n%g,r, (3.51)

onde K, = g““gl,ﬁvang é a curvatura extrinseca de M, que pode ser entendida como
uma curvatura da brana no espago-tempo 5-dimensional. K" = K é o traco e D, é o
operador derivada covariante em relacao a métrica g,,,. Contraindo (3.50) com relacao

aos indices « e 7 e logo usando a propriedade (3.48), o resultado pode ser escrito como

(4)R/w = (5)Rdagudgua - (5)Rﬁ6ponﬁnpgu6.gua + KK,W - KuaKuoe . (352)

Contraindo (3.52) podemos obter o escalar de Ricci em 4 dimensoes

R — gv@WR . (3.53)
DR = (5)R50960 — g“l’(f’)Rﬁgwnﬂnpgu‘sgV” + K? — KM K. (3.54)

Com a ajuda de (3.52) e (3.54) calculamos as equagoes de Einstein

1
WG, =YR, — =g, YR, 3.55
H % 9 I
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1
(4)Guu = (S)Réagu(sgua - 5(5)}%609609;11/ + KKMV - KyaKuoz

1 o' v o
- ég,uu(K2 - K* K,uafgu (5)R55p0nﬁnpg#6gl/ ) - EW"

(3.56)

onde E,, = ®R%;,,nsng,’g,°.
Da equagdo (3.56) podemos extrair o segundo termo da direita —1®) Rs,9%7g,, e

escrever de outra forma mais conveniente,

1

1
=5 Raad" g = 5 [V Rang" 955) 9,°0.° (3.57)
1 (o2 1 (oa (o (o
=5 Riog" g = =5 [(@55 = 1510) " Rio ("7 = nn")] 9,597, (3.58)
Loyp oo LG G g b o
—3 Rs69° g = 5 (450 R — (950 + nsns)® Rson’n (3.59)
- n§n0(5)R + n&”a(s)R&fnéno] g,u(sgl/o'
Usando ®' R = ¢°*®)R;, e (3.48) e (3.49) em (3.59) temos finalmente
Lop o, L epy i, Lep e (3.60)
9 509  Guv = 2Q5J 9u Gv 9 SaTV T G- .
Substituindo o resultado (3.60) na expressdo (3.56),
1 1
(4)Gw/ = (5)R5U - _q5a(5)R guégua + _(S)R(Sanénaguu + KK;U/ - KVaKua
1 2 2 (3.61)
- Eg,u,u(K2 - KuaK,u,a - (5)R6§panﬁnpgéa> - E/u/u
(4)G;w =0 G(Sagu(sgug + KK;U/ - KuaKua - E;ux (3 62)
1 .
— §guy[K2 — K"K, — ®)Rs, non — (5)R65ponﬁnp(q5” - n‘sn")],
~ 1
DG, =® Gs59,°9," + KK,y — K,°Kpo — B, + ng[—m + K"K, (3,63

+ O R, nn’ + (5)Rﬂpn5n‘) — (5)Rﬁ5p0nﬁn”n5n”],

onde ®Gs, = ORs, — %Q5g(5)R é a equacao de campo de Einstein em 5 dimensoes.

Calculando os termos ®) R ngn? e ®RA5, nsnfn’n de (3.63) obtemos

GRS nan?® = PO Rsngn? = © Rs,non’ (3.64)
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(5)R/35p0n5npn‘sn” = qa6(5)Ra5pan5npn5n“ = (5)Ra(;p0nanpn5n” =0 (3.65)

)

respectivamente, onde o tensor (5)Ra5pg ¢ anti-simétrico e n“n’n’n® é um tensor simé-

trico. Assim o tensor de Einstein (3.63) 4-dimensional fica

(4)G,u,l/ — (5)G50g,u6g110 + KK/U/ - KyaKp,a o E/U/
(5)R 6,0 1 K24 KRR (366)
+ Guv so M + Qg/w[ + ua]-

Vamos agora procurar uma relacao de (4)GW com a menor quantidade e fatores
5-dimensionais possivel, j4 que pretendemos obter as equagoes de Einstein na brana.

Comecaremos usando as equacgoes de Einstein 5-dimensionais

1
(5)G50 - (5)R50 - §Q6J(5)R = K§(5)T5m (367)

onde k2 e ®)Ts, é a constante gravitacional e o tensor energia-momento calculados no

bulk, respectivamente. E também o tensor de Weyl no bulk 5-dimensional

1
(S)Caﬁvé = (S)Raﬁ'\/é - g(Qa'y(E))Réﬁ - QQ6(5)R75 - q57(5)R5a + qﬁ§(5)R'ya)
1
12

(3.68)

+ (Qa'sziB - Qa6Q’yB>(5)R'

De (3.67) podemos obter o escalar de Ricci e o tensor de Ricci 5-dimensional em

termos do tensor energia-momento 5-dimensional,

2
GR = —5/@;(%, (3.69)

1
)Ry = §ﬁ§(3(5)T5J — 5, 9T). (3.70)

Relacionando EW com o tensor de Weyl 5-dimensional (5)C’a575 da equagao (3.68),

Epu = (5)R/B5pan,3npguégl/o = qaﬁ(5)Ra6panﬁnpgu(sguaa (371)
= (5)Ra6pananpguégua = (S)Raﬁvﬁnan’yguﬁgué' (372)
Logo multiplicando (3.68) por n®n?g,”g,°
o ~ 1
(S)Cab"y&n nvguﬁgua = E,u,u - 5 (Qa'y(S)R(S,B - QQJ(S)R’yB - q,ﬁ'y(S)Réa (373)
1
+ 4557 Rya) 007 9u00° + T (o l55 = Goste) ¥ R 9,70,
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- 1
(S)Caﬁfwnan’yguﬂgz/& = E;w - _((5)R6ﬂguﬂgu6 + QB6(5)Rwanan’yguﬂgu6)
L0 (3.74)
+ EQaﬁ(S)RQuﬁgu‘S-

Usando (3.69) e (3.70) em (3.74) podemos obter

~ 1]1
E;u/ :(5) Caﬁ'yénan,yguﬁgu(s + g |:§K'§(3(5)T5,3 - q5,3(5)T)guﬂgV6

1
+ q55§m§(3(5>TW — q,ya(‘:’)T)n“anMfBgy‘s] (3.75)

1 2
12 (_gﬁg(S)T%ﬁguﬁgué) )

e portanto,
> 1 2(5) g5 1 2(5) g5 1 2(5) a,v, B, 8
By = B + 375 T'sp9u" 9" — G5 T'qs39," 90" — 375 Tatssm™n” g, 9,°, (3.76)

onde
B =%Cup5m°n7g, 9.°. (3.77)
O tensor E,, tem trago nulo. Substituindo (3.67), (3.70) e (3.76) na equagdo de
Einstein (3.66), temos

1
(4)G/w = (’%?)(S)Téa) g,uégllg + KK;W - KyaKya - (E,ul/ + §H§(5)T6ﬁguﬁgua

1 1 N
- 6”2(5)%}559#'891/5 — gﬂog@quégn n”gfgf) (3.78)

1 1
+ G <§m§(3(5)T&, — q50(5)T)) non? + 3 G [—K* + K"K,

ou

2 1

DG, = §ﬂ§(5>Taogu59u” + k2O T5,n°n” (g,w — gqmgf gy”)
1 1
+ §n§<5>T (§Q5BQMBQV5 — g,w) (3.79)
« 1 (0%

+ KKy — K"Ky — §guu[K2 — K" K] — B,

e desta forma
WG — 2 G g0 L G)p. pipo 1(5)T
py — 5/’?5 so9u Gv + SaTV TV Guv — Z Guv (3 80)
o 1 LY .
+ KK, — KK, — §gW[K2 — K"K, — E,.
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A equacao acima nos mostra que as equagoes de Einstein na brana nao s6 vao
depender do tensor energia-momento mas também de termos geométricos que se com-
portam como matéria geométrica que curva o espago-tempo. Da equacao de Codacci

(3.51) e a equacdo de Einstein 5-dimensional (3.70) obtemos

v ]' g
D,K,” —D,K = g/f§(3<5>Tp,, — 4, T)n"g,”, (3.81)
D K, —D,K = k2T, n%,r. (3.82)

Até o momento nao foi assumido nenhuma simetria particular nem uma forma
especifica do tensor energia-momento. Mas agora se vai ter em conta propriedades do
mundo brana. Escolhemos a coordenada y para representar a dimensao extra, assim
a hipersuperficie da brana seré localizada em y = 0 entao n,dz" = dy. Portanto a

métrica para o espago H-dimensional é

ds® = dy® + g, datdz”. (3.83)

Os modelos brana em geral nao admitem matéria no bulk. Portanto o tensor energia-

momento H-dimensional tem a forma

(5)T;w = _A5Q,uz/ + SMU(S(y)a (384)
onde
S;w = _>\g,uu + 7:w’ (385)

A5 é a constante cosmologica do bulk, X\ e T,, sao a tensao na brana e seu tensor

energia-momento, respectivamente.

Podemos ver em (3.84) que devido a presenga da brana o tensor energia-momento
tem um comportamento singular. A brana divide o bulk em duas partes, quebrando
a simetria de translacao em y. Existe entao uma regiao de transicao entre o bulk e a
brana, na regiao do espago-tempo, que deve respeitar solucoes de continuidade. Para
ter uma geometria bem definida, a métrica deve ser continua através da brana em

y = 0. A solugao de continuidade é dada pelas condi¢oes de jungao de Israel [38]

[g;w] = 07 (386)

1
[KAW] = _Hg <S,uu - gguu5> ) (387)
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onde o operador [a] é o salto através de y = 0, definido por

la] = lima— lima=a"—a". (3.88)

y—+0 y——0
Agora vamos impor a simetria Zs no espago-tempo, e tomando a brana como o
ponto fixo, assim vamos a conseguir calcular valores em ambos lados da brana. Com
essas consideracoes, para a métrica os limites direto e esquerdo do tensor de curvatura

extrinseca sao opostos

_ 1 1
K/j_’/ = _KMV = —5%}% (SMV — gguVS) > (389)
+ - 1 2 1 af
Ky =K, = ol — Ay + T — 39w (=Agas + Tap) | (3.90)
onde usamos (3.85). De (3.84) e (3.85) sabemos que
OT 0 = =Asqu + (= Agp + Tow)(y). (3.91)

Assim podemos calcular as equagoes de Einstein para a 3-brana, usando (3.90) e
(3.91) em (3.80) temos

DG, = —ANaguy +87GN T + K20 — B, (3.92)

onde . .
Ay = =kK; (A5 — —/€§>\2) : (3.93)

2 6

KN
Gy = 22 3.94
T ( )

1 o 1 1 of 1

Ty = _17;0471-/ + ET,]:W + ngV,];,BT - QQMV,TQ> (395)

e I/, ¢ uma parte do tensor de Weyl 5-dimensional, mede a influéncia do bulk na brana
carregando informacao de como o campo gravitacional fora da brana se comporta e atua

sobre ela, portanto depende fortemente do espago-tempo no bulk.

Esse resultado (3.92) nos prové as equagoes de Einstein em 4 dimensdes, e podemos
obter as conhecidas equacoes em 3 dimensoes tomando o limite k5 — 0 mantendo Gy

finito e £, = 0 onde nao existe efeito de uma quarta dimensao espacial.

Para nosso trabalho essas equagoes de Einstein na 3-brana sao de grande importan-
cia por que nos permitem estudar as perturbacoes no modelo de 3-brana, e no capitulo

5 vamos a obter solucao para essas equacoes tomando em conta algumas consideracoes.
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Capitulo 4

Perturbacoes Escalares e

Eletromagnética

4.1 Perturbacoes escalares em geometrias esfericamente

simétricas

Uma vez conhecido o espaco-tempo de fundo, uma questao que surge é a resposta
desta geometria a pequenas perturbacoes. Vamos considerar como primeiro caso as
perturbagoes produzidas por um campo escalar se propagando em geometrias esferi-
camente simétricas e estaticas. Consideraremos as perturbagoes somente em primeira
ordem, ou seja, estamos ignorando a “reacao de radiacao” (back-reaction) sobre a geo-
metria. Isso significa que a contribui¢ao do campo escalar no tensor energia-momento
estd sendo desprezada. Desta forma, estamos considerando um campo escalar se pro-

pagando em uma geometria fixa.

Certamente a reacao de radiacao gravitacional desempenha um papel dominante
em muitos processos astrofisicos. Entretanto, vérios trabalhos [39, 40, 41| afirmam
que, para uma grande gama de situagoes, a aproximacao linear descreve com bastante

fidelidade as principais caracteristicas do problema.

Vamos considerar um campo escalar @, e sua evolucao no tempo é regida pela
equacao de Klein-Gordon:
0P +m*® =0, (4.1)

ou
V. VF® +m*® =0, (4.2)

onde V, é a derivada covariante (2.14) e m é a massa do campo escalar. Podemos
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obter uma grande simplificagdo no tratamento desta equacao de movimento é obtida

com o uso do resultado .

v

onde g = det[g,,| ¢ a determinante da matriz [g,,]. Desta forma, a equagao de Klein-

0 V=79 D) . (43)

Gordon apresentada em (4.1) fica

Lau(\/—g g 0,®) + m*® =0 . (4.4)

By

Essa equagdo (4.4) é valida para qualquer métrica e em qualquer sistema de coordena-

das. Vamos a utilizar o sistema de coordenadas (¢, 7,0, ¢), conforme apresentada em
(2.48).

Precisamos calcular a determinante da matriz [g,,|. Como podemos ver de (2.48)
[9,v] € uma matriz diagonal e desta forma sua determinante é o produto dos elementos

da diagonal principal. Portanto

A(r )
V—g= BET; r?sin 6. (4.5)
Assim a equacao (4.4) fica
B(r 1 A(r )
AET; 72 sin 0 <8“ BET’; r*sin g0, ) +m® =0, (4.6)

ou

L B(r) 1 2
[ 0 VAT B0
1

r2sin

(4.7)

- L 2 _
7 [89 (sin 60y P) + Siﬁa¢®:| +m P =0.

Para as geometrias consideradas, uma forma de lidar com a equacao de Klein-
Gordon é usar o método de separacao de variaveis. Este método nos conduz natu-
ralmente a uma expansao em harmonicos esféricos. Vamos entao procurar solugoes

particulares da equacgao de Klein-Gordon que sejam separaveis:

U(t,r)

@(t,r,@,gb) = }/lm(ev¢) ) (48)

onde Yy, (0, ¢) sdo os harmonicos esféricos [42] e o fator 1/r esta sendo introduzido por
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conveniéncia. A equagao (4.7) tem a forma

_ﬁ%a&p + Yem ig:; %ar {TWW&” (%)}

0 v
+— vQYem+m27Yem =0.

(4.9)

A solugao que envolve harmonicos esféricos Yy, é rotulada por dois inteiros ¢ (nu-
mero de multipolo) e m (niimero azimutal), com ¢/ =0,1,2,...em = —/{,...,0,..., +L.
Tendo em conta que o Laplaciano de Yy, [43] é

(+1)

VYim = ==—5Yim, (4.10)

entao (4.9) pode ser escrita como,

% {_atg\p N M@ [ﬂ A(r)B(r)o, G)} o

Como o harmoénico esférico Yy, é nao-nulo, s6 o termo entre chaves é zero. Desta

forma obtemos a relacao

—RW/AB()0, | AT)B(1)6, Y]

(4.12)
- [an s o4 B — A v
ou também 92 5 ov
e VA B) 5 [\/A(T)B(T)E] V1)V, (4.13)
onde
Vlr) = Ay A | LOEWBED) 02 (4.14)

72 2r or

O método de separacao de variaveis transformou a equagao de Klein-Gordon original
(4.1) em uma equacao dependente do valor de ¢ (0,1,2,3,...) 0 que mostra que temos
um conjunto de equacoes desacopladas para W, rotuladas pelo inteiro ¢. Definindo

entao W, (t,r) como a solu¢ao para a (-ésima equagao, temos que
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\I’g(t, 7“)

Ot,r,0,0) =Y

Im

Yim(0,9) (4.15)

que é basicamente uma expansao em harmonicos esféricos. Entao a equacao (4.13)

pode ser escrita como,

_OW(tyr) 0 M]

2% + A(r)B('r’)E [ A(r)B(r) e = Vie(r)Wy(t, 7). (4.16)

Para simplificar a equagdo (4.16), usamos a coordenada tartaruga r, apresentada

em (2.53) e definimos as seguentes fungoes

Wt re) = Welt,r(ry)), (4.17)
V(r) = Vi(r(ry)). (4.18)

Assim podemos escrever

Py(t,r,)  OPUlt,ry)  ~ o~
o Ot2 + 87“2 = V;C(T*)\Ifg(t, T*) . (419)

A notacdo com o “tilde” (¥, e V) designa funcdes de r,. E comum na literatura o
uso de ¥ e V' tanto para designar funcoes de r como funcoes de r,, embora isso seja

um certo abuso de linguagem.

Apesar da forma simples da equagao de onda (4.19) quando expressa em termos da
coordenada r,, normalmente nao dispomos de uma expressao analitica para V., nem
mesmo em casos razoavelmente simples como o caso de Schwarzschild. Ainda assim, a

forma (4.19) é ttil para o calculo numérico, conforme veremos no capitulo 6.

4.2 Perturbacoes eletromagnéticas em geometrias es-

fericamente simétricas

Com o objetivo de descrever um contetido de matéria mais realista consideraremos
o estudo das perturbacdes eletromagnéticas. Os espacos-tempos de interesse neste
projeto sao esfericamente simétricos e estaticos, e desta forma caracterizados por uma
métrica na forma (2.48). Entretanto, ao contrario dos casos mais usuais (Schwarzschild
ou Reissner-Nordstrém, por exemplo), nosso interesse se centra em geometrias onde

A(r) # B(r). Para estes espacos-tempos, as equagoes de campo eletromagnéticas nao
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se desacoplam facilmente.

Vamos a seguir a proposta feita por R. Ruffini e J. Tiomno [13|, onde se analisa
a radiagao eletromagnética emitida por uma carga que se estd movendo no campo

gravitacional de um buraco negro simetricamente esférico.

As equactes de Maxwell determinam a dindmica eletromagnética,
V,F" =4gJ" (4.20)
e podem ser escritas também como

8,(vV—=gF") = \/—gamJ" . (4.21)

Seguindo a proposta em [13] vamos a expandir o potencial vetor eletromagnético
associado com o campo em termos de vetores harmonicos esféricos quadri-dimensionais
[43], obtidos de

Vi =eY™(0,¢) = (Y™, 0,0,0), (4.22)
Vo=~V (60,0). (4.23)

= VY™ (0,4), (4.24)
V,=LY"(0,9), (4.25)

onde Y™ ¢ o harmonico esférico e L é o operador momento angular. Podemos consi-
derar a completude [43], que é uma importante propriedade dos harmoénicos esféricos,

o que nos diz que qualquer funcao G de 6 e ¢ pode ser expandida como

=> ) &Y, ¢), (4.26)

{=0 m=—/¢

onde ¢ & independente de § e ¢. Analogamente podemos descompor o vetor potencial
eletromagnético A, em fungdes tensoriais e para isso usamos (4.23), (4.24), (4.25) e
(4.22). Assim a expansao fica [44]

(%) 0 4

(r,0,0,t) = > > Cim(t,r)(Vi™),u(0. )., (4.27)

{=0 m=—{ n=1
que em uma notacao vetorial fica

00 4 4

A(r,0,0,6) =Y > > C(t,r)Vi"(0,6), (4.28)

/=0 m=—{ n=1
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A(r,0,0,t) = Z [P (r, )V 4+ " (1, ) Vo + " (r,t) Vs + [ (r,t) Vo] ,  (4.29)

lm

A(r,0,0,t) = Y (W™ (r. )Y (0, 6) + p™ (r. 1) VY™ (0, )
tm " (4.30)
+s (LY ™0, 0) + O (r, )Y e (0, 6)] .

A equacao (4.30) pode ser escrita como

0

m
A6, =3 [ e |7 | + o vy, o)

lm

o (4.31)

+s™M(r, LY ™ (8, ¢) + f(r,t)

As equagoes (4.23), (4.24) e (4.25) tem paridade (—1)° e a equagdo (4.22) pari-
dade (—1)**1 esta distin¢do nos diz que temos dois tipos de ondas geradas por nossa
perturbacao. Nesse caso que estamos estudando uma perturbagao eletromagnética a
paridade (—1)“! se refere a onda magnética e a paridade (—1)° & elétrica. Assim

podemos escrever nosso vetor potencial eletromagnético separando as paridades como

fﬂm (7’, t)Yfm
hfm(r, t)Y
- 8¢Y€m ]{?em@’, t)(‘)gY@m
sin 6 o o
_aém (r,t)sin 9893/””_ k(s )05 Y

0
A(Ta 07 ¢7 t) = Z aﬁm<7” t) , (432)

lm

onde a primeira matriz da direita se refere a paridade (—1)*

e a segunda a paridade
(—1)**1, também A", fm, k'™ e a’™ sdo constantes de expansdo. Da mesma forma,
a quadri-corrente J, pode ser expandida em termos de vetores harmonicos esféricos,

com constantes de expansdo 3", n™, ¥ e a™. Portanto
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0 ﬁﬁm (T’, t)Yém

0 Im Im
_ N (r )Y
A3 (r,0,0,t) = ") ) ()9, (4.33)
tm sinf 7 o ’ om
_o/m (r,t)sin OﬁgYem_ X (r, 1) 0sY

Conhecendo o vetor potencial eletromagnético A, e usando o gauge de Lorentz
é possivel calcular o tensor de campo eletromagnético F*. Como temos essas duas
paridades, vamos a encontrar dois grupos de valores para F*”, um para a paridade

14

(—1)* e outro para (—1)“*1. As perturbagoes com paridade (—1)* sao chamadas de

l+1

perturbagdes polares e as de paridade (—1)“"' de perturbagoes axiais [9].

Vamos comecar por calcular as componentes do tensor de campo eletromagnético

F" para a perturbagao polar, usando

F., =0,A, —0,A, (4.34)

Fe? = g*g? F,, . (4.35)

As componentes nao nulas do tensor F'*¥ sao

F% = maoafm%y‘fm, (4.36)
o = maoafmagwm, (4.37)
Frf = Ti%araﬁma¢yfm, (4.38)
Fre = —Tfs(i;)gaafma@yém, (4.39)
J A EffsTnlo)a’fmyfm_ (4.40)

Se substituimos (4.5) em (4.21), obtemos

0, (U gi:; r?sin 9F“”> = gg:; r? sin Q4w gh*J, | (4.41)
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B(r) 1 A(r) 1 ,
40 2 ur no
O F" A(r) r? Or (T B(r)F + sin 989(8111 6F") (4.42)

+ 8¢F“¢ =d4rg"*J, ,

essa equacdo (4.42) é o resultado da equagao de Maxwell para uma métrica esferica-
mente simetricamente e estatica, valida para qualquer paridade. Se continuamos com o

/41

calculo para a paridade (—1)**! temos que usar as componentes (4.36)-(4.40) do tensor

F™ na equagao (4.42).
Assim para u=0epu=2¢ ,

1 - - B(r) 1 A(T) —B(T) m m
) A2 sind 95’06/ 0,Y" }* Ay 2 |\ B(r) ( sin )araﬁ %Y (4.43)
o Sy = 5 (Gt
T oo B(r) Ar) o o Cl+1) o m
A T\ an® POV e e e
aai—zm - %A(T)Bm% {% A(ﬂB(ﬂ%am} + WT—T)“’"A(T) = a"MA(r).  (4.45)

O que nos mostra que para u = 6 e 4 = ¢ obtemos a mesma equacao diferencial
(4.45), e essa é a Unica equagdo ndo nula que pode-se obter de (4.42) para o caso da
paridade (—1)%+1,

A seguir vamos tratar o caso onde a paridade ¢ (—1)¢, usando (4.34) e (4.35) cal-

culamos as componentes nao nulas do campo F*”,

o= ig:;(an’fm—aoh’fm)Y’fm, (4.46)
Y = - A(:)TQ(aok"m— im0y ™, (4.47)
P = —m(ﬁokm— FrmosYy e, (4.48)
o= Bg L@,k — gy, (4.49)
Fre = %(@k@m—hm)aﬁsym. (4.50)
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Substituimos estes resultados (4.46)-(4.50) em (4.42), onde temos em conta o valor

da quadri-corrente obtido de (4.33), encontramos as seguintes equagoes diferenciais:

e Para u =0,
_ %i r2 M _B(T) m m m
A2 "\ B0 ( A(r)) (07" = Q) Y
1 m _ pbm : m 4.51
—m(aokf — f") O (sin 00,Y ") (4.51)
1 1
—m(aok‘zm - fzm)m&ﬁ (&ﬁyﬁm) = —mllﬂn]o,
%l 2 B(r) m A 30my |y em
A(?“) r2 r A(?") (arf 30h ) Y (4.52)
_L m _ plm 2 — _L Imy/fm
A(r)B(r)o, |r* %(&f‘m—%h‘m) — 00 4 1)(Bpk"™ — hl™) 453)

— 5€mT2.

e Para u=r,

. B(T) Im Im\y4fm m _ pfm 1 : Im
A(T’) 80(8Tf 80]1 )Y + B(T)(&Jg h )7"2 Singae (sm 6’6@Y )
1
Im Im Im Imy/m
+B(r)(0,k"™ — h )T2 Sin298¢ (9,Y"™) = B(r)n™y*"™,
(4.54)
1
MGO(aohem - arffm)yrﬂm + v2}/€m(ark£m - hém) = Uszzm ) <455>
1 m Im _g(f—i_l) m _ pfmy _ fm
A O™ =0 = S O = ) = (456)
e Parapu==0epu=o,
B(r) 1 A(r) ¢ ¢ ¢
— —O0, —<B(r)(0k"™ — )| Y™™
Alr) r? B P )| % (4.57)
1 m m m 1 m m
—Wa()(aokj — fﬁ )(%YK = ﬁXﬁ 89YZ s
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0 [ A(P)B(r) (W™ — 8,k™) | — ———=3p(f™ — Bok™) = x'™ . (4.58)

A(r)

As equagoes (4.53), (4.56) e (4.58) mostram a relagdo entre os coeficientes métricos,
os coeficientes do potencial eletromagnético e a quadri-corrente. Para desacoplar essas
equagoes usamos a seguinte substituicao proposta em [13],

dh™ — 9, ffm = b (4.59)

0(l+1)
r2

onde se introduz uma nova fungio b"(r,t). Para realizar o desacoplamento das equa-

¢oes (4.53), (4.56) e (4.58) vamos a realizar uma série de substitui¢bes para obter uma

forma mais simples da equagao de movimento. Se substituimos (4.59) em (4.53) temos,

Al(r) _B(T) m| om em tm,.2
B(T)( A(T)>€(€+1)b ] 0L+ 1)(0ok™ — f™) =P ,

(4.60)

- - _— 7,25&71
VA(r)B(r)o, (,/ >b€ )—(aokf — f* )_—€(€+1)' (4.61)

Agora se substituimos (4.59) em (4.56) temos,

1 é(ﬁ + 1) /m f(f + 1) /m fmy\ __ , fm
1 (T)ao [ 5 b ] 5 (8,k Ry = gt (4.62)
_ L gptm (e — g pemy — 1" (4.63)
A(r)? " e+ 1) '

Para desacoplar as equagdes (4.61) e (4.63), somamos a derivada de (4.61) em rela-
¢ao ao raio r e a derivada de (4.63) em relagao ao tempo, tendo em conta a substituigao

proposta em (4.59). Assim,

T,ZBZm r2n€m B
O {wm] % L(M 1>} =

A(r) 7\ | B(r) A(r)
— (Bok'™ — fim] (4.64)

PEWEGRE ( A(r) B(r) bfm>
+ 0 {—Laobfm — (' - am] ,

A(r)
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z(zin [0.(r8™) = do(r*n™)] = 0, A“)B(T)@( i%)bm)] (4.65)
. 1 210m w tm
am ot T T

Obtemos assim a equacio (4.65) como tnica equagao para a paridade (—1)°.

No Nosso trabalho nés vamos considerar interacoes no vacuo, isso quer dizer consi-
deraremos .J, = 0. Introduzindo esta caracteristica em nossos célculos da perturbacao
axial, representada pela equagao (4.45), ela fica

D?a'm 0 da'™ Ll +1)

—— P VAWB() 5 |VANBI) | = =5 Alr)a"™. (4.66)

Usando a coordenada tartaruga r, podemos escrever a equagao (4.66) de uma ma-

neira mais simplificada como segue

B o%a™(t,ry)  0%a"™(t,r,)

atQ 87“3 = va(r*)aﬁm@, 7"*), (467)
onde
a™(t,r) = a™(t,r(r,)), (4.68)
Valr,) = Va(r(r), (4.69)
‘ 0+1)
Va(r) = > A(r) . (4.70)

Essa equacdo (4.67), como foi mencionado, representa a componente axial da per-
turbacao eletromagnética sobre uma geometria esfericamente simétrica. Se fazemos o

mesmo tratamento para a equagao (4.65) obtemos

0 0 B(T) ‘m 1 82 /m f(ﬁ + 1) /m __
B [ A(T)B(r)ar ( A(r)b > A0 3t2b = b = 0. (4.71)
Usando a coordenada tartaruga em (4.71)
1 0? B(r)~, 1 9%~,, ((l+1)
. — m) 2 pm T2 pm 4.72
3B 07 ( an’" ) T aper” T =0 6T

onde b™(t,r,) = b (t,r(r,)). Se definimos uma nova funcio perturbativa D(t,r,)

como
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D(t,r,) = %ﬁm(t, r(r,)), (4.73)

a equacao (4.72) em fungao de D(¢,r,) fica

1 9D,r) 1 [A@)®PD(tr)  |AF) (1)

A0Be) o7 AW\ Bo) o \Be e D=0
(4.74)
’D(t,r,)  PD(t,r.) =
92 or2 = V,(r)D(t, ). (4.75)
onde
Vo(re) = Vp(r(r) (4.76)
V;J(T) = f(ﬁr—;— 1)A(7“) . (4.77)

A equagdo (4.75) representa a componente polar da perturbagio eletromagnética
para a nossa geometria esfericamente simétrica. Mas podemos perceber que os poten-
ciais V,(r) e V,(r) sdo iguais, o que torna as duas equagoes de onda para a perturbacao
axial (4.67) e para a perturbacao polar (4.75) iguais,

0+ 1
Vulr) = Vi) = D A (1.78)

r2

Esse resultado nos permite fazer um estudo mais simplificado da perturbacao ele-
tromagnética, pois nao sé conseguimos desacoplamos as equacgoes de perturbacao como
também encontramos que a perturbacao eletromagnética se reduz a uma sé equacao.
Esta praticidade dos resultados vai ser evidenciada quando desenvolvamos o método

numérico, no capitulo 6, para cada perturbacao apresentada no capitulo presente.
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4.3 Modos quase-normais

Os modos quase-normais sao solugoes das equacoes de movimento linearizadas sujei-
tas a condigoes de contorno especificas (apresentadas a seguir). As frequéncias quase-
normais associadas sao tipicamente complexas, de forma que a fase de decaimento
quase-normal é exponencial e oscilatoria. Como foi visto nas secoes anteriores, os
resultados (4.67) e (4.75) mostram que as perturbagoes escalares e eletromagnéticas
podem ser desacopladas em um conjunto de equacoes diferenciais parciais com a forma

o*v, 0%,
S G V) W (4.79)

Se assumimos uma dependéncia temporal como
Uy(t,r,) = e “ou(r.) (4.80)

temos entdo de (4.79) e (4.80) a versdao “independente do tempo” das equacoes de

movimento, dada por
Py

T 9.2
or?

+ (W =V)g,=0. (4.81)

Conforme discutido no capitulo 2, a estrutura causal de um buraco negro é tal que
nada escapa do interior desta estrutura. Por outro lado, o que nos interessa estudar
¢ a resposta do espaco-tempo a pequenas perturbacoes localizadas, e para isso nao
queremos que ele continue sendo perturbado por radiacao vinda do infinito. Portanto

é necessario que as equagoes de movimento satisfacam as seguintes condigoes,
+iwt 4 89
Go(r,) ~ et r, = F00 , (4.82)

para ondas puramente in-going (que entram) no horizonte de eventos (r, — —o0) e

ondas puramente out-going (que saem) no infinito (r, — +o00) [45, 9, 14].

Solugoes da equagao independente do tempo (4.81) que satisfazem as condigoes
(4.82) sao denominadas modos quase-normais. As quantidades w associadas, normal-
mente complexas, sao as frequéncias quase-normais. O estudo de modos quase-normais
é de grande utilidade para a caracterizacao da estabilidade de solugoes tipo buracos
negro. Vamos a dar uso dos modos quase-normais no trabalho presente de maneira

mais ampla no capitulo 6.
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Capitulo 5

Buracos Negros em uma Brana

Randall-Sundrum

5.1 Solucao para buracos negros quadridimensionais

Nao sabemos qual é a solu¢do completa (5-dimensional) que descreve um buraco
negro realista em uma brana e no bulk. Desta forma, nao conhecemos os detalhes
do termo E,, em (3.92). Uma abordagem possivel é investigarmos solucoes que sao

compativeis com as equagoes de campo (3.92), para algum FE,,, ainda nao determinado.

Assumindo vacuo na brana (7,, = 0), as equagdes de campo gravitacionais quadri-

dimensionais se reduzem a
1
(4)RW _ 5(4)ng = Mg — B (5.1)
Se contraimos a equacao (5.1) com ¢g"” temos,
1
gm/(4)R/w - 5(4)ng,g;w = _A4gw/g;w - gw/E;w . (52)

Uma combinacao das equagbes efetivas (5.1) escrita sem a especificacdo de E,, € o
traco da equagao (5.1),
WR =4A, , (5.3)

onde WR denota o escalar de Ricci quadridimensional introducido na equagio (2.25).
Desta forma, solugdes de (5.3) sdo necessariamente compativeis com as equagoes de
campo (5.1).

A ideia aqui é produzirmos solu¢oes de (5.3). Estas solu¢oes podem ser interpreta-

das de duas formas:
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e Como solugoes de vacuo em uma brana quadridimensional, ou seja, solucoes de
(3.92) com 7, =0e E,, #0.

e Como solugoes das equagoes de Einstein usuais (2.26), com um tensor energia-
momento efetivo (3.84) T¢/ # 0 dado por

87T, = E, - (5.4)

A equagao (5.3) pode ser escrita na forma de um vinculo entre as funcoes A(r) e B(r)

obtidas de (2.48). Assim podemos calcular a conexao Levi-Civita usando (2.12),

I = Bém&n (Bb’)) : I, =—rsin’B(r), (5.5)
My =Th =, M, =Tl = (5.6)
[y = —rB(r), Iy, = ?@A(r), (5.7)
I, = —sin6 cosé, Fie = Fie = %, (5.8)
=T, = 9 A(r). (5.9)

2A(r)

Se contraimos a equacao (2.20) nos indices p e X obtemos

YR, = 0,1, — 0,17, + 17,1 —T7,I7 . (5.10)

po= vy pv on

Substituimos as equagoes (5.5)-(5.9) em (5.10) encontramos

WRy = Ar)B(r) + iA’(T)B(r) (gé:)) — %) + %A,(T)B(T), (5.11)
wp _ A'lr) 1 A’(T) "(r)  A'(r) 1B'(r)

For = =500 ~ 1AW ( B(r) A<r>) F B0 (512)

O Rop =1 TBQ(T) ( B/((:)) + i((:))) - %?9((:)) ~ B(r), (5.13)

(4)R¢¢ = sin2 9R99, (5-14)

(4)RNV =0 para v, (5.15)

onde (') denota diferencia¢ao na variavel r. Com esses resultados podemos calcular o

escalar de Ricci,
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WR = g"WRoo + g Ry + g% Rog + g?* Y Ry, (5.16)

R =2 [— S B0~ 1 BO) (Bl(r) i A/(T)) e )Bm] (5.17)

2A(r) 4 A(r) B(r) A(r)) 1 A(r)
l B B(r) (B'(r) A(r) B B'(r)
2 |:’I“2 2r (B(r) + A(r)) r2 ] ’
Or=20-p) - AW gy LA gy (A0 g
r A(r) 2 A(r) <A(r) ) (518)

r

G+ 0) =20 -

WR = %(1 — B(r)) — B(r) {il(i)) (A'(r)) +5 A'r) B(r) +§ {Al(r) Bl(r)}} .

r 2A(r)?2  2A(r)B(r) A(r) — B(r)
(519)
Logo, substituindo (5.19) em (5.3), temos
5 A'(r)  (A'(r))?  A()B'(r)  2[A(r)  B(r) 2
20=B(r))—r"B(r) { A7)~ 2402 T 2A(B() 1 [A(r) T A
(5.20)

Desta forma, o vinculo (5.3) admite como solugdo A(r) = Ay e B(r) = By, onde
Ay = By. Portanto, de (5.20) obtemos a relagio

’ " /1\2 /
_Ag{ 2 Ao +2r} Ao{r (A (4o) +2A0)+2}+2:4A4r2, (5.21)

AO AO QA% T'AO
2(1 — Ag) — r*(A] + 4Ar) = 4\, (5.22)
com solugao
2M
Ag=By=1-"=+% ¢ (5.23)
r

onde estamos considerando uma solugao com constante cosmologica efetiva nula (A4 =
0). A métrica com B(r) = A(r) = Ay, usando a fun¢do Ay apresentada em (5.23), é
uma generalizagdo da solugdo Reissner-Nordstrom (2.61), pois admitimos que ¢ pode
ser negativo. Ressaltamos que a varidvel ¢ nao ¢ uma carga eletromagnética, de fato,
alguns autores chamam ¢ de “carga de maré” (do inglés, tidal charge). Esta é a solugao

base adotada nas extensoes construidas aqui.

A funcao Ag possui dois zeros ry e r_, ambos reais e positivos (0 < r_ < r,) se

M >0 e q < Qeut, onde o valor extremo para q (Qeqt) € dado por

Qeat = M* . (5.24)
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Os zeros 7, e r_ podem ser expressos como
re=M+/M2_q, (5.25)
r-=M-—+/M?—q. (5.26)

Assumimos como Ansatz para (5.20) as expressoes:
A(r) = Ao(r) . (5.27)

B(r) = Ao(r) + (C' = 1) Bun(r) , (5.28)

onde C' é uma constante que assume valores em um aberto dos niimeros reais que inclui
C = 1. A escolha especifica para a normalizacao da constante C' é uma questao de
convencdo. E imediato de (5.28) que, para C' = 1, a solucdo de eletro-vacuo B = A =

Ap & recobrada.

Usando o Ansatz (5.27) e (5.28) em (5.20) e a imposigao de que a familia de solugoes
a ser obtida deve conter a solugdo base que cumpre com (5.22), vemos que (5.3) pode

ser reescrita como uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem em By, (1),

A/ A// (A/)Q 2A/
—B' =L 4ot B2 20 20 0 2 2= 4N, 1r? 2
{r2A0+ r} {r <A0 2A%+TA0 + + 4T, (5.29)

—[AL(r) + (C = 1) By, (r)] {r2 2”260 + 27}

Ay (A 24
- Aa) + € = 1) Bun(r)] {* (50 - S + 20 ) 22— anr?,
0 0 0

(5.30)

e logo usando a relagao (5.21), obtemos

A/ A// (A/ )2 2A/
. - ! 2 0 . - ) 2 0 0 0 —
(C-1)By, {r oA + 27“} (C' —1)Byy, {7‘ (_Ao 242 + TA0> + 2} 0,

(5.31)

r (1 Ally? (Af )2r2 2Ar
Bl — { Z A ALr + 2A2 By; R S 0 2% = 5.32
g (ot 28} + o { (G- 5+ T ) w2f =0 )

/

/ AOT " vl / Ag
BlinAO {T + 2/40} + Blin {TA()AO — (AO) 5 + 2A0A0 + 27} = 0, (533)

ou também

dBlm (7’)
dr

Ao(r)h(r) + f(r)Bun(r) = 0, (5.34)
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com as fungoes h e f dadas por

2 (5.35)

AZ
J(r) = rAoAy — (A5 +2404) 4272,

5 (5.36)
:F{T4—4M7"3—|—3(M2—|—q)7"2—4Mq7“+q2} .
Assim, calculamos Bj;, como se mostra
Biin(r)  dr Ao(r)h(r)’ '

o vinculo (5.3) é satisfeito com uma funcao By, em (5.28) dada por

f(r)
Biin(r) = — | ——————dr; . .
1in(1") = €xp { / Ao h & (5.38)
Se (9M?% —8q) > 0, os zeros de h denotados por r( e ry_ sdo reais e positivos, dados
1
ro=7 [BM A JOME — 8q] , (5.39)
1
ro- =7 [3M —JoOM? 8q] . (5.40)

E imediato observar que r, ro, r_ e ro_ satisfazem a desigualdade

por

O<ro. <r_<rmg<Ty. (5.41)

A desigualdade (5.41) implica que a singularidade (quando presente) esta sempre pro-

tegida por um horizonte de eventos.

O integrando na expressio (5.38) pode ser escrito em termos de uma expansao em
fragoes parciais como
f(r 2 1 1 o Co—

SN 2 — 5.42
Ao(r) h(r) roor—rg T—r,+r—r0+r—7’0,’ ( )
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onde as constantes ¢y e ¢o_ sao dadas por

Arg 4+ 4r2r? = 8(ry +ro)ry — 8(ry + r_)roryr— + 3rg(rd + 6ror_ +12)

C =
0 A(rg —ro—)(ro —r_)(re — 10)
1 3
_ 1l 7 5.43
2" 2,/9- 8.5 (543)
Arg_ +4rir2 = 8(ry +ro)rg_ — 8(ry +ro)ro_ryr_ + 3rg_(r2 + 6ryr_ +1r?)
Co— =

4(ro —ro-)(r— —ro-)(ry —1o-)
s (5.44)

2 2,/9-85

A corregao linear By;, pode agora ser obtida sem dificuldades. Escolhemos a cons-

tante de integracao na anti-derivada em (5.38) de forma que:

GO /
B = — 4
ll”(r> eXp{ /7"1 ‘10(T,) h(rl) ar (5 5)
— exp{_/ F/_ / I / L. /co N /60_ } dr/}(5.46)
LT =Ty =1 =1y 1 =1

- e[S ) s

T1

_ {(7‘1—7“0)00 (7’1—7“0—)60‘} {T%(T—H)(T—T—) } ‘ (5.48)

(r—ro) (r —ro-)o= | [r2(r —ry)(r —r-)

Portanto temos que

Lt Gt e T ' il { 9 et

7 (r—mrg)o (r—ro_)o- 72(ry —ry) (r1 —r_) "’
(5.49)
=) =) [ B =) (= o) !
B(r) 2 14+ (C —1) = (=) (=) (r =g )
(5.50)

Queremos definir r; de forma que quando C' = 0 a fun¢ao B(r) tenha um zero duplo

em r = r;. Devido ao termo (r — ry) ja presente na expressdo (5.50), temos que a

expressao dentro dos [...] deve se anular em r = r, quando C' = 0. Ou seja,
2 - co _ co— 1
14 (0 — 1) lrimro)® (r = ro) —0, (551
(re—ry)(r1—72) (14 —1m0) (14 — 10— )=
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o que implica que a constante r; deve satisfazer a relagao

2 (11 — 1) (11 — 1ro_ )=
(r1—7r4) (ro —r2)

= (ry —10)® (re —ro- )" . (5.52)

Substituindo (5.52) na expressao (5.50) para B(r) temos que

()= U =) ooy G e 2T

r2 (r —ro)e (r — ro_)co-

As funcgoes A e B associadas desta forma sao dadas por

A== ”35" - (5.54)
(r=r)r—r2) B (ry —ro)® (ry —ro_ )
B(r) = > 1+ (C—1) = r0)™ (r — 1o ) . (5.55)

E importante salientar aqui que ¢y > 0, visto que estamos assumindo que g < M?2.
A positividade de ¢y implica que a solucao linear By;, diverge no limite r — ¢ o que

caracteriza a geometria com uma singularidade de curvatura. De fato, temos que

e A superficie r = r, na extensao maximal da geometria, ¢ um horizonte de Killing

e um horizonte de eventos como explicado no capitulo 2.

e O limite r — ry estd associado a uma singularidade de curvatura. Entretanto,

nem sempre o sistema de coordenadas pode ser estendido até r — ry.

As solugbes em (5.54) e (5.55) contém dois casos particulares ja explorados pela

literatura. No limite ¢ = 0, vemos que
3M
T+—>2M,T_—>0,7”0—>7,7“0_—>0, (5.56)

co— 1 , Co— — 0. (557)

Assim, com ¢ = 0, as equagoes (5.54) e (5.55) se reduzem a

Alr)=" _TQM , (5.58)
- (1-20) [ G230 (559

Esta solugao foi obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati em [46], onde estes autores
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usam como notagao

g = 1— %, (560)
_2MY[{ _ My _
e (1= [1-5@s-1] (5.61)
(1-=350)

Tomando agora o limite M = 0 e assumindo ¢ < 0, vemos que

/g /g
re = Vlal, v = —=lal, o= %77“0—>— % (5.62)

Co — Co— — . .
0 2 s €O 2

Neste limite, obtemos a partir das equagoes (5.54) e (5.55),

APy =1- lal , (5.64)

Esta solucao, interpretada como uma métrica que descreveria um “buraco negro com

2r2 — |q|

14 (C—1) ﬁl . (5.65)

massa nula”, foi obtida por Bronnikov, Melnikov e Dehnen em [47], onde estes autores

usam como notagao
h2
g =1— =y (5.66)

h? C—h
o1 ) (14— ). :
9rr < 7,2) ( + 02 _ h2) (5 67)

5.2 Algumas caracteristicas da geometria

A geometria que estamos considerando, esfericamente simétricas e estaticas (2.48),

¢ assintoticamente plana pois no limite r — oo se comporta como se mostra em (2.52).

Nestas geometrias de interesse, r, é um zero simples de A e B. Assim, se conside-

ramos uma expansao de Taylor em torno de r = r, para A(r) e B(r), obtemos
Ar)=As (r—r ) +0[(r—ry)? , (5.68)

Bir)=By (r—ry)+0[(r—ry)?] . (5.69)
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As constantes positivas A, e B, sao dadas em termos das funcoes A e B a partir de

dA(r)
A, = 5.70
* ar |, "~ (5.70)
dB(r)
B, = el
4 ar .. (5.71)

A gravidade superficial £, no horizonte é definida como mostrada de (2.63), tomada
no limite r — r,. Para as geometrias esfericamente simétricas e estaticas, a gravidade

superficial é dada por (2.67), entdo temos também

o = lim % %m (A(r)B(r) + B'(r)A(r)| , (5.72)
o = lim Yo ﬁgj; LB 28 (5.73)
Pelo teorema de L’Hospital temos,
o 500 = = 571
i 540 = ey = 575

Usando (5.74) e (5.75), a equacgao (5.73) fica como

Ay — 4+ By | — .
+\/A+ + +UB+ ) (5.76)

assim podemos expressar a gravidade superficial no horizonte em termos das constantes
A+ [ B+,

1
/€+:Z

1
/‘i_;'_ - 5\/ A+B+ . (577)

Para as nossas geometrias, temos que
A(r) = Ao(r) (5.78)

B(r) = Ao(r) b(r) | (5.79)
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onde

(ry —ro)® (ry —ro_ )
(re — 7o) (ry —ro_)eo-

Portanto a gravidade superficial fica

b(ry) =14+ (C—-1)

(450) Vo))

N | —

Ry =

Logo
1 —r_
= L) m

2 r?
Em termos das constantes M e ¢, podemos escrever
M? —q

(M+ V3P —)

Ve .

Ky =

—1+C-1=C.

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

Conhecendo a gravidade superficial do buraco negro de estudo, podemos calcular a

temperatura de Hawking (2.68),

1 M2 —q

TH:% p)
(M+\/M2—q)

e

(5.88)

Uma geometria extrema é aquela em que o horizonte de Killing possui gravidade

superficial nula. Um ponto interessante observado a partir da expressao para k. é que

temos dois limites extremos:

e limite em que a carga q é extrema, ¢ = Q.p, onde Qup = M?;

e limite em que C é zero.
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5.2.1 Coordenada tartaruga

Definimos a coordenada tartaruga r, no capitulo 2 como (2.53). Na defini¢ao de
r.(r), existe uma ambiguidade relacionada a constante de integra¢ao. Podemos para-

metrizar esta ambiguidade por exemplo através de uma constante r,.¢ de forma que

T d,r,/
H(r')

ro(r) = (5.89)

Tref

De um ponto de vista pratico (para o calculo numeérico), é interessante escolher . de

forma que r,ep > 74

Considerando as geometrias que nés temos interesse, alguns pontos importantes

sobre a fungao r,(r) para esse caso sao:
e 0 dominio de r.(r) é (4, 00);
e 7,(r) é monotonicamente crescente, pois

dr.(r) 1
R (5.90)

em (74,00);

e 0 horizonte de eventos ¢ mapeado em r, — —00, ou seja,

lim r.(r) = —o0 ; (5.91)

T—=T+
e r — 00 é mapeado em 7, — 00,

lim r,(r) = 400 . (5.92)

r—00

Desta forma, o teorema da fungao inversa nos garante que existe a fungao continua
e diferenciavel r(r,), com dominio dado por (—oo,+00). Note que esta afirmacdo é
bem justificada mesmo sem expressoes explicitas para r.(r) e r(ry).

5.2.2 Geometria préxima do horizonte

Temos que ry é um zero simples de H(r), dado que é um zero simples das fungoes

A(r) e B(r). Desta forma, podemos escrever
H(r) = (r—ry) R(r), (5.93)
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para alguma funcao R(r) tal que R(ry) > 0. Assim, temos

- + (5.94)

_ , 5.95
H@) ~ - r)B0) 5:42)
onde de (5.93)
aR(r) +b(r—ry) =1, (5.96)
se r = ry, temos
1
i) 90
De (2.67) sabemos que
dH(r)
2Ky = .
Ry = = (5.98)
T=r4
Substituindo (5.93) em (5.98) obtemos,
d[(r—ry) R(r)]
2k, = .
Ky - i (5.99)
2/€+ == R(T+). (5100)

A constante a é expressa em termos da gravidade superficial como a = 1/2k,, de

forma que
1 1 1

H(r) - 264 T — T4

+ F(r) . (5.101)

onde F(r) =b/R(r). Por outro lado, as fun¢oes R e F' estao relacionadas como

F(r) = h(lr) - 2; . _1T+ : (5.102)
F(r)=- —1@ ( Rb) - 2;) | (5.103)

Temos que F'(r) tende a um valor finito com r — r,. Usando (5.101), a fungio r.(r)
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pode ser escrita como

ro(r) = /f{ L1 +F(r’)} dr'

/
264 1 =14

Wl Wy )]+ [ R

2K/+ Tref
1 T " ’ ’ 1 Tref

= —n(——1)+ [ FOd'—— (2 —1) . (5.104)
2/{4’_ Ty Tref 2/{4’_ Ty

Proximo de 7, temos que o primeiro termo do lado direito domina, de forma que neste

limite
1 r T+ 1 r
(r)=—1In(——1 F(r'dr' — — In [ =L 1 5.105
r(r) 24 n(“r )Jr/rmf (r)dr 2k n<7“+ ) ’ ( )
ou 1
.
(r=—1In[— -1 N 5.106
n) =gt (L -1) 40 (5.106)
com ry 1
R (_f— ) . (5.107)
Tref 2K ry

Assim, proximo do horizonte, podemos encontrar a fungdo inversa r (ry),

|
re—19=—In (l - 1) , (5.108)
2K+ T4

ou
r=ry et (5.109)

Também é conveniente escrever

_ 0
r—ry =1y e MR (5.110)

5.3 Potencial escalar proximo do horizonte

Temos que o potencial efetivo associado ao campo escalar é dado por (4.14). Para

as geometrias de interesse, podemos escrever o potencial escalar como

V(r) = A(r)Q%(r) , (5.111)
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com Q¢ (r) dado por

E(frﬁg 1) 4 2_17“ B'(r) + %A,(T) ig:; —m? (5.112)

O%(r) =

Note que o tltimo termo do lado direito ¢ bem definido em r = r, visto que r, é um

zero simples de ambas as funcoes A e B.

Proximo do horizonte, temos que de (5.68)

Ar)y=A, (r—r ) +0[(r—ry)? , (5.113)
Ary=A,+0(r—ry) , (5.114)
e de (5.69)
B(r)=By (r—ry)+0[(r—ry)?] , (5.115)
B'(r)=B,+0(r—ry) . (5.116)
Desta forma
Q°(r) = Q.+ O[(r —ry)] (5.117)
onde
+ r o, 2ry AL (r—ry) ’ '
1) B
Qe W_; )+—+—m2. (5.119)
ry i

Utilizando (5.110) em (5.68), temos
A(r) = A(r(r)) = Apry e 2mener (5.120)
Assim de (5.68) e (5.119) podemos escrever

Vir)=As (r—ry) Q. (5.121)

Partindo da fungao V(r,) definida em (4.18), obtemos uma expressio analitica para

V(r,) proximo do horizonte:

Vi(ry) = A(r(r.)Qf (5.122)
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~ ¢t(¢+1) B
Vir,) = Ajry e 2ATL 24T —( +1) + = —m?
7‘_2,'_ Ty
~ ((¢t+1) B
V(r,) = Aprge2n {# +— - m2] e (5.123)

Ou seja, o potencial efetivo decai exponencialmente no limite » — 7.

5.4 Potencial eletromagnético préximo do horizonte

O desenvolvimento para o caso eletromagnético é similar ao feito para o caso escalar.
O potencial efetivo associado ao campo eletromagnético é dado por (4.78). Como

fizemos para o caso escalar podemos escrever o potencial eletromagnético como

Vr)=A(r) Q" (r) , (5.124)
com Q" (r) dado por
Qm (r) — W; b (5.125)

A relagao andlogo a (5.122) para o potencial eletromagnético é da forma

Vi(ry) = A(r(r.)Q" (5.126)
Usando também (5.120) temos

2

) = oot [HE2D)
+

0(0+1
= A e {%} 2T (5.127)
+

Como no caso do potencial escalar o potencial efetivo eletromagnético decai também

exponencialmente no limite » — r.
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Capitulo 6

Dinamica de Campos Escalares e

Eletromagnéticos

6.1 Equacao diferencial e método numeérico

6.1.1 Forma geral das equacoes diferenciais

As equagoes diferenciais para o campo escalar (4.19) e para o campo eletromagnético
(4.67) e (4.75), apresentadas no capitulo 4, podem ser decompostas em um conjunto

desacoplado de equacoes. Essas equacoes para as funcoes ¥, sao rotuladas pelo inteiro

l,onde £ =0,1,2,.... Em termos das coordenadas t e r,, elas tém a forma
v, 02, -
_ =V(r,) ¥, 6.1
oz gz V()W (6:1)

onde V & o potencial dado pelas expressdes (4.18), (4.14) e (4.78) dependendo se o
potencial é escalar ou eletromagnético. Estas equagoes (6.1) sdo equacoes diferenciais
parciais hiperbolicas [48, 49|, ou seja, do tipo “equagao de onda’”.

Como em geral nao dispomos de solugoes analiticas para a dinamica dos campos,
temos que recorrer a métodos numéricos ou semi-analiticos para solucionar as equagoes
tipo (6.1). No presente capitulo serd usado um método numérico que consiste na

integragao direta das equagoes de movimento (6.1) com condi¢oes iniciais.

6.1.2 Problema de condigoes iniciais tipo Cauchy

A equagao diferencial (6.1) possui solu¢ao bem definida dentro de um subconjunto

do plano t — r, se condicbes iniciais e de contorno sao especificadas. Existem varios
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esquemas possiveis, e a seguir vamos apresentar um deles de forma breve.

Propomos como condigbes iniciais definir o valor de ¥, e 0¥,/0t em um dado

instante de tempo, ¢ = 0 sem perda de generalidade:

(Oa 7"*) =f (T*) ) (6.2)
% (07 T*) =9 (T*) . (63)

As funcoes f e g devem ser dadas, pois fazem parte da caracterizacdo do problema,

f(re) = A(r*)eB(T*)(r* - 0)* (6.4)
g(ry) =0 . (6.5)

As caracteristicas dessas funcoes f e g nao sao relevantes pois os modos quase-
normais que estamos estudando nao dependem das condicoes iniciais do problema.
A determinacao da solu¢ao da equacdo (6.1) com este tipo de condicao inicial é um

exemplo de problema de Cauchy [42].

Se as fungoes iniciais sao fornecidas somente entre 77" e r***  sem condigoes de

contorno especificadas, entao a solucao para 1 é bem definida somente no subconjunto

min mazx
* €Ty,

do plano t — r, que é o desenvolvimento causal da regiao entre r . Uma das
vantagens do sistema de coordenadas baseado nas coordenadas t e 7, é que esta regiao
¢ facilmente determinavel, visto que é delimitada por curvas ¢t + r, = constante (que

sao geodésicas do tipo luz). Hustramos estes comentérios na figura 6.1 a seguir.

Tt

min max
r r *

* *

Figura 6.1: Regido do plano (¢, r,) onde a solucdo da equagao diferencial é bem definida,

com as condigoes iniciais especificadas entre r™™ até r

max
* .
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6.1.3 Meétodo numérico proposto

Uma forma de resolver numericamente a equagao (6.1) é utilizar um “esquema de
diferencas finitas” [50, 51]. Nesta abordagem, o plano ¢t —r, é discretizado, por exemplo
como

t—t;=to+iAt, (6.6)

Te = T3 = Zg +]A$ ) (67)

com?=0,1,2,...e5=0,1,2,....

Para uma fungdo F'(z) que possui derivada terceira, a expansao em série de Taylor

[51] ao redor de xq é

F'(x0)
1!

F”(I'())
2!

F/// (IO)
3!

F(z) = F(xo) + (x —x9) + (7 — x0)* + (x—x0)* +---, (6.8)

considerando (6.7) podemos dizer que x;.; = x; + Ax e escrever

F// i F/// i i
F(xi1) = F(x;) + F'(x;) Az + %A:ﬁ + #Awd + o0 (Az?), (6.9)
F// i F/// i
F(ry) = Pl ~ Pla)ae+ e - 0 ng o a0ty (620)
Se somamos as equacoes (6.9) e (6.10) obtemos,

o F(2i) = 2F (2) + F (2,1)

F”(l’i—&—l) — N

+ 0O (Az?) . (6.12)

Assim, considerando uma aproximacao em segunda ordem em Az e At para a

funcao ,, temos

Py (ti, ) e (tiga, ) — 20 (b, ) + e (tioa, ;) 2

o = A + O (A?) (6.13)
Py (tiswy) e (tis wj41) — 20 (ti, ) + e (B, 25)

%sz = P T fmf L5010 (Ax?) (6.14)

Se usamos as equagoes (6.13) e (6.14) em (6.1) podemos encontrar a versao discretizada
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da equagao de onda (6.1) e é dada por
e (i, my) — 24 (G 25) + P (L, ) n Vo (ti, w501) — 200 (ti, 25) + e (i, 25-1)
At? A2

Usando a notacao

Yo (tivr, 5) = Un , Yo (i, vj00) =%, e (i, 75) = Yo

(6.16)
Yo (ti,xj-1) = Yo , Ve (ti1,x)) = Vg,

temos um esquema ezxplicito de diferencas finitas [50], para a determinagao do campo

em (t;+1,x;) a partir da informagao no tempo t =+¢; e t =¢,_1:

2

by = (2 A VE) the — s + g (6 — 2 + o) (6.18)

O esquema ¢ ilustrado na figura 6.2 a seguir, onde o campo na célula azul é determinado

a partir de informacoes nas células cinza.

Figura 6.2: No esquema de discretizacao proposto em (6.18), o campo na posicao N é
determinado pelos valores do campo nas posicoes O, C, L e S, conforme o diagrama.

Com o esquema de discretizagao proposto na expressao (6.18), a determinagao do

campo é feita segundo as etapas a seguir:

1. As duas primeiras linhas da grade, em t =ty = 0 e t = t; = At, sdo determinadas

a partir das funcoes f e g, através de
Ve (to, z5) = f(75) , (6.19)
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Y (t, ;) = f(x;) +g(z;) At . (6.20)

2. Dadas duas linhas, uma terceira é determinada através de (6.18), conforme o

diagrama na figura 6.3 a seguir.

3. A regiao no desenvolvimento causal das condigoes especificadas é desta forma

calculado linha por linha, conforme o diagrama na figura A.1 a seguir.

Figura 6.3: A partir das linhas iniciais (em cinza), o valor do campo nos pontos de 1
a 9 pode ser calculado, seguindo (por exemplo) a sequéncia indicada.
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6.2 Aspectos gerais da dindmica perturbativa

Apo6s uma investigagdo numérica extensiva, uma visao geral do comportamento
dos campos introduzidos no capitulo 4 foi obtida. A dindmica perturbativa do campo
escalar e eletromagnético na regiao externa ao horizonte de evento serd estudada nessa
secao.

O comportamento de V(¢,7) é a solu¢ao da parte radial do campo a ser estudado.
O que é observado nos resultados tanto para o campo escalar quanto para o eletro-
magnético é que inicialmente, para t pequeno, W(t,r/"°) é dominado por uma fase
transiente, que depende fortemente das condi¢oes iniciais. Logo, para t intermediério,
(¢, r/i°) ¢ dominado por uma fase quase-normal que presenta um comportamento
exponencial-oscilatorio e apos essa fase, para t grande, U (¢, r/%°) ¢ dominado por uma

decaimento tipo lei-de-poténcia

U~k (6.21)

conhecida como a cauda da perturbacdo. A cauda pode ser evidenciada em um grafico
tipo log-log do modulo da amplitude do campo. [lustramos estas fases em figura 6.5 e
figura 6.4, usando como exemplo os resultados obtidos para ¢ =1, C' =15, M =1¢e
q = 0.5.

Na fase quase-normal, o decaimento exponencial-oscilatorio é dominado pela forma
do campo
U~ e w0t (6.22)

onde wy é um niumero complexo chamado frequéncia quase-normal |?| este diferente da
fase quase-normal que pode ser evidenciada em um grafico tipo semi-log . A estabili-
dade linear do campo escalar e eletromagnético pode ser observado nos resultados ao
perceber o decaimento a zero conforme o tempo se faz muito grande, o modo funda-

mental se sobressai,
U ~ eIm(wo)t efiRe(wo)t ) (623)

Assim podemos dizer que o valor da parte imaginaria da frequéncia é responsavel

pela atenuacao do campo, o que nos leva entao a dizer que
Im(wp) <0, (6.24)
e a resumir com essa expressao a estabilidade perturbativa do campo escalar e o campo

eletromagnético.
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Figura 6.4: Grafico semi-log (acima) e log-log (abaixo) para a perturbagao escalar para
(=1,0=15 M=1eq=0.5.
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Figura 6.5: Gréafico semi-log (acima) e log-log (abaixo) para a perturbagao eletromag-
nética para f =1, C =15, M =1e q=0.5.
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6.3 Dinamica do campo escalar

Conforme o comentado, a evolucao do campo escalar possui trés fases diferentes.
Comecando por o regime trasiente, logo a fase quase-normal e finalmente o decaimento
em forma de lei de poténcias conhecido como cauda. Como se mostrou no capitulo
4 na equagao (4.8), a solugdo da parte radial do campo escalar é dado por ¥(¢,r).
O potencial escalar é dado pela equacao (4.18) e para obter os resultados numéricos

vamos a considerar um campo escalar com massa zero.

A diferenca do tratamento feito em [20] para estudar a pertubacdo escalar, nos es-
tamos considerando geometrias esfericamente simétricas e estaticas (2.48) de maneira
mais geral. A classe de espacos-tempos apresentada aqui inclui como caso particular a
solugdo obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati [46] e Bronnikov, Melnikov e Heinz
[47]. Considerando também que em [20] se usou um método numérico diferente ao

usado nesse trabalho.

100 150 200
Figura 6.6: Graficos semi-log da evolugao da perturbagao escalar para varios valores

de C' com ¢ = 0 (primeiro grafico superior), ¢ = 1 (grafico do meio), ¢ = 2 (grafico
inferior), M =1 e ¢ =0.5.
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Figura 6.7: Gréaficos log-log da evolugao da perturbacao escalar para alguns valores
de C' com ¢ = 0 (primeiro grafico superior), ¢ = 1 (grafico do meio), £ = 2 (gréfico
inferior), M = 1 e ¢ = 0.5. Podemos observar uma cauda tipo lei de potencia depois
de uma fase de decaimento quase-normal.

Através das curvas do campo, as frequéncias quase normais podem ser estimadas.
Nesta secao vamos caracterizar o comportamento das componentes real e imaginaria

da frequéncia fundamental wy com a variacao do parametro C'.

Algumas frequéncias sdao calculadas e exibidas na tabela 6.1. Um analises de conver-
géncia detalhada foi feita para o método numérico proposto. Esta analise é apresentada
no apéndice A.2 desta dissertacao. O método numérico resulta ser bom para valores
nao muito grandes do parametro C', como maximo se obteve resultados para o valor
de C' = 10. Os resultados nos mostram que a dinamica das perturbagoes escalares é

sempre estavel.
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Tabela 6.1: Frequéncias quase-normais fundamentais para a perturbacao escalar, com
véarios valores de C' e /. Para as geometrias consideradas, foram tomados M = 1.0 e
q = 0.5.

14 C Re (wp) Im (wo)

0 0.05 0.10734 -0.099277
0 0.1 0.10657 -0.098521
0 0.5 0.11035 -0.10135
0 1.0 0.11304 -0.10929
0 1.5 0.11336 -0.12082
1 0.05 0.32077 -0.085667
1 0.1 0.32031 -0.087142
1 0.5 0.32209 -0.092292
1 1.0 0.32324 -0.099692
1 1.5 0.32423 -0.10568
1 5.0 0.33034 -0.14795
2 0.05 0.53234 -0.084770
2 0.1 0.53171 -0.086286
2 0.5 0.53273 -0.091812
2 1.0 0.53389 -0.098422
2 1.5 0.53458 -0.10509
2 5.0 0.53553 -0.14381

6.4 Dinamica do campo eletromagnético

Como as perturbacgoes axial e polar do campo eletromagnético coincidem numa
mesma equacao de perturbagao vamos representar a parte radial da perturbacao ele-
tromagnética axial e polar como D(t,r,). Considerando que a fungdo ¥ em (6.1) vai
ser substituida pela funcao D para nossa perturbacao eletromagnética. Considerando
a dependéncia temporal da funcdo de onda D(t,r/*°) em um valor fixo de r, (r{%°) e

através de uma investigacao numeérica exaustiva, uma caracteriza¢ao qualitativa geral

do decaimento do campo pode ser obtida.

Os resultados onde se mostra os modos quase-normais fundamentais para diferentes

valores do parametro C' sao apresentados na grafica 6.8.

Similarmente ao que acontece para o calculo do campo escalar, nos resultados nu-
méricos do campo eletromagnético acontece que também para valores do indice de
multipolo ¢ maiores do que 1 e valores pequenos de C' (aproximadamente menores de

1.5) nao se pode observar as fases definidas mediante os resultados numéricos.
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Figura 6.8: Gréficos semi-log da evolucao da perturbacao eletromagnética para varios
valores de C' com ¢ =1 (esquerda), ¢ = 2 (direita), M =1e g =0.5.

6.4.1 Dependéncia da frequéncia quase-normal fundamental com

o parametro C

Algumas frequéncias que foram calculadas sdo exibidas na tabela 6.2. Como ja foi
mencionado para o caso do campo escalar sucede tambem para o caso eletromagnético,
o método numérico resulta ser bom para valores nao muito grandes do parametro C,
e também como maximo se obteve resultados até aproximadamente C' = 10 se ¢/M
nao esta proximo do limite extremo. Os resultados nos mostram que a dinamica das
perturbacoes eletromagnéticas é sempre estavel.

Vemos que a medida que C' aumenta Im (wy) diminui, o que indica uma diminui¢ao
da escala de tempo de decaimento exponencial-oscilatério com o aumento de C. Po-
demos ver esse resultado na figura 6.8 e a tabela 6.2. A dependéncia dos parametros

Re (wp) e Im (wg) com C' sao mostrados na figura 6.9.
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Tabela 6.2: Frequéncias quase-normais fundamentais para a perturbacao eletromag-
nética, com varios valores de C' e (. Para as geometrias consideradas, foram tomados
M=10eq=0.5.

14 C Re (wp) Im (wo)

1 0.05 0.28094 -0.081074
1 0.1 0.28033 -0.080915
1 0.5 0.28031 -0.087176
1 1.0 0.27841 -0.094836
1 1.5 0.27435 -0.10194
1 5.0 0.24109 -0.13019
1 10.0 0.21932 -0.14049
2 0.05 0.50918 -0.083414
2 0.1 0.50794 -0.083978
2 0.5 0.50794 -0.089808
2 1.0 0.50732 -0.096714
2 1.5 0.50611 -0.10378
2 5.0 0.49115 -0.14105
2 10.0 0.46719 -0.17496

6.4.2 Dependéncia da frequéncia quase-normal fundamental com

o parametro ¢

Nesta secao procuraremos caracterizar o comportamento das componentes real e
imaginaria da frequéncia fundamental wy com a variacao do parametro q. Encontramos
um comportamento similar ao desenvolvido para diferentes valores de C'. Um anélise
de convergéncia detalhada foi feita para o método numérico proposto. Esta anélise é

apresentada no apéndice A.4 desta dissertacao.

Vemos que a medida que ¢ aumenta, para valores negativos, Im (wp) diminui, o
que indica uma diminuicao da escala de tempo de decaimento exponencial-oscilatorio
mas quando ¢ adquire valores maiores a zero a medida que ¢ aumenta Im (wy) também
aumenta. Podemos ver esses resultado na tabela 6.3. A dependéncia dos parametros

Re (wp) e Im (wp) com ¢ sdo mostrados na figura 6.10.
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Figura 6.9: Componentes real e imaginaria das frequéncias quase-normais fundamentais
em funcao de C'. Os demais parametros usados foram ¢ = 1,2, M = 1.0, ¢ = 0.5.

Tabela 6.3: Frequéncias quase-normais fundamentais para a perturbacao eletromag-
nética, com varios valores de g e ¢. Para as geometrias consideradas, foram tomados
M=10eC=1.5.

14 q Re (wp) Im (wo)

1 -10.0 0.12161 -0.064116
1 -2.0 0.15008 -0.077203
1 -1.0 0.20679 -0.093366
1 -0.5 0.22173 -0.097619
1 0.5 0.27435 -0.10194
1 0.9 0.31945 -0.094152
1 0.95 0.32745 -0.090246
2 -10.0 0.24018 -0.069825
2 -2.0 0.29339 -0.081282
2 -1.0 0.39544 -0.097813
2 -0.5 0.42129 -0.10053
2 0.5 0.50606 -0.10378
2 0.9 0.57481 -0.095789
2 0.95 0.58747 -0.092477
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Figura 6.10: Componentes real e imaginéria das frequéncias quase-normais fundamen-
tais em funcdo de ¢/M. Os parametros usados foram ¢ = 1,2 e C' = 1.5.
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Capitulo 7
Conclusoes

A consideragao de dimensoes extras pode ser de grande utilidade na descricao de
fenomenos fisicos, conforme sugerido pelas teorias de cordas. Neste contexto, modelos
de mundos brana tém ganhado impulso nos tltimos anos porque oferecem implemen-
tagoes concretas para a descricao de objetos cosmologicos ou locais através de branas,

generalizando as solucoes usuais da relatividade general em quatro dimensoes.

Nesta dissertacao procuramos solucoes esfericamente simétrias e estaticas compa-
tiveis com modelos de mundos brana. A familia de solucdes obtidas inclui buracos
negros quadridimensionais. Estas solugoes generalizam as geometrias de Schwarzschild
e Reissner-Nordstrom. Geometrias esfericamente simétricas, além de nos proporcionar
uma grande facilidade no tratamento das equacoes de campo, também fornecem uma

boa aproximacao para fendmenos fisicos gravitacionais na escala do sistema solar.

Consideramos inicialmente um caso protétipo para o campo de matéria, especi-
ficamente, o campo escalar definido pela equagao de Klein-Gordon. No estudo de
perturbacoes escalares, sao exibidos os conceitos bésicos sobre a teoria de perturbacoes
de buracos negros, ao mesmo tempo em que os cilculos sao mais simples que em outras
perturbagoes mais realistas. Seguimos entao para o estudo das perturbacoes eletro-
magnéticas. Este campo é mais interessante do ponto de vista fisico e fenomenolégico,

mas pode ser tratado com técnicas similares as desenvolvidas para o campo escalar.

Observamos que para buracos negros esfericamente simétricos e estaticos, as equa-
¢oes que descrevem as perturbagoes escalares e eletromagnéticas podem ser desacopla-
das em um conjunto de equacoes de onda com a mesma forma. Para estas perturbacoes,
temos um potencial efetivo associado, que contém as peculiaridades dos campos trata-
dos. Seguindo o trabalho de Ruffini et al. [13], verificamos que o campo eletromagnético
pode ser decomposto em duas componentes (axial e polar). Mas ao contrario do que

foi afirmado em [13], mostramos que ambas as componentes axial e polar podem ser
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escritas de forma que os seus respectivos potenciais efetivos sao o mesmo.

A dinamica propriamente dita das perturbacoes escalares e eletromagnéticas foi in-
vestigada com a utilizacao de métodos numéricos. O resultado basico sugerido pela ex-
tensa analise numérica é que as perturbacoes consideradas sao estaveis. A estabilidade
perturbativa é um resultado importante porque indica que as geometrias considerados

sao candidatos a espacgos-tempos fisicos, compativeis com modelos de mundos brana.

Na dinamica perturbativa dos campos escalar e eletromagnético, observamos com-
portamento usual para o modelo de buracos negros esfericamente simétricos. Depois
de uma fase inicial trasiente segue uma fase quase-normal em tempos intermediarios,
e uma cauda tipo lei de potencia para tempos grandes. Os valores das caudas para
o campo escalar concordam com o calculo analitico feito em [20]. Generalizamos os
resultados em [20] considerando agora perturbagoes eletromagnéticas. Mas de forma
diferente do tratamento feito em [20], n6s estamos levando em conta geometrias esfe-
ricamente simétricas e estaticas mais gerais. A classe de espagos-tempos apresentada
aqui inclui como caso particular a solucao obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati
[46] e Bronnikov, Melnikov e Heinz [47].

A classe de geometrias obtidas é descrita por uma métrica com trés parametros:
M, C e q. O parametro M esta relacionado a massa do buraco negro, enquanto que
os parametros C e ¢q expressam a influéncia do bulk sobre a brana. Se utilizou como
método numérico de resolucdo das equagoes de perturbacdo (4.67) e (4.75), um esquema
de diferencas finitas [50, 51]. Um dos critérios para a valida¢ao do algoritmo numérico
usado foi uma anélise detalhada de convergéncia do método (apresentada nos apéndices
deste trabalho).

Observamos que a medida que o parametro C' aumenta, o valor de Im (wy) diminui,
e isso acontece tanto como para o campo escalar como para o eletromagnético. Este
fato indica uma diminuicao da escala de tempo de decaimento com o aumento de
C. A dependéncia dos parametros Re (wp) e Im (wp) com C ndo é trivial, segundo os

resultados apresentados nesta dissertacao.

Uma extensao natural deste trabalho poderia ser a aplicacao dos métodos apresen-
tados aqui no tratamento de perturbacoes mais complexas, como por exemplo o campo

escalar massivo e as perturbacoes gravitacionais na brana e no bulk.
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Apéndice A

Analise de convergéncia

A.1 Convergéncia do método numérico

Um elemento importante na validagao do método numérico é uma analise de con-
vergéncia. As quantidades calculadas (campo, frequéncias, caudas,...) devem tender

para um valor fixo a medida que o ntimero de pontos da grade aumenta.

Tomamos como parametro relacionado ao tamanho da grade a varidvel N,, o niimero
de pontos na base da grade. O numero total de pontos da grade é aproximadamente

(N,)? /2. Tlustramos estas observacoes na figura A.1 a seguir.

Figura A.1: Grade que discretiza a regiao do plano ¢ — r, onde é feita a integracgdo
numérica. Neste diagrama, N, = 5.

Por inspecao dos dados, verificamos que as frequéncias convergem com o aumento
de N, na forma
w=a+b (N, , (A.1)
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com ¢ < 0.

A determinacao das constantes a, b e ¢, além de validar o método, nos fornece uma
maneira de extrapolar o resultado para o limite do continuo. De fato, o valor para as

frequéncias no limite em que o nimero de pontos da grade tende a infinito é
w—a com N, — 00 . (A.2)

A anélise para os parametros usados nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 sao apresentados nas

secoes a seguir.

A.2 Resultados para a tabela 6.1
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T T T
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Z 01075+ ] £
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Figura A.2: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =0, C'= 0.05, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.3: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =0, C' = 0.1, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.4: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental

wo do campo escalar com o aumento de
imaginaria da frequéncia fundamental wy

N,.

do

(Direita) Convergéncia da componente
campo escalar com o aumento de N,. Os

parametros assumidos foram ¢ =0, C' = 0.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.5: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental

wop do campo escalar com o aumento de
imaginaria da frequéncia fundamental wy

N,.

do

(Direita) Convergéncia da componente
campo escalar com o aumento de N,. Os

parametros assumidos foram ¢ =0, C' = 1.0, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.6: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =0, C' = 1.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.7: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C' = 0.05, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.8: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C' =0.1, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.9: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C' = 0.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.10: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C' =1.0, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.11: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C'= 1.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.12: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =1, C' = 5.0, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.13: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os

parametros assumidos foram ¢ = 2, C' = 0.05, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.14: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =2, C' =0.1, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.15: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =2, C' = 0.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.16: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =2, C' =1.0, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.17: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wy do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =2, C' = 1.5, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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Figura A.18: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamental
wp do campo escalar com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente
imaginaria da frequéncia fundamental wg do campo escalar com o aumento de N,. Os
parametros assumidos foram ¢ =2, C' = 5.0, M = 1.0, ¢ = 0.5.
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A.3 Resultados para a tabela 6.2

Re(wo)

Figura A.19:
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(Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-

tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1, C=0.05, M =1.0,¢=0.5.
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Figura A.20: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1, C=01,M=1.0,q=0.5.
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Figura A.21: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,0=05 M=10,q=0.5.
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Figura A.22: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,0=1.0M=10,q=0.5.
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Figura A.23: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
¢t=1,C=15 M=1.0,q=0.5.
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Figura A.24: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,C=50, M=1.0,¢q=0..
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Figura A.25: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
¢(=1,C=10.0, M =10, g =0.5.

C=0.05 M=1.0 ¢=0.5 ¢=2 C=0.05 M=1.0 ¢=0.5 ¢=2
T T T T

0.50932 3
0.50930 - R ] —0.08346 |-
Re (wg)= a + b Ny*c
= 0.50918
o 00928 ¢ b = 2438.02 ] ~ 008348 |
;‘} = ~1.8068 % Im (wy)= a + b Ny*c
0.50926 - 1 a = -0.083414
~0.08350 - b = -1733.44 E
c = -1.7997
0.50924 i
—0.08352 i
0.50922 £ . . . . . I . .
10000 12000 14000 16000 18000 20000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
Nx Nx

Figura A.26: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2,C=0.05 M=10,qg=0.5.
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Figura A.27: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2, C=01,M=10,q=0.5.
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Figura A.28: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2 C=05 M=1.0,qg=0.5.
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Figura A.29: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2,C=10, M =1.0,q=0.5.
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Figura A.30:

(Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-

tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram

(=2 C=15 M=10,q=0.5.
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Figura A.31:

(Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-

tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2,C=50,M=1.0,q=0.5.
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Figura A.32: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
¢=2,C=10.0, M =1.0,qg=0.5.

93



A.4 Resultados para a tabela 6.3
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Figura A.33: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,C=15 M =1.0, ¢ =—10.0.
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Figura A.34: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,0=15 M=10,q=—5.0.
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Figura A.35: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,0=15 M=10,q=—1.0.
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Figura A.36: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,C0=15 M=10,q=—0.5.
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Figura A.37: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
¢t=1,C=15 M=1.0,q=0.5.
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Figura A.38: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,C=15 M=1.0,q=0.9.
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Figura A.39: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da

frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=1,C=15 M =1.0, g =0.95.
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Figura A.40: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
¢t=2,C=15 M=1.0,q=-10.0.
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Figura A.41: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2, C=15 M=1.0,q=-5.0.
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Figura A.42: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2, C=15 M=1.0,qg=-1.0.
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Figura A.43: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
t=2,C=15 M=1.0,qg=—-0.5.
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Figura A.44: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram
(=2, C=15 M=1.0,qg=0..
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Figura A.45: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram

(=2 C=15 M=1.0,q=09.
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Figura A.46: (Esquerda) Convergéncia da componente real da frequéncia fundamen-
tal wy com o aumento de N,. (Direita) Convergéncia da componente imaginaria da
frequéncia fundamental wy com o aumento de N,. Os parametros assumidos foram

(=2 C=15 M=10, q=0.95.
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