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Resumo

Neste projeto são explorados espaços-tempos que descrevem objetos compactos,

em particular buracos negros, em modelos de mundos brana tipo Randall-Sundrum.

São estudadas as propriedades destas soluções na brana e abordadas algumas de suas

características no bulk. Uma análise perturbativa destes modelos é realizada, com

ênfase na dinâmica de alguns campos de matéria de interesse. Perturbações escalares

e eletromagnéticas na brana são consideradas. Estabilidade, espectros quase-normais,

estrutura de caudas, e outras propriedades perturbativas, são investigadas.
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Abstract

This project explores space-times that describe compact objects, in particular black

holes, in Randall-Sundrum brane world models. Properties of these solutions in the

brane are studied and some of its features in the bulk are addressed. A perturbative

analysis of this models are made, emphasizing the dynamics of matter �elds of interest.

Scalar and electromagnetic disturbances on the brane are considered. Stability, quasi-

normal spectra, tail structure, and other perturbative properties are investigated.
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Capítulo 1

Introdução

Em 1905, um físico empregado de uma o�cina de patentes chamado Albert Eins-

tein publicou um artigo que mudaria o transcurso do estudo da física. Aquele artigo

continha a explicação de uma nova teoria chamada Teoria da Relatividade Especial.

Em 1915 Einstein publicou a famosa Teoria da Relatividade Geral [1], nos dando um

novo entendimento e visão do espaço e o tempo sem prever o impacto e popularidade

que causaria este desenvolvimento.

No tratamento do espaço e do tempo na relatividade especial e geral, o espaço

e o tempo são concebidas como uma única estrutura de quatro dimensões, denomi-

nada espaço-tempo. O caminho entre a relatividade especial e a relatividade geral

foi atravessado por Einstein com a ajuda da substituição do espaço-tempo de Min-

kowski (espaço-tempo plano) por um espaço-tempo curvo, onde a curvatura é criada

pela matéria e a energia.

Logo depois da publicação da teoria da relatividade geral, o físico Karl Schwarzschild

resolveu as equações de campo de Einstein para uma geometria esfericamente simétrica

no vácuo e com constante cosmológica nula [2]. Essa solução passou a ser conhecida

como solução de Schwarzschild. Os buracos negros são objetos compactos que criam

um campo gravitacional tão forte que nem a luz pode escapar. Estas estruturas surgem

como consequência da formulação da teoria da relatividade geral de Einstein, que a�rma

que corpos precisam se contrair o su�ciente para concentrar a matéria numa região do

espaço su�cientemente compacta para formar um buraco negro.

A ideia do uso de dimensões extras na procura de uma teoria uni�cada das forças

fundamentais teve origem nos trabalhos de Kaluza e Klein [3, 4, 5]. Kaluza [3] conse-

guiu uni�car o eletromagnetismo e a gravitação utilizando uma dimensão espacial extra

às conhecidas quatro dimensões espaço-tempo, em outras palavras mostrou que a rela-

tividade geral 5-dimensional contém a teoria da gravidade de Einstein 4-dimensional e
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a teoria eletromagnética de Maxwell. Por sua parte, Klein [4] contribuiu com uma com-

pacti�cação da quinta dimensão com um raio de compacti�cação da ordem da escala

de Plank. Estes trabalhos em dimensões extra foram pouco lembrados algum tempo

mas logo com o estudo da teoria de cordas eles ganharam uma nova importância.

De acordo com a teoria de cordas, as partículas fundamentais da natureza não são

partículas pontuais, mas sim objetos unidimensionais chamados cordas [6]. Uma da

suas características mais notável é a necessidade do aparecimento de outras dimensões

espaciais além das três usuais. As teorias de cordas são possíveis candidatas para uma

descrição quântica da gravidade e para a realização de uma uni�cação das interações

fundamentais. O modelo que as teorias de cordas esboçam é de um universo que pos-

sui fundamentalmente dez dimensões, uma dimensão temporal e nove espaciais [7]. Os

campos de matéria usuais descritos pelo modelo padrão das partículas elementares esta-

riam con�nados em uma membrana com quatro dimensões (uma brana 4-dimensional),

que descreveria o nosso universo observável. Esta brana seria, portanto uma subva-

riedade diferenciável imersa em um bulk de dez dimensões. Na teoria de cordas as

seis dimensões extras tem uma ordem da escala de Planck de modo que não se pode

observar diretamente.

O estudo de perturbações em buracos negros é de grande interesse pois nos per-

mite analisar diferentes propriedades destas estruturas, tais como a radiação gerada

por perturbações na geometria ou a estabilidade destes espaços-tempos [8]. De fato,

estabilidade é uma propriedade de grande importância para teorias desenvolvidas em

altas dimensões como os mundos brana [7], pois pode servir de critério de seleção para

a escolha de boas soluções físicas. Ao considerarmos cenários com dimensões extra, os

resultados usuais sobre unicidade das soluções não são necessariamente aplicáveis, e a

determinação das geometrias �sicamente relevantes não é trivial.

Uma das predições da relatividade geral é a existência de ondas gravitacionais,

fenômeno relacionado com o problema da estabilidade de espaços-tempos. Ao ser per-

turbado, um buraco negro tende a voltar ao seu estado de equilíbrio, e neste processo

ondas gravitacionais de frequências características são emitidas [9]. O primeiro estudo

da estabilidade de um buraco negro, foi o feito ao buraco negro de Schwarzschild,

publicado em 1957 por Regge e Wheeler [8]. Eles analisaram o efeito de pequenas

perturbações lineares à métrica do buraco negro e veri�caram sua estabilidade. Ou-

tros desenvolvimentos na década de 1970 envolvendo buracos negros tiveram impacto,

como por exemplo os trabalhos de Zerilli [10, 11]. Também na mesma década Price

[12] estudou o comportamento de um campo escalar sem massa, mostrando que este é

atenuado na forma de lei de potência na região externa de um buraco negro. O traba-

lho desenvolvido por Ru�nni, Tiomno e Vishveshwara [13] forneceu uma base teórica
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que para estudo da perturbações eletromagnéticas em buracos negros esfericamente

simétricos.

Em geral, uma série de trabalhos (por exemplo [14, 15]) mostram que um observador

estático na região externa do buraco negro observa três fases da evolução do campo.

Inicialmente temos a parte trasiente, que depende fortemente da perturbação inicial.

Logo depois desta fase segue o regime quase-normal, onde o campo decai de forma

exponencial oscilatória. Finalmente, para tempos tardios o processo é dominado por

uma fase chamada �cauda�, que em muitos casos de interesse tem a forma de uma lei

de potência.

A estrutura desta dissertação é comentada a seguir. No próximo capítulo, apre-

sentamos o formalismo básico para a descrição da gravitação, que faz uso da teoria

da relatividade geral em grande medida. Também nesse capítulo apresentamos as

equações de campo de Einstein e as geometrias esfericamente simétricas e estáticas,

características que os buracos negros de interesse neste trabalho possuem.

No capítulo 3, apresentamos os modelos de mundos brana e explicamos um pouco

o que Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [16] propuseram para solucionar o problema

de hierarquia. Vamos dar maior interesse nesse trabalho aos modelos de Randall e

Sundrum [17, 18] que são apresentados também nesse capítulo. No �nal do capítulo 3

explicamos o formalismo covariante na brana, onde explicamos como derivar as equa-

ções de Einstein na 3-brana imersa num bulk 5-dimensional com simetria Z2. Essa

secção do capitulo foi desenvolvido com a ajuda do tratamento proposto por Shiro-

mizu, Maeda e Sasaki [19].

O quarto capítulo deste trabalho é dedicado a estudar as perturbações escalares e

eletromagnéticas em geometrias esfericamente simétricas e estáticas. O estudo nesse

capítulo é feito de forma geral na brana. Desenvolvemos primeiramente as perturba-

ções escalar que são regidas pela equação de Klein-Gordon, onde usamos o método de

separação de variáveis para logo obter a equação de perturbação do campo escalar.

Seguido da perturbação escalar, estudamos a perturbação eletromagnética que vai ser

proporcionada pelas equações de Maxwell. Para �nalizar o capítulo 4, apresentamos

a grandes rasgos os modos quase-normais, que vão a ser de grande utilidade para a

determinação da estabilidade das perturbações mencionadas.

Depois do conhecimento ganhado pelo estudado nos capítulos 3 e 4 podemos dar

passo ao desenvolvimento do capítulo 5, onde derivamos soluções tipo buraco negro

em uma brana Randall-Sundrum. Algumas características das geometrias obtidas são

estudadas. No �nal do capítulo 5, é desenvolvida a forma especí�ca dos potenciais que

caracterizam o campo escalar e o eletromagnético no contexto das soluções obtidas.
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No capítulo 6, apresentamos a dinâmica do campo escalar e eletromagnético. Nos

referimos nesse capítulo as soluções da equação que descrevem os campos de interesse,

que como vimos no capítulo 4 são soluções de equações de onda. As soluções obtidas

são originais e são o resultado do uso de um método de diferenças �nitas. Também no

sexto capítulo investigamos os espectros quase-normais sob diferentes parâmetros que

caracterizam os buracos negros na brana. A estabilidade das geometrias consideradas

é determinada. Uma referência importante nesta etapa do trabalho são os resultados

publicados em [20].

No último capítulo, sintetizamos e comentamos as conclusões �nais da presente

dissertação. Detalhes relacionados a convergência do método numérico proposto e na

determinação numérica das frequências quase-normais são apresentados nos apêndices.

Neste trabalho, usamos (−,+,+,+) como assinatura da métrica. Consideramos o

sistema de unidades naturais, em que c = G = 1.
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Capítulo 2

Gravidade e Relatividade Geral

2.1 Geometria e relatividade

Para um melhor entendimento dos espaços-tempos curvo considerados na relativi-

dade geral, é importante entender primeiro o formalismo geométrico envolvido.

Para o estudo do espaço-tempo precisamos do uso de um determinado tipo de

variedade 4-dimensional, mas para isso é necessário conhecer o que envolve o conceito de

variedade. A continuação vai-se explicar e descrever as propriedades de uma variedade

n-dimensional.

A variedade é um conceito fundamental na matemática e na física. A variedade

generaliza a ideia de geometria e espaço a qualquer dimensão, espaço que pode ser

curvado. De maneira mais geral uma variedade de dimensão n é um espaço topológico

que se parece localmente ao espaço Euclideano Rn [21]. Para de�nir a variedade de

uma forma mais rigorosa precisamos do uso de outros conceitos, então a continuação

vamos a de�nir os mais importantes, e começaremos com o conceito de mapa.

Um mapa φ é uma relação entre dois conjuntos, por exemplo M e N, que assegura

para cada elemento de M um elemento de N e se representa como φ : M → N . O

conjunto M é chamado de domínio do mapa φ e o conjunto de pontos em N , que

é mapeado por M , é chamado imagem de φ. O mapa φ é chamado injetor se cada

elemento em M tem no máximo um elemento em N , quer dizer, que φ : x → φ(x) é

injetor se x 6= x′ implica φ(x) 6= φ(x′), onde x ∈M e φ ∈ N . Se o mapa for sobrejetor,

cada elemento de N tem no mínimo um elemento de M correspondente. Se o mapa for

injetor e sobrejetor ao mesmo tempo, ele será chamado bijetor. Partindo de um mapa

bijetor φ podemos de�nir o mapa inverso como φ−1 : N →M .

Dado dois mapas φ : A → B e ψ : B → C, se pode de�nir a composição como
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A C

B

ψϕ
ϕψ

Figura 2.1: Composição entre os mapas φ e ψ.

φ ◦ ψ : A → C, fazendo a operação (φ ◦ ψ) = φ(ψ(a)) onde a ∈ A, ψ(a) ∈ B e

(φ◦ψ)(a) ∈ C como o mostra a �gura 2.1. Nesse caso se pode de�nir um mapa inverso

como (φ−1 ◦ φ)(a) = a.

Um mapa φ : Rm → Rn que vai de (x1, x2, ..., xm) para (y1, y2, ..., yn) mostra um

coleção de n funções de φi de m variáveis,

y1 = φ1(x1, x2, ..., xm),

y2 = φ2(x1, x2, ..., xm),
... (2.1)

yn = φn(x1, x2, ..., xm).

Uma maneira prática de representar uma função contínua e p vezes diferenciável é

através do simbolo Cp, um mapa φ : Rm → Rn é Cp se cada função componentes

é pelo menos Cp . Um mapa é C0 se é continuo mas não diferenciável e um mapa

C∞ é continuo e pode ser diferenciável quantas vezes nós queremos. Chamaremos dois

conjunto M e N difeomór�cos se existe um mapa C∞, φ : M → N , com inversa C∞

φ−1 : N →M , e neste caso o mapa φ é chamado um difeomor�smo [22].

Precisamos conhecer também o conceito de conjunto aberto, mas para um melhor

entendimento começaremos com a noção de bola aberta. Uma bola aberta é o conjunto

de todos os pontos x em Rn tal que |x−y| < r, para algum y ∈ Rn �xo e r ∈ R, onde |x|
é a norma do vetor x. Se pode dizer que a bola aberta é o interior de uma n-esfera de

raio r centrado em y. Assim um conjunto aberto V no Rn é um conjunto construído de

uma união de bolas abertas, eventualmente em número in�nito. Em outras palavras,

V ⊂ Rn é aberto se, para qualquer y ∈ V , há uma bola aberta centrada em y que
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está completamente dentro de V. Também se pode dizer que um conjunto aberto é o

interior de uma superfície fechada (n− 1)-dimensional.

Uma carta ou sistema de coordenadas consiste de um sub-conjunto U do conjunto

M , onde U forma parte de um mapa injetor φ : U → Rn, tal que a imagem φ(U) é um

aberto no Rn. Logo podemos dizer que U é um conjunto aberto em M .

Um atlas C∞ é uma coleção de cartas {(Uα, φα)}, os que satisfazem duas condições:

1. A união de Uα é igual a M , isto é, Uα cobre todo M .

2. Se dois cartas se interseccionam, Uα∩Uβ 6= ∅, então o mapa (φα◦φ−1β ) tem pontos

de φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn em φα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn, e todos esses mapas devem ser C∞

onde sejam de�nidos. O que �ca mais claro na �gura 2.2 a seguir.

MUβ
Uα ϕα

ϕβ
ϕβ ϕ-1α

ϕ-1βϕα
ϕα(Uα)

ϕβ(Uβ)

ℝn

Figura 2.2: Esquema que mostra a relação descrita no ponto 2 das condições que deve
descrever um atlas.

Em conclusão uma carta é o que normalmente pensamos como um sistema de coor-

denadas em um conjunto aberto, e um atlas é um conjunto de cartas que se superpõem.

O espaço topológico representa um conjunto formado por sub-conjuntos abertos.

Digamos que X é algum conjunto e T = {Ui|i ∈ I} é uma determinada coleção de

sub-conjuntos que satisfaz determinadas condições [21]. Então se diz que (X, T ) é um

espaço topológico onde Ui são chamados conjuntos abertos e T se diz que tem uma

topologia para X. Só X algumas vezes é chamado de espaço topológico.

Em topologia duas �guras são chamadas de equivalentes se pode-se deformar uma

�gura para chegar à forma da outra. Para ser mais claro de maneira matemática

precisamos conhecer a de�nição de homeomor�smo.
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Considerando X e Y dois espaços topológicos. Se diz que o mapa f : X → Y é um

homeomor�smo [21] se:

1. f é bijectiva.

2. f é contínua.

3. f tem inversa f−1 : Y → X e a inversa é também contínua.

Se diz então que existe um homeomor�smo entre X e Y , e também que X é home-

omorfo a Y e vice versa. Se conclui então que dois espaços homeomorfos são iguais

topologicamente falando.

Finalmente, uma variedade n-dimensional e C∞ é um conjunto M junto com um

�atlas maximal�. O requerimento que o atlas seja maximal é que dois espaços equiva-

lentes equipado com diferentes atlas não conta como diferentes variedades. Um atlas

completo é um atlas maximal. Matematicamente dizemos que M é uma variedade

n-dimensional diferenciável se [21, 23]:

1. M é um espaço topológico.

2. M é fornecido com uma família de pares {(Uα, φα)}.

3. A família de conjuntos abertos {Uα} cobre todo M, quer dizer, que a união de

Uα é igual aM. φα é um homeomor�smo de Uα.

4. Se dois cartas se interseccionam, Uα ∩ Uβ 6= ∅, então o mapa

(φα ◦ φ−1β ) : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ) (2.2)

é in�nitamente diferenciável.

O subconjunto Uα é chamado de coordenada da vizinhança. Uma variedade n-

dimensional pode ser introduzida em R2n, mas é importante realçar que a existência

da variedade é independente de qualquer introdução a um espaço maior. Também é

importante ter claro que uma variedade muitas vezes não pode ser coberta por só uma

carta.

O fato que as variedades se vejam localmente como Rn, o que é manifesto pela

construção de cartas coordenadas, introduz a possibilidade do analises na variedade

incluindo operações como diferenciação e integração. Agora nós podemos passar a

introduzir vários tipos de estruturas características de uma variedade. Começaremos

com vetores e espaços tangentes.
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Vamos construir um espaço tangente a uma curva no ponto p na variedade M,

usando só fatos intrínsecos a M. Uma curva λ(t) Ck em M é um mapa Ck em M.

Os vetores tangentes a uma função f no ponto λ(t0) são representados por (∂f/∂t)λ|t0 ,
onde (∂f/∂t)λ é a derivada de f na direção λ(t) e onde (∂/∂t)λ|t0 é o operador vetor

tangente à curva λ(t) no ponto λ(t0). Se de�nimos um sistema local de coordenadas

na vizinhança de p como (x1, ..., xn), então cada operador vetor tangente no ponto p se

pode expressar como uma combinação linear das derivadas em função das coordenadas

da vizinhança aj(∂/∂xj)|p = aj∂j|p, onde aj são números.

Então o espaço tangente Tp é o espaço de todos os vetores tangentes em p na vari-

edadeM. Seguindo o mostrado acima podemos dizer também que o espaço tangente

Tp é um espaço formado pelos operadores derivada direcional {∂µ} ao longo de curvas

que passam por p, forma uma base para o espaço tangente Tp [22].

O espaço cotangente ou dual T ∗p , num ponto p da variedade M, é formado por

operadores que levam vetores do espaço tangente a números reais (w : Tp → R). Tais
operadores são vetores covariantes que representa o gradiente de uma função f , deno-

tado por df . Se (x1, ..., xn) são coordenadas locais então o gradiente das coordenadas,

{dxµ}, são a base do espaço cotangente. Cumprindo com dxµ∂ν = δµν , onde {∂ν} é a

base do espaço tangente [22, 23], uma característica de espaços duais.

Um tensor T em um ponto deM é uma função,

T : T ∗P ⊗ · · · ⊗ T ∗P︸ ︷︷ ︸
r

⊗TP ⊗ · · · ⊗ TP︸ ︷︷ ︸
s

−→ R (2.3)

que é um mapa multilinear (de varias variáveis, que é linearmente separável em cada

variável e vai de um produto de espaços vetoriais até outro espaço vetorial) de vetores

e covetores em um pontoM até R. De (2.3) podemos dizer que o tensor T é do tipo

(r, s), com r índices covariantes e s índices contravariantes.

Se conhecemos as bases duais de T ∗P e TP ({dxµ} e {∂µ} respectivamente) podemos

formar a base para o espaço de todos os tensores. A base do espaço de tensores é

o produto das bases duais. Assim o tensor T que pertence a esse espaço pode ser

expressado em termo dessa base.

T = T µ1···µrν1···νs∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνs , (2.4)

onde {T µ1···µrν1···νs} são as componentes de T com respeito as bases duais {dxµ} e {∂µ}.
Se queremos uma transformação de coordenadas então,
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T µ
′
1···µ′r

ν′1···ν′s =
∂xµ

′
1

∂xµ1
· · · ∂x

µ′r

∂xµr
∂xν

′
1

∂xν1
· · · ∂x

ν′s

∂xνs
T µ1···µrν1···νs , (2.5)

onde {T µ′1···µ′rν′1···ν′s} também são componentes de T com respeito as bases duais {dxµ′}
e {∂µ′} [23].

Numa variedade Riemanniana M esta de�nida o tensor métrico (ou métrica Rie-

manniana) g como um tensor simétrico do tipo (0, 2) no ponto p da variedade dife-

renciável M. Então uma métrica Cr em M é um campo tensorial Cr simétrico g.

Se existe uma métrica g na variedade, podemos de�nir o produto interno entre dois

vetores U, V ∈ Tp como g(U, V ). Na variedade o produto interno é de�nido em cada

espaço tangente Tp, assim g(U, V ) é um mapa Tp ⊗ Tp → R.

As componentes de g em relação da base {∂µ} são o produto escalar dessas bases

vetoriais ∂µ,

gµν = g(∂µ, ∂ν) = g(∂ν , ∂µ) = gνµ. (2.6)

Temos que g pode ser expandido em termos de dxµ ⊗ dxν , como

g = gµνdx
µ ⊗ dxν . (2.7)

Como a matriz gµν é simétrica então seus autovalores são reais. Se g é Riemanniana,

seus autovalores serão estritamente positivos, mas se g é pseudo-Riemanniana alguns

podem ser negativos. Na relatividade geral se trabalha com g pseudo-Riemanniana,

especi�camente Lorentziana. Então a variedade (M, g) é uma variedade Lorentziana

de signatura (3, 1) onde o numero 3 e 1 representam o numero de autovalores positivos

e negativo respectivamente. Assim os elementos U do espaço Tp são divididos em três

tipos,

• g(U,U) > 0 −→ U é tipo espaço,

• g(U,U) = 0 −→ U é tipo luz,

• g(U,U) < 0 −→ U é tipo tempo.

Se queremos calcular a longitude de trajetória dS entre dois pontos P (xα) e P ′(xα+

dxα) temos que tomar em conta um deslocamento in�nitesimal dxµ∂µ ∈ Tp,

ds2 = g(dxµ∂µ, dx
ν∂ν), (2.8)

ds2 = dxµdxνg(∂µ, ∂ν), (2.9)

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.10)
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O termo ds2 é chamado de métrica também mas estritamente falando a métrica é um

tensor do tipo (2.7).

Uma de�nição que é importante estudar é o conceito de transporte paralelo. Vamos

calcular a derivada de um campo vetorial V µ, comparando o valor do campo no ponto

p com coordenadas x, com o valor do campo no ponto q in�nitesimalmente perto de

p, com coordenadas x + ∆x. Todo vetor está de�nido num espaço tangente e não

diretamente na variedade. Por essa razão não se pode comparar vetores que estão em

espaços vetoriais diferentes, como é o caso dos vetores em p e q que estão em Tp e Tq
respectivamente. O que temos que encontrar é um vetor V µ

p (x + ∆x) no espaço Tq e

que possua toda a informação do vetor V µ
p (x) em Tp. Desse modo se podem comparar

os vetores V µ
p (x+ ∆x) e V µ

q (x+ ∆x).

O vetor V µ
p (x + ∆x) é chamado do transporte paralelo de V µ

p (x). O transporte

paralelo de um vetor no ponto p a outro ponto q depende da curva que tem que seguir

para ir de p a q. Se o ponto p tem coordenadas xµ e o ponto q coordenadas xµ + ∆xµ

podemos escrever o novo vetor V µ
p (xν + ∆xν) como uma traslação de V µ

p (xν) ao longo

do intervalo ∆xν , como

V µ
p (xν + ∆xν) = V µ

p (xν)− ΓµνρV
ρ(xν)∆xν . (2.11)

O transporte paralelo depende do valor do fator Γ chamado conexão. Se a variedade

tem métrica, o que acontece na relatividade geral, se usa um valor preferido para Γ

chamado de conexão Levi-Civita, que tem a forma,

Γρµν =
1

2
gρλ (∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν) . (2.12)

A conexão de Levi-Civita é a única cuja derivada covariante é compatível com a métrica

e cuja torsão é nula. Em particular, se as bases são bases coordenadas {xα} e {xα′} a
lei de transformação de Γαβγ é:

Γα
′
β′γ′ =

∂xα
′

∂xα

(
∂2xα

∂xβ′∂xγ′
+
∂xβ

∂xβ′
∂xγ

∂xγ′
Γαβγ

)
. (2.13)

Comparando (2.13) com (2.5) vemos que para que Γαβγ, seja um tensor teria que

ter só o segundo termo somando da direita da equação (2.13).

Podemos de�nir a conexão a�n Γ em M como um operador que mapea de um

campo tensorial a outro campo tensorial. Se usamos a equação (2.11) obtemos um

operador conhecido como derivada covariante ∇XT designado para cada campo tenso-

rial X e que mapea um campo vetorial T que é Cr com r ≥ 1,
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∇µTν = ∂µTν − ΓλµνTλ. (2.14)

O operador derivada covariante aplicado a um tensor contravariante, T ν , numa dada

direção eµ, é

∇µT
ν = ∂µT

ν + ΓνλνT
λ. (2.15)

Podemos generalizar a derivada covariante ao longo de xµ a uma derivada covariante

ao longo da curva xµ(τ) como uρ∇ρV
µ, onde uρ = dxρ(τ)/dτ é o vetor tangente da

curva xρ(τ). Assim podemos dizer que um vector V µ é transportado paralelo ao longo

de uma curva xµ se a derivada covariante do vetor ao longo da curva é zero

uρ∇ρV
µ = 0. (2.16)

No caso de uma curva �reta�, a distância mais curta entre dois pontos e nela o vetor

tangente uµ é transportado paralelo a ele mesmo ao longo da curva, então temos

uρ∇ρu
µ = 0, (2.17)

ou
dxµ

dτ
+ Γµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0 . (2.18)

Essa curva é chamada de geodésica.

Passaremos a falar sobre uma de�nição muito importante em relatividade geral, a

curvatura. Uma variedade é curva se o transporte paralelo de um vetor através de uma

curva fechada resulta num vetor diferente ao voltar no ponto inicial. Se transportamos

paralelamente um vetor V λ ao longo de um paralelogramo in�nitesimal com lados dxµ

e dxν . Calculamos a diferença de trasladar o vetor ao longo de C (primeiro ao londo de

dxµ e logo dxν) e C ′ (primeiro ao londo de dxν e logo dxµ) como mostra a �gura 2.3,

para isso temos que calcular o comutador das derivadas covariantes de V λ, de maneira

geral ele é

[∇µ,∇ν ]V
λ = Rµνρ

λV ρ − T ρµν∇ρV
λ, (2.19)

onde

Rµνρ
λ = ∂µΓλνρ − ∂νΓλµρ + ΓλµσΓσνρ − ΓλνσΓσµρ, (2.20)

T ρµν = Γρµν − Γρνµ. (2.21)

O fator Rµνρ
λ é o tensor de Riemann que mede a diferença do transporte paralelo

12



C'
C

dxμ

dxν
dxν

dxμ

Figura 2.3: Transporte paralelo que segue o vetor V λ, seguindo C e C ′, para calcular
a curvatura do estaço fechado pelo paralelogramo.

de V λ por duas trajetórias diferentes e mede a curvatura do espaço dentro do paralelo-

gramo. Por isso, num espaço plano o tensor de Riemann é nulo, como Rµνρ
λ depende

só da conexão quer dizer que num espaço plano o valor conexão é zero. O fator T ρµν é

o tensor de torção que mede o grau de fechamento do paralelogramo. Na relatividade

geral consideramos o valor de γ como o mostrado em (2.12) o que nos leva a ter uma

torção de valor zero (T ρµν ≡ 0) assim garanta que o trasporte paralelo se realiza em um

paralelogramo fechado. Dessa maneira temos que a relatividade geral é uma teoria de

torção nula.

O tensor de Riemann é de ordem (1, 3) e sua forma totalmente contravariante se

pode conseguir contraindo-o com o uso do tensor métrico,

Rµνρσ = gσλRµνρ
λ . (2.22)

O tensor de curvatura também é antisimetrico nos últimos dois índices,

Rµνρσ = −Rµνσρ. (2.23)

Se contraímos dois índices se de�ne o tensor de Ricci,

Rµρ = gνσRµνρσ = Rµλρ
λ. (2.24)

E se contraímos o tensor de Ricci se de�ne o escalar de curvatura,

R = gµσRµσ = Rµ
µ. (2.25)

Vamos agora a desenvolver o conceito de estrutura causal. Surge um postulado que

encontramos em [23] que a�rma que uma sinal pode ser enviada entre dois pontos p e
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q de M se e somente se p e q podem-se unir mediante uma curva C1 dentro de M;

essa curva tem como nome curva tipo não-espaço ou curva causal. A relação que existe

entre p e q se lhe chama causalidade e vai depender das caraterísticas da métrica do

estaço-tempo.

Para estudar a estrutura causal de nosso espaço-tempo precisamos que se de�na

continuamente dentro dela uma separação de vetores (vetores do tipo não espaço) em

duas classes chamadas futuro e passado. Se é possível realizar essa separação diremos

que o espaço-tempo é orientável no tempo porque podemos diferenciar entre duas

orientações temporais, o futuro e o passado.

Se temos dois conjuntos L e U ∈ M, então o futuro cronológico de L relativo a

U é de�nido por I+(L,U), que contem o conjuntos de eventos (conjunto de todos os

pontos em U) ligados a L por curvas tipo-tempo. Também o futuro cronológico pode

ser denotado por I+(L). Da mesma forma se de�ne para ao passado cronológico onde

se usa o símbolo �−� como I−(L). As curvas tipo tempo tem como vetores tangentes

a vetores tipo tempo. Então as curvas que vão percorrer partículas massivas vão ser

curvas tipo tempo o que leva a elas ter quadrivelocidades tipo tempo.

Também se pode de�nir o futuro causal J+(L,U) de L relativo a U , como o união

de L∩U e o conjunto de todos os puntos em U . Os pontos em L podem ser ligados a U
por uma curvar tipo tempo ou tipo luz (não tipo espaço). Logo as partículas com massa

em repouso nula vão percorrer curvas tipo luz. Da mesma forma que para o futuro

cronológico se de�ne um passado cronológico também para o futuro causal também se

de�ne um passado causal que vai se representar por J−(L). Também o futuro causal

pode ser denotado por J+(L).

2.2 Equações de campo da relatividade geral

Uma proposta que fez Einstein foi da existência de uma relação entre a geometria

do espaço-tempo e a quantidade de matéria e energia no mesmo. Na relatividade geral

se descreve essa quantidade de matéria, presente no espaço-tempo, através de campos

de�nidos na variedade, associados a um tensor de energia-momento Tµν . Estes campos

obedecem umas equações de movimento que foram propostas por Einstein, escrita na

forma covariante [24] como

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

8πGN

c4
Tµν , (2.26)
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onde Gµν é o tensor de Einstein e GN é a constante gravitacional universal de Newton.

A equação (2.26) representa um conjunto de equações não lineares e é conhecida como

equação de campo de Einstein. O termo onde identi�camos o tensor de Ricci e o escalar

de curvatura R, representa a parte relacionada com a geometria do estaço-tempo. O

termo da direita que contem o tensor energia-momento Tµν , representa a quantidade de

matéria no espaço-tempo. Em geral através do tensor energia-momento Tµν podemos

saber como o espaço-tempo se deforma. Assim a equação (2.26) nos mostra a relação

entre a curvatura do espaço-tempo e seu conteúdo de massa. No limite não relativístico,

(2.26) fornece resultados previsto pela lei de Newton.

A lei de conservação de energia ∇µT
µν = 0, leva a que ∇µG

µν = 0. Como Rµν e

gµν são tensores simétricos, então o tensor de Einstein e o tensor de energia-momento

também são simétricos,

Gµν = Gνµ, (2.27)

Tµν = Tνµ. (2.28)

Por razões cosmológicas, Einstein introduziu uma constante na sua equação de

campo, o motivo foi para que a teoria concorda-se como a ideia de um universo estático

em grande escala. Aquela constante foi chamada constante cosmológica (Λ), assim a

equação de campo �ca

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

8πGN

c4
Tµν − Λgµν . (2.29)

Essa ultima equação continua sendo consistente com a gravidade Newtoniana só se

escolhemos um valor muito pequeno para a constante cosmológica. Comumente se usa

as chamadas unidades geométricas onde GN = c = 1. Pela conservação de energia e

momento temos,

∇ν

[
Rµν −

1

2
gµνR

]
= 0 (2.30)

o que impõe quatro grau de liberdade e da a independência ao conjunto de equações não

lineares que obtemos, assim das dez só seis são equações diferenciais independentes e são

necessárias para descrever o espaço-tempo. Isso acontece porque das dez componentes

da métrica, quatro podem tomar valores arbitrários dados pelo sistema de coordenadas

usado [23, 22]. O fato das equações de campo serem não lineares implica que as

soluções conhecidas não podem-se superpor para geral uma nova solução. Assim a não

linearidade complica a solução das equações de Einstein, mas uma possível simpli�cação

pode ser a simetria da métrica associada.
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Uma variedadeM é simétrica se após um difeomor�smo (transformação do mapa

M para ele mesmo) a métrica não muda. Isto é, se fazemos uma transformação

xµ −→ x̄µ = xµ + εKµ, (2.31)

então temos

ḡµν(x̄) =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
gµν(x). (2.32)

A transformação (2.31) é chamada de isometria se ḡµν(x̄) = gµν(x̄). E o vetor Kµ

é chamado de vetor de Killing. Assim o campos de Killing {Kµ} satisfazem a seguinte

equação

∇µKν +∇νKµ = 0 , (2.33)

conhecida como equação de Killing [25]. Se estamos numa variedade n-dimensional,

teremos como máximo n(n + 1)/2 vetores de Killing linearmente independentes. Esse

espaço-tempo é chamado de espaço maximalmente simétrico [25].

Se a métrica gµν é independente de uma das coordenadas xα, segue que

∂gµν
∂xα

= 0, (2.34)

o que signi�ca que se temos uma curva ao longo de xµ (µ 6= α), o comprimento da

curva é constante em traslações ao longo da direção xα. O vetor dual associada essas

traslações é o vetor de Killing que segundo [22]

Kµ =

(
∂

∂xα

)µ
, (2.35)

onde Kµ esta associado a uma simetria na coordenada xα.

2.3 Geometrias esfericamente simétricas e estáticas

No contexto da relatividade geral, simetrias podem ser implementadas através de

campos de Killing. De especial interesse neste projeto são as geometrias esfericamente

simétricas e estáticas.

Um espaço-tempo é chamado de estacionário se sua métrica possui um campo ve-

torial de Killing {Kµ} tipo tempo. Assim a métrica estacionária pode ser escrita como

ds2 = g00(~x)dt2 + g0i(~x)(dtdxi + dxidt) + gij(~x)dxidxj. (2.36)
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Logo um espaço-tempo é chamado de estático se o vetor de Killing tipo tempo

é ortogonal ao conjunto de hipersuperfície que sobre a geometria e invariante a uma

inversão temporal (g0i = 0). Portanto a métrica tem a forma

ds2 = g00(~x)dt2 + gij(~x)dxidxj. (2.37)

Embora a introdução de ideias genuinamente geométricas deva ser feita de forma

independente de sistema de coordenadas, de um ponto de vista prático o trabalho

em relatividade geral frequentemente exige sistemas de coordenadas especí�cos. Um

sistema de coordenadas muito útil é o (t, r, θ, φ), onde a coordenada temporal t está

associada a um campo de Killing tipo tempo, e as coordenadas (r, θ, φ) são as coorde-

nadas esféricas usuais.

O espaço-tempo se chama esfericamente simétrico se possui três vetores Killing

linearmente independentes e tipo-espaço (K1, K2, K3) que satisfazem [26]

[K1, K2] = K3, (2.38)

[K2, K3] = K1, (2.39)

[K3, K1] = K2. (2.40)

Agora podemos fazer uma mudança de coordenadas a (2.36) para coordenadas esféricas

(b, r) assim a métrica toma a forma

ds2 = gbb(b, r)dt
2 + 2gbr(b, r)dbdr + grr(b, r)dr

2 + r2dΩ2. (2.41)

onde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2. Logo, se pode fazer outra mudança de coordenadas (b, r)

para (t, r). Se de�nimos t(b, r), obtemos uma métrica da forma

ds2 = α(t, r) dt2 + β(t, r) dr2 + r2dΩ2. (2.42)

Se diferenciamos t(b, r)

dt =
∂t

∂b
db+

∂t

∂r
dr, (2.43)

dt2 =

(
∂t

∂b

)2

db2 + 2
∂t

∂b

∂t

∂r
dbdr +

(
∂t

∂r

)2

dr2 . (2.44)
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Agora substituímos (2.44) em (2.42) voltamos a (2.41) onde

α

(
∂t

∂b

)2

= gbba , (2.45)

α
∂t

∂b

∂t

∂r
= gbr , (2.46)

β + α

(
∂t

∂t

)2

= grr. (2.47)

Então no sistema de coordenadas (t, r, θ, φ), a métrica associada a um espaço-tempo

esfericamente simétrico e estático pode ser escrita como:

ds2 = −A(r) dt2 +
1

B(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.48)

Nem todas as escolhas de funções A e B são admissíveis para que a métrica (2.48)

esteja associada a um espaço-tempo �bem de�nido�. Por exemplo, a escolha

A(r) = B(r) = 1 (2.49)

certamente é possível, e está associada ao espaço-tempo de Minkowski. Entretanto,

B(r) = −A(r) = 1 não descreve uma variedade Lorentziana, e portanto não modela

um espaço-tempo. Como foi comentado, para que a métrica (2.48) seja Lorentziana o

sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) debe ser válido somente para valores de r que fazem

A(r) > 0 e B(r) > 0.

E mesmo quando as funções A e B são aceitáveis, o sistema de coordenadas

(t, r, θ, φ) não necessariamente é válido para qualquer t ou r. Por exemplo, ele nunca

é válido para r = 0. Esta é uma característica do sistema de coordenadas esféricos.

Outra geometria, mais relevante para nosso trabalho, envolve a chamada métrica de

Schwarzschild [24], dada por

A(r) = B(r) = 1− 2M

r
, (2.50)

ou

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.51)

Chamaremos o espaço-tempo assintoticamente plano como aquele que se torna um

espaço-tempo de Mikowski no in�nito [27]. Nesse caso no limite de r −→∞ as funções

18



A(r) e B(r) se comportam como,

A(r) ∼ B(r) ∼ 1 +O
(

1

r

)
. (2.52)

Um sistema de coordenadas muitas vezes conveniente para os nossos propósitos é

baseado na coordenada radial apelidada de �coordenada tartaruga� (tortoise coordinate,

segundo Wheeler [24]). A coordenada radial tartaruga r?, considerando a métrica

(2.48), é de�nida como:
dr?(r)

dr
=

1

H(r)
. (2.53)

onde H(r) =
√
A(r)B(r). Note que, na de�nição acima, ainda existe uma constante

de integração arbitrária.

No sistema de coordenadas (t, r?, θ, φ), a métrica (2.48) é escrita como

ds2 = A(r?)
(
−dt2 + dr2?

)
+ r2(r?)

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (2.54)

onde

A(r?) = A(r(r?)) . (2.55)

Ainda são necessárias duas funções para caracterizar a métrica (2.54), A(r?) e r(r?).

Um caso que é relevante no trabalho a ser desenvolvido é a métrica anti-de Sitter

(AdS). Ela é uma solução das equações de Einstein com uma constante cosmológica Λ

negativa. No sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) é dada por (2.48) com

A(r) = B(r) = 1 +
r2

R2
, (2.56)

onde R2 > 0. Nesta caso, Λ = −3/R2 < 0. O sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) é bem

de�nido para r > 0. Este espaço-tempo não é assintoticamente plano, ao contrário dos

espaços-tempos de Minkowski e Schwarzschild já comentados.

A função r?(r) para a geometria AdS �ca:

r?(r) = R arctan
( r
R

)
, (2.57)

Com este resultado, é possível encontrarmos explicitamente as funções A(r?) e r(r?):

r(r?) = R tan
(r?
R

)
, (2.58)

A(r?) = sec2
(r?
R

)
. (2.59)
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Vemos que, para a escolha da constante de integração em (2.57), r? → πR/2 a me-

dida que r → ∞. Note que a coordenada r?, como qualquer outra coordenada, não

necessariamente assume qualquer valor. Neste caso, 0 < r? < πR/2.

A expressão completa para a métrica, no sistema de coordenadas (t, r?, θ, φ), é

então:

ds2 = sec2
(r?
R

) (
−dt2 + dr2?

)
+R2 tan

(r?
R

)2 (
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (2.60)

2.4 Buracos negros

Um objeto de estudo de grande interesse para esse trabalho é o buraco negro. Os

buracos negros são objetos compactos que criam um campo gravitacional tão forte que

nem a luz pode escapar. Estas estruturas surgem como consequência da formulação da

teoria da relatividade geral de Einstein predizendo que corpos precisam se contrair o

su�ciente para concentrar a matéria numa região do espaço su�cientemente compacta

para ser chamada de buraco negro. Se esse corpo é de massa M e sofre uma contração

ate um determinado valor do raio r+ = 2GM/c2, a velocidade de escape nesse caso seria

da velocidade da luz o que nos diz que nenhum corpo a essa distância pode escapar do

buraco negro [26].

A superfície do buraco negro é chamada de horizonte de eventos e demarca duas

regiões do espaço-tempo desconectadas causalmente uma da outra só no sentido da

região dentro do buraco negro com a região fora dele, essa superfície é de tipo luz. Em

um espaço-tempo estacionário e assintoticamente plano o horizonte de eventos coincide

com o horizonte de Killing [23]. Um horizonte de Killing é de�nido como uma superfície

onde os vetores de Killing (Xµ) tangentes a ela são de tipo luz, XµXµ = 0 [28]. O

horizonte de Killing (e normalmente de eventos) é dado por r = r+, onde r+ é a maior

raiz positiva de ambas as funções A e B, com A(r) > 0 e B(r) > 0 para r > r+.

O buraco negro mais simples é descrito pela métrica de Schwarzschild (2.51), uma

solução de vácuo das equação de Einstein [2]. Essa métrica é esfericamente simétrica

e estática, eletricamente neutra e sem rotação. Pelo princípio de equivalência, essa

solução representa o espaço-tempo ao redor de um objeto de masa M na origem do

sistema de coordenadas. Como se pode ver em (2.50), o termo B−1 da métrica de

Schwarzschild diverge em r = 2M . Neste caso, o sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) só

é válido para r > 2M . Para falarmos sobre a região r ≤ 2M , um procedimento de

extensão analítica deve ser introduzido [26].

As soluções podem ainda se generalizar para objetos esfericamente simétricos com
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carga elétrica Q, chamadas soluções de Reissner-Nordström onde

A(r) = B(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
. (2.61)

Os casos anteriores de solução são para constante cosmológica nula Λ = 0. De uma

forma generalizada podemos obter as soluções de eletrovácuo, onde as funções A(r) e

B(r) são

A(r) = B(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
− Λ

3
r2. (2.62)

Uma grandeza associada a um determinado horizonte de Killing é a chamada gra-

vidade super�cial κ, de�nida como

∇µ(KνKν) = −2κKµ, (2.63)

onde Kµ é o vetor de Killing tipo tempo como horizonte de Killing r = r+. A gravidade

super�cial de um buraco negro �sicamente pode ser entendida como a força exercida

por um observador no in�nito, necessária para manter uma partícula teste em repouso

sobre o horizonte de eventos [29]. Como as componentes da métrica não dependem da

coordenada t, então

Kµ =
∂

∂t
= (1, 0, 0, 0). (2.64)

A norma do vetor de Killing Kµ é

KµKµ = gµνK
µKν = −A(r), (2.65)

e a norma do vetor de Killing Kµ na superfície r = r+ é

KµKµ = −A(r+) = 0, (2.66)

o que mostra de a superfície r = r+ é uma superfície de Killing. Como é mostrado

em [30] no limite do horizonte de Killing (r → r+) para as geometrias esfericamente

simétricas e estáticas, a gravidade super�cial κ toma a forma

κ+ = lim
r→r+

∣∣∣∣12 dH(r)

dr

∣∣∣∣ , (2.67)

onde a função H foi introduzida logo após (2.53).

Até agora foi explicado um tratamento clássico do buraco negro, que estabelece que

nenhuma partícula pode ser emitida por este e escapar do horizonte de eventos. No

entanto uma abordagem da mecânica quântica em espaços curvos nos pode ajudar a
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ver os efeitos quânticos na vizinhança do horizonte de eventos. Um trabalho feito por

Hawking [31] utilizou esta abordagem onde os campos de matéria e radiação obedecem

as equações de onda da mecânica quântica, mas uma métrica clássica gµν , onde a

emissão de partículas é possível para um buraco negro.

Em resumo, a evaporação de Hawking mostra que na vizinhança do horizonte de

evento de um buraco negro, esse emite partículas como um corpo negro com tempera-

tura, chamada como temperatura de Hawking

TH =
κ

2π
, (2.68)

onde κ é a gravidade super�cial do buraco negro.
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Capítulo 3

Mundos Brana

3.1 O universo como uma brana

Como se comentou no capítulo 1, a teoria de cordas esboça um universo que possui

dez dimensões [6], onde nove são espaciais e uma temporal. Neste contexto surgem os

modelos de Mundos Brana [7]. Eles se propõem a serem modelos efetivos que re�etem

algumas características das teorias de cordas. O modelo estabelece que as partículas

do modelo padrão da física de altas energias vivem sobre uma hipersuperfície chamada

3-brana, que representa nosso universo observável. Esta brana esta inserida em um

espaço-tempo (4 + d)-dimensional, o bulk, onde d é o número de dimensões extra e

os campos gravitacionais vivem em todo o espaço-tempo, se propagando livremente

em todo o bulk. Uma realização efetiva destas ideias foi proposta por Arkani-Hamed,

Dimopoulos e Dvali (ADD) [16] e outra implementação foi proposta por Randall e Sun-

drum [17, 18], onde todos eles tiveram como intuito inicial fornecer um novo mecanismo

para solucionar o problema de hierarquia.

O problema de hierarquia [16] surge da existência da grande diferença entre a escala

eletrofraca Eef ∼ 103 GeV e a escala de Planck 4-dimensional Ep ∼ 1019 GeV, essa

diferença gera um problema quando se faz necessário um tratamento uni�cado da

gravitação e da mecânica quântica para um determinado processo físico. Essa grande

diferença nos leva a nos pergunta: �porque a escala eletrofraca é tão pequena em relação

a escala de Planck?� e assim surge o problema de hierarquia e, busca dar resposta a

essa pergunta. Para resolver esse problema tem surgido diferentes propostas, como o

estudo da supersimetria, modelo technicolor e também modelos com dimensões extras

[32].

A continuação vamos apresentamos alguns modelos propostos para solucionar o

problema de hierarquia, como o desenvolvido por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali
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[16] e o de Randall e Sundrum [17, 18].

3.2 Modelo ADD

Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) [16] propuseram uma solução para o

problema de hierarquia em física de altas energias, através do uso de dimensões extras.

Uma consequência de considerar dimensões extras é que a gravidade se torna fraca

pela existência de fugas para as dimensões a mais, em outras palavras os campos

gravitacionais estão livres para se propagarem em todas as direções. Mas ao mesmo

tempo, os campos de matéria estão con�nados a uma brana 4-dimensional.

O modelo ADD considera d dimensões extras com raio de compacti�cação da ordem

de R. Usando duas massas teste m1 e m2 separadas uma distância r podemos conhecer

a lei de Gauss para quatro dimensões que resulta proporcional a 1/r e de forma geral

para (4 + d) dimensões seria proporcional a 1/r1+d. Para escalas r � R, o potencial

(4 + d)-dimensional é

V (r) ∼ G4+dm1m2

r1+d
, (3.1)

onde o G4+d é a constante gravitacional universal (4+d)-dimensional. A essa distância

as dimensões extras in�uem no comportamento no potencial. Por outro lado, se a

distância entre as massas é r � R, então as dimensões adicionais não podem contribuir

ao potencial, assim ele será

V (r) ∼ G4m1m2

r
, (3.2)

ou também se considera nas dimensões extras r = R e

V (r) ∼ G4+dm1m2

rRd
. (3.3)

Com tudo isso, podemos calcular em nosso universo 4-dimensional a escala gravitacional

G4 a partir de

V (r) ∼ G4+dm1m2

rRd
=
G4m1m2

r
, (3.4)

pode ser escrita como

G4 =
G4+d

Rd
, (3.5)

em função da escala G4+d e o raio de compacti�cação R. Assim a massa de Planck

4-dimensional Mp (onde Mp = M4) se relaciona de forma geral

M2
p = M2+d

4+dR
d, (3.6)
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onde a constante de acoplamento da interação gravitacional (4 + d)-dimensional é

k24+d = G4+d =
1

M2+d
4+d

. (3.7)

Vamos suporM4+d da ordem da escala eletrofraca (103GeV ) eMp da ordem de 1018GeV

[16]. Usando unidades relativísticas 1cm ≈ 1017/TeV , temos de (3.6)

R =
M

2/d
p

M
(1+2/d)
4+d

=
(1018GeV )2/d

(103GeV )1+2/d
= 10(30/d)−17cm. (3.8)

Se consideramos uma única dimensão extra (i.e. d=1) o valor de R será da ordem

de 1013 o que implica violações na gravitação em distâncias da ordem do tamanho do

sistema solar, excluindo a possibilidade de uma única dimensão extra. Experimentos

realizados até então mostraram que a escala de distância não deve ultrapassar 0, 1mm

para não entrar em con�ito com a lei da gravitação [33, 34, 35]. Por outro lado, se

d=2 o valor do raio das dimensões extra resulta ser R ≈ 0, 1mm. Portanto para o

modelo ADD o número de dimensões extra deve ser d ≥ 2 para que seja compatível

como os experimentos. Por outro lado as dimensões extras consideradas nesse modelo

são planas a diferença do modelo de Randall-Sundrum que veremos a seguir.

3.3 Modelos Randall-Sundrum

Nos modelos de Randall e Sundrum [17, 18] é assumido um bulk com 5 dimensões

onde se tem uma dimensão extra que é compacti�cada mas não à escala de Planck.

No espaço-tempo 5-dimensional apenas a gravidade se pode propagar livremente. Para

con�nar a gravidade na brana, é postulado que a gravitação no bulk é compatível com

uma constante cosmológica negativa conforme (2.56). O efeito da constante cosmoló-

gica é con�nar o campo gravitacional próximo da brana.

3.3.1 Randall-Sundrum I

O modelo Randall-Sundrum I [18] adota duas 3-branas imersas num bulk 5-dimen-

sional onde a dimensão extra é espacial e compacta, consistindo em um espaço-tempo

AdS2
5 . A dimensão extra, representada por y, possui raio de compacti�cação rc de modo

que −πrc 6 y 6 πrc. Além disso o bulk possui simetria S1/Z2, y → −y, que quer dizer
que as branas funcionarão como espelhos dividindo o bulk em duas partes idênticas.

Ambas branas se encontram em posições �xas no bulk e podem ser interpretadas como
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yπrc0

gvis gesc

bulkGμνΛ5

λvis<0 λesc>0
Brana visivel Brana escondida

Figura 3.1: Esquema que mostra as duas branas do modelo de Randall-Sundrum I,
onde por efeitos de facilidade no desenho foi suprimida uma dimensão espacial. As
duas 3-branas estão imersas num bulk de cinco dimensões.

condições de contorno no espaço 5-dimensional. A brana visível corresponde a nosso

universo observável sobre o ponto y = 0 e a outra brana escondida, a qual não temos

acesso, sobre o ponto y = πrc como mostra a �gura 3.1. Assim podemos escrever as

métricas sobre as branas como

gabvis = qµν(y = 0)δaµδ
b
ν , (3.9)

gabesc = qµν(y = πrc)δ
a
µδ

b
ν , (3.10)

com µ, ν = 0, . . . , 4 e a, b = 0, . . . , 3.

A ação clássica que descreve este cenário é dada por

S = S5 + Svis + Sesc , (3.11)

com

S5 =

∫
d4xdy

√
−q[−Λ5 + 2M3

5
(5)R] , (3.12)

Svis =

∫
d4x
√
−gvis[Lvis + 2λvis] , (3.13)
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Sesc =

∫
d4x
√
−gesc[Lesc + 2λesc] , (3.14)

onde q, gvis e gesc são os determinantes das métricas do bulk, brana visível e brana

escondida, respectivamente. Λ5, M5 e (5)R são a constante cosmológica, a massa de

Planck e o escalar de Ricci em 5 dimensões, respectivamente. λvis e λesc são as tensões

nas branas. As Lagrangianas das branas são dadas por Lvis e Lesc mas não precisam ser

conhecidas em detalhe para se determinar a métrica do bulk 5-dimensional. Calculando

a ação (3.11) temos

S =

∫
d4xdy

[√
−q{−Λ5 + 2M3

5
(5)R}

+
√
−gvis{Lvis + 2λvis}δ(y)

+
√
−gesc{Lesc + 2λesc}δ(y − πrc)

]
,

(3.15)

e logo fazendo uma variação com respeito as coordenadas

δS =

∫
d4xdy

{
1

2

√
−q(−Λ5 + 2M3

5
(5)R)

+
√
−q2M3

5 (−(5)R
µν
δqµν + qµνδ(5)Rµν)

−
√
−gvisgabvisδgvisab λvisδ(y)−

√
−gescgabescδgescab λescδ(y − πrc)

}
,

(3.16)

onde usamos de [22]

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν , (3.17)

δ(5)R = qµνδ(5)Rµν + (5)Rµνδq
µν . (3.18)

Lembrando que nas fronteiras

δgab = δqµνδ
µ
aδ

ν
b , (3.19)

desprezando o termo envolvendo δ(5)Rµν e aplicando o princípio de mínima ação δS = 0

igualamos (3.16) a zero, e obtemos as equações de campo,

√
|q|
[
(5)R

µν − 1

2
qµν (5)R

]
= − 1

4M3
5

[√
|q|qµνΛ5

+ 2
√
|gvis|gabvisδµaδνbλvisδ(y)

+ 2
√
|gesc|gabescδµaδνbλescδ(y − πrc)

]
.

(3.20)
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Randall e Sundrum sugerem uma métrica AdS5 da forma

ds2 = e2σ(y)ηabdx
adxb + dy2 , (3.21)

onde ηµν é a métrica de Minkowski 4-dimensional. Vemos que na métrica (3.21) o

termo 4-dimensional está multiplicado por um fator de deformação ou warp (e2σ(y))

que muda rapidamente dependendo da coordenada adicional. Esse fator exponencial

na métrica atenua a gravidade e corrige o problema de hierarquia, esse fato vamos ver

mais adiante.

Da métrica (3.21) podemos calcular o tensor de Ricci e assim junto com as de-

mais quantidades que nos proporciona a métrica, podemos aplicar eles na equação de

Einstein. As componentes da conexão não nulas são

Γ0
0y = Γ0

y0 = Γiiy = Γiyi =
dσ(y)

dy
, (3.22)

Γy00 = −Γyii =
dσ(y)

dy
e2σ(y) , (3.23)

onde i = 1, 2, 3. Logo usamos o valor da conexão para calcular o tensor de Ricci,

(5)R00 = e2σ(y)

[
d2σ(y)

dy2
+ 4

(
dσ(y)

dy

)2
]
, (3.24)

(5)Rii = −e2σ(y)
[

d2σ(y)

dy2
+ 4

(
dσ(y)

dy

)2
]
, (3.25)

(5)Ryy = −4

[
d2σ(y)

dy2
+

(
dσ(y)

dy

)2
]
. (3.26)

Com essas quantidades podemos calcular o escalar de curvatura

(5)R = −8
d2σ(y)

dy2
− 20

(
dσ(y)

dy

)2

. (3.27)

Aplicando os resultados (3.24) até (3.27) nas equações de campo (3.20), obtemos

duas equações independentes

6

(
dσ

dy

)2

= − 1

4M3
5

Λ5 , (3.28)

3
d2σ

dy2
=
λvisδ(y)

2M3
5

+
λescδ(y − πrc)

2M3
5

. (3.29)
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A solução que respeita a simetria do problema y → −y para a equação (3.28) é

σ = ±|y|

√
− Λ5

24M3
5

, (3.30)

a única solução aceitável é que a constante cosmológica do bulk Λ5 seja negativa, pois de

outro modo o valor do warp seria imaginário assim também como a métrica. Portanto

a métrica Ansatz proposta (3.21) representa um espaço-tempo AdS5 como se supôs

inicialmente.

Derivando a equação (3.30) e considerando a condição de periodicidade da coorde-

nada y, temos

d2σ

dy2
= ±2|y|

√
− Λ5

24M3
5

[δ(y)− δ(y − πrc)] . (3.31)

Comparando (3.31) com (3.29), vemos que para que a métrica (3.21) seja solução

da equação de Einstein, temos que

λvis = −λesc = ∓12M3
5k, (3.32)

ou

Λ5 = −24M3
5k

2, (3.33)

onde

k =

√
− Λ5

24M3
5

. (3.34)

Com estes cálculos, a métrica no bulk pode ser escrita como

ds2 = e±2k|y|ηabdx
adxb + dy2 . (3.35)

O fator exponencial warp re�ete a propriedade de con�namento da constante cosmo-

lógica do bulk (Λ5). Esta métrica (3.35) com sinal positivo na exponencial corresponde

ao primeiro modelo de Randall-Sundrum e a brana escondida possui tensão positiva e

a brana visível tensão negativa, sendo este fato um problema pois induz uma gravidade

repulsiva na brana visível.

Como falamos anteriormente o termo exponencial na métrica gera a hierarquia

e a continuação vai-se mostrar esse fato. Consideremos ao redor da métrica (3.35)

�utuações gravitacionais sem massa da forma

ḡab = ηab + h̄ab, (3.36)
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onde ḡab correspondem a métrica 4-dimensional perturbada e |h̄ab| � 1 é a perturba-

ção da métrica de Minkowski ηab. Substituindo as �utuações na ação original (3.16),

obtemos uma ação efetiva que inclui o seguinte termo

S =

∫
d4xdy2M3

5

√
e±8k|y|(−ḡ)(5)R. (3.37)

Também de (3.36) em (3.35) temos

gabvis = e±2k|y|ḡabδ(y), (3.38)

gabesc = e±2k|y|ḡabδ(y − πrc). (3.39)

Calculando (5)R, temos

(5)R = gab(5)Rab + · · · (3.40)

= e±2k|y|ḡab(5)Rab + · · · (3.41)

= e±2k|y|(4)R + · · · , (3.42)

onde (4)R é o escalar de Ricci 4-dimensional construído com base na métrica ḡ. Com

esses resultados a ação efetiva em quatro dimensões �ca

Seff ≈ ±
∫
d4xdy2M3

5 e
±2k|y|√−ḡ(4)R. (3.43)

Integrando em y, obtemos a ação em 4 dimensões e calculamos

M2
4 = ±M3

5

∫ πrc

0

dye±2k|y| = ±M
3
5

k
(e2kπrc − 1). (3.44)

Esse resultado nos mostra que a escala de Planck em quatro dimensões (M4) de-

pende exponencialmente do raio de compacti�cação, o que é uma dependência fraca no

limite de krc grande para quando tomarmos a sinal negativo na equação (3.44). Tam-

bém nos permite a geração de hierarquia completa baixo a condição de uma dimensão

extra, o que não pode calcular o modelo ADD.

3.3.2 Randall-Sundrum II

Neste segundo modelo de Randall e Sundrum [17] o bulk tem uma geometria anti-de

Sitter, AdS5 com simetria Z2. A diferença com o primeiro modelo é que no presente

caso tem-se uma dimensão extra não compacta mas sim in�nita (com rc →∞) e tem-se
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uma única 3-brana. A brana tem tensão positiva o que gera uma gravidade atrativa

como esperado dada a realidade física. A condição de periodicidade não é necessária,

somente o uso da simetria y ↔ −y. Neste modelo a dedução da solução é semelhante

ao método anterior. Assim, a métrica no bulk é

ds2 = e−2k|y|ηabdx
adxb + dy2 , (3.45)

que corresponde a (3.35) com sinal negativo onde 0 ≤ y ≤ π. Por causa do transporte de

energia, a gravidade é mais forte perto da brana e diminui exponencialmente conforme

se �ca mais longe dela na dimensão extra. Esse novo fator atenua a gravidade e corrige

o problema de hierarquia.

Uma propriedade dos modelos Randall-Sundrum é que eles podem ser escritos na

forma conformalmente plana, se �zermos uma transformação de coordenadas com

z = ley/l, (3.46)

onde l = 1/k é o raio AdS. Assim a métrica (3.45) pode ser escrita como

ds2 =
l2

z2
[ηabdx

adxb + dz2] . (3.47)

A equação (3.47) tem a forma da métrica de Fe�erman-Graham [36] para qualquer

solução AdS em (d+ 1)-dimensões.

Se a métrica de Minkowski na equação (3.47) é substituída por qualquer métrica

de Ricci plana ainda pode ser solução da equação de Einstein (com constante cosmo-

logica negativa) [37], esse procedimento é discutido em soluções gerais de p-branas.

Considerando essa propriedade podemos substituir qualquer solução da relatividade

geral e estudar o comportamento de buraco negros sobre a brana em um cenário tipo

Randall-Sundrum.

3.4 Formalismo covariante na brana

No tratamento proposto por Maeda, Sasaki e Shiromizu [19] foi desenvolvida uma

abordagem covariante, do ponto de vista de um observador na brana. Essa abordagem

foi realizada para derivar as equações de Einstein na 3-brana imersa num bulk 5-

dimensional com simetria Z2. As equações na 3-brana se reduzem às equações de

Einstein convencionais no limite de baixas energias.

Por efeito de simplicidade se considera inicialmente que o bulk espaço-temporal tem
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5 dimensões, 4 dimensões espaciais e 1 dimensão temporal, e nenhuma outra condição

mais. O mundo 4-dimensional (3-brana) é descrito por (M, gµν) imerso num espaço-

tempo 5-dimensional (V , qµν). De�nindo o vetor unitário normal a M como nα, e a

métrica na brana como

gµν = qµν − nµnν , gµν = qµν − nµnν e gνµ = qνµ − nµnν . (3.48)

Os índices gregos vão de 0 a 3 para os tensores em 4 dimensões e de 0 a 4 para tensores

em 5 dimensões. Algumas propriedades de nµ, considerando que é normal à brana são

nµnµ = 1 , qµνn
µnν = 1 e gµνn

µ = 0 , (3.49)

onde gνµ é um operador de projeção sobre a brana. As equações que mostram a relação

entre a brana e o bulk são as equações de Gauss

(4)Rα
βγδ = (5)Rµ

νρσgµ
αgβ

νgγ
ρgδ

σ +Kα
γKβδ −Kα

δKβγ , (3.50)

e a equação de Codacci [19]

DνKµ
ν −DµK = (5)Rρσn

σgµ
ρ , (3.51)

onde Kµν = gµ
αgν

β∇αnβ é a curvatura extrínseca deM, que pode ser entendida como

uma curvatura da brana no espaço-tempo 5-dimensional. Kµ
µ = K é o traço e Dµ é o

operador derivada covariante em relação à métrica gµν . Contraindo (3.50) com relação

aos índices α e γ e logo usando a propriedade (3.48), o resultado pode ser escrito como

(4)Rµν = (5)Rδσgµ
δgν

σ − (5)Rβ
δρσnβn

ρgµ
δgν

σ +KKµν −Kν
αKµα . (3.52)

Contraindo (3.52) podemos obter o escalar de Ricci em 4 dimensões

(4)R = gµν (4)Rµν , (3.53)

(4)R = (5)Rδσg
δσ − gµν (5)Rβ

δρσnβn
ρgµ

δgν
σ +K2 −KµαKµα. (3.54)

Com a ajuda de (3.52) e (3.54) calculamos as equações de Einstein

(4)Gµν = (4)Rµν −
1

2
gµν

(4)R , (3.55)
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(4)Gµν = (5)Rδσgµ
δgν

σ − 1

2
(5)Rδσg

δσgµν +KKµν −Kν
αKµα

− 1

2
gµν(K

2 −KµαKµα−g
µν (5)Rβ

δρσnβn
ρgµ

δgν
σ)− Ẽµν ,

(3.56)

onde Ẽµν = (5)Rβ
δρσnβn

ρgµ
δgν

σ.

Da equação (3.56) podemos extrair o segundo termo da direita −1
2
(5)Rδσg

δσgµν e

escrever de outra forma mais conveniente,

−1

2
(5)Rδσg

δσgµν = −1

2

[
(5)Rδσg

δσgδσ
]
gµ

δgν
σ, (3.57)

−1

2
(5)Rδσg

δσgµν = −1

2

[
(qδσ − nδnσ)(5)Rδσ(qδσ − nδnσ)

]
gµ

δgν
σ, (3.58)

−1

2
(5)Rδσg

δσgµν = −1

2

[
qδσ

(5)R− (gδσ + nδnσ)(5)Rδσn
δnσ

− nδnσ
(5)R + nδnσ

(5)Rδσn
δnσ
]
gµ

δgν
σ.

(3.59)

Usando (5)R = qδσ(5)Rδσ e (3.48) e (3.49) em (3.59) temos �nalmente

−1

2
(5)Rδσg

δσgµν = −1

2
qδσ

(5)Rgµ
δgν

σ +
1

2
(5)Rδσn

δnσgµν . (3.60)

Substituindo o resultado (3.60) na expressão (3.56),

(4)Gµν =

(
(5)Rδσ −

1

2
qδσ

(5)R

)
gµ

δgν
σ +

1

2
(5)Rδσn

δnσgµν +KKµν −Kν
αKµα

− 1

2
gµν(K

2 −KµαKµα − (5)Rβ
δρσnβn

ρgδσ)− Ẽµν ,
(3.61)

(4)Gµν =(5) Gδσgµ
δgν

σ +KKµν −Kν
αKµα − Ẽµν

− 1

2
gµν [K

2 −KµαKµα − (5)Rδσn
δnσ − (5)Rβ

δρσnβn
ρ(qδσ − nδnσ)],

(3.62)

(4)Gµν =(5) Gδσgµ
δgν

σ +KKµν −Kν
αKµα − Ẽµν +

1

2
gµν [−K2 +KµαKµα

+ (5)Rδσn
δnσ + (5)Rβ

ρnβn
ρ − (5)Rβ

δρσnβn
ρnδnσ],

(3.63)

onde (5)Gδσ = (5)Rδσ − 1
2
qδσ

(5)R é a equação de campo de Einstein em 5 dimensões.

Calculando os termos (5)Rβ
ρnβn

ρ e (5)Rβ
δρσnβn

ρnδnσ de (3.63) obtemos

(5)Rβ
ρnβn

ρ = qδβ(5)Rδρnβn
ρ = (5)Rδρn

δnρ (3.64)
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e
(5)Rβ

δρσnβn
ρnδnσ = qαβ(5)Rαδρσnβn

ρnδnσ = (5)Rαδρσn
αnρnδnσ = 0 (3.65)

respectivamente, onde o tensor (5)Rαδρσ é anti-simétrico e nαnρnδnσ é um tensor simé-

trico. Assim o tensor de Einstein (3.63) 4-dimensional �ca

(4)Gµν = (5)Gδσgµ
δgν

σ +KKµν −Kν
αKµα − Ẽµν

+ gµν
(5)Rδσn

δnσ +
1

2
gµν [−K2 +KµαKµα].

(3.66)

Vamos agora procurar uma relação de (4)Gµν com a menor quantidade e fatores

5-dimensionais possível, já que pretendemos obter as equações de Einstein na brana.

Começaremos usando as equações de Einstein 5-dimensionais

(5)Gδσ = (5)Rδσ −
1

2
qδσ

(5)R = κ25
(5)T δσ, (3.67)

onde κ25 e
(5)T δσ é a constante gravitacional e o tensor energia-momento calculados no

bulk, respectivamente. E também o tensor de Weyl no bulk 5-dimensional

(5)Cαβγδ = (5)Rαβγδ −
1

3
(qαγ

(5)Rδβ − qαδ(5)Rγβ − qβγ(5)Rδα + qβδ
(5)Rγα)

+
1

12
(qαγqδβ − qαδqγβ)(5)R.

(3.68)

De (3.67) podemos obter o escalar de Ricci e o tensor de Ricci 5-dimensional em

termos do tensor energia-momento 5-dimensional,

(5)R = −2

3
κ25

(5)T , (3.69)

(5)Rδσ =
1

3
κ25(3

(5)T δσ − qδσ(5)T ). (3.70)

Relacionando Ẽµν com o tensor de Weyl 5-dimensional (5)Cαβγδ da equação (3.68),

Ẽµν = (5)Rβ
δρσnβn

ρgµ
δgν

σ = qαβ(5)Rαδρσnβn
ρgµ

δgν
σ, (3.71)

= (5)Rαδρσn
αnρgµ

δgν
σ = (5)Rαβγδn

αnγgµ
βgν

δ. (3.72)

Logo multiplicando (3.68) por nαnγgµβgνδ

(5)Cαβγδn
αnγgµ

βgν
δ = Ẽµν −

1

3

(
qαγ

(5)Rδβ − qαδ(5)Rγβ − qβγ(5)Rδα (3.73)

+ qβδ
(5)Rγα

)
nαnγgµ

βgν
δ +

1

12
(qαγqδβ − qαδqγβ)(5)Rnαnγgµ

βgν
δ,
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(5)Cαβγδn
αnγgµ

βgν
δ = Ẽµν −

1

3
((5)Rδβgµ

βgν
δ + qβδ

(5)Rγαn
αnγgµ

βgν
δ)

+
1

12
qδβ

(5)Rgµ
βgν

δ.
(3.74)

Usando (3.69) e (3.70) em (3.74) podemos obter

Ẽµν =(5) Cαβγδn
αnγgµ

βgν
δ +

1

3

[
1

3
κ25(3

(5)T δβ − qδβ(5)T )gµ
βgν

δ

+ qβδ
1

3
κ25(3

(5)T γα − qγα(5)T )nαnγgµ
βgν

δ

]
− 1

12

(
−2

3
κ25

(5)Tqδβgµ
βgν

δ

)
,

(3.75)

e portanto,

Ẽµν = Eµν +
1

3
κ25

(5)T δβgµ
βgν

δ − 1

6
κ25

(5)Tqδβgµ
βgν

δ − 1

3
κ25

(5)T γαqδβn
αnγgµ

βgν
δ, (3.76)

onde

Eµν = (5)Cαβγδn
αnγgµ

βgν
δ. (3.77)

O tensor Eµν tem traço nulo. Substituindo (3.67), (3.70) e (3.76) na equação de

Einstein (3.66), temos

(4)Gµν =
(
κ25

(5)T δσ
)
gµ

δgν
σ +KKµν −Kν

αKµα −
(
Eµν +

1

3
κ25

(5)T δβgµ
βgν

δ

− 1

6
κ25

(5)Tqδβgµ
βgν

δ − 1

3
κ25

(5)T γαqδβn
αnγgµ

βgν
δ

)
+ gµν

(
1

3
κ25(3

(5)T δσ − qδσ(5)T )

)
nδnσ +

1

2
gµν [−K2 +KµαKµα],

(3.78)

ou

(4)Gµν =
2

3
κ25

(5)T δσgµ
δgν

σ + κ25
(5)T δσn

δnσ
(
gµν −

1

3
qβγgµ

βgν
γ

)
+

1

3
κ25

(5)T

(
1

2
qδβgµ

βqν
δ − gµν

)
+KKµν −Kν

αKµα −
1

2
gµν [K

2 −KµαKµα]− Eµν ,

(3.79)

e desta forma

(4)Gµν =
2

3
κ25

[
(5)T δσgµ

δgν
σ + (5)T δσn

δnσgµν −
1

4
(5)Tgµν

]
+KKµν −Kν

αKµα −
1

2
gµν [K

2 −KµαKµα]− Eµν .
(3.80)
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A equação acima nos mostra que as equações de Einstein na brana não só vão

depender do tensor energia-momento mas também de termos geométricos que se com-

portam como matéria geométrica que curva o espaço-tempo. Da equação de Codacci

(3.51) e a equação de Einstein 5-dimensional (3.70) obtemos

DνKµ
ν −DµK =

1

3
κ25(3

(5)T ρσ − qρσ(5)T )nσgµ
ρ, (3.81)

DνKµ
ν −DµK = κ25

(5)T ρσn
σgµ

ρ. (3.82)

Até o momento não foi assumido nenhuma simetria particular nem uma forma

especí�ca do tensor energia-momento. Mas agora se vai ter em conta propriedades do

mundo brana. Escolhemos a coordenada y para representar a dimensão extra, assim

a hipersuperfície da brana será localizada em y = 0 então nµdxµ = dy. Portanto a

métrica para o espaço 5-dimensional é

ds2 = dy2 + gµνdx
µdxν . (3.83)

Os modelos brana em geral não admitem matéria no bulk. Portanto o tensor energia-

momento 5-dimensional tem a forma

(5)T µν = −Λ5qµν + Sµνδ(y), (3.84)

onde

Sµν = −λgµν + Tµν , (3.85)

Λ5 é a constante cosmologica do bulk, λ e Tµν são a tensão na brana e seu tensor

energia-momento, respectivamente.

Podemos ver em (3.84) que devido a presença da brana o tensor energia-momento

tem um comportamento singular. A brana divide o bulk em duas partes, quebrando

a simetria de translação em y. Existe então uma região de transição entre o bulk e a

brana, na região do espaço-tempo, que deve respeitar soluções de continuidade. Para

ter uma geometria bem de�nida, a métrica deve ser contínua através da brana em

y = 0. A solução de continuidade é dada pelas condições de junção de Israel [38]

[gµν ] = 0, (3.86)

[Kµν ] = −κ25
(
Sµν −

1

3
gµνS

)
, (3.87)

36



onde o operador [a] é o salto através de y = 0, de�nido por

[a] = lim
y→+0

a− lim
y→−0

a = a+ − a−. (3.88)

Agora vamos impor a simetria Z2 no espaço-tempo, e tomando a brana como o

ponto �xo, assim vamos a conseguir calcular valores em ambos lados da brana. Com

essas considerações, para a métrica os limites direto e esquerdo do tensor de curvatura

extrínseca são opostos

K+
µν = −K−µν = −1

2
κ25

(
Sµν −

1

3
gµνS

)
, (3.89)

K+
µν = −K−µν = −1

2
κ25

[
−λgµν + Tµν −

1

3
gµνq

αβ(−λgαβ + Tαβ)

]
, (3.90)

onde usamos (3.85). De (3.84) e (3.85) sabemos que

(5)T µν = −Λ5qµν + (−λgµν + Tµν)δ(y). (3.91)

Assim podemos calcular as equações de Einstein para a 3-brana, usando (3.90) e

(3.91) em (3.80) temos

(4)Gµν = −Λ4gµν + 8πGNTµν + κ25πµν − Eµν , (3.92)

onde

Λ4 =
1

2
κ25

(
Λ5 −

1

6
κ25λ

2

)
, (3.93)

GN =
κ25λ

48π
, (3.94)

πµν = −1

4
TµαTνα +

1

12
T Tµν +

1

8
qµνTαβT αβ −

1

24
qµνT 2, (3.95)

e Eµν é uma parte do tensor de Weyl 5-dimensional, mede a in�uência do bulk na brana

carregando informação de como o campo gravitacional fora da brana se comporta e atua

sobre ela, portanto depende fortemente do espaço-tempo no bulk.

Esse resultado (3.92) nos provê as equações de Einstein em 4 dimensões, e podemos

obter as conhecidas equações em 3 dimensões tomando o limite κ5 → 0 mantendo GN

�nito e Eµν = 0 onde não existe efeito de uma quarta dimensão espacial.

Para nosso trabalho essas equações de Einstein na 3-brana são de grande importân-

cia por que nos permitem estudar as perturbações no modelo de 3-brana, e no capítulo

5 vamos a obter solução para essas equações tomando em conta algumas considerações.
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Capítulo 4

Perturbações Escalares e

Eletromagnética

4.1 Perturbações escalares em geometrias esfericamente

simétricas

Uma vez conhecido o espaço-tempo de fundo, uma questão que surge é a resposta

desta geometria a pequenas perturbações. Vamos considerar como primeiro caso as

perturbações produzidas por um campo escalar se propagando em geometrias esferi-

camente simétricas e estáticas. Consideraremos as perturbações somente em primeira

ordem, ou seja, estamos ignorando a �reação de radiação� (back-reaction) sobre a geo-

metria. Isso signi�ca que a contribuição do campo escalar no tensor energia-momento

está sendo desprezada. Desta forma, estamos considerando um campo escalar se pro-

pagando em uma geometria �xa.

Certamente a reação de radiação gravitacional desempenha um papel dominante

em muitos processos astrofísicos. Entretanto, vários trabalhos [39, 40, 41] a�rmam

que, para uma grande gama de situações, a aproximação linear descreve com bastante

�delidade as principais características do problema.

Vamos considerar um campo escalar Φ, e sua evolução no tempo é regida pela

equação de Klein-Gordon:

�Φ +m2Φ = 0 , (4.1)

ou

∇µ∇µΦ +m2Φ = 0 , (4.2)

onde ∇µ é a derivada covariante (2.14) e m é a massa do campo escalar. Podemos
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obter uma grande simpli�cação no tratamento desta equação de movimento é obtida

com o uso do resultado

� =
1√
−g

∂µ(
√
−g gµν ∂ν) , (4.3)

onde g = det[gµν ] é a determinante da matriz [gµν ]. Desta forma, a equação de Klein-

Gordon apresentada em (4.1) �ca

1√
−g

∂µ(
√
−g gµν ∂νΦ) +m2Φ = 0 . (4.4)

Essa equação (4.4) é válida para qualquer métrica e em qualquer sistema de coordena-

das. Vamos a utilizar o sistema de coordenadas (t, r, θ, φ), conforme apresentada em

(2.48).

Precisamos calcular a determinante da matriz [gµν ]. Como podemos ver de (2.48)

[gµν ] é uma matriz diagonal e desta forma sua determinante é o produto dos elementos

da diagonal principal. Portanto

√
−g =

√
A(r)

B(r)
r2 sin θ. (4.5)

Assim a equação (4.4) �ca√
B(r)

A(r)

1

r2 sin θ

(
∂µ

[√
A(r)

B(r)
r2 sin θgµµ∂µΦ

])
+m2Φ = 0 , (4.6)

ou

− 1

A(r)
∂2t Φ +

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[
r2
√
A(r)B(r)∂rΦ

]
+

1

r2 sin θ

[
∂θ (sin θ∂θΦ) +

1

sin θ
∂2φΦ

]
+m2Φ = 0 .

(4.7)

Para as geometrias consideradas, uma forma de lidar com a equação de Klein-

Gordon é usar o método de separação de variáveis. Este método nos conduz natu-

ralmente a uma expansão em harmônicos esféricos. Vamos então procurar soluções

particulares da equação de Klein-Gordon que sejam separáveis:

Φ(t, r, θ, φ) =
Ψ(t, r)

r
Y`m(θ, φ) , (4.8)

onde Y`m(θ, φ) são os harmônicos esféricos [42] e o fator 1/r está sendo introduzido por
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conveniência. A equação (4.7) tem a forma

− 1

A(r)

Y`m
r
∂2t Ψ + Y`m

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[
r2
√
A(r)B(r)∂r

(
Ψ

r

)]
+

Ψ

r
52 Y`m +m2Ψ

r
Y`m = 0 .

(4.9)

A solução que envolve harmônicos esféricos Y`m é rotulada por dois inteiros ` (nú-

mero de multipolo) em (número azimutal), com ` = 0, 1, 2, . . . em = −`, . . . , 0, . . . ,+`.
Tendo em conta que o Laplaciano de Y`m [43] é

52Y`m = −`(`+ 1)

r2
Y`m, (4.10)

então (4.9) pode ser escrita como,

Y`m
A(r)r

{
−∂2t Ψ +

√
A(r)B(r)

r
∂r

[
r2
√
A(r)B(r)∂r

(
Ψ

r

)]
−A(r)Ψ

`(`+ 1)

r2
+ A(r)m2Ψ

}
= 0 .

(4.11)

Como o harmônico esférico Y`m é não-nulo, só o termo entre chaves é zero. Desta

forma obtemos a relação

−∂2t Ψ+
√
A(r)B(r)∂r

[√
A(r)B(r)∂rΨ

]
=

[
A(r)

`(`+ 1)

r2
+

1

2r
∂r(A(r)B(r))− A(r)m2

]
Ψ,

(4.12)

ou também

−∂
2Ψ

∂t2
+
√
A(r)B(r)

∂

∂r

[√
A(r)B(r)

∂Ψ

∂r

]
= Vsc(r)Ψ , (4.13)

onde

Vsc(r) = A(r)
`(`+ 1)

r2
+

1

2r

∂(A(r)B(r))

∂r
− A(r)m2 . (4.14)

O método de separação de variáveis transformou a equação de Klein-Gordon original

(4.1) em uma equação dependente do valor de ` (0, 1, 2, 3, ...) o que mostra que temos

um conjunto de equações desacopladas para Ψ, rotuladas pelo inteiro `. De�nindo

então Ψ`(t, r) como a solução para a `-ésima equação, temos que
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Φ(t, r, θ, φ) =
∑
`m

Ψ`(t, r)

r
Y`m(θ, φ) , (4.15)

que é basicamente uma expansão em harmônicos esféricos. Então a equação (4.13)

pode ser escrita como,

−∂
2Ψ`(t, r)

∂t2
+
√
A(r)B(r)

∂

∂r

[√
A(r)B(r)

∂Ψ`(t, r)

∂r

]
= Vsc(r)Ψ`(t, r) . (4.16)

Para simpli�car a equação (4.16), usamos a coordenada tartaruga r? apresentada

em (2.53) e de�nimos as seguentes funções

Ψ̃`(t, r?) = Ψ`(t, r(r?)) , (4.17)

Ṽsc(r?) = Vsc(r(r?)) . (4.18)

Assim podemos escrever

−∂
2Ψ̃`(t, r?)

∂t2
+
∂2Ψ̃`(t, r?)

∂r2?
= Ṽsc(r?)Ψ̃`(t, r?) . (4.19)

A notação com o �tilde� (Ψ̃` e Ṽ ) designa funções de r?. É comum na literatura o

uso de Ψ e V tanto para designar funções de r como funções de r?, embora isso seja

um certo abuso de linguagem.

Apesar da forma simples da equação de onda (4.19) quando expressa em termos da

coordenada r?, normalmente não dispomos de uma expressão analítica para Ṽsc, nem

mesmo em casos razoavelmente simples como o caso de Schwarzschild. Ainda assim, a

forma (4.19) é útil para o cálculo numérico, conforme veremos no capítulo 6.

4.2 Perturbações eletromagnéticas em geometrias es-

fericamente simétricas

Com o objetivo de descrever um conteúdo de matéria mais realista consideraremos

o estudo das perturbações eletromagnéticas. Os espaços-tempos de interesse neste

projeto são esfericamente simétricos e estáticos, e desta forma caracterizados por uma

métrica na forma (2.48). Entretanto, ao contrário dos casos mais usuais (Schwarzschild

ou Reissner-Nordström, por exemplo), nosso interesse se centra em geometrias onde

A(r) 6= B(r). Para estes espaços-tempos, as equações de campo eletromagnéticas não
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se desacoplam facilmente.

Vamos a seguir a proposta feita por R. Ru�ni e J. Tiomno [13], onde se analisa

a radiação eletromagnética emitida por uma carga que se está movendo no campo

gravitacional de um buraco negro simetricamente esférico.

As equações de Maxwell determinam a dinâmica eletromagnética,

∇νF
µν = 4πJµ , (4.20)

e podem ser escritas também como

∂ν(
√
−gF µν) =

√
−g4πJµ . (4.21)

Seguindo a proposta em [13] vamos a expandir o potencial vetor eletromagnético

associado com o campo em termos de vetores harmônicos esféricos quadri-dimensionais

[43], obtidos de

V1 = etY
`m(θ, φ) = (Y `m, 0, 0, 0) , (4.22)

V2 =
r

r
Y `m(θ, φ) , (4.23)

V3 = ∇Y `m(θ, φ) , (4.24)

V4 = LY `m(θ, φ) , (4.25)

onde Y `m é o harmônico esférico e L é o operador momento angular. Podemos consi-

derar a completude [43], que é uma importante propriedade dos harmônicos esféricos,

o que nos diz que qualquer função G de θ e φ pode ser expandida como

G(θ, φ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

c`mY `m(θ, φ), (4.26)

onde c`m é independente de θ e φ. Analogamente podemos descompor o vetor potencial

eletromagnético Aµ em funções tensoriais e para isso usamos (4.23), (4.24), (4.25) e

(4.22). Assim a expansão �ca [44]

Aµ(r, θ, φ, t) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

4∑
n=1

C`m
n (t, r)(V `m

n )µ(θ, φ) , (4.27)

que em uma notação vetorial �ca

A(r, θ, φ, t) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

4∑
n=1

C`m
n (t, r)V`m

n (θ, φ) , (4.28)
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A(r, θ, φ, t) =
∑
`,m

[
h`m(r, t)V1 + p`m(r, t)V2 + s`m(r, t)V3 + f `m(r, t)V0

]
, (4.29)

A(r, θ, φ, t) =
∑
`,m

[h`m(r, t)
r

r
Y `m(θ, φ) + p`m(r, t)∇Y `m(θ, φ)

+s`m(r, t)LY `m(θ, φ) + f `m(r, t)Y `met(θ, φ)] .

(4.30)

A equação (4.30) pode ser escrita como

A(r, θ, φ, t) =
∑
`,m

h`m(r, t)


0

Y `m

0

0

+ p`m(r, t)∇Y `m(θ, φ)

+s`m(r, t)LY `m(θ, φ) + f `m(r, t)


Y `m

0

0

0


 .

(4.31)

As equações (4.23), (4.24) e (4.25) tem paridade (−1)` e a equação (4.22) pari-

dade (−1)`+1, esta distinção nos diz que temos dois tipos de ondas geradas por nossa

perturbação. Nesse caso que estamos estudando uma perturbação eletromagnética a

paridade (−1)`+1 se refere a onda magnética e a paridade (−1)` à elétrica. Assim

podemos escrever nosso vetor potencial eletromagnético separando as paridades como

A(r, θ, φ, t) =
∑
`,m




0

0

a`m(r, t)

sin θ
∂φY

`m

a`m(r, t) sin θ∂θY
`m

+


f `m(r, t)Y `m

h`m(r, t)Y `m

k`m(r, t)∂θY
`m

k`m(r, t)∂φY
`m


 , (4.32)

onde a primeira matriz da direita se refere à paridade (−1)` e a segunda à paridade

(−1)`+1, também h`m, f `m, k`m e a`m são constantes de expansão. Da mesma forma,

a quadri-corrente Jµ pode ser expandida em termos de vetores harmônicos esféricos,

com constantes de expansão β`m, η`m, χ`m e α`m. Portanto
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4πJ(r, θ, φ, t) =
∑
`,m




0

0

α`m(r, t)

sin θ
∂φY

`m

α`m(r, t) sin θ∂θY
`m

+


β`m(r, t)Y `m

η`m(r, t)Y `m

χ`m(r, t)∂θY
`m

χ`m(r, t)∂φY
`m


 . (4.33)

Conhecendo o vetor potencial eletromagnético Aµ e usando o gauge de Lorentz

é possível calcular o tensor de campo eletromagnético F µν . Como temos essas duas

paridades, vamos a encontrar dois grupos de valores para F µν , um para a paridade

(−1)` e outro para (−1)`+1. As perturbações com paridade (−1)` são chamadas de

perturbações polares e as de paridade (−1)`+1 de perturbações axiais [9].

Vamos começar por calcular as componentes do tensor de campo eletromagnético

F µν para a perturbação polar, usando

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (4.34)

e

Fαβ = gαµgβνFµν . (4.35)

As componentes não nulas do tensor F µν são

F 0θ =
−1

A(r)r2 sin θ
∂0a

`m∂φY
`m, (4.36)

F 0φ =
1

A(r)r2 sin θ
∂0a

`m∂θY
`m, (4.37)

F rθ =
B(r)

r2 sin θ
∂ra

`m∂φY
`m, (4.38)

F rφ = − B(r)

r2 sin θ
∂ra

`m∂θY
`m, (4.39)

F θφ =
`(`+ 1)

r4 sin θ
a`mY `m. (4.40)

Se substituimos (4.5) em (4.21), obtemos

∂ν

(√
A(r)

B(r)
r2 sin θF µν

)
=

√
A(r)

B(r)
r2 sin θ4πgµαJα , (4.41)
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∂0F
µ0 +

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

(
r2

√
A(r)

B(r)
F µr

)
+

1

sin θ
∂θ(sin θF

µθ)

+ ∂φF
µφ = 4πgµαJα ,

(4.42)

essa equação (4.42) é o resultado da equação de Maxwell para uma métrica esferica-

mente simetricamente e estática, válida para qualquer paridade. Se continuamos com o

cálculo para a paridade (−1)`+1 temos que usar as componentes (4.36)-(4.40) do tensor

F µν na equação (4.42).

Assim para µ = θ e µ = φ ,

∂0

[
1

A(r)r2 sin θ
∂0a

`m∂φY
`m

]
+

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[√
A(r)

B(r)

(
−B(r)

sin θ

)
∂ra

`m∂φY
`m

]

+∂φ

[
`(`+ 1)

r4 sin θ
a`mY `m

]
=

1

r2

(
α`m

sin θ
∂φY

`m

)
,

(4.43)

1

A(r)
∂20a

`m −

√
B(r)

A(r)
∂r

[
B(r)

√
A(r)

B(r)
∂ra

`m

]
+
`(`+ 1)

r2
a`m = α`m, (4.44)

∂2a`m

∂t2
−
√
A(r)B(r)

∂

∂r

[√
A(r)B(r)

∂

∂r
a`m
]

+
`(`+ 1)

r2
a`mA(r) = α`mA(r). (4.45)

O que nos mostra que para µ = θ e µ = φ obtemos a mesma equação diferencial

(4.45), e essa é a única equação não nula que pode-se obter de (4.42) para o caso da

paridade (−1)`+1.

A seguir vamos tratar o caso onde a paridade é (−1)`, usando (4.34) e (4.35) cal-

culamos as componentes não nulas do campo F µν ,

F 0r =
B(r)

A(r)
(∂rf

`m − ∂0h`m)Y `m, (4.46)

F 0θ = − 1

A(r)r2
(∂0k

`m − f `m)∂θY
`m, (4.47)

F 0φ = − 1

A(r)r2 sin2 θ
(∂0k

`m − f `m)∂φY
`m, (4.48)

F rθ =
B(r)

r2
(∂rk

`m − h`m)∂θY
`m, (4.49)

F rφ =
B(r)

r2 sin2 θ
(∂rk

`m − h`m)∂φY
`m . (4.50)
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Substituímos estes resultados (4.46)-(4.50) em (4.42), onde temos em conta o valor

da quadri-corrente obtido de (4.33), encontramos as seguintes equações diferenciais:

• Para µ = 0,

−

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[
r2

√
A(r)

B(r)

(
−B(r)

A(r)

)
(∂rf

`m − ∂0h`m)

]
Y `m

− 1

A(r)
(∂0k

`m − f `m)
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θY

`m)

− 1

A(r)
(∂0k

`m − f `m)
1

r2 sin2 θ
∂φ
(
∂φY

`m
)

= − 1

A(r)
4πJ0,

(4.51)

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[
r2

√
B(r)

A(r)
(∂rf

`m − ∂0h`m)

]
Y `m

− 1

A(r)
(∂0k

`m − f `m)52 Y`m = − 1

A(r)
β`mY `m,

(4.52)

√
A(r)B(r)∂r

[
r2

√
B(r)

A(r)
(∂rf

`m − ∂0h`m)

]
− `(`+ 1)(∂0k

`m − hlm)

= β`mr2.

(4.53)

• Para µ = r,

−B(r)

A(r)
∂0(∂rf

`m − ∂0h`m)Y `m +B(r)(∂rk
`m − h`m)

1

r2 sin θ
∂θ
(
sin θ∂θY

`m
)

+B(r)(∂rk
`m − h`m)

1

r2 sin2 θ
∂φ
(
∂φY

`m
)

= B(r)η`mY `m,

(4.54)

1

A(r)
∂0(∂0h

`m − ∂rf `m)Y`m +52Y`m(∂rk
`m − h`m) = η`mY`m , (4.55)

1

A(r)
∂0(∂0h

`m − ∂rf `m)− `(`+ 1)

r2
(∂rk

`m − h`m) = η`m . (4.56)

• Para µ = θ e µ = φ,

−

√
B(r)

A(r)

1

r2
∂r

[√
A(r)

B(r)
B(r)(∂rk

`m − h`m)

]
∂θY

`m

− 1

A(r)r2
∂0(∂0k

`m − f `m)∂θY
`m =

1

r2
χ`m∂θY

`m,

(4.57)
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√
B(r)

A(r)
∂r

[√
A(r)B(r)(h`m − ∂rk`m)

]
− 1

A(r)
∂0(f

`m − ∂0klm) = χ`m . (4.58)

As equações (4.53), (4.56) e (4.58) mostram a relação entre os coe�cientes métricos,

os coe�cientes do potencial eletromagnético e a quadri-corrente. Para desacoplar essas

equações usamos a seguinte substituição proposta em [13],

∂0h
`m − ∂rf `m =

`(`+ 1)

r2
b`m , (4.59)

onde se introduz uma nova função b`m(r, t). Para realizar o desacoplamento das equa-

ções (4.53), (4.56) e (4.58) vamos a realizar uma série de substituições para obter uma

forma mais simples da equação de movimento. Se substituímos (4.59) em (4.53) temos,

−A(r)

√
B(r)

A(r)
∂r

[√
A(r)

B(r)

(
−B(r)

A(r)

)
`(`+ 1)b`m

]
− `(`+ 1)(∂0k

`m − f `m) = β`mr2,

(4.60)

√
A(r)B(r)∂r

(√
B(r)

A(r)
b`m

)
− (∂0k

`m − f `m) =
r2β`m

`(`+ 1)
. (4.61)

Agora se substituímos (4.59) em (4.56) temos,

1

A(r)
∂0

[
`(`+ 1)

r2
b`m
]
− `(`+ 1)

r2
(∂rk

`m − h`m) = η`m, (4.62)

− 1

A(r)
∂0b

`m − (h`m − ∂rk`m) = − r2η`m

`(`+ 1)
. (4.63)

Para desacoplar as equações (4.61) e (4.63), somamos a derivada de (4.61) em rela-

ção ao raio r e a derivada de (4.63) em relação ao tempo, tendo em conta a substituição

proposta em (4.59). Assim,

∂r

[
r2β`m

`(`+ 1)

]
− ∂0

[
r2η`m

`(`+ 1)

]
= ∂r

[
A(r)

√
B(r)

A(r)
∂r

(√
A(r)

B(r)

B(r)

A(r)
b`m

)
− (∂0k

`m − f `m)
]

+ ∂0

[
− 1

A(r)
∂0b

`m − (h`m − ∂rk`m)

]
,

(4.64)
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1

`(`+ 1)

[
∂r(r

2β`m)− ∂0(r2η`m)
]

= ∂r

[√
A(r)B(r)∂r

(√
B(r)

A(r)
b`m

)]

− 1

A(r)
∂20b

`m − `(`+ 1)

r2
b`m .

(4.65)

Obtemos assim a equação (4.65) como única equação para a paridade (−1)`.

No Nosso trabalho nós vamos considerar interações no vácuo, isso quer dizer consi-

deraremos Jµ = 0. Introduzindo esta característica em nossos cálculos da perturbação

axial, representada pela equação (4.45), ela �ca

−∂
2a`m

∂t2
+
√
A(r)B(r)

∂

∂r

[√
A(r)B(r)

∂a`m

∂r

]
=
`(`+ 1)

r2
A(r)a`m. (4.66)

Usando a coordenada tartaruga r? podemos escrever a equação (4.66) de uma ma-

neira mais simpli�cada como segue

−∂
2ã`m(t, r?)

∂t2
+
∂2ã`m(t, r?)

∂r2?
= Ṽa(r?)ã

`m(t, r?), (4.67)

onde

ã`m(t, r?) = a`m(t, r(r?)) , (4.68)

Ṽa(r?) = Va(r(r?)) , (4.69)

e

Va(r) =
`(`+ 1)

r2
A(r) . (4.70)

Essa equação (4.67), como foi mencionado, representa a componente axial da per-

turbação eletromagnética sobre uma geometria esfericamente simétrica. Se fazemos o

mesmo tratamento para a equação (4.65) obtemos

∂

∂r

[√
A(r)B(r)

∂

∂r

(√
B(r)

A(r)
b`m

)]
− 1

A(r)

∂2

∂t2
b`m − `(`+ 1)

r2
b`m = 0. (4.71)

Usando a coordenada tartaruga em (4.71)

1√
A(r)B(r)

∂2

∂r2?

(√
B(r)

A(r)
b̃`m

)
− 1

A(r)

∂2

∂t2
b̃`m − `(`+ 1)

r2
b̃`m = 0, (4.72)

onde b̃`m(t, r?) = b`m(t, r(r?)). Se de�nimos uma nova função perturbativa D(t, r?)

como
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D(t, r?) =

√
B(r)

A(r)
b̃`m(t, r(r?)), (4.73)

a equação (4.72) em função de D(t, r?) �ca

1√
A(r)B(r)

∂2D(t, r?)

∂r2?
− 1

A(r)

√
A(r)

B(r)

∂2D(t, r?)

∂t2
−

√
A(r)

B(r)

`(`+ 1)

r2
D(t, r?) = 0,

(4.74)

ou

−∂
2D(t, r?)

∂t2
+
∂2D(t, r?)

∂r2?
= Ṽp(r?)D(t, r?). (4.75)

onde

Ṽp(r?) = Vp(r(r?)) , (4.76)

e

Vp(r) =
`(`+ 1)

r2
A(r) . (4.77)

A equação (4.75) representa a componente polar da perturbação eletromagnética

para a nossa geometria esfericamente simétrica. Mas podemos perceber que os poten-

ciais Vp(r) e Va(r) são iguais, o que torna as duas equações de onda para a perturbação

axial (4.67) e para a perturbação polar (4.75) iguais,

Va(r) = Vp(r) =
`(`+ 1)

r2
A(r) . (4.78)

Esse resultado nos permite fazer um estudo mais simpli�cado da perturbação ele-

tromagnética, pois não só conseguimos desacoplamos as equações de perturbação como

também encontramos que a perturbação eletromagnética se reduz a uma só equação.

Esta praticidade dos resultados vai ser evidenciada quando desenvolvamos o método

numérico, no capítulo 6, para cada perturbação apresentada no capítulo presente.
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4.3 Modos quase-normais

Os modos quase-normais são soluções das equações de movimento linearizadas sujei-

tas a condições de contorno especí�cas (apresentadas a seguir). As frequências quase-

normais associadas são tipicamente complexas, de forma que a fase de decaimento

quase-normal é exponencial e oscilatória. Como foi visto nas seções anteriores, os

resultados (4.67) e (4.75) mostram que as perturbações escalares e eletromagnéticas

podem ser desacopladas em um conjunto de equações diferenciais parciais com a forma

−∂
2Ψ`

∂t2
+
∂2Ψ`

∂r2?
= V (r?) Ψ` . (4.79)

Se assumimos uma dependência temporal como

Ψ`(t, r?) = e−iωtφ`(r?) , (4.80)

temos então de (4.79) e (4.80) a versão �independente do tempo� das equações de

movimento, dada por

−∂
2φ`
∂r2?

+ (ω2 − V )φ` = 0 . (4.81)

Conforme discutido no capítulo 2, a estrutura causal de um buraco negro é tal que

nada escapa do interior desta estrutura. Por outro lado, o que nos interessa estudar

é a resposta do espaço-tempo a pequenas perturbações localizadas, e para isso não

queremos que ele continue sendo perturbado por radiação vinda do in�nito. Portanto

é necessário que as equações de movimento satisfaçam as seguintes condições,

φ`(r?) ∼ e±iωt , r? → ∓∞ , (4.82)

para ondas puramente in-going (que entram) no horizonte de eventos (r? → −∞) e

ondas puramente out-going (que saem) no in�nito (r? → +∞) [45, 9, 14].

Soluções da equação independente do tempo (4.81) que satisfazem as condições

(4.82) são denominadas modos quase-normais. As quantidades ω associadas, normal-

mente complexas, são as frequências quase-normais. O estudo de modos quase-normais

é de grande utilidade para a caracterização da estabilidade de soluções tipo buracos

negro. Vamos a dar uso dos modos quase-normais no trabalho presente de maneira

mais ampla no capítulo 6.
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Capítulo 5

Buracos Negros em uma Brana

Randall-Sundrum

5.1 Solução para buracos negros quadridimensionais

Não sabemos qual é a solução completa (5-dimensional) que descreve um buraco

negro realista em uma brana e no bulk. Desta forma, não conhecemos os detalhes

do termo Eµν em (3.92). Uma abordagem possível é investigarmos soluções que são

compatíveis com as equações de campo (3.92), para algum Eµν ainda não determinado.

Assumindo vácuo na brana (Tµν = 0), as equações de campo gravitacionais quadri-

dimensionais se reduzem a

(4)Rµν −
1

2
(4)Rgµν = −Λ4gµν − Eµν . (5.1)

Se contraímos a equação (5.1) com gµν temos,

gµν (4)Rµν −
1

2
(4)Rgµνgµν = −Λ4g

µνgµν − gµνEµν . (5.2)

Uma combinação das equações efetivas (5.1) escrita sem a especi�cação de Eµν é o

traço da equação (5.1),
(4)R = 4Λ4 , (5.3)

onde (4)R denota o escalar de Ricci quadridimensional introducido na equação (2.25).

Desta forma, soluções de (5.3) são necessariamente compatíveis com as equações de

campo (5.1).

A ideia aqui é produzirmos soluções de (5.3). Estas soluções podem ser interpreta-

das de duas formas:
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• Como soluções de vácuo em uma brana quadridimensional, ou seja, soluções de

(3.92) com Tµν = 0 e Eµν 6= 0.

• Como soluções das equações de Einstein usuais (2.26), com um tensor energia-

momento efetivo (3.84) T efµν 6= 0 dado por

8πT efµν = Eµν . (5.4)

A equação (5.3) pode ser escrita na forma de um vínculo entre as funções A(r) e B(r)

obtidas de (2.48). Assim podemos calcular a conexão Levi-Civita usando (2.12),

Γrrr =
B(r)

2
∂r

(
1

B(r)

)
, Γrφφ = −r sin2 θB(r), (5.5)

Γθrθ = Γθθr =
1

r
, Γφφr = Γφrφ =

1

r
, (5.6)

Γrθθ = −rB(r), Γrtt =
B(r)

2
∂rA(r), (5.7)

Γθφφ = − sin θ cos θ, Γφφθ = Γφφθ =
cos θ

sin θ
, (5.8)

Γttr = Γtrt =
1

2A(r)
∂rA(r). (5.9)

Se contraímos a equação (2.20) nos índices ρ e λ obtemos

(4)Rµν = ∂νΓ
σ
µσ − ∂σΓσµν + ΓηµσΓσνη − ΓηµνΓ

σ
ση . (5.10)

Substituímos as equações (5.5)-(5.9) em (5.10) encontramos

(4)Rtt =
A′′(r)B(r)

2
+

1

4
A′(r)B(r)

(
B′(r)

B(r)
− A′(r)

A(r)

)
+

1

r
A′(r)B(r), (5.11)

(4)Rrr = −A
′′(r)

2A(r)
− 1

4

A′(r)

A(r)

(
B′(r)

B(r)
− A′(r)

A(r)

)
− 1

r

B′(r)

B(r)
, (5.12)

(4)Rθθ = 1− rB(r)

2

(
B′(r)

B(r)
+
A′(r)

A(r)

)
− 1

r

B′(r)

B(r)
−B(r), (5.13)

(4)Rφφ = sin2 θRθθ, (5.14)

(4)Rµν = 0 para µ 6= ν, (5.15)

onde (′) denota diferenciação na variável r. Com esses resultados podemos calcular o

escalar de Ricci,
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(4)R = gtt(4)R00 + grr(4)Rrr + gθθ(4)Rθθ + gφφ(4)Rφφ, (5.16)

(4)R = 2

[
−A

′′(r)

2A(r)
B(r)− 1

4

A′(r)

A(r)
B(r)

(
B′(r)

B(r)
− A′(r)

A(r)

)
− 1

r

A′(r)

A(r)
B(r)

]
+ 2

[
1

r2
− B(r)

2r

(
B′(r)

B(r)
+
A′(r)

A(r)

)
− B′(r)

r2

]
,

(5.17)

(4)R =
2

r2
(1−B)− A′′(r)

A(r)
B(r) +

1

2

[
−A

′(r)

A(r)
B′(r) +

(
A′(r)

A(r)

)2

B(r)

]

− 1

r

(
A′(r)

A(r)
B(r) +B′(r)

)
− B′(r)

r
− A′(r)

A(r)r
B′(r),

(5.18)

(4)R =
2

r2
(1−B(r))−B(r)

{
A′′(r)

A(r)
− (A′(r))2

2A(r)2
+
A′(r)B′(r)

2A(r)B(r)
+

2

r

[
A′(r)

A(r)
+
B′(r)

B(r)

]}
.

(5.19)

Logo, substituindo (5.19) em (5.3), temos

2(1−B(r))−r2B(r)

{
A′′(r)

A(r)
− (A′(r))2

2A(r)2
+
A′(r)B′(r)

2A(r)B(r)
+

2

r

[
A′(r)

A(r)
+
B′(r)

B(r)

]}
= 4Λ4 r

2 .

(5.20)

Desta forma, o vínculo (5.3) admite como solução A(r) = A0 e B(r) = B0, onde

A0 = B0. Portanto, de (5.20) obtemos a relação

−A′0
{
r2
A′0
2A0

+ 2r

}
− A0

{
r2
(
A′′0
A0

− (A′0)
2

2A2
0

+
2A′0
rA0

)
+ 2

}
+ 2 = 4Λ4 r

2, (5.21)

2(1− A0)− r2(A′′0 + 4A′0r) = 4Λ4r
2, (5.22)

com solução

A0 = B0 = 1− 2M

r
+

q

r2
, (5.23)

onde estamos considerando uma solução com constante cosmológica efetiva nula (Λ4 =

0). A métrica com B(r) = A(r) = A0, usando a função A0 apresentada em (5.23), é

uma generalização da solução Reissner-Nordström (2.61), pois admitimos que q pode

ser negativo. Ressaltamos que a variável q não é uma carga eletromagnética, de fato,

alguns autores chamam q de �carga de maré� (do inglês, tidal charge). Esta é a solução

base adotada nas extensões construídas aqui.

A função A0 possui dois zeros r+ e r−, ambos reais e positivos (0 < r− < r+) se

M > 0 e q < Qext, onde o valor extremo para q (Qext) é dado por

Qext = M2 . (5.24)
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Os zeros r+ e r− podem ser expressos como

r+ = M +
√
M2 − q , (5.25)

r− = M −
√
M2 − q . (5.26)

Assumimos como Ansatz para (5.20) as expressões:

A(r) = A0(r) , (5.27)

B(r) = A0(r) + (C − 1) Blin(r) , (5.28)

onde C é uma constante que assume valores em um aberto dos números reais que inclui

C = 1. A escolha especí�ca para a normalização da constante C é uma questão de

convenção. É imediato de (5.28) que, para C = 1, a solução de eletro-vácuo B = A =

A0 é recobrada.

Usando o Ansatz (5.27) e (5.28) em (5.20) e a imposição de que a família de soluções

a ser obtida deve conter a solução base que cumpre com (5.22), vemos que (5.3) pode

ser reescrita como uma equação diferencial ordinária de primeira ordem em Blin(r),

−B′
{
r2
A′0
2A0

+ 2r

}
−B

{
r2
(
A′′0
A0

− (A′0)
2

2A2
0

+
2A′0
rA0

)
+ 2

}
+ 2 = 4Λ4 r

2, (5.29)

−[A′0(r) + (C − 1) B′lin(r)]

{
r2
A′0
2A0

+ 2r

}
− [A0(r) + (C − 1) Blin(r)]

{
r2
(
A′′0
A0

− (A′0)
2

2A2
0

+
2A′0
rA0

)
+ 2

}
+ 2 = 4Λ4 r

2,

(5.30)

e logo usando a relação (5.21), obtemos

−(C − 1)B′lin

{
r2
A′0
2A0

+ 2r

}
− (C − 1)Blin

{
r2
(
A′′0
A0

− (A′0)
2

2A2
0

+
2A′0
rA0

)
+ 2

}
= 0,

(5.31)

B′lin
r

A2
0

{
1

2
A0A

′
0r + 2A2

0

}
+Blin

{(
A′′0r

2

A0

− (A′0)
2r2

2A2
0

+
2A′0r

A0

)
+ 2

}
= 0, (5.32)

B′linA0

{
A0r

2

′
+ 2A0

}
+Blin

{
rA0A

′′
0 − (A′0)

2 r

2
+ 2A0A

′
0 + 2

A2
0

r

}
= 0, (5.33)

ou também

A0(r)h(r)
dBlin(r)

dr
+ f(r)Blin(r) = 0 , (5.34)
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com as funções h e f dadas por

h(r) =
A′0r

2
+ 2A0

= 2− 3M

r
+

q

r2
,

(5.35)

e

f(r) = rA0A
′′
0 − (A′0)

2 r

2
+ 2A0A

′
0 + 2

A2
0

r
,

=
2

r5
[
r4 − 4Mr3 + 3(M2 + q)r2 − 4Mqr + q2

]
.

(5.36)

Assim, calculamos Blin como se mostra

1

Blin(r)

dBlin(r)

dr
= − f(r)

A0(r)h(r)
, (5.37)

o vínculo (5.3) é satisfeito com uma função Blin em (5.28) dada por

Blin(r) = exp

{
−
∫

f(r)

A0(r)h(r)
dr

}
. (5.38)

Se (9M2−8q) > 0, os zeros de h denotados por r0 e r0− são reais e positivos, dados

por

r0 =
1

4

[
3M +

√
9M2 − 8q

]
, (5.39)

r0− =
1

4

[
3M −

√
9M2 − 8q

]
. (5.40)

É imediato observar que r+, r0, r− e r0− satisfazem a desigualdade

0 < r0− < r− < r0 < r+ . (5.41)

A desigualdade (5.41) implica que a singularidade (quando presente) está sempre pro-

tegida por um horizonte de eventos.

O integrando na expressão (5.38) pode ser escrito em termos de uma expansão em

frações parciais como

f(r)

A0(r)h(r)
=

2

r
− 1

r − r+
− 1

r − r−
+

c0
r − r0

+
c0−

r − r0−
, (5.42)
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onde as constantes c0 e c0− são dadas por

c0 = −
4r40 + 4r2+r

2
− − 8(r+ + r−)r30 − 8(r+ + r−)r0r+r− + 3r20(r

2
+ + 6r+r− + r2−)

4(r0 − r0−)(r0 − r−)(r+ − r0)

=
1

2
+

3

2
√

9− 8 q
M2

, (5.43)

c0− =
4r40− + 4r2+r

2
− − 8(r+ + r−)r30− − 8(r+ + r−)r0−r+r− + 3r20−(r2+ + 6r+r− + r2−)

4(r0 − r0−)(r− − r0−)(r+ − r0−)

=
1

2
− 3

2
√

9− 8 q
M2

. (5.44)

A correção linear Blin pode agora ser obtida sem di�culdades. Escolhemos a cons-

tante de integração na anti-derivada em (5.38) de forma que:

Blin(r) = exp

{
−
∫ r

r1

f(r′)

A0(r′)h(r′)
dr′
}

(5.45)

= exp

{
−
∫ r

r1

[
2

r′
− 1

r′ − r+
− 1

r′ − r−
+

c0
r′ − r0

+
c0−

r′ − r0−

]
dr′
}
(5.46)

= exp

{
ln

[
r′2(r′ − r+)(r′ − r−)

(r′ − r0)c0(r′ − r0−)c0−

]r
r1

}
(5.47)

=

[
(r1 − r0)c0 (r1 − r0−)c0−

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−

] [
r21(r − r+)(r − r−)

r2(r1 − r+)(r1 − r−)

]
. (5.48)

Portanto temos que

B(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2
+ (C − 1)

(r1 − r0)c0 (r1 − r0−)c0−

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−
r21(r − r+) (r − r−)

r2(r1 − r+) (r1 − r−)
,

(5.49)

ou

B(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2

[
1 + (C − 1)

r21 (r1 − r0)c0 (r1 − r0−)c0−

(r1 − r+) (r1 − r−)

1

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−

]
.

(5.50)

Queremos de�nir r1 de forma que quando C = 0 a função B(r) tenha um zero duplo

em r = r+. Devido ao termo (r − r+) já presente na expressão (5.50), temos que a

expressão dentro dos [...] deve se anular em r = r+ quando C = 0. Ou seja,

1 + (0− 1)
r21 (r1 − r0)c0 (r1 − r0−)c0−

(r1 − r+) (r1 − r−)

1

(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−
= 0 , (5.51)
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o que implica que a constante r1 deve satisfazer a relação

r21 (r1 − r0)c0 (r1 − r0−)c0−

(r1 − r+) (r1 − r−)
= (r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0− . (5.52)

Substituindo (5.52) na expressão (5.50) para B(r) temos que

B(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2

[
1 + (C − 1)

(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−

]
. (5.53)

As funções A e B associadas desta forma são dadas por

A(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2
, (5.54)

B(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2

[
1 + (C − 1)

(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−

]
. (5.55)

É importante salientar aqui que c0 > 0, visto que estamos assumindo que q < M2.

A positividade de c0 implica que a solução linear Blin diverge no limite r → r0 o que

caracteriza a geometria com uma singularidade de curvatura. De fato, temos que

• A superfície r = r+, na extensão maximal da geometria, é um horizonte de Killing

e um horizonte de eventos como explicado no capitulo 2.

• O limite r → r0 está associado a uma singularidade de curvatura. Entretanto,

nem sempre o sistema de coordenadas pode ser estendido até r → r0.

As soluções em (5.54) e (5.55) contêm dois casos particulares já explorados pela

literatura. No limite q = 0, vemos que

r+ → 2M , r− → 0 , r0 →
3M

2
, r0− → 0 , (5.56)

c0 → 1 , c0− → 0 . (5.57)

Assim, com q = 0, as equações (5.54) e (5.55) se reduzem a

A(r) =
r − 2M

r
, (5.58)

B(r) =

(
1− 2M

r

) [
1 +

(C − 1)M

2− 3M
r

]
. (5.59)

Esta solução foi obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati em [46], onde estes autores
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usam como notação

gtt = 1− 2M

r
, (5.60)

g−1rr =

(
1− 2M

r

) [
1− M

2r
(4β − 1)

](
1− 3M

2r

) . (5.61)

Tomando agora o limite M = 0 e assumindo q < 0, vemos que

r+ →
√
|q| , r− → −

√
|q| , r0 →

√
|q|
2
, r0− → −

√
|q|
2
, (5.62)

c0 →
1

2
, c0− →

1

2
. (5.63)

Neste limite, obtemos a partir das equações (5.54) e (5.55),

A(r) = 1− |q|
r2

, (5.64)

B(r) =

(
1− |q|

r2

)[
1 + (C − 1)

√
|q|

2r2 − |q|

]
. (5.65)

Esta solução, interpretada como uma métrica que descreveria um �buraco negro com

massa nula�, foi obtida por Bronnikov, Melnikov e Dehnen em [47], onde estes autores

usam como notação

gtt = 1− h2

r2
, (5.66)

g−1rr =

(
1− h2

r2

)(
1 +

C − h√
2r2 − h2

)
. (5.67)

5.2 Algumas características da geometria

A geometria que estamos considerando, esfericamente simétricas e estáticas (2.48),

é assintoticamente plana pois no limite r −→∞ se comporta como se mostra em (2.52).

Nestas geometrias de interesse, r+ é um zero simples de A e B. Assim, se conside-

ramos uma expansão de Taylor em torno de r = r+ para A(r) e B(r), obtemos

A(r) = A+ (r − r+) +O
[
(r − r+)2

]
, (5.68)

B(r) = B+ (r − r+) +O
[
(r − r+)2

]
. (5.69)
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As constantes positivas A+ e B+ são dadas em termos das funções A e B a partir de

A+ =
dA(r)

dr

∣∣∣∣
r=r+

, (5.70)

B+ =
dB(r)

dr

∣∣∣∣
r=r+

. (5.71)

A gravidade super�cial κ+ no horizonte é de�nida como mostrada de (2.63), tomada

no limite r → r+. Para as geometrias esfericamente simétricas e estáticas, a gravidade

super�cial é dada por (2.67), então temos também

κ+ = lim
r→r+

1

2

[
1

2

1√
A(r)B(r)

(A′(r)B(r) +B′(r)A(r))

]
, (5.72)

κ+ = lim
r→r+

1

4

[
A′(r)

√
B(r)

A(r)
+B′(r)

√
A(r)

B(r)

]
. (5.73)

Pelo teorema de L'Hospital temos,

lim
r→r+

B(r)

A(r)
= lim

r→r+

dB(r)
dr

dA(r)
dr

=
B+

A+

, (5.74)

lim
r→r+

A(r)

B(r)
= lim

r→r+

dA(r)
dr

dB(r)
dr

=
A+

B+

. (5.75)

Usando (5.74) e (5.75), a equação (5.73) �ca como

κ+ =
1

4

[
A+

√
B+

A+

+B+

√
A+

B+

]
, (5.76)

assim podemos expressar a gravidade super�cial no horizonte em termos das constantes

A+ e B+,

κ+ =
1

2

√
A+B+ . (5.77)

Para as nossas geometrias, temos que

A(r) = A0(r) , (5.78)

B(r) = A0(r) b(r) , (5.79)
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onde

A0(r) =
(r − r+)(r − r−)

r2
, (5.80)

e

b(r) = 1 + (C − 1)
(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−

(r − r0)c0 (r − r0−)c0−
. (5.81)

Vemos também que

A0(r+) = 0 , (5.82)

A′0(r+) =
(r+ − r−)

r2+
, (5.83)

b(r+) = 1 + (C − 1)
(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−

(r+ − r0)c0 (r+ − r0−)c0−
= 1 + C − 1 = C . (5.84)

Portanto a gravidade super�cial �ca

κ+ =
1

2

(
A′0(r+)

√
b(r+)

)
. (5.85)

Logo

κ+ =
1

2

(r+ − r−)

r2+

√
C . (5.86)

Em termos das constantes M e q, podemos escrever

κ+ =

√
M2 − q(

M +
√
M2 − q

)2 √C . (5.87)

Conhecendo a gravidade super�cial do buraco negro de estudo, podemos calcular a

temperatura de Hawking (2.68),

TH =
1

2π

√
M2 − q(

M +
√
M2 − q

)2 √C . (5.88)

Uma geometria extrema é aquela em que o horizonte de Killing possui gravidade

super�cial nula. Um ponto interessante observado a partir da expressão para κ+ é que

temos dois limites extremos:

• limite em que a carga q é extrema, q = Qext, onde Qext = M2;

• limite em que C é zero.
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5.2.1 Coordenada tartaruga

De�nimos a coordenada tartaruga r? no capítulo 2 como (2.53). Na de�nição de

r?(r), existe uma ambiguidade relacionada à constante de integração. Podemos para-

metrizar esta ambiguidade por exemplo através de uma constante rref de forma que

r?(r) =

∫ r

rref

dr′

H(r′)
. (5.89)

De um ponto de vista prático (para o cálculo numérico), é interessante escolher rref de

forma que rref > r+.

Considerando as geometrias que nós temos interesse, alguns pontos importantes

sobre a função r?(r) para esse caso são:

• o domínio de r?(r) é (r+,∞);

• r?(r) é monotonicamente crescente, pois

dr?(r)

dr
=

1

H(r)
> 0 (5.90)

em (r+,∞);

• o horizonte de eventos é mapeado em r? → −∞, ou seja,

lim
r→r+

r?(r)→ −∞ ; (5.91)

• r →∞ é mapeado em r? →∞,

lim
r→∞

r?(r)→ +∞ . (5.92)

Desta forma, o teorema da função inversa nos garante que existe a função continua

e diferenciável r(r?), com domínio dado por (−∞,+∞). Note que esta a�rmação é

bem justi�cada mesmo sem expressões explícitas para r?(r) e r(r?).

5.2.2 Geometria próxima do horizonte

Temos que r+ é um zero simples de H(r), dado que é um zero simples das funções

A(r) e B(r). Desta forma, podemos escrever

H(r) = (r − r+) R(r) , (5.93)
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para alguma função R(r) tal que R(r+) > 0. Assim, temos

1

H(r)
=

a

r − r+
+

b

R(r)
, (5.94)

1

H(r)
=
aR(r) + b(r − r+)

(r − r+)R(r)
, (5.95)

onde de (5.93)

aR(r) + b(r − r+) = 1, (5.96)

se r = r+, temos

a =
1

R(r+)
. (5.97)

De (2.67) sabemos que

2κ+ =
dH(r)

dr

∣∣∣∣
r=r+

(5.98)

Substituindo (5.93) em (5.98) obtemos,

2κ+ =
d [(r − r+) R(r)]

dr

∣∣∣∣
r=r+

, (5.99)

2κ+ = R(r+). (5.100)

A constante a é expressa em termos da gravidade super�cial como a = 1/2κ+, de

forma que
1

H(r)
=

1

2κ+

1

r − r+
+ F (r) . (5.101)

onde F (r) = b/R(r). Por outro lado, as funções R e F estão relacionadas como

F (r) =
1

h(r)
− 1

2κ+

1

r − r+
, (5.102)

ou

F (r) =
1

r − r+

(
1

R(r)
− 1

2κ+

)
. (5.103)

Temos que F (r) tende a um valor �nito com r → r+. Usando (5.101), a função r?(r)
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pode ser escrita como

r?(r) =

∫ r

rref

[
1

2κ+

1

r′ − r+
+ F (r′)

]
dr′

=
1

2κ+
[ln (r − r+)− ln (rref − r+)] +

∫ r

rref

F (r′)dr′

=
1

2κ+
ln

(
r

r+
− 1

)
+

∫ r

rref

F (r′)dr′ − 1

2κ+
ln

(
rref
r+
− 1

)
. (5.104)

Próximo de r+, temos que o primeiro termo do lado direito domina, de forma que neste

limite

r?(r) =
1

2κ+
ln

(
r

r+
− 1

)
+

∫ r+

rref

F (r′)dr′ − 1

2κ+
ln

(
rref
r+
− 1

)
, (5.105)

ou

r?(r) =
1

2κ+
ln

(
r

r+
− 1

)
+ r0? , (5.106)

com

r0? =

∫ r+

rref

F (r′)dr′ − 1

2κ+
ln

(
rref
r+
− 1

)
. (5.107)

Assim, próximo do horizonte, podemos encontrar a função inversa r (r?),

r? − r0? =
1

2κ+
ln

(
r

r+
− 1

)
, (5.108)

ou

r = r+ + r+e
2κ+(r?−r0?) . (5.109)

Também é conveniente escrever

r − r+ = r+ e
−2κ+r0?e2κ+r? . (5.110)

5.3 Potencial escalar próximo do horizonte

Temos que o potencial efetivo associado ao campo escalar é dado por (4.14). Para

as geometrias de interesse, podemos escrever o potencial escalar como

V (r) = A(r) Ωes(r) , (5.111)
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com Ωes(r) dado por

Ωes(r) =
` (`+ 1)

r2
+

1

2r
B′(r) +

1

2r
A′(r)

B(r)

A(r)
−m2 . (5.112)

Note que o último termo do lado direito é bem de�nido em r = r+, visto que r+ é um

zero simples de ambas as funções A e B.

Próximo do horizonte, temos que de (5.68)

A(r) = A+ (r − r+) +O
[
(r − r+)2

]
, (5.113)

A′(r) = A+ +O (r − r+) , (5.114)

e de (5.69)

B(r) = B+ (r − r+) +O
[
(r − r+)2

]
, (5.115)

B′(r) = B+ +O (r − r+) . (5.116)

Desta forma

Ωes(r) = Ω+ +O [(r − r+)] , (5.117)

onde

Ωes
+ =

` (`+ 1)

r2+
+
B+

2r+
+

1

2r+
A+

B+ (r − r+)

A+ (r − r+)
−m2, (5.118)

Ωes
+ =

` (`+ 1)

r2+
+
B+

r+
−m2 . (5.119)

Utilizando (5.110) em (5.68), temos

Ã(r?) = A(r(r?)) = A+r+ e
−2κ+r0?e2κ+r? . (5.120)

Assim de (5.68) e (5.119) podemos escrever

V (r) = A+ (r − r+) Ωes
+ . (5.121)

Partindo da função Ṽ (r?) de�nida em (4.18), obtemos uma expressão analítica para

Ṽ (r?) próximo do horizonte:

Ṽ (r?) = A(r(r?))Ω
es
+ (5.122)
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Ṽ (r?) = A+ r+ e
−2κ+r0?e2κ+r?

[
` (`+ 1)

r2+
+
B+

r+
−m2

]
Ṽ (r?) = A+r+ e

−2κ+r0?

[
` (`+ 1)

r2+
+
B+

r+
−m2

]
e2κ+r? . (5.123)

Ou seja, o potencial efetivo decai exponencialmente no limite r → r+.

5.4 Potencial eletromagnético próximo do horizonte

O desenvolvimento para o caso eletromagnético é similar ao feito para o caso escalar.

O potencial efetivo associado ao campo eletromagnético é dado por (4.78). Como

�zemos para o caso escalar podemos escrever o potencial eletromagnético como

V (r) = A(r) Ωem(r) , (5.124)

com Ωem(r) dado por

Ωem(r) =
`(`+ 1)

r2
. (5.125)

A relação análogo a (5.122) para o potencial eletromagnético é da forma

Ṽ (r?) = A(r(r?))Ω
em
+ (5.126)

Usando também (5.120) temos

Ṽ (r?) = A+ r+ e
−2κ+r0?e2κ+r?

[
` (`+ 1)

r2+

]
= A+r+ e

−2κ+r0?

[
` (`+ 1)

r2+

]
e2κ+r? . (5.127)

Como no caso do potencial escalar o potencial efetivo eletromagnético decai também

exponencialmente no limite r → r+.
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Capítulo 6

Dinâmica de Campos Escalares e

Eletromagnéticos

6.1 Equação diferencial e método numérico

6.1.1 Forma geral das equações diferenciais

As equações diferenciais para o campo escalar (4.19) e para o campo eletromagnético

(4.67) e (4.75), apresentadas no capítulo 4, podem ser decompostas em um conjunto

desacoplado de equações. Essas equações para as funções Ψ` são rotuladas pelo inteiro

`, onde ` = 0, 1, 2, . . .. Em termos das coordenadas t e r?, elas têm a forma

−∂
2Ψ`

∂t2
+
∂2Ψ`

∂r2?
= Ṽ (r?) Ψ` , (6.1)

onde Ṽ é o potencial dado pelas expressões (4.18), (4.14) e (4.78) dependendo se o

potencial é escalar ou eletromagnético. Estas equações (6.1) são equações diferenciais

parciais hiperbólicas [48, 49], ou seja, do tipo �equação de onda�.

Como em geral não dispomos de soluções analíticas para a dinâmica dos campos,

temos que recorrer a métodos numéricos ou semi-analíticos para solucionar as equações

tipo (6.1). No presente capítulo será usado um método numérico que consiste na

integração direta das equações de movimento (6.1) com condições iniciais.

6.1.2 Problema de condições iniciais tipo Cauchy

A equação diferencial (6.1) possui solução bem de�nida dentro de um subconjunto

do plano t − r? se condições iniciais e de contorno são especi�cadas. Existem vários
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esquemas possíveis, e a seguir vamos apresentar um deles de forma breve.

Propomos como condições iniciais de�nir o valor de Ψ` e ∂Ψ`/∂t em um dado

instante de tempo, t = 0 sem perda de generalidade:

Ψ` (0, r?) = f (r?) , (6.2)

∂Ψ`

∂t
(0, r?) = g (r?) . (6.3)

As funções f e g devem ser dadas, pois fazem parte da caracterização do problema,

f (r?) = A(r?)e
B(r?)(r? − C)2 , (6.4)

g(r?) = 0 . (6.5)

As características dessas funções f e g não são relevantes pois os modos quase-

normais que estamos estudando não dependem das condições iniciais do problema.

A determinação da solução da equação (6.1) com este tipo de condição inicial é um

exemplo de problema de Cauchy [42].

Se as funções iniciais são fornecidas somente entre rmin? e rmax? , sem condições de

contorno especi�cadas, então a solução para ψ é bem de�nida somente no subconjunto

do plano t − r? que é o desenvolvimento causal da região entre rmin? e rmax? . Uma das

vantagens do sistema de coordenadas baseado nas coordenadas t e r? é que esta região

é facilmente determinável, visto que é delimitada por curvas t ± r? = constante (que

são geodésicas do tipo luz). Ilustramos estes comentários na �gura 6.1 a seguir.

r
*r

*

min

r
*

max

t

Figura 6.1: Região do plano (t, r?) onde a solução da equação diferencial é bem de�nida,
com as condições iniciais especi�cadas entre rmin? até rmax? .
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6.1.3 Método numérico proposto

Uma forma de resolver numericamente a equação (6.1) é utilizar um �esquema de

diferenças �nitas� [50, 51]. Nesta abordagem, o plano t−r? é discretizado, por exemplo

como

t→ ti = t0 + i∆t , (6.6)

r? → xj = x0 + j∆x , (6.7)

com i = 0, 1, 2, . . . e j = 0, 1, 2, . . ..

Para uma função F (x) que possui derivada terceira, a expansão em série de Taylor

[51] ao redor de x0 é

F (x) = F (x0) +
F ′(x0)

1!
(x− x0) +

F ′′(x0)

2!
(x− x0)2 +

F ′′′(x0)

3!
(x− x0)3 + · · · , (6.8)

considerando (6.7) podemos dizer que xi+1 = xi + ∆x e escrever

F (xi+1) = F (xi) + F ′(xi)∆x+
F ′′(xi)

2
∆x2 +

F ′′′(xi)

6
∆x3 + o

(
∆x4

)
, (6.9)

F (xi−1) = F (xi)− F ′(xi)∆x+
F ′′(xi)

2
∆x2 − F ′′′(xi)

6
∆x3 + o

(
∆x4

)
. (6.10)

Se somamos as equações (6.9) e (6.10) obtemos,

F (xi+1) + F (xi−1) = 2F (xi) + F ′′(xi)∆x
2 +O

(
∆x4

)
, (6.11)

ou

F ′′(xi+1) =
F (xi+1)− 2F (xi) + F (xi−1)

∆x2
+O

(
∆x2

)
. (6.12)

Assim, considerando uma aproximação em segunda ordem em ∆x e ∆t para a

função ψ`, temos

∂2ψ` (ti, xj)

∂t2
=
ψ` (ti+1, xj)− 2ψ` (ti, xj) + ψ` (ti−1, xj)

∆t2
+O

(
∆t2
)
, (6.13)

∂2ψ` (ti, xj)

∂r2?
=
ψ` (ti, xj+1)− 2ψ` (ti, xj) + ψ` (ti, xj−1)

∆x2
+O

(
∆x2

)
. (6.14)

Se usamos as equações (6.13) e (6.14) em (6.1) podemos encontrar a versão discretizada
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da equação de onda (6.1) e é dada por

−ψ` (ti+1, xj)− 2ψ` (ti, xj) + ψ` (ti−1, xj)

∆t2
+
ψ` (ti, xj+1)− 2ψ` (ti, xj) + ψ` (ti, xj−1)

∆x2

= V (ti, xj) ψ` (ti, xj) . (6.15)

Usando a notação

ψ` (ti+1, xj) = ψN , ψ` (ti, xj+1) = ψL , ψ` (ti, xj) = ψC ,

ψ` (ti, xj−1) = ψO , ψ` (ti−1, xj) = ψS ,
(6.16)

V (ti, xj) = VC , (6.17)

temos um esquema explícito de diferenças �nitas [50], para a determinação do campo

em (ti+1, xj) a partir da informação no tempo t = ti e t = ti−1:

ψN =
(
2−∆t2 VC

)
ψC − ψS +

∆t2

∆x2
(ψL − 2ψC + ψO) . (6.18)

O esquema é ilustrado na �gura 6.2 a seguir, onde o campo na célula azul é determinado

a partir de informações nas células cinza.

r
*

ψ
C

ψ
L

ψ
N

ψ
O

ψ
S

t

Figura 6.2: No esquema de discretização proposto em (6.18), o campo na posição N é
determinado pelos valores do campo nas posições O, C, L e S, conforme o diagrama.

Com o esquema de discretização proposto na expressão (6.18), a determinação do

campo é feita segundo as etapas a seguir:

1. As duas primeiras linhas da grade, em t = t0 = 0 e t = t1 = ∆t, são determinadas

a partir das funções f e g, através de

ψ` (t0, xj) = f (xj) , (6.19)
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ψ` (t1, xj) = f (xj) + g (xj) ∆t . (6.20)

2. Dadas duas linhas, uma terceira é determinada através de (6.18), conforme o

diagrama na �gura 6.3 a seguir.

3. A região no desenvolvimento causal das condições especi�cadas é desta forma

calculado linha por linha, conforme o diagrama na �gura A.1 a seguir.

r
*

t

1 2 3 4 5

6 7 8

9

Figura 6.3: A partir das linhas iniciais (em cinza), o valor do campo nos pontos de 1
a 9 pode ser calculado, seguindo (por exemplo) a sequência indicada.
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6.2 Aspectos gerais da dinâmica perturbativa

Após uma investigação numérica extensiva, uma visão geral do comportamento

dos campos introduzidos no capítulo 4 foi obtida. A dinâmica perturbativa do campo

escalar e eletromagnético na região externa ao horizonte de evento será estudada nessa

seção.

O comportamento de Ψ(t, r) é a solução da parte radial do campo a ser estudado.

O que é observado nos resultados tanto para o campo escalar quanto para o eletro-

magnético é que inicialmente, para t pequeno, Ψ(t, rfixo? ) é dominado por uma fase

transiente, que depende fortemente das condições iniciais. Logo, para t intermediário,

Ψ(t, rfixo? ) é dominado por uma fase quase-normal que presenta um comportamento

exponencial-oscilatório e após essa fase, para t grande, Ψ(t, rfixo? ) é dominado por uma

decaimento tipo lei-de-potência

Ψ ∼ tk , (6.21)

conhecida como a cauda da perturbação. A cauda pode ser evidenciada em um grá�co

tipo log-log do modulo da amplitude do campo. Ilustramos estas fases em �gura 6.5 e

�gura 6.4, usando como exemplo os resultados obtidos para ` = 1, C = 1.5, M = 1 e

q = 0.5.

Na fase quase-normal, o decaimento exponencial-oscilatório é dominado pela forma

do campo

Ψ ∼ e−iω0t , (6.22)

onde ω0 é um número complexo chamado frequência quase-normal [?] este diferente da

fase quase-normal que pode ser evidenciada em um grá�co tipo semi-log . A estabili-

dade linear do campo escalar e eletromagnético pode ser observado nos resultados ao

perceber o decaimento a zero conforme o tempo se faz muito grande, o modo funda-

mental se sobressai,

Ψ ∼ eIm(ω0) t e−iRe(ω0) t . (6.23)

Assim podemos dizer que o valor da parte imaginaria da frequência é responsável

pela atenuação do campo, o que nos leva então a dizer que

Im(ω0) < 0 , (6.24)

e a resumir com essa expressão a estabilidade perturbativa do campo escalar e o campo

eletromagnético.

71



100 200 300 400 500 600 700
t

10
-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

| ψ
 |

10
2

10
3

t

10
-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

| ψ
 |

Cauda tipo lei-de-potencia

Fase quase-normal

Cauda tipo lei-de-potencia

Fase quase-normal

Transiente

Figura 6.4: Grá�co semi-log (acima) e log-log (abaixo) para a perturbação escalar para
` = 1, C = 1.5, M = 1 e q = 0.5.
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Figura 6.5: Grá�co semi-log (acima) e log-log (abaixo) para a perturbação eletromag-
nética para ` = 1, C = 1.5, M = 1 e q = 0.5.
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6.3 Dinâmica do campo escalar

Conforme o comentado, a evolução do campo escalar possui três fases diferentes.

Começando por o regime trasiente, logo a fase quase-normal e �nalmente o decaimento

em forma de lei de potências conhecido como cauda. Como se mostrou no capítulo

4 na equação (4.8), a solução da parte radial do campo escalar é dado por Ψ(t, r).

O potencial escalar é dado pela equação (4.18) e para obter os resultados numéricos

vamos a considerar um campo escalar com massa zero.

A diferença do tratamento feito em [20] para estudar a pertubação escalar, nós es-

tamos considerando geometrias esfericamente simétricas e estáticas (2.48) de maneira

mais geral. A classe de espaços-tempos apresentada aqui inclui como caso particular a

solução obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati [46] e Bronnikov, Melnikov e Heinz

[47]. Considerando também que em [20] se usou um método numérico diferente ao

usado nesse trabalho.
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Figura 6.6: Grá�cos semi-log da evolução da perturbação escalar para vários valores
de C com ` = 0 (primeiro grá�co superior), ` = 1 (grá�co do meio), ` = 2 (grá�co
inferior), M = 1 e q = 0.5.
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Figura 6.7: Grá�cos log-log da evolução da perturbação escalar para alguns valores
de C com ` = 0 (primeiro grá�co superior), ` = 1 (grá�co do meio), ` = 2 (grá�co
inferior), M = 1 e q = 0.5. Podemos observar uma cauda tipo lei de potencia depois
de uma fase de decaimento quase-normal.

Através das curvas do campo, as frequências quase normais podem ser estimadas.

Nesta seção vamos caracterizar o comportamento das componentes real e imaginária

da frequência fundamental ω0 com a variação do parâmetro C.

Algumas frequências são calculadas e exibidas na tabela 6.1. Um analises de conver-

gência detalhada foi feita para o método numérico proposto. Esta analise é apresentada

no apêndice A.2 desta dissertação. O método numérico resulta ser bom para valores

não muito grandes do parâmetro C, como máximo se obteve resultados para o valor

de C = 10. Os resultados nos mostram que a dinâmica das perturbações escalares é

sempre estável.

74



Tabela 6.1: Frequências quase-normais fundamentais para a perturbação escalar, com
vários valores de C e `. Para as geometrias consideradas, foram tomados M = 1.0 e
q = 0.5.
` C Re (ω0) Im (ω0)
0 0.05 0.10734 -0.099277
0 0.1 0.10657 -0.098521
0 0.5 0.11035 -0.10135
0 1.0 0.11304 -0.10929
0 1.5 0.11336 -0.12082

1 0.05 0.32077 -0.085667
1 0.1 0.32031 -0.087142
1 0.5 0.32209 -0.092292
1 1.0 0.32324 -0.099692
1 1.5 0.32423 -0.10568
1 5.0 0.33034 -0.14795

2 0.05 0.53234 -0.084770
2 0.1 0.53171 -0.086286
2 0.5 0.53273 -0.091812
2 1.0 0.53389 -0.098422
2 1.5 0.53458 -0.10509
2 5.0 0.53553 -0.14381

6.4 Dinâmica do campo eletromagnético

Como as perturbações axial e polar do campo eletromagnético coincidem numa

mesma equação de perturbação vamos representar a parte radial da perturbação ele-

tromagnética axial e polar como D(t, r?). Considerando que a função Ψ em (6.1) vai

ser substituída pela função D para nossa perturbação eletromagnética. Considerando

a dependência temporal da função de onda D(t, rfixo? ) em um valor �xo de r? (rfixo? ) e

através de uma investigação numérica exaustiva, uma caracterização qualitativa geral

do decaimento do campo pode ser obtida.

Os resultados onde se mostra os modos quase-normais fundamentais para diferentes

valores do parâmetro C são apresentados na grá�ca 6.8.

Similarmente ao que acontece para o calculo do campo escalar, nos resultados nu-

méricos do campo eletromagnético acontece que também para valores do índice de

multipolo ` maiores do que 1 e valores pequenos de C (aproximadamente menores de

1.5) não se pode observar as fases de�nidas mediante os resultados numéricos.
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Figura 6.8: Grá�cos semi-log da evolução da perturbação eletromagnética para vários
valores de C com ` = 1 (esquerda), ` = 2 (direita), M = 1 e q = 0.5.

6.4.1 Dependência da frequência quase-normal fundamental com

o parâmetro C

Algumas frequências que foram calculadas são exibidas na tabela 6.2. Como já foi

mencionado para o caso do campo escalar sucede tambem para o caso eletromagnético,

o método numérico resulta ser bom para valores não muito grandes do parâmetro C,

e também como máximo se obteve resultados até aproximadamente C = 10 se q/M

não está próximo do limite extremo. Os resultados nos mostram que a dinâmica das

perturbações eletromagnéticas é sempre estável.

Vemos que a medida que C aumenta Im (ω0) diminui, o que indica uma diminuição

da escala de tempo de decaimento exponencial-oscilatório com o aumento de C. Po-

demos ver esse resultado na �gura 6.8 e a tabela 6.2. A dependência dos parâmetros

Re (ω0) e Im (ω0) com C são mostrados na �gura 6.9.
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Tabela 6.2: Frequências quase-normais fundamentais para a perturbação eletromag-
nética, com vários valores de C e `. Para as geometrias consideradas, foram tomados
M = 1.0 e q = 0.5.
` C Re (ω0) Im (ω0)
1 0.05 0.28094 -0.081074
1 0.1 0.28033 -0.080915
1 0.5 0.28031 -0.087176
1 1.0 0.27841 -0.094836
1 1.5 0.27435 -0.10194
1 5.0 0.24109 -0.13019
1 10.0 0.21932 -0.14049

2 0.05 0.50918 -0.083414
2 0.1 0.50794 -0.083978
2 0.5 0.50794 -0.089808
2 1.0 0.50732 -0.096714
2 1.5 0.50611 -0.10378
2 5.0 0.49115 -0.14105
2 10.0 0.46719 -0.17496

6.4.2 Dependência da frequência quase-normal fundamental com

o parâmetro q

Nesta seção procuraremos caracterizar o comportamento das componentes real e

imaginária da frequência fundamental ω0 com a variação do parâmetro q. Encontramos

um comportamento similar ao desenvolvido para diferentes valores de C. Um análise

de convergência detalhada foi feita para o método numérico proposto. Esta análise é

apresentada no apêndice A.4 desta dissertação.

Vemos que a medida que q aumenta, para valores negativos, Im (ω0) diminui, o

que indica uma diminuição da escala de tempo de decaimento exponencial-oscilatório

mas quando q adquire valores maiores a zero a medida que q aumenta Im (ω0) também

aumenta. Podemos ver esses resultado na tabela 6.3. A dependência dos parâmetros

Re (ω0) e Im (ω0) com q são mostrados na �gura 6.10.
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Figura 6.9: Componentes real e imaginária das frequências quase-normais fundamentais
em função de C. Os demais parâmetros usados foram ` = 1, 2, M = 1.0, q = 0.5.

Tabela 6.3: Frequências quase-normais fundamentais para a perturbação eletromag-
nética, com vários valores de q e `. Para as geometrias consideradas, foram tomados
M = 1.0 e C = 1.5.
` q Re (ω0) Im (ω0)
1 -10.0 0.12161 -0.064116
1 -5.0 0.15008 -0.077203
1 -1.0 0.20679 -0.093366
1 -0.5 0.22173 -0.097619
1 0.5 0.27435 -0.10194
1 0.9 0.31945 -0.094152
1 0.95 0.32745 -0.090246

2 -10.0 0.24018 -0.069825
2 -5.0 0.29339 -0.081282
2 -1.0 0.39544 -0.097813
2 -0.5 0.42129 -0.10053
2 0.5 0.50606 -0.10378
2 0.9 0.57481 -0.095789
2 0.95 0.58747 -0.092477
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Figura 6.10: Componentes real e imaginária das frequências quase-normais fundamen-
tais em função de q/M . Os parâmetros usados foram ` = 1, 2 e C = 1.5.
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Capítulo 7

Conclusões

A consideração de dimensões extras pode ser de grande utilidade na descrição de

fenômenos físicos, conforme sugerido pelas teorias de cordas. Neste contexto, modelos

de mundos brana têm ganhado impulso nos últimos anos porque oferecem implemen-

tações concretas para a descrição de objetos cosmológicos ou locais através de branas,

generalizando as soluções usuais da relatividade general em quatro dimensões.

Nesta dissertação procuramos soluções esfericamente simétrias e estáticas compa-

tíveis com modelos de mundos brana. A família de soluções obtidas inclui buracos

negros quadridimensionais. Estas soluções generalizam as geometrias de Schwarzschild

e Reissner-Nordström. Geometrias esfericamente simétricas, além de nos proporcionar

uma grande facilidade no tratamento das equações de campo, também fornecem uma

boa aproximação para fenômenos físicos gravitacionais na escala do sistema solar.

Consideramos inicialmente um caso protótipo para o campo de matéria, especi-

�camente, o campo escalar de�nido pela equação de Klein-Gordon. No estudo de

perturbações escalares, são exibidos os conceitos básicos sobre a teoria de perturbações

de buracos negros, ao mesmo tempo em que os cálculos são mais simples que em outras

perturbações mais realistas. Seguimos então para o estudo das perturbações eletro-

magnéticas. Este campo é mais interessante do ponto de vista físico e fenomenológico,

mas pode ser tratado com técnicas similares as desenvolvidas para o campo escalar.

Observamos que para buracos negros esfericamente simétricos e estáticos, as equa-

ções que descrevem as perturbações escalares e eletromagnéticas podem ser desacopla-

das em um conjunto de equações de onda com a mesma forma. Para estas perturbações,

temos um potencial efetivo associado, que contém as peculiaridades dos campos trata-

dos. Seguindo o trabalho de Ru�ni et al. [13], veri�camos que o campo eletromagnético

pode ser decomposto em duas componentes (axial e polar). Mas ao contrário do que

foi a�rmado em [13], mostramos que ambas as componentes axial e polar podem ser
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escritas de forma que os seus respectivos potenciais efetivos são o mesmo.

A dinâmica propriamente dita das perturbações escalares e eletromagnéticas foi in-

vestigada com a utilização de métodos numéricos. O resultado básico sugerido pela ex-

tensa análise numérica é que as perturbações consideradas são estáveis. A estabilidade

perturbativa é um resultado importante porque indica que as geometrias considerados

são candidatos a espaços-tempos físicos, compatíveis com modelos de mundos brana.

Na dinâmica perturbativa dos campos escalar e eletromagnético, observamos com-

portamento usual para o modelo de buracos negros esfericamente simétricos. Depois

de uma fase inicial trasiente segue uma fase quase-normal em tempos intermediários,

e uma cauda tipo lei de potencia para tempos grandes. Os valores das caudas para

o campo escalar concordam com o calculo analítico feito em [20]. Generalizamos os

resultados em [20] considerando agora perturbações eletromagnéticas. Mas de forma

diferente do tratamento feito em [20], nós estamos levando em conta geometrias esfe-

ricamente simétricas e estáticas mais gerais. A classe de espaços-tempos apresentada

aqui inclui como caso particular a solução obtida por Casadio, Fabbri e Mazzacurati

[46] e Bronnikov, Melnikov e Heinz [47].

A classe de geometrias obtidas é descrita por uma métrica com três parâmetros:

M , C e q. O parâmetro M está relacionado a massa do buraco negro, enquanto que

os parâmetros C e q expressam a in�uência do bulk sobre a brana. Se utilizou como

método numérico de resolução das equações de perturbação (4.67) e (4.75), um esquema

de diferenças �nitas [50, 51]. Um dos critérios para a validação do algoritmo numérico

usado foi uma análise detalhada de convergência do método (apresentada nos apêndices

deste trabalho).

Observamos que a medida que o parâmetro C aumenta, o valor de Im (ω0) diminui,

e isso acontece tanto como para o campo escalar como para o eletromagnético. Este

fato indica uma diminuição da escala de tempo de decaimento com o aumento de

C. A dependência dos parâmetros Re (ω0) e Im (ω0) com C não é trivial, segundo os

resultados apresentados nesta dissertação.

Uma extensão natural deste trabalho poderia ser a aplicação dos métodos apresen-

tados aqui no tratamento de perturbações mais complexas, como por exemplo o campo

escalar massivo e as perturbações gravitacionais na brana e no bulk.
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Apêndice A

Análise de convergência

A.1 Convergência do método numérico

Um elemento importante na validação do método numérico é uma análise de con-

vergência. As quantidades calculadas (campo, frequências, caudas,...) devem tender

para um valor �xo a medida que o número de pontos da grade aumenta.

Tomamos como parâmetro relacionado ao tamanho da grade a variávelNx, o número

de pontos na base da grade. O número total de pontos da grade é aproximadamente

(Nx)
2 /2. Ilustramos estas observações na �gura A.1 a seguir.

r
*

t

1 2 3 4 5

6 7 8

9

Figura A.1: Grade que discretiza a região do plano t − r? onde é feita a integração
numérica. Neste diagrama, Nx = 5.

Por inspeção dos dados, veri�camos que as frequências convergem com o aumento

de Nx na forma

ω = a+ b (Nx)
c , (A.1)
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com c < 0.

A determinação das constantes a, b e c, além de validar o método, nos fornece uma

maneira de extrapolar o resultado para o limite do contínuo. De fato, o valor para as

frequências no limite em que o número de pontos da grade tende a in�nito é

ω → a com Nx →∞ . (A.2)

A análise para os parâmetros usados nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 são apresentados nas

seções a seguir.

A.2 Resultados para a tabela 6.1

Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.10734
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Figura A.2: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 0, C = 0.05, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.3: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 0, C = 0.1, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.11035

b = 6.83734 e85

c = -22.345
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Figura A.4: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 0, C = 0.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.5: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 0, C = 1.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.6: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 0, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.32077

b = 40407.

c = -2.2044
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Figura A.7: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 0.05, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.8: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 0.1, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.9: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 0.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c
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Figura A.10: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 1.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.11: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.12: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 1, C = 5.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c
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Figura A.13: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 0.05, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.14: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 0.1, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.15: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 0.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.16: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 1.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.17: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.18: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamental
ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente
imaginária da frequência fundamental ω0 do campo escalar com o aumento de Nx. Os
parâmetros assumidos foram ` = 2, C = 5.0, M = 1.0, q = 0.5.
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A.3 Resultados para a tabela 6.2

Re HΩ0L= a + b Nx^c
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b = 9.28293 e18
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Figura A.19: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 0.05, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.20: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 0.1, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c
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Figura A.21: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 0.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.22: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.23: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c
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Figura A.24: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 5.0, M = 1.0, q = 0.5.

Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.21932

b = 1.77425 e8

c = -2.9316

12000 14000 16000 18000 20000

0.21935

0.21940

0.21945

0.21950

0.21955

Nx

R
eH
Ω
0
L

C=10.0 M=1.0 q=0.5 {=1

Im HΩ0L= a + b Nx^c

a = -0.14049

b = -3.10313 e9

c = -3.2461

12000 14000 16000 18000 20000

-0.14070

-0.14065

-0.14060

-0.14055

Nx

Im
HΩ

0
L

C=10.0 M=1.0 q=0.5 {=1

Figura A.25: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 10.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.26: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 0.05, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.50794
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Figura A.27: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 0.1, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.28: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 0.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.29: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.50611

b = 1.60266 e10
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Figura A.30: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.31: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 5.0, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.32: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 10.0, M = 1.0, q = 0.5.
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A.4 Resultados para a tabela 6.3

Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.12161

b = 4.73154 e60
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Figura A.33: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = −10.0.
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Figura A.34: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = −5.0.
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Figura A.35: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = −1.0.
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Figura A.36: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = −0.5.
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Figura A.37: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Re HΩ0L= a + b Nx^c

a = 0.31945

b = 1450.91

c = -1.8423
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Figura A.38: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.9.
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Figura A.39: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 1, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.95.
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Figura A.40: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = −10.0.
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Figura A.41: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = −5.0.
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Figura A.42: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = −1.0.
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Figura A.43: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = −0.5.
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Figura A.44: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.5.
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Figura A.45: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.9.
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Figura A.46: (Esquerda) Convergência da componente real da frequência fundamen-
tal ω0 com o aumento de Nx. (Direita) Convergência da componente imaginária da
frequência fundamental ω0 com o aumento de Nx. Os parâmetros assumidos foram
` = 2, C = 1.5, M = 1.0, q = 0.95.
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