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Resumo

O estudo de perturbagdes em buracos negros tem sido um campo de pesquisa ativo nas
tltimas décadas, levando a importantes contribuicGes para o entendimento da fisica de COrpos
compactos em geral. Para o caso de geometrias esféricas assintoticamente planas quadridi-
mensionais, existe um panorama muito bem delineado para a dindmica de diversos campos de
interesse. A introducso de uma constante cosmolégica nas equacdes de Einstein muda o cargter
asgsint6tico das solugdes tipo buraco negro e neste caso, muito menos é conhecido. No trabalho
desenvolvido nesta tese abordamos alguns aspectos da propagacio de campos em geometrias
esféricas assintoticamente de Sitter e anti-de Sitter, considerando inclusive geometrias com
dimenséo maior que quatro. No regime quase extremo a dinimica é mais simples. Neste caso,
séo obtidas expressdes analfticas para os potenciais efetivos e para os modos quasi-normais,
caracterizando completamente a dinfimica. Em geral, entretanto, somos forcados a recorrer
a métodos semi-analiticos e numéricos. Empregamos estes métodos para uma anslise ampla
da forma de decaimento dos diversos campos. Nossos resultados esbogam um quadro geral
bastante coeso em uma grande gama de situacdes.



Abstract

The study of perturbations in black holes has been an active field of research in the last
decades, leading to a better understanding of the physics of compact objects in general. In
the case of asymptotically flat spherical geometries with four dimensions, there is a schematic
picture regarding the dynamics of many fields of interest. The introduction of a cosmological
constant in the Einstein equations changes the asymptotic character of the black hole solutions,
and in this case much less is known. In the work developed in this thesis we treat some aspects
of the field propagation in spherically symmetric geometries which are asymptotically de Sitter
and anti-de Sitter, considering also geometries with dimension greater than four. In the near
extreme regime the dynamics is simpler. In this case, we obtain analytic expressions to the
effective potentials and to the quasinormal modes, completely characterizing the dynamics.
In general we are forced to use semi-analytic and numerical methods. These methods are
employed in an extensive analysis of the decay modes of the fields considered. Our results
sketch a general picture in a wide sample of situations.
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Deep in the human unconscious is a pervasive need for o
logical universe that makes sense. But the real universe is

alweys one step beyond logic.

from “The Collected Sayings of Muad’Dib”, by the
Princess Irulan
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Capitulo 1

Introducao

Buracos negros estdo entre os objetos mais estranhos propostos por uma teoria fisica.
Sendo os corpos mais compactos no universo, eles contém a forma de matéria mais extrema
conhecida — uma quantidade arbitrariamente grande de massa comprimida em um volume que
se aproxima, de um ponto matemético. Dentre a enorme gama de aspectos tebricos explorados
no estudo de buracos negros, que envolvem desde a fisica mais fundamental até aplicagdes em
agtrofisica, ¢ surpreendente a grande quantidade de problemas relacionados as perturbagdes
destes objetos. O estudo de perturbagdes em buracos negros tem sido um campo de pesquisa
ativo nos dltimos 50 anos, levando a importantes contribui¢des para o entendimento da fisica
de corpos compactos em geral.

Apesar de suas peculiaridades, acredita-se hoje que buracos negros sao relativamente co-
muns. Observagdes de quasares entre 1960 e 1970 sugeriam que apenas um buraco negro
gigante, com massa milhGes de vezes a do Sol, poderia gerar tamanha quantidade de energia
sendo emitida. Mais recentemente, modelos de estrutura de galéxias e observacbes atuais in-
dicam que em todas as galéxias elipticas e em galaxias planas com um bojo central {como a
Via Léctea por exemplo) contém um buraco negro super massivo em seu centro.

Até pouco tempo atras, evidéncias de buracos negros eram circunstanciais, Possiveis
candidatos incluem corpos extremamente massivos e densos, cuja Unica explicagao teérica
disponivel é que sejam buracos negros. Incluem também fontes de radiacéio em tamanha mag-
nitude que a miquina energética razodvel para explicar tamanha quantidade de energia deve
conter um buraco negro. Recentemente, entretanto, astrénomos podem ter achado prova di-
reta para a existéncia destes corpos bizarros [1]. Estimando a taxa de acre¢io de matéria em
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regimes especificos, alguns grupos tém observado que energia cinética e térmica do fluxo de
matéria caindo no corpo compacto parece sumir, indicando a presenca de um horizonte de
eventos. Esta seria uma caracteristica finica de um buraco negro, que o distinguiria de outros
corpos compactos.

Geometrias esfericamente simétricas tém um papel de destaque em relatividade geral, e
no estudo de buracos negros em particular. Isso acontece devido ao fato de que a simetria
esférica é uma aproximacao razo4vel em uma grande quantidade de situagtes fisicas, a0 mesmo
tempo que oferece uma enorme facilidade de tratamento. Uma das primeiras solugdes exa-
tas das equagbes de Einstein, ¢ uma das mais importantes, é a solu¢io de Schwarzschild.
Generalizacdes desta solugio serfo o arcabougo bésico deste trabalho.

Desde que 0 conceito moderno de buraco negro foi introduzido, apés o advento da relati-
vidade geral, o colapso de matéria em buracos negros é um assunto que tem sido amplamente
explorado. O estudo de perturba¢Bes em buracos negros teve inicio no trabalho pioneiro de
Regge e Wheeler [2] nos anos 50. Naquele trabalho, onde a preocupagio principal era verificar
a estabilidade do buraco negro de Schwarzschild, foram introduzidas algumas linhas de abor-
dagem que seriam seguidas até hoje. A pesquisa envolvendo buracos negros neutros teve novo
fmpeto na década de 70, com os trabalhos de Vishveshwara [3] e Zerilli [4, 5], entre outros.

Ali4s, o termo “freqiiéncias quasi-normais” foi introduzido nesta época, no trabalho de Press
[6] em 1971. Em geral, perturba¢des no espaco-tempo exterior ao horizonte de eventos de um
buraco negro sio seguidas por oscilagBes com freqiiéncias bem caracteristicas. Estas oscilagbes
sdo atenuadas exponencialmente, de forma que as freqiiéncias associadas (freqiiéncias quasi-
normais) sdo complexas. Conforme sera visto com detalhes, estes “modos quasi-normais” sdo
importantes porque dependem da geometria do buraco negro, e nao da perturbacfo inicial, e
podem ser vistos como ressonancias do campo no espago-tempo. Chandrasekhar chama estas
freqiiéncias de “tons puros” dos buracos negros [7].

O mecanismo responsavel pela relaxagio de perturbagbes externas no caso do buraco negro
de Scharzschild foi exibido por Price em 1972 [8}. Estudando o comportamento de um campo
escalar sem assa, ele mostrou que na regido externa do buraco negro o campo é atenuado na
forma de lei de poténcia. Este trabalho merece destaque também pelo fato de ter mostrado
que 08 processos de relaxacdo de perturbagoes escalares e gravitacionais sdo bastante similares.
Campos escalares podem servir entdo como um modelo bastante razoével para campos mais
complexos.

A soluco das equagdes de Einstein proposta por Reissner em 1916 e por Nordstrom em
1918 generaliza a solugo de Schwarzschild. Neste caso, o corpo com simetria esférica parece,
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a distancia, ndo s6 como um centro de atracio gravitacional, mas também com wm centro
de linhas de forga elétricas. Se do ponto de vista de um observador externo um buraco
negro Reissner-Nordstrom se comporta como um objeto carregado, a introdugio de carga
muda completamente a sua estrutura interna. Pelo menos formalmente observa-se que a
singularidade, que no caso neutro é do tipo espago, passa a ser do tipo tempo, enquanio que
na regiao interna do buraco negro surge outro horizonte, um horizonte de Cauchy.

A solugio de Reissner-Nordstrim & uma, solugdo exata das equagdes de Eingtein, e somente
por este fato j4 é bastante interessante. Mas além do interesse intrinseco, ela atrai atencgio
por ser em muitos aspectos similar 4 solugao de Kerr. Conforme colocado por John Wheeler,
“a carga € 0 momento angular do mais desfavorecido”™ A solugio de Kerr, bastante mais
complicada ¢que a solugdo de Reissner-Nordstrém, descreve buracos negros com rotagio, e
portanto nio apresenta simetria esférica. Apesar de um buraco negro carregado eletricamente
nio ser talvez fisicamente realista, a solugio de Reissner-Nordstrém tem sido usada em alguns
trabalhos que tentam explicar a emisséo de jatos de raios gama {Gamma Ray Bursts) [9] com
um certo sucesso.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo perturbacbes de buracos negros carregados foi
desenvolvido por Ruffini, Tiomno e Vishveshwara [10]. Neste trabalho os autores calcu-
laram a perturbagio no campo eletromagnético na vizinhanca de um buraco negro gerada por
uma particula carregada em movimento. A anélise de perturbagtes na geometria Reissner-
Nordstrom foi continuada em 1974 por Zerilli, onde foramn consideradas, além de perturbagdes
eletromagnéticas, também perturbagGes gravitacionais [11].

Em varios trabalhos mais recentes, entre eles [7], a abordagem independente do tempo para
perturbacdes escalares, eletromagnéticas e gravitacionais em buracos negros assintoticamente
planos foi bastante desenvolvida. A aplicagio de abordagens lineares em geometrias esféricas
foi encorajada por diversos estudos numéricos da dindmica n&o-linear da propagagio de campos
f12, 13, 14]. Estes trabalhos indicaram que o padro de decaimento é qualitativamente muito
bem descrito linearmente.

Temos atualmente um panorama geral muito bem delineado para a dinadmica de campos na
regiao externa de buracos negros esféricos assintoticamente planos. Conforme mostrado por
diversos autores {15, 16|, um observador estatico fora do buraco negro observa trés estagios
da evolugdo do campo. Inicialmente temos a parte transiente, cuja forma exata depende
fortemente da perturbagdo inicial. Este estagio é seguido pelo decaimento em modos quasi-
normais, que carrega informagio sobre a estrutura do espago-tempo. Finalmente, para tempos
grandes, o processo de relaxacio é dominado por uma “cauda”, que no caso Reissner-Nordstrém
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é do tipo lei de poténcia. Entre os diversos trabalhos que enfocam a fase de decaimento quasi-
normal podemos destacar [17]. O comportamento para tempos grandes em uma variedade de
cendrios abordado por Ching et al. [15], enquanto que um tratamento matematicamente mais
rigoroso & feito por Bachelot em [18].

Estamos presenciando atualmente uma revolu¢do na cosmologia observacional. Um dos
elementos desta revolugdo vem do estudo de supernovas. Na ultima década, estudos de super-
novas tipo la proximas, com detectores modernos, tém feitos destas explosoes as melhores velas
padrao na astrofisica. Observagdes recentes [19] mostram que a luminosidade € 10% a 15%
menor que a esperada, o0 que sugere que o universo néo somente estd apenas se expandindo, mas
também acelerando. Embora atualmente os resultados observacionais néo sejam conclusivos,
avangos na tecnologia disponivel aos astronomos devem esclarecer este ponto.

Uma possivel aceleracdo para a taxa de expansdo do universo, juntamente com outras
evidéncias observacionais, sugerem a existéncia de algum tipo de “energia escura”, que nio é
matéria baridnica nem a chamada matéria escura. O cendrio esbogado por estas consideragoes
& muito diferente da vis#o predominante do universo até vinte anos atras.

Um candidato natural para matéria escura é uma constante cosmologica néo nula. A
constante cosmologica foi introduzida por Einstein logo depois da formulagdo da teoria da
relatividade geral, na tentativa de obter um modelo estético para o universo. Foi abandonada
pouce tempo depois, quando se percebeu que os modelos aparentemente estaticos de Ein-
stein eram instéveis, e principalmente com. as observagdes de Hubble indicando uma expansio
universal. A idéia de uma constante cosmolégica surge novamente no contexto da teoria quén-
tica de campos, mas estimativas baseadas nestas teorias apresentam valores absurdamente
grandes. As observacfes recentes entretanto indicam fortemente que pelo menos algum tipo
de constante cosmolégica efetiva deve ter algum papel na cosmologia atual.

Um outro cenéario em que uma constante cosmologica efetiva poderia existir é no periodo
inflaciondrio, que o universo supostamente passou por uma fase de aceleracéio extremamente
rapida. Estes modelos sao bastante eficientes em explicar varios aspectos da cosmologia atual,
como o problema do horizonte e da gera¢io de perturbagfes iniciais.

A introduciio de uma constante cosmolégica nas equacgdes de Einstein muda drasticamente
o carater assintotico das solucbes esfericamente simétricas. Dependendo do sinal da constante
cosmoldgica, temos uma geometria que é assintoticamente de Sitter ou anti-de Sitter, se o sinal
for positivo ou negativo respectivamente. No caso de geometrias que néo sdo assintoticamente
planas, muito pouco foi feito no estudo da dinémica classica de campos quando comparamos
com ¢ caso plano. Em 1989, Polarski estudou um campo escalar nos espago-tempos de Sitter
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e anti-de Sitter puros em dimensdo arbitraria, obtendo solugdes exatas para as equagbes de
campo independentes do tempo [20]. Mellor e Moss por sua vez estudaram perturbacdes
eletromagnéticas e gravitacionais acopladas no exterior de buracos negros Schwarzschild-de
Sitter [21], também na abordagem independente do tempo, de maneira bastante parecids
aquela feita por Chandrasekhar no caso anslogo plano. Obtiveram equagdes desacopladas e
calcularam numericamente as freqiiéncias quasi-normais.

Recentemente, Brady et al. estudaram a dinfmica de um campo escalar em buracos negros
nao assintoticamente planos Reissner-Nordstrom-de Sitter [22] e Schwarzschild-de Sitter [23].
Nestes trabalhos foi estudado a dindmica de um campo escalar com a constante cosmolégica
muito pequena, em uma abordagem dependente do tempo. Foi determinado o comportamento
do campo para tempos grandes, mas pouca atengdo foi dada para a fase quasi-normal.

No caso de buracos negros com carga, existe uma linha de pesquisa adicional a ser explo-
rada. Nestes buracos negros, assim como nos buracos negros com rotagio, temos a presenca
de um horizonte de Cauchy, interno ao horizonte de eventos. Existe uma enorme quantidade
de literatura abordando a questdo da estabilidade deste horizonte (ver por exemplo [24, 25]).
Este problema néo serd tratado diretamente nesta tese, mas um dos ingredientes bésicos para o
estudo do interior de qualquer solugdo tipo buraco negro envolve o comportamento dos campos
cruzando o horizonte de eventos. Portanto, o entendimento da dindmica dos campos na regido
externa ao buraco negro é necesséaria para o estudo da estabilidade do horizonte de Cauchy.

T interessante estender as consideragdes sobre a dindmica de campos para o caso de espago-
tempos assintoticamente anti-de Sitter. Além de aspectos ligados & evolucio do campo teste,
incluindo ¢ teorema “sem cabelo”, estudo de modos quasi-normais e estabilidade do horizonte de
Cauchy, a descoberta da correspondéncia anti-de Sitter/teoria de campo conforme (AdS/CFT)
torna a investigacio mais atraente. As freqliéncias quasi-normais tém interpretacdo direta em
termos da teoria de campos conforme dual (CFT). Através da correspondéncia AdS/CFT
{26, 27], um buraco negro corresponde aproximadamente a um estado térmico na teoria de
campos, e o decaimento do campo teste corresponde a volta ao estado de equilibrio.

O primeiro trabalho envolvendo modos quasi-normais em espacos AdS foi feito por Horowitz
e Hubeny [28], em um fundo tipo buraco negro Schwarzschild anti-de Sitter com dimens&o qua-
tro, cinco e sete. Considerando que a solugdo Reissner-Nordstrém-anti-de Sitter oferece um
quadro mais amplo que a geometria de Schwarzschild, a abordagem independente do tempo
usada em [28] foi generalizada em [29] para o caso carregado.

O trabalho apresentado nesta tese pretende explorar alguns aspectos da dindmica de cam-
pos escalares, eletromagnéticos e gravitacionais se propagando em geometrias esfericamente
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simétricas, com énfase na regifio exterior de buracos negros que nido sdo assintoticamente
planos. A estrutura da tese segue algumas das linhas de pesquisa comentadas nesta intro-
dugao. No capitulo 2 & feita uma breve sintese de relatividade geral e das solugdes da equagéo
de Finstein usadas neste trabalho.

A apresentacio de resultados basicos é concluida no capitulo seguinte, onde sdo introduzi-
dos os diversos campos objetos discutidos neste trabalho. S&o exibidas expressGes gerais para
potenciais efetivos em fungdo da coordenada radial r, para os campos escalar, eletromagnético
e gravitacional. Sdoc apresentados também os métodos semi-analiticos e numéricos que serdo
utilizados em todo o trabalho.

No capitulo 4 expomos resultados envolvendo campos em geometrias simetricamente esféri-
cas assintoticamente de Sitter, talvez o caso mais relevante fisicamente. Embora a dindmica
do campo escalar neste fundo tenha sido abordado ns literatura, ndo houve um estudo sis-
temaético envolvendo por exemplo dimensdes maiores que quatro. Acreditamos que uma viséo
mais completa é fundamental para o entendimento desta classe importante de sistemas fisicos.
Estudamos as caracterfsticas bésicas dos potenciais efetivos associados aos diversos campos de
interesse, importantes da caracterizacio da dinadmica propriamente dita.

No préximo capitulo sao estudadas a dindmica de campos na geometria Reissner-Nordstrom-
de Sitter (RNdS) em um limite bem especifico — o limite quase extremo. Neste limite o
espago-tempo & caracterizado pela quase coincidéncia dos horizontes de eventos e cosmolégico.

No capitulo 6 continuamos a estudar a propagacdo de campos em geometrias assintotica-
mente de Sitter. Nosso objetivo é ter uma visao abrangente das possiveis formas de decaimento
dos diversos campos de interesse. N#o nos restringimos ao limite extremo ou ao limite da
constante cosmoldgica pequena. Os métodos numéricos e semi-analiticos s&o complementares,
permitindo uma visao bastante ampla do problema. Resultados analiticos do capitulo 5 séo
comparados com aqueles obtidos numericamente.

O capitulo 7 trata do caso em que a constante cosmologica & negativa. O estudo de
modos quasi-normais nesta classe de geometrias est4 atraindo bastante atencio nos ultimos
anos devido a conjectura AdS/CFT. A énfase neste caso é em campos escalares evoluindo
em variedades esfericamente simétricas de dimensfo arbitraria. S&0 analisados neste capitulo
os potenciais efetivos apropriados, e algumas de suas propriedades bésicas s3o apontadas.
O préximo capitulo explora a dindmica apresentada no capitulo 7, através da utilizacio de
métodos numéricos. Os resultados obtidos estdo em boa concordéncia com os presentes na
literatura.
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Finalmente no capitulo 9 apresentamos as conclustes gerais do trabalho, assim como pos-
siveis extensdes e pontos que poderiam ser melhor explorados. Para a conveniéncia do leitor,
acrescentamos apéndices com material importante, mas que pode ser visto em uma segunda
leitura. Alguns dos principais resultados desta tese foram publicados em (30, 31, 32, 33|.



Capitulo 2
O Espaco-Tempo

2.1 Gravidade e Espaco-Tempo

O tema central desta tese é a propagacdo de campos na vizinhanca de buracos negros.
Aborda a interacio de campos classicos com a gravidade, em regimes onde a dinidmica new-
toniana ndo & mais valida. Se faz necessario, portanto, o estudo da gravitagio no dominio
da relatividade geral — a teoria fisica que hoje melhor descreve a gravidade, A idéia basica
deste capitulo é apresentar uma visdo geral da teoria da relatividade de Einstein, no contexto
usado neste trabalho. Pretendemos aqui expor a teoria de forma concisa, sem seguir o seu
desenvolvimento histérico.

A caracteristica marcante da gravidade ¢é a sua universalidade. Todos os campos conhecidos
da natureza interagem gravitacionalmente., O primeiro passo no reconhecimento deste ponto
foi dado por Galileu, quando ele observou que, em situagbes onde o atrito é desprezivel,
corpos com massas diferentes caem com a mesma aceleragdo. Além de universal, a gravidade
é uma interacio sempre atrativa e de longo alcance, tornando-a a interacdo fundamental
dominante em grandes distincias. Isso porque as interagdes nucleares forte e fraca sao de
curto alcance, enquanto que o eletromagnetismo {(embora uma forga de longo alcance) tem seus
efeitos praticamente anulados para corpos macroscopicos devido ao balanceamento de cargas
opostas. Essa universalidade sugere uma descrigdo da gravidade em termos da geometria —
dado que todos os campos seriam sensiveis & geometria, todos seriam sensiveis & gravidade.
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A estrutura bésica utilizada na relatividade geral para descrever o
espago-tempo —- o conjunto de todos o3 eventos — é wma variedade diferencidvel M. As-
sumimos o conceito de evento como primitive, denotando uma posicio bem definida no espago
e no tempo. Uma variedade corresponde & idéia intuitiva de continuidade espacial e tempo-
ral. Essa continuidade é bem estabelecida para distancias até a ordem de 10~ 7m, através de
experimentos com espalhamento de pions. A variedade M também é suposta conexa, visto
que a existéncia de um possivel setor desconexo do espaco-tempo ndo geraria consequéncias
experimentais no nosso setor conexo, que descreve o universo.

N&o cabe aqui uma revisdo detalhada de geometria diferencial, mas podemos ressaltar
alguns pontos basicos importantes. Para uma introdugfo ao assunto, ver por exemplo [34,
35, 36, 37]. Sendo que o conjunto de eventos forma uma variedade diferencidvel, vemos que
localmente essa variedade é similar ao espago euclidiano. Na construcio desta variedade,
¢ assumida uma topologia j& fixada. Essa topologia é Hausdorff com uma base contavel,
A variedade & coberta por abertos (da topologia fixada) que podem ser mapeados no R,
denotados de sistemas de coordenadas. Desta forma, M é descrita localmente pelo sistema de
coordenadas respectivo.

Em um ponto P da variedade temos um espago vetorial V, definido por exemplo como
o conjunto das aplicacOes {que satisfazem uma regra tipo Leibnitz) do conjunto de funcdes
definidas no ponto P em R Um elemento deste espago é dito um vetor contravariante. O
espago vetorial dual a V', denotado por V*, forma o espago dos vetores covariantes. Em uma
variedade diferenciavel tensores sdo definidos de forma natural como aplicagdes multilineares
de vetores e covetores em um ponto de M até R. O conjunto de aplicagdes de tipo (k,1) forma,
o espago tangente de tensores

T: Ve 3V'eVe -0V >R

k l

com k indices covariantes e ! indices contravariantes. Considerando o conjunto de espacos
vetoriais de um dado tipo em cada ponto, obtém-se wm campo vetorial. E importante ressaltar
que, sem estruturas adicionais, n&o existe relagio entre espagos tangentes em pontos distintos.

Introduzimos entdo nesta variedade uma métrica, definida como um tensor simétrico e nio
degenerado de tipo (0, 2}, ndo necessariamente positivo definido. Com esta métrica, podemos
por exemplo relacionar vetores covariantes e contravariantes, pois em um dado ponto ela pode
ser encarada como isomorfismo entre os espagos V e V*. Neste estigio da apresentacio da
teoria, a métrica ainda é arbitréaria, e esta liberdade extra ¢ usada para descrever a gravitacio.
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Embora nfo tenhamos a intengao de abordar aqui os principios que levaram Einstein a
chegar na teoria da relatividade geral, é ilustrativo mencionarmos o principio da equivaléncia.
Este é um assunto extensamente tratado na literatura. A forma menos restritiva deste princf-
pio é o chamado principio da equivaléncia fraca, que afirma a igualdade das massas inercial
e gravitacional em particulas teste. Esse principio é verificado experimentalmente com uma
precisdo muito grande, e a historia destes testes experimentais é bastante extensa. Comega
com a descoberta do principio por Galileu, usando planos inclinados e péndulos. Passa pelos
experimentos classicos de Edtvds com balangas de torsdo, no final do século XIX. Até final-
mente a realizacio de medidas extremamente precisas que comprovam que a Terra e a Lua
caem com a mesma aceleragao ao redor do Sol {38, 39].

Uma forma mais restritiva do principio da equivaléncia é o chamado principio da equivalén-
cia forte. Infelizinente nfo existe um consenso sobre sua melhor definigio, sendo este principio
apresentado em uma variedade de formas ligeiramente diferentes na literatura. Uma de suas
formulagdes pode ser encontrado em STEWART [40], apresentada a seguir:

Na vizinhanga de cada evento e no espago-tempo existe um sistema de coordenadas
preferencial chamado de inercial. Para cada classe de fendmenos fisicos exceto a
gravidade, um conjunto de leis locais podem ser selecionadas de forma que, quando
expressas em termos do sistema de coordenadas inerciais e aplicadas no ponto e,
tomam uma forma padrdo com constanies independentes da posi¢do no espago-
tempo e das forgas gravitacionais de maré.

De maneira mais simples {porém menos precisa), o principio da equivaléncia forte afirma que,
localmente, as leis fisicas (ndo gravitacionais) tém a mesma forma que em referenciais inerciais.
Um corolario deste principio & que a métrica deve ter assinatura Lorentziana. Essa é a restrigao
bésica que € imposta a0 tensor métrico.

O par formado pela variedade diferencidvel e pela métrica de assinatura Lorentziana é
chamado espaco-tempo. Essa € a arena basica que descreve a gravitagio. Entretanto, embora a
topologia do espago-tempo j4 esteja fixada, a métrica ainda é uma quantidade indeterminada.
S3o introduzidas mais camadas na teoria para chegarmos nas equag¢des de campo para a
métrica, que no contexto da relatividade geral sdo as chamadas equagbes de Einstein.
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2.2 Equacgoes de Einstein

Na secao anterior foram introduzidas uma variedade diferenci4dvel e uma métrica Lorentziana
como & estrutura basica para descrever o espago-tempo. Na variedade s@o definidas de maneira
natural fungdes, curvas parametrizadas, espagos tangentes, vetores e tensores. Em particular,
é possivel introduzirmos uma métrica {(ainda nao especificada), que relaciona vetores (tensores
em geral) covariantes e contra-variantes, e possibilita a definigdo de distancia. Entretanto,
somente com as estruturas apresentadas ndo é possivel compararmos tensores em pontos dife-
rentes. Os espagos tangentes sao totalmente nio correlacionados.

T'ma maneira equivalente de apresentarmos o problema € como a falta de uma definicio
covariante para a derivagido. Neste sentido, a capacidade de “comparar” vetores em pontos
proximos de certa forma corregsponde a podermos “diferenciar” um campo vetorial. O in-
verso também & possivel. Definindo uma “derivacdo”, podemos “arrastar” vetores, permitindo
compara-los. Naturalmente é preciso definir precisamente 0 que significam os termos entre
aspas.

O operador derivada covariante V & definido como um mapa de um campo tensorial de
posto (k,1) para o campo tensorial de posto (k,! + 1} com as seguintes propriedades:

i. Linearidade:
Vz(X+Y)=VzX +VzY

2. Obedece a regra de Leibniz para o produto:
VzZIX®Y)=(VzX) @Y + X ®(VzY)

3. Comuta com contragdes:

4. Se reduz a derivagio parcial usual no caso de atuar sobre escalares:
V#¢ = 8u¢

Se V é linear e¢ obedece a regra de Leibniz, entio esse operador pode ser escrito como uma,
derivada parcial mais corregBes lineares. Temos desta forma, para as componentes V¥ de um
vetor:

VWY =8, VY 10,V (2.1)

As quantidades I‘,’j)‘ sio denominadas coeficientes de conexao.



2.2. EQUACOES DE EINSTEIN 12

Vemos entdo que para definimos diferenciagio covariante (sem o auxilio de um campo
vetorial especificado) temos que introduzir wma estrutura nova, na forma de operadores sa-
tisfazendo as propriedades (1-4) ou na forma de uma conexdo. Essa conexdo também define
transporte paralelo [34, 36, 40).

A partir de uma dada conexao, definimos duas grandezas de importéncia fundamental —
curvatura e torsao. A curvatura R & um tensor de tipo (1,3). Visto como um mapa que leva
trés campos vetoriais para um quarto, é definido como

RX,YNZ =VxVyZ - VyVzZ — Vix,yi4 - (2.2)

A curvatura esté relacionada a dependéncia do transporte paralelo com o caminho utilizado.
A torgho é um tensor tipo (1,2) definido como

T(X,Y)=VxY - VyX —[X,Y] . (2.3)

Ressaltamos que curvatura e torgdo nio sio quantidades associadas a um espago-tempo
{entendido como uma variedade equipada com uma métrica), mas sim a uma conexdo. Para
um mesmo espago-tempo, portanto, podemos ter outras curvaturas e torgdes. Existem por
exemplo equivalentes teleparalelos da relatividade geral, onde a curvatura é zero e a torcdo é
ndo nula [41].

Uma conexio em que a derivada covariante da métrica é zero é chamada de “compativel
com a métrica”. Existem infinitas conexdes deste tipo. Porém, existe uma tnica conexio
compativel com a métrica, e com torcao nula. Hsta é a conexao usada na relatividade geral,
denominada conexdo de Christoffel:

1
gy = ‘2“9&“ (O89uy + Oygup — Ougsy) - (2.4)

Para esta conexéo, as componentes da curvatura sio dadas (segundo a convenciio usada por
exemplo em [37, 42]} por

Ry = 0,15 — 5T, + T, s — DTS (25)
Através do tensor de curvatura, define-se por meio de contracbes desse tensor vérias quanti-
dades importantes, como o tensor de Ricei
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Ry = QAVR)\HW, ) (2.6)

e 0 escalar de curvatura
R - g/\ug”ERAuyﬁ . (2.7)

A introdugio de matéria é fundamental na descri¢do da gravidade. Na relatividade geral,
isso é feito (em geral) através de campos definidos na variedade M, associados a um tensor de
energia-momento T,,,. Estes campos obedecem a equagdes de movimento que em geral podem
ser expressas em termos de relagdes tensoriais em M. Nestas equacgGes, as derivadas espa-
ciais siio derivadas covariantes com relagiio a conexfio definida pela métrica. E normalmente
esperado que, para campos de matéria fisicamente razodveis, o tensor T), satisfaca alguns
pré-requisitos, como por exemplo congervagio local de energia e momento e causalidade local
£35].

Em 1916, Einstein propss como equacio de movimento para as componentes da métrica a
relagio . c
8
R'm, - EQ’WR + Agm, = C_4Tuy . (2.8)
A equacgdo tensorial acima, um sistema de equagdes nao lineares para as 10 componentes
independentes da métrica, é conhecida como equagio de Einstein. O termo A, de importincia
fundamental neste trabalbo, é chamado constante cosmologica. A constante 87G/c? é escolhida,
de forma que no limite ndo relativistico sejam obtidos os resultados previstos pelas leis de
Newton. E bastante comum na literatura o uso das chamadas “unidades geométricas”, em que
G = ¢ = 1. Neste sistema de unidades, usado deste ponto em diante, o fator 87G/c? torna-se
entdo 8.

Nao podemos deixar de mencionar que, até a presente data, todas as medidas realizadas
estdo de acordo com as predigdes experimentais da relatividade geral. Alis, esta teoria fornece
um dos mais impressionantes acordos entre uma medida fisica e a previsio tedrica — a curva
espiral do pulsar PSR 191318, localizado em um sistema bindrio. A determinacio precisa
de seus par@imetros orbitais possibilitou o célculo da quantidade de energia emitida na forma
de ondas gravitacionais. Os resultados obtidos sfio compativeis com a teoria em uma precisio
fantastica. Por este trabalho, Taylor e Hulse receberam o prémio Nobel de fisica em 1993.



2.3. SOLUCOES ESFERICAMENTE SIMETRICAS 14

2.3 Solucoes Esfericamente Simétricas

O trabalho aqui desenvolvido envolve principalmente geometrias esfericamente simétri-
cag. Como estamos interessados em espagos-tempos com dimensdo ndo necessariamente igual
a quatro, cabem alguns comentérios sobre simetria esférica em dimensdo arbitraria. De uma,
maneira nao rigorosa, simetria esférica significa invariancia por rotagdes. De maneira mais pre-
cisa, o grupo de isometria do espago-tempo d-dimensional deve conter um subgrupo isomérfico
ao grupo SO(d — 1). No caso quadridimensional, o subgrupo de isometria deve ser o SO(3)
usual. O espago-tempo esfericamente simétrico com d dimensdes pode entdo ser foliado em
esferas S92,

Esta estrutura sugere que seja usado um sistema de coordenadas adaptado & foliagio. Como
temos uma variedade de d dimengdes foliado por uma subvariedade de d — 2 dimensfes, nsamos
d — 2 coordenadas (9%,62,...,0%°2) para especificar a posi¢gio de um evento na subvariedade
8§92 e 2 coordenadas (f,r) para especificar em que subvariedade o evento se encontra. £
possivel mostrar que a métrica pode ser escrita como

ds® = —h(t,r)dt* + (¢, 7)dr® +r?d0] , (2.9)

onde
d02_, = (d8)” + sin? 6" (d6")® +--- +sin? - .. sin? 92 (ded—2)2 (2.10)

que é a forma mais geral para uma métrica em uma geometria esfericamente simétrica [36, 42,
43].

O Ansatz (2.9) é extremamente geral, e independe inclusive das equacdes de campo para
a métrica. Vamos nos restringir agora a solugdes da equag@io de Einstein com constante
cosmolodgica para buracos negros carregados. Assumiremos também que a dimensdo d do
espaco-tempo é arbitraria.

De maneira geral, o campo eletromagnético € introduzido no espago-tempo (sem fontes de
campo elétrico) através de um tensor de campo eletromagnético F#¥ satisfazendo as equacGes
de movimento:

Vo W = Jt =, (2.11)

ViuFog =0 (2.12)

A regido de interesse ndo é o vacuo, pois existe a presenga de um campo eletromagnético.
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Neste caso, o tensor de energia-momento é ndo nulo, e é dado [36, 37, 42] por

1 1
Tuu = a—; (gveFuTFye - gg”yFrygF’Ye) . (2.13)

A métrica para o espago-tempo simetricamente esférico em d dimensdes acoplado a um
campo eletrostatico foi talvez primeiro apresentada por Thangherlini em [43]. Devido & sime-
tria esférica, e assumindo que ndo existam fontes de campo elétrico, a forma do tensor FF
é

0 -1 0 0
1 06 0
Fo=Er|0 0 0 (2.14)
b O O -
Substituindo o Ansatz acima nas equagbes de Maxwell, obtemos que
q
E{r) = sl (2.15)

onde g & uma constante de integragido. No caso quadridimensional, g pode ser interpretada
como uma carga, elétrica. Substituindo os resultados acima nas equagdes de Einstein, obtemos

pOT Sua vez que
2m + G Ar?
e G S

flt, ) =hit,r)~*, (2.17)

hit,r) = h(r)=1- (2.16)

para d > 3. A constante de integracdo m pode ser interpretada como uma massa no caso
quadridimensional.

Para um valor fixo de d, temos trés pardmetros livres na métrica. Apesar disso, o espago de
pardmetros da teoria é efetivamente bidimensional. Isso porque é sempre possivel reescalonar
as coordenadas r e ¢t de forma a absorver, por exemplo, a constante m. Fisicamente, esta
transformacao de coordenadas nada mais é do que uma mudanga no sistema de unidades
usado.

A caracterfstica marcante na métrica apresentada é a existéncia de divergéncias em r =0
¢ eventualmente em um conjunto de valores reais positivos da varigvel radial, dependendo da
dimensdo do espago-tempo e da escolha dos pardmetros m, ¢ e A. Esses pontos singulares
serfo discutidos na préxima secéo.
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2.4 Buracos Negros Esféricos

Em uma situacio usual, a métrica (2.9) juntamente com a expressdo (2.16) para a fungdo
h(r), é o resultado da agéo gravitacional de uma distribuicdo de massa esfericamente simétrica,
valida somente em um intervalo da coordenada radial r em que 0s seus elementos nio apresen-
tam anomalias. Entretanto, um corpo esférico suficientemente massivo e frio nfo se mantém
em equilibrio termodindmico. Nestes casos, as pressdes internas néo sdo suficientes para su-
plantar a atragio gravitacional, € o corpo sofre colapso total. A teoria cléssica afirma que
toda a massa do corpo fica concentrada em um ponto, e o espago-tempo resultante é descrito

pela métrica (2.9). Faz-se necessario entao discutir o significado das divergéncias na expressao
{2.9).

E bem conhecido o fato de que a singularidade em r = 0 &€ uma singularidade real, e nio
pode ser removida por uma transformagcio de coordenadas. Como o objetivo principal do
trabalho desta tese envolve a propagagiio de campos na regifio exterior de um buraco negro,
niao vamos nos aprofundar neste ponto. As demais singularidades aparentes no tensor métrico
correspondem aos zeros reais positivos na fungio h(r). Estas singularidades entretanto podem
ser removidas através de uma mudanga adeguada no sistema de coordenadas, e portanto nio
sao singularidades “fisicas”. Porém, os zeros em h{r) determinam a estrutura causal do espago-
tempo, no sentido discutido a seguir.

A fungdo h(r) pode ser escrita como

h{r)= P(r), {2.18)

T 3,.2d-6

onde 5 6 22
_2d-4 9 246, Y g3 9¢"
Plr)=r A" + i i

de forma que os seus zeros reais positivos sdo os zeros do polinémio P(r), formando um

(2.19)

conjunto discreto e finito (ou mesmo vazio), denotado por {r;}. Se o ntumero de zeros de h(r)
for n, podemos pensar nestes valores de r como fronteiras, ou horizontes, dividindo a variedade
em 7 + 1 regites distintas. Cada regido r; < r < rj+; é denominada um bloco (T}), ou mais
precisamente

T ={(t,r 61, ,04-2),7 <7 <7Ts1} - (2.20)
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Temos também os blocos delimitados por r = 0 e ¥ — 00, denotados por

Ty = {(t: L& 815 Tt aed—Z):O <r< TI} (221)

Toy1 = {(t,T, Br,- 83 0),Tp <1 < OO} . (2.22)

Rigorosamente falando, a métrica (2.9) s6 & valida em um destes blocos. Podemos entre-
tanto falar da extens@o maximal desta subvariedade, que é obtida “colando” blocos de acordo
com um método bem estabelecido {44]. Atengéo especial deve ser dada para o comportamento
assintotico da variedade, que depende do sinal da constante cosmolégica. Se A for zero, a
variedade é assintoticamente plana, se A for positivo a variedade é assintoticamente de Sitter,
enquanto que se A for negativo a variedade é assintoticamente anti-de Sitter. Estes pontos
serdo novamente abordados nos capitulos seguintes.

E possivel mostrar (ver préxima seciio) que os horizontes r = r; sio superficies nulas. A
presencga destes horizontes significa que existem regides nas quais curvas tipe tempo ou tipo
luz, dirigidas para o futuro, cruzam estas superficies em apenas um sentido. Os horizontes
agem como uma membrana, permitindo a passagem em apenas uma diregfo, delimitando uma
regifio na qual nada escapa. Se a expressao (2.16) possui pelo menos um zero real positivo,
temos um buraco negro esférico.

Caso a fung@o h(r) seja positiva em um determinado bloco, entdo a métrica nesta regifo
& estatica. Um horizonte r = ry é chamado horizonte de eventos se a métrica apresenta uma
singularidade real e se r; é o altimo valor em que o bloco T é estatico. O objetivo desta
tese é estudar a din&mica de campos que se propagam no bloco 1%, que corresponde 4 regifo
“externa” do buraco negro.

Em um dado bloco T;, é bastante conveniente introduzirmos uma outra coordenada
radial — a coordenada tartaruga — definida como

z;{r) =fh—0(ﬁ;—) com ;<1< Tiyq] - (2.23)

A forma explicita da fungio z;(r), bem como seu dominio e imagem, dependem de maneira
crucial do conjunto de zeros de h(r) e do bloco em que ela est4 definida.
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A partir da coordenada radial tartaruga, definimos as coordenadas nulas retardada e
avancada — respectivamente u; ¢ v; — como

u; =t -, (2.24)
vi=tta. (2.25)

Escrevendo a métrica em termos das coordenadas v; e r, temos
ds® = h(r)dv} + 2dvidr + r2d02;_, , (2.26)

que é ndo singular em r = r; ou r = r;y1, mostrando que de fato as singularidades nos zeros
de h(r) sdo apenas aparentes.

Em termos das coordenadas u; e v;, a métrica fica
ds? = —h{r{vy, u;)du;dv; + r(vi,uz-)gdﬂﬁwg ; (2.27)

justificando o termo “coordenadas nulas” para u; e v;. FEste sistema de coordenadas serd
utilizado nos préximos capitulos.



Capitulo 3

Campos Linearizados

3.1 Introduzindo a Aproximacgao Linear

Nesta tese serdo discutidos alguns aspectos da din&mica da propagacio de campos es-
calares, eletromagnéticos e gravitacionais, no exterior de buracos negros esféricos. Em todo o
trabalho aqui desenvolvido, uma aproximagio é sempre usada — 08 campos sdo tratados como
perturbacdes evoluindo em um fundo fixo, e a reagfio de radiacfo esta sendo desprezada.

Classicamente, os campos de matéria podem ser introduzidos no espago-tempo através
de equages de movimento apropriadas. Associado a cada um destes campos, temos um
tensor energia-momento, que esti presente nas equagtes de movimento para as componentes
da métrica. Ignorar a reagfo de radiagio de um dado campo significa desprezar o seu tensor
energia-momento. A métrica entdo é mantida fixa, e somente as variaveis de campo possuem
uma dindmica, descrita por equagdes de movimento lineares.

O fendémeno da reagdo de radiacdo na relatividade geral tem um andlogo mais familiar em
eletrodinémica classica. Uma particula carregada se movendo em um campo eletromagnético
externo emite radiagdio quando é acelerada, o que resulta em perda de energia, momento
linear ¢ momento angular. Isso por sua vez altera o movimento da particula, daf o termo
“reacio de radiacho”. O caso gravitacional é qualitativamente similar. Qualquer campo (ou
particula) no espago-tempo tem associado um contetido de energia que modifica a estrutura
do espago-tempo, o que por sua vez altera a dinfmica da propagagio deste campo.

19
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Certamente a reacio de radiaco gravitacional desempenha um papel dominante em muitos
processos astrofisicos [45]. O exemplo notével é o caso de dois corpos muito massivos orbitando
um ao outro. A emissao de ondas gravitacionais pelos objetos leva as suas érbitas a espiralarem,
efeito observado por Taylor e Hulse em 1975 para o caso de um sistema binério [46].

Entretanto, varios trabalhos, entre eles [14, 24, 47}, afirmam que para uma grande gama, de
situacdes, a aproximagio linear descreve com bastante fidelidade as principais caracteristicas
do problema. FEssa aproximacido é muito razoavel em diversas situagOes fisicas, em que se
espera que as perturbagdes da métrica gerada pelo campo introduzido sejam despreziveis.

3.2 Campo Escalar

Existern alguns bons motivos que justificam o estudo de campos escalares. Eles podem
ser encarados como campos efetivos que descrevem particulas neutras, como ¢ méson .
Por outro lado, modelos envolvendo campos escalares sdo abundantes na cosmologia contem-
poranea, sendo razodvel esperar que talvez tenham algum papel em outras 4reas relacionadas.
E finalmente temos a enorme facilidade de tratamento destes campos. Mas talvez a principal
motivacdo venha de varios trabalhos, utilizando tanto abordagens lineares como nao-lineares,
que mostram que muitas das caracteristicas de campos mais complexos estdo presentes no caso
escalar, bem mais simples.

Em geometrias esfericamente simétricas, campos escalares podem ser tratados com bas-
tante generalidade. Introduzimos um campo escalar real massivo @ no espago-tempo através
da equacio de movimento

(- p*—E(RP =0, (3.1)

onde O é o operador d’Alembertiano:

D = guUVMVy . (3.2)

Associado a este campo temos um tensor energia-momento, que esti presente nas equagoes
de Einstein. A evolug@o destas equagbes, no problema completo ndo-linear, modificaria a
métrica esfericamente simétrica introduzida no capitulo 2. Entretanto, estamos assumindo a
aproximac#o linear, o que simplifica o problema enormemente. Neste caso, a métrica é fixa, e
o escalar de Ricci pode ser calculado de maneira independente dos campos na variedade.
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Tomando as equacdes de Einstein com a métrica (2.9) e o tensor de energia-momento
(2.13), fazemos a contragao

1
g[,l.l/ (R#,y - §Rgp;y + Ag”y) = Sﬂ-g'uyTuy - (3.3)

Notando que R = g** Ry, ¢ g" g, = 0l = d, o lado esquerdo da equagio anterior nos fornece:

1 d

Por outro lado, o termo 8mg# T, pode ser imediatamente calculado, através da forma es-
pecifica do tensor energia-momento (2.13) para o caso eletromagnético sem fontes, apresentado

no capitulo 2:

8wgh Ty =2 (1 - g) E, Fe . (3.5)

E importante salientar que se d = 4, independentemente da forma da métrica ou do Ansatz
para o tensor F#¥, a soma ¢""T),, & nula. Tal fato, porém, ndo ocorre em geral para um d
arbitrario.

Usando o Ansatz (2.14) para o tensor Fy,,, temos que

Fy Y6 = Fo  FO 4 P10 = w2F(r)? (3.6)
onde
g

Combinando o resultado anterior com a expressdo obtida para 8wg#”T),,, vemos que este termo

pode ser escrito como
8rgh' T, = (d — 4) E(r)? .

E substituindo este resultado nas equagdes de Einstein, juntamente com o resultado (3.4),

obtemos o escalar de curvatura R:

20d  2(d —4)
d—2" d-2

R= E(r)*. (3.8)

Com a expressao para R, a equagio de onda para o campo escalar @ fica

(muuzu?¥g+2§:§kE&F>¢=o. (3.9)
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Veros entdo que no caso linear podemos agrupar a massa 4 associada ao campo e a constante
de acoplamento £ em um acoplamento efetivo, denominado A:

2Aéd
2 2
Af =+ a-3" (3.10)

e a equagdo de movimento para o campo escalar € escrita como

(Ei —~ 224 %E(ﬂ?) ®=0. (3.11)

A equago anterior pode ser escrita em termos das coordenadas esféricas (t,r, {6'}), es-
crevendo o operador d’Alembertiano como

1
V=5

onde g = det (g,,). Como a matriz (g,,) & diagonal, o seu determinante é simplesmente o

0=

B (V—99"'8) , (3.12)

produto dos seus elementos na diagonal, e portanto

V=g =r"25in?39' 5in? 5 6%.. .4ingd-3 (3.13)

Os elementos de (g**) podem ser calculados imediatamente, e dado que g = 0 para ¢ # 7,
o operador [J é expresso como

0= = [0 (v=3™a0) +---+ ducs (V=3 0] (3.14)

Vamos dividir (] em duas partes, da seguinte forma,
1
L = s + ;ﬁvdmz 3 (3-15)

onde definimos os operadores [ & V4_o como

O = = 00 (V=3"%) + 31 (=7a"01)] (3.16)
Vas =~ 80 (V7 000) -+ Bt (V=G 10,0 )| (3.17)
d-2 \/""—g d—1 g1 . .
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Substituindo os elementos da métrica em [y, obtemos, apds os devidos cancelamentos, que

& 1 8 w a
82 = -—h(?") 152— + ;&1—2_5; [I’d zh(r)g] . (318)

Trabalharemos agora com o operador V4 9. Para o termo ¢ = 2 na somatdria, temos

g°2 = r~2, de forma que

2
r 22 1 (. 4.3, 0
= 10 (V=99"8)] = g [371“ (Sm 6 §§f)] : (3.19)
Para um termo 2 < i < d — 2 da somatéria, o elemento diagonal g% é dado por
gt =r2sin"2 0 sin"20%. ..sin"2 441 | (3.20)
portanto
2 2
18 (Va8 = r D (nt--2g) O
V=g 16 (V=94%0)] = sin~1~2 gt gin® 9! gin? 02 - . - 5in? §i~! [395 (sm 6) 39"] ’

(3.21)
onde na expressio acima ndoc usamos a convencdo de Einstein para somatérias. E para o
Gltimo termo da somatéria, onde 7 = d — 2, ficamos com

g4 %% = 25in 29l gin"29%. . .5in 2943 | (3.22)

entao

P2

V=9

[t%mz (x/—_ggd_gd_23d—2)] = . { i } : (3.23)

~ sin?0lsin? 92 .- -sin? 943 | g (gd-2)?

A partir das expresstes (3.19), (3.21) e (3.23), vemos que o operador V4_2 € 0 operador
Laplaciano em d — 2 dimenstes [48], escrito em coordenadas esféricas.

Como o operador Os 86 atua nas varidveis ¢ e r, enquanto gue o operador Vg _o 86 atua
nas variaveis angulares, expandimos o campo ® em multipolos, ou seja,

&= 3" r YRt ) Yem{B)) (3.24)
£m
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onde Ygn, 880 os harmonicos hiper-esféricos, auto-funcdes do operador Laplaciano
(d ~ 2)-dimensional:
Va-2Yem = —LL+d—3)Yep, . (3.25)

Segundo a notagdo utilizada neste trabatho, m é um indice coletivo, denotando

m == {1, ma, ..., Mg—3) - (3.26)

Substituindo o Ansatz (3.24) na equacao de movimento, ficamos com

.

diem {'32 (TWT% Es) Yim+r % 5 5 Va-2Yem
+ [—)\2 + %E(r)g] r“%%gwgm} =0. (3.27)

Simplificando a expresséo anterior, obtemos

Zng (o (T'_é—;.:z Es) +7'-_¢§'2 uw — AZ + ME(T‘)2 ¢ES =0.
r d—2
&m
(3.28)
Como as fungdes Yy, formam um conjunto completo, cada termo da somatéria anterior deve

se anular. Ficamos entdo com equagdes independentes para cada modo ¢

o () 4 [_WL:;—_E?) Xt % E(r)ﬂ] g =0.  (3.29)

Vejamos o comportamento do primeiro termo da expressio acima,

r 5 R g + = T h(r) agfsJ . (3.30)

d=2
_d=2o T PP 1 B d-2
D'*’(’" ”pf)_ h(r) P +rd‘26r[ 2

Fazendo a derivada em r e reagrupando termos, obtemos
_d=2
mg (T‘ 2 23) =
2,568

= (o + (%) - [0+ ] )

(3.31)
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onde denotamos a derivada da funcdo h{r) por A’'(r). Substituindo os resultados acima na
equagao de movimento, ficamos com

— S + () ( 75#')
= h(r) [420 4 S200(r) 4 BED () 4 N2 - K] g
(3.32)

Definimos a fungio Ves(r) como

_ e+d-3) d-2, (d—2){d - 4) 9 2(d 4){;‘ 9
Ves(r) = h{r) [ 2 + 5 h'(r) + T—h(r) + A~ ——— 2 E(r)
{(3.33)
de forma que a equacio de movimento é escrita como
32,¢ 3,¢es es
o+ 0 g () L ) = Vil (3.34)

A funcdo Ves(r) é usualmente denominada de potencial efetivo.

Temos entdo para cada modo £ uma equagdo parcial linear hiperbolica para a fungfo
¥y(t,7), que descreve a dinamica da componente £ do campo escalar ®. A equagio de onda
apresentada aqui com o potencial (3.34) generaliza os vérios casos particulares encontrados na
literatura. As caracteristicas do potencial efetivo Vey(r) — possiveis zeros, extremos, compor-
tamento assintdtico, etc — dependem fortemente dos parametros da geometria (m, g e A) e
do campo (u, £ e £). Nos capitulos 4 e 7, este potencial serd analisado em maiores detalhes.

3.3 Campos Eletromagnético e Gravitacional

Para os campos eletromagnético e gravitacional, o acoplamento com o espago-tempo é
mais complexo. Nés nos limitaremos aqui apenas 4 propagacio destes campos em variedades
quadridimensionais. Os resultados usados nesta tese estdo bem discutidos em diversos artigos
[10, 21|, portanto nesta se¢io nos restringiremos a comenta-los.
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O campo eletromagnético é acoplado ao espago-tempo através das equagdes de movimento
gp”VpF,uv =0 (3.35)

VipFou =0 (3.36)

onde Fy, é o tensor eletromagnético que descreve a perturbacéo na geometria. Como estamos
ipnorando a reagio de radiagdo, a métrica permanece a mesma.

Associado ao tensor F,,, temos o campo vetorial A, definido como
F,, =0,A, — 6,4, . (3.37)

A equagdo de movimento responsivel pela dindmica do campo eletromagnético é a equacgio
{3.35). Ela pode ser expressa como

8, [V—gF*| =0. (3.38)

De forma anéloga ao caso escalar, é usada como Ansatz wma expansao em harménicos
esféricos vetoriais quadridimensionais para o potencial vetor. A decomposico do potencial
vetor em termos de paridade oposta implica que os elementos de mesma paridade satisfazem
independentemente 4 equagao de movimento. Temos assim duas equacgbes tensoriais, uma
para os termos relacionados & componente axial e outra relacionada & componente polar.
Entretanto, o calculo explicito [10] mostra que as duas componentes s3o descritas por uma
inica equagio da forma

2,1,el el
361/’2 +h(r)5- (h(r)%) = Va(r)y® (3.39)

onde o potencial efetivo V(r) é dado por

Ver(r) = h(r)

LL+1)
. 3.40
> (3.40)
Naturalmente, o campo escalar 9 tem interpretacio distinta do campo ¥%. O potencial
efetivo V; com a expressdio h(r) dada por (3.4) generaliza os diversos resultados encontrados
na literatura.
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Vamos tratar agora de perturbacdes gravitacionais em buracos negros sem carga. Dada
uma, métrica de fundo g,(f,),), é possivel analisarmos como se propagam pequenas perturbagtes
nesta métrica. O termo “pequena” indica que estamos interessados em perturbagdes de

primeira ordem. Na regido de interesse — fora do horizonte de eventos — escrevemos
Guw =40 + hy (3.41)

onde hyyu € a perturbagdo, que pode ser encarada como um campo de spin 2 propagando-se
em uma geometria fixa. A geometria de fundo & descrita pela métrica gfw), que neste caso é

uma métrica esférica apresentada no capitulo 2.

A estratégia de abordagem do problema é a mesma dos casos escalar e eletromagnético.
Substituindo o Ansatz (3.41) nas equagdes de Einstein e trabalhando até a primeira ordem
de perturbacfio, sio obtidas equagdes diferenciais acopladas. Estas equagdes séo simplificadas
através de uma decomposicio em harménicos esféricos gravitacionais, fornecendo duas classes
distintas de solugdes: as solucbes axiais e as solugdes polares.

Toi demonstrado que mesmo no caso em que a constante cosmologica é néo nula as equagoes
de movimento podem ser reduzidas a duas equagdes escalares desacopladas. Para as compo-
nentes axial e polar, temos respectivamente

2. 1,a%
o9 ;fz + hir )— (h( N ) Voo (P (3.42)

2
s Ay Yy (

onde os potenciais efetivos sdo dados por

33:0) — Voo(r)9¥ (3.43)

Vaolr) = i) |52 - 5] (349
Volr) = h(r) 2 9m3 + 3c2mr? + (1 + ¢)r® + 3m?(3er — Ard) , (3.45)

(3m + cr)?

com o inteiro ¢ definido por ¢ = § [£(£+ 1) ~ 2].
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3.4 Caracteristicas Gerais do Decaimento

Vimos que nos diversos casos abordados, a dinamica dos campos pode ser descrita por
equacdes escalares desacopladas na forma

2
_% N h(’")a% (h(r)g_‘f) = V(). (3.46)

Calculado o campo escalar 1, as componentes do campo eletromagnético ou gravitacional sao
imediatamente determinadas.

£ importante lembrar que estd implicito que estamos trabalhando no bloco Ty, exterior
ao horizonte de eventos, conforme discutido no capitulo anterior. Neste bloco, infroduzimos a
coordenada tartaruga z(r), onde por simplicidade descartamos o indice %, j& que a regido do
espaco-tempo j& esta definida:

dr
a(r) = ok (3.47)
Da definicio, temos que 5 9
B h(r)ﬁé;« , (3.48)
e a equagio de movimento fica
6%[: 621,b
e 6 =V{ry . (3.49)

Em geral, nio sio conhecidas solu¢bes analfticas para a equagio acima. Entretanto, uma
anélise qualitativa do problema é possivel.

Uma maneira de se tratar a equagiio diferencial (3.49) & como um problema de Cauchy.
Séo especificados valores iniciais para ¥(t = 0,x) e 33?' _, om um intervalo I, onde sem
perda de generalidade, especificamos o tempo inicial como ¢ = 0. Este intervalo depende dos
detalhes da geometria, que se refletem no comportamento do potencial efetivo. Eventualmente
devemos especificar a fungio ¢ para os extremos do intervalo I, caso estes extremos sejam
finitos. Nos casog assintoticamente plano e de Sitter, o problema de Cauchy é formalmente
o mesmo, porque o potencial efetivo vai a zero para @ — 00 € T —» —o0. O caso A<Oé
diferente, pois como veremos, a variével  s6 est4 definida na semi-reta | — 00, 0f.
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Usamos agora a transformada de Laplace P(s,z), definida por

(s, 3) = £t o), / bt w)etdt . (3.50)
Aplicando o operador £ na equagio diferencial (3.49), obtemos
B+ V) = si(0,0) + LD (351)
onde 59
0 3
’lib —" am - (302)

Por simplicidade, denotamos o termo inomogéneo da equagao diferencial por j(s,z)

j(6,0) = si0,5) + DO (353)

que é especificado pelas condicdes iniciais. O problema de Cauchy é desta forma expresso
como um problema de Sturm.

A solugéio formal da equagho diferencial ordindria (3.51) & dada a partir de uma funcgéo de
Green associada ao sistema:

P = /@(9:, z'; 8)j(s, 2" )dz’ . (3.54)

Todas as funcdes de Green podem ser construidas a partir de duas solugbes linearmente
independentes da equagio diferencial homogénea associada a (3.51)

s2p — P + V() =0 (3.55)
através de ' ,
SRR v A B
onde W (s) é a funcio Wronskiana, neste caso definida por
W(s) = £-(5,0) 20T g o, ) W8] (357)

oz

Na selecdo das funcbes f-(s,z) e f1.(s,%) sdo usadas informagbes sobre o comportamento
assint6tico do potencial, que refletem as caracteristicas do espago-tempo.



3.4. CARACTERISTICAS GERAIS DO DECAIMENTO 30

Com o problema original expresso em termos de uma equagdo diferencial ordinaria, cuja
solucao depende de uma funcio de Green j4 especificada, passemos agora & andlise qualitativa
do comportamento do campo. A fungdo de onda dependente do tempo pode ser obtida através
da transformada inversa de Laplace da fungéo v, denotada por

Pt 2) = L7 Jb(s, x), 1] - (3.58)

Esta transformada inversa pode ser calculada através da férmula complexa de inversio de
Bromwich. Formalmente, a fungéio (¢, z) pode ser escrita como

P(t,z) = —2—% fqﬁ(s, z)etds . (3.59)

Na integral em (3.59), tomamos a continuacdo analitica de s, e a integragio é efetuada ao
longo de uma reta s = 7 no plano complexo. O nimero real -y & escolhido de modo que a
reta s = v esteja a direita de todas as singularidades de (s, z) — especificamente polos e
eventuais pontos de ramificagio. Esta reta é completada com um semi-circulo €' de raio R,
sendo tomado o limite R —+ co.

Através do teorema dos residuos, temos que
j{’tﬁ(s,m)e“ds = 27riz Res(s;) = —%¥gn , (3.60)
8
onde Res(s;) é o residuo associado ao pdlo s;. Por outro lado, temos que

j{ P(s,z)eds = 9 + o + P - (3.61)

Vemos entiio que, de maneira geral, a fungdo de onda pode ser escrita como a soma de trés
componentes

P =g + ¥t + Yo - (3.62}

E de especial interesse a contribui¢do g, na fungdo de onda total. Esta é a contribuigéo
quasi-normal. Conforme discutido, essa contribuigfio é originada dos pélos isolados na fungéo
%, que por sua, vez tém origem nas singularidades provocadas pelos zeros da fungio Wronskiana.
Temos também 1, a contribuicio originada do contorno usado para escapar da singularidade
de ramificacdo, e ¢ , resultado da integragéo pelo arco C.

Definimos o conjunto de fregiiéncias quasi-normais como o conjunto Cs formado pelos s;
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complexos que sao zeros do Wronskiano W (s):
Cy=1{s; € C|W(s)=0} . (3.63)

E fato bem conhecido que a condigio necesséria e suficiente para que W (s) se anule é que as
funcdes f.(s,z) e f_{s,x) sejam linearmente dependentes. Desta forma, para s; € C

fe(siy ) = c(8:)f-(s1,2) (3.64)

onde ¢(s;) é uma constante, que depende do modo quasi-normal. As correspondentes fungées
f+(ss, %) sho chamadas auto-fungdes quasi-normais.

Para o caso Schwarzschild, foi demonstrado rigorosamente (ver [16, 18, 49]) que o compor-
tamento da fungdo (¢, ), em um intervalo finito Jzo, 1], pode ser aproximado por uma soma
finita da forma

N
"/J(t’ iL') = Z aiesz.tf—}-(sia 2‘}) ) (365)
i=1
onde esté sendo assumido que
Re(g441) < Re(s;) < 0. {(3.66)

A aproximagdo = significa que para g, 1, € e tp, existe uma constante C (%o, Zy, T1, €) tal
que a desigualdade

N
Pt z) = > e fi(si,@)| < Cel~Re(sir1)+e)t (3.67)

f=1
vale para t > fy, g < x <z ee>0,

Os p6los originados pelos zeros do Wronskiano podem ndo ser a nica fonte de singulari-
dades na fungéo 1(s, z). As propriedades analiticas das fungdes f1(s,z) e f-(s,z} dependem
fortemente do comportamento assintético do potencial. Se V(z) decai suficientemente rapido
com T — 00 € T ~> —00, as fungdes fi sdo regulares. Uma condicio necessaria é que o po-
tencial decaia mais rapido que qualquer exponencial {15]. Ainda que o potencial se comporte
como uma exponencial, por exemplo para valores grandes de z, esse comportamento nio gera
singularidades em s = 0, e portanto néo afeta a fungfo de onda para ¢ —+ oo [15]. N&o &
observada entdo a presenca de uma “canda”, e o comportamento assintético da fungdio de onda
é dominado pelos modos quasi-normais.

Se a constante cosmolégica é nula, entretanto, é observado que o potencial néao decai
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exponencialmente com z, mas sim seguindo uma lei de poténcia. Neste caso a singularidade
em f, toma a forma de um ponto de ramificagdio em s = 0, e temos a presenca de uma
componente ; na fungio de onda. Para campos em geometrias Schwarzschild ou Reissner-
Nordstrém, o campo para t muito grande é dominado por uma cauda tipo let de poténcia. As
contribuigdes para o comportamento assintético de campos linearizados provenientes do termo
W, para uma ampla gama de potenciais efetivos, foram analisadas em [15].

A tltima componente do campo escalar vem do termo ¢, originado da integragho do
semi-circulo |s| = C com € — co. Pode ser mostrado que esse termo ¢ desprezivel para
t grande [15], ou seja, ele ¢ um termo transiente. Completamos entdo um esquema para a
analise qualitativa da dinfmica de um campo escalar dada pela equagao de movimento (3.49).
A solucdo analitica para o problema, entretanto, é em geral desconhecida. Somos forgados a
recorrer a métodos numéricos. Na proxima segdo vamos introduzir uma possivel abordagem
numérica, que serd bastante explorada neste trabalho.

3.5 Problema de Condicoes Iniciais Caracteristicas

O esquema usual para o estudo de equagdes hiperbolicas é baseado no problema de Cauchy.
No caso particular da equacdo (3.49), este problema pode ser especificado através dos valores
para o campo e sua derivada temporal em um certo tempo inicial, em um intervalo. A partir
destas condicdes iniciais e de condigdes de contorno para os extremos do intervalo, o campo &
determinado para um t arbitrério.

Apesar de muito conveniente em uma grande variedade de situagdes, o esquema de Cauchy
nio & o tnico possivel. Outra possibilidade sfo esquemas iniciais caracteristicos, baseados
na especificagiio de condiges iniciais em hipersuperficies nulas. Um esquema especifico é
o chamado “problema das duplas coordenadas nulas”. Na versdio (1+1)-dimensional deste
esquema, a equacdo hiperbélica de movimento & escrita usando as coordenadas nulas u e v,
definidas no capitulo 2:

u=t—1x, (3.68)

v=t+z. (3.69)

Por simplicidade de notagio, estamos omitindo o indice ¢, j& que o bloco em que estamos
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trabalhando é fixo. Através destas coordenadas, vemos que
KA A Y (3.70)
L CL SR (371)
Substituindo na equagdo de movimento, é obtido
Q%p&%i’l gio —i—V(r(u, 604 (3.72)

No chamado problema inicial de valores caracterfsticos ou problema de Goursat (ver por

exemplo [50]), o campo é especificado na fronteira de um &ngulo delimitado pelas semi-retas

u=1ug(v > vp) e v =1y (u > up), que se interceptam no ponto (ug,vg) conforme ilustrado na

figura 3.1:

Figura 3.1: (esquerda) Problema inicial de walores caracteristicos, onde o campo € especificado
na fronteira de uwm dngulo. (direita) A partir destas condi¢des iniciais, o campo é unicamente

determinado no interior do dngulo .

Eventualmente, outras condigbes de contorno devem ser fornecidas, dependendo do com-

portamento assint6tico de V'(z). A partir do campo especificado na fronteira, o campo no

interior do angulo estd determinado de maneira vinica.
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a
w
N
u} .....
L
% ]
VO V1 ¥

Figura 3.2: Regido R do plano v — v ne forma de um retdngulo nulo delimitado pelos pontos N, S,
E,WeC.

Vamos transformar a equagio diferencial em uma equagio integral. Integramos a equagfio
diferencial em um retngulo nulo do plano w —v delimitado pelos pontos N, S, E, W conforme
indica a figura 3.2:

/azngg;v)ducgv = “%fV(u,‘U)’I,L'(u, v) dudy . (3.73)

Via teorema de Fubini, escrevemos as integrais de superficie como integrais iteradas

[ s al a5 [M [ veoswan] e e

]

Resolvemos o lado esquerdo da equagdo através do teorema fundamental do célculo:

L Tastada =[5 [ 5a a
= Plur,v1) — Plui,ve) — P{uo, v1) + (o, vo)
= P(N) —Y(B) — (W) +9(5) , (3.75)

obtendo desta forma

W) = 9(8) = w) +908) == [ [ Voo (@79

0 YUY
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A maioria dos esquemas caracteristicos em (1+1) dimensdes sdo, de uma maneira ou de
outra, baseados na equagao (3.76). A idéia bésica ¢ discretizar o plano (u —v) e usar a relagio
integral (3.76) para gerar uma equagio de movimento discretizada.

Definimos a funcao p(u,v) como

plu,v) = V(y,v)9{u,v} , (3.77)

de forma que N N
f f V(,0)t(u, v) dudy = f f pla, v) dudy . (3.78)

vo Uy vy UG

Sem perda de generalidade, escolhemos a origem do sistema u — v de forma que o centro
do retdngulo esteja no ponto (0,0), e a integral fica

vy pUL +Auf2  ptAu/2
/ f plu,v) dudv =[ p(u, v} dudv . (3.79)
g  Juo —Apfd J—-Auf2
Usando o teorema do valor médio, temos que
+Av/2 p+Au/2
p(,v) dudv = p(/,v') Aulw | (3.80)

—_Awj2 J-Au2

onde (', v') € [~Au/2, +Au/2] @ [-Av/2,+Av/2]. Mas supondo que p(u,v) seja pelo menos
diferencivel duas vezes em u e v, podemos expandir p(u’,v') em termos de p(0,0), de forma

que
op op ! 2
p{u,v') = p(0,0) + — uw + = v+ o( A7) (3.81)
Flogy  Ploo
entdo
+Avf2  ptAuf2 +Au/2 +Ay/2
p{u,v)dudv = p(0,0)Auldv + Ay / y'du + Ay / v'de + O(A?Y)
—Ayf2 J-Auj2 —-An/2 —Ayf2
= p(0,0)Aulv +o(A%) . (3.82)

Usando o resultado anterior, e substituindo este resultado na equagio (integral) de movi-

mento

PN) = $(E) — $(W) +$(S) = ~ 1V (CH(O)Aubo +o(Ah) . (389
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Por outro lado, podemos fazer
1
Y(0) = 3 W(E) +9p(W)] +o(A%) (3.84)
e como o potencial 56 depende de r, ele tem o mesmo valor nos pontos C e §:

V(C) = V(S) . (3.85)

E obtida entdo uma forma discretizada para a equagio de movimento

P(N) = $(B) + b)) - LI ) g +o(a . (380)

A equacio (3.86) acima é a base do método numérico usado em vérios trabalhos [47, 22, 53].

Podemos entretanto obter uma outra versdo para a equacio de movimento discretizada.
Usando a regra do trapézio para a integracio na expresséo (3.76), fazemos

[ bl du = S plun,) + s, )] + o) (3.87)

Continuando com a definicdo da fungio p{u,v), calculamos a integral dupla

v pUL AuA
[ [ vy duts = =52 plus,0) +pluo, 1) + plon,v0)
v Jup

+p(u1,v1)] + o(A%) . (3.88)

Através da defini¢ao dos pontos N, S, E e W, obtemos

[ [ veostodu = S VSS) + VEWE) +V VWO

+V(NYP(N)] + o(A*) . (3.89)

Substituindo na equacio (integral) de movimento, obtemos

[1 3 AulAv

. V(N)] WN) = PE)+ (W) —$(8)

_ A@fﬁm V(S)(S) + V(EYH(E) + V(W) (W)]

+o{AY) . (3.90)
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Como V{N) = V{8), expressamos o campo no ponto N a partir do valor do campo nos pontos
S, E e W conforme desejado:

P(E) + P(W) — 9(S) — 2222 [V(5)(S) + V(E)W(E) + V(W )p(W)]

1 BaAvy(s) +o{AY) .

(3.91)

$(N) =

Usando o esquema de discretizacio (3.86) ou (3.91), o algoritmo bésico consiste em iterar a
regifio de interesse, onde a partir de trés pontos conhecidos, calcula-se o quarto. Os algoritmos
especificos, que dependem do comportamento assintético do potencial efetivo, serdo discutidos
nos capitulos 6 e 8.

Um método eficiente para o célculo dos modos quasi-normais foi desenvolvido por Schutz
e Will, [54] e mais tarde aperfeicoado por Iyer e Will [55]. Consiste de um método tipo WKB
de ordem alta, e provou ser bastante eficiente e robusto. E aplicavel desde que o potencial
V(z) tenha um méximo e tenda a zero para £ — 00 € & — ~00.

Por este método, as freqiiéncias quasi-normais sdo dadas por

. 1 L/2
w(n) = (Vo + P) —i (n + 5) (-—21/0(2)) 1+Q) . (3.92)
O inteiro n rotula os modos ¢ as quantidades P e ) sdo dadas por
2
V(“)} (1 1 [v®
P=_ |- w+a2) ~ = || (7+600?) (3.93)
2 2 !
8 |y@| \4 288 | @
4
1 s [wY 2
Q@ = v {6912 o (77 + 188c”)
1 [y o, 1 [V® 2 )
1 Vﬂ(s) V(5) 1 V(6) .
+§—8—8 I:—-W (19+28 ) “ég V(z) (5 + 4o )

(3.94)

Nas equagdes (3.92) a (3.94), definimos a = n + 1/2, e a notagéo (2) denota diferenciagao
com respeito a x do potencial V(z). Este potencial e suas derivadas séo calculadas no ponto
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exXtremo Tmeq. Bste método foi aplicado com sucesso para campos escalares, eletromagnéticos

e gravitacionais nas geometrias Schwarzschild e Reissner-Nordstrém [56).

No capitulo 6, mostraremos que o método WKB estendido apresentado aqui pode ser
também utilizado quando a geometria & assintoticamente de Sitter. A abordagem utilizada

neste trabalho é calcular estas constantes através de

V(m'mam) = V(w(rmua:))

dPV(z) d dav{r)
@(p Y= $7VIE) _
VO (mes) = wo g [p 52|
T=Trmax maz
dO®V(z) d | d®V(z)
(6) _ Viz) = hirn L
Vi (@mea) dz(6) hir) dr | dz®
e=tmas 2230} |y —pps

(3.95)

(3.96)

(3.97)

Neste contexto, & um método “semi-analitico”, porque o ponto maximo ry,; ainda tem que

ser determinado numericamente.



Capitulo 4

Campos em Geometrias

Assintoticamente de Sitter

4.1 Estrutura de Horizontes

O primeiro passo no estudo da dindmica de campos linearizados é a caracterizagao do
espago-tempo onde os campos vdo evoluir. E conveniente escrevermos a constante A em
funcdo do “raio cosmolégico” a, definido como

s 3

a:K>0. (41)

Em termos do parametro a, a fungio h(r) para a métrica Reissner-Nordstrém-de Sitter fica

2m q 2

Talvez a principal caracteristica das métricas esfericamente simétricas apresentadas no capitulo
2, e em particular a especificada por {4.2), seja a presenga de horizontes, dados pelos zeros
reais positivos da funcgo h{r).

Esta estrutura de horizontes determina a estrutura causal da variedade, e seré o tépico de
estudo desta secio. B conveniente definimos o polindmio P(r) como

P(r)

T g2p2d-6 (4.3)

hir) =

39
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de forma que
P(?") — T’2d_4 _ a?,’,‘deﬁ + 2m02rd~3 _ a2q2 . (44)

Os possiveis horizontes sio dados entao pelos zeros reais positivos de um polinémio de grau 4

ou maior.

A menos de casos particulares, a determinagfio analitica dos zeros de P(r) no é possivel.
Entretanto, podemos mostrar algumas propriedades gerais do polinémio P(r), em um nivel
que nos permite uma caracterizacio da estrutura de horizontes da variedade. A hipbtese bésica
assumida é que o parametro de massa m e o raio cosmolégico @ sio reais e positivos. Ou seja,
estamos interessados em buracos negros “fisicos”, possivelmente carregados e assintoticamente
de Sitter.

Para a classificaciio dos possiveis horizontes, a presenca de carga elétrica torna o problema
consideravelmente mais complexo. Por uma questdo de clareza, trataremos separadamente o
caso em que a carga é nula.

4.1.1 Geometria em SdS d-Dimensional

Quando a carga do buraco negro é nula, a métrica de Reissner-Nordstrém-de Sitter recai
na métrica de Schwarzschild-de Sitter. O polindmio P(r) pode entao ser fatorado como

P(r) = r¢3 (rd“l — a*r% 3 4 Zmaz) . (4.5)

Desta forma nos restringimos ao estudo dos zeros do polinémio FPy(r) de grau d — 1

Py (7-) = pi=1 _ 2,4-3 + Ima . (4.6)

Mesmo neste caso, em geral a determinagio dos zeros de Fy(r) sé é possivel através de
métodos numéricos. Ainda assim, podemos fazer uma classificagdo dos possiveis zeros. A idéia
& que, apesar de ndo ser possivel calcular as raizes de Py(r), podemos encontrar os pontos
extremos deste polinémio. Esta informagio, juntamente com o comportamento assintético de
Py(r}, nos permite uma caracterizagio dos seus zeros.

Veremos a seguir que o guadro geral é muito parecido para gualquer valor de d, com d > 4.
Entretanto, os detalhes especificos dependem da dimensao ser par ou impar. Abordaremos
estes casos em duas proposigdes, apresentadas a seguir.
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Proposicio 4.1: Seja d > 4 par, a? > 0 e m > 0. Dependendo do valor de g#d=3) Jm?,
temos as sequintes possibilidades quanto aos zeros reais do polinémio Py(r):

a?d-9 {d—1)4-1

e A condigio > (T ¢ uma condicio necessdria e suficiente para Py(r) possuir

uma 1otz real negatz‘va e duas raizes reats positivas, todas com multiplicidade 1.

(d -3) —1)é-1 o " : :
¢ A condi¢do ¢ = Eg~;§d-3 ¢ uma condicdo necessdria e suficiente para Po(r) possuir

wma reiz real negatz’m com multz'plz’cédade 1, e wma raiz reel positiva multiplicidade 2.

<d 9 _ (d=1)-
< @53
uma raiz real negatwa multiplicidade 1.

o A condigio 2 5 € uma condicdo necessdria e suficiente pare Pp(r) possuir

Proposicdo 4.2: Seja d > 5 fmper, a® > 0 e m > 0. Dependendo do valor de a®=>/m,
temos as sequintes possibilidades quanto aos zeros reais do polindmio Po(r):

a (ct ) (d-1)8-1

> (a3 ¢ uma condi¢do necessdria e suficiente para Fo(r) possuir

o A condicdo
duas rafzes reais negatives e duas roizes reais positives.

(d ~3) —1d-1 e . . X
e A condigdo & Eg_;gd_s, ¢ uma condicio necessdria e suficiente para Py(r) possuir

wma raiz real negatz’va e uma raiz real positiva.

s 2(d—38) —_1}-1 - , . -
o A condigdo *—— < Eg_;gd_s, é uma condigdo necessdria e suficiente pare Po(r) ndo

possutr nenhumae raiz real.

O que as proposicdes 4.1 e 4.2 estdo afirmando é que a estrutura global das variedades
descritas pela métrica Schwarzschild-de Sitter é basicamente independente da dimensdo. Con-
forme comentado no capitulo 2, e visto explicitamente nesta secdio, ¢ espago de parametros
para esta métrica é unidimensional, ou seja, o Gnico parAmetro efetivo & —r) ou m2A%3,

Para um valor pequeno de m2A% 3, a métrica Schwarzschild-de Sitter descreve um espago-
tempo com dois horizontes — um horizonte de eventos r4 e um outro horizonte r;, denominado
de horizonte cosmolégico, tais que 0 < ry. < r, < 00. A regido de interesse neste trabalho é a
o bloco T, conforme comentado no capitulo 2. Neste bloco Py(r) < 0, e portanto h(r) > 0.
Desta forma, T\ é estatica e nela 3/8t & um vetor de Killing tipo tempo.

A medida em que m2A9~3 aumenta, os horizontes 7, e r, se aproximam, visto que o

minimo local Py(r’,) se torna mais préximo de zero:

6 3T (d-1)=
Po('rf{“) ;n 1" 2( )

(4.7)
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No valor critico m?A%™3 = (m?A%-3) . os horizontes de evento e cosmolégico coincidem,

onde (d— 1)1
2pd-3 — -
(5) e = ag=

Este € um tipo de buraco negro extremo, similar a um outro caso que surge quando o buraco

(4.8)

negro é carregado.

Quando m?A%3 ultrapassa o valor critico (mzAd"e’)m ,» @ métrica deixa de descrever um
buraco negro. A singularidade em r = 0 est4 exposta — temos uma singularidade nua.

Um diagrama do espago de parametros para as possfveis solugdes da métrica Schwarzschild-
de Sitter é apresentado na figura 4.1 a seguir. Como veremos na préxima seqio, o espago de
parimetros para 0 caso em que ¢ # 0 & bidimensional, e é consideravelmente mais complexo.

Buraco negro extremo
(uen hotizonte)

i
Soloezo de Reissper-Nordstrom Singularidade nua
{dois hoyizontes) § {sem horizontes)

(1112 l\ll“-s)t_,i, rnz!\dﬂ3

Figura 4.1: FEspago de pordmetros para o métrica Schwarzschild-de Sitter, destacando as possiveis
configuragdes de horizontes.

4.1.2 Geometria RNdS d-Dimensional

As possibilidades para os possiveis conjuntos de zeros do polinémio P(r), com ¢ # 0,
sdo bastante mais ricas. A estrutura do espago de pardmetros da métrica RNJS é portanto
muito mais complexa gue o caso SdS. De acordo com o cariter de suas raizes reals, o espaco
de parimetros pode ser dividido em quatro regides. Novamente, apresentamos os resultados
através de duas proposi¢des, para 0s casos par e fmpar.



4.1. ESTRUTURA DE HORIZONTES 43

Proposicio 4.3: Sejad > 4, d par, m >0, a? > 0 e ¢ #£ 0. As raizes reais do polinémio
P(r) podem ser:

o Uma raiz negativa {r,) e trés raizes positivas (0 < r_ < ry <.}, todas com multiplici-
dade 1.

e Uma raiz negativa {ry) e uma raiz posttiva (ry) com multiplicidade 1 e uma segunda
raiz positiva (r.), com multiplicidade 2, tal que r, <0 <ry <.

e Uma raiz negative {ry,) e uma raiz positiva (r.) com multiplicidede 1 € uma segunda raiz
positive (ry) com multiplicidede 2, tal que r_ <0 <ry <r.

o Uma raiz negativa (rp) e ume raiz positive (r.), ambas com multiplicidade 1.

Proposicio 4.4: Seja d > 5, d émpar, m > 0, a® > 0 e ¢ # 0. As raizes reais do
polinémio P(r) podem ser:

o Trés ratzes positivas (0 < r— < ry < vy} e trés rafzes negativas (—re < —ry < —r_ < 0),
toedas com multiplicidade 1.

o Uma raiz positive (r_) e uma raiz negativa (—r_) com multiplicidade 1 e uma raiz
positive (r;) e uma raiz negativa (—r.), com multiplicidade 2, onde r— < r..

o UUma raiz positive (r;) e uma raiz negativa (—r.} com multiplicidade 1 e uma raiz positive

(ri) € ume raiz negative (—r,.) com multiplicidade 2, onde ry < .

e Uma raiz negativa (—r.) e uma raiz positiva (rc), ambas com multiplicidade 1.

As proposicbes 4.3 ¢ 4.4 sdo demonstradas no apéndice A. Elas nos dizem que, para um
dado valor de d, temos 4 configuragdes possiveis, dependendo dos valores de m, ¢ € A. Vemos
também que se g # 0 a singularidade est4 sempre protegida por horizontes.

Neste trabalho, estamos principalmente interessados na regido do espago de pardmetros
em que a métrica RNdAS possui trés horizontes. Esta & a geometria Reissner-Nordstrom-de
Sitter propriamente dita, e os seus horizontes sdo denominados horizontes de Cauchy (r..}, de
eventos {r4) e cosmolégico (r.).

No bloco T7., conforme visto no capitulo 2, temos que h{r) > 0, e portanto esta regido é
estatica. Uma diferenca importante entre o caso Schwarzschild-de Sitter e Reissner-Nordstrém-
de Sitter é que neste tltimo singularidade em r == (0 passa a ser do fipo tempo. Nas prioximas
secoes, veremos que os efeitos da carga na estrutura do bloco T ndo sdo pronunciados.
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4.2 Coordenada Tartaruga

Introduzimos a coordenada tartaruga no bloco Ty, definida da maneira usual, e portanto
o dominio de z(r) & o intervalo |ry,7.[. A estratégia para o calculo da forma explicita da
fungio z(r) & expandir o integrando presente na definicdo da coordenada tartaruga em fragoes
parciais. Tal expansdo depende fundamentalmente da estrutura de raizes de h(r), que foi
estudada na segio anterior.

Vamos abordar inicialmente o caso mais geral Reissner-Nordstrom-de Sitter propriamente
dito, em que a carga elétrica é ndo nula e a fungfio h(r) possui trés raizes positivas simples.
Em seguida, veremos alguns casos limites desta geometria.

4.2.1 Espacgo-Tempo Reissner-Nordstrom-de Sitter

A partir das proposicoes 4.3 e 4.4, vemos que existe uma regidio do espago de pardmetros
em que temos a presenca de trés horizontes (r_, ry e ). Escrevemos a fungdo h(r) como

h(,,.) N - (T*Tc)(r—f+){7'—;—22‘(22”_::n} H(’"—?:i)(r“‘if) ) q ?é 0, d par (4 9)
_ tmrateralrr et el ) Me=R05) g 40, d mpar

onde os {#;} e {F}} sdo as rafzes complexas e suas conjugadas, e os produtérios envolvem os
pares destas raizes. A expansdo em fragbes parciais de 1/h(r} fica entdo, para d par:

1 C, c_ C &,
<+ C+ + o — +Z( LA C*,.,,) (4.10)
3

a?h(r) r—vr., r—ry T—T. T+7Ty r—7  r—f

e para d impar:

1 C. Cy C_ C, C’y L
5 + + + +
a?h(r) r—r, T—TL T—r. r4r. r+ry rEr.

éi é:i*
+Z(Tﬂﬁ+1ﬂ_ﬁ;) . (4.11)

Nas expressoes anteriores, os {C;} e {C}'} sfio niaumeros complexos e seus conjugados, respec-

tivamente.
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A préxima. etapa é o calculo dos coeficientes das fragdes parciais. Seja C; um coeficiente
arbitrario, real ou complexo, associado a uma raiz r;. A fungio A(r} pode entdo ser escrita
€Omo

hir) = (r —ri)g(r} , (4.12)

e a expansdo em fragbes parciais expressa através de

1 C;
o= . 4.1
i) " ror; TR0 (4.13)
Temos entao que 11
. T —17r;
lm —t = G = 5 —— 4.14
P ah(r) ~ T @ ) @19
€ como
glr;) = ry2a+8 H(”'i - 15} (4.15)
J#

obtemos uma expressdo para o coeficiente C; em termos das rafzes de h(r):

L e =) - (4.16)

Através das expressdes para os coeficientes e do comportamento da fungdo h{r), podemos
verificar explicitamente que

C.<0, (4.17)
cy >0, (4.18)
C. <0, (4.19)
C=-Cj, (4.20)
Ci =Cr . (4.21)

Para métricas na forma apresentada , a gravidade superficial x; no horizonte r = r; é dada
por

_ 1|dh(r)
mﬁ_mﬁt dr

(4.22)

=T
Podemos expressar a gravidade superficial em termos das raizes de h(r). Diferenciando a
fungdo h(r):

dh{r}

0 — gty + - ) 2 (429

dr
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Usando os resultados anteriores,

1
265 = |g(ri}| = WH |rs — 5] - (4.24)
a2rs oy
t J#i
Através da expressio {4.24), vemos que as constantes C; estio relacionadas as gravidades
superficiais £;: .
210 = —— . 4.25
Muitas vezes é conveniente escrevermos expressio para 1/a?h(r) apenas em termos de
quantidades reais. Para este proposito, definimos as quantidades

p; = —(F; + 7)) = —2Re(7) , (4.26)

@ =77 =77, (4.27)

A;=C; +C! =2Re(C;) (4.28)

B; = Ciitt + CIF; = Ciff + (GiFY)" = 2Re (i) (4.29)

Usando as defini¢Ges (4.26)-(4.29), obtemos a relagao

C; n é’z - A;r — B;

p — . 4.30
r—7 r—7 rP4pr+g (4.30)

Dado que os {#;} sdo complexos, temos que os {p;} € {¢;} satisfazem a desigualdade 4¢; -7 > 0.

O calculo da forma explicita da funcio z(r) agora é imediato. Para d par

z(r)

- = Cclu(re—r)+Cyphn(r—ry) +C_ln(r —r_) + CpIn(r — rp)

+ Z —21 In (v + pir + q;) + 2Bi - pidi arctan rtp
i 4q; — p? m

(4.31)
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e para d fmpar

%"2?:”)“ = Colnfre—r)+Cyln{r—ry)+C.In(r —r_)
_Cc}n(T'f'?"c) “O+1H(T+T+) “Cm]n(f'+?"_)

A 2B; — pi; % +pi
-[—Z {—21 In(r® +pr+aq) + 22D arctan (mu—”——) } )
2

dq; — p3 dq; — p}
(4.32)

Com a motivagio de tornar mais compactas as expressdes para z(r), definimos as fungdes:

I(d) = [1—(—-1)4]={ o dp (4.33)

[ =T

0 dimpar

2B; — p; A; 2r + py;

A
H(T‘)xZ{—Zln(rz+pz-r+q@)+——marcta,n (-——— ,
2 dq; — 2 dg; — 2
Y, qi — P; VA2 R ]

Utilizando as defini¢des para ['(d) e H(r), escrevemos a fungio z(r) na forma

(4.34)

= Coln(re—7r)+Ciln(r—ry)
+C_In(r—r_)—C.In{r+r_.)
+T(d)} [~Celn(r +7c) — Cy In{r +1r)]
+1'{d + 1)Crln(r — )
VH(r) . (4.35)

4.2.2 Caracteristicas Béasicas

Exploraremos agora as caracteristicas basicas da fungfo x(r) para d arbitrario, ou seja,
seus limites assint6ticos e os pontos extremos. Fstas caracteristicas séo importantes na deter-
minagdo das propriedades dos potenciais efetivos, € portanto na dindmica dos diversos campos.

O primeiro ponto é que a fungao z{r) tende a menos infinito com r préximo ao horizonte

de eventos. De fato, notamos que no limite r -+ r4, ficamos com

lim #(r) = a>Cy lim In(r - r4) + TERMO FINITO — —oo (4.36)
e AR

r=ry
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visto que C. < 0. Podemos inclusive obter uma expressdo aproximada para a func¢go r(x) no

limite r = r.., observando que
z(r) = a®Cy In{r —ry) (4.37)
e portanto, em termos da gravidade superficial x4 :

r(z) = ry (1+e4) 4+ O (e*+7) | (4.38)

De maneira aniloga, a fungdo z(r) tende a infinito préximo do horizonte cosmolégico.
Dado que C; < 0, obtemos

lim z(r) = a®C, Jim In(re —r) + TERMO FINITO — +00 (4.39)

e

Vemos assim, gue no limite r = 4, temos
w(r) = a*CeInfre — ) , (4.40)
e desta forma, em termos de k.,

r(z) = re (1 ~ 2%} 4 O (e¥7) . (4.41)

O ultimo ponto a ser demonstrado € que a fungao z(r) é uma funglo crescente. Isso é feito
mostrando que essa funcio ndo tem pontos extremos. Diferenciando z(r) temos

da:(r)_i _‘f,.gfm_ 1

- = . 42
i ar) B " R (442)
Os pontos extremos de z(r) sdo dados pelas solugdes da equagio
de(r) =0, (4.43)
dT T=Text
¢ a partir da definigio de z(r), a equagdo para os extremos de x{r} fica
L (4.44)

h(rext) -

A equagdo acima nio tem soluglo para r €]ry, 7|, porque h(r) € uma funcio positiva neste
intervalo, Visto os comportamentos assintoticos da fungio z(r) e o fato de que esta fungio
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néo possui extremos, infere-se que ela é crescente. Seu dominio e imagem sao dados por

@ :Jry,red] — ]—o00,+o0].

4.2.3 Variando a Carga e a Constante Cosmolégica

Podemos encarar z(r) também como uma fungiio dos parametros da métrica, ¢ em particu-
lar de g. Embora a fungfio z(r) esteja definida no bloco Ty apenas, ela é sensivel a mudangas
globais. E certamente existe uma mudanca abrupta das propriedades do espago-tempo quando
a carga vai a zero. Um ponto que se revela importante & se a fungéo z(r) é continua no limite
g — 0. Vamos argumentar aqui que a resposta & afirmativa, para qualquer valor de d.

Podemos escrever z{r) como

246
P(r)

z{r) = —a? dr . (4.45)

Usando a notacdo ja estabelecida para os polindmios P(r) e Py(r), fazemos

P(r) = r®3Py(r) - ¢%a?, (4.46)
de forma que
2 rt d 4.4
2(r) = —a f L (4.47)

Como o dominio da fungdio (r) é o intervalo Jry,r¢[, o polindmio Py(r) é necessariamente
diferente de zero. Portanto, o integrando de (4.47) & uma fungio continua no limite ¢ — 0.
Isto é visto explicitamente escrevendo z(r) como

-3
z(r) = —a2[ ;0(?") dr ~ ¢*a* / P(?Z?‘) +0(g") . (4.48)

Vamos obter diretamente a expresso para z(r) quando a carga ¢ é nula. Neste caso, temos
que a funcado h (r) é escrita em termos de seus zeros como

(4.49)

_ {rere)rra)r=ra) [[(r=Fa)(r=Fix) -
M) = (et o5 b
— aird—3 : * g =0, d impar
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A expansao em fragbes parciais de 1/h(r) fica entfio, para ¢ =0 e d par:

1 CC C_|. O’n éi éi*
= , 4.50
a?h(r) rcwr+r—r++'r+rn+¥ r-~ﬁ-+r—ﬂ-“ (4:50)
e para g = 0 e d impar:

! ' ol A
l Cc + O+ + CC + C_l_ + Z ( OZ + OZ* ) . (4.5 1)
1

a?h{ry  r.—7r Tr-—rp r+r. Tr+T4 Py T — P

O calculo das constantes na expansdo em fragdes parciais é o mesmo que foi feito para o
caso em que g # 0. Desta forma, seguindo o procedimento ja realizado, obtemos que para o
caso de carga nula, a fungio xz(r) fica:

E(_Q = Ccln(f'c'—"f') +C+111(7"_T+)

Y D@ Cn(r )~ Cyin(r 1))
+I(d + 1}Cp In (r — 74)
+H(r) . (4.52)

Qutro ponto de interesse é com o comportamento da métrica com a variagdo da constante
cosmologica. Abordaremos inicialmente o caso em que A = 0. Este é o espago-tempo de
Reissner-Nordstrém, e a fungio h(r) é dada por

2m q*
h(’!‘) =1- T?_'"g + ?Tdmg ’ (453)
ou P( )
T
onde
Plr)=r?5 —2mr¥3 4+ 4. (4.55)

Formalmente, a determinacio dos zeros de P(r), com A = 0, é muito mais simples que
nos casos nao assintoticamente planos. I imediato verificar que esses zeros sdo dados pelas

rd—szm[w 1_(?%)1, (4.56)

solugbes das equagtes
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pd3 =m [1 - m ] X (4.57)

Embora a determinacio analitica de todos os zeros de h(r) em geral ndo seja factivel, os

resultados (4.56) e (4.57) tornam possivel a caracterizagio da estrutura de horizontes de h(r).
(s principais pontos desta estrutura sao:

Se g = 0, 0 espago-tempo possui um horizonte de eventos simples.

| |

Se 0 < g < m, 0 espago-tempo possui dois horizontes simples — um horizonte de Cauchy
e um horizonte de eventos.

» Se ¢ = m, o espago-tempo possui urn horizonte de eventos duplo. Este & o caso extremo.

Se ¢ > m, o espago-tempo ndo possui horizontes. Temos uma singularidade nua.

Vamos nos detathar um pouco no caso carregado nao-extremo. Se 0 < g < m, 0s horizontes
de Cauchy e de de eventos sdo expressos em termos dos parametros m e g através de

Ty = [m +4/m? — q2] s ; (4.58)

P (459)

Dependendo da dimens&o ser par ou impar, temos ainda que:

e Sedépare0 < g <m,h{r) possui mais 2(d —2) raizes complexas, em pares conjugados.

e Sedéimpare0 < g < m, (—ry) e (—r.) também s8o raizes de h(r), que também
possui mais 2(d — 3) raizes complexas, em pares conjugados.

A partir da caracterizacio dos zeros de h(r), podemos proceder para o cdlculo da coorde-
nada tartaruga. Entretanto, a expansio em fragdes parciais no caso assintoticamente plano é
diferente. Tsso porque neste caso 1/h{r) é uma fracdo impropria. De fato, podemos escrever
esta fracdo como

i 7,2dm6 2m7.d—3 - q2

= =1
h(ry 246 — 2mprd=3 4 ¢? T B a2

(4.60)
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e a tiltima fracio na expressio acima é uma fragdo propria. Decompondo agora o altimo termo
em fracdes parciais, obtemos para d par,

1 C. C_ C; o
hir) T’_T++T—Tw+;(r—ﬁ+r_f;) (4.61)

& para d impar:

1 Cy , C- O _ C- +Z( G, Oi*). (462
i

Wr) r—ry T—7_ THTL rHrTo r—f  re-f

A funcdo x(r} é determinada integrando o resultado anterior:

e(r) = r+Ciln(r—ry)+C_In(r—r_)
+D(d+1)[-Crln(r+ry) — CoIn(r+r_)]
+H(r) . (4.63)

onde H(r) envolve as contribuigdes das raizes complexas conforme (4.34), e I'(d+1) ¢ 0 ou 1
conforme d é par ou fmpar respectivamente. Os coeficientes C; por sua vez sio dados por

1 —2d—6
— =17 (s —y) - (4.64)
Ci i#

Verifica-se que o comportamento assint6tico de z(r) com r — r} € 0 mesmo do caso em
que A £ 0. De fato,
z(r) = Cy In(r — ry) {4.65)

com r = ry, e portanto nesta aproximagio obtemos
r{z) = ry (1 + e_‘E) . (4.66)

Por outro lado, o comportamento assintético com r - oo é distinto. Neste limite, para

qualquer valor de d, temos:
rz) ~z. {(4.67)
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4.3 Potenciais Efetivos

A determinacio da forma, explicita de V(z) = V (r(z}) para os potenciais escalar, eletro-
magnético e gravitacional em geral néo é possivel, pois em geral nao ha uma forma analitica
para a fungdo inversa r(z). Um caso em que o calculo analitico para r(z) é factivel ocorre nos
chamados limites quase extremos, que serdo explorados no proximo capitulo.

Apesar de ndio podermos em geral obter expressdes explicitas para V{(z), existem dois as-
pectos importantes que podemos tratar. Um ponto € a (possivel) positividade do potencial
efetivo. Um potencial que ndo & positivo definido produz uma dinamica muito peculiar, con-
forme serd visto no préximo capitulo. Quiro ponto passivel de anélise é o comportamento
assintético de V(z). Este aspecto é importante na caracterizagio do comportamento assin-
t6tico dos campos associados.

Vimos na secio anterior que r(z) é uma fun¢do monotonicamente crescente e positiva
definida (para qualquer valor de d), cuja imagem & o intervalo Jry, re[. Isso implica que V{r)
(com 7 €]ry,7[) € V(z) tém o mesmo nimero de zeros, se estes existirem. Os potenciais
efetivos considerados podem ser escritos como

V{r) = h(r)$¥(r) , (4.68)

onde a funcdo ©(r) depende do campo e da dimenséo do espago-tempo. Como h{r) é ndo nula
e positiva entre .. € ¢, 0s zeros do potencial sdo dados pelos zeros da fungéo $¥(r). Veremos
a seguir que esta funciio & finita e nio nula nos horizontes de eventos e cosmoldgico, o que
implica que nos casos niio criticos estes pontos sdo zeros simples da fungdo V(r). Cabe entao
a questdo de como o potencial V(z) vai a zero assintoticamente.

4.3.1 Potencial Escalar

Foi visto no capitulo 2 que o potencial efetivo escalar Ve,(r) € dado por

Ves(r) = h(r)fles(r) (4.69)
onde a fungio .4(r) neste caso &
— _ 2
o) me(uj 3, ¢ h,( )+ (d~ 2)(d 4y h(r) + X2 — 2(3_;)& ngl_m . (470)
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Podemos reescrever {2.4(r) na seguinte forma:

B Cm Dq?

Qealr) = A+ 3 + 7 = 55 - (4.71)

onde as constantes A, B, C' e D s@o
A= d(fia;z) , (472)
B=E(£+d—3)+(d—“%(dm?ﬁzo, (4.73)
c=t _22)2 >0, (4.74)
p= 8= Si(d -2, 2(3 — :)E >0. (4.75)

A determinacio analftica dos zeros de (2,(r) em geral ndo & possivel, mas algumas caracte-
risticas destes zeros podem ser inferidas.

Um caso simples é quando a carga do buraco negro é nula e a massa associada ac campo
escalar & tal que

d(d —2)
4a?

Nesta situacso, & imediato ver que Qeq(r} & positivo no intervalo Jry., r¢[, e portanto Ves(z) > 0.

A% > , (4.76)

Se a carga do buraco negro é no nula, podemos escrever a fungio §2,(r) como
Qes('r) = fl('r) - fg(’i‘) ) (4.77)

onde fi(r) e fo(r) tém as seguintes caracteristicas:

e S30 fungdes positivas para para v > 0.
s Suas derivadas sfio negativas para r > 0, ou seja, sdo fungdes decrescentes.
» Suas derivadas segnndas séo positivas para v > 0.
Estas propriedades implicam que, se existe um ponto 7 == r, em que fi{rs) = fao(r:), entdo

este ponto & tnico. Se ¢ = 0, a fungdo fao(r) deixa de ser decrescente, mas a mesma conclusdo
se mantém. Dado que um possivel zero de §2,5(r) é Gnico, uma condicio suficiente para que
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este zero se enconitre no intervalo Jry, [ é que

Deg (7} es(re) <0 . (4.78)

Para o modo £ = 0 de um campo escalar com massa nula, acoplado minimamente (1 =
¢ = 0), podemos mostrar que sempre existe um rg €]ry, e[, ou seja, sempre existe uma regiao
com potencial negativo. Neste caso, temos que

d—2 d—2)(d—4
u) = 42y 4 A=20=D) )
& portanto
d-2,
Qes(ry) = % H(ry) >0, (4.80)
2‘T‘+
-2
Qes('rc) == o h’('rc) <@, (4‘81)

Desta forma, existe uma regido em que Ve, () € negativo.

O caso quadridimensional é o mais interessante fisicamente, e vamos traté-lo com detalhes.
Se d = 4, a fungio Q,(r) € escrita como

Qep(r) = ~r = 4 22 L 32 5 (4.82)

Para esta geometria, os parimetros m, g e a estdo relacionados com os zeros (v, 7., 7— € T5)
da funcéo h{r) através das equacoes

- +ry+re=0, (4.83)

Pl — + T +Tpletr_re + 77T+ 747 = —a? ) (4.84)
Pl Ty + Tl —Te + TpTafe +7_T1Te = —2ma? | (4.85)
Pal T4l = —g°a® . (4.86)

Deste sistema de equages lineares, podemos calcular a massa, a carga e o raio cosmologico
a partir dos horizontes, obtendo

a®=r+ 'r'i +72 frory FroretreTe, (4.87)
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R (ry o) FrR(ro ) F R b ry) 4 2T

2 , 4.88
m r2+7% +r2 frorgdrore+ryre (4.88)
Pl TelT— + Ty + 7
q2:r2—i—r2 +:2c—i(—r'r j—r rc)-i-rr ' (4.89)
¢ + o iy —-'¢ +%e
Usando a expressio (4.82), escrevemos, para A2 > 0
azrj_ﬂes(m_) = a’ril(l+1)+ ma’ry — 2¢%a% + (\?a® — 2)7‘1

> 2ma’ry — 2¢%a® - 2r} . (4.90)

Através das expressdes (4.87)-(4.89), temos que
oma’ry — 2¢%a® — 21’1 = (r2 —r2)(ryre — r2) + (ry — r)rerZ—r3) > 0. (4.91}

Combinando as desigualdades (4.90) e (4.91), obtemos que, independentemente do valor de £:

Qeslry) > 0. (4.92)

Para o calculo de Qg,(r.), a situagio é mais complexa. Vamos tratar inicialmente o caso
em que £ > 0, de forma que

a®riQe(re) = @2+ 1) + 2ma’r. — 2¢°a% + (A\2a?% — 2)rd
> 20’2 + 2ma’r, — 2¢%% — 2l . (4.93)

c

Utilizando os resultados (4.87)-(4.89), obtemos

202r2 4 2ma’r, — 2¢%a? — 2} =
= 3r3r2 + 3r2r?2 + 3ryrd + 3r_rd + 3ryrd vy Qre — vy — 7o)
>0. {4.94)

Combinando as desigualdades (4.93) e (4.94) vemos que se £ > 0, entio Qey(re} > 0. Mas
foi visto que $2es(r4) > 0, 0 que implica que o potencial Ves(z) é positivo definido quando
£>0ed=4.

Se £ = 0, o potencial efetivo n&o é necessariamente positivo definido. Para este caso, temos
que
a2, (re) = 2ma’r, — 2¢%a® + (3%q% — 2)rd . (4.95)
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A soma dos dois primeiros termos da expresséo (4.95) & positiva:
Ina’r, — 2¢°a® = r_rs + r2r? rare(r? —r2) dryre(re —r-) > 0. (4.96)
Portanto, a condiggo A%a? — 2 > 0 é suficiente para que $2g,(rc) > 0 € neste caso o potencial

Ves(z) & também positivo definido quando £ = 0.

Assumindo agora que £ = X = 0, e refazendo o cilculo (4.95) com estes pardmetros,
obtemos:
@218 Qs (re) = —relre — P} (2 —r?) = relre — r_)(r? —ri) <0. (4.97)

Assim, se £ = A = 0, o potencial V,s(r) apresenta um (Gnico) ponto r, €}ry,re[ para o qual
Veo(r) < 0 se ¥ > 7. Desta forma, existe um intervalo ]z, +oo[ no qual Ves(x) & negativo.

Mas o potencial efetivo pode ser também encarado como uma fungéo crescente do pardmetro
. Inferimos entdo que existe um valor critico Agqs €]0, v2/a[ para A na qual o potencial, com
A < Agrit, £ =0 e d = 4, deixa de ser positivo definido.

4.3.2 Potenciais Eletromagnético e Gravitacional

Para o caso do potencial eletromagnético, foi mostrado no capitulo 3 que

_fe+1)
-2

Qe(r) . (4.98)

E portanto imediato ver que o potencial efetivo Ve(x) é positivo definido.

Para o casos gravitacional axial e polar, os potenciais efetivos associados s&o positivo
definidos, conforme mostraremos a seguir. No caso Schwarzschild-de Sitter, as relaces entre
os parAmetros da métrica e os horizontes sao:

2=ply ?"3 F+Tr4re {4.99)

2 2
PATe 4 T.T
om = il e

=T St 4.1006
2415 e (4.100)

Usando as relagdes (4.99)-(4.100), calculamos que:

riazﬂw(m,) > 6roa? — 6ma® = 3 ['r+r2 + 'r'irg +2r3] >0. (4.101)
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Para qualquer r > r,., temos ainda
26?0z (r) > £ + 1)rya? — 6ma® >0 .

Portanto, o potencial efetivo V() é positivo definido.

(4.102)

Para o caso polar, a demonstragdo é andloga. Usando a expressdo para o potencial efetivo

Vpo(r) apresentada no capitulo 3, temos que

10?3 (3m + cry)?Qpo(r4)

> 9m3a? + 12ma®r? + 12ma?r} + Im?r, (2e® - r3)

= 9m3a? + 12ma?r? + 12ma®r} + ImPr o (2r2 + 1y + 2ryre) >0 . (4.103)
Do mesmo modo que no potencial gravitacional axial, se r > r,. entao
1 o3 2 123 2
597 (3m + er)*Qpo(r) > 39 r3.(3m 4+ ery ) Qpo(ry) >0, (4.104)
e desta forma mostramos que o potencial efetivo Vjo(x) é positivo definido.
0 ' T ' T ' 1 ' T '
0.15
> 0.1
0.05
0
0.02
0.015
» 001
0.005
q20 I -110 l (I) ; 1|0 I 210 : 30
Figura 4.2: Grdficos dos potenciais efetivos gravitacionais axial e polar, para m = 1.0, { = 2,

A =10"*(acima) e A =10~ (abaizo).
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Um ponto a ser ressaltado é que os potenciais gravitacionais axial e polar s&o muito pare-
cidos, em uma grande gama de condigbes. Ilustramos este fato na figura 4.2.

4.3.3 Comportamento Assintoético

Na transformagio de coordenadas r — z(r), o intervalo aberto Jry,7.| é mapeado no
intervalo | — oo, 400[. Como V(ry) = V(r;) = 0, temos que o potencial em termos da
coordenada tartaruga V(z) deve tender a zero assintoticamente. Veremos que esse decaimento
é exponencial para os dois lmites assintoticos quando o horizonte de eventos e cosmolégico
forem simples, o que acontece quando a constante cosmolégica, for positiva e a carga do buraco
negro nao for extrema.

No limite £ — oo o potencial efetivo — escalar, eletromagnético ou gravitacional — se
comporta como:

) . 2m i re
Am, V(@) = 8re) lim [1 e """f] (4.105)
Usando a expressdo assintotica (4.41) para a fungdo r(z), obtemos
. _ 2m —okey 443 | G o,y —20+6
$£I_I§1WV(:B) = Q(re) [1 = (1 — e™2"e") + 206 (1 — e 2he7)
2
—:—g (1- e—2”c$)2] . (4.106)

Levando em conta que as exponenciais por hip6tese sio pequenas, j4 que estamos no limite
de z grande, ficamos com

. 2m —one
xﬂ}_'l_an(m) = Qre) [1 g (1 + (d — 3)e™2%)

i (1 + (2d — 6)e™ ") — re (1 — 2¢728<7)
rad-e a?

—_ 2d — 2 2 2
= Qre)h{re) + Qre) [—2(dr d~2)m 4+ (Ci%i)q + C;’;c] o2t
c e

(4.107)
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Usando o fato que h(r;) = 0, obtemos o limite de V(z) para « grande

d-8)m [@d—3)¢ 1] ona

,,.g—s ,,.gd—s a2

(4.108)

L3400

m V(z) = 20(r) [—

De maneira angloga, podemos obter o limite assintético de V'(z) para £ — —oc. Usando
(4.38), temos que

. 2m 2 —d+3
Ve = ) |1 B )

2 2
q 9 ~2d+6 T} p) 2
+'r_2|_d”‘6 (1 +e™+7) - (1 - e®r+7) } : (4.109)

Como estamos no limite 2 — —o0, e lembrando que h(ry) = 0, temos

lim V(z) = 20(r+) [(d “Ym (-9 ﬁ] Ly (4.110)

T—+—00 4+ r_% a?

Conforme visto, se Q(r,) é negativo, o potencial efetivo Ves(z) & negativo no intervalo
|4, 00|, para algum z, € R Neste caso, o decaimento exponencial para z — co se mantém,
com a diferencga de que o potencial vai a zero negativamente.

Em todos os casos discutidos até agora, o decaimento do potencial efetivo é sempre ex-
ponencial. Entretanto, existem situaces limite em que o decaimento tém outra natureza. O
caso notavel é quando a constante cosmoldgica é nula. Nesta situagdo, nao existe um horizonte
cosmolégico. O comportamento assintético de V(z) para ¢ — —oo continua sendo exponen-
cial, e conforme esperado, o limite com z — oo muda. Usando o resultado (4.67), temos que
para o campo escalar (em dimensgo arbitraria)

i V(o) =2+ SEXEIHEDED 4 o8, @y

i
enquanto que para os campos eletromagnético, gravitacional axial e polar:

20+ 1)

Ver(@) = Vo (@) = Vpol2) = =3

+0(z73) . (4.112)
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Um ponto interessante é que a transigio do decaimento exponencial (no caso A > 0) para
0 decaimento tipo lei de poténcia (no caso A = 0) é em certo sentido suave. Quando A &
diferente de zero porém muito pequeno jé é observado uma regisio com comportamento tipo
lei de poténcia, embora o decaimento final seja exponencial. Veremos no capftulo 6 que este
tipo de transi¢do também acontece no comportamento assintético dos campos. Na figura
4.3, ilustramos as caracterfsticas do potencial efetivo escalar, com a constante cosmolégica

tendendo a zero.

-6 ] 1 1 1 T | ] 1 1 1
104 100 1000

Figura 4.3: (acima) Grdfico log-log do potencial efetivo escalar com € = 1. (centro) Grdfico log-log do
potencial efetivo eletromagnético com £ = 1. (abaizo) Grdfico log-log do potencial efetivo gravitacional
azial com £ = 2. Para todas as curvas m = 1.0.



4.4. MODOS QUASI-NORMAIS EM SDS E RNDS 62

4.4 Modos Quasi-Normais em SdS e RNdS

Os comportamentos assintéticos dos potenciais efetivos no bloco T.. das geometrias as-
sintoticamente planas ou de Sitter s3o similares. Para estes casos, os potenciais tendem a
ZErO para T —» 00 OU T -+ —00, € 08 campos se propagam livremente nestes limites. Esta é
uma indicacdo de que a estrutura assintética de 77, é a mesma com A = 0 ou A > 0. Nao
pretendemos fazer uma analise detalhada da estrutura T nesta se¢io, mas apenas esbo¢a-la.
A idéia é mostrar que ela & idéntica ao bloco T no caso assintoticamente plano, para qualquer
dimensdo. Veremos no capitulo 7 que quando A < 0, o bloco T, muda drasticamente.

Existe um procedimento bem definido para a anéalise da estrutura assintética de variedades,
que no caso das geometrias simetricamente esféricas é bem sistematizado [44]. A partir da
coordenada radial tartaruga, definimos as coordenadas nulas u e v da maneira usual, conforme
apresentado no capitulo 2. Neste sistema de coordenadas, o horizonte de eventos passado é
mapeado em

=Ty T~ —00 y —+ const.

(4.113)
t— —00 t— —00 Y —+ —00
O hornizonte de eventos futuro é mapeado em
— - - —
Ty T o T (4.114)
t —+ +00 t — 400 o ~+ const.
O horizonte cosmolégico passado é mapeado em
rod T — + U — —00
N = (4.115)
i~ 00 t— —0o v — const.
E o horizonte cosmologico futuro é mapeado em
— - — :
T~ T — T — +o0 N % — const (4.116)

t— 40 t—-+oo Y~ +00
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Para estudar as propriedades globais da subvariedade T';., imergimos esta subvariedade em
uma nova variedade com fronteira, definindo U e V' como:

U = arctan(u) - (4.117)

V = arctan(v) :

BT

IA 1A

PRI

IA A

U
Vv

Neste sistema de coordenadas, os horizontes passam a tomar valores finitosem U e V. O
horizonte de eventos passado fica

u — const. L < U<k
= i/ - (4.118)
n— =00 =—5
O horizonte de eventos futuro fica
urteo o U=3 (4.119)
v — const. -2<V<E
O horizonte cosmolégico passado fica
ur-oo o U=-3 (4.120)
v — const. -5V <E
E o horizonte cosmolégico futuro fica
% — const. —-I<U<E
2‘;_ w 2 (4.121)
U — 00 =35

A partir das coordenadas U e V, tracamos o diagrama de Carter-Penrose da regifio entre
o horizonte de eventos e o horizonte cosmologico, apresentado na figura 4.4 a seguir. Fsse
diagrama é valido para qualquer valor de d.

Fm termos do comportamento assintético das possiveis solugbes da equacéio homogénea
(3.55), temos quatro possibilidades. Sdo tomadas as solugbes com o seguinte comportamento:

f-{(s,2) & { e T (4.122)

A (8)e®® + Apue(s)e™* &~ o0

B, (8)e*® 4 Byyi(s)e™ & —00

(4.128)
e % T~ +00

f"i'(saw) & {
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Figura 4.4: Diagrama de Carter-Penrose do regiio enire o horizonte de eventos e o horizonte
cosmoldgico, nas geometrias Schwarzschild-de Sitter e Reissner-Nordstrém-de Sitter. As setas
indicamn as condigdes de contorno quasi-normais.

O Wronskiano associado as solugbes f(s,z) e f- (s, ) pode ser imediatamente calculado:
W(s) = —23Ain(s) . (4.124)

Do fato de que a fungéio W (s) é uma constante em z, observa-se que as diversas constantes
nas expressdes (7.76) e (7.77) néo séo independentes. A fungéo de Green obtida a partir das
fungdes f4(s,z) e f-(s,z) & denominada fungiio de Green retardada, denotada por GTét.

Conforme discutido no capitulo 3, as freqiiéncias quasi-normais sdo os valores complexos
de s em que o Wronskiano destas duas fungdes se anula. Esta escolha é a mesma feita para
o caso assintoticamente plano. Para campo nas geometrias assintoticamente anti-de Sitter
uma outra escolha deve ser tomada, devido ao comportamento assintético diferente na regido
exterior ao horizonte de eventos.



Capitulo 5

Buracos Negros com Constante

Cosmologica Quase Extrema

5.1 Buracos Negros Quase Extremos

No capitulo anterior, foram apresentadas os potenciais efetivos associados a diversos cam-
pos de interesse em geometrias esféricas. Mas conforme visto, a determinagio analitica destes
potenciais em termos da coordenada tartaruga ndo foi possivel. Em geral, somos for¢ados a
recorrer & técnicas numeéricas neste ponto. Entretanto, em pelo menos um caso limite o calculo
explicito dos potenciais em fungio de = & factivel. Neste capitulo, abordaremos este regime
— 08 chamados buracos negros quase extremos — obtendo inclusive expressoes exatas para
as freqiiéncias quasi-normais.

Vamos inicialmente introduzir as geometrias esféricas quase extremas. Estamos lidando
com métricas esfericamente simétricas, na forma

ds? = —h(r)dt? + h(r) " dr? + r%d05 , . (6.1)

Conforme visto, as métricas Schwarzschild-de Sitter e Reissner-Nordstrom-de Sitter satisfazem
as seguintes condigles:

A fungfio h{r) possui pelo menos duas rafzes positivas r; e rp (ry < ra).

e A funcéo k(r) é lisa no intervalo Jr1, s, € existe um Gnico ponto extremo ry €]ry, o[-

65
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o Agrafzes r; e ro 580 simples.

e Existe um limite quase extremo — uma regido no espaco de parametros da métrica em
que as raizes r; e ry estdo arbitrariamente préximas.

Se as condiches acima sdo satisfeitas, a geometria tratada é dita quase extrema. Neste
caso, estamos interessados na subvariedade dada pelo bloco

Ty = {{t,r, 01, ,04-2),m1 <7r <72} . (5.2)

Definimos entao o parametro adimensional d como

§=12"T1 (5.3)
L

Este parimetro assume valores deste zero, correspondendo ao limite exiremo, até infinito,
associado & geometria Reissner-Nordstrém pura. Em termos de 4, o limite quase extremo
corresponde a

0<okl. (5.4)

B conveniente tomarmos como parametros fundamentais os horizontes r; € r2 e a gravidade
superficial 1. Assumindo que 7 e o sio zeros simples, a fungio h{r) pode ser escrita como

hir) = (ra —r}(r — r1 ) R(r)} . (5.5)

No intervalo Jry, e[, a fungio R(r) é nfo nula. Expandimos a funcio h(r) em uma série de
Taylor em torno do ponto rg?, definido como o ponto médio entre r; e ro:

pop Tl + 7 _

‘ ; (5.6)

No limite quase extremo, aproximamos a funcio h(r) como

('r - rg'p) + ﬁ &h(r)
r=rg?

dh{r)
, A

h(r) = h{rgf) +r =

T 2 d‘)"z

e (ngﬁ)2+o ) . 67

Desenvolvendo os termos da expressiio anterior, temos que

) = (ra = oo = rOROE) = (25 ) ROPY®, (55)
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dh -7
r dg’") . (E";Tte) =04+0 (53) , (5.9)
2 d*h - ? v
Tzl d?"(zr) 'r=7'8’p (T TITO) - _R(Tﬂ) (T. o TO)Z 0 (63) N (5.10)

Através das expressdes (5.8)-(5.10) acima, escrevemos a fungéo h(r) como

h(r) = R(ro)(ra — r)(r ~ 1) + O (6%) (5.11)

A partir da aproximagio {5.5) para a fungio h{r), a coordenada tartaruga z(r) fica

1

_WIH(TZ )+ R(?"())(’T‘Q—T'l)l ( 1)-—}-0(5 ) , (512)

a(r) =

de maneira que a constante R(rp) é expressa em termos de k; como

2&1
= ) 1
R(ro) p—— (5.13)
Usando os resultados (5.12) e (5.13), a funcdo z(r) pode ser simplificada para
1 r—Tr 3
z{r) = o In (?“2 — ?“) +0(6°) . (5.14)

A partir da expressio obtida para z(r), o cilculo analitico da fungdo r{x) é factivel. Invertendo
a relacdo (5.14), obtemos que

7y 7o

3
Com a forma explicita para r{z), podemos escrever a fun¢io h(z). Substituindo (5.15) em
(5.11), e usando {5.13), calculamos

Ui (7o + 12e?1F —py — poeF1T} (1| 4 peeRIT gy — py @2MIT
W) = i (ra+ra 1— T2 Y{rL+ 2 ket )+

0 (8%, (5.16
Ty =Tl (1 + e2m12)? (&), (38)

que por sua vez pode ser simplificada para

(g =mri)mr
h() = 55— (o2 +0 (%) . (5.17)



5.1. BURACOS NEGROS QUASE EXTREMOS 68

A expressao (5.17) é bastante geral. Ao contrario do caso RN, a métrica RNdS apresenta
dois possiveis limites quase extremos: r_ & ry e 7y & r,. Apesar dos resultados apresentados
nesta secao poderem ser aplicados nos dois limites, estamos interessados principalmente no
segundo caso.

Para a geometria Schwarzschild-de Sitter, podemos obter expresstes para r(z) e h{z) em
termos dos parametros m e A. Conforme visto no capitulo anterior, o espago de parametros
da métrica SdS est4 bem caracterizado. Definimos a constante

5= \/1 m?_(d- 1)) (5.18)

T g2(d-3) (d — 3)4-3 ’

e a0 contrario do parimetro §, observamos que  esta restrita ao intervalo [0, 1], se a geometria
descreve um buraco negro. Em termos deste parfmetro, o limite quase extremo é dado por
como

D<d<l. (5.19)

Qutro parametro natural que pode ser definido, e que serd usado a seguir, € dado por

t_ Te T4
= 5.2
§ =T (5.20)
Através da constante §', o limite quase extremo fica
0<8<1. (5.21)

Os limites (5.19) e (5.21) sfo equivalentes, no sentido de que um limite implica no outro.
Veremos mais a seguir que os parmetros § e § siio proporcionais em primeira ordem.

Na geometria Schwarzschild-de Sitter, a fungéo h(r) possui um méximo local no intervalo

Jrs, re[- Este ponto, denotado por 7y, pode ser expresso em termos dos parametros m e ¢ como

ro = [(d = $ma?] 7T . (5.22)

A estratégia no caso SdS quase extremo é expandir a fungdo h(r) em torno do ponto ry.
Isso porque este ponto pode ser calculado em termos de m e a, e estamos interessados em uma,
expressao final em termos destes parimetros. Fazendo a expansdo em série de Taylor, temos

2 g2
) = o) + & L1

e (T ;TO) 4o (%) . (5.23)
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Usando a forma, especifica da fungéo h{r), obtemos que

2 1
2m = 3)m02] a1 m? (d-— 1)d—1] =
hirg)=1— — =1-|— . 5.24
(ro) [(d - 3)ma2]g’5% a? a2(d=3) (d ~ 3)4-3 (5:24)
Em termos da constante 4§, escrevemos h{rp) como
N
h{rg) =1 — (1 —8%) &7 . (5.25)
Por outro lado, é imediato que
1 o d*h(r) (3 — d){(2 — dyma?®
—_ PR el —_ 1 = — —_ ]_ - 5.26
2* T |, ra1 (d—1) (5.26)
Escrevemos desta forma a fungio h{r) como
oo b — )2
h(r) =1— (1 - §)3T — (d - 1)@'“_02& +0(57) . (5.27)

Introduzindo as constantes rg” ¢ r3, podemos reescrever a expressao anterior na forma

-1
hr) = 7 (82 =) (= 1) 10 (579) | (5.28)
onde r¢? e rif s8o dadas por
P = rg + \/1"(1“52)&{7— d-3, 0 )o@ (5.29)
T =Tora i—1  “\Va-17d-1 : o
— L
1—{1-§82)&T d-3 ]
ripmq”g—a\/ (d_]_ ) :G,( m—m) 0(6’2) - (530)
A partir das expressGes para os horizontes, podemos calcular a relagéo entre os parémetros
& e § como _
' ref — Tip 12 d 2
Jm—am+0(5)=m+0(5) (531)

Ou seja, 0 e §' sdo proporcionais em primeira ordem. As expansdes anteriores, em que o erro
estava expresso em termos de &', podem ser reescritas em termos de 4.
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As constantes r% e rZ¥ sfo aproximagdes para os horizontes da geometria SdS. E ilustra-
tivo comparé-las com as expressdes exatas, nos casos em que a determinagéo analitica destes
horizontes é possivel.

O caso mais simples ocorre com d = 5, onde os horizontes de eventos e cosmologicos s&o
dados pelos zeros da equagdo
rt —a?r? 4+ 2ma® =0, (5.32)

que podem ser imediatamente calculados

N L Lo BN

o (TN e (e
r+—ﬁ(1 1 a2) W\/z_(l Vi (1-8) ) , (5.39)

sendo reais, positivos e distintos no caso de § < 1.

No limite de & muito pequeno, temos que

1—~(1-52)1/ZM\/1—1+3—2+O(52)mi+0(52) (5.35)
2 V2 !
de forma que os horizonies sio aproximados por
— 1 —
a d 2 1 )
=—{1+—=+0(Y)) =a|-=+- 32} . 5.36
=gz {1+ 5 +0 @) =e(5+5) +0@® (5.36)
— 1 -
a ¢ <oy \ 2 1 0 =
r+=w—\/_—2—(l—ﬁ+0(52)) =a(ﬁ—z) o) , (5.37)

o que esté perfeitamente de acordo com as expressoes (5.33) e (5.34). Outro caso em que as
expressdes podem ser comparadas com resultados exatos é quando d = 4.

A partir do resultado (5.28), a expressao para a fungdo z{r) pode ser calculada, da mesma
forma como foi feito no caso geral,

_ 1 - Ty 73
z(r) = 37 In(rc—-r) +0(8) (5.38)
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onde a constante x5 é dada por

1 m? (d-1)t
Va2 g¥d-2) (d - 3)d-3

Ela pode ser interpretada como uma aproximagao para a gravidade superficial x,.. No limite

ap
By =

2| o

+0 (8 . (5.39)

5 — 0, vemos que k%7 tende a zero conforme esperado.
’ q 4 P

Podemos agora calcular as expressdes para a fungio r(z) e A(z) em termos dos pardmetros
da métrica m e A. Para r(z), temos

2Pz, ap ap
e e 4Ty 3
r(z) = T +0(6°) . (5.40)
Com a expressio anterior, calculamos facilmente
- i )
h(z) = d +0 (8% . (5.41)

d — 1 cosh?(k%F )

5.2 Potencial Efetivo Escalar

Conforme visto nos capitulos 3 e 4, um campo escalar real massivo, se propagando na
regido externa de um buraco negro SdS ou RNdS, é caracterizado pelo potencial efetivo

Ves(r) = h(r)es(r) , (5.42)
onde
Q) = L +§_3) + d; 21(r) + @:_%g‘_‘”h(r)
a2 2 d__4;5q2 'r2(;““2) . (5.43)

Estamos interessados nesta secio nos casos em que o potencial Ve.(x) é positivo definido,
ou seja, quando a fungio Ne(r) € positiva no intervalo Jry,7e[. Conforme visto, podemos
mostrar explicitamente a positividade em um grande nimero de situagGes de interesse.
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Vamos expandir a fungéo Q.4(r) em torno do ponto rg‘p , em ordem mais baixa do parfmetro

6. Temos entdo que
Qes(r) = Qes(ry") + O (6) . (5.44)

Mas por outro lado, conforme (5.9), temos que
K (rg?) =0+ 0 (6%) , (5.45)

enquanto que h(rg’) é da ordem de &, como indica a expressio (5.8). Desta forma, a fungio
Qes(r) & aproximada por

{e+d-3 2(d — 4)éq°
Qea(r) = g PPCIN. a)gf( 5 00, (5.46)
("'0 ) (d—2) (Top)
€ Como
rof =74 +0(6) (5.47)
temos que em ordem mais baixa
_ _ 2
Qeg(r) = w I - M_L +0(6) . (5.48)

ri (d — 2)r_2|_(d"2}

Usando os resultados (5.17) e (5.48), aproximamos o potencial efetivo Vi,{r), no limite
quase extremo, por

E(E—I—d 3) a2 2{d - 4)¢q? 2!%.{..( - r)(r —

+O§ 5.49
7 @D | ey A

Ves(r) =

Através do resultado (5.15) para r(z), obtemos uma expressio aproximada para o potencial
efetivo em termos da coordenada tartaruga:

0
Ves

Ves(z) =

onde a constante V.2 | valor maximo de Ves(x), € dada por

ﬂ€+d 3) ,y2_ U4 | (re—ra)ss

Ve = 2d—2
7'+ (d~—2)r_|_(_} 2

(5.51)

A expressao anterior demonstra que a dinfmica é caracterizada por um potencial tipo Péschl-
Teller [57).
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No caso em que a carga do buraco negro ¢ nula, podemos escrever o potencial efetivo
em termos dos pardmetros da métrica m e A. Para isso, expandimos o potencial em torno do
ponto g, de forma a obter uma expresséo analoga a (5.48). Usando este resultado, juntamente
com (5.22), escrevemos o potencial efetivo para a geometria SdS quase extrema como

0
Ves

oot () * 0(s) , (5.52)

Ves(z) =

onde £3” é dado por (5.39), e V neste caso ¢ escrito como

Le+d—3)82  L(L+d-3) (k%) .

-3 —  d-3 {5:58)

D .
Ves =

! | : T T T
v 1(4:0.2 J

e K_'_:O.l
— %, =0.01

— §=099

r1-a — 3=05
-12! ] 1 | 1 1 | 1 | 1

-30 -20 -10 10 20 30

o

Figura 5.1: (acima) Grdfico semi-log do potencial efetivo escalar, para d =4,m =1.0,¢g=0.5e £ = 1.
(abaizo) Grdfico semi-log do potencial efetivo escalar, para d =5, m =1.0,¢=0 e £=1.
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As caracteristicas do potencial Péschl-Teller ajudam a entender por que (5.50) e (5.52) séo
boas aproximagdes para o potencial efetivo escalar no limite quase extremo. E facil ver que
Ves(@) decai exponencialmente para £ — —00 € & =+ 0O COIN & MesSMA taxa:

i Veo(a) = Vege ™™™+, (5.54)
Jm Ves(@) = Vege™* . (5.55)

Este ponto é esperado, pois foi mostrado no capftulo 4 que os potenciais efetivos decaem
exponencialmente, com taxas de decaimento igual a 2k, e 25.. Mas no limite quase extremo
temos que k4 = K, de forma que os comportamentos assintoticos (5.54) e (5.55) sdo esperados.
Thustramos os resultados nesta secdo na figura 5.1, onde sdo tragados as curvas de potenciais
efetivos escalares, para parametros que se aproximam do limite quase extremo.

5.3 Modos Quasi-Normais

Os modos quasi-normais associados ao potencial tipo Poschl-Teller foram bastante estuda-
dos [58]. As freqiiéncias quasi-normais sdo dadas por

0 1 1
w:m.{ %—z—‘i(n"f"i):t y (556)

onde n € {0,1,...} é um inteiro que rotula os modos.

Usando os resultados obtidos e a expressdo (5.56), temos que as freqiiéncias quasi-normais
para um campo escalar sdo dadas por

we M +d—3) o 20d—4)q? | e~y 1 E)
e e S () e

Se d = 4, obtemos um importante caso particular:

w®  (Te+1)  Glre—ry 1 1
ﬁ+—\/[—-~ri +)\]——-——2m+ i ntg) - (5.58)
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Precisamos entretanto exigir que £ # 0 ou A # 0, pois caso contrrio o potencial efetivo
nao seria positivo definido. No proximo capitulo veremos que para este caso especifico, o
comportamento do campo & bastante peculiar.

O primeiro ponto a ser comentado sobre a as freqiiéncias quasi-normais no limite quase
extremo & que a expressao (5.58) & qualitativamente muito parecida para qualquer dimensdo
ou parametros do buraco negro. Vemos também que a parte real da freqiiéncia, relacionada ao
periodo de oscilagio, é constante para todos os modos n, em particular no limite de amorteci-
mento infinito {n — 00). Por outro lado, a parte imaginéria da freqiiéncia, relacionada a taxa
de decaimento do campo, & completamente independente dos parimetros da geometria e até
do acoplamento e da massa do campo escalar.

No caso Schwarzschild-de Sitter, o espago de pardmetros da métrica é muito bem caracteri-
zado. Como conseqiiéncia, podemos escrever uma expressao para as freqiiéncias quasi-normais
em termos de m e A. Usando a expressao (5.52) para o potencial efetivo V,(z) e o resultado
{5.56), obtemos que

A m2Ad~2 (d . l)d—l %E

3 392 (d—s)d—S]

qerd—3 1]
i-3 ' (@-DA 4|

Re(w®) = [

(5.59)

3 82 (d-3)d3

No caso particular d == 4 e y = £ = 0, reproduzimos os resultados apresentados em [59].

1) [A m2A42 (g ~ 1)d—1]% (5.60)

) =~ (s

Para o campo eletromagnético e para as componentes axial e polar do campo gravitacional,
a situacio é bastante similar ao cenério desenvolvido neste capitulo. As expressbes para as
freqiiéncias quasi-normais no regime quase extremo {em d = 4) foram obtidas em [59]. Como
elas serdo usadas mais adiante, apresentaremos estas expressdes aqui:

we Y., 1

%m%m—(n+—;—)z’+\/(!3+2)(€—1)-—%. (5.62)
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Usando a tltima expressdo, vemos que para a geometria SdS em quatro dimensdes, as fre-
giiéncias quasi-normais dos campos escalar, eletromagnético e gravitacional estao relacionadas
€omo

Im(w®) = Im(w®) = Im{w9") , (5.63)

Re(w®) = Re(w®) > Re(w?") . (5.64)
No préximo capitulo, exibiremos numericamente os modos quasi-normais no regime quase

extremo. Veremos que os resultados deste capitulo estfo em perfeito acordo com os resultados
numéricos, o que torna mais confidveis as abordagens usadas.



Capitulo 6

Propagacao de Campos em

Geometrias Assintoticamente de Sitter

6.1 Método Numérico e Semi-Analitico

Em geral ndo dispomos de solugdes analiticas para a dindmica dos campos, o que nos
leva a recorrer a métodos numéricos ou semi-analiticos. Neste capitulo, serdo usadas duas
abordagens para o estudo da propagacdo dos diversos campos de interesse. As abordagens sdo
cornplementares, possibilitando wma visdo mais ampla do que seria possivel somente com uma

delas.

A primeira consiste na resolucdo direta das equagbes de movimento, encaradas como um
problema de condigBes iniciais caracteristicas. Os métodos numéricos bésicos foram apresen-
tados no capitulo 3, e serdo complementados neste capitulo com informacdes sobre a grade
numérica utilizada. A estrutura desta grade depende do carater assintético da geometria, sendo
diferente para os casos de Sitter ou anti-de Sitter. A outra abordagem consiste na aplicagéo
do método WKB estendido, conforme introduzido no capitulo 3. E um método semi-analitico,
¢ oferece uma forma rapida para o calculo das fregiiéncias quasi-normais, inclusive além dos
modos fundamentais.

Conforme visto, o comportamento do campo deve ser em grande parte independente das
condi¢des iniciais usadas. Na maior parte das simulagdes feitas, usamos como perturbagio
inicial um pulso gaussiano no eixo u = uyp, € fazemos o campo nulo no eixo v = vy:

7
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¢(’u’n UO) =0, (61)

— 2
P (uo,v) = exp [E-z-?)—-] - (6.2)

Testamos diretamente se existe alguma dependéncia na forma particular do pulso através
do uso de outras configuragdes iniciais alternativas. A menos de particularidades na regido
transiente, os resultados ndo apresentaram mudangas significativas.

De maneira resumida, o algoritmo numérico consiste na varredura do plano u — v dis-
cretizado, onde dado trés pontos calcula-se um quarto, usando as expressdes (3.86) ou (3.91)
apresentadas no capftulo 3. Verificamos que, para os casos assintoticamente de Sitter, ambas
as expressdes apresentam bom comportamento. Portanto, neste capitulo foi usado a (3.86),
menos onerosa em termos de tempo de computagdo. A forma da grade, para os casos com
geometria esférica, e assintoticamente de Sitter, sdo indicadas na figura 6.1 a seguir.

Durante a varredura da grade, selecionamos determinadas regides de interesse. Por exem-
plo, a hiper-superficie 4 = ey corresponde ao horizonte de eventos futuro, para Umasz Su-
ficientemente grande. J& v = w4, corresponde ao horizonte cosmolégico futuro para Vmag
suficientemente grande.

T — (18)+{14)-rrr(18}---(16)
a N
@ (O w ® ®

T
£ N\

90006

L}
——
AT,
. )

Figura 6.1: Plano u—v discretizado com condigdes iniciais especificadas nas superficies caracteristicas.
Os pontos azuis sdo as condigbes iniciais, e os pontos vermelhos sdo os sitios da grade a serem
calculados. Uma possivel varredura do plano € sequir a numeragdo indicada.
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A grande vantagem do método numérico apresentado & que ele nos fornece uma viséo
ampla das possiveis formas de decaimento dos campos. Por outro lado, com este método, s6
podemos estimar o modo de decaimento quasi-normal fundamental — aquele com decaimento
exponencial mais lento. A abordagem semi-analitica, introduzida no capitulo 3, compensa
esta deficiéncia. Ela nos fornece uma maneira rapida, e como veremos precisa, de calcular as
freqiiéneias quasi-normais para modos mais altos. Munidos dos métodos apresentados, vamos
fazer uma exploragio pelas possiveis configuracdes de campos. As caracterfsticas relevantes
observadas serdo comentadas nas segtes seguintes.

6.2 Campos em Schwarzschild-de Sitter

Vamos comecar tratando a propagacio de campos na geometria Schwarzschild-de Sitter
com d = 4. E o caso mais importante por diversos fatores. Em particular, é fisicamente o mais
realista, sendo também possivel a comparagio simples entre os campos escalar ndo massivo,
eletromagnético e gravitacional.

Por conveniéncia, em geral calcularemos a funcdo de onda no horizonte de eventos futuro.
Fixamos a massa em n = 1 sem perda de generalidade, e variamos o raio cosmolégico. Partire-
mos do bem conhecido limite quase extremo, prosseguindo com o aumento do raio cosmolégico
até o limite Schwarzschild puro.

O estudo da propagacio de campos no limite quase extremo foi feita no capitulo 5 com
grande generalidade. E interessante comegar o estudo numérico neste ponto, em que a dinémica
é mais simples. O decaimento dos diversos campos é dominado por modos quasi-normais, €
dispomos de resultados analiticos para comparar com as simulagdes.

O método numérico apresentado nos permite o calculo direto da funcio de onda. Para
£ =1, a funcio de onda para os campos escalar nfio massivo e eletromagnético é mostrada
a seguir. Conforme esperado, os campos tendem a coincidir no limite quase extremo. Mais
ainda, é aparente que o decaimento é puramente quasi-normal. Para £ = 2, podemos incluir
na analise os campos gravitacionais axial e polar. As fung@es de onda para os diversos campos
para esta componente de multipolo sdo exibidas na figura 6.2.
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Figura 6.2: Decaimento escalar (ndo massivo) e eletromagnético para £ = 1. O grdfico mostra quatro
pares de curvas, pare vdrios valores da constante cosmoldgica (A = 0.8333, 0.1011, 0.110.1111). A
medida que A cresce, 0s pares tendem a coincidir. A massa € fizada em m = 1.0.

Para componentes mais altas de £ 0 comportamento do campo é qualitativamente seme-
lhante. De fato, as caracterfsticas bésicas dos campos vistos nas simulagfes sdo:

e A menos da parte transiente, o decaimento é dominado inteiramente pela fase quasi-
normal.

e A medida em que nos aproximamos do limite quase extremo, o periodo de oscilagdo
aumenta e a taxa de decaimento diminui.

e Os campos escalar e eletromagnético tendem a coincidir no limite quase extremo.
e As componentes axial e polar da parte gravitacional sdo sempre muito parecidas.

Os pontos acima estdo em plena concordéncia com os resultados analiticos apresentados no
capftulo 5.
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Figura 6.3: Decaimento escalar (ndo massivo), eletromagnético, gravitacional azial e gravitacional
polar para £ = 2. As curvas pare 0s modos gravitacional axial e polar coincidem sempre, enquanto
que 03 campos escalar e eletromagnético tendem a coincidir no limite quase extremo. Neste grifico, a
masse € fiza (m = 1.0), enquanto que a constante cosmoldgica varia (A = 0.8333, 0.1011, 0.1111).

Através das curvas de campo, as freqiiéncias quasi-normais podem ser estimadas. Podemos
assim determinar diretamente a dependéncia dos modos com £, e comparar os resultados
obtidos com o previsto no capftulo 5, conforme ilustrado na figura 6.4.

A medida em que a separagdio entre os horizontes cosmolégico e de eventos vai ficando
clara, a gravidade superficial k.. vai aumentando e as expressdes obtidas para o limite quase
extremo deixam de ser vélidas. Por exemplo, as freqiiéncias quasi-normais associadas comegam
a se desviar do previsto no capitulo anterior, conforme ilustrado na figuras 6.5 para £ = 1l e
£ = 2. Para valores maiores de £, o comportamento é semelhante.
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Figura 6.4: Dependéncia de Re(w)? com £(€ + d — 3), no regime quase extremo, para 0s campos
escalar, eletromagnético, gravitacional azial e polar (esquerda); e para campos escalares em geometrias
com vdrios valores de d (direita). Os pontos indicam resultados numéricos e as curvas mostram os

resultados analiticos. Os pardmetros sdo m = 1.0 e 6 = 0.01.
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Figura 6.5: Dependéncia das componentes real e imagindria das fregiéncias quasi-normais com K4, &
medida em que nos afastamos do regime quase extremo. Para os grdficos a esquerda temos que £ =1,
e para 0s grificos a direita, temos que £ = 2. A massa € mantide fira em m = 1.0.
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E interessante comparar os valores obtidos para os modos fundamentais usando as abor-
dagens numeéricas e semi-analiticas. Nossos resultados mostram que a concordéncia entre elas
é boa para valores da constante cosmolégica desde zero até o seu valor limite. A diferenca é
menor para valores de £ pequenos, o que é esperado, pois o célculo numérico é melhor nesta
regido. Nas tabelas a seguir, ilustramos este ponto para alguns casos.

Numérico I Semi-analitico ‘

e A Re(w) -Im(w) Re(w) | -Im(w) |
1 || 1.O00E-5 || 2.930E-1 | 9.753E-1 | 2.911E-1 | 9.780E-2
1.000E-4 | 2.928E-1 | 9.764E-02 || 2.910E-1 | 9.797E-2
1.000E-3 || 2.914E-1 | 9.726E-02 || 2.896E-1 | 9.771E-2
1.000E-2 || 2.770B-1 | 9.455E-02 || 2.753E-1 | 9.490E-2
1.000E-1 | 8.159E-2 | 3.123E-2 || 8.144E-2 | 3.137E-2

2 || 1.000E-5 | 4.840E-1 | 9.653E-2 || 4.832E-1 | 9.680E-2
1.000E-4 | 4.833E-1 | 8.948E-2 | 4.830E-1 | 9.677E-2
1.000E-3 || 4.816E-1 | 8.998E-2 || 4.809E-1 | 9.643E-2
1.000E-2 || 4.598E-1 | 8.880E-2 || 4.592E-1 | 9.290E-2
1.000E-1 || 1.466E-1 | 3.068E-2 || 1.466E-1 | 3.070E-2

3 || 1.000E-5 | 6.769E-1 | 8.662E-2 || 6.752E-1 | 9.651E-2
1.000E-4 | 6.754E-1 | 8.654E-2 || 6.749E-1 | 9.647E-2
1.000E-3 | 6.732E-1 | 8.660E-2 || 6.720E-1 | 9.611E-2
1.000E-2 | 6.437E-2 | 9.200E-2 || 6.428E-2 | 9.235E-2
1.000E-1 | 2.091E-2 | 3.054E-2 || 2.091E-2 | 3.056E-2

Tabela 6.1: Comparacdo entre as fregiiéncias estimadas numericamente e as obtidas através do método
semi-analitico para o campo escalar (ndo massivo). A massa é mantide fiva em m = 1.0.
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| I Numérico | Semi-analitico |
2] A | Rew) | -Imw) | Re(w) | -Im(w) |
1 || 1.0O00E-5 || 2.481E-1 | 9.226E-2 || 2.459E-1 | 9.310E-2
1.000E-4 | 2.481E-1 | 9.223E-2 | 2.457E-1 | 9.307E-2
1.000E-3 || 2.475E-1 | 9.176E-2 | 2.448E-1 | 9.270E-2
1.000E-2 |l 2.374E-1 | 8.839E-2 | 2.352E-1 | 8.896E-2
1.000E-1 |l 8.035E-2 | 3.027E-2 | 8.023E2 | 3.033E-2

2 || 1.0OOE-5 | 4.577E-1 | 8.985E-2 | 4.571E-1 | 9.506E-2
1.000E-4 || 4.575E-1 | 8.991E-2 | 4.569E-1 | 9.502E-2
1.000E-3 || 4.559E-1 | 9.439E-2 | 4.551E-1 | 9.464E-2
1.000E-2 || 4.371E-1 | 8.941E-2 | 4.364E-1 | 9.074E-2
1.000E-1 || 1.458E-1 | 3.037E-2 | 1.458E-1 | 3.038E-2

3 || 1.000E-5 || 6.578E-1 | 8.365E-2 |f 6.567E-1 | 9.563E-2
1.000E-4 |l 6.576E-1 | 8.349E-2 | 6.564E-1 | 9.559E-2
1.000E-3 || 6.547E-1 | 8.399E-2 | 6.538E-1 | 9.520E-2
1.000E-2 |l 6.276E-2 | 8.852E-2 | 6.267E-1 | 9.125E-2
1.000E-1 || 2.085E-2 | 3.039E-3 | 2.085E-1 | 3.040E-2

Tabela 6.2: Comparagdo entre as freqiiéncias estimadas numericamente e as obtidas através do método
semi-anelitico para o campo eletromagnético. A massa é mantida fiza em m = 1.0.
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I Numérico | Semi-analitico l
£ A Re(w) | -Im(w) || Re(w) | -Im(w) '
2 1.000E-5 3.738E-1 | 8.883E-2 3.731E-1 | 8.921E-2

1.000E-4 || 3.737E-1 | 8.880E-2 | 3.730E-1 | 8.918E-2
1.000E-3 || 3.721E-1 | 8.850E-2 || 3.715E-1 | 8.888E-2
1.000E-2 || 3.566E-1 | 8.538E-2 || 3.660E-1 | 8.572E-2
1.000E-1 1.179E-1 | 3.020E-2 1.179E-1 | 3.023E-2
3 1.000E-5 || 5.999E-1 | 8.677E-2 || 5.992E-1 | 9.272E-2
1.000E-4 || 5.996E-1 | 8.676E-2 || 5.990E-1 | 9.269E-2
1.000E-3 5972E-1 | 8.971E-2 5.966E-1 | 9.234E-2
1.000E-2 || 5.725E-1 | 8.695E-2 | 5.718E-1 | 8.874E-2
1.000E-1 1.900E-1 | 3.030E-2 1.900E-2 | 3.032E-2
4 || 1.000E-5 || 8.106E-1 | 8.810E-2 || 8.091E-1 | 9.417E-2
1.000E-4 || 8.102E-1 | 8.781E-2 8.087TE-1 | 9.413E-2
1.000E-3 || 8.070E-1 | 8.799E-2 | 8.055E-1 | 9.376E-2
1.000E-2 || 7.733E-2 | 8.714E-2 || 7.720E-1 | 9.000E-2
1.000E-1 2.564E-2 | 3.034E-3 2.563E-1 | 3.036E-2

Tabela 6.3: Comparagdo entre as freqiiéncias estimadas numericamente e as obtidas através do
método semi-analitico para o campo gravitacional, componentes axial e polar. A massa € mantida fiza

em m = 1.0.

Modos mais altos ndo podem (em geral) ser inferidos a partir das solugdes numéricas, mas

eles podem ser estudados através do método WKB estendido. A medida em que a constante

cosmolégica diminui, as curvas “inflam”, ou mais precisamente a magnitude das freqiiéncias

aumenta, até o limite em que a geometria é assintoticamente plana. O comportamento dos

modos € ilustrado na figura 6.6 a seguir. Para o campo eletromagnético, o comportamento é

similar.
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Figura 6.6: Diagramas Re(w) — Im(w) pare os campos escalar, gravitacional axial e polar, para vdrios
valores de £. Para os grificos acima temos que A = 0.1 e m = 1.0. Para os grificos abaizo, temos que
A=10"% em= 1.0.

Mais importante, comegam a aparecer efeitos qualitativamente diferentes quando nos afas-

tamos do limite quase extremo. Especificamente, para A suficientemente pequeno, o compor-
tamento assintético deixa de ser dominado pelo modo quasi-normal. Além da componente

quasi-normal, surge uma cauda exponencial. Esta caracterfstica nova é ilustrada na figura
6.7. E bastante interessante o fato de que a cauda exponencial aparece também nos casos

eletromagnético e gravitacional.
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Figura 6.7: Decaimento escalar (ndo massivo), eletromagnético e gravitacional (azial e polar) para
d=4el=2.

A figura 6.7 ilustra o fato de que os campos escalar néo massivo, eletromagnético e gravi-
tacional, na geometria SdS obedecem a

P5* ~ e Feert com t— o0, (6.3)
P§ ~ ekt com t— 00, (6.4)
Y3 ~ e Feart com t— 00, (6.5)
Pp° ~ e~ Mot com t— 00, (6.6)

para t suficientemente grande. No horizonte de eventos e cosmolégico, ¢ é substituindo por »
e u respectivamente.
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As simulagdes numéricas desenvolvidas para este trabalho revelam um quadro interessante
na transigio entre os modos oscilatério e exponencial puro. Conforme ilustrado na figura 8, a
medida em que diminufmos a constante cosmolégica, 0 médulo de w§® diminui. N&o observamos
a cauda exponencial, pois até um certo valor critico de A, o coeficiente kg;, é maior que w$’, e
portanto o decaimento quasi-normal domina. Mas para A menor que um certo valor critico, wf’
se torna maior que k¢z, desta forma a cauda exponencial passa a dominar. O ponto importante
aqui é que para A suficientemente pequeno, a cauda exponencial domina o comportamento
assintético dos diversos campos tratados.

Escalar (I =1) Eletromagneético (I = 1) Axial e Polar (I =2)
0.1 N 0.1 I I 1 0.1 1 I I
0.08 - - 008} - 0.08 —
L ]
- .. - - .: o -
o.. o’
0.06 |- O - 006 o - 006 -
® [ ]
- o | L . £ L. .
™ b .
® . *
0.04 o — 004 o - 004 -
o . ¢
B . & 4 L ® 4
L J
o ®
0.02}e - 0.02F - 002| —
— — Im (w) 0 — — Im (W) b2 ® | — — Im(w)
= 4 kexp - f ® kexp — -. L kexp -
Or 1 I 1 0 1 I L Of 1 I L
0 0.009 0.02 0 0.002 0.004 0 0.0005  0.001
A A A

Figura 6.8: Encontro dos coeficientes —Im (w) € Kesp, para o0s campos escalar (ndo massivo),
eletromagnético e gravitacional (azial e polar).
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Qutro aspecto a ser investigado neste regime intermediario é a dependéncia do parémetros
K& Kl kg, e kézp com £ e k. (conveniente neste caso). Nossos resultados sugerem que os
diversos kegzp 880 fungdes pelo menos segundo derivaveis de s, em um certo aberto limitado a

esquerda por k., = 0. Além disso, observamos que a segunda derivada é positiva.

Mais especificamente, para campos eletromagnéticos e gravitacionais (axial e polar) obser-
vamos a seguinte relacfo, valida na vizinhanga de k. = 0 (que representa o caso Schwarzschild

puro)
kﬁi.p(ﬁ,c) k32 () ~ KBS, (Ke) ~ (€4 1) (ke + 7Ik2) . (6.7)
Escalar Eletromagneético Axial e Polar
0<08 0-08 0-08 T I 1 1 T I 1
0.06 0.06 0.06 —
g 0.04 0.04 0.04 |- -
£ 0. f i
] I = 2
0.02 0.02 0.02 |- 2 ot
0 1 ] 1 I 1 1 I 1 I 1 i 1 1 1 1 ! 1 I 1

0 002 004 0.06 00 0.01 0.02 0.03 0.04 00 0.005 0.01 0.015 0.02
K K K

[4 c c

Figura 6.9: Dependéncia de kegp com k. para os campos escalar (nio massivo), eletromagnético e
gravitacional (azial e polar), para alguns valores de £ e d = 4. Os pontos sdo os resultados numéricos,
e as linhas contfnuas sdo os ajustes quadrdticos.
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Figura 6.10: Dependéncia de kegsp com k. para o0s campos escalar (ndo massivo), eletromagnético
e gravitacional (awial e polar), para alguns valores de £ e vdrios valores de d. Os pontos sdo os
resultados numéricos, e as linhas continuas sGo os ajustes quadrdticos.

Para campos escalares ndo massivos, observamos que a relagdo entre o coeficiente de de-
caimento exponencial e a constante cosmolégica, para qualquer valor da dimensido do espago-
tempo, é compativel com a relagdo

ke () ~ £ (e +cR2)  (d > 4) . (6.8)

Este ponto é ilustrado na figura 6.10.
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O limite da geometria SdS préximo do caso assintoticamente plano foi estudado por Brady
at al. em [22, 23]. Neste regime j4 temos uma separagéo razodvel entre os horizontes de evento

e cosmolégico, de forma que

fale T i (6.9)
T4

No limite em que a separagao entre os horizontes de eventos e cosmolégico é muito grande,
¢ verificado o surgimento uma nova mudanga qualitativa — o aparecimento de uma fase de
decaimento tipo lei de poténcia. Este é um ponto interessante, pois a regifo de decaimento de
poténcia se encontra entre as regides de decaimento em modos quasi-normais e de decaimento
exponencial. O campo desta forma néo pode ser simplesmente descrito como uma superposicao
dos véarios modos, pois neste caso o modo tipo lei de poténcia dominaria assintoticamente.

10° . . e e
= -10
e — A=5x10" S
— A=5x10°
10'20F e e 1 1 ] 1 1
100
100 T T T T T i i T
) 10'1°M -
— Awbr1® —
— A=5x10° - ]
10_20F- == ol 1 1 | 1 L L 1
100 1000
100 T T T T R ey B T
- 10 fu_ -
i 19 — A=5x10"
162 — A=6x10° ——
0 — A=0 'ﬁ
r- 1 L 1 1 1 1 1 1 I
100 1000

\'

Figura 6.11: Comportamento dos campos, a medida que a geometria se aprozima do limite Schwarzs-
child puro, com d = 4. (acima) Campos escalar (ndo massivo) com £ = 1. (centro) Campo
eletromagnético com £ = 1. (abaizo) Campo gravitacional (axial e polar) com £ = 2.
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Vamos fazer um resumo dos resultados desta segho. Vimos quatro regimes mais ou menos
bem caracterizados, comm # 0, A>0,A=0e£> 0.

¢ O regime quase extremo: neste regime, temos expressoes analiticas para o potencial
V{z) e para as freqiiéncias quasi-normais. Os modos quasi-normais séo completos, ¢ a
funcio de onda, para os campos estudados, sdo inteiramente dominados por este tipo de
decaimento.

s Proximo do regime quase exiremo: as fungdes de onda ainda séo dominadas pelo
decaimento quasi-normal, mas as freqiiéncias se desviam do previsto no regime quase
extremo.

* Regido intermediaria: as fungdes de onda sofrem uma mudanga qualitativa impor-
tante, com o aparecimenio de uma cauda exponencial. Esta cauda domina o decaimento
em tempos grandes.

» Proximo do limite assintoticamente plano: surge nas fungdes de onda uma regiao
intermediéria entre a fase de decaimento guasi-normal e a cauda exponencial — uma,
regido de decaimento em lei de poténcia. A medida em que nos aproximamos do li-
mite assintoticamente plano, esta regido se estende cada vez mais. Quando A =0, a
cauda exponencial nfo est4 presente, sendo totalmente substituida pela cauda em lei de
poténcia.

Veremos nas proximas segbes que esta descrigio qualitativa & ainda mais geral, valida nos casos
em que o buraco negro possui carga.

6.3 Campos em Reissner-Nordstrom-de Sitter

O préximo passo € estudar a propagagdo de campos na vizinhanga de buracos negros
carregados. Uma caracterfstica desta classe de geometrias é ndo existir perturbagdes gravita-
cionais ou eletromagnéticas puras. Por simplicidade, nos restringiremos & analise do compor-
tamento de campos escalares, verificando como a variagio da carga elétrica do buraco negro
afeta a sua dindmica.

Novarnente o caso mais simples é o limite em que a constante cosmoldgica & quase extrema.
No capitulo b, foi visto que mesmo no caso RNdS a din&mica é bem conhecida. Podemos usar
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os métodos numéricos para confirmar a validade das expressdes para as freqiiéncias quasi-
normais. Por exemplo, a dependéncia da componente real dos modos quasi-normais é ilustrada
na figura 6.12 a seguir.

le-04 | I T T T
- e =01 i
| m q=03 _
8e-05 & 008
N A q=07
6e-05 —
g |
4
4e-05
2e-05
Oe+00 L2 | | | ! |
0 10 20 30 40 50 60

I(l+1)

Figura 6.12: Dependéncia de Re(w)? com £(£ + 1), no regime quase extremo, para vdrios valores da
carga elétrica do buraco negro. Em todas as curvas, m = 1.0 e 6 = 10~2. Os pontos indicam os
resultados numéricos, e as linhas continuas representam os resultados analiticos.

A questdo natural que surge com a introdugdo de carga elétrica no buraco negro é qual
a dependéncia do comportamento do campo com a carga. Verificamos que o comportamento
qualitativo do campo é o mesmo — o quadro esbocado durante o estudo da geometria SdS
permanece inalterado. E embora as freqiiéncias quasi-normais dependam de maneira nio
trivial com a carga, esta dependéncia ndo é muito forte. Podemos proceder com o célculo
das freqiiéncias quasi-normais numericamente ou através do método semi-analitico. Alguns
resultados sdo ilustrados na figura 6.13. Um ponto interessante é se a transi¢ao do buraco
negro com carga muito pequena e o com carga nula é continua. Nossos resultados sugerem
fortemente que a resposta ¢ afirmativa.
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Figura 6.13: Dependéncia das componentes real e imagindrie das fregiiéncias quasi-normais com a
carga do buraco negro. O ponto ¢ =0 estd incluido nos grdficos.

Indo além do modo fundamental, apresentamos alguns diagramas Re(w) — Im(w) para
£ =1,2. Vemos que quanto maior a carga, mais as curvas “inflam”. Incidentalmente, vemos
também que quanto mais préximo os horizontes de eventos e cosmolégico estdo, mais verticais
se tornam os diagramas, conforme esperado pelas consideragdes do capitulo anterior.
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Figura 6.14: Diagramas Re(w) — Im(w) para vdrios valores da carga do buraco megro. Prézimo do

limite em que a constante cosmoldgica é quase extrema, as curvas ficam mais horizontais e densas.

Também no caso RNdS, eventualmente o comportamento assintético é dominado por uma,

cauda exponencial. Entretanto, ndo observamos dependéncia significativa do coeficiente de

decaimento com a carga, conforme ilustrado na figura 6.15 para £ =1, 2.
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Figura 6.15: Grdficos semi-log do campo escalar na geometria RNAS, para vdrios valores da carga
do buraco negro, com £ = 1 (esquerda) e £ = 2 (direita). Os grdficos ressaltam a cauda ezponencial.
Pardmetros dos grificos: A = 1073 e m = 1.0.

Verificamos a aproximagdo ao limite assintoticamente plano, analisando o comportamento
dos campos quando a separacao entre os horizontes de eventos e cosmoldgicos aumenta muito.
Da mesma forma que no caso de buracos negros neutros, aparece uma fase de decaimento tipo
lei de poténcia, intermediaria entre a fase quasi-normal e a cauda exponencial. Ilustramos este
ponto na figura 6.16, para varios valores de carga.
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Figura 6.16: Se aproximando do limite Reissner-Nordstrém pure. Valores da carga: ¢ = 0.1 (acima),
g = 0.5 (centro) e ¢ = 0.9 (abaizo).

A seguir, apresentamos um resumo dos resultados obtidos nesta segéo:

e Os pontos bésicos observados para a propagagdo de campos na geometria SdS quadridi-
mensional se mantém. No limite quase extremo, o decaimento é dominado por modos
quasi-normais. Para separagOes razoéaveis entre os horizontes de evento e cosmolégico,
uma cauda exponencial domina com tempos grandes. No limite assintoticamente plano,
surge uma fase de decaimento tipo lei de poténcia.

e Verificamos que a influéncia da carga é muito branda. As freqiiéncias quasi-normais
variam pouco com a carga, e os coeficientes de decaimento exponencial ndo variam
nada, pelo menos no Ambito do método numérico usado.

e A transigdo para o caso em que a carga é nula é suave. Nao foi observado nenhum indicio
de descontinuidade no limite ¢ —+ 0.
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6.4 Campo Escalar Massivo

Podemos aumentar a complexidade do campo escalar, introduzindo massa para esta per-
turbagdo. Abordaremos nesta segéio o efeito da massa em sua dinamica.

Podemos usar o método numérico para verificar diretamente as expressdes analiticas do
capitulo 5. Apresentamos alguns resultados referentes a este ponto na figura 16, onde estu-
damos a dependéncia da parte real do primeiro modo quasi-normal com a massa efetiva do
campo. Conforme esperado, a concordancia entre as diferentes abordagens é excelente.

6e-05 T T T T T T T T T

5e-05

4e-05

3e-05

Re (@)’

2¢-05

1¢-05

Figura 6.17: Dependéncia de Re(w)? com A%, no regime quase extremo. Os pontos sio obtidos
diretamente do método numérico, enquanto que as linhas continuas representam as expressdes
analiticas. Para estas curvas, g =0, m=1.0 e A = 0.1111.

O comportamento da dindmica de campos escalares com o aumento da massa fica mais
interessante em geometrias com uma separacdo clara entre os horizontes de eventos e cos-
molégicos. Se a massa efetiva do campo & nula, ou pequena, observamos a presenca da cauda
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exponencial. Porém, a partir de um certo valor para A, a cauda exponencial é substituida por
uma segunda fase de decaimento quasi-normal. Este segundo modo tem freqiiéncia diferente
do primeiro. Ilustramos esta mudanga na dinémica na figura 6.18.

1 T i T I 1 I T I 1 I 1 | '[ 1
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Figura 6.18: Comportamento do campo escalar com o aumento da masse efetiva do campo, em
geometrias com separagdo nitida entre horizontes de eventos e cosmoldgico. Os pardmetros para estes
grdficos siom=1.0,A=10"%, g=0efl=1.

6.5 Potenciais Efetivos Negativos

Uma, caracteristica peculiar do potencial efetivo escalar € que, em muitos casos, este poten-
cial tem regides negativas.Vamos mostrar que isso tem conseqiiéncias drasticas na dinamica
do campo.

Por exemplo, no buraco negro quadridimensional, se a massa efetiva é nula, o potencial
com £ = () sempre apresenta uma regido negativa. Conforme visto no capftulo 4, se a constante
cosmolégica é pequena, a regiao negativa do campo também o é. Mais precisamente, a area
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integrada negativa do potencial é muito menor que a 4rea positiva. Ainda assim, o comporta-
mento assintético é completamente diferente. Ao invés de uma cauda tipo lei de poténcia, o
modo £ = 0 tende a uma constante.
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Figura 6.19: Comportamento do modo £ =0 do campo escalar com massa efetiva nula. Os pardmetros
para estes grificos siod=4,m=1.0,¢=05, A=10"* e A=0.

Foi mostrado no capitulo 4 que para £ = 0 e massas efetivas muito pequenas ainda existe
uma regifo de potencial negativo. A partir de um certo valor limite da massa entretanto, V (z)
passa a ser positivo definido. Essa transi¢do se reflete no comportamento do campo escalar,
conforme ilustrado na figura 6.20.
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Figura 6.20: Comportamento do modo £ = 0 do campo escalar com o aumento da massa efetiva. Os
pardmetros para estes grdficos séo d =4, m=1.0, ¢=0.



Capitulo 7

Campos em Geometrias
Assintoticamente Anti-de Sitter

7.1 Estrutura de Horizontes

O caminho a ser seguido para o estudo de campos em geometrias esféricas assintoticamente
anti-de Sitter & o mesmo que foi feito para os casos com A > 0. E o primeiro passo é a carac-
terizacio do espaco-tempo onde 03 campos irdo evoluir. Para isso é necessaria a determinagao
da estrutura de horizontes da métrica, dada pelas possiveis raizes reais positivas da fungao
h(r).

Se a constante cosmoldgica & negativa, é conveniente escrevé-la em fungdo de uma constante
real positiva, R, na forma

A=—rs . (7.1)

Em termos do “raio” R, o elemento da métrica h(r) fica

2 5,,.2

E .

21 q

h(r) =1~ S + (7:2)

O conjunto de zeros de (7.2) pode ser mais facilmente investigado através da introdugéo do
polindmio
Plr) =24 4 R2p%-6 _am B3 4 RAG? (7.3)

102
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de forma que
(7.4)

Qs zeros de h{r) sho dados pelos zeros do polindmio P(r).

Uma, grande motivagho para o estudo da propagagdo de campos escalares em dimensoes
maiores que quatro é a correspondéncia AdS/CFT. As perturbagGes relevantes neste contexto
840 campos escalares minimamente acoplados 3 geometria SAdS, e nos limitaremos a estes
campos na tese. Por uma questio de clareza, trataremos separadamente a geometria Reissner-
Nordstrém-anti de Sitter quadridimensional.

7.1.1 Geometria RNAJS

Para o caso em que d = 4 e g # 0, a estrutura de horizontes da geometria Reissner-
Nordstrém-anti-de Sitter & determinada pelo conjunto de zeros reais e positivos do polinémio
P(r), neste caso escrito como

P(r) = r* + R%? — 2mR%r + R2¢? . (7.5)
Caracterizamos os horizontes da métrica RNAAS através da proposi¢io 7.1 apresentada a
seguir:

Proposigao 7.1: Sejam > 0, g #0 e A < 0. As rafzes reais do polinémio P(r) podem

Sers

o Duas ratzes positives (0 < r_ < ry), ambas com multiplicidade 1.
o Uma raiz positiva, com multiplicidade 2.

o Nenhuma raiz real.

A demonstracio da proposi¢do 7.1 é feita no apéndice A.3. Ela nos indica que, na ge-
ometria RNAJS, a singnlaridade em r = 0 est4 em geral envolvida por dois horizontes —
um horizonte de Cauchy (r.) e um horizonte de eventos {r;). Ao contrério das geometrias
esféricas assintoticamente de Sitter, nfo existe um horizonte cosmolégico. Temos entretanto
um possivel caso extremo, em que os horizontes .. e r—. coincidem. Este caso acontece quando
a carga elétrica ¢ atinge um valor extremo gez.
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Nem sempre é conveniente a utilizagdo dos pardmetros usuais — a massa m, a carga ¢ ¢
o raio I — para a descricio da geometria. No caso da métrica RNAdS quadridimensional,
usaremos as grandezas r,, r— e K. Para obtermos uma relagio entre as diversas constantes,

fazemos
hir) = -R—é-;—i (R2r2 —2mRr + ¢°R* + r4)
1
W(r—r_l_)(r— r_){r —r}{r—ra). (7.6)

Da expresséo anterior, obtemos o sistema de equagGes

Pt =—(ry +r-}, (7.7)

rar_+ (ry +r2)(r1 o) + iy = R (7.8)
ryr_(r) +ro) +rire(ry +7_) = 2mR? (7.9)
Por_trirg = goR2 . (7.10)

Utilizando as relagBes acima, podemos mostrar explicitamente que r; e ry sdo complexos,
e que sao dados por

T S (&)2
Ty o=y 5 +iy/ @ 5 ) (7.11)
onde definimos as constantes reais p; e g; como
po=—(ri+r)=ry+r_>0, (7.12)
- —p2, .2 2
gre=rire =R +ri+ri+rir_>0. (7.13)

As rafzes r| e rg 380 necessariamente reais, visto que p; ¢ ¢y satisfazem a desigualdade

I T
a-(B) =+ +B= 4R 0. (7.14)

Podemos ainda obter expressbes para a magsa e para carga elétrica do buraco negro em
fun¢io dos parametros r., r_ e R, a saber

(R2+72 +7r2)(ry +72)

R (7.15)

m =

g’ = T}';;_ (R2 - r?,r e rer_) . (7.16)
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A partir da relacdo (7.16), obtemos uma expressio para o valor extremo para a carga do buraco

negro (gest), fazendo r.. — r..:
3rd
Gur =73+ 5 (7.17)

Ressaltamos novamente que o campo escalar é introduzido no bloco T, ou seja, na regido
externa ao horizonte de eventos. Nesta subvariedade, introduzimos a coordenada “tartarnga”
r*(r), definida da maneira usual.

o= 9 (7.18)
h(r)
Ao substituirmos a defini¢ao de h{r) na defini¢io de r*, é conveniente expressarmos a relagio
em termos de p e g definidos anteriormente, visto que 7, e ry sdo complexos.

Vamos resolver a integral em (7.18) pelo método da expansdo em fracOes parciais. Para
isso, fazemos
2 dr Cy C_ —Ar+ B

= - + . 7.19
e S pr k@) r-ry rer T aprra O

A relagio anterior nos fornece

r? = (C4=Co—Ay® +[Cy(pr —1-) ~ C_(p1 ~ r4) + Ap1 + B|r?
+[Co{q = prr-) = Cqn ~ prry) ~ Aryro — CyBpy]r
- Crqir— +C_qiry + Bryr_ . (7.20)

Comparando os termos de mesma poténcia, obtemos o seguinte sistema de equagdes

Ci—-C_~-A=0, (7.21)
Cifpr—r.)—C.lpr—r4)+4p1+B=1, (7.22)
Cilgr —pir-) — C-(q1 — prr3) — Aryr— — Bp; =0, (7.28)
~Cogr_ +C_gry +Bryr_ =10, (7.24)

O sistema anterior é linear nas variaveis {C., C.., A, B}, e pode ser resolvido, fornecendo:

2
"+
(ry —r_)(Bri 47 +2rir_ 4+ R2)

Cy = (7.25)
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P2

= - . 7.26

¢ (ry ~r_)(3r2 4 r2 +2r r_ 4+ R?) (7:26)

A (ry + r_)(ri + 12 4 2 r_ 4 R?) (7.27)
(34 +2ryr + R2)(3r 412 + 2y + R2) '

(r2 +r2 + R (r: +72 + ryr. + R?) (7.28)

- (3r2 + 72 +2ryr_ + R%)(3r2 + 72 +2ryr_ + R?)’
Calculadas as constantes Cp, C_, A e B, a integragdo na expressao (7.18) é imediata:
r* = R¥CyIn(r-ry)—R*C_In(r—r_)

2
Mﬁ( 2 +p1 ) ,

Vg ~ p? Vg - p?

R?A
- In(r* +pir + @) +

(7.29)

Uma caracterfstica basica da fungéo r*(r), que nfo esté presente nos casos assintoticamente
plano ou de Sitter é que ela tende a uma constante com r tendendo a infinito, congtante esta
que denotamos ry,. Vemos isto tomando o limite r — co

lim #* = RYC,-C_—A) lim In(r) (7.30)

T—00
2(2
JRCBACoAR) e (2_) .

Vg —p] T Vg —p?

Porém, usando a relagdo (7.21) e dado que o comportamento assintético da fungao arctan é

2r T
lim arctan | ~remeees | = — , 7.31
700 (\/ 4q, — py ) 2 (730
temos que )
Pt = it = (2B 4Dy (7.32)

&8 r—00 21 f4q1 — pﬁl

Definimos wma nova coordenada tartaruga, ou equivalentemente, acrescentamos uma cons-
tante na integral (7.18), de forma que o limite assintotico seja zero:

z(r) = r{z) -y,
= RC In(r-r)—RC_In{r-r_)

2 R?(2B + A 2
—RTA In(r® + pir +q1) + R2B+ Ap) {arctan (—ﬂ) - g} {7.33)

Vg ~p? Vg —p?
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7.1.2 Geometria SAdS d-Dimensional

Passamos agora para geometrias com dimensdo maior ou igual a quatro. Nesta secio, nos
restringiremos a buracos negros sem carga. O polinomio P(r) para ¢ =0,d >4 e A <0 fica

P(ry = 1%t + R%%3 ~ omR? . (7.34)

A estrutura de zeros reais de P(r) acima ¢é dada pela proposigio 7.2 apresentada a seguir.

Proposicdo 7.2: Sejam >0,d>4 e A <0.

o Se d ¢ par, o polinémio P(r) possui uma dnice raiz real positive (ry) de multiplicidede
1.

o Se d € émpar, as dnicas raizes reais do polinémio P(r) sdo uma raiz positive (ry) e uma
Ttz negativa (—ry), ambas com multiplicidade 1.

A proposicao 7.2 é demonstrada no apéndice A.4. Ela mostra que para qualquer dimenséo
d, o buraco negro possui somente um horizonte. Mais do que isso, este horizonte & simples, ou
seja, nfo existem casos extremos, onde a temperatura do horizonte é nula.

O préximo passo consiste no célculo da coordenada tartaruga. Usando a proposicio 7.2,
temos que

(r—r)r—f)r =) (r=Foa)(r — 7o) d par
P(r) = z 7 (7.35)

(r=r)(r +74)(r = ) = 7) - {r = Foe)(r —7p_g)  d fpar

onde adotamos a convencao de que 7y & o horizonte de eventos, e os {#;} s&0 as raizes complexas
de h(r).

A expans3o em fracBes parciais de 1/R2h(r), para d par, fica

S S o N S B
Rh(r) r—vry r~%1 r-—7 P—Fpg T,

2
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e para d fmpar

1 ¢, oy | G . Cu Coos pss,
_ . 7.37
R?h(r) r—r++r+r++r—:'r"'1+r-f“°?{+ +r—Fp_3+r--rD_3 (7:37)

2 3z

Os diversos coeficientes G, {C;,C} podem ser determinados através do conjunto de
rafzes 74, {fi, 71 }. As expressGes sdo obtidas de maneira analoga ao que foi feito para os casos
assintoticamente de Sitter:

Y
rroakca | (UL OR (7.38)
' it

Através das expressdes para os coeficientes, podemos verificar explicitamente que
Ciu =Cf (7.39)
Oy = —C, . (7.40)

Da mesma forma que no capitulo 4, calculamos a forma explicita da fungio r*(r). Para d
par

= C+ ln(r - T'+)

(d-2)/2

A; 2B; — p; A 2r + p;
+ Z = In (7"2 +pir + ) + i arctan | ———— )
; { 2 \/4¢ ~ V44 — 5

(7.41)
e para d impar
}2—2 = Cyln(r~ry) —Cilnlr+7-)
(d—3}/2
A; 1B, — p;A; 9 .
+ 0y {—2—"" 11:1(1'2-E—I%":*'+q@)~i~—-n~m~—~—1~3.z Pii pretan | —2 1 PE ) ,
: 4g; — p} v/ 44 — o
(7.42)

onde introduzimos os coeficientes reais {A;} e {B;}:

A; = 2Re(Ch) , (7.43)
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B; = 2Re (Ci7*) . (7.44)

Por questdo de simplicidade, vamos escrever as duas expressdes acima em uma Unica
eXPressao:

ﬁ = C+ ln(r _ 7‘+) - A(d)0+ ]Il('f’ + T+)

2B — p: A 9 :
+Z{ ¢ In (r? + pir + gi) + === Pili aretan (_________r+pz )} ,

4q; — p? V%~ v}
{7.45)
onde introduzimos a funcdo
0 dpar
Ad) = P (7.46)
1 d impar

e o lmite na somatoéria é {d — 2)/2 se d & par, ou (d — 2)/3 no caso de d impar.

Da mesma forma que no cagso RNAJS quadridimensional, a fungdo r*(r) tende assintoti-
camente a uma constante com r tendendo a infinito. Tomando o limite r —+ co

lim r*(r) = R?C.In(r) - A(R*Cy In(r)

=00
9B. — p: A R?
+Z 2)—4-( i —pidi) R arctan —ZT
4q; — p? 4¢; — p?

. . 9 ) 2 235 - pz‘A' s
== Tll)n():lOR (C+ —A(D)C, + zﬁ:Az) In(r)+ R z T

i A/Ag— pfz

(7.47)
Ou seja, para d par
(d—-2)/2 o (d-2)/2
o Tk 2B; ~ p; A;
rl-ggor (7‘) = R2 (04" + Z Ag) lim ln('f) + T Z _;"""“""3'“—5 3 (748)
4 ? a —
e para d impar
(d—3)/2 o (d—8)/2
ain 2 R N, TR 2B; — piA;
lim r*(r) = R ( Z A;) Jim In(r) + = ; s (7.49)
LA
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Porém podemos mostrar que para d par

{(d—2)/2
Cht+ > A4=0, (7.50)
e para d fmpar
(d-3)/2
3 A4i=0, (7.51)

de forma que o primeiro termo das expressdes (7.48) e (7.49) sao nulos. Obtemos assim que a
fungio r*(r) tende assintoticamente a uma constante

2 C_me A
lim 7 =y = T2 3 2B; _pidi | (7.52)

00 2 ; /4% _p;g

Por uma questdo de conveniéncia, introduzimos uma nova coordenada tartaruga, deslo-
cando o zero de r* de modo que seu limite assintotico seja nulo

a(r) =r* —rh, . (7.53)

7.2 Caracteristicas da Fungao Tartaruga

E importante salientarmos algnmas caracteristicas bésicas da funcio tartaruga, mais es-
pecificamente o comportamento assintético e eventuais pontos extremos. Vamos agora apontar
as caracterfsticas basicas de z(r) para d arbitrario.

e O primeiro ponto & que a fungdo z(r) tende a menos infinito préximo do horizonte de
eventos, ou seja, a medida que r tende a ry:

lim «(r) = R*C, Jim Infr — ry) + TERMO FINITO — —c0 (7.54)
+

L N

Aliss, muito préximo do horizonte podemos calcular explicitamente a fungdo inversa
r{z}. Para r — ry temos que

rg) =ry +e¥% g —co. (7.55)
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e A expressdo anterior mostra que a constante C est4 relacionada com a gravidade su-
perficial no horizonte de eventos x.. como

1

e A segunda caracteristica relevante ¢ que a funcao z(r) no tem pontos extremos para

r > ry, visto que
de(r) d dr 1

= | = 57
ar " dar ] B T e (757)
Os pontos extremos de z(r) sdo dados pelas solugdes da equagéo
da(r) =0. (7.58)
d{r F—=Text

A equacio acima nao tem solugio para r > 7.
e A funcio z{r) tende assintoticamente a zero com r tendendo a infinito.

s Conforme comentado, a imagem de z(r) ndo é toda a reta real. Seu dominio e imagem
880
z: (re,00) — (—00,0) . (7.59)

7.3 Potenciais Efetivos

Consideremos agora campos escalares ndo-massivos, minimamente acoplados & geometria
na regifio fora do horizonte de eventos. Os potenciais efetivos Ve,(r) associados a estes campos
sao dados, conforme visto no capitulo 3, por

h(r)[ﬂ%—ll+2;”§—%§+ﬁ2g] d=4, ¢£0

Ves(r) = - - _ -
s hir) [d([idmz) + (d—2)(d 42:243(“4 3 4 (dgrg)jlm] d>3 g=0

(7.60)

O primeiro ponto bésico é que o potencial efetivo & positivo no intervalo }ry,o0f, para
qualquer valor de £. Esta é uma caracteristica importante, e nos indica que os modos £ = 0
nio devem ter comportamento anémalo, ao contrario dos casos assintoticamente de Sitter.
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Para geometrias com ¢ = 0 esta propriedade é verificada imediatamente. Para ¢ #0e
d = 4, a demonstracso da positividade do potencial segue as mesmas linhas do caso de Sitter.
Escrevemos o potencial efetivo como

Ves(r) == h{r)Qes(r) (7.61)

e para o caso quadridimensional, verificamos que a fungio Qes(r) possui um Gnico zero real
positivo. Como no limite de r — co a fungdo £¢s(r), & necessario apenas verificarmos que
es(r4) > O para demonstrar que esta funcio é positiva em todo o intervalo Jry,o0[. E em
termos de r4, r—e R, temos que
2
Rz'riﬂes('r+) > ?g -~ %_%"“ + ‘}%
= (R, + ri)(m_ —-7.) -!—'ri('ri —-r%) + r+(7"i"|r —73)

0. (7.62)

Portanto, o potencial escalar é positivo para r > 7, como querfamos demonstrar.

Vemos ainda que o potencial tende a zero no horizonte de eventos. De forma analoga a
feita para as geometrias assintoticamente de Sitter, aqui nos também podemos obter expressdes
para o potencial em termos da coordenada tartaruga somente proximo do horizonte de eventos.
Para o caso quadridimensional carregado, temos que

. o [ee+1) 2m 28 2 2m orpzy —L
Jm Vele) = R S ] 1T (e
2 2
+2 (14em) 4 T (1 - e2'“+$)2] : (7.63)
it R

Como estamos no limite z — —oo, e lembrando que h(r,) = 0, temos

. e+ 2m 22 2][m & AR
EEIPOOVES(:E)»—Q[ T_i +T—3”——E+R"2“ E—;z‘-l-ﬁ € . (7.64)

Para a geometria Schwarzschild-anti-de Sitter d-dimensional, temos que no limite de in-
teresse, a fungio h(r(z)) fica:

hiz) =1+ Rlng (7‘_|, + effi)z —2m (u + e"gi)awd , (7.65)
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de forma que obtemos

h(z) = 2 [R}f +(d - 3)m] g (7.66)

onde na tltima passagem usamos o fato de que r,. é raiz de h(r). Com o resultado anterior,
calculamos V(z):

dd-2) (d-2)(d—-4) +4c , (d=2)°m| a4
Tt pe + = =al Lot (7.67)

Veolz) =2 [-Rl-g +(d- 3)m]

—
L)

| URELL

e
nmuwnn
RS N N

-2.5

Figura 7.1: Potenciais efetivos para o campo escalar na regido externa de buracos negros assintotica-
mente anti-de Sitter com diversas dimensdes. Nas curvas deste grdfico, m = 1.0 e R = 1.0.

A caracterfstica realmente marcante do potencial efetivo associado a campos escalares em
geometrias esféricas assintoticamente anti-de Sitter é que este potencial diverge para r — 00.
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Confirmamos este ponto tomando diretamente o limite

2 gid
lim Ves(r) = lim rdd-2)

r—+00 rooc B2 4R2 (7.68)

Como consegiiéncia, o potencial Ves(z) diverge com z — 0. Esta caracterfstica é relevante no

que se refere a escolha das condi¢Ges de contorno utilizadas, conforme serd visto na proxima
secio. Os pontos discutidos nesta se¢do estdo ilustrados na figura 7.1

7.4 Modos Quasi-Normais em SAdS e RNAdS

Definimos no bloco T, as coordenadas nulas u e v da maneira usual. Usando os limites
assintoticos de z, vemos que no infinito espacial

P~ 00 z=10 u=1v
= = (7.69)
t — const. { — const. -0 < <0
No horizonte de eventos futuro
P37 T -y —00 U~ 00
T — (7.70)
t— 400 t - 400 2 — const.
No horizonte de eventos passado
=T xr — —00 % — const.
T = = (7.71)

t— —c0 t— —0o0 v = —00

A fim de explicitarmos a estrutura dos infinitos da subvariedade 77, vamos usar a repre-
sentacio de Penrose. Definimos as coordenadas

U = arctan(u) (7.72)

SRS

IA 1A
[T

U<
V = arctan(v) V<
Neste sistema de coordenadas, os valores infinitos de % e v tomam valores finitos. No infinito
espacial, temos
u=u U=V

(7.73)
- <t< o —oo <t< oo
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No horizonte de eventos futuro

U U=73 (7.74)
v — const. ~E<V<§
E no horizonte de eventos passado
u —+ const. -2<U<%
= i{: . 2 (7.75)
vV —+ —00 =3

A partir das coordenadas U e V, tragamos o diagrama de Carter-Penrose da regido externa
ao horizonte de eventos, apresentado na figura 7.2 a seguir. Esse diagrama é valido para
qualquer valor de d.

Figura 7.2: Diagrama de Carter-Penrose para a regido externa do buraco negro SAdS d-dimensional.

Para campo nas geometrias assintoticamente anti-de Sitter uma outra escolha deve ser
tomada, devido ao comportamento assintético diferente da subvariedade T'y. Em termos do
comportamento assintético das possiveis solugdes da equagdo homogénea (3.55), sdo tomadas
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as solugbes com o seguinte comportamento:

e T — —00
f-(s,2) { 0 s (7.76)
. 8T - 8T _
fi(s, @) o { Bin(s)e®® + Bous(s)e T (7.77)
0 z—+0

Conforme discutido no capitulo 3, as freqiiéncias quasi-normais séo os valores complexos de s
em que o Wronskiano destas duas fungdes se anula.



Capitulo 8

Propagacao de Campos em
Geometrias Assintoticamente
Anti-de Sitter

8.1 Método Numérico

Como condi¢des iniciais, o campo & especificado nas duas superficies nulas v = ug €
v = vy. O comportamento do campo é largamente independente das condigGes iniciais usadas.
Tipicamente foram usadas gaussianas no eixo u e valores constantes no eixo v:

V(v=wvp,u)=0, (8.1)

T (v, u = up) = €xXp [__S}%’;ﬁ] . (8.2)

Em z = 0 impomos como condigio de contorno tipo Dirichlet, especificamente

¥, =0. (8.3)

Como nio dispomos da solugio analitica para a equagdo de movimento, a abordagem
seguida é tentar resolvé-la numericamente, usando um esquema de diferenciagio finita. Para
geometrias de fundo assintoticamente anti-de Sitter, entretanto, n#o utilizaremos a discretiza-

117
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¢do usada no capftulo 6, e sim a forma alternativa (3.91) apresentada no capitulo 3. A grade
usada no método numérico é mostrada na figura 8.1 a seguir.

—0—@0© g

Figura 8.1: Grade usada no método numérico para geometrias assintoticamente anti-de Sitter. Os
pontos azuis sdo as condigdes iniciais, e 0s pontos vermelhos sdo os sitios da grade o serem calculados.
Uma posstvel varredura do plano é seguir a numeragdo indicada.

Nas préximas seqdes apresentaremos alguns dos resultados obtidos para as simulagGes da
dinamica de um campo escalar sem massa em fundos assintoticamente AdS.

8.2 Campos em Schwarzschild-Anti-de Sitter

Tomando g = 0, os nossos resultados refletem as propriedades da geometria Schwarzschild-
AdS. Na primeira série de simulages numéricas, nés fazemos o fndice de multipolo £ igual a
zero. Ilustramos os resultados obtidos na figura 8.2, para vérios valores de ry e d.

Observamos que as caracteristicas bésicas da dinimica do campo escalar independem da
dimensdo do buraco negro esférico. A figura 8.2 mostra o comportamento tipico do campo para
o caso de buracos negros sem carga. Temos uma fase transiente, que depende das condigdes
iniciais utilizadas e, para grandes valores de v, o campo oscila decaindo exponencialmente, o
que sinaliza 0 modo quasi-normal fundamental.
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0 ' 3 6 9 12 15

Figura 8.2: (acima) Grdfico semi-log do valor absoluto da componente £ =0 da fun¢do de onda, para
vdrios valores de ry. e d = 4 . (abaizo) Grdfico semi-log do velor absoluto da funcdo de onda para
vdrios valores ded, comr,. =04, R=1ef=0.

Um ponto importante a ser ressaltado é que os resultados numéricos obtidos indicam
que ndo existe neste caso uma cauda, exponencial ou em lei de poténcia. Podemos estimar,
a partir das fungdes de onda computadas, os valores das partes real e imaginéaria para o
primeiro modo quasi-normal. No caso da geometria de fundo sendo Schwarzschild-anti-de
Sitter quadridimensional, alguns dos valores obtidos sdo mostrados na tabela 8.1.
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| ry ] -Im(w) [ Re(w) |
100 274.61 | 185.38
50 133.68 91.38
10 26.79 18.85
5 13.41 9.99
2.67 2.79
0.8 2.15 2.58
0.6 1.58 2.41
0.4 1.006 2.362

Tabela 8.1: Fregiiéncias quasi-normais de um campo escalar em um buraco negro Schwarzschild-AdS,
combl=0ed=4.

Salientamos aqui que a concordéancia com os valores calculados por Horowitz e Hubeny em
[28] & muito boa, apesar do fato de métodos bastante diferentes serem utilizados. Inclusive,
o método usado aqui e o usado em [28] funcionam melhor em regides distintas do espago
de parametros. O método descrito nesta tese funciona melhor para pequenos valores de 74,
enquanto que o utilizado em [28] funciona melhor para grandes valores de .

Abordaremos agora a dinfimica do campo na geometria SAdS para diferentes valores de £.
Algumas curvas para a fungdo de onda sdo mostradas na figura 8.3.

Wiiwlm.' ; ‘iim“l“““ :
|
M‘"l lu.“l‘lununw

Figura 8.3: (esquerda) Grdfico semi-log da fungdo de onda para o caso r = 0.4 e d = 4 com vdrios
valores de £. (direita) Grifico semi-log da fungio de onda para o caso ry = 0.4 e d = 5 com vdrios
valores de £.
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Uma caracteristica peculiar para o caso da propagacao de ondas escalares em buracos ne-
gros assintoticamente anti-de Sitter ¢ o comportamento do campo com o aumento do indice de
multipolo £. Verificamos que a medida que o valor de £ aumenta, a evolugio do campo teste
experimenta um aumento na escala de tempo de decaimento e uma diminuigéo na escala de
tempo de oscilagdo. Este comportamento & o oposto do que é observado no caso assintotica-
mente plano. Vemos que tal resultado se mantém para valores aparentemente arbitrarios de
d. Este quadro é consistente com o apresentado em [28, 29].

8.3 Campos em Reissner-Nordstrém-Anti-de Sitter

O passo seguinte é introduzir carga no buraco negro. A figura 8.4 a seguir demonstra o
comportamento do campo com a presenca de carga na geometria Reissner-Nordstrém-anti-de
Sitter. Mantemos inicialmente o valor de g pequeno comparado com o limite extremo.

10° . I .
10~3 ' Y’)Ww
e 10
B s |= 94=b
10 — q=0.1
e q = 0,2
10" q=03
-15 1 | 1 | L |
10 5 0 5 10 15 20
0
10 T T T T T T T | T
16 LY r
e A
i ik [P il
10 —— q=02010
— q= 06693 )
g% : q=1.0119 - e
30 m 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
107 3 6 9 12 15
v

Figura 8.4: (acima) Grdfico semi-log da fun¢do de onda para o caso £ =0, ry. = 0.4 e vdrios valores
para a carga (menores que Quim). (abaizo) Grdfico semi-log da fungdo de onda para o caso £ = 0,
ry = 1.0 e vdrios valores para a carga (menores que Qiim).



8.3. CAMPOS EM REISSNER-NORDSTROM-ANTI-DE SITTER 122

As freqiiéncias reais e imaginarias estdo relacionadas com o tempo de amortecimento e com
o tempo de oscilagdo. Vemos que & medida em que ¢ aumenta, —Im(w) também aumenta, o
que corresponde a uma diminui¢do da escala de tempo de decaimento. Além disso, a tabela
8.2 e figura 8.4 também nos mostram que quanto maior g, menor as freqiiéncias de oscilagéo.

Ou seja, se perturbamos um buraco negro AdS carregado, o fundo néao “vibra” por tanto tempo
como vibraria um buraco negro com menos carga.

Para valores da carga elétrica até um certo limite gy, as freqiiéncias quasi-normais com-
putadas, juntamente com o panorama geral exemplificado pela figura 8.4, concordam com
os resultados apresentados em [29]. O panorama geral é que, a medida que a carga elétrica
aumenta, o campo decai mais rapidamente e oscila com uma freqiiéncia menor. Na tabela

8.2 sdo listados os valores para as partes reais e imaginarias das freqiiéncias quasi-normais em
varias configuragbes de parmetros.

[ 14 =04 (geot =0.4866) | |  ry=1(geat=2) |
g [-Imw)|[Rew)| | ¢ [-mw)]|Re(w)
0 1.007 | 2.363 0 2.671 2.792
0.1000 1.034 | 2.327 0.1000 2.680 | 2.782
0.2000 1.132 | ‘2:21% 0.2010 || 2.689 | 2.773
0.3000 1.369 | 2.074 0.5500 || 2.814 | 2.605
0.3162 1.420 2.0561 0.6693 || 2.890 2.503
0.3536 1.631 | 2.043 1.0119 | 3.469 | 2.263

Tabela 8.2: Modos quasi-normais para buraco negro Reissner-Nordstrém AdS, para vdrias configuragdes
de pardmetros com £ =0 e R = 1. Os valores para as cargas sio sempre menores que Qiim .

No caso de buracos negros esféricos AdS carregados observamos novamente o mesmo tipo
de comportamento com a variagdo do indice de multipolo que foi visto quando ¢ = 0. A
medida que £ aumenta, a parte imaginéria de w diminui. Ilustramos este ponto na figura 8.5.
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Figura 8.5: (acima) Grdfico semi-log da fun¢do de onda mo caso ¢ = 0.1 para ry = 0.4, com
£ =0,1,2,3. (abaizo) Grdfico semi-log da fungdo de onda no caso ¢ = 0.35 para ry = 04, com
£=10,1,2,3.

Entretanto o quadro esbocado até aqui para a propagacéo de campos escalares em geome-
trias RNAdS ndo se mantém quando aumentamos suficientemente a carga do buraco negro.
Para. valores de g maiores que o valor limite gy, & dindmica do campo escalar muda drasti-
camente. Vemos o surgimento de uma cauda exponencial. O comportamento tipico da fungéo
de onda neste regime é ilustrado na figura 8.6.

A evolugdo do campo mostrado nas figuras anteriores é qualitativamente diferente. Aqui
nés vemos que a escala de tempo de decaimento aumenta com g, correspondendo a uma
diminuicdo da freqiiéncia imaginaria. Isso significa que acima de gy, quanto maior a carga g,
mais lentamente a perturbagio decai no exterior. Verificamos inclusive que gy;, néo depende
apenas dos parimetros do espago-tempo, mas também do parémetro £, como pode ser visto
por exemplo através da curva para g = 0.39 nos graficos da figura 8.6.
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Figura 8.6: Grdfico semi-log da fun¢io de onda com ry = 0.4 e alguns valores de g, com £ = 0
(esquerda) e £ =1 (direita). O valor extremo de q neste caso € 0.4866.

Essa mudanca qualitativa nas caracterfsticas do decaimento do campo escalar é um dos
resultados importantes deste capftulo. Ressalta a necessidade da resolugdo da equagdo de
movimento dependente do tempo (em oposi¢io aos métodos independentes do tempo) para a
compreensao da dinamica dos campos de interesse.



Capitulo 9

Conclusoes

O trabalho desenvolvido nesta tese apresenta uma visdo ampla do comportamento de
vérios campos de interesse em geometrias esféricas. No caso quadridimensional com constante
cosmol6gica positiva, sdo analisados os campos escalar, eletromagnético e gravitacional. Este é
talvez o caso mais interessante fisicarmente. A possibilidade de detecgdo de ondas gravitacionais
nos proximos anos torna atraente tais consideracoes.

Abordamos também a dindmica de campos escalares em geometrias esféricas com dimenséo
maior que quatro. Embora buracos negros de maior dimensionalidade talvez n#o sejam fisi-
camente relevantes, eles se encaixam muito bem em alguns contextos explorados atualmente,
como correspondéncia (A)dS/CFT e gravidade quéntica.

Considerando geometrias assintoticamente de Sitter, um caso bastante importante estu-
dado ¢ o limite em que a constante cosmologica é quase extrema. Neste limite, os horizontes de
eventos ¢ cosmolégico estdo muito préximos. A importancia do estudo da dindinics de campos
nestas geometrias é que ela é bastante simples. Foi visto nesta tese que para condigbes bastante
gerais, o potencial efetivo é do tipo Pischl-Teller, e o decaimento é completamente dominado
por modos quasi-normais. As freqiiéncias podem ser determinadas analiticamente, para uma
grande classe de situagdes, incluindo campos escalares massivos em dimensées maiores que
quatro. Os resultados numéricos estdo em perfeito acordo com as expressdes analfticas.

Saindo do limite quase extremo, a situagdo & bem mais complexa. Somos forgados a
recorrer a métodos aproximativos. Para os casos assintoticamente de Sitter, utilizamos um
método semi-analitico para o calculo das freqiiéncias, € um método numérico para a resolugio

125
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do problema dependente do tempo. No quadro que emerge do trabalho realizado, com A>0
e £ > 0, temos quatro regimes:

O regime quase extremo: neste regime, temos expressbes analiticas para o potencial
V{(z) e para as freqgiiéncias quasi-normais. Os modos quasi-normais sao completos, € a
funcio de onda, para os campos estudados, s&o inteiramente dominados por este tipo de
decaimento.

e Préximo do regime quase extremo: as fungSes de onda ainda so dominadas pelo decai-
mento quasi-normal, mas as freqiiéncias se desviam do previsto no regime quase extremo.

e Regifio intermedi4ria: as fungdes de onda sofrem uma mudanga qualitativa importante,
com o aparecimento de uma cauda exponencial. Esta canda domina o decaimento em
tempos grandes.

e Préximo do limite assintoticamente plano: surge nas funcdes de onda uma regido inter-
medi4ria entre a fase de decaimento quasi-normal e a cauda exponencial — uma regido de
decaimento em lei de poténcia. A medida em que nos aproximamos do limite assintotica-
mente plano, esta regifio se estende cada vez mais. Quando A =0, a canda exponencial
nio esté presente, sendo totalmente substituida pela canda em lei de poténcia.

O quadro acima é bastante geral, compativel com todos os valores de d e g verificados. De
fato, vimos que a influéncia da carga é muito branda no caso assintoticamente de Sitter. As
freqiléncias quasi-normais variam pouco com g, e os coeficientes de decaimento exponencial
nio variam nada, pelo menos no ambito do método numérico usado. Inclusive, verificamos
que a transicio para o caso de carga nula & suave. Néo foi observado nenhum indicio de
descontinuidade no limite ¢ — 0.

Um ponto extremamente importante no caso de campos escalares nas geometrias assin-
toticamente de Sitter vistas & que existe a possibilidade de potenciais efetivos que nao séo
positivos definidos. A dinamica do campo associado muda de forma dréstica. De fato, obser-
vamos que o modo £ = 0 vai assintoticamente para uma constante, pelo menos no contexto
de um problema de condicdes iniciais caracteristicas. Ressaltamos que nio foram observados
modos crescentes.

Nesta tese tratamos também de campos escalares evoluindo em geometrias esféricas que
sio assintoticamente anti-de Sitter. Os potenciais efetivos sdo positivo definidos, porém com
wm comportamento assintético peculiar. Neste caso, é talvez um abuso de linguagem falar
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sobre modos quasi-normais, embora possa ser definido um termo analogo ao visto nos casos
assintoticamente planos e de Sitter.

QObservamos que, para o caso Scharzschild-anti-de Sitter, o decaimento ¢ dominado por uma
fase quasi-normal para qualquer valor da dimensdo do espago-tempo. Os valores especificos
mostrados aqui 880 compativeis com os obtidos por outros métodos. No trabalho desenvolvido
aqui ndo sdo observadas caudas quando g = 0.

A introducdo de carga, no entanto, muda este cendrio. Para valores de carga acima de
até um certo limite gz, continuam sendo observados somente uma evolu¢io em modos quasi-
normais. Porém, com ¢ > ¢m, © decaimento para tempos grandes passa a ser dominado por
uma fase exponencial pura.

Uma possivel extensdo do trabalho desenvolvido aqui poderia incluir o estudo de pertur-
bagdes eletromagnéticas e gravitacionais em geometrias Reissner-Nordstrém-de Sitter. Neste
caso, os modos sdo necessariamente acoplados, € os potenciais efetivos associados sio diferen-
tes. Seria interessante também a investigacao de perturbagdes mais complexas em geometrias
assintoticamente anti-de Sitter.



Apéndice A

Estrutura de Horizontes

A.1 Horizontes em SdS d-Dimensional

Apresentaremos nesta secio as demonstragdes das proposigoes 4.1 e 4.2. Nestas proposigoes
sdo classificados os zeros reais da funcgéo A(r) com A > 0, m > 0 e ¢ = 0, ou de forma
equivalente os zeros do polindémio

Py(r) =r+t —a%r?3 4 2ma?® . (A1)

Antes de passarmos para as proposi¢bes propriamente ditas, vamos fazer uma anélise geral
do problema. As derivadas do polinémio Fy(r) podem ser imediatamente calculadas:

Pi(r) = (d — 1)r¢"? — (d — 8)a?r®?, (A.2)

P(r) = (d—1)(d — 2)r%3 — (d — 3)(d — 4)a®r®5 . (A.3)

Para d > 4, a fungdo Pj(r) possui trés zeros, denotados como 7, r_ e r{:

ry =0, (A4)
" —a j_j >0, (A.5)
ro=—r =—a H <0. (A.6)
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Com d = 4, existe uma peculiaridade. Neste caso, 0 ponto r == { = 0 nfo é um zero de P)(r),
e 0s {inicos zeros da derivada de Py(r) séo dados por vle rl.:

o -l wm = (A7)

Para caracterizar os zeros de FPy(r), calculamos a derivada segunda nestes pontos. Apos
algumas simplifica¢des, obtemos

PUr) =2d— 1) (d - 3)F a2 > 0. (A.8)

Portanto, o ponto r = 7, & sempre um minimo local.

De forma analoga para r’_, temos para d > 4:
wed d—
PIr) = —(=1)%2(d — 1) 5 (d - 8)"F a®3 . (A.9)
O ponto 7 == v/ & entio um ponto de méximo local, no caso de d par, ou um ponto de minimo,
no caso de d fmpar. O mesmo resultado é obtido no caso em que d = 4.
Com d > 4, temos ainda um outro zero da fungio Pj(r). E imediato verificar que

22 <0 d=5

A10
0 d>5 ( )

By = 0) = {

Desta forma, o ponto r = r{, é um ponto inflexdo, com excessdio do caso d = 5, em que este
ponto € um maximo local.

Vamos calcular o valor de Py(r) nos pontos extremos 7/, e ' Para qualquer valor de d,

Py(r',) = 2 [m — g8 /%} , (A.11)

e portando o sinal de F(r!.) pode ser positivo, negativo ou nulo.

temos que

Vejamos o méximo local » = r!_. Para este valor de r, obtemos

Py(r') = 20° [m + (—1)%43 %} . (A.12)
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P(](T"_) = 20° [m 4 g¥3 /%:‘ >0, (A.13)

ou seja, Py(r’.) é sempre positivo. Por outro lado, se d é impar

Se d é par, Py(r") fica

Po(rl) = Po(rly) (A.14)

e o sinal de Py(r"_) nio é fixo, sendo porém igual ao sinal de Po(r’, ).

Para o ponto r = 0, que & um méximo local em d = 5 ¢ um ponto de inflexdo em d > 5,
temos que
Py(0) =2ma® >0, (A.15)

que é sempre positivo, independente da dimenséo.

Veremos a seguir que o quadro geral é muito parecido para qualquer valor de d, com d > 4.
Entretanto, os detalhes especificos dependem da dimensdo ser par ou impar. Abordaremos
estes casos em duas proposigdes, apresentadas a seguir.

Proposico 4.1: Seja d > 4 par, a® > 0 e m > 0. Dependendo do valor de a®4=31/m2,

temos as seguintes possibilidades quanto aos zeros reais do polinémio Py(r):

. w g2(d-3 wl)d-1 L . . . ,
o A condigio *—5 BN Eg—?l’g““’ ¢ uma condigiio necessdria e suficiente para Po(r) possuir

uma rosz real negative e duas refzes reais positivas, todas com multiplicidade 1.

L q2(d-3) ~1)d-1 - , . :
o A condigio - = Eg_;;d_:g ¢ uma condiciio necessdria e suficiente para Py(r) possuir

uma raiz real negativa com multiplicidade 1, ¢ uma reiz real positiva multiplicidade 2.

v g2(d-3 _1)¢-1 . , . .
o A condigdo © ing ) < gs__;;dﬁa ¢é uma condicio necessdria e suficiente para Py(r) possuir

uma raiz real negotive multiplicidade 1.

A demonstraciio se baseia fortemente na continuidade do polinémio Py(r). Para d par,
este polindmio apresenta o seguinte comportamento assintético

lim Py(r) = lim 7' — 400, (A.16)

T=r+00 T—3++00

lim Py(r)= lim r%!
300 T 00

— —00. (A.17)
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Vamos demonstrar primeiro que as condigbes citadas sdo suficientes. Pela continuidade do
polinémio, e pelo fato de que ele é positivo em r = 0 e tender a menos infinito com r — —00,
vemos que Py(r) possui pelo menos um zero real negativo. Mas como d é par, o polindmio
Py(r) s6 possui um ponto de méximo para r < 0, e esse ponto de maximo é tal que

Po(r'} > Py(0) > 0, (A.18)
de forma que o polindmio sé cruza o eixo das abcissas uma vez. O zero real negativo portanto
¢ finico.

Por outro lado, devido a continuidade de Py(r), ao fato de cruzar o eixo das ordenadas em
um valor positivo, tender a mais infinito com r — 400 e s6 possuir um mfnimo para r > 0,
vemos que 08 possiveis zeros positivos de Py(r) dependem do sinal deste polinémio no ponto
r = /.. Temos assim trés possibilidades:

e A condigiio Py(r!.) < 0, ou seja

22(d=3) L - 1)d-1
m? (d — 3)d-3

(A.19)

ou
_ yd-1
apd-3 L fé%#ﬁ" (A.20)

é uma condigéio suficiente para o polindmio possuir somente 2 zeros reais positivos.

Foi visto que o ponto extremo 7 é tal que Py(r_) > 0, e por hipétese temos que o ponto
extremo 7. & tal que Py(ry) < 0. Portanto nenhuma das raizes reais ¢ um zero do polinémio
Pj}(r), que é condigdo necesséria e suficiente para que a multiplicidade destas raizes seja 1.

e A condigio Pp(r! ) =0, ou seja

a3 (d— 1)L
m?  (d-—3)43

(A.21)

ou (d 3 1)d-«l
mIA*3 = B8 (A.22)

& uma condicao suficiente para o polinémio possuir 1 zero real positivo. A raiz negativa tem
multiplicidade 1, pelos argumentos do caso anterior. A raiz positiva, entretanto, por hipotese
& raiz de Pj(r), o que implica que a sua multiplicidade & maior que 1. Mas foi mostrado que
esta raiz é um ponto extremo, ou seja, P (r,) < 0. Portanto sua multiplicidade é menor que
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3, portanto 2.

e A condicio Fy(r'.) > 0, ou seja, se
+

2d-3}) (d - 1)d—1

ey B\ (A.23)
ou - 1t
mgAd”s > W (A24)

& uma condigdo suficiente para o polindmio ndo possuir zeros reais positivos. E conforme
discutido, a raiz negativa tem multiplicidade 1.

Mostrar que as condicSes citadas s80 necessarias é bem mais facil. Foi visto que o polindmio
possui dois pontos extremos r'_ e r',. Se o polinémio possui trés raizes reais (vn, 74 e r¢) tais
que rp < 0 < 7y < 1e, € como o polinémio FPy(r) tende a mais infinito com r — +00, entao
Py(r) < 0 entre rye r.. E como Py(r) é uma fungio continua, r/, €fry,rc];, logo Py(rl) < 0.

Se o polinémio possui duas rafzes reais (rye 7¢) tais que rp, < 0 < 1¢, & como Py{r) tende
a mais infinito com r — 400, 0 ponto minimo para r > 0 & o ponto r, em que FPy{re) = 0.
Desta forma ro =7/, e Py(r) =0.

Se o polindmio ndo possui rafzes positivas, entdo P(r) > 0 para r > 0. Como . >0,
segue que P(ri) > 0. M

Proposigio 4.2: Seja d > 5 impar, a® > 0 e m > 0. Dependendo do valor de a*~3/m,
temos as segquintes possibilidades quanto aos zeros reais do polindmio Po(r):

a2(d—3)
m2
duas rafzes reais negativas e duas rofzes reais positives.

_pyd—t P . - A .
> Eg~;;d-3 , é uma condigio necessdria e suficiente para Po{r) possuir

» A condigdo

g2(d=3} _ (d-1)¢-!
me - (d—3)d""3 y
uma raiz real negativa e uma raiz real positiva.

¢ uma condicdio necessdria e suficiente para Po(r) possuir

e A condicdo

22(d—3)
m2
possuir nenhumao raiz real.

-3yt . ot . -
< Eg—sgd—m ¢ uma condi¢do necessdria e suficiente para Py(r) ndo

o A condigdo

Esse polindémio é uma fungdo par, com o seguinte comportamento assintético:

. 1 -1
1"1_1:(1);0 Py(r) = rkxfoor -+ +00 , (A.25)
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: — 1 d—1
T}ir_noo Py(r) = Tﬂr_noor -3 +00 . {A.26)

Vamos demonstrar primeiro que as condigdes citadas séo suficientes. Como a fungéo Po(r)
é continua, possui um valor positivo em 7 == 0, tende a mais infinito com r — oo, e 86 possul
um minimo local para r > 0, infere-se que o ntimero de zeros neste intervalo depende do sinal
de Py(r!,). Além disso, a fungo ¢ par, implicando na existéncia do mesmo nimero de zeros
para r < 0. Temos novamente trés possibilidades.

» No caso de Py(r!, ) < 0, ou seja se

az(dw?;) (d — 1)d—-l

> (d=3)53 (A.27)

ou

_ 1yd-1
mAA-3 < [3((‘;%))](13 (A.28)

entio o polindmio possui dois zeros reais positivos e dois zeros reais negativos. Hstes zeros
possuem todos multiplicidade 1, pois nao sao pontos extremos.

» No caso de Py(r!) =0, ou seja se

aQ{d—?)) (d _ 1)d-1
m?  (d— 3)d-3

(A.29)

on a1
24d-3 _ {(d—1)*"

3(d -3¢

entao o polindmio possui um zero real positivo e um zero real negativo. Estes zeros possuem

(A.30)

multiplicidade 2, pois por hipdtese sdo pontos extremos {conforme discutido na proposigéo 1).

e No caso de Py(r),) > 0, ou seja se

a2(d"3} (d — l)d—l

< (A= 3)03 (A.31)

me

ou o 1yt
— 1)
2p4-3 ~, ( )

AT B

entdo o polindmio ndo possui zeros reais. A demonstragio de que as condigdes sdo necessérias

(A.32)

é idéntica ao caso em que d é par. B
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A.2 Horizontes em RNdAS d-Dimensional

Para o caso em que a carga & ndo nula, o problema se torna mais complexo. O polinémio
cujos zeros estamos interessados passa a ser

P(r) = 204 _ g2p20-6 o a2,d-3 _ g202 (A.33)

A estratégia no entanto é a mesma: estudar os pontos extremos para determinar a posi¢ao
dos zeros reais. As derivadas da fungao P(r} séo

P'(r) = (2d — )r?4=% — (2d — 6)a?r*~ T 4 2(d — 3)ma’r?1 (A.34)
P"(r) = (2d — 4)(2d ~ 5)r?4® — (2d — 6)(2d — T)a?r?48 + 2(d — 3}(d ~ 4)ma?r®~% . (A.35)

Em geral nfo somos capazes de determinar nem mesmo os zeros de P'(r). Entretanto,
podemos determinar a estrutura de zeros deste polindémio, da mesma maneira que fizemos
com o polindémic Py{r). Isto é feito na proposigdo A.l a seguir.

Proposicio A.1: Sejad > 4, > >0 e m > 0. Seja

(azw—s)) _l@d-np*id-24s (4.36)
P.’

m? 4 (d- 3%y

Dependendo do valor de aX9-3)/m?2, temos as seguintes possibilidades quanto 00s zeros reais
do polinémio P'(r):

@2(d3)
e

A condicdo 7

P'(r) possuir uma raiz real negative, duas reizes reais positivas e ume raiz em r =0,

2(d—3) . - L . ,
> (“" )Pl, com d par, € uma condicdo necessdria e suficiente para

A condigio T > (“““‘3)

mz m2
pare P'(r) possuir duas raizes reais negativas, dues raizes reais positivas e wma raiz em

r=0.

)P, , com d fmpar, € uma condigio necessdria e suficiente

22d-8 (az(d—e.)
mr mz
possuir uma raiz real negativa, umae raiz real positiva ¢ uma raiz em r = 0.

a2{d~3) < (az(d—-a)

A condigdo )P' ¢ uma condi¢do necessdria e suficiente para P'(r)

A condigdo & o

P'(r) possuir uma raiz real negativa e uma raiz em v = 0.

)P’, com d par, € uma condigdo necessdria e suficiente para
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2(d—3) Q203
S < (25

para que a Hnice raiz real que P'(r) possue seja r = 0.

o A condigdo 1 COTR d fmpar, é uma condigdo necessdria e suficiente

A demonstracdo usa as proposicdes 4.1 e 4.2, Podemos fazer

oy AN | =1

Py = (0 - 4yt [t = 2= s 20D (A7)

Escrevemos a expressdo anterior como
P'(r) = (2d — 4)r*1Q(r) , (A.38)

onde definimos @(r) como
d—3 d—3
=1 _ 2,.4-3 2

Qry=r - 20, r®70 4+ q= 2ma . (A.39)

Vemos imediatamente gue r = 0 é sempre uma, rafz de P/(r). Por outro lado, comparando as
expressbes (4.6) e {A.39), é aparente que a estrutura dos polindmios Q(r) e Fy(r) € a mesma,
ou seja, os coeficientes nao nulos dos dois polindmios tém o mesmo sinal. Isso fica explicito

com a transformagio

a? = j: 30,2 >0, (A.40)
2m'a? = g%gmaZ >0. (A.41)

De forma que o polinémio (}(r) é escrito como

Q(r) = r?1 — %43 4 2m/a”? (A.42)

12(cf~3)
0 termo %-—»—, em termos de o e m, fica

a/2(d=3) oy (d - 3)d—3 q2(d-3)

= — (A.43)

m2
Usando as proposi¢oes 4.1 e 4.2, chega-se as condi¢bes citadas. W

Uma vez conhecida a estrutura de zeros de P'(r), precisamos determinar o cariter destes
zeros, ou seja, se eles representam méximos, minimos ou pontos de inflexdo. Para isso, apre-
sentamos a seguinte proposicao.
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Proposigdo A.2: Sejad > 4, a®> >0 em > 0. Sejo

(A.44)

243 B E(zd — 5)d—3(d _ 1)d—~l(d _ 2)d_3(d — 4y?
m? P 4 (2dn - T)d_l(d — 3)2((1!-—3) .

Dependendo do valor de a®9=3) /m?, temos as seguintes possibilidades quanto aos zeros reais
do polinémio P"(r):

2(d—38) 2(d~3)
a a

mE ( me
P"(r) possuir uma raiz real negative, duas raizes reais positivas e uma raiz em v = 0.

e A condigio )P"’ com d par, € uma condicido necessdrio e suficiente paro

o p2d-3) 2(d—3)
A condicdo 2 > (“’

) ,» com d fmpar, € uma condigdo necessdria e suficiente
P

o poey )
parg P'(r) possuir duas raizes reais negatives, duas rofzes reais positivas e uma Taiz em
r=10.
c 2(d—3) 2(d~3) . o . - .
o A condigio & — = (“ — )pn é uma condicdo necessdria e suficiente para P'(r)

possuir uma raiz real negative, wma reiz real positiva e uma raiz em v = 0.

. g2d=3) 2(d-3)
A condigio & m— < (amz

)P”, com d por, é uma condigio necessdria e suficiente
parg P'(r) possuir uma raiz resl negativa ¢ ume raiz em r = 0.

A condigdo

2(d—3) 2(d—3)
& me < (a m2

, com d fmpar, ¢é ume condicdo necessdria e suficiente
PY
para que 6 tnica raiz real que P'(r) possua seja r = 0.

A demonstragio é analoga a demonstragio feita para a proposicdo A.l. O Gnico ponto a
se ter cuidado é quando d = 4. Neste caso particular, as raizes de P"(r) podem ser facilmente

calculadas:
" a w__ @

r. = \/g T+ \/(—i

Isso & valido para qualquer valor de 7‘:&—25 > 0.

(A.45)

2d—3) 2(dd—3)
8 m*2 > (a m*
duas rafzes positivas (denotadas 7/, e 7} ) ¢ wma raiz negativa (denotada r7,). Por outro lado,

a2(d~3) g 2(d—3) o 2(d—3)
oy Rl W > - ; (A.46)
P.’ Pn

portanto o polinémio P"(r) também possui duas duas raizes positivas (denotadas r{ e rl) e

Através da proposigao A.2, & visto que se )P’, o polindmio P'(r) possui

temos que

uma raiz negativa (denotada 7). O fato de P”{r) possuir somente duas raizes positivas (para
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d > 4) restringe os zeros de P'(r) a serem extremos. Para d > 4, P'(r) possui somente uma
raiz positiva, e a mesma conclusio se mantém.

Independente da dimenséo, o polinémio P(r) apresenta os seguintes comportamentos as-

sintoticos
lim P(r)= lim r¥** > 400, (A.47)
T b OO r—++00
lim P(r)= lim %4 5 tco. (A.48)
r—=—00 T+ —00
Além disso
P(r=0)=~¢%%<0. (A.49)
Como
0<rll <rl <ol <7, (A.50)

vemos que o ponto 7, , é um ponto de minimo local para P(r), enquanto que 7!, & um ponto
de méaximo local. Desta forma, temos necessarismente que

P(rl) > P(r}) . (A.51)

Porém, existe a possibilidade destes valores de P(r) serem positivos, negativos ou mesmo
nulos. Vamos abordar estas possibilidades nas proposi¢oes A.3 e A.4.

2%d-3)
me

Proposicio A.3: Sejad >4, d por, a2 >0 em > 0. Se “’2::;3} > (
reats do polinémio P(r} podem ser:

)Pr, a8 rotzes

o Uma raiz negativa e uma raiz positiva, ambas com multiplicidade 1.

o Uma reiz negative e wma reiz positive, ambas com multiplicidade 1 e uma outra reiz

pogitiva, com multiplicidade 2.

e Uma raiz negative e trés rafzes positivas, todas com multiplicidade 1.

Como o polinémio P'{r) s6 tem um zero negativo rh,, devido a

lim P{r)= lm %% 5 400, (A.52)

Tord 00 P00
P(r=0)=-¢%* <0, (A.53)

vemos que 7}, é necessariamente um minimo local, e que P(r) s6 possui um tnico zero negativo.

e Se P(rl.) > P(r!,,) > 0, vemos que P(r) possui um tnico zero real positivo.
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e Se P(r,) > 0 e P(r),,) =0, vemos que P(r) possui duas raizes reais positivas. A raiz
" entretanto é também um minimo e portanto tem multiplicidade 2.

e P(rl)=0e P(rl, ) <0, vemos que P(r) possui duas rafzes reais positivas,

e P(r})>0e P(r},.) <0, vemos que P(r) possui trés raizes reais positivas.

Proposicio A.4: Seja d > 5, d fmpar, a® >0 em > 0. Se A NN (“mﬁs)) pr? as

m?2 me
raizes reais do polinémio P(r) podem ser:

o Uma raiz negative e uma raiz positiva, ambas com multiplicidade 1.

s Duas raizes negativas e duas raizes positivas, onde uma das raizes positivas e uma das

ratzes negativas tém multiplicidade 2.

o Trés raizes negativas e trés raizes positives, todas com multiplicidade 1.

A demonstraco é essencialmente a mesma que foi feita para a preposicéo A.3. A diferenca
é que, para d fmpar, o polinémio P{r) é uma funcdo par. Desta forma, existem o mesmo
nimero de rafzes negativas para P(r) quanto de raizes positivas. B

Proposicio A.5: Sejad >4, a° >0em > 0. Se “2:;3) < (“ziif) )P,, o polinémio P(r)

possut wma ratz positive e uma raiz negativa.

Independente da dimensao, o polindmio P(r) apresenta os seguintes comportamentos as-

sintoticos
m P(r)= lm r2 % 400, (A.54)
r—+00 r—+toc
lim P(r)= lm r% % 400, (A.55)
r——00 00
Além disso
P(r=0) = —¢%a* < 0 (A.56)

de forma que P(r) deve cruzar o eixo das abcissas pelo menos uma vez parar <O er > 0.
Mas o zero positivo e o zero negativo sdo fmicos, pois pela proposi¢ao A.1, o polindmio P(r)
nio possui dois extremos no eixo negativo nem no eixo positivo. M

Por uma questdo de simplicidade de apresentagio, as proposicoes A.3, A4 e A.5 apresen-
tadas nesta secdo foram expostas no capitulo 4 de uma forma compacta nas proposi¢des 4.3 e
4.4.
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A.3 Horizontes em RNAdS Quadridimensional

Demonstraremos nesta secao a proposi¢io 7.1 apresentada no capitulo 7. Estamos inter-
essados em classificar os zeros do polinémio P(r) dado por

P(r) =rt+ R%? — 2mR* + R*¢* . (A.57)

onde assumimos que m > 0 e R? > 0. Para esta fun¢o, temos o seguinte comportamento

Pr=0)=R%¢>0, (A.58)
1”1_1)1210 P(r) = +o0 , (A.59)
TEI_nOOP('r') — 400 . {A.60)

Desta forma, a menos que o polindmio possua extremos, ele nao terd zeros reais.

Vamos verificar os possiveis extremos de P(r). As derivadas deste polindmio podem ser
facilmente calculadas:
P'(r) = 4r® + 2R%*r — 2mR? | (A.61)

P'(r) = 12r% 4+ 2R*r? . (A.62)

E aparente que a fungio P'{r) é tal que

Plir=0)=-2mR2 <0, (A.63)
. '

TlirgoP (r) = +o0, {(A.64)

TEI_HOOP’(T) — =00 . (A.65)

de forma que possui pelo menos um zero positivo. Mas é imediato verificar que este zero &
@nico, e que ele representa um ponto de minimo, denotado aqui por rmin. A proposigao 7.1
segue naturalmente.

Proposicdo 7.1: Sejam >0, g 0 e A < 0. As raizes reais do polindmio P(r) podem
ser:

o Duas raizes positivas (0 < r— < ry), ambas com multiplicidade 1.

o Uma raiz positive, com mulliplicidade 2.
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e Nenhuma roiz real.

Como 7yin > 0 e P(r = 0) > 0, as possiveis raizes de P(r) sdo necessariamente positivas.
Dependendo do sinal da constante P(ry;,), temos trés possibilidades.

o No caso de P(rmn) < 0, 0 polindmio P(r) possui duas raizes positivas com multiplicidade
1.

® No caso de P(rmin) == 0, 0 polindmio P(r) possui uma tnica raiz positiva, o préprio
Tmin. COMO esta raiz é um ponto extremo, ela tem multiplicidade 2.

e No cagso de P(rpi,) > 0, o polinémio P(r) ndo possui raizes reais. l

A.4 Horizontes em SAdS d-Dimensional

Demonstraremos agora a proposicio 7.2 apresentada no capftulo 7.

Proposicgao 7.2: Sejam >0,d>4 e A <.

e Se d € par, o polinémio P(r) possui wma Wnica roiz reol positive (ry) de multiplicidade
1

o Se d € tmpar, as Unicas rafzes reais do polinémio P(r) sdo uma raiz positive (ri) ¢ uma
raiz negative (—ry ), ambas com multiplicidade 1.

Para d > 3, ¢ =0 e A <0, temos que
P(r)=7r%" 4+ R*r%3 - 2mR? (A.66)

P'(r) = (d — 1)r92% + (d — 3)R*r?~* . (A.67)

Vemos entdo que se d > 4, o polinémio P/(r) um zero em r == 0. E se d = 4, o polindémio P'(r)
nao possui zeros reais. Temos também que

Py =(d - 1}{d — 27?3 + (d — 3)(d — ) R*r%5 | (A.68)
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o que mostra que se d > 5, entdo o ponto r = 0 é um ponto de inflexdo de P{r), enquanto
que se d = 5, este ponto é um méximo. E conveniente agora analisar separadamente os casos
d par e d impar.

e Caso d par.

Neste caso, temos o seguinte comportamento para o polindémio P(r):

Pir=0)=-2mR? <0, (A.69)
Jim P(r) = 400, (A.70)
Hr_n P{r) =+ —o0. (A.71)

Desta forma, como a fungéio P(r) é continua e ndo existem pontos extremos para 7 s 0, existe
um @nico zero real e positivo para P(r). Segue também que este zero tem multiplicidade 1.

» Caso d impar.

Neste caso, P(r) é uma fun¢do par com o seguinte comportamento:

P(r=0)=-2mR? <0, (A.72)
TILIEOP(?") — 400, (A.73)
Hx_n P(r) = +oo . (A.74)

Novamente, dado que a funcdo FP(r) é continua e nfo existem pontos extremos para r # 0,
esta fun¢@o possul apenas dois zeros reais (rye —ry), com multiplicidades 1.
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