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Abstract

We study the system formed by two coupled condensates of different Ru-
bidium hyperfine states trapped in a cigar shaped potential, that is, a real
quasi one-dimensional system. The dependancy of the solution of the Gross-
Pitaevski equations is investigated as a function of trap displacement and
Josephson coupling parameter for three different values of the total trapped
atoms number. For some sets of parameters we report the existence of me-
taestable states. The observable we chose to characterize this system was
the mean separation between the packages, because we found two branches
which correspond to closer or more separated solutions.



Resumo

Investigamos ¢ sistema formado por dois condensados aprisionados
em estados hiperfinos diferentes do Rubidic, num potencial em forma
de charuto, ou seja, num sistema fisico real e quase-unidimensional.

12 investigada a dependéncia das solucdes das equagdes de Gross-
Pitaevski com a separagio enire as armadilkas, bem como com o
parimetro de acoplamento de Josephson, pava trés valores diferen-
tes do nimero total de atomos aprisionados. Para alguns conjuntos
de pardmetros constatamos a existéncia de estados metasstivels,

O observivel que escolhemos para caracterizar tal sistema fisico
foi a separaciio média entre 0s pacotes, pois os dois ramos de solucdes
encontrados correspondem a solugdes mais juntas ou mals separadas
espacialmente.
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1 Introducao

Quando um gas é resfriado a temperaturas muito baixas, ¢ possivel atingir
um regime onde seu comportamento deixa de ser cldssico e a viséo tradicional
que temos de um gas como sendo constituido de particulas com um movi-
mento desordenado ndo é mais adequado. Se as particulas forem bosons, o
estado que atingimos no regime de ultra baixa temperatura é denominado
Condensado de Bose-Einstein (CBE), que recebeu este nome pois foi inicial-
mente previsto por A. Einstein em 1925, usando para isto as bases tedricas
contidas no trabalho do cientista Satiendra Nath Bose. Finstein observou
que um gas de bosons em temperaturas ultra-baixas poderia apresentar uma
populacgdo macroscopica no seu estado de mais baixa energia (nimero este da
ordem do nimero total de particulas do sistema}. Assim, as particulas neste
estado particular contribuiriam para as propriedades do gds de uma forma
diferente das demais, com um peso maior. Esta mudanca de comportamento
com relacio as propriedades termodindmicas (como por exemplo pressdo,
viscosidade, condutividade térmica) caracteriza a chamada transicio de fase.
Define-se assim uma nova “fase” com propriedades peculiares. A possivel
realizacdo experimental da CBE num gds é muito atraente pois cria um sis-
tema livre das complicagdes apresentadas pelo hélio-4, um sistema liquido e
portanto de forte interacio entre as particulas. Procurando a realizacio ex-
perimental da CBE num sistema gasoso, virios cientistas passaram a investir
no dessenvolvimento de técnicas que permitem o resfriamento de um gés con-
finado a temperaturas que chegam a ser da ordem de 107K . A técnica que
mostrou-se mais promissora ¢ aquela que utiliza lasers como meio de resfria-
mento de dtomos. Como esta técnica pode-se produzir uma amostra gasosa
a temperatura de alguns micro-Kelvins, que serve como ponto inicial para a
obten¢do de um gés nas condicoes onde CBE ¢ esperado que ocorra. Durante
o ano de 1995, trés grupos de pesquisa utilizando técnicas que conjugam res-
friamento com lasers, aprisionamento magnético de atomos e resfriamento
evaporativo, conseguiram reunir as condigdes necessdrias para a observacgéo
da CBE em gases. O sistema utilizado fol vapor de metal alcalino. Num pri-
meiro experimento no JILA [3], 4tomos de Rubidio a uma densidade de 10%
atomos por em?® foram resfriados a cerca de 100nK mostrando neste regime
uma variagdo de comportamento com respeito a sua distribuicdo espacial,
0s quals asseguram que o sistema sofreu CBE. Num segundo experimento
em Rice [4] , dtomos de Litio sofreram quase que o mesmo tratamento para
atingirem CBE. Finalmente num terceiro experimento no MIT [5], desta vez



com Sddio, demostrou a ocorréncia de CBE. Cada um dos experimentos uti-
lizou maneiras préoprias de lidar com os virios problemas que surgiram no
dessenrolar do experimento. HFstes experimentos devem ser vistos como pas-
s0s iniciais de um novo tipo de fisica experimental. Hoje, 7 anos depois das
primeiras realizacbes experimentais da CBE, mais de 20 grupos no mundo
dominam as técnicas de condensagio. Os experimentos tornaram-se cada vez
mais especificos e sofisticados, por exemplo envolvendo mais de uma espécie
atdmica, ou diferentes geometrias da armadilha que permitem o confinamento
em duas ou até uma dimensdao. Uma conquista importante foi a condensagao
do Hidrogénio atémico [18]. Outros candidatos a CBE estio sendo investi-
gados, como Césio [14, 15, 25}, Potéssio [31], Hélio [2] e Neon [37].

2 A equacao de Gross-Pitaevski

Quando o primeiro condensado de Bose-Einstein de baixa densidade de um
gds de elementos alcalinos foi produzido numa armadilha magneto-Gtica [3],
as equagoes de Gross-Pitaevski j4 eram conhecidas hd um bom tempo [1].
No entanto, o aprimoramento das técnicas de manipulagio dos condensa-
dos e a possibilidade de realizarmos medidas cada vez mais sofisticadas do
condensado abriu caminho para wuma ampla drea de investigacio tanto ex-
perimental quanto tedrica [36]. Nas condicOes experimentais hoje normais,
ou seja, condensados contendo aproximadamente 10° — 10° particulas com
uma densidade média da ordem de 10'* particulas por em® a aproximagio
de Thomas-Fermi, que consiste em desprezar o termo cinético na equacio
de Gross-Pitaevski, leva a resultados que descrevem bastante bem as propri-
edades do condensado exceto onde o “pardmetro de ordem” (densidade do
condensado, ou no caso de mais de uma espécie, a densidade de pelo menos
uma das espécies) se aproxima de zero. A solugio de Thomas-Fermi para um
condensado apresenta problemas precisamente no ponto em que p = V()
com relacdo a energia cinética, pois a derivada é descontinua. Isto levou, ja
em 1995, ao estudo dos efeitos da energia cinética, principalmente na regiao
sensivel [7], através da solucio da equagio de Gross-Pitaevski estaciondria.
Também para o problema de um condensado com interacao atrativa a solucio
de Thomas-Fermi ndo apresenta resultados satisfatérios.

Os sistemas tornados acessiveis pelas técnicas experimentais dessenvol-
vidas mals recentemente (especialmente o aprisionamento Stico dos dtomos
constituintes} sdo mais ricos em relacdo aos discutidos acima por envolver



atomos de duas espécies diferentes {32].Espera-se que condensados de Bose-
Einstein de gases atémicos de metais alcalinos de mais de um componente
apresentem fendmenos quinticos macroscépicos que nio sio encontrados no
sistema de apenas um condensado. Particularmente, quando tratamos o
problema de dois condensados, a importancia relativa da energia cinética
é maior, pois se a aproximagao de Thomas-Fermi descreve bem as carac-
teristicas principais de um condensado de interacio repulsiva, o mesmo nio
acontece para o caso de dois condensados, onde pequenas variagoes nas cons-
tantes de interagao da ordem da energia cinética envolvida resultam em mu-
dancas quantitativas significativas. Portanto, para tratar o problema de dois
condensados de maneira quantitativamente correta deve-se resolver o par de
equacdes de Gross-Pitaevski acopladas correspondente. Além das dificulda-
des relativas & fronteira externa do sistema, esta comum ao caso mais simples
de um condensado, existe a caracteristica adicional da existéncia de uma mul-
tiplicidade de solu¢es que podem ainda ser interconectadas de védrias formas.
No nivel de Thomas-Fermi as ambiguidades decorrentes deste fato podem ser
tratadas estudando por exemplo a energia total do sistema. A omisséo da
energia cinética pode ser no entanto uma limitaciio importante em deter-
minados casos, em particular para o estudo da estabilidade das diferentes
solugdes estaciondrias obtidas variacionalmente.

3 O problema de dois condensados

A estrutura do estado estaciondrio para sistemas de dois condensados ji foi
bastante estudada. Do ponto de vista tedrico, o e Shenoy [9] foram os
primeiros a determinar os padroes espaciais para o problema de dois conden-
sados, usando a aproximacao de Thomas-Fermi. A solugdo estaciondria nos
informa o padrao espacial dos condensados caracterizado pelos pardmetros do
sistema- frequéncia da armadilha, niumero de atomos de cada componente, os
comprimentos de espalhamento que caracterizam as interagbes inker e entre
espécies. Dependendo da relagio entre os valores destas tltimas, podemos
encontrar solucdes que se separam espacialmente [13, 27]. Assim, depen-
dendo dos valores das constantes de interagdo podemos encontrar regices de
coexisténcia e de separagdo de fases. Dentro desta tltima podemos encontrar
ainda duas diferentes configuragdes dos condensados {16, 28] : uma que pre-
serva e outra que quebra a simetria da Lagrangeana. No caso mais geral, a
simetria a que nos referimos é a simetria espacial, determinada pela forma do
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potencial externo. Por exemplo, para um potencial com simetria esférica, a
solucéo que preserva a simetria da Lagrangeana tem simetria esférica. Porém,
é possivel encontrar também solugdes que ndo sio esfericamente simétricas,
e dizemos entao que tais solugdes quebram a simetria da Lagrangeana. Pu
e Bigelow investigaram numericamente o estado estaciondrio de um sistema,
de dois condensados de espécies atémicas diferentes: Na e Rb, assumindo
simetria esférica [17]. Quando a constante de interagao entre as espécies é
grande, eles encontraram o estado fundamental com um nicleo de Rb cir-
cundado pelo condensado de Sédio e um estado metaestivel constituido por
um centro de Sédio circundado pelo Rubidic. Neste trabalho, eles notaram
também a existéncia de um modo instavel. Depois disto, foi mostrada a
existéncia de solucdes com quebra espontinea de simetria esférica para o
estado fundamental, para as equagdes de Gross-Pitaevski em duas e trés di-
mensdes [16, 28, 20]. Ohberg mostrou ainda que o estado fundamental toma
a forma que quebra ou preserva a simetria da Lagrangeana, dependendo néo
s6 da interacao entre espécies, mas também da auto interacao, do ntimero de
particulas e da forma do potencial, para condensados confinados em arma-
dilhas com simetria cilindrica. Kasamatsu,Yasui ¢ Tsubota [40] analisaram
0 mesmo sistema, ou seja, dois condensados em uma armadilha em forma de
charuto, analisando o problema em apenas uma dimensio, segundo o trata-
mento proposto por Goldstein, Moore, Pu e Meystre [34]. Estes detalham
o espago das possiveis configuragoes das solugdes, como fungdo da constante
de interacdo entre espécies e do nimero de particulas. Detalham as regides
onde deve aparecer estados metaestdveis e estudam a possibilidade de tu-
nelamento entre tais estados e o “verdadeiro” estado fundamental. Estados
metaestaveis também séo encontrados quando tratamos do problema de um
condensado com interacfo atrativa [4]. A energia cinética de ponto zero, em-
bora relativamente pequena, é suficiente para contrabalancear a auto atragéo,
evitando que o condensado colapse e possibilitar a existéncia de um estado
metaestavel. Neste trabalho apresentamos estados metaestdavels que apare-
cem na solugao das equagdes de Gross-Pitaevski acopladas em uma dimensio,
estudando a sua dependéncia com o pardmetro de acoplamento de Josephson
e com o deslocamento relativo entre as armadilhas. Lin, Passos, Hussein, Lee
e Piza [43] estudam tal sistema utilizando a aproximagio gaussiana.

Esse trabalho parte de um ponto de vista pedagdgico e entdo numa pri-
meira parte sdo mostrados topicos que embora ndo constituam resultados
inéditos, contribuem para o esclarecimento de conceitos relevantes. Assim,
discorremos primeiramente sobre o sistema fisico constituido por dois con-

11



densados de espécies atomicas diferentes. Como nfio hé troca de particulas
entre os condensados, o nimero de particulas de cada condensado ¢ fixo, e
este é um sistema mais simples para ser estudado. O modelo bem como os
resultados obtidos sdo apresentanos na secfio ( 4 ). Nessa segio discorremos
também sobre o problema de um condensado numa armadilha com sime-
tria esférica. O método numérico empregado para a solugdo das equacdes
de Gross-Pitaevski é explicado com detalhes nesse caso mais simples e entio
generalizado para o caso de dois condensados. Uma vez dominado o método
de solugao das equagdes de Gross-Pitaevski acopladas para espécies atémicas
diferentes, passaremos a generalizagdo para os casos de inter-conexio entre
condensados ( 5 ), que constitue a parte inédita deste trabalho. O sistema
de dois condensados em armadilhas em forma de charuto com interacio de
Josephson e cujos centros das armadilhas podem variar é tratado em ( 5.2 ).
O modelo é exposto em { 5.2.1 ) e a apresentacio dos resultados para o
padrao espacial, separacfio entre os pacotes e energia total por particulas
como fungao do deslocamento entre as armadilhas e do termo de Josephson
estd em ( 5.2.2 ). Apresentamos entio uma discussao dos erros a fim de res-
ponder a questio sobre o nimero de minimos do funcional da energia para
diferentes deslocamentos entre as armadilhas e valores do termo de acopla-
mento de Josephson ( 5.2.3 ). Finalmente, mostramos alguns resultados para
diferentes valores do numero total de particulas ( 5.2.4 ) .

4 Solucao das equacoes de Gross-Pitaevski
acopladas para espécies atomicas diferen-
tes

4.1 O modelo

A dindmica de dois condensados de espécies atémicas diferentes é tomada
como sendo descrita por uma Lagrangeana

£ o= [ (Gug - 61d0) + 5 (dis— i) +

e [2mav _VR(F)_? el ot
e _f’:iwmv(ff) = 210 = Ao | o P Y
| 2my ’ g T T T A T Fe b ”
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onde @ p) € 0 campo escalar efetivo, associados a bosons de massa my, ) sujei-
tos a um potencial externo de um corpo Vi, (7} ¢ com uma interagao efetiva
de dois corpos representada por um pseudo potencial de contato caracteri-
zado pelo parametro A, expresso em termos do comprimento de espalhamento

a Como

) drhia

(2)

O termo proporcional a Ay decreve colistes entre atomos de espécies dife-
rentes por meio de um potencial de contato. No contexto macroscépico em
que esses sistemas sdo investigados , a dindmica associada a ( 1 ) é tratada
numa, aproximacio de campo médio , que pode ser implementada tratando
B(apy(7) como um “nidmero-¢” com a interpretacdo prs (7) = [P (7)1 5
usual chamar ¢ (7), com estas propriedades de “parametro de ordem” do
sistema.

Isso conduz variacionalmente, de forma essencialmente imediata, as equa-
¢oes de movimento nao lineares:

m

o . K2
iheprap (7, t) = “m
&y

+ (V(a,b} () + Aty | bam) (Fr8) 1P =ity + Aab | by (7o 1) 12) bagy (71 1)

onde o potencial quimico p,4) € associado a condigdo de normalizacao do
parametro de ordem

v? (b(a,b) (?"”*, t) -+ (3)

Naw = [ @ | a7 0) I (4)

e é introduzido na Lagrangeana como um multiplicador de Lagrange. O
termo proporcional a Ay acopla as duas equacdes, pois depende da densi-
dade da outra espécie atdomica. Tais equagOes sdo conhecida no presente
contexto como equagdes de Gross-Pitaevski acopladas. Se estamos procu-
rando solugoes estacionarias devemos resolver as equacoes de Gross-Pitaevski
independentes do tempo:

2m

£2
l__fi_.w + Vo) 4 Ao | 6a(F) |F —tta + Aap | @5 [2J $o(7) =0 (5)

2
LJLW+WW+%WWNLM+%M%d%@: (©)

2my,

13



O limite de validade da aproximacdo de Gross-Pitaevski (limite do géds di~
luto), a saber
pa® << 1

onde p é a densidade, implica numa hierarquia de escalas tipicas
1 1

6 <p78 < (pa) )
p‘% é a escala de comprimento relacionada a distancia média entre as particu-
las, enquanto (pa)““% estd relacionado ao comprimento de onda de De Broglie.
Ha menos de um ano foi mostrado que as condigdes experimentals nas quais
os condensados sdo hoje produzidos estdo pelo menos muitos proximas do
chamado limite de Gross-Pitaevski, onde as solugfes das equacdes de Gross-
Pitaevski tornam-se exatas [44]. Tal limite corresponde a tomar o nimero de
particulas tendendo ao infinito, porém mantendo o produto Na, bem como o
volume, constantes. Em tal limite ndo ha deplecio do condensado e portanto
o efeito das correlagdes pode ser desprezado. A hierarquia ( 7 ) é reforcada
em tal limite.

4.2 Solugao da Equacao de Gross-Pitaevski para um
condensado

Comegamos estudando a solugho da equacio de Gross-Pitaevski para apenas
um condensado. Escolhemos o método que pareceu mais simples do ponto
de vista numérico {8], e que ¢ utilizado com frequéncia ¢ de modo satis-
fatdrio para resolver equagdes de Schéredinger ndo-lineares [30, 35, 11, 10].
O método numérico consiste basicamente em introduzir wma varidvel auxi-
liar, muitas vezes referida como intervalo de tempo imagindrio, que através
de uma falsa dinfimica, evolue o sistema para o minimo do funcional da encr-
gla, iterativamente. Este utiliza~se do fato que a equagio de Gross-Pitaevski
para um condensado pode ser deduzida também através da minimizacio do
funcional da energia

®)

F -"—fd% £|V¢IZ+V(vﬂI¢IZ-+5J¢
S 2m, 2

Variando este funcional em primeira ordem temos:
OF
AFgp = =N 9
or =55 ¢ (9)
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para que esta aproximacao seja valida ¢ necessdrio que o termo de segunda
ordem seja desprezivel em relagiio ao termo de primeira ordem. Isto ocorrerd
se A¢ for pequeno. Podemos procurar o minimo deste potencial introduzindo
uma varidvel auxiliar t. Assim:

oF  SF 8¢ )
= o 1
Gt O 6t ( ‘0)
% SF 64
.
50 = ot {11)
entao ,
oF O
- ((57) (12)

que é uma quantidade estritamente negativa. Ou seja, se a equagho ( 11 ) é
satisfeita , sabemos que o sistema evoluird para o minimo. Mas

oF ”
55 = H (13)
onde 52
H = |~V 4 V() + A | () (14)

Nota-se, em termos de H a equacdo de Gross-Pitacvski escreve-se:
(H —p)dp=0
Finalmente reescrevemos ( 11 ), substituindo ( 13 ) como
Ab = —HpAL (15)

A equagio ( 15 ) nos diz que At deve ser escolhido pequeno, pois é propor-
cional a A¢. Finalmente

Priar = ¢y — HpAL (16)

resolvemos ( 16 ) iterativamente, utilizando a solucio de Thomas-Fermi como
fungdo tentativa inicial, ou seja, 0 ¢y da primeira iteragio. A solucio é obtida
até o nivel de precisdo desejado, caracterizado pela funcio erro:

erre = Z(G’ﬁwm - @)2 (17)
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Nota-se que no funcional Fyp nio aparece o potencial quimico. De fato,
i fol introduzido na Lagrangeana como um multiplicador de Lagrange para
assegurar que o mimero de particulas se mantivesse constante. Neste método
alternativo, tal fato é assegurado normalizando-se a funcio de onda a cada
iteragdo. Uma maneira de fazer isto é obter a solucio de Thomas-Fermi
para um dado p, calcular o N correspondente integrando-se a densidade em
d*r. Depois basta utilizar a solugio de Thomas-Fermi normalizada como
funcio tentativa e impor a cada iteragio que a norma de ¢ scja um. Tal
procedimento serd utilizado para o caso de dois condensados. Quando tra-
balhamos com apenas um condensado existe uma maneira mais estilosa de
obter o mesmo efeito. Se aplicarmos as seguintes transformacdes, obteremos
varidveis adimensionais e a nova funcio de onda terd norma igual a um por
construcdo:

N
¢ = b—S?/) (18)
7= by’ (19)
onde
5
b= ) ——
o (20)

Neste ponto é necessario fixar a forma do potencial externo que estamos
trabalhando, no caso um potencial de oscilador simples, harmonico:

M ?r?

Vi =5

Desta maneira, a nova equagao de Gross-Pitaevski fica:

(H' — 204 = By (21)
Com
E' = hwE
o= hwp
e
H = -N2 40 |y (22)
onde AN
m
U g = 8ralN (23)



Nota-se que

30 zmi 3 21_35___‘_]'_ 3, 9
fd7|zpl—b3'/dr[¢>|N-—Nfdfr|(/5|—1 (24)

como desejado. A solugiio de Thomas-Fermi é trivial:

Dyl 42
| P= T (25)
u
se
T
e
|9 =0
se
o’ <

Assim existe um 7’ critico (r) onde o pardmetro de ordem val abruptamente
a zero.

Lembrando disto ¢ impondo gue tal solugio tenha norma um, conseguimos
escrever p' em termos de u:

1 (15u\%/5
!
= (228 2
K 2(8’71’) (26)

como a relagdo ( 23 ) nos mostra v como funcio de N, sabemos relacionar
@ com N, neste caso mais simples de apenas um condensado.Ou seja, os
pardmetros do nosso programa numérico que implementa tal modelo e gera
a solugao de Gross-Pitaevski para um condensado sao a, b e N. Utilizamos
os mestmos valores numéricos do artigo [8] para os dois primeiros parimetros,
a saber:

a =5.2910""m

bh=1.2210""m

Trataremos apenas de condensados com interacdo repulsiva, portanto ndo
precisamos nos preocupar com a estabilidade das solugdes obtidas. N é pe-
dido como uma entrada do programa, que foi escrito em FORTRAN. Para
a integracdo utilizamos o método de Simpson e para as derivadas usamos
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diferencas finitas. Notamos que At poderia variar com 7' e portanto introdu-
zimos a seguinte parametrizagio a fim de apressar a convergéncia da solugéo:

At =T (tanh 7"2)2

Observamos ainda que do ponto de vista numérico é preferivel trabalhar com
a funcdo de onda radial ff’% A conversdo entre a funcio de onda radial e
o parametro de ordem é trivial. No programa, a funcdo de onda é discre-
tizada e representada por um vetor de 250 pontos. O programa apresenta
dois critérios para cessar as iterages: um nimero maximo de iteragdes (cha-
mado nas figuras de ’{ter’) ou um erro menor que um certo valor (o aparece
nas legendas das figuras seguintes como ’err’). Mais ainda, se por exem-
plo mandarmos o computador iterar 2000 vezes, ele retornaréd como saida o
erro (como definido em 17 ) obtido na ttima iteragio. Se fixarmos o erro,
0 programa retorna o numero de iteragdes ocorridas. Utilizamos sempre
N=5000. Essencial para o funcionamento do método ¢ o fato que At deve
ser suficientemente pequeno. Comecamos entio com T = 1077, mas a con-
vergéncia para este valor é muito demorada. Para T = 107° a convergéncia
ainda é lenta, porém conseguimos chegar & solucio (') como mostra a
figura 1. Finalmente, observamos que o melhor valor ¢ T' = 10~ que d4 ori-
gem rapidamente & solucdo correta, como sabemos pois comparamos com a
solucdo obtida utilizando-se o parfmetro menor, como mostrado na figura 2.
Conseguimos reproduzir os resultados da equagio de CGross-Pitaevski para
um condensado. Observamos que o efeito da inclusio da energia cinética é
suavizar a queda do pardmetro de ordem em direcio a zero conforme aumen-
tamos 7', fato em destaque na figura 3. Nota-se, como esperado, que a energia
cinética s0 modifica o pardmetro de ordem na regido que este aproxima-se de
zero. O método exposto ¢ intuitivo e funciona. Passemos entdo para a sua
generalizagdo para o caso de dois condensados.
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Figura 1 :Solugdo da equagao de Gross—Pitaevskii

T=10E-5
0.02 : T ;
e Thomas-Fermi
—-— emr=1E~10
T -~~~ arr=te-11 e 4201 iter
- 5000 iter e err=7E-12

0.015
T
)
2
w
@
e 001
5
=
‘B
[:%

0.005 F

\
U 1. — 1 B | .
[ 5 10 18 20

r(em unidades do oscilador)

Figura 1: Comparacio entre a solucio de Thomas-Fermi para um condensado
com a de Gross-Pitaevski para AT igual a 107° para diversos critérios de
parada: dois valores para o erro a saber 1079 e 107! e niimero méximo de
iteragdes igual a 5000.
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Figura 2 : Solugdo da equagao de Gross—Pitaevskii

Comparacgao para diferentes T's

- Thomas-Fermi
1 5000 iter e err=7E-12
T o d=1e-04 , iter=1000 g err=1.9¢-10
0.015 |
T
o
2
w
5
£ c.01
k=1
&
B
o
0.005 +
{J 1 1. L]
c 5 10 15 20

'( r em unidades de b)

Figura 2: Comparagdo entre a solucdo de Thomas-Fermi para um condensado
com a de Gross-Pitaevski para AT igual a 107 ¢ niimero méximo de iteragoes
igual a 5000 e com AT igual a 10~ ¢ 1000 iteragdes.
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Figura 3 : zoom na regiao critica

T=10E-5
0.006 i T
0.004

F
j=
o2
w
=
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5
KA
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- err=1E-10 . S

o} ---- em=10e-12 ¢ 4291 ter B L T
5000 iter
o iter=12000 e err=1.16e-12
e ez 5000, err=5,2e-13
-0.002 . ! !
10 H 12 13 14

r' {r em unidades de b)

Figura 3: Zoom na regido critica para a solucio de Gross-Pitaevski para um
condensado para AT igual a 107°.
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4.3 Solucao das Equagoes de Gross-Pitaevski acopla-
das

Poderfamos seguir exatamente os mesmos passos descritos na secio anterior
e definir uma transformacio de varidveis que torna as varidveis adimensionais
e as fungoes de onda normalizadas. Acharlamos entdo a solucio de Thomas-
Fermi e impondo a normalizagao acharfamos duas equagdes algébricas acopla-
das para os potenciais quimicos em fungdo dos niimeros de particulas. Este é
um caminho possivel, porém é muito menos trabalhoso e téo eficiente quanto
apenas tornar as varidveis adimensionais, achar a solucio de Thomas-Fermi
e entao integra-las numericamente, encontrando o numero de particulas cor-
respondente e normalizando a solucio de Thomas-Fermi, que estard entio
pronta para servir de funcao tentativa no algoritmo que resolve as equagses
de Gross-Pitaevski acopladas. Assim, definimos as transformacoes:

r = b
i3
b=
MaW (27)
1
Po = b_gd)a (28)

1
by = \/b—:’f/)b (29)

o que transforma as equacoes ( 53 ) e ( 54 ) em:

[t | 00 |2 =208 ] 00 == 0 (30)
o+t | | ~2p1p) 4hy = 0 (31)
com
hy ==V 402 by | 9, 2 (32)
= =29 gy |, 2 (33)
My My
‘ 2A
a,M{a b
Ufa,b) = ——(—FL)%—(—)- (34)
2 _
Uah = (35)
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A generalizacdo do método iterativo de busca do minimo do funcional da
energia é direta:

W) = Wapy — HiatyPian Dt (36)
onde

Hiapy = Mgy + Uab | Ppa) I° (37)

Passemos entdo a questdao mais delicada de encontrar a solucio de Thomas-
Fermi, que corresponde a eliminar o termo cinético de { 30 ) ¢ ( 31 ) . Este
resultado ¢ conhecido. Adaptaremos os cdlculos da referéncia [9] , para o
nosso caso de varidveis adimensionais. Trabalharemos, entdo, com o 3 Rb
que serd o elemento o e com o ®Na (clemento b). Definindo potenciais
quimicos efetivos:

pel = 2 7" (38)
uet = oy — by (39)

escrevemos as equacoes de Thomas-Fermi como:
2 2
(o | o |7 =48 + gy | ¥ [P)1he = 0 (40)

(o | 4 12 =157+t | Y [ = 0 (41)

Existem quatro solucbes possiveis:
1. regiao 0
A auséncia total de particulas:
Yo =1y =0
2. regiao 1
A existéncia apenas das particulas a:

ef
o= 00 | o 2= L

3. regiao 2
Le[
ou das b: 9, = 0 ¢ |y [?= Ho-

KUIN
4. regiao 3

Uma “fase” mista onde coexistem particulas a e b
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ef ef
. Ugh L Up Lt
[?/Ja |22 a 26 — a (42)
U Uag Uy

f
ettt — 1 L,
| 1y [P= gt (43)

ULy — UgUp

O que determina em qual das quatro regides estamos sfo os valores dos
potencias quimicos efetivos. A fronteira entre as regides sao as de densidade
de particula nula:

Y (44)
woow
entre as regioes 3 e 2, onde 1, =0 .
Py e (45)
ue g
entre as regides 3 e 1, onde 1, = 0 .
wel =0 (46)
entre as regioes 0 e 2.
! = (47)

entre as regices 0 e 1.

Dependendo da escolha dos potenciais quimicos e conforme ' varia per-
correremos uma trajetéria no plano (u¢/, ,u,gf ), que pode atravessar mais de
uma regiao. Assim, devemos tomar o cuidado de usar a solugéo correta para
cada r'. Usamos os mesmos valores para os A's da referéncia [9] a saber:

Ao = 9.604 x 107%erg.cm?®

Ny = 17.78 107 ®erg.om®
Aas = 6.636 x 10" **erg.cm?

Tal escolha de Ay, corresponde a uma interacao repulsiva entre os conden-
sados. As constantes u,, U € Ug 580 calculadas usando-se { 34 ) e ( 35 ).
Usamos w = 180H z e as massas sdo encontradas em qualquer tabela atomica.
Escolhemos uy, = 2.251,, 0 que nos coloca dentro da regido 3 {coexisténcia de
“fases” ), préximo & fronteira com a regiao 2. Conforme r’ aumente, espera-
mos que o condensado de Rubidio vd a zero, restando apenas o condensado
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de Sédio, até que este ultimo também anule-se. A funcao de onda é continua
nestes pontos de transiciao entre diferentes regides, porém sua derivada é des-
continua.E possivel saber os valores de 7 onde ocorrem tais mudancas. A
transicdo entre as regides 3 e 2 ocorre quando ( ver equagiio 44 ):

A

w o w

' 42 .
2y =%

2p — TR

e o condensado de Sédio vai a zero quando ( equagho 47 ):

My
2ty — —1% =0
My
Ty
2, = —r"
Ma

A figura 4 mostra | 9 (") |* para tal solugio. Como comentado anteri-
ormente, o pardmetro de ordem nio estd normalizado. Calculamos nume-
ricamente através do método de Simpson o ndmero de particulas, a saber:
N, = 0.2555 ¢ NV, = 464.8. Uma ves normalizadas, as fungdes de onda
estdo prontas a servirem de entrada no algoritmo que calcula a solucio de
Grosss-Pitaevski. A figura 5 mostra as fun¢es de onda radiais na apro-
ximagao de Thomas-Fermi ¢ a solucdo de Gross-Pitacvski. A figura 6 mostra
o pardametro de ordem da solugio de Gross-Pitaevski, nio normalizado, a fim
de ser comparado com a solugio de Thomas-Fermi ( figura 4 ). Concluimos
gque o termo de energia cinética suaviza as descontinuidades na derivada do
parametro de ordem nos pontos onde pelo menos um dos condensados val
a zero. De um ponto de vista mais pratico, tal estudo é importante pois
nos possibilita dar suporte tedrico a iniciativas experimentais mostrando os
valores possiveis de Ay que geram solugdes aceitdvels. Podemos notar que
as solugdes dependem de modo delicado dos pardmetros iniciais. Ou seja,
escolhas ligeiramente diferentes de p, € pp podem gerar solugdes muito dis-
tintas. p, ey estdo diretamente relacionados a N, e N,. Continuando tal
estudo poderiamos responder a seguinte questio: Qual o melbhor ntiimero de
particulas com que devemos preparar ¢ aparato experimental a fim de obser-
varmos condensacao de duas espécies diferentes na mesma armadilha. Este
porém nao foi o caminho seguido. Decidiu-se por uma linha mais teérica e
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Figura 4. Pardmetro de ordem

Aproximagac de Thomas—Fermi

15 ! r 1 -
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Figuara 4: Solu¢do de Thomas-Fermi para mistura de condensados de Sédio
e Rubidio.
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Figura 5: Fun¢éo de onda radial

Thomas-Fermi e Gross~Pitaevskii
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Figura 5: Comparacgio da funcdo de onda radial U(r) = rUpara a mistura

de condensados de Sodio ¢ Rubidio entre a solugdo de Thomas-Fermi ¢ a de
Gross-Pitaevski.
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Figura 6: ParAmetro de ordem

Gross—Pitaevskii

15 - ' ‘ '
-~ Rubicio
- Sodio
)
=
2
T
@ - T
E T
O e
£ T~
E T
B .
] -,
5 s,
2 N
o AN
g *,
\\
b= \\
AY
A
N
0 i X .
0 1 2 3 4

r' {r em unidades de b)

Figura 6: Pardmetro de ordem para a solucio de Gross-Pitaevski para a
mistura de condensados de Sédio e Rubidio.
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incluimos a possibilidade de troca de particulas entre os meios, assunto que
é tratado no préximo capitulo. Até essa se¢do apenas reproduzimos resulta-
dos conhecidos a fim de ganhar intimidade com a solugdo das equagdes de
Gross-Pitaevski acopladas. A partir de agora passamos a discorrer sobre a
parte deste trabalho que é inédita.

5 Termo de Josephson interno

O problema especifico que passamos a estudar ¢ o sistema formado por dois
condensados de Rubidio (37 Rb) em estados hiperfinos diferentes, a saber:

f=1,mp=—1)

if=2,m;=1)

12 possivel entao promover troca de populagio entre os dois niveis atémicos
em questdo, através de uma fonte de microonda externa. Neste trabalho
estudamos como o padrio espacial das fun¢es de onda para os condensados
variam como funcéo da intensidade da fonte externa incidente (o que, do
ponto de vista tedrico é deserito através do pardmetro de acoplamento de
Josephson). Estudamos o caso geral em que os centros das armadilhas para
cada um dos condensados podem estar deslocados. A varidvel espacial que
escolhemos para caracterizar o sistema de dois condensados é a separacao
entre os pacotes, definida como a diferenca entre as posi¢oes médias de cada
condensado. Sinteticamenie, este trabalho estuda o efeito da atracdo resul-
tante da existéncia de uma fonte de microondas externa capaz de promover
troca entre as populacdes entre os dois estados hiperfinos, para diferentes se-
paragoes entre os centros das armadilhas. BEsse sistema ainda é relativamente
pouco estudado especialmente se comparado com o efeito de Josephson ex-
terno, onde apenas um condensado encontra-se numa armadilha que tem dois
minimos que definem dois estados quinticos diferentes, porém indistinguiveis.
Segundo o artigo de revisio {41], a melhor aproximacio a este sistema (efeito
de Josephson interno) realizadas experimentalmente séo os trabalhos de Hall
e colaboradores [22] e [23]. Estudamos dois modelos unidimensionais diferen-
tes para tal sistema. Primeiro, estudamos uma lagrangeana unidimensional
gue pretende descrever as caracteristicas principais do problema fisico real e
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tridimensional. Tal modelo e resultados sdo mostrados na segiio ( 5.1 ). De-
pois partimos para uma situacio quase-unidimensional, a saber, condensados
em forma de charuto.

5.1 Tratamento teérico unidimensional para o sistema
tridimensional
Estudamos um tratamento unidimensional {26} que pretende mimicar o caso

real de dois condensados tridimensionais nos diferentes estados hiperfinos. A
seguinte Lagrangeana descreve o sistema de dois condensados

L= 5 (Fhba—dide) + 5 (B0 — 0ih) =
N 1, 5 Aay, 2
R L

om 822 2
+ Qi + "y da) (48)

* W& 1 2 2 Ap 2 2 2
+¢y, — — —mw(z+ 2)” "QWIfM o = Agp | Do |7] o |7+

onde ¢4y ¢ 0 campo escalar efetivo, associados a bosons de massa m sujeitos
a um potencial externo de um corpo

1 ,
Viewy(z) = w2~muﬂ(z + 7)°

onde zy é o deslocamento do centro da armadilha em relacdo & origem, e com
uma interagio efetiva de dois corpos representada por um pseudo potencial de
contato caracterizado pelo pardmetro A, expresso em termos do comprimento
de espalhamento ¢ como

a
A= Zose (49)
R
Zoge = \/"‘ﬂ"i; (OO)

Nota-se que o parametro A que caracteriza as interagoes tem dimensao e
definigio diferentes neste modelo unidimensional [26] se comparado com a
sua forma mais usual 12
drh*a .
A = e (51)
m

30



O termo proporcional a Ay, decreve colisbes entre atomos de estados hiper-
finos diferentes por meio de um potencial de contato. {2 é o parmetro que
caracteriza o acoplamento entre os estados diferentes e assim permite troca
de particulas entre os meios. Tal tratamento serd aqui admitido { como é
usual), para a sua justificativa nos referimos a [41] e [19]. Na secdo 5 apre-
sentaremos resultados de como algumas grandezas caracteristicas do sistema
variam com £2, chamado entdo de “Termo de Josephson”. A dindmica asso-
ciada a ( 48 ) é tratada numa aproximacéo de campo médio e as equagdes
de movimento ndo lineares correspondentes sdo:

. h? 8‘2
(2, t) = W%”é“zgfﬁ(a,b) (2,1) +
+ (Vias (2) + Mopy | ey (2:6) 1P =1+ dan | o) (2:8) [*) bapy(2,2)

”*ng(b,a} (Za t)

onde o potencial quimico u é associado a condigdo de normalizacio do para-
metro de ordem

N = [dz(|6(2) P+ dw() 1) (52)

e é introduzido na Lagrangeana como um multiplicador de Lagrange. Nota-
se que nesse caso impomos apenas wm vinculo, que assegura que o nimero
total de particulas mantenha-se constante. Com a introdugdo do termo de Jo-
sephson, as densidades de cada um dos condensados pode variar. Os termos
proporcionais a Ag € £ acoplam as duas equagfes. Se estamos procurando
solugdes estaciondrias devemos resolver as equagoes de Gross-Pitaevski inde-
pendentes do tempo:

?—‘2 2

["’"é%ﬁ%"z' + Va(z) + )‘a ! (/ba(z) ]2 -+ /\ab | (lﬁb |2] (fsa(z) _Q¢b(z) =0 (53)
ﬁz 52 2 2

[--%-5;5 4+ Vi(2) + M L ul2) |2~ ey | o | } do(z) = Qa(2) = 0 (54)

O funcional da energia, que pode ser deduzido a partir da Lagrangeana ( 48 ),
¢ dado por:

. B d 2, M 4
or = [dn | SRR 6 P+ 0t

m ' Jz?
h? 82(/5b Xy
%ngglg*l*%(z) |¢bi2+*§|¢b|d+
Fhap | Ba 1P by 1P+ Qb + QF Pl a) (55)
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Para utilizar o método numérico exposto na secdo anterior devemos apli-
car as seguintes transformacoes, que tornam as grandezas adimensionais:

definindo

o= hwu'

. AN

L=

huwb

Q

Q=

heo
; 0% (¢~ z)* :
ho=—57+ 40 + g | 2P |
) o? 74 zh)? .
hb = ~8z’2 + ( i 0) -+ Uy l Py |2

escrevemos as equactes de Gross-Pitaevski como:

[h’:z i gy | W |2] o~ Sty =0

[y = 11+ | e P] 4 — Yt = 0

(56)

(59)
(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

A cada passo impomos que a funcao de onda total ¥, de componentes 1,
e 1y, tenha norma igual a um. Desde modo, os médulos das componentes
passam a representar densidades parciais de cada condensado. Pela propria
natureza do método, podemos encontrar solugdes que nao correspondem a
um minimo global, mas sdo apenas minimos locais. Quando resolvemos as
equagoes de Gross-Pitaevski estaciondrias para temperatura zero, o minimo
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global associado a um conjunto de pardmetros é o chamado estado fun-
damental, enquanto os minimos locais estdo associados a estados meta-
estaveis. Uma vez que obtemos as solugoes das equagoes de Gross-Pitaevski,
podemos voltar ao funcional da energia { 55 ) e calcular o valor da energia
total, bem como os valores dos diversos termos da energia (por particula),
assim definidos: Energia cinética por particula:

. 1 ; 8’(/)(0”1,) 5
Euin = T / a7 | el 7 (65)

Energia potencial (da armadilha) por particula:

1
Epor = hw[ / d2' (7' = 2)* | g 7] (66)

Energia de auto-repulsio por particula:

1 a1
5auto == hw{au(a,b) fdz "2" | ’tp |1] (67)

Energia de repulsio entre os condensados por particula:

1 ;
Eontre = 'f},w[zuab [ dz' | e 1°1 oy 7] (68)

Energia devido ao acoplamento de Josephson:
Ejop = hio[—20Y f 2 e |l s | (69)

Inicialmente resolvemos as equagdes de Gross-Pitaevski (EGP) para os mes-
mos pardmetros do artigo [43], onde as constantes que determinam as in-
teracdes inter e entre condensados sdo tomadas todas iguais. Neste caso es-
pecifico, além da simetria espacial de reflexdo em relagido ao eixo z (quando
zp = 0), temos também a simetria por troca de particulas. O estado que
preserva a simetria da Lagrangeana apresenta estas duas simetrias separa-
damente, enquanto o estado que guebra a simetria é simétrico apenas pelo
produto de tais transformagoes, e nao por cada uma delas separadamente.
Uma comparacio entre os resultados fornecidos pela aproximagio gaussiana
e pela solugio das EGP sdo mostrados na seciio ( 5.1.2 }. Tal estudo de-
fine conceitos que serdo utilizados na andlise das solugdes das equacgdes de
Gross-Pitaevski para pardmetros realistas { ver segéo 5.1.3 ).
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5.1.1 Resultados
5.1.2 Comparacido com a aproximacao gaussiana

Como no artigo [43], as constantes de interacéio inter e entre condensados sio
iguais a
A= 17,5ums™'h

positivas e portanto representam interagdes repulsivas. Ou seja, os conden-
sados se auto-repelem e se repelem entre si. A frequéncia da armadilha é

v==060Hz
e 0 namero total de particulas é igual a
N = 23.000

o que pretende simular o campo médio para a situacdo real e tridimensio-
nal de 500.000 dtomos [26]. Tais sio os pardmetros do nosso modelo. As
constantes que caracterizam a interacfio inter e entre os condensados sao
tornadas adimensionais segundo a transformacio ( 61 ) mostrada na secdo
anterior 5.1. Fazendo isto para os valores acima citados e utilizando valores
tabelados para /i e para a massa dos dtomos de Rubidio resulta u {pardmetro
adimensional que caracteriza as interagdes inter e entre condensados) igual
a 1024. As varidveis, a saber z ¢ 2, também sdo tornadas adimensionais
através de ( 56 ) e { 62 ). Utilizamos gaussianas adimensionais e de norma
igual a um como fungdo tentativa inicial no método iterativo para busca das
solugdes:

o= T (70)

o ltnico pardmetro caracteristico é o deslocamento em relacio a origem da
coordenadas(z ). Tal forma tdo simples para a gaussiana é obtida pois o
parametro do oscilador definido por ( 50 ), que tem dimensao de compri-
mento, corresponde a largura da gaussiana que é solugado para o problema
livre (livre, neste contexto, refere-se a aproximacéo obtida quando fazemos as
constantes de interacdo iguais a zero e a equagio de Gross-Pitaevski reduz-
se a equacgio de Schoredinger usual para o oscilador harménico). Para os
pardmetros utilizados neste trabalho temos:

Fose = L.Aum
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Na aproximagio gaussiana fixa-se a forma da funcio de onda {gaussiana) e
entdo através de um método variacional determina-se analiticamente quais
s&o os parametros da gaussiana que minimizam o funcional da energia. Po-
deriamos ter utilizado os resultados da aproximacao gaussiana, que para
cada conjunto de parametros N, A\, w, ) prediz qual serd o deslocamento de
cada condensado em relagdo a origem. Preferimos resolver as equacdes de
Gross-Pitaevski de forma independente da aproximagdo gaussiana. Utiliza-
mos, porém, os resultados obtidos através dessa como guia. Observado a
figura 7, que foi copiada do artigo [43] nota-se que a separagio entre 08 paco-
tes é positiva mas menor que 8 em unidades do oscilador, qualquer que seja
o valor da separacio entre as armadilhas.

Partimos entfio de (a) gaussianas bastante separadas ( na pratica, utili-
zamos a funcio tentativa inicial ( 70 ) com Z = 4 ) para o termo de Joseph-
son igual a zero (minima atragio) , e encontramos uma solucdo batizada de
solucao separada, pois ao calcularmos a separacao entre os pacotes, através
da diferenca entre os valores médios de z, encontramos valores maiores do que
os relativos & outra solucio, chamada junta (b) obtida a partir de gaussianas
superpostas { Z = 0) e para termo de Josephson igual a 6.6. A partir destas
solucoes, aumentando §2 no caso das solugdes separadas e diminuindo £ no
caso das solugbes juntas, geramos dois ramos de solucgtes : o ramo junto e o
ramo separado. Estudamos dois valores de separacio entre as armadilhas:
zy = 0, valor para o qual a Lagrangeana tem simetria de reflexiio e zp = 0.08,
que na aproximacio gaussiana apresenta um “back-bending” (ou seja, para
uma faixa de termos de Josephson, escontra-se trés solucoes, dois minimos e
um maximo do potencial) como mostra a figura 7. A figura 8 mostra os dois
ramos obtidos para zp = 0.

Para sabermos qual é o estado fundamental e qual o metaestavel devemos
analisar o valor da energia total para os ramos. A figura 8 traz esta andlise,
mostrando que o ramo junto corresponde ao estado fundamental e portanto
o ramos separado é o metaestivel. Analisando os padroes espacias das com-
ponentes para os dois ramos, mostrados nas figuras 9, notamos que o estado
fundamental corresponde ao estado que preserva a simetria da Lagrangeana,
enquanto o estado metaestdavel quebra a simetria. Nestas figuras mostra~
mos as componentes i, e i, para os valores maximo e minimo do termo
de Josephson. Fizemos o mesmo tipo de andalise para z; = 0.08. Embora
tenhamos mantido a nomenclatura ramos junto e saparado, ambas solugoes
estdo separadas espacialmente como mostram os padrdes espaciais mostrados
nas figuras 11. As solugdes ditas “juntas” (estado fundamental) estdo mais
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Figura 7: Separacao entre os pacotes como funcao do termo de Josephson,
resultados da aproximagio gaussiana (em unidades do oscilador). Da es-
querda para a direita, as curvas correspondem a valores de zp iguais a 0,
0.08, 0.23, 0.3 z,5.. Para as curvas que apresentam mais de uma solugio,
a linha cheia representa estados instaveis, a linha tracejada pequena repre-
senta estados metaestdveis e a linha tracejada grande representa os estados
fundamentais. Ainda, para zp = 0, os estados fundamentais coincidem com
0 eixo de separagio entre os pacotes igual a zero.
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Figura 8: Separacdo entre os pacotes e energia total por particula como
funcido do termo de Josephson para os dois ramos de solugoes, zp = 0.
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Padrao espacial
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proximas que as solugbes ditas separadas (estado metaestivel), o que pode
ser visto de forma mais clara na figura 10. Concluindo a nossa comparacao
com os resultados obtidos através da aproximacio gaussiana, observa-se que
ndo aparece back-bending na solugio das equagdes de Gross-Pitaevski. Para
essa, sempre existem dois ramos de solugdes, sendo que um corresponde ao
estado fundamental e outro a um estado metaestavel. Devemos tomar um
certo cuidado com tal comparacio pois a aproximacio gaussiana procura
extremos do funcional da energia, enquanto as equagdes de Gross-Pitaevski
valem apenas para os minimos do funcional. Assim, quando analisamos o
back-bending mostrado na figura 7, devemos levar em conta que a linha as-
cendente que une as duas solugdes estavels na aproximagio gaussiana para
zg = 0.08 corresponde a um maximo do funcional da energia. Tal solugio
nao pode ser encontrada pelo nosso método que procura apenas minimos.
Porém nossos resultados indicam que tal “solucio” existe pois encontramos
sempre dois minimos para o funcional da energia e matematicamente sempre
existe um maximo entre dois minimos. E possivel porém modificar 0 método
empregado a fim de encontrar este maximo.

5.1.3 DModelo com parametros realistas

Na secao anterior fizemos as constantes de interacfio entre e inter condensados
todas iguais a fim de observar a quebra de simetria da Lagrangeana. Se
utilizamos valores realistas para tais pardmetros temos que

g = 0.9TUw

Uy — 1.03uab

onde %y ¢ 0 pardmetro de intera¢io definido por ( 61 } onde A é calculado
através de (49 ) com o comprimento de espalhamento inter espécies igual a
a = 5, 5nm. Com tais pardmetros, a Lagrangeana nfo ¢ mais simétrica pela
troca de particulas, apenas é simétrica por reflexfio, somente quando z, = 0.

As figuras 12 a 17 mostram as separacOes entre os pacotes como funcio do
termo de Josephson para diversas separacoes entre as armadilhas entre 0 e
1 unidade do oscilador harménico (z,s.), juntamente com a energia total por
particulas. O padrao é bastante parecido com os encontrados anteriormente.
Existem sempre duas solugdes, uma corresponde ao estado fundamental e
outra ao estado metaestavel. Tal distin¢do sé pode ser definida ao obser-
varmos os respectivos graficos da energia total por particulas como funcio
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Separagao entre os pacotes

3 T T ;
O separadas
[1juntas
— 250
PR T
a (@] o
3 O
R & o] o
i O
g 2 ° o "
@ ]
(=5
8 !
£ 0
‘E -
& 1.5 F
n
8 v
0] - "
2 1
] 0
& 9 o
o 4L E
0.5 : i :
0 2 4 6 8
Termo de Josephson (U, 0sc. )
Energia total por particula
6 e,
0 O separadas
(W] fljuntas
o} o C],
A
& |
,B._.s [
© n ©
2 O
I
5 D Q
o
g . O
ﬁ O
4 r 0 o
=]
o
&
3 A El
0 5 10 15

Termo de Josephson (u. osc.)

Figura 15: Separacio entre os pacotes e energia total por particula como
funcao do termo de Josephson, zp = 0.5.



Separagao entre o0s pacotes

3 T T
O separadas
[1juntas
7 9 o
25 C 0 o 4
o o o
O
O
A @]
0
2 e

]
W]

—_
n
T

£l

Separagdo entre os pacotes (uU. osc.)

0
1 _
0.5 L L L
Q 2 4 ] 8
Termo de Josephson {u. osc.)
Energia total por particula
& : 1
(I separadas
{fjuntas
B 5} o
9o
55 o 0 o
.g ) o
© ] o
5 o}
5 I
o o
o ]
2 O
.% 4 ! o
& ‘
& £
!
0
3 S N t PP —
0 5 10 15

Termo de Josephson (u, 0s¢.)

Figura 16: Separacdo entre os pacotes e energia total por particula como
funcao do termo de Josephson, zp = 0.8.

46



Separac¢ao entre os pacotes

3 T 7 T
O separadas
Cijuntas
o © o
" o °© o o o
; - O
% 25 S o o
© o 'e)
2
@ r1
8 .
2 ]
o I
8 ok o
® o
5 u)
- 0
& C
G oo
& 15 )
w
1 1 E S P
0 2 4 6 8
Terme de Josephson (u. 0sc.)
Energia total por particula
55 —
3! C separados
@] tjuntos
&
-~ B
5 (R ] o
Q -
3 % o
g it o O
= 4.5 |
» G
o @]
o @]
§ at o O
i
& n
g
o
|
? a5t k
0
3 [ 1 1 -
0 5 10 15

Termo de Josephson {u. 0sc.)

Figura 17: Separacio entre os pacotes e energia total por particula como
funcio do termo de Josephson, z = 1.0.

A7



Fungéo de onda (adimensional)

Padrao espacial

0.4 i r T

e juntos
- separados

o
w

=4
[

0.1

10 20

z{u. o0sc.)

Figura 18: Padrio espacial zp = 1.0, ramos junto e separado, {2 = 0.6.

48



do termo de Josephson para os dois ramos. Distintamente do caso anterior,
para pardmetros realistas observamos uma estrutura mais rica. Por exem-
plo, na figura 5.1.3 para z; = 0.5 observa-se que para valores pequenos do
pardmetro de Josephson o estado fundamental corresponde ao ramo junto,
porém acima de um pardmetro critico a solucgdo separada passa a ser o estado
fundamental. Para zy = 0.8 e 2y == 1 nio observamos tal estrutura, porém
os dois ramos se juntam para valores pequenos do termo de Josephson. Para
pequenas separacoes entre as armadilhas observa-se o esperado: o ramo junto
é 0 estado fundamental, o ramo separado ¢ o metaestavel, porém a diferenca
de energia entre os estados é bastante pequena, ou seja , 0s estado sdo pra-
ticamente degenerados. Observando a figura 17 para a separagdio entre os
pacotes como funcao do termo de Josephson para zy = 1, vé-se que para o
termo de Josephson igual a zero a separacao entre os pacotes referentes as
solugdes dos dois ramos coincidem. Mais ainda, observando a figura 17 vemos
que a solucio junta sempre € o estado de menor energia. Esta nomenclatura
pode levar a erros. Para tal valor de separagio entre as armadilhas zg = 1,
as solucbes nunca estdo superpostas. O termo “junta” refere-se ao fato de
tals soluches estarem mais proximas do que as ditas separadas. A figura 18
mostra os padrbes espaciais das solugbes junta e separada para zp = 1 ¢
termo de Josephson igual a 6.6. O estado fundamental ¢ a solugao junta, que
tem valor da separacio entre os pacotes menor do que o estado metaestavel
{separada). Para analisar melhor o que de fato estd acontecendo é necessdrio
analisar para cada caso a composicio entre os diversos termos da energia.
Porém resolvemos fazer essa andlise mais minuciosa no modelo apresentado
na proxima secao, que corresponde a uma situacdo realista ¢ unidimensional.

5.2 Potencial em forma de charuto

Apresentamos agora um modelo com pardmetros realistas, para uma situacgao
que é guase-unidimensional, ou seja , para uma armadilha em forma de cha-
ruto (simetria axial}, nos moldes do artigo [34], onde as funcdes de onda nas
outras varidveis (que ndo a axial) sdo tomadas como gaussianas. Isso mo-
difica, os pardmetros de interagio através de constantes multiplicativas de-
pendentes da frequéncia da armadilha. Continuaremos tratando do mesmo
sistema, fisico, ou seja, condensados de Rubidio nos dois diferentes estados
hiperfinos. A principal diferenga é que tais condensados encontram-se numa
armadilha atémica com forte confinamento transversal no plano x-y. O ar-
tigo citado acima supde que a propagacdo no eixo z é livre e portanto em tal
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artigo U;(r) = U(z,y). Supondo solugdes homogéneas calculam a frequéncia
de rotacdo da fase para o estado fundamental (wy, potencial quimico di-
vidido por %) e descobrem que é possivel cancelar o termo dependente da
densidade se algumas condigdes forem satisfeitas (condigdes essas associa-
das a modificacao efetiva nas constantes de auto e inter repulsao devido
ao confinamento). Tal resultado é importante pois estd ligado a possibili-
dade de se fazer medidas precisas com fontes coerentes de dtomos. Nesse
trabalho supomos que a particula estd confinada também na dire¢ao axial,
porém a frequéncia da armadilha nessa direcao é bem menor se comparada
a frequéncia transversal. Resolveremos as equagoes de Gross-Pitaevski e
incluiremos o termo de acoplamento de Josephson explicitamente na Lagran-
geana, o que ndo estd contemplado no artigo original [34], onde tal termo
¢ omitido da Hamiltoniana de muitos corpos, pois é suposto muito pequeno
ou desligado adiabaticamente depois que o estado estaciondrio é atingido.
Embora nao aparega explicitamente na Hamiltoniana, o acoplamento de Jo-
sephson estd presente pois eles permitem variacoes nas densidades de cada
componente e introduzem apenas um multiplicador de Lagrange, associado
a conservacao do numero total de particulas, da mesma forma que fizemos
no modelo apresentado na se¢io anterior.

5.2.1 O modelo

Partindo da seguinte Lagrangeana
B s 4R (o i ih o o &
L= [@rZ (diga—dida) + 5 (d10s — d16h) +
40 (292 V(1) = 221042 o +
“\2m e ) ard -

* n* 2 WIPNT
5 | 5,V = V() = Sldl” | b +
—ab | da [*] 6o |* + (e + Q" ¢ ba) (71)

é possivel determinar o funcional da energia de Gross-Pitaevski tridimensio-

nal. Mas 1
Va = §mw2(z . 20)2 + §mw?mns(x2 T y2)

1 1
V= Emwz(z - zg)2 - Emwfmm(:cz + y2)
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€ 86 Wipans (frequéncia da armaditha na dire¢do transversal) for muito maior
do que w {frequéncia da armadilha na dire¢io axial), o potencial externo tem
forma de charuto. Se a energia de interagiio de dois corpos for menor que
lwirans, esta ndo afeta a componente transversal da funcdo de onda, o que nos
permite analisar o problema num espaco unidimensional. Usando a funcao
de onda para o estado fundamental no potencial de oscilador harménico para
a funcio de onda transversal, supomos que a funcao de onda macroscépica
pode ser decomposta como:

U(r, t) = (2, )" (2, y)
Estas fungdes de onda sdo substituidas no funcional de energia de Gross-
Pitaevski tridimensional, que é entdo integrado em x e y. Obtemos assim o
funcional de energia de Gross-Pitaevski unidimensional:

R, 5 U )
Fop = [deg | azi“ P 4Va(@) | g P50 ] I
B Py
A v, z
2 672|+ ()l(bbl—f_ (Jbl
+Uap [ Pa l l (/)b ]2 —282 ] P ” by | (72)
as interacoes de dois corpos de dois corpos sao iguais a :
Aa
— /\ /dﬂ,dy i ?/)tvanb(,L y) I
2 bﬁafms
Uy =20 [ dedy |9 (2,9) I'= 5t
o ’ B 27rbtraﬂs
trans 2 trans )\ﬂb
Uay = Dao | dody | 97 () 12047 (2, 9) P 50—
trans
onde —
h
birans = 4| ————=
MWerans
) = drwha

m
e as equacoes de Gross-Pitaevski acopladas independentes do tempo corres-
pondentes sdo:

a?

——2%};-6—2:'2- + V( ) + Ua l (ba( ) |2 —=p Uab 1 (/)b IZ] (/)ﬂ( )_-Q(bb( ) (73)
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W) + Vo) + Uy | dl2) 12 —pt 4+ Uap | ¢4 |2 dp(2) — Qal(z) = 0 (74)

5.2.2 Resultados

Procedemos como nos casos anteriores, utilizamos o mesmo método e as mes-
mas transformacdes que tornam as grandezas adimensionais. Em relagdo aos
modelos anteriores temos uma auto-repulsdo e inter-repulsio efetiva muito
maior, os condensados ocupam portanto uma maior regiao do espago e como
preferimos manter o nimero de pontos e o “tamanho da caixa”, tivemos que
utilizar nma unidade de medida de comprimento maior, a saber:

2h
mw

assim, os condensados couberam numa mesma escala de 2’ = bz adimensio-
nal, ou seja, de -20 a 20. Primeiramente, repetimos a andlise anterior para
o mesmo nimero de particulas do modelo apresentado na se¢do anterior,
ou seja, 20.000 particulas. Os pardmetros utilizados foram os mesmos do
artigo [40], a saber

w = 1807rad/s

Werans — 30w

esse artigo, posterior a [34], faz uma andlise no espago de parametros, vari-
ando N e Ay, do ntmero de minimos do funcional da energia para o poten-
cial de charuto, porém sem termo de Josephson e sem deslocamento entre
as armadilhas. Utilizamos os mesmos pardmetros para os comprimentos de
espalhamento que foram utilizados na se¢io anterior ( 5.1.3 ), que sdo os hoje
aceitos como parametros realistas para os estados hiperfinos do Rubidio, que
sdo os utilizados na referéncia [34], havendo apenas alguma controvérsia em
relaciio ao comprimento de espalhamento entre os condensados. A figura 19
mostya a separaciao entre os pacotes como funcio do termo de Josephson
quando n&o hé separacio entre as armadilhas (zp = 0). Como anteriormente
constatamos a existéncia de dois minimos para o funcional da energia. A
solugdo junta corresponde ao estado fundamental, enquanto a separada é o
estado metaestavel. Nas figuras 20 e 21 podemos observar os padroes espa-
ciais para as solucoes juntas e separadas para os valores minimo e maximo
do termo de Josephson. Observamos que o estado que tem comprimento
de espalhamento maior fica com a menor populagdo, tanto na configuracio



separada quanto na junta. Isso indica que estamos num regime dominado
pela interagiio entre particulas. O que é esperado pois o confinamento para
uma dimensao acarretou num acréscimo efetivo nas constantes de interagio
de dois corpos. Isso poderia indicar que a interacao de Josephson pudesse ser
desprezada. Porém, como mostram os padrées espaciais ocorre uma mudanga
significativa na populagio relativa entre os condensados quando variamos o
termo de Josephson. O que pode ser visto comparando-se as figuras mostra-
das em 20 (acoplamento de Josephson fraco e forte respectivamente para a
solugdo separada, que é o estado metaestdavel); e 21 (0 mesmo para o estado
fundamental, solugdo junta). Observamos que essa solugio é simétrica por
reflexio em relagio ao eixo, enquanto o estado metaestavel nao é. Esse fato
difere dos resultado mostrados na secdo anterior, onde a solugio separada
também era simétrica por reflexdo, apenas nao era pela troca de particulas.
Nesse modelo, condensados confinados no potencial de charuto, a solugio
separada nao é simétrica pelo produto das transformacoes de reflexio e troca
de particulas como ocorria anteriormente, o que é esperaco pois as diferentes
constantes de acoplamento de auto-repulsio distingue os estados.

Cabe notar nesse ponto que os dados mostrados na se¢éo anterior podem
ser reinterpretados como condensados no potencial de charuto sentindo uma
interacéo de dois corpos ( ou de campo médio como também é usual ouvir)
mais fraca. Podemos ent&o comparar os dois modelos a fim de esclarecer o
papel de tal pardmetro. Podemos imaginar que no futuro serd possivel con-
densar um maior nimero de espécies atdmicas e o estudo das ressonincias de
Fleshbach sao um exemplo de alguma liberdade para mudar tais constantes.

Passamos a apresentar os mesmos graficos para separagio entre as arma-
dilhas igual a 0.08. Notamos que mesmo com este pequeno valor de separacio
entre as armadilhas, os condensados separam-se. Para = 0.6 {figura 23)
as solucoes encontram-se completamente separadas espacialmente, para os
dois ramos gerados. Apenas para (! = 7.2, ramo junto, encontramos algum
resquicio da solucdo simétrica, pois embora a maioria da populacio tenha se
deslocado para um dos lados, ainda resta um pequeno pico do outro lado { fi-
gura 24 ). Para 0 = 7.2, ramo scparado, a solugio encontra-se separada
espacialmente. Observando a figura 22 notamos que o estado fundamental
continua sendo o ramo junto, enquanto o ramo separado é o metaestavel.

Ja para zy = 0.5 encontramos funcdes de onda bastante similares para
os dois ramos, fixos os valores de €}, como podemos observar na figura 26,
A figura 25 mostra que as separacOes entre os pacotes calculadas para os
dois ramos sdo préximas e serd necessdrio uma andlise mais detalhada para
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Figura 19: Separagfo entre os pacotes e energia total por particula como
funcdo do termo de Josephson, zp = 0 e N = 20.000.



Padrao espacial
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Figura 20: Padrao espacial configuracao separada, termo de Josephson adi-
mensional igual a 0.6 (acima) e 7.2 (abaixo}, zp = 0 e N = 20.000.



Fungéo de onda (adimensional)

Fungéo de onda (adimensional)

Figura 21: Padrdo espacial configuragio junta, termo de Josephson adimen-
sional igual a 0.6 (acima) e 7.2 (abaixo), zp = 0 ¢ N = 20.000.
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funcéo do termo de Josephson, zg = 0.08 ¢ N = 20.000.
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Padrao espacial
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Figura 23: Padriao espacial configuracio separada, termo de Josephson adi-
mensional igual a 0.6 (acima) e 7.2 {abaixo}, zy = 0.08 e NV = 20.000.



Padrao espacial
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Figura 24: Padrio espacial configuracdo junta, termo de Josephson adimen-
sional igual a 0.6 (acima} e 7.2 {abaixo), zp = 0.08 e N = 20.000.
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determinar o niimero de solucdes, o que esta exposto na préxima segio.

A figura 27 mostra a separac¢ao entre os pacotes como fun¢io do termos de
Josephson para zgp = 1. Observando a figura 28 que traz os padroes espaciais
para as solugbes juntas e separadas para termo de Josephson igual a 7.2
concluimos que os padrdes espaciais sdo muito parecidos e portanto podermn
corresponder a um mesmo estado. E necessério uma discussio quantitativa
do erro numérico a fim de determinar como o ndmero de minimos do funcional
de energia varia como funcao de z.
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Figura 26: Padrio espacial comparado configuragdes junta e separada, termo
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N = 20.000.

62



Separagéo entre os pacotes
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Figura 27: Separacdo entre os pacotes e energia total por particula como
funcio do termo de Josephson, zp = 1 ¢ N = 20.000.
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Figura 28: Comparagdo entre os padrdes espaciais, termo de Josephson adi-
mensional igual a 0.6 (acima) e 7.2 (abaixo), zp = 1 ¢ N = 20.000
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5.2.3 Discussao dos erros

Para tornar a discussio do nimero de solugoes como fungio do deslocamento
das armadilhas mais quantitativa, invertemos o processo e inicializamos o
programa com gaussianas separadas para termo de Josephson alto {igual a
7.2, alta atragdo) e gaussianas sobrepostas para termo de Josephson igual
a 0.6 {pouca atracio) que é o contrrio do que vinhamos fazendo. Apre-
sentamos na figura 29 os padrdes espaciais obtidos a partir de gaussianas
superpostas ¢ termo de Josephson igual a 0.6, para z = 0 e os padroes es-
pacials obtidos a partir de gaussianas separadas e termo de Josephson igual
a 7.2. Comparando tais resultados com os que foram expostos na se¢ao an-
terior, vemos que a simetria da fung@o tentativa inicial determina para qual
minimo a func¢do vai convergir. Assim, mesmo com um termo de Joseph-
son alto ({2 = 7.2), ao inicializarmos o programa com gaussianas separacas
0 mesmo converge para a solugio separada espacialmente, ou seja, nao en-
contramos a solucio simétrica, apesar desta ser o estado fundamental. Por
outro lado, apesar da pouca atracio ({2 = 0.6), se inicializamos com gaussia~
nas sobrepostas, o programa convergira para a solucio junta e simétrica. Na
tabela a seguir apresentamos as fragdes parciais de cada condensado, bem
como os valores obtidos para a separaciio média entre os pacotes da maneira
tradicional, descrita na segio anterior (Az) comparada com a mesma quan-
tidade obtida da forma descrita nesta secdo (Azy), A partir dos dados da

0 fracao de fragdo de Az Azy
particulas a | particulas b

0.6 0.0013 0.9987 1.9E-20 | 5.3E-20

7.2 0.0160 0.9840 13.1 12.5

Tabela 1. Comparacio entre as solucdes obtidas para zy = 0 e N = 20.000
com duas fungdes tentativa iniciais diferentes.

tabela 1 podemos obter um valor maximo para o erro da varidvel Az e com-
parar os dois valores da separagio entre os pacotes obtidas nos dois diferentes
ramos para wm mesmo valor de £, a fim de determinar quantitativamente
se estes correspondem a uma mesma solucdo ou a solugdes diferentes. Neste
caso especifico que estamos analisando, zz = 0, nie seria t&o necessiria tal
analise pois os dois ramos apresentam padroes espaciais distintos e portanto
correspondentes a solugbes visivelmente diferentes. Porém, para zy; # 0,
tal distingdo néo pode ser feita apenas examinando os padroes espaciais e
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Figura 29: Padrio espacial obtido a partir de gaussianas unidas (acima) e
separadas (abaixo), zp = 0.

66



uma analise quantitativa dos erros torna-se necessaria se uizermos respon-
der a pergunta de quantos minimos o funcional da energia de Gross-Pitacvski
apresenta para cada valor de z;. A tabela 2 mostra as separacoes entre os

QT Az [ 6z | (Bz)
0.6 | 1.0E20 | 3.4E-20 | 1.9
72| 131 06 | 1.86-10

Tabela 2: Comparacdo entre as separages obtidas para os diferentes ramos
e 0 erro correspondente, zp = 0 ¢ N = 20.000.

pacotes obtidas para os diferentes ramos para um mesmo §2. Nota-se que
nesse método utilizado para definir os erros, determinamos o erro na solhugao
junta para Q = 0.6 e na solucéo separada para {2 = 7.2. Assim, a ultima
coluna da tabela 2 (Az,) corresponde & separacio entre os pacotes para a
outra solucio a saber: a separada para € = 0.6 e a junta para & = 7.2,
para as quais nao foi determinado o erro. Apesar dos erros serem grandes,
podemos concluir que existem duas solucdes distintas, dois minimos para o
potencial de Gross-Pitaevski para N = 20.000 e zy = 0. Fagamos o mesmo
tipo de andlise para zp = 0.08. A figura 30 mostra o padrio espacial obtido
a partir de gaussianas superpostas ¢ 2 = 0.6 e o padrio espacial obtido a
partir de gaussianas separadas e {2 = 7.2.

Se lembrarmos dos resultados expostos na secdo anterior, vemos que
mesmo para um pequeno deslocamento entre os centros das armadilhas, nao
observamos mais a solucao superposta. A figura 30 confirma tal resultado.
Mesmo quando inicializamos com as gaussianas superpostas e simétricas, a
funcdo de onda converge para uma configuragio separada (note que para
zp = 0 isto ndo acontecia). Da mesma forma que para zy = 0, se iniciali-
ZQHI08 O Programa com gaussianas separadas, mesmo para um valor elevado
da atracdo de Josephson, a funcio de onda converge para uma configuragio
separada ( figura 30 }, bastante distinta da solucdo obtida para o mesmo
valor de © com tentativa inicial simétrica. A tabela abaixo faz a comparagao
entre os valores obtidos para Az, para N = 20.000 ¢ 2z, = 0.08

Concluimos examinando a tabela 4 que para z, = 0.08 existem dois
minimos para o funcional de Gross-Pitaevski para 2 = 7.2, porém existe
apenas wm minimo para £ = 0.6. A figura 31 mostra os padroes espaciais
obtidos para zp = 0.5, para Q = 0.6 ¢ {} = 7.2 respectivamente. A tabela 5 faz
a comparagao entre os valores obtidos para Az, para N = 20.000 e 25 = 0.5
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Figura 30: Padréio espacial obtido a partir de gaussianas unidas (acima} e
separadas (abalxo), zp = 0.08.
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Figura 31: Padrdo espacial obtido a partir de gaussianas unidas (acima) e
separadas (abaixo), zg = 0.5.
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Q | fracdo de fracdo de | Az | Az
particulas a | particulas b
0.6 0.0659 0.9341 12.2 | 11.9
7.2 0.0886 0.9114 12.0 | 11.9

Tabela 3: Comparagio entre as separagoes obtidas para zp = 0.08 e N =
20.000 com duas fungdes tentativa iniciais diferentes.

Q0 Az | ¢(Az) | (Az)
0.6 12.2 0.3 12.0
7.2 |12.0 0.1 111

Tabela 4: Comparacio entre as separagoes obtidas para os diferentes ramos
e 0 erro correspondente, zg = 0.08 ¢ N = 20.000

Concluimos que para z; = 0.5 existem dois minimos para o funcional de
Gross-Pitaevski para 0 = 7.2 e apenas um minimo para = 0.6, como
no caso anterior de z; = 0.08. Nota-se, porém, que 0s minimos estdo mais
proximos se comparamos os Az para cada um deles. Finalmente, os padroes
espaciais para z = 1.0: © = 0.6 ¢ @ = 7.2 sdo mostrados na figura 32. A
comparacio entre os valores obtidos para Az, para N = 20.000 e z5 = 1.0
¢ mostrada na tabela 7. Como podemos observar na tabela 8, novamente
existe um minimo para o funcional de Gross-Pitaevski para 2 = 0.6 e dois
para §2 = 7.2. Ainda, se compararmos os erros obtidos para os diferentes
valores de zp, notamos gue quanto maior for z, maior a acurdcia do método
empregado.

70



|
i

Padrao espacial

N=20.000
0.4 : !
= 03 p
3]
=
2
n
=
[
£
=} U
KA e —
o 0.2
o
o
[s]
@Q
=]
[+]
uy
2
=
&0
0 . )
~20 -10 G 10 20
z (u. osc.)
Padréo espacial
N=20.000
0.4 . SR ,
= 03 |
(]
o
2
(%]
=
Q
E
o
& -
X 0.2 & .
5 e
3 //
lg S }
g 7 :
=
oot
0 i 1
~20 -10 Q0 HJ 20
z {u. osc.}

Figura 32: Padrio espacial obtido a partir de gaussianas unidas (acima) e

separadas (abaixo), zp = 1.0.
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2 | fracio de fracio de Az Azy
particulas a | particulas b

0.6 0.3372 0.6628 11.256 | 11.27

7.2 0.3541 (.6459 11.226 | 11.231

Tabela 5: Comparacfio entre as separagdes obtidas para z = 0.5 ¢ V =
20.000 com duas fungdes tentativa iniciais diferentes.

Q Az 1 3(Az) | (Az)
0.6 11.25 0.02 11.22
7.2 111.226 | 0.005 | 11.173

Tabela 6: Comparaciio entre as separacdes obtidas para os diferentes ramos
e 0 erro correspondente, zg = 0.5 e N = 20.000

5.2.4 Dependéncia com o ntimero total de particulas

Passamos entdo a examinar o dependéncia dos resultados como fungio do
numero total de particulas. £ bom lembrar que as equacdes de Gross-
Pitaevski sdo derivadas de uma teoria de campo médio e portanto tem um
limite de validade. E fato, porém, que todos os resultados dependem ape-
nas da combinacdo AN. Ou seja, para a teoria de Gross-Pitaevski, diminuir
o niimero de particulas tem o mesmo efeito de diminuir a constante de in-
teracdo de dois corpos. Posto isso, passamos a mostrar os resultados para
N = 10.000 e N = 5.000.

Como podemos observar na figura 33 para N = 10.000 e zy = 0 existem
duas solucdes que obedecem ao mesmo padrao observado no caso anterior:
wma solugdo junta quase simétrica e uma solugio separada assimétrica por
reflexdio. Porém, vemos que neste caso a solugio separada assimétrica corres-
ponde ao estado fundamental. Apenas para o valor do termo de Josephson

Q | fracdo de fraciio de Az Azg
particulas a | particulas b

0.6 0.4072 0.5927 11.43 | 11.46

7.2 0.4215 0.5785 11.447 | 11.441

Tabela 7: Comparacio entre as separagoes obtidas para z; = 1.0 e N =
20.000 com duas fungdes tentativa iniciais diferentes.
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Figura 34: Padrio espacial configuragdo separada, termo de Josephson adi-
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Q1 Az | 6{Az) ] (Az,)
0.6 11.44 0.03 11.45
7.2 111447 1 0.006 | 11.411

Tabela 8 Comparacio entre as separagdes obtidas para os diferentes ramos
e o erro correspondente, zg = 1.0 e N = 20.000

pequeno as duas solugoes sao praticamente degeneradas. Hsse ponto pode
ser diretamente comparado ao artigo [34], pois corresponde a situagiio onde
o termo de Josephson é fraco, porém ha um efeito da interacio pois é per-
mitida troca de particula entre os niveis. Em outras palavras, o problema
aqui tratado é qualitativamente diferente do problema sem interacio de Jo-
sephson, onde cada condensado deve manter o ndmero de particulas ¢ sdo
portanto introduzidos dois multiplicadores de Lagrange e ndo apenas um,
como no nosso modelo com interagio de Josephson. Concluimos que para
N = 10.000 e zy = 0, para um acoplamento de Josephson diferente de zero,
o estado assimétrico é o estado fundamental, enquanto o simétrico corres-
ponde ao estado metaestdvel. Comparando as figuras mostradas em { 34 )
vemos que conforme §2 varia ndo ha mudanca significativa na relagio entre
as ocupacoes dos diferentes estados, o que nao acontece com a soluciio junta
{metaestavel) cuja populagdo do estado mais repulsivo ¢ praticamente nula
para == 0.6 e pequena para £ = 7.2 ( figura 35 ).

Mostramos nas figuras restantes os resultados para a separacdo entre os
pacotes, energia total por particula e padrdes espaciais para N = 10.000 (zp =
0,08,0.5 e 1.0) e para N = 5.000 (2 = 0 e 1.0). Nao hd mudanca qualitativa
no comportamento de tais grandezas. Nao foi feito um estudo detalhado
dos erros para esses valores de N. Apresentaremos somente, na figura 48 os
padrdes espaciais obtidos para zp = 0 a partir de gaussianas superpostas ¢
1 = 0.6, a fim de evidenciar a existéncia da solugio espacialmente simétrica
para N = 10.000 e N == 5.000.
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Figura 36: Separacho entre os pacotes e energia total por particula como
fungao do termo de Josephson, zp = 0.08 e N = 10.000.
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Figura 37: Padrao espacial configuracao separada , termo de Josephson adi-
mensional igual a 0.6 (acima) e 7.2 (abaixo), 2z, = 0.08 e N = 10.000.
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Figura 38: Padrio espacial configuracdo junta , termo de Josephson adimen-
sional igual a 0.6 (acima) e 7.2 (abaixo) , zg = 0.08 ¢ N = 10.000.
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Figura 44: Padrio espacial configuracio separada, termo de Josephson adi-
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Figura 45: Padréo espacial configuragio junta, termo de Josephson adimen-
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5.3 Conclusao

O modelo de dois condensados em diferentes estados hiperfinos do Rubidio
numa armadilha em forma de charuto, que foi o caso que estudamos de ma-
neira quantitativa e com mais detalhes, apresenta dois minimos para o funci-
onal de energia de Gross-Pitaevski para alguns conjuntos de parimetros. Um
corresponde ao estado fundamental e outro a um estado metaestivel. Dada a
proépria natureza do método empregado, para qual dos dois minimos do funci-
onal a funcio de onda convergird depende da fungio tentativa inicial. Quando
inicializamos com gaussianas separadas espacialmente ({mpares por reflexio),
encontramos um ramo de solugdo separadas espacialmente. Quando inicia-
lizamos com gaussianas pares, a solucao encontrada terd a mesma simetria,
no caso de z = 0, ou serdo “parentes” da solucdo simétrica. Ou seja, serdo
modificagbes da solugao simétrica, devido ao efeito do potencial da armadi-
lha externo, que quebra a isotropia do espaco. Assim, o potencial externo
determina qual condensado ird para a direita e qual ird para a esquerda.
Para z = 0 nao ¢ trivial determinar para qual lado ird cada condensado,
na solucdo separada. No ambito do método empregado, fazemos tal esco-
tha quando associamos a cada condensado uma gaussiana, gue ji ocupa um
“lado” determinado.

6 Perspectivas

Esse trabalho propds-se a ser uma investigacdo do nimero de solu¢des das
equactes de Gross-Pitaevski estaticas para o sistema de dois condensados
de Rubidio com interacio de Josephson no espaco de parimetros. Uma
continuacao natural do frabalho é incluir a dependéncia temporal ¢ estudar,
por exemplo, se ocorre interferéncia nesse sistema onde o condensado pode
ocupar dois nivels quanticos distinguiveis. Seria interessante também estudar
o limite de £ tendendo a zero e relaciond-lo as solugbes conhecidas para o
problema sem interagdo de Josephson. Nesse trabalho estudamos apenas as
solugoes cuja diferenca de fase entre as fungées de onda dos condensados é
igual a zero. B possivel repetir os célculos para diferenca de fase igual a
pi, pois para alguns conjuntos de pardametros tal configuracio pode ser a de
menor energia [42]. Outra perspectiva é repetir os cdlculos para um maior
nimero de valores de N, podendo estudar assim os limites da aproximacao
de Gross-Pitaevski,
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