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ABSTRACT

We have extended the Kleinert variational technique to field theory. This
method was first used in quantum mechanics and provides a convergent cu-
mulante expansion that is extremely accurate. Its extension to field theory
is non-trivial because of the ultraviolet divergences that appear when the
space dimension is greater than 2. Due to these divergences the theory has
to be regularized and renormalized. In addition to the usual difficulties as-
sociated with renormalization, one has to decide whether one calculates the
optimum value of the variational parameter before or after renormalization.
In this thesis we deal with the renormalization of the variational effective
potencial. Firstly, we show that the zero temperature regularized variational
potencial coincides with the post-Gaussian effective potencial introduced by
Stancu and Stevenson. Secondly, we present a renormalization scheme that
enables one to renormalize the theory before calculating the optimum varia-
tional parameter. Using this scheme we show that the usual 1-loop effective
potential can be obtained from the Kleinert variational scheme by iterating
only once the equation that determines the variational parameter. In this
sense, the 1-loop expansion is contained within the variational scheme. For
the 2-loop effective potencial the same approximation is not so good. The
renormalization of the theory before the calculation of the variational param-
eter allows one to study the variational effective potential numerically and in
a non-perturbative way, as it was done in quantum mechanics by Kleinert.



RESUMO

Estendemos para a teoria de campos o método variacional de Kleinert.
Este método foi primeiramente usado na mecénica quéntica e fornece uma
expansdo em cumulantes convergente. Sua extensdo para a teoria de cam-
pos nao é trivial devido as divergéncias ultravioletas que aparecem quando
a dimensio do espago € maior que 2. Devido a estas divergéncias, a teoria
deve ser regularizada e renormalizada. Além das dificuldades usuais asso-
ciadas com a renormalizagdo, devemos decidir se calculamos o valor 6timo
do parimetro variacional antes ou depois da renormalizagdo. Nesta tese
abordamos o problema da renormalizagao do potencial efetivo variacional.
Primeiramente, mostramos que o potencial efetivo variacional em tempera-
tura zero coincide com o “potencial efetivo p6és-gaussiano” introduzido por
Stancu e Stevenson. Em seguida, apresentamos um esquema de renormaliza-
¢do que permite que renormalizemos a teoria antes de calcular o pardmetro
variacional 6timo. Usando este esquema mostramos que o potencial efeti-
vo usual, calculado em ordem 1-loop, pode ser obtido a partir do esquema
variacional de Kleinert iterando uma tnica vez a equagao que determina
o parametro variacional. Para o potencial efetivo em ordem 2-loops esta
aproximacdo ndo é tde boa. A renormalizagdo da teoria antes do célculo do
parametro variacional permite que estudemos o potencial efetivo variacional
numericamente e de forma nao—perturbativa, como foi feito por Kleinert para
a mecanica quantica.
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Introducao

O potencial efetivo foi introduzido em Teoria Quéantica de Campos com
o objetivo de estudar a quebra espontanea de simetria induzida por campos
escalares. Usualmente, ele é obtido por meio de uma expansao em loops [1],
[2].

No contexto de Fenomenos Criticos, a partir do potencial se obtém a
equagao de estado e alguns dos expoentes criticos da teoria. Encontrando-se
dois deles, todos os demais sao obtidos por meio das relacdes de escala [1].

Por outro lado, o poder de métodos variacionais em Mecanica Quantica
é bem conhecido [3] - [6]. Suas aplicacdes em Teoria Quantica de Campos
sdo estudadas desde o inicio da década de 60 e, nos ltimos anos, tém sido
de grande interesse.

As integrais de trajetéria, introduzidas por Feynman [7], descrevem es-
truturas lineares que apresentam flutuagGes, tais como: 6rbitas no espago-
tempo, polimeros em solugdo, linhas de vdrtices em superfluidos, linhas de
defeitos em cristais, cristais liquidos, etc. As flutuagées podem ser de ori-
gem quéntica, termodindmica ou estatistica e as integrais de trajetéria le-
vam a uma formulacdo unificada para todos estes fenémenos. Entretanto,
quase todas as integrais de trajetéria ndo podem ser calculadas exatamen-
te. Faz-se necessdrio, entdo, o desenvolvimento de técnicas de aproximacao
que nos permitam calcular estas integrais com o grau de precisao desejado.
A expansao perturbativa usual, na constante de acoplamento, bem como a
expansdo semi-classica sdo divergentes. Uma abordagem alternativa, desen-
volvida por Kleinert [8], [9] e aplicada & Mecénica Quéantica, fornece uma
expansdo em cumulantes do potencial efetivo. O primeiro termo desta ex-
pansdo reproduz uma aproximacao variacional, desenvolvida anteriormente
pelo préprio Kleinert e por Feynman [10] para o potencial efetivo, que foi apli-
cada com sucesso para um grande nimero de sistemas fisicos em Mecéanica
Quéntica.

Qualitativamente, o0 modelo de Ising é um bom modelo para o ferromag-
netismo, além de possuir vérias caracteristicas interessantes de fendémenos
criticos. Seu comportamento critico é descrito pela teoria g%, que também
descreve o comportamento critico de outros sistemas que pertencem & mesma
classe de universalidade [11].

Além disto, é através da quebra espontinea de simetria no setor A\¢* do
modelo padrao que os bésons W e Z adquirem massa (mecanismo de Higgs).



Por outro lado, existe uma forte evidéncia de que a teoria A¢* é trivial em 4
dimensdes [12] - [14]. Como conciliar estes dois fatos? Consoli e Stevenson
apresentaram uma solugdo para o problema [15]. Sua solug¢do utiliza um
tipo ndo-convencional de renormalizagao, onde a componente de Fourier com
momento zero do campo é renormalizada de uma maneira diferente das outras
componentes.

O método de Kleinert trata a componente de Fourier com momento zero
de modo especial e parece ser adequado para abordar esta questdo de um
outro angulo. Nao pretendemos resolver, aqui, um problema tao complexo,
mas contribuir com outro modo de ver a questao.

Estes fatos nos motivaram a generalizar o método de Kleinert para uma
teoria de campos A¢*, a temperatura zero. O anilogo unidimensional em
Mecénica Quéntica é o oscilador anarmonico, estudado por Kleinert [16].
Sempre que necessirio, é a ele que vamos nos reportar para verificar se os
nossos resultados estao corretos.

Algumas dificuldades aparecem quando estudamos a generalizagdo para
teoria de campos. Inserimos o pardmetro variacional {2 na ac¢do para, depois,
obter a expansdo em cumulantes, que é truncadanaordem N, N = 1e N = 2,
no nosso caso. Entdo, precisamos minimizar o potencial efetivo em relagao
a {1 para obter a expressao que mais se aproxima da exata. Entretanto,
quando trabalhamos em d > 2, os diagramas de Feynman provenientes da
expansao sao divergentes. Desta forma, é necessario responder a questdo: o
que deve ser feito antes: tornar finita a teoria, para depois obter §) zp.. .7 0U,
encontrar € s o € 86 entdo renormalizar a teoria? Veremos duas formas
diferentes de abordar esta questao.

Apresentaremos neste trabalho um novo esquema de renormalizacao di-
ferente dos esquemas usuais na literatura. Mostraremos, também, que a
expansao em loops pode ser entendida como um caso particular do método
variacional exposto.

Trabalharemos com teorias de campos euclidianas e, quando necessério,
utilizaremos a regularizagdo dimensional (RD).

No capitulo 1, introduziremos o método proposto por Feynman-Kleinert,
em Mecanica Quantica, bem como a expansao proposta, posteriormente, por
Kleinert. Como exemplo, apresentaremos o oscilador anarménico unidimen-
sional e seu potencial efetivo no limite termodinamico.

No capitulo 2, apresentaremos nossa generalizagdo do método de Feyn-
man-Kleinert em teoria de campos. Em seguida, no capitulo 3, estudaremos a
generalizagdo do método de Kleinert. Com agraddvel surpresa, mostraremos
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que o nosso potencial coincide com o obtido por Stevenson [17] por meio de
uma técnica variacional diferente da apresentada aqui.

No capitulo 4, mostraremos dois esquemas diferentes de renormalizacao
para o potencial obtido na generalizagdo do método de Feynman-Kleinert.
Obteremos, também, a equagio de estado, sua forma implicita, e os expoentes
criticos da teoria.

No capitulo 5, faremos os mesmos estudos para o potencial encontrado
com a generalizacao do método de Kleinert. Discutiremos as novas dificul-
dades.

No capitulo 6, faremos uma exposi¢do das nossas conclusoes e perspecti-
vas.

O apéndice contém a obtencdo dos propagadores G+ e os cdlculos analiti-
cos dos diagramas de Feynman para o oscilador anarmoénico unidimensional,
em Mecanica Quantica.



Capitulo 1

O Método de Feynman-Kleinert
em Mecanica Quantica

1.1 O potencial efetivo classico

Para familiarizar o leitor com o método variacional de Feynman-Kleinert,
apresentaremos um resumo da exposi¢do contida no livro de Kleinert [16].

No decorrer da exposicdo vamos usar as seguintes notagdes: § = 1/kgT,
Ek' é a soma, sobre todos os momentos k£ nao-nulos, e vamos trabalhar apenas
com acoes euclidianas.

Consideremos a integral de trajetéria de uma particula puntual quantica
de massa M em um potencial unidimensional

Z = %Dx e~ All/h (1.1)
onde a medida de integragao ¢é definida por

o dgT dzt, J (1.2)

fro= [ \/mm IV /M/ﬁsz

com a notacdo: 27, = Rezm, 7¢, = Im 1z, e cuja a acdo euclidiana é dada
por

A= /Oﬁﬂ dr [%xz(ﬂ + V(.’L‘(T))] . (1.3)



Vamos decompor as trajetérias z(7) numa série de Fourier

z(T) = 3o + Z (Zm g~ wmT 4 z,, ei“’mT), (1.4)
m=1

onde z_,, = z},, pois = é real, € w, = 2%" sao as freqiiéncias de Matsuba-

ra. Note que, com estas freqiiéncias, z(7) obedece a condigdes de contorno

periédicas, ou seja, z(0) = z(hf). Usando a medida de integragdo (1.2) a

funcgao de partigéo pode ser reescrita como
z =

. dz; dzi,

- / Wm |/
— h/ drV (a:0+ > (Tme ™™ + z ewmf))}. (1.5)

m=1

] exp [—~Mﬁ Z w;|a:m|2
m=1

Suponhamos que, para um dado potencial, féssemos capazes de integrar
sobre todas as componentes reais e imaginarias de z,,, com m # 0. Teriamos,
entao, uma unica integral sobre a componente de freqiiéncia zero

Z= / =PV ele0), (1.6)
27rh25/M

com alguma fungdo V°¢(z¢). A componente zq coincide com a posi¢ao média
da trajetéria flutuante no intervalo de tempo 7 € [0, £]:

To=7= 1 "B /hﬂ (1.7)

A fungdo V°¢(zy) é denominada potencial efetivo cldssico do sistema, pois
podemos comparar a equagao (1.6) com a funcdo de particao cldssica

_ /°° daio
—o0 /2w h* B/ M
O potencial efetivo cldssico V¢¢(zq) leva em conta todas as flutuagdes
quénticas do sistema e ¢é definido por

e V) = [ Daf(z — zg) e A (1.9)

e =PV (=), (1.8)

em que 6 = +/27xA%B/MS(Z — z4) é a funcdo § modificada, que restringe as
trajetorias aquelas com uma posi¢do média especifica zg.
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1.2 O método

Em geral, é impossivel calcular V¢¢(z,) exatamente. Entretanto, ndo é
dificil obter uma aproximacdo simples, mas boa para V¢¢(z,), que se apro-
xima do potencial verdadeiro sempre por cima. A aproximacao é feita com-
parando a integral de trajetéria em questdo com outra de solu¢do conhecida,
que chamamos de integral teste.

A integral de trajetéria teste consiste em uma superposicao de integrais
de trajetdria de oscilador harménico local, centradas em posi¢coes médias zy,
cada uma com freqiiéncia prépria Q(zo). Os coeficientes da superposicdo e
as freqiiéncias sdo escolhidos de tal modo que o potencial efetivo cldssico do
sistema teste seja um limite superior 6timo do verdadeiro potencial efetivo
cldssico. Em sistemas com um potencial suave ou pelo menos ndo muito
singular, a precisdo da aproximacdo é muito boa.

A acdo teste local é a de um oscilador harmonico centrada em torno do

ponto zp:

T — Tg)?

mo—/ dTM[ + Oz )( | (1.10)

com uma freqiiéncia teste local (zy) que chamaremos, para simplificar a
notacdo, simplesmente de 2, inicialmente desconhecida, a qual é também o
pardmetro variacional do método.

A funcdo de particao teste local associada, na representacdo de integrais
de trajetoéria, é dada por

Z”"’_/Da: 6(Z—zo)e —AL M —

B[ o s S oent] a0

= H Lﬂ +QQ] (1.12)

Como wy,, = Z™ ysando a relacio!

B
o0 2 :
II <1+ > ) = duhz (1.13)

2,2
k=1 kﬂ- z

1Gradsteyn [18], p. 44, férmula 1.431.1




obtemos?

= w2 B2
&= (o = . 1.14
zi =11 [wzn n 92] Sinh(7A)2) (1.14)
A energia livre local correspondente é dada por
00 QZ
Fo = —%m Zgo :l Zlnw + (1.15)
1 smh(hQﬂ/2)
= ﬂln B2 (1.16)

Somando e subtraindo a agdo teste Ag’, dada na equagdo (1.10), em (1.9)
e utilizando a seguinte definicdo de valor esperado de um funcional arbitrario

Flz(r)]
< Flz(r)] >%= [22] / Db (% — zo) 4% M Fla(r)), (1.17)
reexpressamos o potencial efetivo cldssico desejado como
e~ Vei(@)B = zz0 — /Da:g(:f: — xq) e~ AR
_ / D8(Z — 10) =45 Ik e~ (A=A
= [Z%] < e U4 20 (1.18)

Por outro lado, o valor esperado no lado direito possui um limite inferior
que pode ser obtido através da desigualdade de Jensen-Peierls®:

< e~ (A=AP)/h >Z0> o~ <(A=ALY /> (1.19)
Ou seja, o potencial efetivo classico tem um limite superior

1
Vela) < Folan) + 5 < (A= AF)/B>F (1.20)
2Em seu livro, Kleinert obtém esta relagio a partir da teoria discretizada, tomando o
limite do continuo no final dos cilculos.
3Esta desigualdade é uma conseqiiéncia da convexidade da fungdo exponencial pela
qual a média de duas exponenciais é sempre maior que a exponencial no ponto médio:

e T 4 e %2 =14z
— >e Tz .



Além disto,

Veelao) < Fgo ko= [ <
(.'170)_ Q hIB 0

O valor esperado no lado direito é facilmente calculado. Primeiro achamos
a extensdo da flutuagao local < (z(7) — zp)? >&°. Inserindo a decomposigao
de Fourier (1.4), obtemos:

))—M%Z(.’E(T)—xo)z >& . (1.21)

< (2(1) — z0)? >?{’:<Z|xm|2+ Z Tz, e om—em )T S50 (1 99)

m#£m’
com
, m=00
> = X
m m=—o0,m#0

Usando a decomposi¢do correspondente da funcdo de partigdo local (1.11),
encontramos para os valores esperados locais (1.17) o produto de integrais

<..>B=[7 H [/ wd/xﬂz\ii? J

exp l—Mﬂ_i (w2, + QZ)|xmizl - (1.23)

m=1

Ent3o,

< xmx*, >P=
d: d i -M oo 2 102 m 2
[f 7r76M3;2] el M0 it I]xmx;'

=, ] i | ([ ]

(1.24)

0 que nos leva as seguintes correlagoes das varidveis de integragdo gaussianas:

1 1
< Tzl >P=6

! TG o (1.25)

Somando sobre todos os m = m’, obtemos a largura da flutuacéo local
< ((7) — 20)* >&= a’(20), (1.26)

com

2 . oo
a?(zo) = g T m (1.27)
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Utilizando a expressdo (1.14), obtemos

ad 1

2 W2+ Q2(z) 2 5p

m=1

8 sinh(r0B/2)
= " e (1.28)

Portanto,

o] w +QZ
Mﬁ 392 In H
1 190 smh(hQﬁ/Q)

S

MBQAQ " RQB/2

B 1 QB rQB
- Mmz[ 5-coth == — 1/ (1.29)
Por outro lado, decompondo V(z(7)) em componentes de Fourier
k
V(z(r)) = / ;1 eV (k), (1.30)
—oo 4T

usando (1.4) e (1.23), escrevemos
<V(z (7’)) >H=

(2517 H / %2—] e[=MBY T (W + 2 el

/ de(k) etklzot ) (@memomT4ee)] (1.31)

Exceto pela integracao em k, que pode ser feita no final, a integragdo miltipla
difere da integral de trajetéria para Z3° em (1.11) apenas pelos termos

o0
ik > (zme ™" +c.c)
m=1
no expoente. Eles sdo tratados completando-se os quadrados. Para z = a+1b,
temos . 4
(ze™** + 2" ) = 2(acosa + bsina). (1.32)
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Deste modo, o expoente toma a seguinte forma:

o { [ ) [ )

m=1
i _ a1 1 : ’ a*(zo) , 5
+ (xm — ZkMﬁ oL T () sin wm7'> } — Tk . (1.33)

As integrais gaussianas em z7,, z%, produzem um fator Z3°, que cancela
o fator de normalizagdo em (1.31). O resultado é
o dk -~

<V((n) >§= |5 V(k) et s, (1.34)

Reinserindo os coeficientes de Fourier do potencial
V(k) = / dzV (z) e~ %2, (1.35)
temos
Zo o0 > dk ——z'lc(:lc—:lm)—izﬁ))L2
< V(z(r)) >Z= /_Oo dz /_oo V(a)e : (1.36)

e, efetuando a integragdo em k, novamente completando os quadrados, en-
contramos

!
Rl dz,

< V(z(r) >2= Via(z) = / e~ (@020 20 @)y (1) (1.37)

—o0 4 [27a?(z0)

Entao, o valor esperado < V(z(7)) >& do potencial se expressa por meio
de uma integral de convolugdo do potencial original, com uma distribui¢éo
gaussiana da largura a?(zy). Além disto, a aproximacao explica as flutuagdes
estatisticas quinticas. O valor esperado < (z(7) — zo)?> > é, obviamente,
um caso particular dessa regra geral:

@l = [ 2
0/a? -0 V/27ra?

Inserindo estes resultados em (1.21), achamos a aproximag8o para o po-
tencial efetivo classico

e—(m’—xo)2/2a2 (:1:’ _ :Eo)2 _ a2(.’130)- (1.38)

Wi (20) = F2 + Vi (o) — %QZ(xo)aZ(xo), (1.39)
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o qual, pela desigualdade de Jensen-Peierls (1.19), permanece sempre acima

do potencial verdadeiro:
W1 (.'130) Z Vec(.’IIo).

Para o potencial anarmonico V(z) = 22242 4 434 temos
Muw? Mw? 3 3
Vaz(zo) = wag + %xﬁ + Twaz + Zga"‘ + —z—g—xgaz, (1.40)
e, tomando M =1, obtemos
_peo, L2284, 0 o 2 2,39 2 \
Wl(.’II())-——FQ +§U) .’ZJO—E‘Z.’IIO—E‘? w”—§) +3gx0+7a . (141)

Uma minimizagdo de Wi(zy) em 2(zo) produz um limite superior timo.
Para o potencial harménico V (z) = Mw?z?/2, por exemplo, este processo
leva a
Mw? , Mw? ,
5 Ty + 5 a”.
O extremo de Wy(zy) se dd em Q(z) = w, de tal forma que o limite superior
6timo é

Vaz (.’Z}g) =

Wi (zo) = F™ + %w%ﬁ, (1.42)

coincidindo com o potencial efetivo cldssico exato do oscilador harménico.
Este é o método original de Feynman-Kleinert para determinar V¢¢, Klei-

nert, mais tarde, desenvolveu outro método variacional mais geral que fornece

a equagdo (1.20) como o primeiro termo de uma expansdo em cumulantes.

1.3 Uma expansao perturbativa que produz
resultados melhores

Como melhorar ainda mais essa aproximacao? Em busca de resultados
mais precisos, Kleinert [8], [9] desenvolveu uma expansdo perturbativa vari-
acional para o potencial efetivo cldssico do sistema quéntico. Para obté-la,
separamos a a¢ao em duas partes, uma contendo todos os termos cldssicos
dependentes de zg, incluindo A{’, e outra com os termos restantes, a qual
chamamos de agdo de interagao A;%.
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Expandimos a ac¢ao euclidiana
hB
A= / dr
0

em poténcias dos desvios da trajetdria em relagdo a média T = zy (compo-
nente com momento zero da expansio de Fourier de z(t), como no método
de Feynman-Kleinert, apresentado na se¢do anterior):

y(1) = oz(7) = z(7) — 0. (1.44)

Como %(7) = §(7), ao expandir V(z(7)) em série de Taylor em torno de z,
[7]

2(r) + V(x(r)) (1.43)

Yddﬂ):V@@+d§$dy+f;gd§+n” (1.45)

e somando e subtraindo o termo 202 (z)[y(7)]?, encontramos

A= [Tl SEr + S Eh O - 2 e P
+ V@@+d2%®y #Zgﬁg-.”} (1.46)
= BV(z +/ dT%{y + Q%(z0)y?}
+ /0 dT{92y2+g?y3+ } (1.47)
onde
gi(z0) = Vi(zo) — MQ%53 (1.48)
v%%)sw;g“ (1.49)

comi=2,3,... pois, a partir de (1.7), verificamos que néo aparecem termos
lineares em y, uma vez que

/Ohﬂ dr dV("’O)y _ dV(zo) /Ohﬂ dr (z(1) — z0) = 0.

dCCo dCCo
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Observe que um dos termos 20?(z,)[y(7)]? é incorporado ao propagador e é
tratado de forma exata. O outro termo faz parte do vértice g, e sera tratado
de forma aproximada através de uma expansido em cumulantes.

Portanto, a expansio (1.47) leva a

A =kEV (zg) + AF ine, (1.50)
onde AZ’ é a acdo teste das flutuagbes dz(7):
2= [ ar TP + 9 a)lyn), (1.51)
e A;-fl% é a agao que contém os termos de interagao
, Mo 922 983 94 4 }
'mo == ... . .
in? /0 dr {2,y ty Yt (1.52)

Usando (1.50), a funcdo de particdo pode ser reescrita como

Z _ /OO dﬂ:o e_ﬂvec(mo)

 Jee \/27rh25/M
= / _27rh25/M / Dz (
/_w\/m[zé"]e"’”“’ < e AR SE . (153)

Anteriormente, usamos a desigualdade de Jensen-Peierls para obter uma
aproximagdo do valor esperado do lado direito de (1.53). Agora, calculamos
perturbativamente, expandindo a exponencial numa série de Taylor

33—1130 A/h

1
Z% = g FV(z0) 720 {1 =5 < Aim >0 T50m < i)’ >
1
3|h3 < ( 1’n,t) >Q +.. } : (154)

Exponenciando a expansao anterior, ficamos apenas com os valores esperados
CONnexos

Z:I)o —_ e—ﬂV”(zo)

= €Xp {_IBV(xO) - IBF - % < Amt >Q 2|h2 < ( mt) >Qc
1 z
—'W < ( mt) >ro +. } (155)
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e obtemos uma expansao em cumulantes. Esta expressdo leva ao potencial
efetivo cléssico, V¢¢(xy), o qual, por constru¢ao, é independente do pardmetro
variacional 2. Entretanto, quando a truncamos até ordem N, o resultado
depende de §2, e encontramos o potencial efetivo cldssico aproximado

1 1
Wi (zo) = V(zo) + F3° + EB <A >¢ —W <A 20,)? >80
1 o \3 To (_1)N 2o \N 2o
+ 3|h3,3 < ('Aznt) >Q,c +ooot N'hN‘B < ( int) >Q,c’(1'56)

impondo que Wy deve depender minimamente de 2. O valor de €2 para o
qual isto ocorre é obtido minimizando Wy (z,) em relagdo a €2,

BWN(IE()) .

Esta equagao determina {2445, .

Vamos mostrar que Wi(zg) coincide com o obtido através do método
de Feynman-Kleinert. Com a equagao (1.50), a aproximagdo de Feynman-
Kleinert para o potencial efetivo cldssico (1.21) é reescrita como

1
Wi(zo) = Fg°(z0) + 5 < (RBV (zo) + AR /B >¢ . (1.58)
Ou seja,
1
Wi (zo) = V(o) + F5°(z0) + % < A >, (1.59)
pois

i dzT d.’I?i oo 2 2 2
g0 _ [z%o]-L m>tm [—Mﬂg ] (Wi + %) |Zm | ]
<V($o) >q = [ Q] 11 {/—W/ﬁMw,%je 1 [’(z‘o)

1.4 Oscilador anarmoénico

Um exemplo muito dtil de aplicagdo deste método é o oscilador anar-
monico, cuja integral de trajétoria ndo conseguimos calcular exatamente.
Ressaltamos que os termos da expanséo grdfica que vamos obter mais adiante
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sdo tipicos de teorias ¢* da teoria quantica de campos que trabalharemos
na nossa generalizagdo. Assim, é interessante apresenté-los neste ponto e
encerrar a exposicao do método de Kleinert para a Mecanica Quantica.

Consideramos o oscilador anarmonico com a agao euclidiana

hB M., Muw? 1
Aos[-’r] = /0 dr l7$2 + —2 72 + Zga:“ ,
em que \
M. 1
V(z) = 2w ? + ng“

é o potencial do oscilador anarménico.
Adicionando um termo de fonte

hB ‘
Ayla] = [ dra(n)i(r),

sendo j uma corrente externa, obtemos a funcado de particao
2l = [ Da(r)e i,

com

Alj] = /Ohﬂ dr [(%gﬂ + M;Qaz? + %gz‘i) - j(T).’IT(T)] :

A partir de (1.44) - (1.46), obtemos

hp M M M
: — d o2 _QQ 2 —Q2 2
Alj] /0 T{ SV Sy - oy
+ dV (zo) N d?V (zo) y?

T V) = TVt T o

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

—I—...—jy—jxo}. (1.65)

Como zy2 =0 e fof‘ﬂ dr 2@y, — 0, podemos reescrever a agao como

dzo

Alj] = /0 " dT{%&;’f—l—V(xo)— jxo}

hp M M
+ / dr {—yz + —0%yF - jy}
0 2 2

hé d*V (zo) y> PV (z) v
el el VANEERS V (O LI - i ek VA
+ dT{( 423 ) TR = i

17
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Além disto, usando as defini¢des de g;(zo) (1.48) e de V*(z) (1.49), temos,
para o oscilador anarmonico:

d’v
dizx—o) = Mw’ + 3gz§ = g2(w0) = M[w® — Q7] + 395,
I P
d*V(z
% = 69z9 = g3(xo) = 6920,
IO Zo

d4V(1130)
ol ) =69 = ga(7) = 6y,

em que g,, g3 € g4 representam, respectivamente, vértices de duas, trés e
quatro pernas.
Por outro lado, para simplificar os cdlculos, podemos absorver o vértice

de duas pernas  gs no propagador
Q2= 02+ g/ M, (1.67)

e, deste modo, achamos
. hB M . M .
Alj] = Aalzo] + /0 dr {73;2 + 7Q2y2 — jy}
hp
g3 3, 94 4
+ /; dr {y’y + Ey } y (168)

com

hB M
Aalze] = /0 dr {7:1502 + V(zy) — jxo} .
Fazemos todos os célculos com Q e depois expandimos em go. Para Wi,
expandimos até O(gq); para W, até O(g2), e assim por diante.

O procedimento para se obter a expansao em cumulantes e o cdlculo dos
diagramas de Feynman relacionados com a mesma estao descritos em detalhes
no Apéndice A. Expressando os termos da expansao através de diagramas de
Feynman, temos um vértice de 3 pernas (x gs3) e um de 4 pernas (< gq). A
partir deles, do propagador e das seguintes regras de Feynman:

e a cada termo da expansao associa-se um diagrama de Feynman,
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e a cada vértice associam-se fatores g;, onde 7 é o nimero de pernas que
saem do mesmo,

e 3 cada linha interna associa-se um propagador Gy,

construimos todos os diagramas. Em seguida, conforme explicamos, expan-
dimos em g5.

1.5 Obtencao de W,

Tendo calculado os diagramas de Feynman conexos, obtemos, com a ex-
pansao perturbativa variacional até segunda ordem nos cumulantes, o Wj.

Como
Z =e P2 (1.69)

Acl [.'130] = hﬁV(on),

/Dyle_%y‘,rDr‘r’y-lr’ = ZSO, (170)

BFE = —In Z%°,

sendo Zg a fungdo de parti¢do do oscilador harménico com freqiiéncia Q(z),
temos, diagramaticamente:

Q Q
=i () + OO
3

Q Q Q
#0000
6 24 72

em que

19



corresponde a SFG°, pois podemos escrever

s _ _ 1

ﬁBd InG
Q = _ﬁ/o TG (1'71)

Os fatores escritos abaixo de cada diagrama s&o os fatores combinatérios
provenientes do emparelhamento das derivadas funcionais.

Observe que a expansdo perturbativa variacional leva apenas a diagra-
mas conexos e irredutiveis, pois, como a fun¢do de correlagdo ndo contém
freqiéncia nula, os diagramas redutiveis a uma particula (1PR) ndo contri-
buem. E o caso do diagrama correspondente a G, GGyt

OO

Usando as expressdes (A.27) e (A.30), temos:

hB B2 2 ,nB phB
/ deT’GTTGTT’ G'r"r’ = <_) l:g coth g bt ].] / deTI
0 o Jo

wx 2
Rl 1 i cosh(w]r - 7| — 2/2) — 2sinh(z/2)] (1.72)
w 2z sinh z /2 T ' '
Porém, através da relagdo (A.50), verificamos que a expressdo anterior é nula.
Vamos usar

Q= Q%+ g,, (1.73)

com M =1, para expandir os propagadores em poténcias de g, até segunda
ordem, no nosso caso. A expansao é feita em cada diagrama de Feynman.
Representando a inser¢do de massa por um ponto na linha, os diagramas de
um loop e de dois loops sao expandidos como se segue

5-50°0
HorU D
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Os outros diagramas permanecem inalterados, pois fomos apenas até a
segunda ordem de g,. Os fatores 1/n!, relacionados a cada grafico, podem ser
agrupados com os respectivos fatores combinatdrios. Desta forma, a expansio
grafica completa para W,, incluindo todos os vértices relacionados com o

acoplamento g2(zo), é dada por:
pwate) = V() — 3 () + ( Q (X))

40O 00

Nestes gréficos, cada vértice representa os acoplamentos g, /%, em que n
é o nimero de pernas que saem do mesmo. A expressdo andlitica para W, é:

D [~
©o )=~

N
N=
[«

[ I

Wa(zg) = V(aco)+F§°+(%a2+%a4)

1 934 9294 4 2 ggs 928 9244

—— | =a, + —=—a,a =a, + =a —=a,a"| ,(1.74

2!th2 2Ty 0l g a ot g ed| (1.T4)

na qual os a’s sdo os obtidos no apéndice. Os indices m e n dos a], repre-

sentam, respectivamente, m—integrais em 7 e o produto de % fatores G.
A freqiiéncia 6tima Q(zo) é tal que

8W2($0)

) 0 (1.75)

e pode ser encontrada numericamente.

1.5.1 Limite termodinamico

Estamos interessados em trabalhar com uma teoria de campos a tem-
peratura zero. Portanto, é elucidativo estudar este limite no contexto mais
simples da Mecinica Quantica.



No limite de temperatura zero, temos z = whf — oo (T — 0). Entéo,
podemos fazer a seguinte aproximacao:

1 o0
5L h . %fvh/ (1.76)
com a qual reescrevemos (1.27) e (1.15)
2h o dk 1 I
2 = - — _ =
T =0 =31y TR oM (L.77)
e
K2+ Q% hQ
h/ —ln + == (1.78)
Por outro lado, a funga,o de Green é da,da, por
1 ! 1 —iwm (T—=1").
GTTI = MIB; w%.{.QQe ( ), (179)
entao,
ne R oredk 1
! = —_— —_——
/ / drdrGen = 2835 |, @ T O
— %(02)2
Lg
= a3, (1.80)
L T [ ][ ik 13
A o I T
hB2
= 93
I
= ﬁﬁag, (1.81)
e
Mohs . R Rt oo o dk et*e 1*
J /0 drdr G = ﬁM4Q4/_ood“’ moo 2T K2 + 1
hB 1
= o3
I
= ﬁﬁag. (1.82)
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. . . ! ~ . .
Assim, no limite 7' = 0, os a?, s estao relacionados com a? da seguinte forma

as = a,
al = gaﬁ,e
ay = %as. (1.83)
Deste modo, Wy, no limite T' = 0, é reescrito como
Walm) = V(eo)+ Fg + (Za? + Lat)
—ﬁ l%%a4+ 9—2’2“(7—%6 + %g%as g—i%as] . (1.84)

Utilizando unidades naturais (A = 1) e tomando M = 1, temos

w? 1
V(o) = 79534‘19%3,
Q
Fooo o=
Q 2’
1
2 — —_—
a’(z0) = oo
g2(xo) (w® — Q%) + 393,
g3($0) = ngan
94(z0) = 6y, (1.85)

o que leva a [16]
w? , 4 v | O 94 9
Wo(zo) = —x5+ —grg+F3° + — (g2 + Z=a )

4 2 2 2
—:—Q [(92 + %écﬂ) + 29&63 + g—ia“J : (1.86)

A solugdo para {)sii, Pode ser obtida graficamente. Como exemplo,
apresentamos o grafico para W (linha pontilhada) e W5 (linha continua) em
funcdo de {2 para os valores w =1, g = 0 e ¢ = 0,4. Observando-o percebe-
se dois aspectos interessantes. O primeiro é que W5 ndo tem um extremo,
mas depende minimamente de Q com a condigio [19]

O*W,
o002

=0, (1.87)
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ou seja, no ponto de inflexdo. O segundo aspecto € que os valores de Q4434
nos dois casos s&o muito préximos. Kleinert cita em um de seus trabalhos
[20] que hd vérias solugbes para Qg ., Mas que a correta € a que mais se
aproxima da solugdo encontrada na ordem mais baixa. Além disto, segundo
ele, a dependéncia em €2 diminui rapidamente conforme aumentamos a ordem
em Wy, ja4 que a soma completa é independente de (2.

0.64 -

0.62

0.6 1

0.58

0.56

0.54

0.52 1

0.5

Omega

Figura 1.1: Wy e Wy paraw =1,20=0e g = 0,4.

24



Substituindo os valores de F3°, g2, g3 € g4 na expressao de W e fazendo

oW, — (), obtemos a seguinte equacio para §2

ET) 4tima’

Q% = w? + 3\ (2 + a?), (1.88)

cuja solugao foi obtida por Kleinert numericamente.
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Capitulo 2

Generalizacao do Método de
Feynman-Kleinert em Teoria de
Campos

Para uma teoria de campos em d—dimensoes, a funcdo de particado é dada
por

Z = e DAFIb=0] / Dpe, (2.1)

sendo que L% é o volume do hiper-cubo d—dimensional, o qual corresponde
ao volume do sistema. A acdo euclidiana é

A= [ #3087 +V ), (2.2

em que V(¢) = “2—2</>2 + 2¢* ¢ o potencial e u? o« T — T, é o termo de massa,
o qual é proporcional & distancia que estamos da temperatura critica 7, (de
campo médio) [1].
Adotaremos a seguinte notacdo: Y, é a soma sobre todos os &’s nao-
nulos. Utilizaremos unidades naturais (A = 1) e M = 1 nos célculos a seguir.
Vamos decompor o campo ¢, ¢y = ¢* ,, numa série de Fourier?

B(o) = do+ 53 (s + €4) (2.9
k

!Nossa normalizacio difere da escolhida por Kleinert [21], pois estamos em teoria de
campos a T' = 0.
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e tomar a medida de integragdo (a partir de (1.2), com A= M = 1)

[on- [0 [255

na qual, o espaco dos momentos foi dividido em duas partes C* e C~, tais
que para cada k € C* existe um correspondente —k € C~ (que equivale
a somar apenas sobre os k's > 0 em uma dimensdo). O indice + na soma
indica que estamos nos restringindo aos k € C*. Observe que, se f(k) é uma
funcio par de k, entdo, 25, f(k) = &4 f(k). Os indices r e 7 indicam as
partes real e imagindria do campo, respectivamente. Com isso, a funcao de
particdo é reescrita como

_ ©0 d¢0 _Ldve0(¢ )
Z = /;oo \/ﬁe 0 , (25)

na qual chamamos V¢¢ de potencial efetivo cldssico do sistema, pois a ex-
pressao anterior é andloga a da funcgdo de particao classica. Comparando
a expressdo (2.1) com a (2.5), definimos o potencial efetivo cldssico como

sendo
e~ LUVC(90) = / D (P — do) e, (2.6)

em que 6 = V2w L45(p— ¢g) é a funcio § modificada que restringe os campos
¢o aqueles que tém a média

b= [ ¢(x)ds
igual a ¢y.

Somando e subtraindo a acdo teste Ag", dada por
1 0?
- [ s 007 + T 0 - oy, 7

em que §) é o parametro variacional, em (2.6), e usando a seguinte defini¢do
de valor esperado de um funcional arbitrario F[¢]

< Flg) >8= 12817 [ D4d(3 — go) e Flgl, (28)

obtemos A
e—LdV”(d)o) — [ZSO] < e—(-A—-Ano) >$0 . (2.9)
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O valor esperado no lado direito possui um limite que pode ser calculado por
meio da desigualdade de Jensen-Peierls [8]:

< e UAAR) o5 om<(A-AT)>E (2.10)
A energia livre é dada por

1
FY = —77In z%. (2.11)

Como

k2
# - Tls
o Lk + Q2

!

-1
1 k2402
— [egzk In —z :| 7

temos 12 Q2
do __ +
Fy =5 LdZ In (2.12)

Ou seja, o potencial efetivo clssico tem um limite superior

Ve<(go) < F§(90) + 75 < (A — AR) >&= Wi(4o). (2.13)

1
Ld
Ressaltamos que W;(¢y) permanece sempre acima do potencial verdadeiro
procurado. Uma minimizacao de Wy (¢g) em (¢o) produz um limite superior
6timo. Por outro lado,

Q2
Vellgn) S FE o) + 25 [ < [V(9) - (f") (6= ¢0)?| > d'z. (2.14)
Com a relagdo (2.3) e a decomposigdo
>Q — Z¢o] 1H [/ i‘;’é‘iﬁ%] [—Ld2k+(k2+92)|¢k|2] e (2.15)

calculamos os valores esperados < V(¢) >% e < (¢ — ¢o)? >&, obtendo
2 do__ 1 EI ]‘ — 2 ) 2 16
< (¢ — ) >n—ﬁkm=a(¢o- (2.16)
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Podemos reescrever a? na forma

' k2 Q2
a®(¢o) = ﬁ% In {exp lz In ;:2 ]} : (2.17)

Para encontrar o termo < V(4) >&°, utilizamos a transformada de Fourier
de V(¢), no espago dos momentos

4 oy (g), (2.18)

v(g)= [ 5L

e a equagdo (2.15). Deste modo, reescrevemos

<V(g) >&=

go1-17T+ | [ _9PkADE | [-1¢5oF ker02)ign
[ZQ] 1];[ l:/ ﬂ-/(Lde):l 6[ ’ ? ]

« [ L) gttt Tue i) (2.19)
T

na qual usamos a relagdo (2.3). Calculamos primeiro a integral miltipla,
completando os quadrados nos termos do expoente que sdo proporcionais a
¢x. Para isso, reescrevemos

e~ ¢y + €% ¢t = 2(¢} cos kz + ¢ sin k). (2.20)
Lembrando que, para uma funcio par em &, temos Z;c =2y}, encontramos

e[_Ld S (62+02) 65 [2] +2ig 37 (4 cos kz+¢}, sin kz)+igdo (2.21)

Completando os quadrados, chegamos a

<V(9) >f=
dérdos ; 242
[Z¢) 1H [/ W/¢zdﬁ2)] QWV(Q) £l1%0—0* 4

2 2
[ LA k2+92)]{[ A ﬁﬁ_k;z)] [¢’“ %] } (2.22)

Redefinindo as varidveis de integracdo

” gcoskw
%= - La(k? 4 Q2)’
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Red

- _ i gsinkz
¢k - ¢k Ld(k2 + QZ),

podemos reescrever as integrais gaussianas como

I [/%G_Ld(kumwo))l&klz] = 7%, (2.23)
A m

Reinserindo (2.18) e completando os quadrados no expoente, achamos

© d 2 /942
< V(QS) >$OE V,2 (¢O) = /_oo \/2::7‘/((25)6—@_4’0) /2a% (2.24)

Na teoria A\¢?, V(4) = ”2—24252 + %qb“, assim, encontramos

g 2 3 3 A
Vaz (o) = %az + %q&g + Z)‘a4 + EAa?qsg + qug. (2.25)

Logo, o potencial efetivo classico aproximado obtido na nossa generaliza-
¢ao do método de Feynman—Kleinert,

(¢o)
2

k+Q

Wi(do) = F§® + Var (d0) — a* (o), (2.26)

possui todos os termos dependentes de Zk/ In que, na verdade, é uma
soma multipla, pois estamos trabalhando em d dlmensoes Para que esta
expressao faca sentido, € necessdrio regulariza-la e depois renormalizar a teo-
ria, como faremos em capitulo posterior. Neste ponto, passamos para o limite
termodindmico (L — 00), que é o que nos interessa numa teoria de campos
a temperatura zero. Neste limite, limite de 7' = 0 no caso unidimensional,
como abordamos apenas fun¢oes pares em k, podemos fazer a substitui¢ao

Ldz Ldz /;:r’;dz/k. (2.27)

Incluimos na integral o ponto £ = 0, porque a mesma nao apresenta nenhuma
singularidade neste ponto. Logo,

k2 + Q2
@ = = / In (2.28)
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1 k*+ Q2
do _ —
R =3 /k In = (2.29)

Inserindo (2.25) em (2.26), reescrevemos

$o © 2, A4
Wi(do) = F§ +"2‘¢0+Z¢0

a*(¢o)

T

l;ﬁ — Q%+ 3)¢7 + %a?(qso) : (2.30)
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Capitulo 3

Generalizacao do Método de
Kleinert em Teoria de Campos

Neste capitulo, generalizaremos o método de Kleinert para a teoria de

campos.
Para uma teoria de campos em d—dimensoes, a funcdo de particdo é dada

por
Z = e LFIh=0l _ / De, (3.1)

onde L¢ é o volume do hiper-cubo d—dimensional, o qual corresponde ao
volume do sistema. A acdo euclidiana é dada por

Alj) = [ 5[50 + V() - |, :2)

onde V(¢) = "2—2¢2 + 3¢* é o potencial, u? o« T — T, é o termo de massa,
o qual é proporcional & distdncia que estamos da temperatura critica T, (de
campo médio), e —j¢ é um termo de fonte adicionado & agdo.

Expandimos o potencial em torno de ¢ = d¢ = ¢ — ¢y

dV(go) V() ¢
dpe * T dgg 2

e introduzimos o pardmetro variacional Q2(¢) = 2, somando e subtraindo
2 N ~ -
o termo L-¢? & agdo. Assim,

V(¢) = V(go) +

) 1 9% Q2
Apl = [t {5007+ G - T
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dV (¢o) d?V (¢o) ¢*
d*V (¢o) ¢° n d*V (¢o) ¢*
i 3T dg 4

~ o m} NEE)

Por outro lado, o termo —Vﬂ’—"ch ndo contribui na integragdo, 0,0 = 0,9, e
0,¢0 = 0. Além disso, para o potencial V(¢) = L‘?—QS? 2(;54, temos

2V(¢0) _ .2 2
a2 . = 1° + 3¢y,
Vigo)|
d¢g " - 6)‘¢0a
) 2V (90)
0
=6\
doj 4o
Definimos diV(qb
9i(do) = i o) _ Q265

e renomeamos 0 parametro variacional
Q2 =02+ g, (3.4)
Deste modo, a agao é reescrita como
Alj) = Adgn] + [ 'z { (-2 + @) — o)
+ [d% {93 sy 2 4}, (3.5)
onde
Aaltol = [ s {5(0u80) +V (80) — 60}
Definimos também a matriz funcional

Dgw = D(z,1') = (0% + 0?)8%(z — z"); (3.6)
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com z —1z' € & “caixa” de lado L, cuja inversa funcional é a funcdo de Green
euclidiana

ddk 1 —ik(z—2'
G:Z::z:’ = / sz +Qze ( ) (37)

Assim, a funcdo de particdo correspondente é reescrita como
Z[j] = /D(pe—Acz[qﬁo]e—fddz{%%<p3+%‘%<p“}
x e~ J el 3eDaroio} (3.8)
Podemos fazer a substituicao
e Jee{ ettt} oS #o{$ i oie ) (3.9)

e adotando a seguinte notagao:

N
87 6j(z)’

07
52Gnat o / 42§ (2)G(x, ') j (),

d
L= /o

em que todas as integracdes em dz ficam implicitas, apdés algumas manipu-
lacoes algébricas, obtemos

Z[j] = e_LdW2 = d¢0 e—Acl[¢0] /Dw’e_%‘p;Dzz”ﬂo;/

V2rLe

_f938% Lsas } ‘ .
X e {3! @4—4!@ e%]zlG3112]¢2, (3]_0)

onde
<P; =Yz — Gzyjy; (311)

. . . . N _1d
e os dois primeiros termos levam, respectivamente, & e L*Ve1(%0) onde
Py 3 b b -
Valdo) = 21 A48 o3 funcao de particdo da teoria livre com massa Q.
2 Y0 4¥Y0
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Expandindo as duas ultimas exponenciais, obtemos

g3 8% | g4 84
e { 3! Eg"*_ 4! F 62]::1G::1=2.722 —

11 . .

Z“l 5 4513101232 J3G34]s
1g2 6 11 . - ;
+_g_3———_71G12.72 J3G34J4 75Gs6Js

23131453 053, 3!8

+5EWZEJ1G12J§ J3G34Ja JsGseje j7Grsjs + ... . (3.12)
Reagrupamos estes termos numa exponencial, o que nos leva a uma expansao
em cumulantes na qual temos apenas diagramas conexos. Conforme estuda-
mos anteriormente, no caso unidimensional (oscilador anarmonico), a cada
termo associamos um diagrama de Feynman. Assim, aplicamos as mesmas re-
gras de emparelhamento de derivadas e descartamos os diagramas redutiveis.
A cada vértice associamos fatores % onde i é o ndmero de pernas que saem
daquele. Além disso, no limite termodmamlco temos

2_

1 k407
F=; [m = (3.14)

Assim, chegamos a uma expressdo para o potencial efetivo cldssico apro-
ximado, W5, que é equivalente & do caso unidimensional, na sua forma. Dia-
gramaticamente, encontramos:

Q Q
et O 3OO0
3
Q Q Q
2SS - E-000
6 24 72

onde
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Q
—ﬁ-@ = %fkln%zh(ﬁ),

Q
2 ~
i OQ = 2 [d%23(Gar)? = 4 [fy mims| = L(5(Q))2,
3
pois
s = 371/ 472 G
= 2 [, o = 20(Q);
Q
2
1 @ = B[ disdis 6 (Gaw)®
2 2 ~
6 = 263- fk fq kziﬁz qz_*l_ﬁz (k_*_q)lz_*_ﬁz = %3_1’3(9),
Q
2
%@ = gazz [ dPz d%a’ 24 (Gop)*
24 'R 1 1 1 1 — BT (S
= 2 fk fq fp k2402 g2 +02 p2+ 02 (k+q+p)2+2 = 24'[4(Q)’
e

Q
fbm - Tz!zﬁ I d?z diz’ 72 Gmx(G$Z')2Gw’w'

& S - L1 = E,Q) (L ()2
= 8[fkm)7] [quz—m—z] = $12(02)(1(2))%,
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pois

2 2
i ) = I (G = & g = $00)

Observe que o fator 77 é cancelado com uma [ d%z em cada um dos diagra-
mas.

O problema com estas expressoes é que elas divergem em d = 3. Portanto,
precisamos regularizar a teoria antes de prosseguir com os cdlculos. Usare-
mos em todo este trabalho o método de regularizagcdo dimensional (RD),
desenvolvido por Bollini e Giambiagi [22] e por 't Hooft e Veltman [23] (Veja
também o livro de Amit [1] para uma introdugdo mais did4tica).

Como ¢ feito usualmente em fenémenos criticos [1], trabalharemos em
dimensdo 4 — ¢, [24]. As divergéncias encontradas na teoria ndo-regularizada
aparecem como pdlos da forma (%)" na teoria regularizada. Precisaremos,
mais tarde, achar um procedimento para eliminar estes pdlos. Ou seja, pre-
cisaremos renormalizar a teoria. KEste importante ponto serd abordado no
capitulo seguinte.

Em termos das integrais, o potencial W; é escrito como:

W, = Valgo) + 1(Q) + (IO(Q))

_ %{%13(Q)+%I4(Q)+g§12(f2)(fo(@))2}- (3.15)

Os trés primeiros termos da expressao de W5 coincidem, obviamente, com
a generalizacao feita para o método de Feynman-Kleinert.

Para recuperar os diagramas com vértices g», expandimos os termos em
poténcias de gg, no nosso caso, até segunda ordem. Logo,

O-0-0-O

CO-00- O



Ou seja,
2

L) = L) + Z1(©Q) - 2L©) (3.16)
(Io (Q))2 = (L(2))? — 221 () (). (3.17)

Deste modo, reescrevemos o potencial (3.15) em fungéo de Q:

1 (©) [

2
Walge) = gi+ 304+ @) + 202 [+ 21y

_{hfw@+%mmr+§h?%“§%?}'ﬁw)

Para d = 1 reobtemos 08 resultac%os de Kleinert (1.86), com Iy = a?, I; =
Foo I, =% Iy = e I, = 1%. (Veja [16], p. 276, T =0, ate O()\?)).

3 n J
Neste caso, todos os termos de W, sdo reescritos em fungao de a? 21Q
Observe que 1.70 = %15 e ly, = —%% Substituindo os g¢;'s, encontramos
I)(Q2
W) = Lai+3os+n@+ 2 a2y aag;
6 L(Q 6 2
+ Zu) - {% RS + S0
360202 I3(Q2)  36A2 I4(9)
+ 5 5 + 5 94 [’ (3.19)

ou, em forma diagramaética,

,BWQ(.'L'()) = ,BV(.'L'()) — % O + (

Neste ponto, tivemos a agradavel surpresa de verificar que o potencial
efetivo, obtido com a generalizacao do método de Kleinert, coincide com o

I

N)|,_.

N

+

N =
B f—t
8 +
+ 00—

=21 Ll

@

OO|>—A
Anad
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obtido por Stevenson [17], encontrado através de uma técnica superficialmen-
te bem diferente.

Fazendo as seguintes mudancas: I; = Is com ¢ = 2 3 e 4, onde o
indice s 1nd1ca as integrais definidas por Stevenson [17], u? = m%, 3 7 = A,
e ¢3 = ¢?, obtemos a mesma expressdo encontrada por Stevenson em [17],
com 6 = 1. No método proposto por Stevenson, a partir da agdo euclidiana

Sl = [ s [36)(=0 + m)o(a) + 264 (@)
— / d*zL[$,8,4] (3.20)
e ¢(z) = ¢(z) — Po, define-se
L= (Lo+ Lint)s=1
em que Ly é a lagrangeana da teoria livre com massa {2 para o campo gg,
1 - .
Lo = 30(2)(—0" + 2)d(s),
e a lagrangeana de interacao é
Lint = 6(vo + 116 + v20% + v38° + v48*),
com

1
v = §m23¢(2)+>\3¢3,
v = (m%+4rpdR)do,

vy = 5(m — Q%) + 6)p45,
vz = 4AB¢0,
Vg = Ap,

e 0 é um pardmetro de expansao introduzido em L;,; para tornar evidente
a ordem da aproximacdo. Os v; sao chamados por Stevenson de “constantes
de acoplamento”, dependentes de ¢y, e sdo equivalentes ao V(xo) e aos g;
definidos por Kleinert. Faz-se um calculo perturbativo em 9, colocando § =1
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ao final, mas ndo ha nenhuma expansio em ) [17]. A expressao do potencial
efetivo em segunda ordem, obtido por Stevenson [17] é:

1 1
VA(4,Q) = LQ)+6 {§m23¢2 + Aot + §IO(Q) [sz — 02 + 122 5¢?

+62510(Q)]} — 67 {%12(9) [m} — Q2 + 12)54?
+12/\BIO(Q)]2 + 8\ 15(Q) + %/\2314&)} , (3.21)

fazendo d = 1 e usando as relagoes ja estabelecidas entre as nossas defini¢des
e as de Stevenson, verificamos que o0 nosso potencial efetivo coincide com o
de Stevenson e, por conseguinte, com o de Okopinska [3], obtido através de
uma terceira técnica (expansio otimizada) e citado por Stevenson em [17].

Observe que o método de Kleinert é “mais natural”, no sentido de que
nao é necessario introduzir & mao nenhum parimetro.

Assim, como o nosso W, produz o limite correto em d = 1 e coincide com
o de Stevenson em teoria de campos, garantimos que 0s nossos resultados
estdo corretos e passamos para os proximos passos da generalizagdo: renor-
malizar as integrais de W3, que séo divergentes para d > 2, e obter Qi 4-
Discutiremos adiante qual destes dois passos deve ser feito primeiro.
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Capitulo 4

Métodos de Renormalizacao de
Wi

4.1 Sobre a renormalizacao

O que torna a generalizagao da teoria de Kleinert nao-trivial é a necessi-
dade de renormalizar a teoria. Este ponto foi abordado de varias maneiras,
tendo em vista duas importantes questdes que precisam ser examinadas:

1. Uma vez obtido o potencial efetivo aproximado, o que deve ser feito
antes:

e Obter Q2 com a teoria regularizada e, sé entao, renormaliza-

la, ou

6tima,
e Tornar finitos os pardmetros da teoria e, depois, obter {24: ..
finita?
2. Qual esquema usar?

Apresentamos aqui dois esquemas diferentes de renormalizacdo que obe-

decem a ordens inversas da questao 1.
Do nosso ponto de vista, seria mais interessante renormalizar a teoria
antes de determinar {244;,,. Conforme vimos no final do capitulo 1, Kleinert
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obtém 445, o numericamente, mesmo para d = 1. Se primeiro obtemos uma
teoria finita, temos a possibilidade de aborda-la numericamente.

4.2 Primeiro estudo para W;

Nesta se¢do vamos primeiramente substituir o valor de {244, na expres-
sao de W para, depois, renormalizé-lo.

Vamos considerar apenas os termos de Wi(¢@y) da expressdo (3.19), ou
seja,

2
Wi(de) = %¢§+Z¢g+h(9)

I(© 6
+ 0(2) #2—92+3/\¢g+zfo(9) : (4.1)

Fazendo-se $2t, verifica-se que as solugbes para Qi = O sdo Q* =0

(solugdo trivial) e

(2%)2 = u? + 3A@2 + 3ALH(QY). (4.2)
Substituindo na equacao de Wy, obtemos
* 2 A * 3A *
Wi(#o) = S5+ J68 + It - LT (4.3)

na qual definimos W} = W (), IT = L(Q¥), e I = I ().
Com (4.2), encontramos

0 3Ad

= 4.4
Odo (1 +3AI3) (44)

que € utilizado para o cdlculo de H = 9_1/%{25(;#_0), apds o qual temos
H = [2*(¢0)]*¢o — 2745, (4.5)

Ressaltamos que até este ponto nao foi feita nenhuma aproximagao.

A forma como tratamos €2* é que determinard nossos resultados. Fazendo-
se uma expansao de * em torno de ¢y = 0, encontra-se uma expressiao de
campo médio para H.
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Por outro lado, se iteramos uma vez a equagio para Q* (4.2), temos

1

. 4.6
+ 12 + 3\¢5 (46)

N2 _ 2 2
Q) =p +3)\¢0+3>\/kk2
Verifica-se que a integral de (4.6), em d = 4 — ¢, é dada por (através da
relacdo de [1], p. 223)

1
k k2 + p? + 322

1
= -2 [ +373) [1 ~ Sn(u? + 3)\¢§)] L @)
Colocando este resultado e (4.2) em (4.5), temos

3\
H = o+ 285~ o [ + 36

3o

5 (142 + 3A¢8] In (12 + 3¢3) . (4.8)

Utilizando a subtracdo minimal, ou seja, definindo a massa e a constante de
acoplamento renormalizadas, respectivamente, como sendo

t = u? (1 - -‘:3)\) : (4.9)

9
7= (1 - EA) , (4.10)
encontramos a equacao de estado

3g9¢0

H = t¢o+9¢)+ 9

[t +396%| In (¢ + 3942) . (4.11)

A seguir, verificaremos que esta é a expressdo obtida em 1-loop, no livro de
Amit [1].

4.2.1 Obtencao da equacao de estado e dos expoentes
criticos

Como dividimos a constante de acoplamento por 4 e Amit por 4!, temos

A= Aagut Para facilitar a comparacao com os resultados da teoria de campos,
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utilizaremos a convencgdo de Amit nos calculos a seguir. O potencial usual
em 1-loop na convencdo de Amit é dado por ( [1], p. 110):

2 A 1 A2
U(go) = %qﬁ{‘; + Ziq% +3 /dqln <q2 +u?+ TO) . (4.12)

A equagdo de estado é a relacdo entre o campo magnético H, a magneti-
zacdo M = ¢ e a temperatura, proporcional a p2?. Assim,

_oU _ A , 4.1
H=go u%+¢ﬁ-2/@¥+M+% (4.13)
Usando a relagdo (ver [1], p. 223)
1 1T(zd)T (o — 1d)

/dq (@ + 2kg + m2)e 2 I'(e) (m* — )27 (4.14)

e colocando d = 4 — ¢, temos

1 b
/dq;,\z =T (2 - E) r (—1 + E) [MZ + é@%] . (4.15)
g2+ 2 + _ga 2 2 2 2

Expandindo a expressio anterior até O(e®) e substituindo em (4.13), obtemos
A Al A
_ 2 A AL 2 Ao
H = i+ 6 2£4u+2%]

+ % l/ﬁ + %a%] In (u2 + %%) : (4.16)

Vamos renormalizar os parametros de H, utilizando a subtracdo minimal.
Ou seja, vamos considerar

u? =t(1+ ag),

sendo t e g os parametros renormalizados da teoria, e a e b parametros que
cancelam os pélos em €. Deste modo, fazendo as substituicées em H, obtemos
b=2ea=4, até O(2). Isto ¢,

1
2=t(1 — ) 4.17
7 +529) (4.17)
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A=y (1 + 23—69) i (4.18)
Logo,
H = tgo+ 2+ g%o [t + g@%] In (t + g@%)
= o [(t + %qﬁﬁ) +4 (t + gqﬁg) In (t + gqﬁg)] . (419)

que, a menos do fator da constante de acoplamento, é a mesma expres-
sdo (4.11) que encontramos a partir do nosso Wy com Q4415 aproximado.
O ponto fixo é um zero da fungdo B(u) [25] e é determinado por meio da

equacao
Blu) = —e [ 21nue T (4.20)
N ou e '
No nosso caso,
3
=u(l+— 4.21
“o u( + 2€u>, ( )
entdo, o ponto fixo encontrado é
. 2
ut = —e.
3

Fazendo g¢2 =y e ¢o = M, e usando u* em (4.19), obtemos

weu( )i u(y)

A equagdo de estado deve ter a forma [26], [27]
H(t, M) = M°h(CtM™5 u*).

Fazendo z = ty~'/?8, escrevendo H em termos de z e y, reagrupando os
termos convenientemente e considerando-os até O(e), obtemos

. e 1 € 1 1
H=M1+-{ %1% 4 —( -)1 ( —>} 4.2
y 2 izy tetglety)n{z+ (4.23)
Isto nos leva aos seguintes expoentes criticos corrigidos
d = 3+e,
1 €
- Z_= 4.24
f= 55 (424
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onde ¢ é o expoente que indica a relagao entre a magnetizacao, M, e H, no
ponto critico para campos magnéticos fracos:

M ~ HYS, (4.25)

e onde S é o expoente relacionado com a magnetizagdo M, que indica seu
comportamento para a regido proxima da temperatura critica T,. Ou seja
28],

M~ (T, —T)*. (4.26)

Deste modo, a equagdo de estado é reescrita como

1 1 1 1
H:Myi(ﬁ_l){(m-l-g) +§-(1‘+§) In ($+§>}, (427)

que ¢ a expressao fornecida no livro de Amit.
A equacdo (4.6) pode ser reescrita como

(@) = + 835 — 22 (@, (4.28)
na qual definimos A(e) = —eil’ (2 - %) r (% - 1). Para simplificar a nossa
notagao, definimos

X = p? + 305 (4.29)

Iterando a equagdo (4.28), obtemos

3A/\ l: ~ _?)_A._/\Xl_e/z] 1—6/2.

@2 =x-22 g
€

- (4.30)

Substituindo este resultado na equagdo (4.5), que determina H, chegamos a

3A) 3A) 1=e/2
H = p2¢o + A3 — - do [X — TXI—E/ZJ . (4.31)

A expansdo em e desta equagdo é problemética devido ao termo o 1/e dentro
do parénteses. Se ignoramos o pélo e expandimos de uma maneira ingénua,
obtemos

H = i%$o + M -

(- 224 200 e (1 282 948,

3420 [X (1 J3AAy %mx)] + 3A;¢°
€ €

€ €
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Note que o pdlo —%lnx nao pode ser eliminado através da renormali-
zacao de p2, ) ou ¢y.

Isso tudo parece levar a um paradoxo: em principio deveriamos iterar a
equacdo (4.2) infinitas vezes para chegar a obter Q4;m,- A cada iteragdo,
deveriamos obter uma aproximacao melhor. Entretanto, apenas a primeira
iteracdo funciona. A partir da segunda iteracao aparecem problemas sérios
com a renormalizagdo da teoria.

Aparentemente, este problema pode ser contornado com a renormalizagdo
utilizada por Stevenson e Tarrach [29] para dar sentido a uma nova fase da
teoria A¢* por eles denominada de fase auténoma [30] - [32]. Esta renorma-
lizacao consiste em supor que

AN =€) (4.33)

e em definir

para que o termo 3A@2, que aparece em X, seja finito. Stevenson e Tarrach
nao estavam interessados em calcular expoentes criticos, mas em investigar
questdes como a trivialidade da teoria A\g?. E interessante observar que o
ansatz A\ = e) faz sentido em fendmenos criticos, nos quais interessam
as funcoes de Green no ponto fixo u* « €. De qualquer forma, como esta
renormalizacdo é bastante ndo-convencional, voltamos para a equagdo de
H, (4.19), obtida com apenas uma iteragao e para a qual foi obtida a equagéo
de estado convencional.
Usando o ansatz de Stevenson e Tarrach, encontramos

Hrp = pPo+ig® —35p [,u2 + 35\g02]
365\90

(12 + 330" In (42 + 33¢?) , (4.35)

onde Hr = H./e. Observe que aparece um € multiplicando o termo loga-
ritmico. Em analogia ao que fizemos anteriormente, definimos

t=p?(1-34), (4.36)

g=Ax(1-94). (4.37)
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Assim,

~

3 .
Hg = to + §0° + %(t + 396%) In(t + 39¢%). (4.38)

Como fica o ponto fixo? Para isto precisamos lembrar que o ponto fixo é

a raiz da funcao
€

Blu) = — [ (4.39)

alnug) ’
ou /)

na qual u = k7 °g e ug = k~°\. Podemos rederivar a funcido 8 em termos de
varidveis ) e §, obtidas de X e de g, extraindo-se um fator e. O resultado é
que o ponto fixo, que é dado, na teoria usual, por u* = §, passa a ser 4* = %.
O € que falta em 4* aparece explicitamente na nova equagdo para H, (4.35).
Desta forma reobtemos os expoentes criticos usuais.

Uma vez convencidos de que a renormalizagao proposta por Stevenson
e Tarrach se constitui em uma alternativa vidvel, voltamos para a equacgao
de H com duas iteragdes (4.32) que, com a nova renormalizacao, é reescrita
como

HR — /_1,2()p+;\()03 — 3;\(,0 [XR (1 — 3;\ + BTJ\EIIIXR)]
+39¢ [Xp (1~ 33+ 38In Xz) ] In [Xz (1 - 33 + L In Xz)]. (4.40)

O problema com o pdlo logaritmico foi resolvido. A partir desta nova
expressao os novos expoentes criticos podem ser obtidos.

4.3 Segundo estudo para W

Nesta se¢do, vamos primeiramente tornar W, finito para, entdo, substituir
o valor de {241y, 1@ expressdo resultante.

O potencial efetivo classico aproximado, obtido na nossa generalizagao do
método de Feynman—Kleinert,

Q%(¢0)
2

Wi(go) = FE® + Voo (¢o) — a®(¢o), (4.41)

pode ser reescrito em termos de Fg". Assim,

o [ A% | K+
'~ 50 | i (4.42)

a
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ddk k2+Q2
Ffo =3 / (4.43)

Antes de efetuar a integral, fazemos uma mudanga de varidvel, de tal modo
que

A’k . k? 4+ Q2 o[ d% . ¢?+1
/ Gt =0 / T (4.44)

Para 0 < d < 2, basta colocar a integral em termos de coordenadas
esféricas (sendo 7 o raio da esfera d—dimensional) [23] e usar a relagdo
4.295.40 do Gradshteyn [18]. O resultado obtido é:

d +1
/(dq In ¢?+1 1 omadt d_7r (4.45)

2m)d ¢  (2m)d dI‘(d/2)
Esta expressdo nos permite definir um prolongamento analitico do lado es-
querdo da equagdo (4 45) para outras dimensdes além de 1 (regularizagio

dimensional).
Vamos denotar

d ld+
52/dqlq+1 1 72 d_ﬁz;r‘(l_c_i),

2~ 2m)adl(d/2) d(4m)3 2
(4.46)
pois =7 = I'(v)I'(1 — v), e prosseguir com os célculos. Assim,
a*(¢p) = Q¥ 2d (4.47)
e
FY = a0l (4.48)

Logo, a expressao generalizada do potencial efetivo cldssico, em d-dimen-
soes, é dada por

d—2\ 2
Wi(go) = (1—§>a9d+3)\<dag 2) ( +3/\¢0) o Q42

2
A
+ %cﬁg + qug' (4.49)
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Prosseguindo, como « muda de sinal no intervalo 0 < d < 4, sendo a > 0
para 0 < d <2 e a < 0 para 2 < d < 4, é mais conveniente trabalhar com

Jod:
d d 3 2 d—2\2 2 2 d d—-2
Wilgo) = * |5 —1)lalQ%+ 78 A(o| Q) F (4 +37¢F) 5 10l Q
2
A
+ 4t + 268 — hoo. (4.50)

Para eliminar os o's das expressoes anteriores, escolhemos o seguinte reesca-
lonamento dos parametros:

Qr = |oQ,
dor = |o| ™ ¢,
vr = |,
g = |af*%A (4.51)

Entao, paraa > 0,0u 0 < d < 2:

Wi(go) = (1 = g) Q% + %dQQ Qx4 4 (M%{ + 39¢3R> ngIz{—z
+ %%{(%R + %Vf’gm (4.52)
e, paraa < 0,0u 2<d<{4,
Wi(go) = - (1 - g) Q‘Ii{ + Zng Q%g—‘l _ (M%{ + 39%3) gQ}i{_Q
+ %%{%R + %‘f)gR' (4.53)

A partir daqui, as quantidades reescalonadas sdo escritas sem o indice R,
para ndo sobrecarregar a notagao.
Para d = 1, usando a expressdo (4.52), temos

1 3 Ql o2 g
Wiama(g0) = 50+ 2907 + (uh +39985) —— + -8 + S48 (4.54)

Por outro lado, no capitulo 1, encontramos a equagao (1.86) para Wj(zy), no
limite termodindmico, com a qual, usando as relagdes (1.85) podemos obter
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W;. Assim, para o caso unidimensional, tinhamos

w? g Q
Wl(il?()) S 7273 + Zxﬁ + Z + 3gm + E(

Escolhendo-se as seguintes mudangas de varidveis para Wy, com d = 1, rees-
calonado (4.54)

w?® + 3g72). (4.55)

Q
QR = 57
g = eA
16’
w
br = 5,
$or = 2o, (4.56)

chegamos & expressdo (4.55) para Wi ndo-reescalonado. Tendo verificado que
0 nosso reescalonamento leva ao W; correto no caso d = 1, vamos estudar

agora o caso 2 < d < 4.

Tomando %%’l em (4.53) e igualando o resultado a zero, obtemos a equagéo

que determina Qgii o = O

-2
d(d2—) Q302 — (u? + 39¢%) + 3dg Q%] = 0, (4:57)

cujas solugdes sdo * = 0 (solugdo trivial) e
(@) = (42 + 3942 + 3dg ()42 = 0. (458)
Usando a solugdo néo-trivial (4.58), encontramos

o 6960
Odo  2Q* + 3gd(d — 2)(Q*)3-3"

(4.59)

A equacao de estado, dada por H = %%, é obtida a partir de (4.53), usando-
se as relagdes (4.58) e (4.59). Deste modo,

H = o + g3 — 3dgeo (%) 2. (4.60)
Da equagao (4.58), encontramos

3dg(0*)% 2 = 1 + 3g42 — ()2, (4.61)
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que é inserida em (4.60). Assim, temos

H = (90 — 2043 (462)
Para eliminar o fator d em (4.58), redefinimos ¢ = Vdé,, g = L eH =
v/dH'. Omitindo as linhas, encontramos

H = (2%)%¢o — 2943, (4.63)

()2 = 22 + 3942 — 39(Q)*2, (4.64)

que coincidem, respectivamente, com as equagdes (4.5) e (4.2). Observe que
o sinal no tltimo termo de (4.64) surge quando colocamos a expressio de
W, em termos de |c| e reescalonamos em seguida. Ou seja, o dltimo termo
de (4.2) é negativo para 2 < d < 4 e, portanto, é equivalente ao de (4.64).
Fazendo (Q*)2 =Y e u® + 3992 = X, reescrevemos (4.63) e (4.64) como

H =Y — 2943, (4.65)
€ d
Y — X +3gYit=0. (4.66)
Tomando d = 4 — € na equagio (4.66), encontramos
= Le = X[1 — 3gY 5] + O(g?). (4.67)
1+3gY 2

Expandindo Y~% até ordem €2, temos

2
Y=X—3gX<1—§lnY—|——€8—lnY). (4.68)

Considerando InY = In X, pois os mesmos sdo multiplicados por g, substi-
tuindo este resultado em (4.65), e colocando X = u? + 3g¢2, obtemos

H = p*(1-3g)¢o+g(1 —99)3 + %gaﬁo(uz +3g9¢3) In(p? + 39¢7)
2
— 399250%‘(#2 +39¢%) In® (1 + 39¢3). (4.69)
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Observe que podemos encontrar um valor aproximado para 2* de outra
forma. Iterando a equagdo (4.64), temos

() = 1 + 3995 — 39(4* + 398%) 7 (4.70)
Para d = 4 — ¢, expandindo até O(e), obtemos
(%) = X — 3gX (1 - %lnX) , (4.71)
que é inserida na expressao de H.
Até O(e), fazendo a renormalizagio finita:
t = p*(1 - 3g), (4.72)
e
9r = g(1-99), (4.73)
chegamos a
_ 3 39R¢0 2 2
H =1¢o + grop + e(t + 39r¢p) In(t + 39rdp), (4.74)

2

que é a expressdo (4.38) obtida anteriormente através do ansatz de Steven-
son e Tarrach. Portanto, reobtemos também os valores para os expoentes
criticos (4.24).

4.3.1 Forma implicita da equacao de estado

Vamos mostrar, nesta secao, como obter a forma implicita da equagao de
estado sem nenhuma aproximagao de §2.
A partir de W; reescalonado, encontramos a equagao de estado

H = g0 + g5 — 3dgo(2)*?, (4.75)
e a equagao para {dgiin o
()% — (u® + 3942) + 3dg ()% = 0. (4.76)

Para eliminar o fator d, redefinimos ¢y = \/E%, g=%eH = VdH' .
Omitindo as linhas, encontramos

H = 1 ¢o + g8 — 3go(2)4 72, (4.77)
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(2% — (1* + 39¢5) + 39(2")** =0. (4.78)
Por meio da equagéo (4.77), temos
3940((M) 2 = o + g5 — H, (4.79)

que é substituida na expressdo (4.78), levando a
$o(%)? = H + 2943, (4.80)

com a qual podemos reescrever a equagdo (4.77) e obter a forma implicita da
equacao de estado:

H H d/2—-1
(—O + 2g¢3> = 1’ + 39¢; — 3¢ (% + 2g¢3) : (4.81)
Colocando d = 4 — € e expandindo em ¢, encontramos
H v (g- 692)¢2
bo 1+3¢g  1+3g '°
2 2 2 2
1+3g 2+ 6g 1+ 39
Definindo as grandezas renormalizadas
2
7
t= 4.
14 3g (4.83)
i (1 - 69)
g\l —0og
== 4.84
gr 1+ 39 ( )
reobtemos a expressdo (4.38)
_ 3 , 39rPo 2] 2
H = t¢o + grdy + =5 —¢(t + 3grés) In(¢ + 39rdp), (4-85)

sem ter sido necessario obter o valor Q(’)tima'
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4.3.2 O potencial em 1-loop com o nosso reescalona-
mento

Um aspecto muito interessante é que podemos usar o nosso reescalona-
mento diretamente no potencial usual em 1-loop [1]. Neste caso, o potencial,
escrito em termos da nossa constante de acoplamento A, é dado por

2 24,2 2
_ M9 §41/ k* + pu” + 3A¢g
U(go) = 5 ¢y + 4¢>0 + 5 kln ( 2 : (4.86)
Fazendo a mudanca de varidveis
k? — ¢*(u® + 3)2¢3) (4.87)

e usando a definicdo (4.46) de «, de modo andlogo ao que foi feito anterior-
mente, encontramos

2
A d
Ulgo) = -5+ J48+ (1? + 308D o (4.88)
em termos de |af, se 0 < d < 2 (a > 0)
K s Ay 2 2\ 4
U(go) = ?¢0+Z¢0+(N + 3Md5) 2|l (4.89)
e,se2<d<4(a<0),
_l~b2 2, A4 2 2\ 4
Ulgo) = 22+ 564 — (42 + 378 ol (490)

Usando o reescalonamento (4.51) dos pardmetros u, @ e A, obtemos, para
2 < d < 4 (omitindo, para simplificar a notacao, o indice R nos pardmetros
reescalonados):

d
2

2
Ulgo) = 563+ 268 — (1 + 3942, (4.91)
cuja equacao de estado é dada por

H = 126+ g¢% — 3gdo(u® +3g¢2) 5~
d
= 1o+ g¢5 — 3gdgoX 27" (4.92)
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Observe que esta expressdo se iguala a (4.60), se consideramos (2*)% =

p? + 3gd2 naquela.
Colocando d = 4 — € e expandindo até O(e), obtemos

H = 2o+ 9o} — 12g¢0(1” + 3993)
+6g¢oe (1’ + 39¢3) [ln(ﬁﬂ + 39¢3) + %} : (4.93)

Fazendo a mudanca de varidveis ¢ — n%g e ¢g — 1 ¢y, que mantém g2
constante, e redefinindo H — }]H , encontramos

1
H = p2¢o + gd3 — 120n°g¢o X + 6n°ged X (lnX + 5) : (4.94)

Como queremos reescrever H na forma (4.35), consideramos n? = a + be.

Comparando as duas expressoes, verificamos que, para a = i eb= %,

H = o+ g5 — 3g9¢0(1® + 3993)

2900 1 308 G + 347), (4.95)
que ¢ a expressdo (4.35). Por outro lado, para a = } e b = —1z, obtemos
H = p’po+ g5 — 39¢0(1” + 39¢5)
2990 (12 + 3943)in(1s* + 3963 + 1], (4.96)

que é a forma encontrada no livro de Amit [1], primeira edig8o.

Ja vimos que a expressao para a equacao de estado é a mesma se par-
timos do nosso potencial W; ou se partimos do potencial usual em 1-loop.
Mostraremos aqui que, com a aproximagao (*)% ~ u? + 3g¢2, W, torna-se
igual a Ul-loop' A partir da equagdo (4.57) para Q*, encontramos

3d?gQ** = —dQ + d(p® + 3g42)Q92, (4.97)

a qual, inserida na expressao (4.53) para Wi, leva a

2
Wi(g) = 563 + 165 + (f{ - 1) 0= S+ 390 (499)

Para (%) =~ p? + 3g¢2, temos

g
2

woo g
Wi(¢o) = 7@53 + Z¢3 — (4 +3g¢3)?, (4.99)

que coincide com (4.91).
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Capitulo 5

Métodos de Renormalizacao de

Wo

5.1 Diferencas em relacao a W;

Neste capitulo, apresentaremos os dois estudos para W,, como fizemos
para W,. Entretanto, até o momento, nao foi possivel repetir o estudo da
equagio de estado para obter os expoentes criticos corrigidos até O(e?), como
mostraremos adiante.

Para d = 1, Kleinert mostrou que W, tem um ponto de inflexdo e que,
portanto, € necessédrio obter a equagdo para §)sii, 4, @ partir de 3;—;‘;2 = 0.
Veremos que, para 2 < d < 4, W, passa a ter um méximo e um minimo
e deixa de ter um ponto de inflexdo. Entao, podemos fazer %z = 0 para
obté-la.

5.2 Primeiro estudo para W5

No ultimo capitulo, encontramos a equagdo que determina 2* para Wj.
Vimos que ela pode ser substituida em Wy, levando & equacdo de estado a
ser renormalizada. Neste capitulo estudaremos o potencial W5, dado, dia-
gramaticamente, por
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=
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0=

11 1
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ou, por (3.19):

2
Walgo) = L3+ e+ nie)+ 2 2 1 aagg - 02

2 4

2
v 9ven@) + @),

com

2 2
2/1 b +Q N

— 1 — d—2
° _/kk‘2+Q2 = ol

(onde |a| foi definido na equagdo (4.46))

_ 1 _ nd—4 1
L= /k(k2+92)2_9 /k(k2+1)2’

1 1 1
B = /lc/¢1k2+92q2+92(k+Q)2+Q2

_ Q2d_6// 1 1 1
kJok?2+1¢2+1(k+q)2+1
— Q?d—GAs,

@

+ QIO(Q)] - {M [M2 +3)g2 — Q2 + 3/\10(9)]2

(5.4)

(5.5)



1 1 1 1
b= L
4 koo K2+ Q2@+ 2 p2+ Q2 (k+q+p)2 + Q2

_ (s / // 1 1 1 1
klgJp k2 +1¢2+1p2+1(k+q+p)?+1
= Q3-84,. (5.6)
Logo,
o6
0 Qly, (5.7)
Ol
“9_ _9 .
g Ol (5.8)
ol, .,
0 = Q7 (d — 41, (5.9)
ol; . _;
o =27 (2d-6)L, (5.10)
e
ol _
— =Q71(3d - 8)1,. 11
30 (3d — 8)14 (5.11)
Fazendo a_awﬁz = (), obtemos a seguinte equagdo para {2*:
(d—-4)

7 L(u? + 3)0g2 — Q% 4 30 1,)?
—3XQ% ()2 (1 + 3)\g3 — Q2 + 3) 1)
3
+(2d — 6)3\%¢2 15 + Z(3d —8)\%I, =0, (5.12)

relativamente complexa para prosseguir com os cédlculos analiticos. Porém,
com ela, podemos escrever I, em termos das outras integrais. Ou seja,

3.2 (d—4) 2 2 2 2
SN - I 3AP2 — Q2 + 3\,
L 13d=89) o[1* + 3A¢g + 3\ 1o]
32
——I2 2 2—Q2
Bd—9) Sl + 35 + 3\ Iy]
(2d—6) .22
— —L3)X ¢l 1
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a qual é substituida em (5.1), levando a

I
Wa(do) = 2¢0+4¢0+11(Q)+

3A 1 (d —4) ) \ \
+ EIO(Q)] - {lz - m] IQ(Q) [/,L + 3,\¢0 -0
+  3AL(Q)] + 3N (Q) l1 — %]
+ —(3?3?28) (L) [ + 378} — O + A (Q)] } . (5.14)

Como foi mencionado no final do capitulo 1, o valor de Q4. para Wy deve
ser aquele que mais se aproxima do valor de (244;,, encontrado na ordem
mais baixa, isto é, para W,;. Baseados nesta propriedade, vamos tomar a
seguinte aproximacao:

Q% ~ p? + 30¢3, (5.15)

e substitui-la na expressdo (5.14). Observe que, com esta escolha, a equa-
¢do (5.12) ndo é satisfeita. Apesar disto, obtemos

2
7 A 3
W, = 7¢3+Z¢3+h+1)\[§
d—2
Nl : :
sos (£2) .

Fazendo ? = pu? + 3)\@? nas integrais da equagio (5.16) e escrevendo-as por
extenso, achamos

2 2 2 2
_u_2§4_1_/ K2 + 1* + 3795
W2 = 2¢0+4¢0+2 kln[ 12

3 1 2 d—2
_)\ _ -~ 212
T [/k k2+u2+3A¢8] (3d—8) W

1 1 1
X 5.17
/k/qk2+u2+3/\¢3q2+u2+3/\¢3(k+q)2+u2+3,\¢3’( )

ou, lembrando que A = A‘lgl’l, temos

K+ p® + %¢3]

_ B s Ay 1/
Wy = Sht bty In k2
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A 1 2ofd—2\ 2,
+ = /———)\2 =5 =%
8 [Jk k2 + u? + 242 3d—8/ 12

y / / 1 1 1 (5.18)
Rl k2 + P2+ 548 4% + 2 + 598 (k+ @) + p? + 345
Contudo, a expressdo nao-renormalizada para o potencial usual em 2-
loops é dada por [33]

2 2,24 Ag2 2
T 1/ k*+u”+ 505 A / 1
S ST SR () PO AL A 1
Ua(9o) =Tt + %0+ 35 kn[ P2 T8 T AR
B /\2¢2// 1 1 1
127 e Jo B2+ 12+ 303 2+ 12 + 303 (k+q)2 + 12 + 348

Comparando as expressdes (5.18) e (5.19), observamos que W, difere do po-

tencial U, apenas pelo fator numérico (%‘}8) que multiplica o ultimo termo.

Observe que, para d = 3, as duas expressoes coincidem. Assim, interrompe-
mos o primeiro estudo para passar para o segundo.

(5.19)

5.3 Segundo estudo para W,

Repetiremos aqui o procedimento do segundo estudo para W;. Lembran-
do que as equagdes (5.2) e (5.3) mostram que I, = aQ¢, e Iy = a2,
respectivamente; e usando (5.8) para verificar que I, = —£(d — 2)aQ%™,
assim como as equagdes (5.5) e (5.6), a expressdo (5.1) é reescrita como

NZ 2, A4 d i 3 22d—4
W2(¢0) = _2—¢0+Z¢0+ 1+§(d—6) af —-Zd (d—3))\aQ -

d d
+7(4-d) (1% + 3Ag2) o242 + g(d — 2)(1? + 3Ag2)%af2d
+§d3(d — 2)A\2P034-8 —i-/\zA4Q3d‘8
+%d2(d — 2)(u® 4 30g2) 2% — 3022 4502475, (5.20)

Conforme foi feito para W;, vamos trabalhar com |a|. Logo, para
0 < d < 2, ou seja, para o > 0, temos

2
Walde) = i+ Goi+ 1+ 5(d-0)] ot
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d d -
+ (4= (W + 32671l + 2(d — 2) (1 + 3Aeg)*|f Q"

- %d2(d _ 3)Alaf20% 4 %)\2|a|3§23d‘8 [gd3 (d=2) ~ a4
4+ 3)\|a|?Q%S ld;(d — 2)(u® + 32¢3) — )\¢§|a|‘2A3} : (5.21)
Para 2 < d < 4, ou seja, para a < 0, obtemos
Waltn) = Lo+ 308~ [14 5a-6) falor

— Y- d(u + 3Dl - Sd - (2 + 3Ap)% a2

4 8
- %d2(d — 3)Aaf202 + %)\2|a|3§23d_8 [—gd3(d ~2) ~ Jol 4]
2
+ 3\af202" [dz(d _2)(42 + 308) — A¢§|a|_2A3] L (522)

. . 1 ey P
Eliminamos os « s utilizando o mesmo reescalonamento dos parametros apre-
sentado no capitulo 4:

Qr = o]0,
dor = lo| V¢,
ur = lof? 1,
g = l|a*%) (5.23)

Assim, omitindo o indice R, temos, para @ >0 (0 < d < 2):
2 d
Waldo) = -¢f+T08+ [1 +5- 6)] o

d o, d _
+ S A2 + 398007 + S (d — (w + 3940t

. %d2(d _ 3)gQ2d_4 + 2929&1—8 [gds(d _ 2) _ |Oé|—3A4:|
d? -
+ 3g02° [Z(d - 2)(u* + 3947) — 95l 2As} . (524)

Para a < 0 (2 < d < 4), encontramos
2 d
Wt) = S+ 365~ [1+5a- o) o
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d
- 1(4 — d)(1® + 3945)4* -
— %dz (d — 3)gQ%@~* +

+ 3gQ2d—6

d
g(d —2)(p® + 3943)2Q4*
%gm“—s [—gd3(d _9)— |a|‘3A4]

2
-2+ 308) - gdffol 4| . 59)

5.3.1 Célculo aproximado de |a|™24; e de |a| 3 Ay

Nesta secdo apresentamos um calculo aproximado para os termos az =
la| 7243 e ay = |a|2As. A aproximacgio consiste em calcular apenas os
pélos das integrais A3 e A4, ja que ndo encontramos o calculo exato destas
integrais na literatura. Ainda nesta segdo, discutiremos a qualidade desta
aproximagdo. Calcularemos as integrais para d-dimensdes, sempre levando
em conta a mudanca de sinal de o para d > 2. Em seguida, colocaremos
d = 1 e compararemos os resultados com os exatos, calculados por Kleinert
para o caso unidimensional.

No apéndice de seu artigo [17], Stevenson obtém expressdes regularizadas
para as integrais I3(2) e I4(2) no espago das coordenadas. Observe que
Az = I3(1) e Ay = I4(1), pois extraimos €2 das nossas integrais. Neste
espaco, as integrais I3 e I, sdo escritas como

L@ = [6M@) = s 22 |7 dwatrcr, (5.26)
()= | Gz Td/2) TT :
onde z é a distancia radial da origem e n = 3 ou n = 4. O propagador G(z)
pode ser escrito em termos da funcao de Bessel modificada:

Qd—z
(2r)#2(Qz) 421 Kapa

G(z) = Qz). (5.27)

Para d = 4 — ¢, Stevenson, usando resultados de Collins [34], faz uma ex-
pansao para z pequeno no propagador, que € reescrito como

Gz) = 2 °_° 2% By (z), (5.28)
em que
Alz) = %z (5.29)
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1 2\ 1 e
B = g (1) [peTCh e

- (%) D(—-1-k+ e/z)} : (5-30)

Ele analisa quais termos da expressio de G(z) contém pélos e faz uma ex-
pansdo em e das fungoes gamma. Preferimos calcular as integrais mantendo
a funcao gamma até o final dos calculos. Ou seja, para I3, temos

or2€/2 o . [3A%B,
L&) = P(Q—G/Q)/O do l 7t ]

3% 1[TI%(1—¢/2) 2\ (1 —¢/2)I'(1 +¢/2)
T B4mi—ce [26(1 —€¢/2) (5) (1 —¢/2)? (5-:31)
71.2—6/2 )
L(Q) = ﬁfo drz™'"¢(2A°B; + 3AB})

1 91701 -¢/2) {EP2(1—6/2)
(4m2-€/2)3 8 €8 (1—¢€/2) |3 (1+¢/2)
€ (2\‘T(1 —¢/2)T(1+¢€/2) 0
T2 (5> (=i —ca T A=<

2\ T'(1 —¢/2)T(1+¢/2) 2\ T2(1 +¢/2)
6 (5) a-e2 1O (5) 1= ¢/2) }'(5'32)
Fazendo ¢ =4 — d e ) = 1 nas expressoes anteriores, obtemos

3 1
4 = L) =gy

lz( [d/2-1) . ,l(d/2-1)IE - d/2)] (539

4—d)(d/2-1) 4—d)(d/2 — 1)2

Ay = L) = i 1Wz'”{(4—0!)1”2(01/2—1)

(4r2Y3 8 (4 — d)3 (d/2—1) 3 (3—d/2)
(4—d) (2)6-2 ['(d/2 — YT(3 — d/2)
2 (d/2 — 1)(d/4)
+—aL(d/2 —1)I'(3 - d/2)
(d/2-1)
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Por outro lado, no capitulo 4 encontramos a equagdo (4.46):

a= d(417r)%r (1 - g) , (5.35)

através da qual escrevemos

o ~# = damy (11_ 7y (5.36)
) 3 _ j3(4.\3d/2 1
o] ® = d3(4) ) (5.37)
Deste modo, a3 = || ™?A3 e a4 = || 73 A4 sdo dados por
YRS B
e

= M S BC SRS
3(

3-d/2) (33-d/2)  T(3-d/2)
5—d _
- (4—d><d/2—1>27+2<d/2‘”2%%
_ gtdg(a/2— 1)+ 44_%%} ) (5.39)

Observe que, para 0 < d < 2, o sinal de a4 muda, pois o sinal de |o|™3 é
alterado.

As equagoes (5.38) e (5.39) sao finitas em d = 3 e ddo uma boa aproxi-
macao para Wa, calculado por Kleinert, quando d = 1. Substituindo-as na
expressdo (5.25) e tomando =1, ¢9 =0, g = 0,1 e d = 3, obtemos o grifico
de W, em funcgao de 2 (linha pontilhada) . No mesmo gréfico, colocamos W
reescalonado (4.53) em fungdo de Q (linha continua).
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Figura 5.1: Wy eWyparau=1,¢o=0,g=0,1ed=3

Examinando o grafico para W, em d = 3, constatamos que ndo hé mais
um ponto de inflexdo. Para este caso e também para outros valores de d
entre 2 e 4, W5 tem um ponto de maximo e um ponto de minimo, sendo o
de maximo o que mais se aproxima do ponto de minimo de W;. Entéo, este
¢ o que leva a {445, , segundo mencionamos anteriormente.

Vamos analisar a qualidade das expressoes (5.38) e (5.39), comparando
nosso W, para d = 1 com o de Kleinert (W 4-;). Para o caso d = 1, a
partir da expressio (5.24), lembrando que a, muda de sinal e que as nossas
varidveis reescalonadas relacionam-se com as nao-reescalonadas de Kleinert
através de (4.56), construimos o grafico para Wy com a3 e as aproximados
(linha pontilhada), e para Ws 4=; (linha continua), obtido diretamente para
d = 1 (veja equagao (1.86)), em funcao de €2, no qual tomamos u =1, ¢g =0
eg=04.
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0.58

0.56

0.54 1

0.52

0.5
Omega

Figura 5.2: Wy e Woy—y parap=1,¢9=0,9g=0,4ed=1

Observe que, apesar do potencial aproximado ndo coincidir com W; 41
para valores de W menores que 0.56, nosso potencial apresenta agora um
ponto de inflexao, como o de Kleinert, que d4 uma boa estimativa do valor
exato para (giima-

Por outro lado, se consideramos nao apenas os termos que contém pdélos
para calcular a; e as mas os outros termos do propagador (5.28) G™(x),
obtemos melhores resultados. Para isso, escrevemos a soma em By até k = 0,
para as, e até k = 1, para a4, na equagdo de G™(z). Obtemos a expressdo
termos finitos + termos com pdlos até ordem k para G™ com o auxilio do
Maple. O novo grafico obtido com as mesmas escolhas anteriores mostra
que a aproximacado para W, (linha pontilhada) fica muito mais préxima do
potencial Wy 4-; (linha continua).
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Figura 5.3: Wy e Woy—y parap=1,¢y=0,g=04ed=1

5.4 O potencial em 2-loops com o0 nosso
reescalonamento

Primeiramente, a expressdo (5.19) do potencial efetivo usual em 2-loops
é reescalonada da mesma forma que no caso 1-loop (Veja as relagdes (4.51)).
Ou seja, utilizaremos um esquema de reescalonamento andlogo ao que usamos
no método variacional. Assim, para 2-loops e 2 < d < 4, obtemos

d
2

2
3 _
Ulgo) = S8 +50%— (u”+396)% + L(u? + 343"
— 3g°¢5(k* + 39¢9)*as, (5.40)

onde a3 = |a|72A43, como foi definido na segdo anterior.
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5.4.1 Comparacao com W, reescalonado

A expressao de W, para o potencial efetivo de Kleinert contém dois termos

< 000

proporcionais a 2398 que nio aparecem na aproximacao em O(2-loops). Eles
Wa _

podem ser eliminados usando-se a equagao que determlngi %otlma’ soe = 0.

A partir dela, escrevemos os termos proporcionais a {2 em funcao das

demais:

Z—gm“—s %d3(d—2)—a4 = g é‘; 8))(d 4)Q¢
o= 27 + gt = S = (o -

S G @ D0 + 3P — 3T L e

+od ((3‘; 28))(2d—6)g(u2+3g¢3)§22d‘6 (5.41)

Inserindo (5.41) na expressdo (5.25), obtemos

W, = —¢0+ 294~ ((‘; 48))(d 2)(d — 4)0
+ %(2‘2"_?2) (a6 + 3060 - S (= (3 - et
- i((g d__2; d(u” + 39¢5)°Q + % g d__2; Pg(u? + 39¢5)0*+°
-3 ((:))62128))g2¢3a3§22d_6. (5.42)

Fazendo a aproximagio Q? = pu? + 3g¢2, os termos sdo reagrupados e encon-
tramos

39

S W+ 3gd5)*"

2
g d
W, = %‘ﬁg"‘zﬁbg (? +39¢0)2
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d—2
3 o 2+ 2968) s, (5.49

que difere do potencial (5.40) apenas pelo fator g&}% que multiplica o tltimo
termo. Observe que, para d = 3, as duas expressoes coincidem. Além disto,
a comparagao é feita sem ser preciso obter o valor exato de a3, pois ja vimos
que o mesmo é finito. Ressaltamos que o fator que diferencia os potenciais é
0 mesmo encontrado no primeiro estudo para Ws.

5.4.2 Comparacao de H obtido a partir do potencial
em 2-loops com o obtido a partir de W, aproxi-
mado

A equagao de estado encontrada a partir do potencial usual em 2-
loops (5.40) é dada por:

ou
d¢o

d_ 9 _
= ulo+ gd3 — 3gdeo(p® + 3g¢2) 2 + gdz(d —2)g%po(1® + 3g¢3)% 3
— 6g°doas(u® +39¢5)* "> — 18¢°¢5(d — 3) (1 + 3945)* *as,  (5.44)

H =

fazendo, como antes, X = u? + 3g@3, temos
9
H = ¢+ g3 —3gdpoX? '+ §d2(d —2)g’$e X% — 6g°poas X*°
— 18¢%¢3(d — 3) X% *as. (5.45)

Por outro lado, a partir da equacio (5.25) para W, usando as defini¢des
de a3 e a4, obtemos

ow,
H =
Oy
3 3
= ¢ + 9P + 5d(d - 4)g¢eQ 2 — dd - 2)g¢o(u? + 3g43)Q°™*
+ %dQ(d — 2)g%0oQ%* 5 — 6924pas Q%+ 5, (5.46)
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tomando, como aproximagcio, Q & u? + 3géz = X, achamos
9
H=1 0 + 943 — 39dgoX 37 + Sd*(d — 2)g° ¢ X*™* — 6g°¢oas X', (5.47)

que ndo possui o ultimo termo de Hj, equagdo (5.45). Aqui, o resultado da
aproximacao parece ser menos satisfatério do que no caso de W, analisado
na secao anterior.

71



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, generalizamos o método de Kleinert em Teoria de Campos
a temperatura zero. O primeiro resultado interessante consistiu em mostrar
que o potencial efetivo de Kleinert coincide com o potencial efetivo variacional
usual, por exemplo, com o de Stevenson [17], [35], que é obtido por meio de
uma técnica bastante diferente da utilizada por Kleinert. Portanto, vérias
técnicas variacionais levam ao mesmo potencial [17], [3].

Para a primeira ordem da expansdo em cumulantes, verificamos que o
potencial usual na aproximacio de 1-loop pode ser obtido a partir de uma
aproximacao do nosso parametro variacional {2 no potencial W;. Ou seja, a
expansdo usual pode ser vista como um caso particular do método variacio-
nal. Também encontramos uma forma implicita da equagao de estado sem
fazer nenhuma aproximacao de 2, que leva a forma usual ap6s uma expansao
em €.

A segunda ordem demonstrou-se mais complicada, devido a novas inte-
grais divergentes. Entretanto, verificamos que, usando a mesma aproximacao
para o pardmetro variacional 2, nosso potencial coincide com o usual em 2-
loops, exceto por um fator numérico (que é igual a 1 quando d = 3) que
multiplica um dos termos de W;. Nao obtivemos uma concordancia exata
nem para Wj, nem para H. Uma possivel razao para isto é que, talvez,
a expansao em loops nao esteja contida na expansao em cumulantes. Este
ponto ainda deve ser examinado com mais cuidado. Pode ser que haja uma
renormalizagao finita que elimine o fator numérico extra em Ws.

Outro resultado que vale a pena ressaltar é o reescalonamento empregado.
Exatamente como Consoli e Stevenson [15], renormalizamos a componente de
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Fourier com momento zero de forma diferente das outras componentes. No
nosso caso, este tipo de renormalizagao surge de uma maneira natural quando
decidimos tornar finito o potencial efetivo variacional antes de calcular o
valor 6timo do pardmetro variacional.

Esta reescalonamento prévio da teoria é um dos resultados novos mais
interessantes deste trabalho. Todos os outros autores renormalizam o poten-
cial variacional apés determinarem o valor 6timo do pardmetro variacional
[36], [37], [38]. O fato da teoria ser finita logo de saida abre a possibilidade de
um tratamento numérico, ndo-perturbativo, para determinar {244, , como
é feito por Kleinert para d = 1.

Pretendemos dar continuidade ao estudo de W5, bem como obter os expo-
entes criticos corrigidos até O(€?), que foi uma das motivagdes iniciais deste
trabalho.
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Apéndice A

A.1 Obtencao dos diagramas de Feynman

Ao redefinir a freqiliéncia na equagio (1.67), reduzimos o nimero de dia-
gramas de Feynman que serdo calculados, pois estamos, em principio, igno-
rando todos os diagramas que contém os vértices g,. Os diagramas omitidos
sdo reobtidos no final dos cdlculos, expandindo os propagadores em (zg)
até a ordem apropriada em g,. Ou seja, para Wy, expandimos até O(gd).

Como 72 = gy e 8, (yy) = ¥y + yi, que, devido as condi¢des de contorno

periédicas, na integracdo implica ¢? = —yij, obtemos
y* = —yd7y.
Assim, definimos a matriz funcional:
Dy = D(1,7) = (=2 + @P)o(r —7');7,7 €0, BB), (A1)

cuja inversa funcional é a fungdo de Green euclidiana
G = G(r,7")=G(r-1')
= D5, 7) = (-8 + Q)7 (r, 7). (A.2)

Deste modo, a equagéo (1.63) é reescrita como

, o0 dz _A BB 193 g4 4
Zlj] = / ———— °‘["‘°]/Dyexp {—/ dr [—y3 + =y ]
—c0 1/27Th2,3/M 0 3! 4!
w8 M _
X exp {—-/0 dr [TyDTT:y — ij} ) (A.3)
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Como

aj(t") :
- = 6 T—T
65(1) ( )
e
6 e_f:ﬁ ar' (" (') — _y(T)e— fohﬁ dT’j(T’)y(T,)’ (A4)
65 (1)

podemos fazer a seguinte substitui¢do na equagdo (A.3):
KB 93,3 94,4 —fﬁﬁdr{g& S 7 }
e Jo ar{$v+4v'} _, 7o 3@ T I J (A.5)

Além disto, a partir daqui adotamos a seguinte notacgao:

jz' = j(Ti)’
S
6ja N 6.7 (Ta) ’
¥ (Ta) 0ja
, =0(1, —T5) = —— = b,
i) (e = g, = e
hpB
JiGaj = A drj (1) G(rm)i(m),

com a qual a integracdo em dr fica implicita.
Deste modo,

~oo \ [onh? B/ M
X /Dye_{%l‘y’D"’yf’_j’y’}. (A.6)
Porém,
M .
‘2_yTDTT’yT’ — JrYr =

M 2 1 1
. TDTT’ T T I .7' T Fv) 'TGTT’ '7" — g0 .7' 77! .T') . A

E, por outro lado, como D,,,G,ry = 07,7, temos

2 1 . .
yTDTT’yT’ - _]‘[]TyT + _7‘ [ZJTGTT’]T’ -
1 ) 1 .
(yr - A ['Garja) D;ri (yT’ - ;”GﬁT’]ﬂ) : (A8)
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Fazendo )

= T RgVar 'aa A.
Yr =Yr = 37Gor] (A.9)

chegamos a

. 0 d.'l:() _ _Mup ;
Zlj] = / 0 Azl /'Dy'e 5 Yr Drrryl,
— /2R B /M
é
Xe_{ga-&'—g-l—z‘llj}eﬁjrc;r‘r’jr’. (A..].O)
Os dois primeiros termos levam, respectivamente, & e~V com V(z)
1

Mo 2+ 1gx4, e & fungdo de particdo da teoria livre. Entdo, a parte de (A.10),
dependente de j, é dada por
3 4
e_{%%%?%?‘%f}eﬁwn/jﬂ_ (A.11)

Faremos a seguir duas aproximacoes, com as quais obteremos W,. Ex-
pandindo a primeira exponencial até segunda ordem, encontramos

g 6* 1 (g2 &5 g &8 LG
L 797 Grrtnt A12
[ 2552 T2 (3!3! 573575 + aal 8555 )| € (A1)

G

. . 1. ; ~
pois os termos em g3 e em g3g4, quando aplicados em ezI7%--"7=' ngjo con-

tribuem ao fazer 5 = 0 no final dos cédlculos.
Expandindo

, 1 . .
Grrdrt = 1 + WJTGTTIJT’
11

G G
+ 24M231 12J273G344

1 1 . . . P .
* 3isars? 1G12523G347475 G566

1 1 .. .. .. X
EWﬁG1232]3G34J435G563637G7838 +... (A.13)

1 .
ez

+

Desta maneira, temos
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1gi 6° 1 1

G G G
+ 23|3| 533533 3'8M3j1 12J2J3G 347475 G s6 J6
lg & 1 1
G G G G A4
+ 4‘4'534534 4! 16M4jl 12J2J3G34JuJsGs6J6J7Grds,  ( )

sendo que as outras parcelas nao contribuem ao fazer j = 0 no final dos
célculos.
A cada termo associamos um diagrama de Feynman. Por exemplo, o

m
termo .

0* . .. )
WJ1G12J233G34J4 (A.15)

Para facilitar o calculo dos outros dois termos, emparelhamos as deriva-
das duas a duas, sendo que cada par age apenas sobre os j's de um mesmo
JrGrrjrr. Optando pelo emparelhamento, os fatores combinatdrios relacio-
nados sdo obtidos a partir das seguintes regras:

é proporcional a

e Como os quatro diagramas calculados sdo simétricos e nao hd momentos
externos, os vértices sao equivalentes, logo, ndo temos o fator devido a
escolha dos vértices;

e Escolhe-se uma (ou quantas forem necessirias) perna deste vértice,
verificando de quantas formas diferentes isso pode ser feito; e

e Conta-se as maneiras distintas de se ligar esta perna (ou grupo de
pernas) a outra (ou outro grupo). E assim, sucessivamente com as
pernas restantes.

Ha somente duas maneiras de emparelhar as derivadas de

6
573575, —23J1G127273G347475Gs6 76
3

6 5][8 8][8
5j75jr 5j75jr' 5j'r' 5jr' ’

7

que sao:




5 §1[6 61[06 0
5.77' 5.77" 5.77' 5.77" 5.77 5.77"

e, apds serem aplicadas, levam, respectivamente, a

O_Q Axd GTTGTT’ GT’T’a
@ — GTT’GTT’ GTT’ .

No capitulo 1, mostramos que o diagrama correspondente a GGG
nao contribui, porque, por conservacdo de momento, 0 momento que passa
pelo propagador que liga os dois circulos é zero. Entretanto, o momento zero

. . . - ! .
foi previamente eliminado da soma },. Portanto, o diagrama deve se anular.

Para
8

Wﬁ G12J273G34J4J5Gs6J657G8 s, (A.16)

temos os seguintes modos de emparelhamento:

'ii”iiHa 51[6 o
_(5.77 5.77' 6.77' 6.77' 5.77" 6.77"_ _5jT’ 6jr’j ’

5 6 1[6 o][s 8][8 8]
_5.77 JjT’J _5.77 6.7'T’J _5.77 5jTJ _5.77’ 5.77’_,

Fid"id'FidHid'
_(5_7'7. 5.77"_ _5j7(5jr'_ _6jT6jT' JjT(SjT'J

que levam, respectivamente, a

Al GTT GTT GT’T' GT'T’ )

GO
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que nao contribui pois nao é conexo,

OO0 « swtrtuen

@ A4 GTT’ GTT’ GTT' GTT"

A.1.1 Caélculo analitico dos diagramas de Feynman

Como estamos tratando do caso unidimensional, podemos calcular to-
dos os diagramas de Feynman necessarios para o nosso estudo sem muita
dificuldade. Primeiramente, obtemos a fungdo de Green.

A funcao de Green

A funcio de Green, definida em (3.7):
G =G(r,7) =G(r = 7),

estd relacionada com "

G = MG(T — 7"), (A.17)
em que G ¢ a funcio de Green euclidiana simétrica em 7 e 7/, com condigoes
de contorno periddicas, que é calculada como se segue. Os auto-valores do
operador diferencial —9? sfo e~*m"  com auto-valores w2, e as condigdes de
contorno periédicas restringem w;, s as freqiiéncias de Matsubara (W, = 2;{[';")

Deste modo, temos a expansao de Fourier:

1 m=00

é(’f') = Z w2 4+ w? _|_w2 e mT

m——oo m

1 coshw(r — hB/2)
2w sinh(whB/2)

il

(A.18)
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Vamos demostrar a relagdo (A.18). Substituindo wy, = 2;:—/,7’“ e fazendo

_ 2r =
a = 35, TEESCIEVEmOs a equagao (A.18) como

1 "= 1 —iamr T coshw(T —7/a)
=y —— = — (A.19)
a? =, m?+ (w/a)? aw sinh(wr/a)
Por outro lado,
m=—1 1 ) m=00 1 )
e—zam‘r — eZamT A.20
m;oo m? + (w/a)? mz=1 m? + (w/a)? ( )
e 0 termo correspondente a m =0 é W Assim,
1 " 1 o 1 1 "< cos(aTm)
— SR S—— A J R B e LA B NI
a? mzz_oo m? + (w/a)26 a? | (w/a)? + mZ:1 m? + (w/a)? (a.21)
Usando a relagao !
"‘i‘” cos(kz) _ mcosha(mr—z) 1
= k*>+(a)> 2a sinh(ra) 2a2’
com 0<z <27 (A.22)

com z = ar e @ = w/a, encontramos a relagdo (A.18). Lembrando que, como
O§w§27r,tem0305%%7'§27r.

Vamos generalizar (A.18) para uma diferenca 7 — 7’. Neste caso, como
0 < 7,7 <27, temos duas possibilidades. Se 0 < Z—Z(T —7') < 27, obtemos
o mesmo resultado, trocando apenas 7 por 7 — 7'. Por outro lado, se —27 <

25(m— 1) <0, temos
l mioo ;e—iam('r—'r’) —
# 2 T T (]
1 1 "= cos[a|T — T'|m)|
— 2 . A.23
2 [/ 2 2 s (e 42

Logo, a generalizagio da equagao (A.18) é:
1 =X* 1

G(T—TI) = % Z me

=—00 *m
1 coshw([|r —7'| = nB/2]
2w sinh(whf/2)
1Gradsteyn, p. 40, férmula 1.445.2

—iwm (T~7")

(A.24)
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Nos célculos a seguir, vamos utilizar a funcdo de Green (A.24) sem o
modo m = 0, para garantir a convergéncia da teoria. Ou seja,

N n_ L coshuwllr—7'|-hB/2] 1
Glr—r)= 2w sinh(whj3/2) hBuw?’

Deste modo, como vamos adotar M = 1 nos calculos dos diagramas, temos

A coshwl[|r —7'|—AB/2] 1

(A.25)

o = , : A2
G 2w sinh(whf3/2) Buw? (A.26)
Diagrama de dois loops o g4
De (A.26),
h hBw 1
GTT = % coth (T) - W (A27)
Fazendo z = hfw e usando (1.29), reescrevemos
_hlyz T o
Grr = == {2 coth Z 1} s (A.28)
Logo,
hp
/0 drG?. = hB(a?)? = hfa. (A.29)

Diagrama de dois loops « g3

@ o< [P (M drdr'G3 ..

Reescrevemos a expressao (A.26) em termos de z = Aifw, assim, obtemos

h coshw(|T—7|-RB/2) 1

e N F) Bu?
Rl 1 , .
= oo o [z cosh(w|r — 7'| — 2/2) — 2sinh(z/2)] (A.30)
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e, portanto,

AN 1
e Bl ey h —7'| — /2) — 2sinh(z/2)]?.(A.31
Gor (w) [2xsinhx/2]3[xcos (wlr = 7'| = 2/2) — 2sinh(z/2)]".(A.31)
Chamando
b= 2sinhz/2,
encontramos

LN S A% 1
/0 0 drdrGey = (w) [2z sinh z/2]3
n hB
{me’/o /0 drdr’ cosh®*(w|r — 7'| — 2/2)
Y
— 3m2b/ / drdr’ cosh?(w|r — 7'| — 2/2)
o Jo

2 B kB ! !
+ 3b x/o / drdr' cosh(w|r — 7| — 2/2)
0

RB hB
_ 13 !
b /0 /0 deT}. (A.32)

As integrais acima estdo calculadas na se¢dao A.2. Entdo, usando as equa-
¢Oes (A.50), (A.51) e (A.52), temos

RB B 3
/ drdr'G3,, = (E) ——————1—————x Rp
0

0 w) 8z3sinh®z/2 w
2
{%[sinh 3z/2 + 9sinh z/2]

— 3z sinhz/2 [sinh z + z] + 24 sinh® z/2
— 8sinh® z/2} . (A.33)

Com as equagdes (A.56) e (A.57), chegamos em

BB R 3
T
o Jo

w/) 24z?sinh®z/2 w

72 72
{?[sinha:cothxﬂ - 1]+ ?cosha:
—4z% — 9z sinhx + 24 coshz — 24} (A.34)
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e, com a equagio (A.60), obtemos

KB hB B
/ drdr'G3,, = —'Bag, (A.35)
o Jo w
em que
AN 1
$ = | -] =——5—=|-24— 42" + 24 cosh
%2 (w) 24z2 sinh® z /2 [ T steoshe
+ z?coshz — 9z sinh :1:] . (A.36)

Diagrama de trés loops o g2

Cm x gw fohﬂ deTIGTTGzr’GT'T’ .

Utilizando (A.27), temos:

Gt Gon = (5 oo~ 1] (2)'

T w

X soitar3 JBB (26 drdr! [z cosh(w|T — 7'| — 2/2) — 2sinhz/2]°. (A.37)
Por outro lado, usando as equagtes (A.50) e (A.51), chegamos a

BB (B8 Qrdr'Grr G2 Gy = (%)2 [% coth § — 1]2

xT

x (2) praire 822 [z (sinhz +2) — 8sinb®z/2] . (A.38)
Como
z(sinhz + z) — 8sinh® x/2 = 4 + 2% — 4cosh z + z sinh z, (A.39)
obtemos
nB kB
/ drdr' G G2, Grig = @ag(aQ)Q, (A.40)
o Jo w
com
Y A
/ drdrG2, = P8 (A.41)
o Jo w
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Y11 .
a3 = (;> S;M[4+x2—4coshx+xsmhm]. (A.42)

OO

pode ser obtido por meio de

OO

Diagrama de trés loops o g2

@ o [T [ qrdr'GE .

Fazendo b = 2sinhz/2 na equagdo (A.30), obtemos:

Ou seja, o diagrama

4 h ! 1 1 4 4 /
G:, = ) oz [smba/af [m cosh®(w|r — 7'| — z/2)

—  4bx® cosh®(w|r — 7’| — 2/2) + 6b%z? cosh?(w|r — 7’| — /2)
— 4b’z cosh(w|t — 7| — z/2) + b4] : (A.43)
Utilizando as expressoes (A.50), (A.51), (A.52) e (A.53), encontramos

B rhB !4
/0 | drdr'G;,. =

AN 1 BB ([ ,[3 1 1
—| ————= °h = sinhz + — sinh 2
(w) 16z% sinh* /2 w {:v [8 ﬂw+2sm i 160
1 3
— 4bz® [6 sinh 31/2 + 5 sinhz /2] + 3b%z*[sinh z + 1]

—8b*zsinhz/2 + b*hBw} . (A.44)
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Substituindo b = 2sinh z/2 na expressdo anterior, temos

hB RS 4
/ drdr'G:, = hb (E) L !
0

0 ™ w \w,/ 1623sinh*z/2

3 1 3
{§x4 + 5:163 sinhz + :f_6 sinh 2z

4 2
- % sinhz/2sinh 3z/2 — 1222 sinh? 7,2
+12z sinh z sinh? z/2 + 12z% sinh® z /2
—64sinh* z/2 + 16sinh* z/2}
hB (R\* 1 1 1 s .
=== — [18z* + 242 sinh
w (w) 16x3sinh4x/2{48[ T sArsinhe
+ 32°sinh 2z — 64z% sinh /2 sinh 3:1:/2]

+ 12zsinhzsinh®z/2 — 48sinh* z/2} . (A.45)

Usando as relagdes (A.65), (A.63) e (A.62), encontramos

h8 rhB
/ drdr'G:, = @ag, (A.46)
0 0 w
com
& = (B 1 ! {864 + 182* + 1152 cosh
2 = \w) 76823 sinh®z/2 e

+3222 cosh 7 — 288 cosh 2z — 3222 cosh 2z
—9288z sinh z + 24z sinh z + 144z sinh 2z
+ 32°sinh 2} . (A.47)
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A.2 Calculo das integrais

Iniciamos calculando
Y]
/ / drdr' cosh(w|r — 7'| — /2). (A.48)
o Jo

Para isso, é necessario analisar os casos 7—7' > 0e7—7' < 0. Se7—7' > 0,
integramos nos intervalos 0 < 7 < hf e 0 < 7' < 7, portanto, |7—7'| =7—17".
Por outro lado, quando 7 —7' < 0, integramosem 0 < 7 < hAfeT < 7' < Kif,
logo, |t —7'| = -7+ 7.

Ou seja,

n kB

/0 / drdr' coshw(|T — 7'| — BB /2) =
0

hB T

/0 dr/ dr'coshw(r — 7' — hf3/2)
0
n8 n8
-l-/ dT/ dr' coshw(r' — 7 — KB/2) =
0 T
1 T

hB
e drsinhw(r — 7' — h3/2)
w Jo

0
hB

1 w8 )
+:u—/0 drsinhw(r’ — 7 — hp/2)

2
2hb sinhwhf3/2. (A.49)
w
Fazendo x = whp, reescrevemos
kB rRB 2
/ / drdr’ cosh(w|t — 7| — 2/2) = 25 sinhz /2.
o Jo w
Do mesmo modo, para um dado r, com r = 2,3, ..., temos
hB hB 2h
/ / drdr' cosh[r(w|T — 7| — 2/2)] = r_wﬂ sinh z/2. (A.50)
o Jo
Usando as relagdes (A.55) e (A.50), obtemos:
h8 [hB
/ / drdr’ cosh®(w|t — 7' — 2/2) =
o Jo

1 (h8 (B 1 [h8 r8
—/ / drdr’ cosh 2(w|r — 7'| — 2/2) + —/ dT/ dr' =
2Jo Jo 2Jo 0

h 1
%Uﬂ sinh z + E(hﬁ)2. (A.51)
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Analogamente, utilizando (A.54) e (A.50), encontramos:

h8 (hB
/ drdr’ cosh®(w|r — 7| — 2/2) =

o Jo
L™ 1™ i cosh 3( | = )2
Z/o /o 7d7' cosh 3(w|T — 7’| — 2/2)

3 (kB (hB
+Z/ / drdr' cosh(w|r — 7| — 2/2) =

o Jo

Z—f sinh 3z /2 + % sinh z /2. (A.52)

Finalmente, de (A.61) e (A.50), temos:

ne hB
/ drdr’ cosh*(w|t — 7'| — 2/2) =
o Jo

3/w/wdd’+1/w/wdd’ h2(w|r — 7| - z/2
g ), [ drdr+5 ) | drdrcos wlt =7 = 2/2)
]‘ h'B h'B ! !
+§/ / drdr’ cosh4(w|T — 7| — z/2) =
o Jo

3 1AB . I
2(hB)2 + =22 —F ) )
8( B)° + 5 sinhz + 16 sinh 2x (A.53)
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A.3 Relacoes matematicas tteis

Apresentamos abaixo as relaces que utilizamos em nosso estudo.

1
cosh®y = 1 cosh 3y + 2 cosh y, (A.54)
, 1 1
cosh”y = 5 cosh 2y + Y (A.55)
sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y, (A.56)
sinh?y = %(cosh 2y — 1), (A.57)
sinhy = 2sinhy/2coshy/2, (A.58)
e
cosh 2y = 2cosh?y — 1. (A.59)

Das equagdes (A.58) e (A.59), temos

sinh ycothy/2 — 1 = coshy, (A.60)
., 3 1 1
cosh®y = 3 t3 cosh 2y + 3 cosh 4y, (A.61)
e
. 31 1
sinh®y = 373 cosh 2y + 3 cosh 4y. (A.62)
De (A.57) e (A.58):
: . .2 1. L.
sinh y sinh®y/2 = 2 sinh 2y — 5 sinh y. (A.83)
De (A.56):
sinh 3y/2 = sinh y cosh /2 + cosh y sinh y/2, (A.64)

e, com as relacdes (A.58) e (A.57), temos:

1
sinh y/2sinh 3y/2 = E[cosh 2y — cosh y]. (A.85)
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