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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma abordagem alternativa para o estudo da radiacao quantica emitida
por uma corrente elétrica. Nesta abordagem, estudamos os estados quanticos do campo eletromag-
nético interagindo com uma corrente elétrica nos calibres de Coulomb e Lorentz. Analisamos os
estados finais criados pela corrente elétrica, em particular, mostramos que quando nao ha fétons
iniciais no sistema, o estado final criado pela corrente é um estado coerente. Analisamos os valores
médios dos operadores de campo potencial, campo eletromagnético e vetor de Poynting nesses esta-
dos finais. Como consideramos ambos os calibres de Coulomb e Lorentz, demonstramos a invariancia
de calibre para o valor médio dos operadores de campo eletromagnético e do vetor de Poynting.
Estudamos o andlogo quantico para o problema de radiacao emitida por uma carga elétrica que se
move ao longo de uma trajetéria arbitraria. Construimos a probabilidade de radiagao de um e muitos
fétons por uma corrente elétrica arbitraria. Estudando a radiacao de um féton por elétrons movendo-
se em uma trajetéria circular e em linha reta como exemplos, recuperamos os resultados conhecidos
das radiagoes sincrotron e Cherenkov. Além disso, estudamos as propriedades estatisticas dos esta-
dos quéanticos do campo eletromagnético com o propdsito de analisar a possibilidade de geragao de
emaranhamento pela corrente elétrica cldssica no modelo em consideracao.

Palavras-chave: Estados quénticos exatos do campo eletromagnético; Invaridncia do calibre; Ra-
diagao Sincrotron; Radiagao Cherenkov; Emaranhamento.



Abstract

In this work we consider an alternative approach to the study of quantum radiation emitted by
an electric current. In this approach we studied the states of the quantized electromagnetic field
interacting with an electric current in the Coulomb and Lorentz gauges. We analyzed the final states
created by the electric current, in particular, we show that in case when there is no initial photons in
the system, the final state created by the current is a coherent state. We analyzed the mean values of
the potential field, electromagnetic field and Poynting vector operators in these final states. Since we
consider both Coulomb and Lorentz gauges, we demonstrate the gauge invariance for the mean value
of the electromagnetic field and the Poynting vector operators. We studied the quantum analogue of
the radiation problem for an electric charge moving along an arbitrary trajectory. We constructed
one- and many-photon radiation probability by an arbitrary electric current. Studying the one-
photon radiation by electrons moving in a circular trajectory and in a straight line as examples, we
recover the well-known results from the synchrotron and Cherenkov radiations. Furthermore, we also
studied the statistical properties of the quantum states of the electromagnetic field in order to analyze
the possibility of the entanglement generation by the classical electric current in the framework of
the model in consideration.

Keywords: Exact quantum states of the electromagnetic field; Gauge invariance; Synchrotron
Radiation; Cherenkov Radiation; Entanglement.
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Introducao

Nesta dissertacao uma abordagem alternativa para estudar as caracteristicas quénticas da radicao
produzida por uma corrente elétrica é considerada. Esta abordagem é baseada no uso dos vetores de
estado do campo eletromagnético quantizado interagindo com uma corrente elétrica. O tratamento
mais comum usado na literatura ¢ o tratamento de Sokolov-Ternov [1]. Este tratamento permite
calcular a radiagao emitida como a radiacao durante transigoes entre niveis de energia. Na teoria
quantica, a poténcia irradiada ¢ definida como a taxa de emissao de energia de uma particula car-
regada durante uma transicao quéntica, e pode ser calculada usando as solucoes exatas da equacao de
Klein-Gordon e Dirac com campo magnético [2, 3]. Devemos notar que a abordagem proposta nesta
dissertacao é inferior em alguns aspectos ao tratamento de Sokolov-Ternov, pois nao consideramos
a natureza quéntica das particulas emissoras de radiacao. Para correntes que sao suficientemente
fortes para negligenciarmos o efeito de backreaction da radiacao, a abordagem proposta possui varias
vantagens. A principal vantagem nesta abordagem é a relativa simplicidade nos calculos associados
& emissao de um ou mais fétons. Por exemplo, para se realizar os cdlculos da radiacao sincrotron
seguindo o esquema de Sokolov-Ternov, é necessdario conhecer a forma exata das fungoes de onda
do elétron em um campo magnético uniforme e o correspondente espectro de energia. Entretanto,
em nossa abordagem se faz necessdrio conhecer apenas a forma explicita da corrente elétrica cldssica
para calcular a radiacao emitida.

Como regra, o movimento de particulas carregadas em campos eletromagnéticos externos, é acom-
panhado por radiagao eletromagnética. Os exemplos mais importantes, ao mesmo tempo relacionados
ao presente trabalho, sdo as radiagoes sincrotron (RS) e ciclotron de particulas carregadas em um
campo magnético. O fenomeno da RS foi descoberto hd aproximadamente 70 anos [4]. Um grande
nimero de obras foi dedicado a sua descrigao tedrica, tanto no d&mbito da teoria cldssica quanto da
teoria quéntica. Nos dois casos, varios métodos aproximados e casos limites foram considerados.
Na eletrodindmica cldssica, o campo potencial eletromagnético criado por uma corrente elétrica ar-
bitraria, é descrito pelos potenciais de Liénard-Wiechert (LW) [5, 6]. Acontece que a RS pode ser
descrita com precisao suficiente no quadro da teoria cldssica (usando potenciais LW). Schott foi o
primeiro a obter uma férmula bem sucedida para a distribui¢ao angular de poténcia emitida na RS,
por uma particula que se move em uma érbita circular [7]. Uma derivagao alternativa de férmulas
classicas que descrevem as propriedades da SR e sua andlise profunda, especialmente para elétrons
relativisticos de alta energia, foi dada por Schwinger [8]. Entretanto, efeitos quanticos podem desem-
penhar um papel importante na RS e ciclotron. Em particular, efeitos de backreaction relacionado
a radiacao de fétons, aspectos da estrutura discreta dos niveis de energia dos elétrons no campo
magnético e propriedades de rotagao de particulas carregadas. A esséncia das correcoes quénticas
nos resultados clédssicos, foi apontada pela primeira vez na Ref. [9]. Na teoria quantica, a taxa
de radiacao de energia de uma particula carregada no curso de transi¢coes quanticas, foi calculada
usando as solugoes exatas das equagoes de Schrodinger (caso néo relativistico), Klein-Gordon (caso
sem spin) ou Dirac (caso relativistico) com um campo magnético externo [1]. Usando sua teoria
das fontes [10], Schwinger apresentou uma derivac@o original de resultados semelhantes [11]. Além
disso, o tratamento quantico revelou um efeito completamente novo da autopolarizagao de elétrons
e positrons, movendo-se em campo magnético uniforme e constante [12]. Observamos que, nos tl-
timos trabalhos, apenas a radiacao de um féton no decurso das transigoes quanticas foi levada em
consideracao. No entanto, existem muitas evidéncias de que uma radiacao de multi-fétons pode
contribuir significativamente para a RS, veja e.g. [13, 14]. Deve-se notar a grande complexidade no
célculo da radiacao de um féton usando solugoes das equacoes quanticas mencionadas acima. H4 uma
oportunidade de simplificar esses cédlculos e também considerar a radiagao de multi-fétons de forma



relativamente simples, levando em consideragao a natureza quantica do campo irradiado exatamente,
mas considerando que a corrente elétrica permanece cldssica. O ltimo significa que o backreaction da
radiacao nos feixes de particulas é desprezivel, o que ocorre nos feixes de elétrons de alta densidade.
Do ponto de vista técnico, isso significa que, ao calcular a radiacao eletromagnética induzida por
correntes elétricas clédssicas, temos que trabalhar com estados quéanticos do campo eletromagnético
interagindo com correntes cldssicas. Essa abordagem é considerada no presente trabalho.

Além da RS, consideraremos também a radiagdo Cherenkov (RC). A teoria cldssica estabelece
que uma particula carregada em movimento uniforme no vdcuo nao emite radiacao. Entretanto, uma
carga em movimento uniforme em um meio material pode emitir radicao se sua velocidade for maior
que a velocidade da luz neste meio material. Esta radiacao foi descoberta por P. A. Cherenkov em
1934. Trés anos ap6s a descoberta de Cherenkov, os cientistas Tamm e Frank explicaram teoricamente
a RC. O desenvolvimento dessa teoria é descrito em [15]. Por essas descobertas, Tamm, Frank e
Cherenkov receberam o prémio Nobel de fisica em 1958.

A partir dos estados quénticos do campo eletromagnético interagindo com corrente elétrica,
estudamos as propriedades estatisticas dos estados com o propédsito de analisar a possibilidade de
geragao de emaranhamento pela corrente elétrica cldssica. Sabemos, veja a Ref. [16], que um campo
magnético externo pode interferir no emaranhamento de dois fétons iniciais. A interacao entre o
campo magnético externo e os fétons iniciais se estabelece via elétrons intermedidrios, que interagem
com os fétons e o campo magnético externo. Neste trabalho investigamos a possibilidade de emaran-
hamento de dois f6tons devido a uma corrente elétrica externa, na aproximacao em que os fétons do
estado inicial nao interagem com o vdcuo quintico.



Capitulo 1

Campo eletromagnético interagindo com
corrente elétrica. Potenciais de
Liénard-Wiechert. Radiacao sincrotron e
Cherenkov

Neste capitulo lembramos alguns aspectos e definigoes da teoria eletromagnética cldssica para dis-
tribui¢oes macroscépicas de cargas e correntes. Uma vez que estamos interessados nos fenémenos
eletromagnéticos relacionados & cargas pontuais, se faz necesséario o estudo dos potenciais de Liénard-
Wiechert. Estes sao obtidos no calibre de Lorentz e, seguindo o método apresentado em [17], também
no calibre de Coulomb. Ainda seguindo os passos de [17], é demonstrada a invariancia de calibre
dos campos elétrico e magnético obtidos por meio dos potenciais de LW. Relembramos o teorema de
Poynting e os resultados de Schott [1] para a distribui¢ao angular da poténcia irradiada na radiacao
sincrotron e de Frank e Tamm [15] para a radiacdo Cherenkov.

1.1 Eletrodinadmica classica

No presente trabalho sao usadas as unidades reacionalizadas de Heaviside, onde a lei de Coulomb
no vicuo para duas cargas pontuais ¢q; e ¢z, separadas por uma distdncia r, é escrita na forma
(permissividade e permeabilidade magnética no vdcuo sao iguais a unidade, €9 = p, = 1) F =
q1q2/47r?. Sao usadas também as unidades naturais, ou seja, h = ¢ = 1 sendo / a constante de
Planck dividida por 27 e ¢ a velocidade da luz no vécuo.

Trabalhamos no espago de Minkowski com a métrica dada por

N = 1" = diag(l, =1, -1, -1), 1,,n" =4, (1.1.1)

Denotamos aqui e no que segue os quadri-vetores por 4-vetores, sendo os 4-vetores covariantes (a,,)
e contravariantes (a*) e o produto entre eles definidos como:

a = (a’,a') = (a",a), a=(a) = (a',a*,a%), a,=n,,0",
a" =n"a,, ab=a,b"=a"t’—ab, ab=a't' =—aqb’ = —a'b, (1.1.2)

onde os usuais vetores tridimensionais sao indicados por letras em negrito (a). As coordenadas sao
denotadas por z = (z#) = (2° =t,2° =71), r = (z,y,2). Os indices gregos (i, v etc.) admitem os



valores 0, 1, 2, 3 ao passo que os indices latinos (i, j etc.) admitem apenas os valores 1, 2, 3. A
convencao de soma por indices repetidos é empregada ao longo de todo o texto. As derivadas com
relacao as coordenadas sao escritas usando a seguinte notacao:

0y = (04,00, 0,,0.) = (04, 05), 0" = (s, —0, —0yy, —0,) = (04, — %) . (1.1.3)

A eletrodindmica cldssica é descrita por duas grandezas vetoriais: o campo elétrico E(z) e o
campo magnético B (x). Esses campos satisfazem as equacoes de Maxwell que em nossa escolha de
unidades podem ser escritas como:

COR

8,LEZ (33) = p (.’L’) 5 EijkajBk (.’L‘) - atEl ( )
=0, (1.1.4)

onde ¢;;;, é o simbolo de Levi-Civita, p () é a densidade de carga e J! () é a densidade de corrente. E
bem conhecido que podemos escrever a eletrodindmica em uma forma covariante usando os conceitos
de 4-vetor densidade de corrente J* (x) e o 4-potencial A* (x). Estes sdo denfinidos da seguinte forma

T (@) = (@), J' (2)) = (p(x), ] (2)) , A" (2) = (A(), A'(2)) = (e(z), A'(x)) . (L.15)

onde p(x) = J° (z) é a densidade de carga, J' (x) sao as componentes do vector densidade de corrente,
¢ (x) = A%(z) é o potencial escalar e A(x) sao as componentes do potencial vetor. Os campos elétrico
e magnético podem ser escritos em termos dos potenciais A* () como

E' (v) = —0,A'(z) — 9;A°(z), B'(z) = e;j0;A" (2). (1.1.6)

A Lagrangiana, invariante de calibre, associada ao campo eletromagnético contendo o termo de
interacao, [18], €7

L) = —}lFW(:c)FW(x) _ L) AR @), FM ()= ' AY () — P AM (z).  (LL7)

O termo F"(x) é conhecido como tensor eletromagnético. A ac¢ao produzida pela Lagrangiana (1.1.7)
é construida como:

S = /dtdrﬁ (x) = —/dtdr EFW(QC)FW@) + Ju(x)A*(x)| . (1.1.8)

Usando as equagoes de Euler-Lagrange

obtemos as equacoes de Maxwell na forma covariante:
O, F" (x) = J" (x). (1.1.10)
A partir das equagoes de Maxwell (1.1.10) e levando em consideracao o fato de que o tensor eletro-
magnético é antissimétrico, F* = —F"H_ é facil demonstrar que,
0,J" (x) = Oy Jo(x) + ;" (z) = 0, (1.1.11)



ou reescrevendo Eq. (1.1.11) em uma forma mais conhecida

8J0(.%‘)
ot

+ divJ(z) = 0. (1.1.12)

A Eq. (1.1.12) é conhecida como equagao da continuidade para a 4-corrente J* (). Note que o 4-
potencial A* (x) nao é definido univocamente, pois é possivel realizar uma transformagcao de calibre
que deixa a acao (1.1.8) inalterada. Em geral, podemos escrever uma transformagao de calibre da
seguinte forma:

A (z) = A* (z) + 0"A (2) , (1.1.13)

onde A (z) ¢ uma funcao escalar arbitraria. Podemos demonstrar que a transformagao (1.1.13) deixa
a agdo (1.1.8) invariante. E facil ver que o termo referente ao tensor elétromagnético F* () ¢
invariante de calibre. Por outro lado o termo de interagao J,(z)A"(x), ap6s uma transformacao de
calibre, toma a forma

T (@) A (2) = Ju(2) A" (2) + 0 [T, (2)A ()] — [0 T, (2)] A (). (1.1.14)

Note que o segundo termo no lado direito de Eq. (1.1.14) é uma 4-divergéncia que nao contribui para
a agao (1.1.8), i.e., pode ser descartada, enquanto que o terceiro termo desaparece devido & equagao
da continuidade (1.1.12). Em outras palavras, podemos dizer que os campos elétrico e magnético
sao invariantes de calibre. Assim, temos uma certa liberdade na escolha do calibre que usamos para
descrever os campos potenciais A*(x).
Em termos do 4-potencial A* (z), a Eq. (1.1.10) toma a forma
32

OA4” (z) — 9" (0,A" (x)) = J" (v), O=209,0" = i V2. (1.1.15)
E bem conhecido que a solucio geral A* (), da equacio nao-homogénea Eq. (1.1.15), pode ser escrita,
como a soma entre a solugao geral da equagao homogénea correspondente e a solugao particular da
equacao nao-homogénea. Entao, a solugao geral possui a seguinte estrutura:

At (z) = Al (2) + AL (2), (1.1.16)

onde Al (z) é a solucdo geral das equagoes uniforme, determinada pelo campo eletromagnético no
instante de tempo inicial. A solugdo particular Ak, (x) determina os potenciais retardados, que por
sua vez determinam a radiacao emitida pelo sistema. Geralmente estamos interessados na radiagao
emitida por uma carga em movimento arbitrario. Neste caso é conveniente o uso dos potenciais de

Liénard-Wiechert que sao introduzidos na préxima secao.

1.2 Potencias de Liénard-Wiechert no calibre de Lorentz

Os efeitos eletromagnéticos de uma carga puntiforme que se move em trajetéria arbitraria, podem ser
descritos a partir dos potenciais de Liénard-Wiechert. Primeiramente consideramos estes potenciais
no calibre de Lorentz.

A condicao do calibre de Lorentz é expressa pela seguinte equagao

9, A% (z) =0, (1.2.1)

10



onde o subscript L representa o calibre de Lorentz. Substituindo a condigao (1.2.1) na Eq. (1.1.15),
obtemos a equacgao de onda nao-homogénea,

OA% (z) = J* (z) . (1.2.2)

O 4-potencial A} (x) pode ser obtido via !

Al (x) = /dt'dr'DD (x =) J* (2, (1.2.3)

onde D (z — 2') é a fungao de Green associada ao operador D’Alembertiano ( os detalhes da obtencao
de Dp (r — 2') sao descritos no Apéndice 1). Explicitamente a fungdo D (z — ') possui a seguinte
forma:
ot —t
Dp(z—2') = M[é(f—t'—|r—r'|)—5(t—t'+|r—r'|)], 0(x) = {

 4mr — /|

0,ifz<O

Lﬁxzo.uzg

Note que formalmente a segunda fungao delta desaparece da fungdo D (x — 2’), mas este termo é
necessario para restaurar a invariancia de calibre. No calibre de Lorentz é possivel usar apenas a
parte retardada da func¢do de Green (para uma explicacao detalhada veja a Ref. [17]), isto é, usamos

apenas,
O(t—t)
Dz —a2)=——L6(t—t —|r—1)). 1.2.5
R e LI ) (125)
A densidade de carga J°(z) e a densidade de corrente J () de uma carga puntiforme ¢, cuja
posi¢ao em fungao do tempo t é dada por r (t), podem ser escrita na forma:

J? () = q6° (r —r (1)),
. 3 . or (1)
J(@)=qt(t)0° (r—r(t)), T(t)= T (1.2.6)
Os potenciais de LW sao obtidos via substitui¢ao de Eq. (1.2.6) em Eq. (1.2.3), usando apenas a parte
retardada da fungdo de Green D' (v — ') dada em (1.2.5). Realizando tal substituicao, obtemos os
potenciais de LW na forma, >

1 . ar (tret)
A0 (2) = L —
L <:I;) 41 ’r —Tr (tret)| — I.' (tret) [I‘ —Tr (tret)] » ¥ (tret) atret ’
q I (tret)
A () =L , , 1.2.7
2 () AT T — 1 (foot)] — T (Fret) [T — T (frer)] (12.7)
em que,
tret —t+ ’I‘ (tret)| = 0. (128)

A Eq. (1.2.7) representa a forma cldssica dos potenciais de Liénard-Wiechert no calibre de Lorentz,
veja por exemplo [5]. Note que o médulo que estaria no denominador foi omitido, pois o primeiro
termo é sempre maior que o segundo desde que

T (tret) < 1, ou v(te) < ¢,

ou seja, desde que a velocidade da particula carregada no momento ¢, seja menor que a velocidade
da luz c.

'Aqui e no que segue, implicamos que os limites de integragao sao infinitos, [ — fj;o, a nao ser que os limites
sejam escritos explicitamente.
20s célculos que levam & Eq. (1.2.7) sdo detalhados no Apéndice 4.
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1.3 Potenciais de Liénard-Wiechert no calibre de Coulomb
O calibre de Coulomb ¢é descrito pela seguinte condicao,

divA (z) = ;A" (z) = 0. (1.3.1)
Sob a condic@o do calibre de Coulomb, a Eq. (1.1.15) toma a forma

OA% () — 0" (%f“) = J¥ (2), (1.3.2)

onde o subindice C representa o calibre de Coulomb. E conveniente reescrever a iltima equagao de
forma a separar as partes escalar (v = 0) e vetorial (v = 1,2, 3), ou seja,

(P - v ) - 2~ ),
OAc (z) + 2VAOC () =J(z). (1.3.3)

ot

Na busca de uma solugdo particular AL, (z) da equagdo nao-homogénea (1.3.3) algumas di-

ficuldades se fazem presentes. Primeiramente, embora o potencial escalar no calibre de Coulomb
seja bem conhecido e ficil de calcular [6], seu comportamento de agao-a-distancia tem intrigado fisi-
cos por muito tempo (veja, por exemplo, [19] e [20]). Em segundo lugar, existem grandes dificuldades
nos cédlculos para a obtengao do potencial vetor. Recentemente, Wundt e Jentschura, vide Ref. [17],
apresentaram um método para calcular o potencial vetor. Este método é descrito de forma detalhada
no Apéndice 4. A seguir apontamos alguns passos, seguindo o esquema proposto em [17], para a
obtencao dos potenciais de LW no calibre de Coulomb.

1.3.1 Potencial escalar no calibre de Coulomb

Decompomos o vetor corrente, J (x), em suas componentes transversal J, (z) (VJ_ (z) = 0) e
longitudinal Jj (z) (V x J| () = 0), ou seja,

J (JJ) =J (l‘) + J” (x) . (1.3.4)

Usando essa decomposigao é possivel reescrever a Eq. (1.3.3) como o seguinte conjunto de equagoes:

V2AY (2) = —J° (), (1.3.5a)
OAc (z) =T (2), (1.3.5b)
%VA% () =J) (z). (1.3.5¢)

A Eq. (1.3.5a) é a equagao diferencial para o potencial escalar e pode ser resolvida via fungao
de Green associada ao operador Laplaciano. Designamos a funcao de Green associada ao operador
Laplaciano por Da (z — z'). Com o auxilio da fun¢do Da (z — '), o potencial escalar pode ser escrito
€omo:

A2 () = / ' Da (z — o) J° (). (1.3.6)

12



A forma explicita da fun¢ao Da (z — ') ¢é dada por?
_o(t=t)
Cdre -1
Substituindo Eq. (1.3.7) em Eq. (1.3.6) e usando a densidade de carga J° (z) dada por Eq. (1.2.6),
obtemos o resultado bem conhecido para o potencial escalar A% () no calibre de Coulomb,

q

AL (2) = L (1.3.8)

Da (z — ) (1.3.7)

Note que a fungao delta 6 (¢ — t') em Eq. (1.3.7), fez do potencial escalar A% (z) uma agao-a-distancia,
ou seja, instantaneo.

1.3.2 Potencial vetor no calibre de Coulomb

A solugao da Eq. (1.3.5b) para o potencial Ac pode ser escrita em termos da fungao de Green
Dg (z — 2'), ou seja,

Ac(z) = /dt’dr’DD (x—2")J . (2

= /dt’dr’DD (x —2)J (2) — /dt'dr’DD (x—2")J) (), (1.3.9)

onde a tltima igualdade se justifica pela decomposigao (1.3.4). Identificamos a primeira integral com
o potencial vetor no calibre de Lorentz Ay (z) e a segunda integral como sendo a diferenga entre os
potenciais em seus respectivos calibres,

Ag(z)=Ac(z) — AL (x) =— / dt'dr' Dy (x — 2') I (o) . (1.3.10)
Assim, podemos escrever o potencial vetor no calibre de Coulomb como:

onde Ay (z) foi obtido em Eq. (1.2.7). Com a ajuda das equagoes (1.3.5¢) e (1.3.8), a corrente
longitudinal Jj (x) pode ser escrita na forma,

3 (2) = %% [Vlr——lr(t)l] . (1.3.12)

Substituindo a Eq. (1.3.12) na equagao (1.3.10) e ap6s uma integragao por partes com respeito as
componentes espaciais 1, podemos reescrever Ag (z) como:

ﬁ;}
ot'|lr' —r (t)|]
Wundt e Jentschura na Ref. [17], demonstraram que é necessario manter os dois termos da fungao

de Green Dp (z — 2'), dada na equagao (1.2.4), para obter a resposta correta. Apés alguns calculos
extensos, descritos no apéndice 4 e omitidos aqui por conveniéncia, chegamos a seguinte equacao:

Ag(z) = —%V / dt'dr'Dp (z — ') { (1.3.13)

; -
_ 4 / 1 . ’ oy

As(z) = —47TV/_OOdt—’r_r(t,>|/0 dRIS(R—t+ 1) +8(R+t— 1),

R=|r—r. (1.3.14)

30s detalhes para a obtencdo de Da (z — ') sdo descritos no Apéndice 2.
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Nesse momento ¢é possivel descartar a segunda funcao delta, sendo que o limite de integracao em ¢’
garante que t' < t. Por outro lado, a primeira fungao delta vai a zero para qualquer t' < t.o (veja
a equacao (1.2.8)), devido ao limite superior de integracao em R, logo, a tnica contribuicao efetiva
acontece quando t' = t.;. Assim, o efeito total da integracdo em R é que os limites de integracao
para t’ sdo restritos ao intervalo ' € (t.,t), ou seja,

1

t
q /

A —_1vy - -
s (@) dt v —r ()]

1.3.15
y (1.3.15)

tret

Entao, o potencial vetor no calibre de Coulomb produzido por uma carga ¢ em movimento arbitrario
toma a forma,

_a E (trer) 4y [f A .
A ) = T T e = F (o) Ir = T ()] 47rv/tet Fr () (1.3.162)

onde t,e € a solugdo da equagao (1.2.8).
O potential vetor (1.3.16a) possui um termo compensatorio que fornece uma resposta ao termo
de agdo-a-disténcia, respeitando o principio da relatividade e o principio da casualidade [17].

1.4 Invariancia de calibre

Apés a obtencao dos potenciais de LW em ambos os calibres, se faz necessdrio demonstrar que os
campos E¢ (z) e B¢ (2) obtidos a partir dos potenciais de LW no calibre de Coulomb, coincidem
com os campos Ej, () e By (x) obtidos via potencias de LW no calibre de Lorentz. Mantemos a
maioria dos célculos apresentados em Ref. [17] para conveniéncia do leitor.

Iniciamos com o campo elétrico no calibre de Coulomb. A relacdo entre o campo elétrico e o
potencial eletromagnético é dada em Eq. (1.1.6) pode ser reescrita como:

Ec () = —V AL (2) — %AC (z). (1.4.17)

Substituindo a expressao (1.3.11) para A¢ e usando a forma explicita de Ag dada por Eq. (1.3.15),
obtemos,

Eo(z) = —~VA% (2) + V {% (/Ot dt’m _ /Ot dt’m)} _ %AL (@), (14.18)

onde a integral original foi dividida em dois termos. O primeiro termo entre colchetes é apenas o
potencial escalar A% (x) que, apés a agao do operador V, se cancela com o primeiro termo —V A% (z).
No segundo termo entre colchetes usamos a regra da cadeia para transformar a derivada com respeito
a t em uma derivada com respeito a t..;, obtendo assim:

0 bt q Ot et 0
EC (.T) =-V |:at_ret (/(; dt ‘r — r(t’)’) ot :| — aAL (l’) . (1419)

O termo 0Ot /0t pode ser calculado partir de Eq. (1.2.8) e resulta em,

atret
ot

I PR r — T (tret) !
= [1 (tret) Tt ()] (tret)|:| , (1.4.20)
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o que permite escrever E¢ () como:

_ q
Foln)= V{\r—r(tmn :

Lembrando da expressdo (1.2.7) para A? (), obtemos a resposta final,

Ec () = -V A9 (z) — %AL () =EL (z). (1.4.22)

Para o campo magnético os cdlculos sao triviais,

Be (1) = [V x Ac (2)] = [V x Ap (2)] + [V x As (2)]

—t T (te) - _9 T
(tret) ’I‘ _r (tret)’:| } atAL ( ) : (1421>

— [V x AL (2)] +¢[V x V]/t %@” (1.4.23)
produzindo o resultado
Be(x) =V x AL (z)] =By (z). (1.4.24)

As equagoes (1.4.22) e (1.4.24) mostram que a escolha do calibre de fato nao afeta o campo
eletromagnético, que por sua vez carrega a informacao fisica da radiagao, enquanto que os potenciais
sao simples descricoes matematicas.

1.5 Campo eletromagnético correspondente aos potenciais
de Liénard-Wiechert

Os campos elétrico e magnético produzidos por uma carga pontual em movimento arbitrario sao
obtidos a partir dos potenciais de LW. Conhecendo os campos elétrico e magnético podemos analisar
os fendmenos eletromagnéticos relacionados & carga em movimento.

Os campos sao obtidos de forma mais conveniente usando os potenciais de LW no calibre de
Lorentz. Reescrevemos tais potenciais, dados na equagao (1.2.7), na forma,

1 q v
A0 (= L2 A _4_ vV
z () 47 (1 —nv) R’ o () 47 (1 —nv) R’
R Or (tye .
R:r_r(tret>7 R:’r_r(tret”v HZE, vV = rai t):r(tret), (151)
ret

onde t,; € dado em (1.2.8). A relagdo entre campo elétrico e os potenciais foi apresentada na
Eq. (1.4.17). O primeiro termo de E (z) é dado por:

q V[1-—nv)R]|

~VA) (z) = : 1.5.2
L) = 0 e (152)
Sendo que Vn = 0 e usando o resultado (1.4.20), junto com,
n
Vi, = — : 1.5.3
* 1—nv ( )
é possivel reescrever a Eq. (1.5.2) na seguinte forma:
1-v?+Ra)—v(l-— 0?1 (tye
gAY (= ARV AR V(om0 (), (15.4)
4 (1 —nv)” R? O (tret)
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Similarmente temos que,

0A[ () _ia(l—nv)R+v(nv—V2+aR)

= 1.5.
ot A 1 —nv]’ R? (1:5:5)

A partir dos resultados (1.5.4) e (1.5.5), vemos que o campo elétrico E () produzido por uma carga
pontual em movimento arbitrdrio é dado por:

_ ¢ fR=VR)(1-v?)  nx[n-v)xal
B@) =4 { (E—vR’  (1—vn?(E—_vR) } ’ (1.5.6)
onde foi usada a relacao vetorial

ax (bxc)=(ac)b— (ab)c. (1.5.7)

O campo magnético ¢ obtido de forma andloga e pode ser escrito como (veja, por exemplo, [6])
B(z)=VxA(z)=nxE(x). (1.5.8)

Note que os campos elétrico e magnético apresentados em (1.5.6) e (1.5.8), respectivamente, possuem
um termo que depende apenas da velocidade v, e outro termo que depende também da aceleragao
a. O ultimo ¢ o responsavel pela radiacio emitida pela carga em movimento. E importante lembrar
que todas grandezas no lado direito das equagoes (1.5.6) e (1.5.8) sao avaliadas no tempo tye.

1.6 Teorema de Poynting

O teorema de Poynting relaciona a energia armazenada no campo eletromagnético, o trabalho feito
em uma distribuigao de carga e o flux de energia. Na Ref. [1] a equagao que relaciona as grandezas
mencionadas é escrita na forma

E2 + B?
at/ (L) dr+/JE dr:—]f E x B dA, (1.6.1)
|4 2 14 ov

onde V' é um volume limitado por uma superficie 0V e dA ¢é o elemento de drea multiplicado pelo
vetor normal & superficie V. O primeiro termo da Eq. (1.6.1) é a taxa de variagdo da energia total

do campo eletromagnético
E? + B2
8tEﬁeld — 8t/ (%) dr. (162)
1%

O segundo termo representa a energia perdida pelo elétron em movimento
Wess — —/ JE dr. (1.6.3)
1%
Finalmente o terceiro termo é a taxa de emissao de energia
Wrad = f SdA, S=E x B, (1.6.4)
oV

onde definimos o vetor de Poynting S. A integral de superficie do vetor de Poynting fornece a energia
por unidade de tempo emitida pelo sistema.

Calculando o vetor S utilizando os campo apresentados nas equagoes (1.5.6) e (1.5.8), obtemos
a poténcia por unidade de drea e tempo irradiada por uma carga em trajetoria arbitraria. A seguir
consideramos duas situagoes interessantes sobre a radiagao emitida por uma carga em movimento.
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1.7 Radiacao sincrotron e Cherenkov

Para calcular a poténcia da radiagao sincrotron consideramos uma carga em movimento circular.
Schott [7] usou as equagoes de Maxwell para obter a lei de conservagao de energia para um elétron
se movendo em trajetéria helicoidal. Para um elétron em trajetéria helicoidal a energia do campo é
constante, isto é, 0, £%°'d = 0. Assim, a partir de Eq. (1.6.1) temos que,

Jyloss — pyrad, (1.7.1)

Entdo, calculando a quantidade W' para um elétron em trajetéria circular obtemos a poténcia da,
radiacao sincrotron. De acordo com a Ref. [1] a poténcia irradiada para um elétron em trajetéria
circular é:

2,,2 T
Weehott = q;u ZI/Q/ sinf df {cot2 0 §2 (&) + B4 (f)} , £=vfsinb, (1.7.2)
v=1 0

onde ¢q é a carga do elétron, w é a frequéncia de movimento do elétron, j, é a funcao de Bessel de
ordem inteira e j/, é a derivada da fungdo de Bessel com respeito ao seu argumento. O resultado
(1.7.2) é conhecido como férmula de Schott.

A radiacao Cherenkov acontece quando a velocidade v de uma carga se movendo em um dielétrico,
é maior que a velocidade de propagacao da luz ¢, no dielétrico. Frank e Tamm [15] consideraram um
elétron se movendo com velocidade constante em um meio dielétrico com fndice de refragao n. Eles
escreveram a poténcia irradiada em termos do fluxo de energia através de uma superficie cilindrica
de comprimento [, ou seja,

Wer = 27rpl/ S dt = 27T,ol/ 4iE « B dt, (1.7.3)
_ T

—0o0 [e.e]

onde p é o raio da superficie cilindrica e [ é o eixo da mesma que coincide com o caminho percorrido
pelo elétron no dielétrico. A partir dos campos E e B para uma carga em movimento uniforme,
Frank e Tamm chegaram & seguinte expressao para a poténcia total irradiada,

q°l

1 v
Wrr = — d 1— —— = - 1.74
Te Bn>1 ww< 32”2>7 ’ ¢’ (L.74)

onde ¢ é a carga elétrica e w é a frequéncia da radiagao emitida. Note que a faixa de integragao em
w € tal que a condicao fn > 1 seja satisfeita. Esta condicao é necessdria ja que o indice de refracao n
depende da frequéncia w, i.e., n = n (w) e para a radiagdo Cherenkov ocorrer é necessério que v > £
ou fn (w) > 1. O resultado (1.7.4) é conhecido como férmula de Frank e Tamm.
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Capitulo

Campo eletromagnético quantizado
interagindo com corrente elétrica

No presente capitulo construimos os estados do campo eletromagnético quantizado interagindo com
uma corrente elétrica externa. Os estados do campo eletromagnético sao construidos em dois calibres,
sendo o primeiro calibre considerado o de Coulomb e em seguida consideramos o calibre de Lorentz.

2.1 Estados do campo eletromagnético no calibre de Cou-
lomb

Consideramos um sistema que consiste do campo eletromagnético quantizado interagindo com uma
corrente elétrica externa. Assumimos que a corrente externa J,(z) atua no tempo ¢, sendo ¢ > 0.

Um sistema deste tipo é descrito pelo operador hamiltoniano H (C) que é composto g)or dois termos:

a Hamiltoniana de f6tons transversais livres H () ¢ a Hamiltoniana de interacao H,,’,

7O = 5O 4 7

int

N 1
A0 = 3 / Ko el dk, HO = / [ T@)AL) + SJo() ALw) | dr. (211)

A=1,2

Os éL/\ e (k) sao os operadores de criacao e aniquilacao, respectivamente, de fétons com momento
k e polarizagao A que pode assumir os valores A = 1,2. O potencial escalar A% (z) pode ser escrito

como: )
0 rlvt /

= | ——————dr'". 2.1.2

Ac(z) / 47 |r — r’|dr ( )

O operador de campo potencial Alc(r), o qual estd escrito na representacao de Schrodinger!, tem a
forma explicita,

Z/ xS (r +CkA (1) | dk,

exp (ikr)

WEL)” ]fo = |k| s (213)
0

flic)\(r> =

10s detalhes da conexdo entre a representacio de interacdo e a de Schrédinger sdo descritos no Apéndice 5.
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em que €, é o vetor polarizagdo. No que segue, escolhemos a seguinte realizagdo dos 4-vetores e},
veja e.g.[21],

o = (0,€x), €ak=0, A=1,2

€0 €ko = Ongy, N, 0=1,2,

€0 = (1,0), e = (0,k/ |k[). (2.1.4)
Além disso, os 4-vetores e}, satisfazem as seguintes relagoes,

3

[e1a]” [51*0\’]” = s Z [€k/\]“ M €, = e (2.1.5)
A=0

Note que, tendo em vista que trabalharemos também com o calibre de Lorentz, incluimos os resultados
com p=0e X =0,3. Os detalhes da quantizagao do campo eletromagnético no calibre de Coulomb
estao exibidos no apéndice ao final deste capitulo.

Denotamos o vetor de estado do sistema considerado, no instante de tempo ¢, por }\IJ(C) )> A
evolugao temporal do vetor de estado ‘lIl(C) )> é governada pela equacao de Schrodinger,

i0, |0 (1)) = HO WO 1)) = [H@ + flﬁ)} W) t)) (2.1.6)

A solugao geral da equagao (2.1.6) pode ser escrita na seguinte forma?,

U (@))y = U9 () |[8(0)), (2.1.7)
UO(t) = exp [—if[(c)t} exp [—ifﬁ’(c) (t)} : (2.1.8)

BO® / it / { { ’)+%fl’6($’)] +%Jg(x’)AOC(x’)}dr’, (2.1.9)
AL () :/ dt//Do(x—x/)éﬂU’“(x’)dr’, (2.1.10)
Z/ e S (@) + o fi (@ )] dk, (2.1.11)

exp (ko) 5 k. (2.1.12)

V2ko(2r)p

O termo U'? (t) ¢ um operador de evolugao temporal no calibre de Coulomb, [¥(©)(0)) ¢ o estado
inicial do campo eletromagnético quantizado no instante de tempo ¢t = 0 e Dy(x — 2’) é a fungao do
campo eletromagnético que pode ser obtida via funcao de permutagao de Pauli-Jordan com m = 0,
veja [24]. A forma explicita da fungdo Dy(x — 2') é:

dk P
Do(z —2') =i / — [e—l’f(l‘—“f ) —ehle=a) | ODy(x — ') = 0. (2.1.13)
2]{30 (27'(')

fra(@) =

O projetor (51’“ ¢é proveniente da comutacao entre as componentes dos campos potenciais A’C(x) € 0s
corresponentes momentos conjugados 7 (2') (veja a Eq. (CC.12) no Apéndice ao final deste capitulo)
e possui forma explicita,

§F =% — A9k,

2Veja as Refs. [22] e [23].
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Verificamos diretamente que o vetor de estado (2.1.7) ¢ de fato solucao da Eq. (2.1.6). Sendo que
o operador Hﬂ(yc) ¢é independente do tempo, temos que,

iy {exp |~ } = A exp [~ifl 1] (2.1.14)
Entretanto, a derivada 9,A% () ndo comuta com A% (z'). Nesse caso, para calcular a derivada
temporal do segundo expoente no lado direito da equagao (2.1.8), se faz necessario usar o método de

Feynman de desembaracar operadores, [25], que estd descrito no Apéndice 6. Usando o método de
Feynman, encontramos

10 exp {—ié(c) (t)} = K (t)exp [—ié(c) (t)] :
1 ) R o

KO(t) = / e=isB W [&B(C)(t)] B0 s, (2.1.15)
0

onde
OB (1) = / {Ji@) [Ag(x) + %Ag(m)} + %Jo(x)A%(a:)} dr. (2.1.16)
Com o auxilio da bem conhecida relacao de operadores
ANte = 31+ [A 0] + S [A [ )]+ (2.1.17)
é possivel apresentar o integrando no lado direito da equagao (2.1.15) como se segue,
B0 BO @) 7O = BO) + [~isBO (1), 0,5 (1)
+ % [—z’sB(C) (), [—isB(C) (1), 8,B© (t)“ T (2.1.18)

O primeiro comutador da série fornece

[Bw)(t),atg(c)(t)} _ /O L / / {Ji(:z:’) [flic(x'),f%(x)} Jj(az)}drdr'. (2.1.19)

O comutador do lado direito da Eq. (2.1.19), é o comutador entre as componentes dos operadores de
campos potenciais AL (z') para temos arbitrérios e resulta em,

[Ag(x), Ag(x')} = 8% Do(z — a). (2.1.20)

Substituindo o comutador (2.1.20) na equagao (2.1.19) e assumindo que as correntes em consideragao
desaparecem no infinito, ou seja,

/Ji(x')éng(x —a')dr' = /Do(az — 2)6% Jy(2)dr, (2.1.21)

chegamos a,

[BO®),089(1) =~ / Ji() AL (x)dr. (2.1.22)
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Sendo que o comutador (2.1.22) resulta em uma fungdo que ndo contém operadores, vemos que
apenas os dois primeiros termos da série (2.1.18) sobrevivem. Assim, a quantidade K(©)(t) da
equagao (2.1.15) toma a forma:

1

K©O(t) = / {Jz(x)fl’c(a:) + §Jo(x)AOC(x)} dr, (2.1.23)

apods a integracao da varidvel s. Usando o seguinte resultado, apresentado no Apéndice 5,

AL(r) = exp (-iﬁg%) AL (z) exp (iﬁ@t) , (2.1.24)
podemos escrever,
exp [—iﬁgc)t} K@) = / [Jl(x)Alc(I') + %Jo(x)A%(x)} dr exp [—U:_i’,(yc)t] . (2.1.25)
Entao, é facil ver que,
i0, [T (1)) = {ﬁ@ + / {Ji(x)ﬁg(r) + %Jo(x)A%(x)} dr} 0 (1)), (2.1.26)

ou seja, provamos que o vetor de estado (2.1.7) satisfaz a equagao (2.1.6).
E conveniente reescrever o operador evolugao U©) (t) na seguinte forma:

U©) (t) = exp [w(@(t)] exp [—iﬁg@t} DO(y),
/ [ykk(t)é;[(,\ - ylt,\@)ék)\] dk} :
60 =~ [ at [ [Ae)Aet) + ) A0 v
i (t) = —i /0 " / () 24 (2 ). (2.1.27)
Assim, o vetor de estado |¥(9)(t)) pode ser escrito como:
WO 1)) = exp |16 (1) exp || DO () [0)) (2.1.28)

Podemos ver que D¢) (y) é o operador de deslocamento que é comumente utilizado no tratamento de
estados coerentes [26, 27]. Ressaltamos, a seguir, algumas propriedades do operador D) no calibre
de Coulomb:

D (a) = DO Ha), [a)@ =D (@)|0) D, &ala) = awnla)@,
D)D) = i + ager, D)l ,DO(a) = &, + af,. (2.1.29)
Vamos considerar apenas a parte que contém operadores no Hamiltoniano de interagao I:_i’i(nct), isto
¢,

H = / Ji(z) AL (r)dr. (2.1.30)
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Usando a representagao (2.1.4) dos vetores de polarizacao e}, é facil verificar que a relagao
Ab(r) =67 AL(r) = A’ (r) (2.1.31)

¢ verdadeira. Substituindo a expressao (2.1.31) em H’ e movendo as derivadas do operador A% (r)
para a corrente J;(x), via integracao por partes, obtemos:

i = / 59 7. (2) AL (r) dr. (2.1.32)

Como ¢é de pratica usual, ignoramos os termos de contorno assumindo que a corrente J;(z) desaparece

no infinito. Com o auxilio da equagao da continuidade (1.1.12), introduzimos a corrente transversal
: U

J' (z) = 07 J;(z) na forma,

Ji(z) = JH(x) + AT0,0,o(x), A= V2 (2.1.33)

No calibre de Coulomb, a densidade de carga Jy(z) e a fungao A% (z), sdo conectadas por (veja as
equagoes (CC.7) e (CC.8) do Apéndice ao final deste capitulo)

AAY(z) = —Jo(x), AL(x) = ! Mdr'. (2.1.34)

Tar ) r—r|
Substituindo a expressao (2.1.34) na equacao (2.1.33) chegamos a,

8i Jo(I',, t) ’
- — ———=dr'. 2.1.
47rat lr — 1| ' (2.1.35)

Ji(z) = J'(x)

Assim, vemos que no calibre de Coulomb o campo eletromagnético quantizado interage apenas com
a parte transversal da corrente cldssica, dado que a corrente desaparece nos limites de integracao.

2.2 Estados do campo eletromagnético no calibre de Lorentz

A Hamiltoniana que descreve o campo eletromagnético quantizado interagindo com uma corrente
classica J,(z) no calibre de Lorentz pode ser escrita na forma,

70— fI) 4 o
A = AP + F

int

3
A0 = =Y [ o dloina d, 8 = [ (@020 (22.1)
A=0

A métrica ), (1.1.1) e os &L/\ e ay) sao os operadores de criacao e aniquilagao, respectivamente, de

fétons com momento k e polarizacao A, que pode assumir os valores A = 0,1, 2,3. O operador /AVLL(I')
possui a forma explicita,

3
) =3 [ [ty o) + a5 )] i
A=0

exp (tkr
fir(r) = ﬁ%, ko = |K|, (2.2.2)
0
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e assumimos que a corrente externa J, (x) atua apenas no tempo ¢ > 0.
Denotamos os vetores de estado do sistema considerado, no instante de tempo ¢, por ‘\I/(L) (t)>
A evolucao temporal destes estados é governada pela equagao de Schrodinger,

i0, [0 (1)) = HO | wD(1)) = [H@) + Hﬁﬂ [w(#)). (2.2.3)

A solugao geral da equagao (2.2.3) pode ser escrita como:
U B () = U () [¥H(0)), (2.2.4)
U® () = exp [—zﬁr(%} exp [—z’f}@) (t)} , (2.2.5)

B®)(¢) / dt’ / { +%f1’£(w’)] dr’, (2.2.6)
A (z) = /dt /DO © — o) T (2 )dr, (2.2.7)
Z / a fl (2) + Gk, f15 (o )} dk, (2.2.8)

Me“ ko = [k|. (2.2.9)

fk)\( ) 2%0(271')3 kX’

O operador U (t) ¢ o operador de evolugao no calibre de Lorentz e |¥()(0)) & o estado inicial do
campo eletromagnético quantizado.
Verificamos diretamente que o vetor de estado (2.2.4) é de fato solugao da equagao (2.2.3). Sendo

que I:L(YL) ¢ independente do tempo, temos que:
i, {exp | il } = HP exp | i1 (2.2.10)

Para calcular a derivada temporal do segundo expoente no lado direito da equagao (2.2.5), precisamos
usar novamente o método de Feynman. Calculando a derivada encontramos,

i, exp [—zf}@) (t)} = KD(t) exp [—zB(L) (t)] ,

A 1 A A A

RO = / exp [~is B (1) [@B(L) (t)] exp [isB®) (1)) ds,

/J [ ) + A“( )} dr. (2.2.11)
Usando a relagao (2.1.17) escrevemos o integrando do operador K (t) na Eq. (2.2.11) como:
e #BP Mg, B (1)eBD W = 9, BD) (¢) + [—isé(”( ), 0,B1) (¢ )]
1 - A .

+5 [—¢SB<L>(7:), [—isB(L)(t),atB(L)(t)” o (2.2.12)

O comutador [E(L) (t),0,B®) (t)} pode ser facilmente calculado e resulta em,

[BO(1),0,80 (1)) = / {E}(L)(t), (Ag(x) +%A’,—f(x))] I, ()dr. (2.2.13)
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Como o termo A% (z) ndo é um operador, o comutador [BL(t), flﬁ(x)] é zero. Entao, a equagdo
(2.2.13) toma a forma,

[E}@)( ), 8, Bt )] / [B(L)( ), fl’,f(x)} T4 () dr. (2.2.14)
Por sua vez, o comutador
ERIONE / dt' / A (@), A ()] (), (2.2.15)
pode ser reescrito, com a ajuda do comutador entre os operadores flﬁ(x) para temos arbitrérios
(Al (2), A% (2")] = i Do — o), (2:2.16)
como: A A .
[B@)(t),Ag(x)} = —iAl(z). (2.2.17)

Substituindo o tltimo resultado no comutador (2.2.14) obtemos:

(301,501 - _Z‘/Ju(g;)fl‘i(x)dr, (2.2.18)

Sendo que o lado direito da equagao (2.2.18) é uma fungao, a série (2.2.12) contém apenas dois termos
e resulta em,

- R - 2 1 i
e~sB 0 g, B (1)isBH ) — / Ju() {Az@) + 5 AL(x) — sAL ()| dr. (2.2.19)

Substituindo o resultado (2.2.19) na equagdo (2.2.11) e realizando a integral em s, recebemos o
operador K %) na forma,

KWD(t) = / Jo(x) A% () dr. (2.2.20)

Usando um resultado andlogo ao apresentado na Eq. (2.1.24), é facil ver que:
exp [ ZH(L)t K(L) [/J dr} exp [ ifIgL)t] ) (2.2.21)

Entao, usando as relagoes (2.2.10), (2.2.11), (2.2.20) e (2.2.21), podemos claremente demonstrar que
o vetor de estado (2.2.4) satisfaz a equacao (2.2.3).
O operador de evolucao U (t) pode ser apresentado na seguinte forma:

UD (t) = exp [2¢(L) (t)] exp [—if]g)t] DD (2),

(21 (Dt — 2 (Dt dk}
() = —i /0 d / (@) f5 (). (2.2.92)
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Assim, podemos escrever o vetor de estado |\II(L) (t)> como:
(W (1)) = exp [ng@ (t)] exp [—iﬁg)t} DW () [w1(0)) . (2.2.23)
Note que D®)(z) é o operador de deslocamento para estados coerentes [27]. Lembramos algumas
propriedades importantes do operador D*)(3) no calibre de Lorentz:
DII(B) =DI(B), |8)" =DH(B)0), a0} = B0},
DINB)aa D (B) = dnr = manBirs D (B)an DD (8) = iy, — nanBia. (2.2.24)

Demonstramos que apesar do operador D(L)<Z) conter fétons virtuais, A = 0, 3, o estado formado
por uma corrente arbitraria .J,(z') é um estado fisico admissivel. De acordo com o formalismo de
Gupta-Bleuler [28], os estados fisicos devem satisfazer a Condigéo,

9, ARDD () | W D(0)) = 0, 9, AT (x / L A=\ dk. (2.2.25)

\/ 2]€0 27T

Usando a representagao (2.1.4) é facil ver que:

3
Z kp€inin = ko [axo — dues] (2.2.26)
A=0

e com o auxilio das propriedades (2.2.24) obtemos:

. dk ko e~ike
aMA2+)MD(L) (Z) ‘\I](L)( ZD(L) / o€ + Zk3 ] ‘\I](L) (0)> — |L> , (2.2.27>

Zko
\/ 2]€0 27T

onde foi usado que |¥X)(0)) é um estado fisico admissivel. Substituindo a forma explicita de zi(t),
dada na equacgao (2.2.22), na tltima equagao recebemos,

L) = DB)(2) / % /0 at / dr' [Jo(a' ko — J3(#')k] &%) [pB)(0)) . (2.2.28)

Os fatores ko e k7 podem ser substituidos por derivadas que agem na exponecial e~*@=") ou seja,
podemos reescrever a equagao (2.2.28) na forma,

L) = —iDW)(2) / ﬁ/ dt’/ v/ [Jo(a')0] + 12" e

Realizando duas integracao por partes, uma em t’ e outra em r’, recebemos,

. dk ! / ' o / YW —ik(z—x'
0

onde o resultado nulo se justifica pela equacdo da continuidade (1.1.12). Note que para a equagao
(2.2.30) ser vilida, devemos impor que o termo de contorno na integracao em t' seja zero, i.e.,

Jo(t, r') = Jo(0,r') = 0. (2.2.31)

Sendo que a corrente externa age apenas no tempo 0 < ¢, vemos que Jy(0,r") = 0. Por outro lado
a condigao Jy(t,r') = 0 pode ser interpretada da seguinte forma: os estados e quantidades fisicas
medidas no tempo ¢, nao sofrem influéncia da corrente avaliada no tempo t' = ¢. De fato este é o
caso, tendo em vista que as quantidades na eletrodindmica cldssica medidas no tempo ¢, como os
campos elétrico e magnético, sao influenciadas apenas pela corrente avaliada no tempo .o < t (veja,
por exemplo, as equagoes (1.5.6) e (1.5.8)).

(0)). (2.2.29)
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Apéndice do capitulo 2: Quantizacao do campo eletromag-
nético
Quéantizacao do campo eletromagnético no calibe de Coulomb

Nesta secao trabalhamos apenas com o calibre de Coulomb, por este motivo nao usaremos fndices
para diferenciar calibres aqui. Seguimos o esquema de quantizagao no calibre de Coulomb que é
apresentado na Ref. [29]. A partir da Lagrangiana (1.1.7) passamos para o formalismo Hamiltoniano,
onde é necessario introduzir o momento generalizado,

oL oL
r)==—"—=0, m(r) = =+ = 0;Ap(x) — OA;(x) = Fio(x). CC.1
7T0< ) 8(80A0(a:)) m ( ) 8(80141([[)) 0( ) 0 ( ) 0( ) ( )
A Hamiltoniana correspondente é definida como,
H = /Hdr, H = mi(x)0A'(z) — L. (CC.2)
Com o uso da relacao,
0;Ag(x) = mi(x) + Do Ai(x), (CC.3)

que segue da expressao (CC.1) e escrevendo a forma explicita do tensor eletromagnético F,,(z),
podemos apresentar a densidade Hamiltoniana H da equagao (CC.2) como:

1 , . 1 g
H= —§7Ti<$)7Tl([E) + mi(x)0" Ao (x) + ZFij(l')F” () + Ju(z) A (z). (CC.4)
O sistema considerado possui uma restricao primaéria,
® = mo(x). (CC.5)

A condicao de conservagao da restricao priméria no tempo, produz o seguinte vinculo,

onde {A, B}pp designa os colchetes de Poisson. Sob a condigao do calibre de Coulomb (1.3.1), o
vinculo (CC.6) se transforma em,

0 que permite obter Ag(x) explicitamente na forma
Jor' t)

No processo de quantizagao a componente Ag(x) nao é quantizada, e o operador correspondente
nao é introduzido. A condicdo de calibre (1.3.1), impde que as componentes do potencial vetor
sejam transversais, isto ¢, A'(z) = A’ (z). Introduzimos o correspondente momento generalizado
transversal 7' (),

7 (v) = =0 A" (2). (CC.9)

Entao, a expressao (CC.4) toma a forma:

H = éw’l(x)wi(x) + YFY + §Jo($)140($) + Ji(z) A (),

F7=0A (z) — P A (). (CC.10)
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Na equagao (CC.10) omitimos o termo 9; [Ag(2)d"Ag(z)] pois é uma divergéncia espacial e nao con-
tribui para a Hamiltoniana (CC.2). Agora estamos em posi¢ao de realizar uma quantizagao do
operador de Dirac [29]. Todas as varidveis sdo assumidas operadores. A restrigdo (CC.5), do ponto
de vista de operadores, é colocada como zero. As relacoes de comutacao sao construidas usando os
colchetes de Dirac [30]. O operador densidade Hamiltoniana H & construido a partir da densidade
Hamiltoniana H e toma a forma,

o . . 1. _ 1o
H="Hy+Hm, Hy= §ﬁi($)ﬁi<$>+zFfFi],

~ 1 N

Hint = §J0(33)A0($) + Ji(x) A (). (CC.11)

As relacdes de comutagio simultaneas para os operadores A’ () e 77 (') sdo apresentadas como:
AL (@), 7 ()]

| AL (@), AL (2]

= i675(x — %), 67 =69 - AT,

o=,

= [ (2),# (]|, _, =0. (CC.12)
xo:wa ZEQ—CL‘O

Na representagao de interagao (Dirac) a evolugéo temporal dos operadores de campos potenciais
A’ (x), depende apenas da Hamiltoniana livre H.,

Iﬂ = /ﬂvdr,

ou seja, os operadores A (r) devem satisfazer as equagoes de movimento com J*(x) = 0. Neste caso,
podemos fazer uma expansao em ondas planas de A, (z). Lembrando que apenas os modos de campo
transversais existem no calibre de Coulomb, podemos escrever:

2
@) =3 [ [ofiale) + dusisio)] ax
A=1

; _exp (—ikx) | _
fi(@) = W%, ko = |k|. (CC.13)

Os coeficientes éL\ e Cx) sao os operadores de criagao e aniquilagao, respectivamente, de fétons com
momento k e polarizagao A\, que pode assumir os valores A = 1,2. Os €}, sao os vetores de polarizacao
que satisfazem a seguinte relagao,

g g B
A=1

As relagoes de comutagao (CC.12), impoem as seguintes relagoes de comutagao entre os operadores
de criagao e aniquilagao,

Para tempos arbitrarios, as relagoes de comutagao dos operadores Ai(m) sao escritas como:
AL (), &L (2] = 0 Do(r — ), (cC.16)
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onde a funcdo Dy(x — ') foi apresentada na Eq. (2.1.13). Em termos dos operadores ¢, e éL\, a
Hamiltoniana de f6tons livres H, toma a forma

2
H =) / ko ¢y i dK, (CC.17)
A=1
onde omitimos o termo que representa a energia do vicuo.

Quantizacao do campo eletromagnético no calibe de Lorentz

Similarmente ao feito na se¢ao anterior, nao usaremos indices para diferenciar calibres, uma vez que
nesta se¢ao trabalharemos apenas com o calibre de Lorentz. Quantizamos o campo eletromagnético
no calibre de Lorentz de acordo com as Refs. [31] e [18]. Durante o processo de quantizacao é
necessario obter o momento canonicamente conjugado,

oL
0 (Do Ay (x))

Usando a Lagrangiana na forma dada na Eq. (1.1.7), vemos que o momento caconicamente conjugado
ao campo potencial Ay é identicamente zero, mo(x) = 0. Este resultado impossibilita o postulado das
relacoes de comutagao entre os campos A* e seus correpondentes momentos conjugados 7. Para
evitar essa complicacdo, modificamos a Lagrangiana (1.1.7) adicionando o termo % [9, A% (2)]?, que
resulta na seguinte Lagrangiana invariante relatisvistica,

() =

(CL.1)

L=~ Fule) (@) 3 A" (0) — Ju(r) A¥(r). (CL2)

Escrevendo o tensor eletromagnético F),, em termos dos campos potenciais A, e desprezando uma
4-divergéncia é possivel reescrever a Lagrangiana (CL.2) na forma conveniente,

L= —%8#141,8“%1” — J,(x) A" (z). (CL.3)
A Lagrangiana (CL.3) fornece o seguinte momento canonicamente conjugado,
(x) = =0 AM. (CL.4)
A Hamiltoniana cldssica correspondente é escrito na forma:
H = /H dr, H="Hy+ Hint, Hint = Ju(v)A"(2),
H, = —%ﬂ'”(l’)ﬂ'u(l’) + %aiAu(x)aiA”(a:). (CL.5)
Seguindo o procedimento de quantizacao candnica, introduzimos os operadores de campos pon-

tenciais A" (x) e os respectivos momentos canonicamente conjudados 7 (z) = —dyA*(z). Impomos
as seguintes relagoes de comutacao para tempos iguais:

A (@) 7 (")
A (), A (@)

- [ao,fw (), A (x’)]

zo=1 - 2'77#1/53(}( - X/)v
0=%g

= 0. (CL.6)

To=1,

= [7"(x), 7" ()]

zo=2{)

o=,
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Na representagao de interagao, os operadores A% (x) sdo expandidos em ondas planas como:

Z/ i fion (@ +ak)\ i (¢ )] dk,

exp (— zkx)

fk)\< ) 2k0(2 )3

€rs Ko = k|, (CL.7)

onde ay», dL/\ sao os operadores de aniquilacao e criagao, respectivamente, de fétons com momento k
e polarizagdes A = 0, 1, 2, 3 correspondentes. As relagoes de comutagao (CL.6) implicam nas seguintes
relacoes de comutacao para os operadores de criacao e aniquilacao de fétons,

[dk,\ydL/Af} = —ané(k— k/)v [dk/\7dk/)\’] = [&L\: L,\} =0. (CL-8)

O operador hamiltoniano H, é construido a partir da Hamiltoniana cldssica (CL.5) via substituicao
de 7#(x) e A (z) pelos operadores #(x) e A*(z). A Hamiltoniana de fétons livres H. pode ser
escrita em termos dos operadores ay) e a;r()\, usando a expressao (CL.4), na forma,

3
- 277»\ / ko afoyan dk, (CL.9)
x=0

onde novamente omitimos a energia do vacuo. As relagoes de comutacao para tempos arbitrarios dos
operadores A*(x) s@o escritas como:

[AF(x), A¥(2")] = in"" Do(x — 2), (CL.10)

onde a fungao Dy(x — z’) foi apresentada na Eq. (2.1.13).

Experimentalmente, apenas os fétons transversais (A = 1, 2) sdo observados, ou seja, os fétons lon-
gitudinais e escalares, (A = 0, 3), sdo apenas construgoes matemdticas que nao devem estar presentes
nos cédlculos de grandezas fisicas. Devido a este fato, no processo de quantizacao no calibre de Lorentz,
se faz necessdrio usar o formalismo de Gupta-Bleuler [28]. Com esse formalismo, o subespago fisico
de estados admissiveis é descrito pela condicgao,

3 —zka: %3
0, A (@) | (t)) =0, A =3" / C S g dk, (CL.11)
2k (27)°
que é equivalente a,
(Gwo — axs) [P (1)) = 0. (CL.12)

Quando as condigoes (CL.12) e (CL.11) sio satisfeitas, o valor médio do operador 8, A*(z) ¢ zero,
(W(1)] A () [W(2)) = 0, (CL.13)

satisfazendo a condicao do calibre de Lorentz.
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Capitulo 3

Valores Médios

Uma vez que os estados do campo eletromagnético quantizado foram obtidos, discutiremos breve-
mente os diferentes estados iniciais |¥(?)(0)) e [¥2)(0)). Em seguida avaliamos os valores médios
dos operadores de campos potencial (A%(x)), elétrico (£’ (x)) e magnético (B (z)) nos estados cor-
respondentes aos dois calibres. Demonstramos que (E'(x)) e (B’ (x)) sao invariantes de calibre, ou
seja, os valores médios dos operados de campo, em seus respectivos calibres, calculados em seus cor-
respondentes estados, coincidem. A partir dos valores médios (E' (z)) e (B’ (x)), construimos uma
expressao correspondente ao vetor de Umov-Poynting classico e, usando os operadores de campos,
definimos um operador correspondente ao vetor de Umov-Poynting. Demonstramos a invariancia de
calibre também para o valor médio do operador de Umov-Poynting e obtemos o valor médio deste
operador explicitamente.

3.1 Estados Iniciais

No calibre de Coulomb, assumimos que os estados iniciais sao formados a partir dos operadoes de
criacao de fétons transversais. Entretanto, no calibre de Lorentz, existem duas formas de construir
os estados iniciais. A primeira forma é usar apenas os operadores de criacao de fétons transversais.
A segunda forma é construir os estados iniciais usando nao apenas os operadores de criagao de fétons
transversais, mas também os operadores de criagao de fétons longitudinais e escalares. No segundo
caso, para satisfazer a condigdo de Gupta-Bleuler (CL.11), os estados iniciais devem conter o mesmo
numero de fétons longitudinais e escalares. No que se segue consideramos os seguintes estados iniciais:

1. Estado de vdcuo |O>(C) no calibre de Coulomb e |0>(L) no calibre de Lorentz, esses estados sao
aniquilados pela agao dos correspondentes operadores de aniquilagao, isto é,

a0V =0, Vk A=1,2; a, |00 =0, Vk, A=0,1,2,3. (3.1.1)

>(C) >(L)

2. Estados puros com n f6tons. Estes sao estados na forma |n no calibre de Coulomb e |n

no calibre de Lorentz, tal que,

A4 \"
© _ (Ckk> ©) _
)@ = 2 0, Wk A=12, (3.1.2)
A~ \"
() (ak*> ()
) = )", vk, A=0,1,2,3. (3.1.3)

|

9

30



3. Estados coerentes |)'“ no calibre de Coulomb, e [8)*) no calibre de Lorentz [26, 27,

| >(C) D(C)( ) |0>(C) ) D(C) = eXp { / ak)\CkA - O‘k,\Ck/\} } (3-1-4>
A=

3
’ﬁ>(L) — p (8) ’0>(L) ’ D(L) = exp {Z/ 51()\0«1()\ ﬁﬂ;\dm} } . (3.1.5)

Os operadores de deslocamento D(“) (a) e DF)(3), satisfazem as propriedades (2.1.29) e (2.2.24),
respectivamente. Diferentemente de 40\ (t) e 2 (t), 0s c-ntimeros aiy € By, sao arbitrérios. B
pertinente mencionar que a condigao de estados fisicos (CL.11) [veja também a Eq. (CL.12)]
em conjunto com a representacao (2.1.4), implicam na seguinte restrigdo para os c-nimeros

Bk)\v
[ 1o (B = ) e =0, (3.1.6)

4. Em adicao aos estados coerentes, consideramos também os estados semicoerentes [32, 33]. Esses
estados possuem a forma,

ja, )@ = DO (a) ), (3.1.7)
18,n)") = DB(B) [n) ™). (3.1.8)

3.2 Valores médios dos operadores de campos potencial,
elétrico e magnético

3.2.1 Valores médios no calibre de Coulomb

Iniciamos pelo cédlculo do valor médio do operador A’C(m) nos estados (2.1.28). Note que os estados
em questao sao escritos na representagao de Schrodinger, logo, devemos usar os operadores na mesma
representacao. Os operadores em questao sao dados na Eq. (2.1.3), e denotamos seu valor esperado

por’, ,
(Al(z)) = (W) AL(x) [T D (1)) . (3.2.1)
Usando a Egs. (2.1.27) junto com as propriedades (2.1.29), obtemos;

(Ag(@)) = <‘I"(C } Z/dk {fia(@) [&er + mia(t)] + hoc.} |‘I’(C) (0)), (3.2.2)

onde a notagao h.c. denota o Hermitiano conjugado do primeiro termo. Separando os termos que
possuem operadores de criagao e aniquilagao dos termos que nao possuem operadores, chegamos a
expressao:

(AL(z)) = <\IJ(C)(O)}Z/dk [fir(@)éin + hee] [T9(0)) +Z/dk 2Re [fi\(2)ya(t)], (3.2.3)

em que

2Re [fir(@)ya ()] = fia(@)ma(t) + F5 ()i (D). (3.2.4)

1Veja Apéndice 5.
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O primeiro termo da Eq. (3.2.3) ¢ o valor esperado do operador A% (z) no estado inicial |T((0)).
Escrevendo a forma explicita das fungoes fi,(z) e yia(t), exibidas nas equagoes (CC.13) e (2.1.27),
obtemos o segundo termo do lado direito de (3.2.3) na forma,

2 ¢
Z / dk 2Re [ fi\(@)yan] = / dt’ / Do(x — ')6F J*(2)dr’, (3.2.5)
A=1 0
onde foi usada a relagao (CC.14). Assim, vemos que o valor médio (3.2.2) posssui a seguinte estrutura:
(Ap(@)) = (Ao (@), + Ab (),

t
(A(x)), = (V)] A (x) [TO(0)), Ab(x) = / at / Do(z — 2§ JH(a)dr'.  (3.2.6)

0
O termo <Aic(:v)>in pode ser tratado como o campo potencial eletromagnético livre que obedece a
certas condigdes iniciais, definidas pelo estado inicial |¥(?)(0)). O termo AL (z) pode ser tratado

como o potencial eletromagnético criado pela corrente cldssica J(z'). De acordo com o resultado
(C.11) do Apéndice 3, podemos escrever AL () na forma,

¢
Al(z) = / dt'/DD (z — ) J¢ (2 )dr, (3.2.7)

0
i.e., AL () & o campo potencial cldssico apresentado na Eq. (1.3.9). Note que o intervalo de integracao
de t/, garante que ¢’ < t. E facil ver que (Al (x));, desaparece se o estado inicial |¥(?)(0)) for o vdcuo

(3.1.1) ou um estado puro com n fétons (3.1.2). Se |¥(?)(0)) for um estado coerente (3.1.4) ou
semicoerente (3.1.7), o termo (A% (z)),, toma a forma,

(L), =Y / 2 Re [ iy ()] dk. (3.2.8)

Os operadores de campos elétrico e magnético no calibre de Coulomb sao definidos como:
Ei(x) = —0,AL(x), BiL(z) = ejnd; AL (2), (3.2.9)

onde €;;;, é o simbolo de Levi-Civita. Substituindo a forma explicita de A’C(x), dada na Eq. (2.1.11),
na tltima equagao, obtemos,

E(z)=i) / dk ko [fir(@)é —he], Bh(x) =iy / dK €umk! [f3(2)én —hoc].  (3.2.10)
A=1 A=1

Na representagao de Schrodinger os operadores de campos elétrico Ef(r) e magnético Bg(r) sdo
escritos na forma,

2 2
Ei(r) = z’Z/dk ko [fir(r)é —he], Bo(r) = Z'Z/dk amk! [fi(r)é —he].  (3.2.11)
A=1 A=1

Denotamos os valores médios dos operadores (3.2.11) nos estados ‘\IJ(C) (t)> por,
(EL(x)) = (WO 0)] EL(r) [WO1)), (Bh(z)) = (¥O()
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Os valores médios (3.2.12) podem ser escritos explicitamente como:
2
(Bh(x))y = (¥0)]i ) / dk ko [fir()é — hoc] [T(0)),
A=1

(Bi(z)) = (T0)]i) / dk €k [f3 ()0 — hoc] [TO(0)), (3.2.13)

em que Gy = Gir+ Yk (t). De forma andloga ao feito para o valor médio (A% (z)), podemos reescrever
a equagao (3.2.13) como segue:

<Eé( )) = Egolw) + B¢ (x), Eggla) = (PO0)] £ (2) [¥9(0)),

dk ko 0 , , ‘ ,
! 75 ij —ik(z—z) ik(z—a')
/ dt/ e / (2m)® 2ko <5 K2 ) g + M)

<Bc( )) = Bio() + B (2), Bgg() = (¥'9(0)] Be (x) [9(0)),

BZC () = €m0 / dt’ / dr' J" (z') Do (xz — ). (3.2.14)
0

Para obter a forma explicita de B (z) foram usados os seguintes resultados:

kI k™
K2

€itmk' (6jm — ) = eqmklo’™, K [e*ik(:”*x,) + eik(x*x')} = —1i0, [ ik(z=a’) _ gik(e- ‘”)} . (3.2.15)
Os valores médios de ambos campos elétrico e magnético consistem de dois termos: EZ (z), BL (z)
que sao criados pela corrente elétrica externa e as componentes an(x), Bicyo(x) que se desenvolvem
a partir do estado inicial |¥(“)(0)) sem sofrer influéncia da corrente J* (z'). Note que a expressio
final da funcao EZC (x) pode ser simplificada se cancelarmos o fator ky no numerador e denominador.
Entretanto, para demonstrarmos a invaridncia de calibre dos valores médios é conveniente manter o
fator kg.
Para o estado inicial sendo o vécuo (3.1.1) ou um estado puro com n fétons (3.1.2), é facil ver
que,
Ego(x) = Bep(x) = 0. (3.2.16)

Considerando o estado incial sendo coerente (3.1.4) ou semicoerente (3.1.7), obtemos;

E¢o(z) = zz / 2iIm [ko fi (2) | dk
A=1

2
B o) = ZZ / €am2i Im [k f (2)ouer ] dk, (3.2.17)
A=1
em que
2iIm [ (w) ] = fd (@) oaa — Ak (2)agy,. (3.2.18)

3.2.2 Valores médios no calibre de Lorentz

Iniciamos com os célculos do valor médio do operador de potencial eletromagnético (2.2.2) avaliado

nos estados (2.2.23),
(AL (2)) = (¥(1)
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Usando a Eq. (2.2.22) junto com as propriedades (2.2.24), chegamos a,

(AL (2)) = (TP O)] D / ik { (%) [nr — manza ()] + hee } [TH(0)) (3.2.20)

De forma semelhante ao feito anteriormente para o calibre de Coulomb, separamos os termos que
contém operadores dos termos funcionais e obtemos,

(Af(2)) = (TP(0)] Y / dk [fiy (@) + hee ] [W(0) me / 2Re[fir(2) 21 (1)) dk.

(3.2.21)
O primeiro termo é o valor médio do operador A% (z), dado na Eq. (CL.7), no estado |¥()(0)).
Usando as formas explicitas de fi, () e zka(t), podemos reescrever o segundo termo do lado direito
da equagao (3.2.21) como:

_ZU,\,\/2R6 Lfin () 21 ()] dk:/o dt'/Do(x—m')J“(x')dr'. (3.2.22)

Entao, o valor médio (3.2.20) possui a seguinte estrutura:
(A (2)) = (AL (@), + Al (), (3.2.23)
t
(A% (2)),, = (TE(0)| A (2) [TP(0)), Af(x) = / dt’ / Do(x — z')J*(z)dr’. (3.2.24)
0

O termo (A’ (z)),, pode ser tratado como o campo eletromagnético livre que obedece & certas con-
digbes iniciais, definidas pelo estado inicial |\I/(L)(O)>. O termo A% (z) pode ser interpretado como o

potencial eletromagnético criado pela corrente elétrica JH(z"). Usando o resultado (C.11) podemos
reeescrever A’ (z) como,
t
Al (x) = / dt'/DD (x —2') J*(a")dr'. (3.2.25)
0
E fécil ver que o termo (A% (r)), desaparece se o estado inicial for o vicuo (3.1.1) ou um estado puro

com n fétons (3.1.3). Se [¥(X)(0)) for um estado coerente (3.1.5) ou um estado semicoerente (3.1.8),
o termo (A% (z)).. toma a forma,

m

277)\)\/21:{6 [Bierfier (2)] dk. (3.2.26)

Os operadores dos campos elétrico e magnético no calibre de Lorentz sao definidos por,
E}; (x) = —&AOL (x) — (‘9,5/12 (x), B}J(x) = eijkﬁjfllz (x). (3.2.27)

Substituindo a forma explicita do operador A* (), dada na Eq. (CL.7), na equacéo (3.2.27) obtemos
a forma explicita dos operadores Ft (x) e Bt (z)

z) = iZ/dk {Tkofir(x) — k' f2\(2)] dar — hec.},
r) =iy / dK €k’ [fi () — hoc.] . (3.2.28)
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Na representacao de Schrodinger os operadores E’L (r)e B’L (r) tomam as formas:
3 . .
CEDS / d { [kofin (£) — K £ (0)] dion — hoc.}
A=0
3
r)=i) / dk €kt [fin (r)aey — hec]. (3.2.29)
A=0

Denotamos os valores médios dos operadores E% (r) e Bi (r) no estado |\IJ(L) (t)) por,

(Bp () = (WP@)| Ef () [¥D(1)), (B, (x)) = (¥P(1)| B

Explicitamente os valores médios (3.2.30) podem ser escritos como:

(r) [TP(2)). (3.2.30)

(E} (z)) = (¥(0)] z‘Z / dk { [ko fir(z) — fir(2)k] @i (t) — e} [TE(0)),

(B} (2)) = (¥9)(0)] i Z / 0K eumb! (3 (2 () — he] [T(0)), (3.2.31)

onde dyy (t) = dxr — 1y, 2k (t). Primeiramente focamos no valor médio (E} (x)). Separando os termos
contendo os operadores de criagao e aniquilagao dos termos que nao possuem operadores, podemos
reescrever (E} (x)) como segue,

<E@ ) = <\11<” (0)] By, (2) [¢"(0)) + E, (=),
:—ZZW / dk { [kofis (2) — £ ()W) z1(8) — hec.} (3.2.32)

Escrevendo a forma explicita das fungdes fy, () e zka(t) e com o auxilio das realizagdes (2.1.4) e da
relagao (2.1.5), podemos simplificar o termo EY (z)

dk [J' (@) ko = Jo (&) K [ _intoary | ik(o—ar)
/ Y / / 2k0 QW) [6 te ] (3.2.33)

Podemos substituir os termos ko e k% por derivadas usando o seguinte reultado:
kO [e—ik(a:—:z:’) + eik(r—ml)] _ Zat [e—ik(m—m') o eik(z—w’)j| 7

L [ —ik(z—x') + ezk’(m x):| —i0; [ —ik(z—a') _ eik(m—x/)i| . (3234)

Lembrando da defini¢ao (2.1.13) da funcdo Dy (z — 2’) e usando os resultados (3.2.34) ¢ facil ver que
a expressao (3.2.33) resulta em,

/dt/ero v—a2')J (z 8/dt/dr'D0 x—1a')Jy(a'). (3.2.35)
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O valor médio (B% (z)) ¢ obtido de forma similar. Assim, os valores médios (3.2.31) podem ser
apresentados na forma:

<E" )) = Ej o(2) + E} (), Ejolx)= <\If<” (0)] B}, () [¥9(0)) ,

/dt/ero r—a)J (x /dt/dr'Dg x—1a)Jy(x'),

<BZ )) = Bio(x) + Bp (z), Bpole )Z(W(L) (0)] By, (z) [¥17(0)) .

t
©) = eamd) / d' / dr' Dy (x — 2') J™ (&) (3.2.36)
0

Novamente os valores médios dos campos elétrico e magnético possuem dois termos: os termos E¢ (),
Bj (x) que sao criados pela corrente elétrica externa e os termos E} ,(x), B} ,(x) que se desenvolvem

a partir do estado inicial }\II(L)(O)> sem sofrerem influéncia da corrente externa.
Para o estado inicial sendo o vacuo (3.1.1) ou um estado com n fétons (3.1.3), é facil ver que,

Eo(z) = By o(z) = 0. (3.2.37)

Para o estado inicial sendo um estado coerente (3.1.5) ou semicoerente (3.1.8), temos:
3
Bofe) =13 [ 20t {[hofials) — F@K] Sy} dic
A=0
. 3
Blow) =iy / 2 T [Kf1 () Bry] dk. (3.2.38)
A=0

3.2.3 Invaridncia de calibre

Demonstramos que os resultados obtido em ambos os calibres sao completamente equivalentes, isto
é, as expressoes para os valores médios dos campos sao invariantes de calibre. Quando consideramos
os termos definidos pelos estados iniciais |\I/(L)(O)> no calibre de Lorentz, é preciso lembrar que a
condigao de Gupta-Bleuler (CL.13) deve ser satisfeita para todos os estados fisicamente admissiveis.
Usando esta condigao e a representacao (2.1.4) dos vetores de polarizacao €}, , pode ser demonstrado
que,

(UP(0)| By, () [2H(0)) =i Y (TH(0)] / dk ko [ fin(z)aw — hec] [TE(0)). (3.2.39)

Alguns célculos que levam a este resultado sao demonstrados explicitamente na Secao 3.5.1. No
calibre de Coulomb a expressao (3.2.39) toma a forma,

(W) £ () [2(0 Z (0] / dK ko [fir(@)é — he] [UO0).  (3.2.40)

A=1

Entéo, provido que os estados iniciais [U(9(0)) e |¥®)(0)) possuem a mesma estrutura em relagio
aos fétons transversais, i.e.,

air [T(0)) = b [TO(0)), A=1,2, (3.2.41)
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concluimos que, ' ‘ , , . .
EZL,O(x) = E&O(w) = Ey, BZL,O(x) = Bzc*,o(x) = By. (3.2.42)

Agora precisamos comparar os termos £} (z), B} (z) com EY, (z), BE (z). Iniciamos da expressio
de Ft (z),

Ei (z) = Ey + B
t
/ dt /dr,Dg xr — LE JZ( ) E2 = —&/ dt//dr,Dg (l‘ - LE/) Jg (ZE,) (3243)

Deixando a derivada 0, aglr na fungdo Dy (z — 2’) do termo Ej, obtemos,

dk ko
2/<:0

dt T () 67 [e—"’“@—z/) + eik(m_ﬂ} . (3.2.44)

Note que E; coincide com o primeiro termo da segunda linha da equacdo (3.2.36). Introduzindo
1 = k2/ |k|* em F, e substituindo a multiplicagéo de k% na fungao Dy (x — 2’) por derivadas, obtemos,

bt [t [ [ By wen ]
2ko (27)° |k|

Realizamos uma integracao por partes em ¢’ e usamos a condicao para estados fisicos dada na equagao
(2.2.31) para obtermos,

t dk Oy (2! e ik
Ey = id; / dt’ / dr’ / 381“]0 o, 7o) ihtaa)] (3.2.46)
k‘o 27T ’

Fazendo uso da equagao de continuidade (1.1.12) e aplicando a derivada 0, chegamos a,

dk k;o 8’J7( ) —ik(z—a') ik(z—x')
__a/ i [ a / T rete]. 240

Realizando mais uma integracdo por partes em r’ e apds a acao das derivadas 0; e 8;-, vemos que Fs

toma a forma:
dk ko . kiki ) , . ’
5 " Ko i KR [e%(m> | pikla—a )] . 3.2.48
o= [ [ o @ S

Entao, a expressao (3.2.43) resulta em,

dk kO 07 klk] —ik(z—2z' ik(z—a' i
/dt/d ' (a / R (5]— |k|2> [e ko=a') 4 ok )}:Ec(x). (3.2.49)

Conluimos que o valor médio do operador de campo elétrico no calibre de Lorentz coincide com o
valor médio do operador de campo elétrico no calibre de Coulomb, i.e.,

(Bp(x)) = (Et(x)). (3.2.50)
Os célculos correspondentes ao campo magnético sao triviais e levam a,
(Bi(x)) = (B&(x)) - (3.2.51)

Usando os resultados (3.2.25) e (3.2.36) podemos escrever:

By (1) = By () = B (x) = 0,4 () — A} (1),

B} (z) = Bi(x) = B (v) = €um0, AT (). (3.2.52)
Entao, constatamos que os termos E* (), B’ (x) sao os campos cléssicos gerados pela corrente elétrica

JH(x).
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3.3 Valor médio do operador de Umov-Poynting

Obtidos os resultados dos valores médios para os operadores de campo elétrico e campo magnético,
avangamos para os cdlculos do valor médio do vetor de Umov-Poynting em ambos calibres. O interesse
em introduzir o operador correspondente ao vetor de Umov-Poynting, se justifica pelo fato de que
o vetor de Umov-Poynting cldssico fornece a energia por unididade de drea e unidade de tempo,
emitida por uma distribuicao de corrente elétrica.

3.3.1 Valor médio no calibre de Coulomb

No calibre de Coulomb o vetor de Umov-Poynting S5 (x) tem a forma,
Se(@) = eijm (EL(2)) (BE(2)), (3.3.1)
ou explicitamente:
Se(w) = eijm [ (2) B (2) + B (x) By (x) + B} () B™ (x) + E? () B™ (2)] (3.3.2)

onde foi usado Ej = Eé,m By = By e BV (z) = EY (x), B™ (x) = B% (2). Por outro lado, podemos

introduzir o operador 5'};(1‘) correspondente ao vetor de Umov-Poynting como,
SL(r) = €jmEL(r) BB (r). (3.3.3)
Denotamos o valor médio do operador S&(r) no estado |T(©(t)) por:
(S6(2)) = ()

Substituindo a forma explicita dos operadores EL(r) e BZ(r), dada na Eq. (3.2.11), na dltima
equacao, obtemos,

St(r) [T @) (3.3.4)

<S§;(x)> = €ijm [S]Cm (z) + E’ (z) B (z) + E} (x) B™ (z) + E? (z) B™ (w)} , (3.3.5)
onde Sém é o valor esperado do operador quadrético Eé(x)ég‘(m) no estado inicial }\I/(C)(O)>, isto é,
SIt = (VO(0)| EL(2) B () |¥9(0)) . (3.3.6)

Os termos F’ (x) e B™(x) sdo os campos elétrico e magnético gerados pela corrente J* (z). Por
outro lado, os termos Eg (x) e By (x) sdo os valores médios dos operadores de campos elétrico e
magnético no estado inicial |¥(©) (0)).

Primeiramente vamos considerar o estado inicial sendo o vacuo (3.1.1), |[¥(@) (0)) = 10)9). Sendo
que usaremos apenas o calibre de Coulomb, omitiremos o indice superior (C') nos vetores de estados.
Os valores médios E} e BY* sdo zeros (3.2.16), entdo,

(Se(®)) = €ijm [ST" (z) + B/ (x) B™ ()] . (3.3.7)
O tinico termo quadrético diferente de zero em S4" () é proveniente de:

(0] é1aély/ 10) = S0 (k —K') (3.3.8)
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ou seja,
kiodk o
szms = ez]memlpZ/ 2]{30 271’ l {0\61’;)\} . (339)

Com o auxilio do seguinte resultado,

2 2
Zfijmemlp Ek/\Ek/\ Z ditdjp — Gipdji) K [E{(,\Eﬁt\} = 2K, (3.3.10)
A=1 A=1
chegamos a:
. ]{;’
(2r)°

Note que a integral na equagao (3.3.11) nao é definda formalmente, pois os limites de integracao sao
infinitos. Entretanto, é ficil ver que eijnSé" desaparece se restringimos o limite superior na energia
dos fétons por qualquer valor arbitrariamente grande, porém finito.

Consideramos o estado inicial como sendo um estado com n fétons (3.1.2), sendo os fétons iniciais
com momento p e polarizacio o. Novamente os valores médios EJ e B sdo zero (3.2.37). Os termos
diferentes de zero em eiijém sao provenientes de,

(n] ék/\Ckw In) = nd,xd (p— k)00 (p— k) + 0,00 (k—K'),

(n| &\ éon [n) = 16,00 (p —K') 6,00 (p — k). (3.3.12)
Nesse caso eiijém toma a forma, '

@)
Para o caso do estado inicial ser um estado coerente (3.1.4), os termos que envolvem as quantidades

E} (z) e By (x) sdo diferentes de zero e sio dados na expressao (3.2.17). O termo €5, S&" ¢ escrito
como:

kodkdk' , .
€;q mS]m — —€iim 0| / €ml k/l efzkx (ék)\ + O{k)\) 6‘7 GZk"TEJ* ak)\
J J /\Z/l 9 kok/ 271' P [ kA kA ]

» o
y [e ik Tagayel,, — e <Ck’)\/ + ozl*(,/\,) ef,},} |0}, (3.3.14)

onde foram usadas as propriedades (2.1.29) do operador D(«). Com o auxilio de alguns resultados
anteriores é possivel reescrever a equagao (3.3.14) na seguinte forma,

Eijmsjm = Sl + SZW

Z / e )3 eijmemlpk/lsgzp7 Sif’ = {Re [AB*] —Re [AB]}’ (3'3'15)
T

AN =1 V koko(2

em que,
i , L
A=eane,, B=e¢ " Tawyve,

A= A" +iA™ B = B™+iB™ (3.3.16)
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Usando o seguinte resultado:

AB* = [AreBre + AimBim] iy [AimBre _ AreBim} 7
AB = [AB™ — A™B™]| 4+ i [A™B"™ + A*B™], (3.3.17)

vemos que o termo S, resulta em,
S = A®B™ + AMB™ — AT BT AMBI™ = 2 A BIn, (3.3.18)
ou lembrando das defini¢oes de A e B,
S = 2Tm [e_ikmakAe{;A} Im [e_ik"”ak/,\/ei,/\,} . (3.3.19)

Se o estado inicial for um estado semicoerente (3.1.7), os célculos do valor médio do operador de
Umov-Poynting sao andlogos aos do caso do estado coerente. O resultado final é:

(2m)*°

onde p' é a componente ¢ do momento dos fétons que compoem o estado inicial semicoerente.

€ijmSE" = Si+ SL + (3.3.20)

3.3.2 Valor médio no calibre de Lorentz
No calibre de Lorentz o vetor de Poynting S} (x) toma a forma,
() = ey ( () (BE () (3:3.21)

S (%) = €ijm [EY(2) By (z) + EV (z) By + E}B™ (z) + E? (v) B™ (x)] . (3.3.22)

O operador Si(r) no calibre de Lorentz ¢,
Si(r) = eymEi (r) By (r). (3.3.23)
O valor médio (S (z)) do operador S (r) no estado | @) (t)) ¢ denotado por,
(S (2)) = (TP ()] S (r) [TP(2)). (3.3.24)

Substituindo a forma explicita dos operadores Fi(r) e Bp(r), dada na Eq. (3.2.29), na equacio
(3.3.24) obtemos;

<S’L(:L‘)> = €ijm [Sim(w) + E () Bi'(x) + E{]Bm (z) + E’ (z) B™ (a:)] ,
S () = (TEP(0)] B (2) By (x) [¥H)(0)) . (3.3.25)

Os termos E’ (x) e B™(x) sdo os campos elétrico e magnético gerados pela corrente J* (z). Por
outro lado, os termos E} (x) e BY (z) sio os valores médios dos operadores de campos elétrico e
magnético no estado inicial |\I/(L) (0)). Antes de usarmos os estados inicias descritos na Se¢do 3.1
deste capitulo, podemos demonstrar a inaridncia de calibre do valor médio do operador de Umov-
Poynting e assumir que os resultados obtidos para o calibre de Coulomb coincidem com os resultados
no calibre de Lorentz.
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3.3.3 Ivariancia de Calibre

De acordo com os resultados apresentados nas equagoes (3.2.50), (3.2.51) e (3.2.52), para demon-
strarmos a invariancia de calibre dos valores médios do operador de Umov-Poynting, se faz necessario
apenas comprovar a igualdade SZ" = 57", i.e.,

(WO0)| EL(z) x BE(x) [0O(0)) = (WP (0)] £ (x) x By (x) [¥P(0)). (3.3.26)

Iniciamos da expressao,

S = — Z / dkdk/empk’l<\I!(L)‘ [akxka akAka] [akwfw— Gy /X] ‘\P‘L)> (3.3.27)

AN =

iy NI Saa i _ i 0 il fP Jm
onde omitimos a dependéncia em x das fungdes fi,(z) = [kofi,(z) — fir(@)K], £ (x) e de S7™(x)
para nao carregar em demasia as equagoes e usamos uma notagao simplificada para os estados iniciais,

’\II(()L)> = ‘\I/(L) (0)> E fécil ver que o termo referente ao campo magnético ¢ o mesmo para os dois

calibres, By"(z) = B%(z). De acordo com a definicdo (2.1.4) temos que:

Emlpk/lf£/3 - Gmlpk,lflf;ks — O, fIIZ/O - fk/o - 0 (3.3.28)

Entdo, a soma em ) é diferente de zero apenas para \' = 1, 2.
No termo referente ao campo elétrico £ (x) vamos considerar a soma apenas de A\ = 0, 3, isto ¢é,

S [aofis — alafis] = o flo + s s — (ko fls + ko i) - (3.3.20)

A=0,3

Usando novamente a Eq. (2.1.4) e a forma explicita das fungoes fl{A(x), vemos que o ultimo termo
da expressao (3.3.29) pode ser escrito como:

b ikt ik exp (ikz) K /. .
<aL0f1i0 + Qyg 1]<3> = ﬁ <CLL3 - a;f(()) , (3.3.30)
Qko 2m

logo, a condigao (CL.12) nos diz que esse termo desaparece quando ele age no estado <\II(L) 0)‘,

sobrando apenas os dois primeiros termos da equagao (3.3.29). Sendo que fkO e fk3 podem ser
escritos na forma:

exp (—ikx)

- exp (—ikx) ~ , ,
o= SO (o pigy) = 2R D,
2k (27) 2k (27)
i exp (—ikx ; exp (—ikx) . .
= ORI g ) = TR (3.3.31)
2k (27) 2k (27)
vemos que a Eq. (3.3.29) contribuem apenas com,
= 4 i exp (—ikx) . ... R
Z [ak,\fﬂ/\ - aL/\fﬂA} o Lk] [axs — axo - (3.3.32)

A=0,3 2ko (2m)°
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Lembrando que X' = 1,2 podemos escrever,
- P ps P A1 P || P AT x| 1o A
s — o] [ak,/\/ 2 =l fk,X} - [ak/,\: -l fk,x} [t — o] (3.3.33)

que deve desaparecer quando agir em |\I/(L)(O)> devido a condigao (CL.12). Assim, os tinicos termos

que contribuem para Sﬂm, da Eq. (3.3.27), sdo os termos com A\, A = 1,2. O ultimo passo para
demonstrar a invaridncia de calibre do valor médio do operador de Umov-Poynting, é perceber que,

fix=hkofly A=1.2, (3.3.34)

entao, finalmente obtemos;

2
sP == Y [ el ko (87 [ s~ Ghafls] [onon S = e 5] [0) . (3:335)

AN =1

Assumindo que os estados iniciais }\II(C)(O)> e |\I/(L)(O)> possuem a mesma estrutura em relacao aos
fétons transversais, como na equacao (3.2.41), é facil ver que,

eijmsim = Eijmsé‘m7 (3.3.36)

ie.,
(Sp(x)) = (Se(2)) - (3.3.37)
Tendo provado a invaridncia de calibre o valor médio do operador de Umov-Poynting, podemos
escolher o calibre de Coulomb ou o de Lorentz e estudar as caracteristicas da radiacao emitida por
uma distribuigao de corrente elétrica. Usaremos os resultados do valor médio (S%(z)), obtidos nas
equagoes (3.3.11), (3.3.13), (3.3.15) e (3.3.20) para fazer uma andlogia entre a quantidade referente
a taxa de emiss@o de energia por uma corrente (1.6.4) e o seu correspondente quantico, que sera
construido no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Radiacao eletromagnética de uma carga
em movimento

Como é bem conhecido, quando uma carga estd em movimento ela pode emitir uma certa radiagao.
Na teoria eletromagnética cldssica, a radiacao emitida por uma carga pontual em movimento, pode
ser calculada usando o teorema de Poynting (veja a equagao (1.6.4)) com o auxilio dos campos
apresentados nas equagoes (1.5.6) e (1.5.6). Neste capitulo analisamos a radiacdo emitida por uma
carga em movimento, levando em conta a natureza quantica do campo irradiado de forma exata,
considerando que a corrente elétrica permanece cldssica. Para tanto, usamos o modelo quéntico do
vetor de Umov-Poynting descrito no capitulo anterior e a probabilidade de radiagao de fétons que é
desenvolvida neste capitulo.

4.1 Analogo quantico da perda e da emissao de energia

Como uma primeira tentativa de analisar as caracteristicas quanticas da radiacao emitida por uma
corrente, consideramos um andlago quéntico associado ao termo de perda de energia pelo elétron
Wless dado na Eq. (1.6.3), em conjunto com um andlogo quantico da taxa de emissdo de energia
Wrd apresentado na expressao (1.6.4).

4.1.1 Andlogo quantico da perda de energia

Primeiramente consideramos um andlogo quéntico associado ao termo de perda de energia pelo
elétron W1° para os casos onde o resultado (1.7.1) é valido. Introduzimos o operador de perda de
energia I/Vl"Ss substituindo o campo elétrico clédssico E* pelo correspondente operador EC, ou seja,

s () — / Ji(2) EL (r)dr. (4.1.1)
v
O valor médio do operador W*(z) no estado |T(©(t)) ¢ dado por,

<Wloss> _ <lIJ(C) (1)

TO(t)) = /V Ji(z) <Eg(x)>dr. (4.1.2)
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Lembramos que a forma explicita de <E%($)> é apresentada na equacao (3.2.14). O valor médio do

operador perda de energia <W1°SS(:L’)>, consiste de duas partes:
<Wloss ({L’)> _ Wéoss + Wloss7
Weoss = / Ji(x)Ei(x)dr, W = / Ji(z)E* () dr. (4.1.3)
v v

A funciao E' é o campo elétrico cldssico criado pela corrente externa J*. Assim, o termo Jy/loss
reproduz a expressao cldssica para a perda de energia. O termo W depende do estado inicial do
sistema.

Com o estado inicial sendo o védcuo (3.1.1) ou um estudo puro com n fétons (3.1.2), é facil ver
que WS é zero, ou seja,

(W (2)) = 1 = /V Ji(2)E (z) dr. (4.1.4)

Assim, reproduzimos o caso cldssico. Por outro lado, se o estado inicial for um estado coerente (3.1.4)
ou semicoerente (3.1.7), usamos o resultado (3.2.17) e obtemos,

<W‘°SS —ZZ / dk / 2)2i Tm [Ko fi () cuer] dr + /V Ji(z)E* (z) dr. (4.1.5)

Note que os resultados obtidos reproduzem o resultado cldssico (4.1.4) ou um resultado cldssico mais
um termo que depende do estado quantico inicial (4.1.5). Nesse caso, vemos que a radia¢do emitida

pela corrente sozinha (quando o estado inicial ¢ o vdcuo), analisada via valor médio <W1°SS(x)>,

corresponde ao resultado cléssico.

4.1.2 Andlogo quantico da taxa de emissao de energia

Consideramos um andlago quéntico da taxa de emissdo de energia W™ que foi apresentada na
Eq. (1.6.4). Podemos introduzir o operador de emissio de energia W™, da seguinte forma

Trad — ]{ Si (z) ds', (4.1.6)
S

onde ds’ é n'ds, sendo ds o elemente de superficie e n’ o vetor normal associado ao elemento ds. O
valor médio do operador Wrad no estado ‘\I/(C) )> ¢é denotado por,

(WY = (B (8| 1 |9 (1)) = ]f (i, (2)) ds'. (4.1.7)
s
Substituindo o valor médio (S% (z)), exibido na equagao (3.3.5), na equagao (4.1.7) obtemos:
4
Wrad Z W
n=1
Wy = %ezijgn (z) ds', Wy :f €iimE’ (z) By (v) ds',
s S
Wy = ]f Bl () B™ (2) ds', Wy — ]f eomE () B™ (2) ds'. (4.1.8)
s s
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O valor médio <Wrad> inclui a média W; sobre os estados iniciais e os termos de correlacao Wy e W,
descrevendo a interacao dos campos cldssicos com os valores médios dos campos no estado inicial.
Sendo que o termo W, contém apenas os campos cldssicos £/ e B™, que satisfazem as equacoes de
Maxwell, a contribuigdo proveniente deste termo pode ser calculada como na Ref. [6] ou [34]. As
contribuicoes dos termos Wy, W5 e W3 dependem do estado inicial do sistema.

Considerando o estado inicial como sendo o vécuo (3.1.1), os campos iniciais Bj) e E} sdo zeros.
Assim, os termos W5 e W3 nao contribuem para <Wrad>. Nesse caso o valor médio <Wrad> toma a
forma,

(W) — / 7( _dsidk + e f B (2) B™ () ds', (4.1.9)
s (2m) 5

onde foi usado o resultado (3.3.11). E fécil ver que mesmo néo impondo um limite superior para a

integral em k, o primeiro termo do lado direito da expressao (4.1.9) é zero, entao,

(W) = e, }g F' () B™ (2) ds'. (4.1.10)

Assim, vemos que o termo <Wrad> reproduz o valor cldssico W' quando o estado inicial é o vécuo.
Podemos escrever os campos E/ e B™ como na Eq. (1.5.6) e (1.5.8) e calcular a emissao de radiagao
para uma determinada escolha da corrente elétrica J*. No caso do estado inicial ser um estado puro
com n f6tons (3.1.2), adicionamos um termo a Eq. (4.1.9). O termo que deve ser adicionado é,

fs(;g?) ds' =0, (4.1.11)

ou seja, reproduzimos o resultado (4.1.10).
Para o estado inicial sendo um estado coerente (3.1.4) ou semicoerente (3.1.7), os termos Wy e
W3 sao diferentes de zero e com o auxilio da Eq. (3.2.17) podem ser escritos como:

2
Wy = ZZ / dk EijMEmlp%Ej (x) 2i Im [klflf/\(x)ozkﬂ ds',
A=1 s

2
Ws=i)_ / dK €;jm ]{ 2i Im [ko fi, (2)oue] B™ (x) ds'. (4.1.12)
A=1 s

A avaliacao explicita dos termos W5 e W3 requer que especifiquemos os c-nimeros ayy, bem como a
corrente elétrica J* (x). De acordo com as equagoes (3.3.15), (3.3.19) e (3.3.20) podemos escrever,

2
kdk' -
W=y / dkdk’ j[ kodkd €ijmEmiphk’ SIPds’,
S

AN=1 \/ k0k6(277')3

Sgép =2Im [Giikx()ék)\E{{A} Im [eiik,mak/)\/ei,/\/} . (4113)
Note que omitimos os termos S} e %, pois, a integral de superficie desses termos desaparece.

Similarmente ao que ocorreu com o valor médio <W1°SS(x) >, temos que a radiagao emitida por uma

corrente sozinha (quando o estado inicial é o védcuo), calculada a partir do valor médio do operador
de Umov-Poynting, corresponde ao resultado cldssico. Este resultado é devido ao fato de que a
interpretagao de [ SdA como um fluxo de energia foi dada por Schott no &mbito da teoria cldssica.
De um modo geral, nao é necessédrio que essa interpretacao seja preservada durante a transicao para
a teoria quantica de campos.
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4.2 Energia irradiada via probabilidade de emissao de f6tons

Nesta se¢ao consideramos a probabilidade de emissao de N fétons, induzida por uma corrente elétrica.
A partir da probabilidade de emissao de fétons, analisamos as caracteristicas quanticas da energia
irradiada por uma corrente elétrica.

4.2.1 Probabilidade de emissao de N fétons

No que segue usaremos apenas o calibre de Coulomb, logo, omitimos os indices superiores C' de todas
quantidades. Escolhemos o vdcuo como estado inicial, |¥(0)) = |0). Sob a acao da corrente elétrica
externa, o estado inicial evolui como na equagao (2.1.28), i.e.,

(1)) = explio(t)] exp [—~iflt] D(y) [0) (4.2.1)

Buscamos a probabilidade P(N,t) de encontrar o estado final consistindo de N fétons com mimeros
quanticos k; e A = 1,2. Um estado final deste tipo, pode ser escrito na forma,

()" ()"
lout) = . 0), (4.2.2)
ki k; vV TLZ'! \/le!

onde separamos as duas polarizagoes e n;, n; representam os nimeros de fétons no modo quantico
ki, A =1ek;, A =2, respectivamente. Sendo que |out) é um estado com N fétons, devemos impor

a seguinte condigao:
> i+ > ny=N. (4.2.3)

A amplitude de transi¢ao da equacao (4.2.1) para a (4.2.2) toma a forma,

Usando os propriedades (2.1.29) do operador D(y), junto com o resultado (E.11), dado no Apéndice
5, podemos reescrever a amplitude de transicao M (n;,n;,t) como:

exp [—iﬁ[vt] D(y) [0) . (4.2.4)

n; gy

M (g, 1) = T e Lt + i ) 22 e2) 30,0,

Kk k. \/7 'flj!
M(0,0,t) = exp [ip(t)] (0] D(y) [0) = exp [id(t)] exp [—Z / dk@] . (4.25)

Note que omitimos e continuaremos a omitir, a dependéncia em ¢ das funcoes yx\, para deixar as
equagoes mais compactas. Nesse caso, a probabilidade de emissao de N fétons, induzida por uma
corrente elétrica, toma a forma,

P(nmnjat):Hp(ku17”Z)Hp(k]727n])P(0707t>7
k; k;

QTLi

2
p ki, 1,n,) = ny P (0,0,t) = exp [—Z/dk\ymfl , (4.2.6)
A=1

?’Li!
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onde o fator P (0,0,¢) é a probabilidade de transi¢gdo vicuo-vacuo, i.e., quando nao ha emissao de
fotons e, p (k;, 1,n;) pode ser interpretada como a probabilidade relativa de emissao de n; fétons no
modo quéntico k;, 1 e similarmente para p (k;, 2, ;).

Para considerar a emissao de infinitos fétons, em todos modes quénticos, devemos somar todos
os n; e n; de zero até o infinito,

ZZP nongt) =Y pki1,n) [D p(k;.2,n) P(0,0,1), (4.2.7)
n; ki n; k; mnj

ou explicitamente

2] P(0,0,1). (4.2.8)

ZZP(ni,nj,t) = H exp [
n; nj ki k;

Sendo que estamos considerando o momento dos f6tons com espectro continuo, é facil ver que podemos

escrever,
2
H exp [ 2} — exp [Z/dk|yk>\|2] . (4.2.9)
ki k; A=1

Usando a equagao (4.2.9) e a definigao de P (0,0, ¢), dada na equagao (4.2.6), obtemos:
ZZP ni,nj,t) = 1. (4.2.10)

O resultado (4.2.10) demonstra a consisténcia da probabilidade de emissdao de fétons escrita na
equagao (4.2.6), pois considerando todas as possibilidades devemos obter a probabilidade como sendo
a unidade.

Lembrando da forma explicita das fungoes i, (veja a equagao (2.1.27)), obtemos;

zkx Jz
2]30 271'

dt dr' < 3;;;

lha” = (4.2.11)

Para a realizagdo de célculos é preciso especificar a forma da corrente externa J*(z) e a forma
explicita dos vetores de polarizacao € ,. Entretanto, sendo que a corrente J;(z') é proporcional a
carga ¢, podemos escrever,
2 2
i |” x ¢© x a, (4.2.12)

onde « é a constante de estrutura fina. Assim, é fdcil ver que a probabilidade de emissao, apresentada
na equagao (4.2.6), depende da quantidade de f6tons emitidos e, cada féton emitido no mesmo modo
quéntico contribui com uma poténcia de «.

4.2.2 Enmergia irradiada

Usando a expressao obtida na Eq. (4.2.6), é possivel calcular a energia irradiada por uma corrente J.
Considerando a emissao de um tnico féton, a energia média irradiada no intervalo de tempo At = t,
é igual & probababilidade de emissao de um tnico féton multiplicada pela energia do féton emitido
= |k|. A probabilidade de emissao de um féton, é obtida substituindo n; ou n; por 1 na equacao

(4.2.6), i.e
P (1,t) = [ya]* P (0,0,1), (4.2.13)
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em que k é o momento do féton emitido e A é a sua polarizagdo. A energia média é obtida via
multiplicagdo da equagao (4.2.13) pela energia do féton, ou seja,

wix () = [k| P (1,1). (4.2.14)

Somando todas as polarizagdes e integrando sobre todos os momentos k na Eq. (4.2.14), obtemos a
energia total emitida na forma,

2 2
Wli)\ (t) = Z/dk wll<,>\ (t) = Z/dk ]| [31]” P (0,0,¢). (4.2.15)
A=1 A=1

A energia irradiada pela emissao de N fétons é dada de forma semelhante. Consideramos a
probabilidade de emissdo de N f6tons, P (n;,n;,t), a qual deve ser multiplicada pela energia de cada
foton, |k;|, entdo integramos sobre todos os modos quénticos disponiveis, i.e.,

onde assumimos que a equagao (4.2.3) é verdadeira.
Durante os estudos da probabilidade de radiacao de um tnico féton, foi percebido que utilizando
a probabilidade relativa de emissao de um féton, definida como

p (A1) = [yl (4.2.17)

é possivel obter a poténcia irradiada no caso cldssico 9;Wisssica- A poténcia irradiada 0;Wisssica €
dada por,

0 = )
aWcléssica—/dk |k‘ tlir{.loa;‘yk)\’ . (4218)

No que segue, usamos a equacao (4.2.18) para calcular a poténcia irradiada em dois casos conhecidos,
a radiagao sincrotron e a radiacao Cherenkov.

4.2.3 Comparagao com a férmula de Schott

Consideramos uma corrente formada por um elétron em movimento circular com velocidade v. Esta
corrente pode ser escrita como, veja e.g. [1],

T () = q0® (r —x (1), J(2) =qv(t)6@ (xr—r (1)),
_or(t)

r(t) = (Rcoswt, Rsinwt, zp), v(t) = 5 wR (—sinwt, coswt, 0), (4.2.19)

em que R é o raio da trajetéria circular do elétron, g é a carga do elétron, w é a frequéncia e 2z
¢ a posicao vertical do plano que contém a corrente. A forma explicita da funcao yx,, dada na
Eq. (2.1.27), para a corrente circular (4.2.19) é,

Yoo = iq Otdt’ V0l oot ot — ke (#)]) (4.2.20)

\/ 2/430(27'()3
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Arbitrariamente podemos escrever o momento e as polarizagoes do féton emitido pela corrente
(4.2.19) como segue:

ko ko
k= (kycosp, k) sinp ks), k = sing, ks = k= —COSH
c
€x1 = (cospcosf,sinpcost, —sinf), exs = (—sinp,cosp,0), (4.2.21)

onde ¢ ¢é o angulo entre o eixo = e a projecao do vetor k no plano zy, 6 é o 4ngulo entre o eixo z e
o vetor k e kg é a energia do féton. Utilizando a forma explicita do momento k, escrita na equagao
(4.2.21) com ¢ = 1, podemos escrever o expoente exp [—ikr (¢')] como:

exp [—ikr (t')] = exp (—izok|) exp [—ikLR sin (wt' -+ g)] . (4.2.22)

Introduzimos a seguinte mudanca de varidvel de integracao:

t Tf
d
T:wt'—g0+ﬁ, /dt'—>/—T
2 w
0 Ti

T = g —@, Tf= wt + g — . (4223)

Entao, a exponencial que ¢ independente do tempo pode ser escrita em termos de 7 como segue:

. ,k’o s ,k’o
N __ v _ v
exp (tkot") = exp [z " (cp 2)] exp (z " 7') ) (4.2.24)

O vetor velocidade v(t') também ¢é escrito em termos da varidvel de integracao T,
v(T) = wR[cos(T + ¢),sin(T + ¢), 0], (4.2.25)
onde foi usado que,

cos(T + ) = cos T cos p — sin T sin ,

sin(7 + ¢) = sin 7 cos ¢ + cos T sin . (4.2.26)
Dada a forma dos vetores de polarizagao na Eq. (4.2.21), é facil ver que,
v(t')ey, =wRcosfcosT, v(t')€, =wRsinT, (4.2.27)

entao a equagao (4.2.20) pode ser expressa na forma:

Tf

k
Ykl = 0) cos b /dT exp (i—OT) cos T exp (—ik,  RsinT),
2k0 w
Tf 1 k
Yo = \/W / T exp (zw7'> sin7exp (—ik; RsinT),
ko
Yi(p,0) = i— <p — — — ZpWw COS 9) (4.2.28)
w
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Agora estamos em posigao de utilizar as bem conhecidas expansdes em ondas planas (veja, e.g.,
[1]) das fungoes de Bessel j, (),

exp (—ik RsinT) = f Jn (kLR) exp (—inT),
n=—o0 N
sinTexp (—ik  RsinT) =i Z Jn (kL R)exp (—inT),
o
cos T exp (—ik; RsinT) = n_z_:oo ]ﬁ_Rjn (kL R)exp (—inT). (4.2.29)

Aplicando as expressoes (4.2.29) na equacao (4.2.28) obtemos,

Tf

“+oo
. qR no / {(ko ) }
=1————Y(p,0) cosfh —Jn (kL R) [drexp |i| — —n|T|,
W= ey e 2 gl (b R) P

n=—oo
Ti

Tf

wim i & m fren[i(B-) ] e

Introduzindo a notacao,

Ti

o) = farew[i (2 -1) 7). a2

podemos reescrever a equagao (4.2.30) na forma;

. +o0
iq cot . n

SNGYA e R
W y6.0) S 7 (kB TP (,1). (1.2.32)

Yk2 = _—_2k—0(27T)3 k e

Assi funco 2 bod it :
SSlm, as ungoes ‘yk)\’ pO €11 Ser escritas Comao.

2

2 +oo
2 q 2 . n
= ————cot“d nin (kL R) I, t)|
|V | 2y (20)° n_E_OO Jn (kLR) I (¢, 1)
) qug +o00 2
= ——— ‘, [n 4.2.
Yk ho(27)? :§_ Jn (kLR) I (¢, 1) (4.2.33)

Para calcular a poténcia irradiada usamos a equacao (4.2.18). Entao, a poténcia irradiada pode
ser escrita como:

0

.0 .0
aWcléssica = /dk |k| tlilga a [|yk1|2 + |yk2|2] = lim — [wl + w?] . (4234>

t—oo Ot

50



O primeiro termo wq, na Eq. (4.2.34), tem a forma,

2 o] ™ 27
wy = d 3/ dko/ do sin060t20/ dy
2(2m)° Jo 0 0

A quantidade I} (g, t), introduzida na expressao (4.2.31), pode ser escrita em termos da varidvel de
integracao t’ novamente e, usando a bem conhecida representacao do delta de Kronecker,

+00 2

D nju (kLR) (o, t)] (4.2.35)

n=—oo

j[dgo exp [i(n — n)@] = 2w, (4.2.36)

obtemos que o médulo quadrado da soma de n resulta apenas na soma de n?j2 (k; R). Assim, w;
toma a forma,

2 92 +oo 2

o) T t
wy = 42 - Z / dko/ sin 0df cot® § n?j2 (k. R) / dt' exp [i (ko — nw) t'] (4.2.37)
2(271’) e o0 /0 0 0
Similarmente o segundo termo da equagao (4.2.34) é escrito como:
w? R? oo 00 w Y t 2
We = dk sinfdf ki j72 (kLR / dt’ exp [i (kg — nw)t’ 4.2.38
o= Sl 2 ) o [ o0 2 )| [ explith —moyel| . a239)
Com o auxilio do seguinte resultado, encontrado na Ref. [1],
o1/ ’
tlim 5 / dt' exp [—it' (nw — ko)|| = 270 (ko — nw), (4.2.39)

e observando que a fungao delta 0 (kg — nw) desaparece para n < 0, podemos reescrever a expressao
(4.2.34) como,

2, 9 +0 ™
%Wdéssica - q4°; S / sinfdf [cot?0 j2 (&) +w? R? j2(6)], € =nwsind.  (4.2.40)
n=1 0

Note que na Ref. [1] é usado um sistema de unidades diferente do usado nesta dissertagao, o que
resulta na diferenca do fator (47)"". Restaurando o fator ¢, vemos que o resultado (4.2.40) coincide
com a equagao (1.7.2) obtida por Schott como a distribuigao angular de poténcia irradiada na RS.

4.2.4 Comparacao com a féormula de Frank e Tamm

A radiagao Cherenkov acontece quando a velocidade v de uma carga se movendo em um dielétrico, é
maior que a velocidade de propagacao da luz ¢, no dielétrico. Para simplificar os célculos, podemos
considerar a carga se movendo no vacuo com v > ¢ e no final fazemos a seguinte substituigao (veja

a Ref. [6]), .
o =, (4.2.41)
n

q
qg— -

onde ¢ é a carga elétrica da particula que se move e n é o indice de refragao do dielétrico. Consideramos
que o movimento da carga ¢ ao longo do eixo z e pode ser parametrizado por,

r(t) = (0,0, vt) . (4.2.42)
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Neste caso, a densidade de corrente toma a forma,
J(x) = qvd’[r—r (1), v=1(0,0,0). (4.2.43)

Utilizando a forma do momento k e polarizagoes €y, apresentadas na equacao (4.2.21), vemos que
a probabilidade relativa (4.2.17) é escrita como,

2

2,2 o3 20 t
Y ploan =100 / dt' exp [—it’ (ksv — ko)]| - (4.2.44)
0

2k (27)°

Usando o resultado (4.2.39) é fécil ver que,

lim 2 22: (1) = SO0 ) (4.2.45)
im — A= — ksv) . 2.
P oo (27)2 0

Lembrando que ks = ’%0 cosf e usando a seguinte propriedade da funcao delta de Dirac,

0
) (ax) = ﬁ, (4.2.46)
|al
é possivel reescrever a equagao (4.2.45) em uma forma conveniente para integragao,
0L ¢?vesin?0 _ /e
A=1 0
Assim a poténcia irradiada (4.2.18) toma a forma,
0 2pcsin? 6
— Walgssica = /dk%(S (E — CoS 0) , (4.2.48)
ot 2]{30 (27'(') v
ou em coordenadas esféricas,
3 2 o) 1 ]{2
Ewcla"ssica = %/0 /_1 (1 — cos? 0) ) E — cos 9} d (cos ) k—odk. (4.2.49)

Note que a restricao v > c¢ necessdria para a RC, aparece naturalmente na funcao delta na
Eq. (4.2.49). Usando que ko = ck = w (onde usamos i = 1) podemos mudar a varidvel de integracao
na equacao (4.2.49) e apds a integracao trivial de cos 6 obtemos;

P v [ 2
_WC 4ssica — S _ o d 1-—=). 4.2.50
at Ac? /0 © ( vz) ( )
Finalmente, fazendo a substituigao (4.2.41) chegamos ao resultado final para a poténcia irradiada da
RC,
0 q*v 1 v
_Wc 4ssica — S o d, 1-— y = —. 4.2.51
ot A2 /Bn>1 ww ( ﬁ2n2) B p ( )

Na tltima equacao os limites de integracao foram mudados para o intervalo onde fn > 1. Essa
mudancga ¢é justificada pelo fato de que o indice de refracao n depende da frequéncia w, ou seja,

C

n = n(w) e a fun¢do delta na Eq. (4.2.49) ¢ diferente de zero apenas para v > ¢, logo, v > £
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ou fn(w) > 1. O resultado (4.2.51) é andlogo & férmula de Frank e Tamm (1.7.4). Note que
Frank e Tamm usam unidades diferentes da usada nesta dissertacao, por isso temos a diferenca no
fator (47‘(’)_1. Além disso, consideramos a probabilidade relativa por unidade de tempo, ou seja,
considerando que a carga levou um tempo ¢ para percorrer a distancia [, temos;

t
0
/ = Wetdssica dt = W, (4.2.52)
o Ot ’

Os resultados apresentados nas equagoes (4.2.40) e (4.2.51), mostram que o limite cldssico é obtido
quando consideramos a emissao de um féton e tomamos o limite ¢ — oo, i.e., quando consideramos
os termos na probabilidade de emissao que sao dependentes da constante de estrutura fina, «, apenas
na primeira poténcia.
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Capitulo 5

Estudo da possibilidade de
emaranhamento de feixe de f6tons por
corrente elétrica

A partir da Ref. [16] sabemos que um campo magnético externo pode interferir no emaranhamento de
dois fétons iniciais. A interagao entre o campo magnético externo e os fétons iniciais se estabelece via
elétrons intermedidrios, que interagem com os fétons e o campo magnético externo. Neste capitulo
investigamos a possibilidade de emaranhamento de dois fétons devido a uma corrente elétrica externa.
Estudamos o caso com aproximagcao em que os fétons do estado inicial nao interagem com o vdcuo
quantico.

5.1 Quantizacao no volume finito

Com o intuito de simplificar os cdlculos neste capitulo, usamos uma quantizacao do campo elétromag-
nético realizada em uma volume finito. No que segue, indicamos algumas modificagoes necessérias
que aparecem nessa quantizacao.

O volume finito usado é¢ um cubo com volume V = L. Usando condicoes de contorno periédicas
os autovalores de energia e momento sao discretos e obedecem as seguintes equacoes:

oo 2
Ko="Tni, ni=0,41,42, ..., ko= %\/(nlf + (n)? + (n1)% (5.1.1)

Nesse caso, a expansao em ondas planas do operador de campo potencial A’é, dada na equagao
(CC.13), toma a forma,

[é Mia@) + e fia(@)]

exp (—ka) ,

fllc)\(x) = \/W ————€\» Ko

A relacao de comutacao entre os operadores de criagao ¢y, e aniquilacao ¢ ck/ , (CC.15) sdo modificadas.
Substituimos a fungao delta de Dirac 0 (k — k') pelo delta de Kronecker dy tal que,

= |x|. (5.1.2)

[ék/\yéf(/,\/] = 00w [ék)\aék’)\’] = [ényéL/,\f] = 0. (5-1-3)
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Consequentemente, devemos substituir a integral em k que encontramos na Hamiltoniana livre
(CC.17), por uma soma dos valores permitidos k, assim,

HO =" ko éfyéien. (5.1.4)
k,A

A 1ltima modificacao que devemos fazer para a quantizacao no volume finito acontece no operador
de evolucio temporal U(®) (t), que foi apresentado na equacio (2.1.27), especificamente no operador
de deslocamento de estados coerentes D(y). De forma similar ao que aconteceu com a Hamiltoniana

]EL(YC) , vemos que D(y) deve ser escrito como,

D(y) = exp {Z [ykx OESESNG ékx} } : (5.1.5)

k)

Agora estamos bem equipados para prosseguir com o estudo da possibilidade de emaranhamento.

5.2 Possibilidade de emaranhamento de fé6tons por corrente
elétrica

Consideramos o estado inicial contendo dois fétons livres. O fé6ton 1 com niimeros quanticos p;A; e
o féton 2 com nimeros quanticos paAo. Um estado deste tipo pode ser escrito na forma,

~ ~ C
(v ©0)) = ¢l e 1) (5.2.1)

Utilizamos uma medida de emaranhamento proposta por Bennett em Ref. [35], onde é utilizada a
entropia de von Neumann F
E= _trpl ou 2 In pl ou 2 (522>

onde tr designa a operagao traco de uma matriz e p, ., o € a matriz densidade associada ao subespaco
do féton 1 ou do féton 2. No que segue omitimos o indice superior C' dos estados, tendo em vista que
usaremos apenas o calibre de Coulomb. De acordo com Eq. (2.1.28) a evolugao temporal do estado
|¥(0)) é dada por

W () = exp [up@ (t)] exp [—iﬁf,g%} D(y)ét e 10). (5.2.3)

. A (C .. .
Podemos mover o operador exp [—ZHA(Y )t] para a direita da seguinte forma: escrevemos o operador

D(y) como,

1 R *
D(y) = exp [—5 Z ‘yk,\’2] exp [Z ykAcLA] exp [— Zyk/\ckA] , (5.2.4)
K\

K\ K\

entao expandimos as exponenciais contendo os operadores EL\ e Cxx e usamos o resultado (E.11) do
Apéndice 5 para obter,

exp [~ ] D)el, 5, e, = exp (=it [(p0)y + ()]} D), 8y exp [<iHOH] . (5.25)
em que (pg), € a energia do féton associado ao operador éLl A+ Similarmente para (po), € ainda,
Yir = Yire ot (5.2.6)
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Note que mais uma vez omitimos a dependéncia de ¢ das fungoes yx,. Usando as propriedades (2.1.29)
do operador D(y) podemos mostrar que,

(y> P1>\1 AP2>\2 = é;rn)qé;r)g)\g,p(y/)a (527)
onde
B = o — Ui (5.2.8)
Assim, o vetor de estado (5.2.3) pode ser reescrito como,
(1)) = exp { it [(po), + (po)s ]} exp |10 (®)| &0, 7,0, 1) (5.2.9)

em que |y') é um estado coerente como o apresentado na equagao (3.1.4).
A matriz densidade associada ao estado \\If(t)> ¢ definida por,

Ib = ‘\I](t» < ( )‘ - pl)\l pz)\g ’y > <y,| 6I)1/\16132/\2‘ (521())

E importante destacar que o operador deslocamento D(y), apresentado na Eq. (2.1.27), é relacionado
com todos modos quéanticos k e A = 1,2. Entao, o estado D(y’)|0) ¢ de fato um estado coerente
com todos os possiveis valores de momento e polarizagao. O operador D(y) pode ser decomposto em
operadores que descrevem os subespacos coerentes para determinados momento e polarizacao, i.e.,

D(y) =[Pk, (5.2.11)
em que,

2
D) = ][ exp [y{déb - y{:;ékx] : (5.2.12)
A=1

Logo, podemos decompor o operador total D(y’) em vdrios operadores atuantes nos subespagos
desejados,

DY) = [P )]y, [PW)]p, [PW)lksp, ps - (5.2.13)
Dessa forma, a matriz densidade (5.2.10) do sistema completo pode ser reescrita como
p=T1&T,
I'p = [5L1A15L2A2 1) (/] Epzkzéplh] , I'= |:’y/>k;£pl,p2 k#p;,p2 <y/@ ) (5.2.14)
onde usamos a notacao,
1Y) = 1) @ 1) s = P& PG 100510 = T ¥ mne © 16 pane- (5.2.15)
A2

Estamos interessados nos subespagos formados por |y') relacionado com os momentos p; e ps.
Sendo que os operadores de criacao e aniquilacao com niimeros quanticos diferentes comutam, e dada
a forma da matriz densidade p na Eq. (5.2.14), podemos realizar o trago relativo aos subespagos
contendo todos os momentos diferentes de p; e pz. Assim, tomamos o trago apenas da parte I' e
dessa forma isolamos os subespacos dos fétons 1 e 2. Fixamos um valor de k = k', respeitando
k'# py, p2 € tomamos o trago de p com respeito a polarizacao 1,

Cxt)' (eh)'
\/— |y’ ea KA (W' NG 0)yy ® |y/>k¢k',p1,p2 k#k’,p1,p2 (|

trivi [p] = Te® Z K1
= I'p® |y >k'2 k2 (Y| @y >k75kf,p17p2 k#k’,p1,p2 W', (5.2.16)
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onde foi usado,

Wil 2 Wil
(0] ') = exp [—% e [lyialF] = Y0 (5.2.17)
l

Note que o trago try; nao atua na parte I'ys. O resultado (5.2.16) contém o operador projecao,
1Y )15 k2 (¥] no subespago com um valor fixo k’ com polarizacao A = 2. Tomando o trago relativo
ao mesmo momento k', mas agora com polarizagao A = 2, da equagao (5.2.16), recebemos,

tl‘k/2 {trk’l [ﬁ]} = F12 &® ‘y/>k7ﬁk’,p1,p2 k#k’,p1,p2 <y/’ . (5218)

Assim, é facil ver que tomando o trago sucessivo de todos momentos k # p,, p2 e todas polarizagoes
A = 1,2, obtemos a matriz densidade relativa aos subespagos de p; e p2, sem interferéncia de outros
subespacos do sistema total. Entao, podemos escrever a matriz densidade associada apenas aos
subespacos dos fétons 1 e 2 como,

2)12 = 611;)1)\161];)2)\2 ’y/> <y/| 61)2/\261)1)\1‘ (5'219>

Agora estamos em posigao de reduzir o operador densidade p,,. Realizando o trago relativo ao
subespaco do primeiro féton obtemos

trp1 [@12} =7 ® ELQ,\Q |1//>p2 p2 <y’| Cpadas

[ee] (é ) ) R ~ (éTl )l
7= Z p1l <O| \p/li‘ 1’1)\1 |y >p1 pP1 < l| CP1A1PTZ1| |O>p11 . (5220)

=0

Note que tomamos o traco com relagao a polarizacao 1. Podemos assumir que A; = 1, ou simples-
mente realizar o trago novamente com relagao a polarizacao 2. Considerando que A\; = 1, vemos que
~ pode ser escrita como:

¥ = (1) + (ii) + (iii) + (iV), (5.2.21)
em que,
N\ - O (épll)l AT / A (él’ll)l 0
(1> - ; p1l < ‘ \/l_' Cpi1 |y >p1 p1 <y | Cpi1 \/l_| ’ >p11 )
o) ~ At l
} (Cp1)' (¢p,1)
(i) = - Z pi1 (0| \p/lli‘ L11 Y’ >p1 P1 (v ’ypll \p/l—l' |0>p11 )
—o ! !
00 ~ At l
(Cpll)l (Cpll)
(iii) = - l}; pi1 (0] W o1 | ), o (V] € CPIIW 10) 1 -

(ehy1)’

VI

: - (Cp1)’
(V) = D it (O] 2y 1) o (] Y2

> N (5.2.22)

 (Cpy1)’, Cpi1)’ [+1) (¢py1)
Z<\/ﬁ 0&1:2 Lll(f) +(\/%) . (5.2.23)
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Com o auxilio da ultima equagao, podemos reescrever o termo (i) da equagao (5.2.22) na forma,

) = 3 gt LED Gy D)

1=0 (L+1)! (I+1)!
2
= [1 + [vpu ] 1Y )pr2 o2 (Y] (5.2.24)
onde foi usada a série encontrada na Ref. [36],
Rl 4k
(o)=Y —— o + ) (5.2.25)
k=0

O préximo termo (ii), deve ser analisado com cautela. Note que o primeiro termo do somatério é
zero e o resultado final é,

. 2
(i) = — ‘y;nl‘ |y,>p12 pi2 (Y] (5.2.26)
Similarmente a (ii), vemos que (iii) também possui o primeiro termo do somatério nulo e resulta em

’ 2 ’
(i) = = [Ypy1| 1912 w2 (2] (5.2.27)

Finalmente o iltimo pode ser escrito como,

. ’ 2, /
(V) = [o1 | 19)pr2 2 (/] (5.2.28)

Entao, a equacao (5.2.21) toma a forma,

2 2 2
7= {1+ s ') = 2[5+ s} © 190012 222 W1 = 500 pez 001 (5.2.29)

Tomando o traco com relagao ao momento p; e polarizacao 2 recebemos a matriz densidade associada
ao subespago do féton 2. Sendo que,
trp 2y = 1, (5.2.30)

temos que a matriz referente ao subespago do féton 2 é,
pa = trpua {trpu1 [Pral} = &, 105, o2 (W] Epara (5.2.31)
E facil ver que p, descreve um estado puro e satisfaz,
(P2)* = o (5.2.32)

Chegamos a conclus@o que o estado total (5.2.9) é um estado ndo emaranhado, pois os subespagos
que o formam consistem apenas de estados puros. Em outras palavras, a entropia de von Neumann
(5.2.2) correspondente a p, é zero, i.e.,

E = —trp,Inp, = 0. (5.2.33)

Podemos demonstrar o resultado (5.2.33) simplesmente expandindo In p, em uma série de Taylor,
~ ~ ~ > (_1)n71 ~ n
P2 In py = py Z — (P —1)", (5.2.34)

n
n=1
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e usando o resultado apresentado na equagao (5.2.32) obtemos,
= Py (P — 1
pylnpy =Y % = 0. (5.2.35)
n=1

Entao, concluimos que nao existe emaranhamento entre os fétons inicias, que seja produzido por
uma corrente elétrica na aproximacao considerada. Para detectar o emaranhamento, é necessdrio
usar uma aproximacao mais complexa levando em conta a possibilidade de interacao dos fétons via
estado de vdcuo.
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Capitulo 6

Comentarios finais

Consideramos uma abordagem alternativa para o cdlculo da radiagao quantica emitida por uma
corrente elétrica, que nos permite realizar os cédlculos seguindo um esquema bastante simples, onde
nao é necessario o conhecimento das funcoes de onda ou do espectro de energia da particula carregada
em um campo externo. No quadro desta abordagem, consideramos a radiacao sincrotron de um
particula carregada se movendo em 6rbita circular, devido a um campo magnético uniforme e a
radiacao Cherenkov. Fica claro que o resultado classico é reproduzido quando consideramos a emissao
de um unico féton e somamos todos os possiveis modos quéanticos. Usando os vetores de estado do
campo eletromagnético quantizado interagindo com uma corrente elétrica, foram estudados os valores
médios dos operadores de campos potenciais, campo elétrico, campo magnético e vetor de Poynting,
considerando alguns estados inicias diferentes, onde foi possivel observar a estrutura destes valores
médios. Demonstramos a invaridncia de calibre dos valores médios dos operadores mencionados
anteriormente. Além disso, estudamos a possibilidade de gerar emaranhamento em um sistema na
mais simples aproximacao: quando os fétons livres interagem com uma corrente elétrica cldssica.
Como um resultado deste estudo, foi descoberto que para detectar este efeito é necessdrio usar uma
aproximacao mais complexa, primeiramente levando em conta a possibilidade de interacao dos fétons
através do estado de vicuo e posteriormente levando em conta a presenca de um campo magnético
externo ao sistema.
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Apéndice 1: Funcoes de Green para o
D’Alembertiano

Obtemos a fun¢ao de Green associada ao operador D’Alembertiano, seguindo o raciocinio apresentado
na Ref. [37]. Iniciamos escrevendo as equagoes de Maxwell na forma,

0* 7
OA*(z) = J*(x), O= 9 o (A.1)
onde as coordenadas z, a 4-corrente J*(x) e o 4-potencial A*(x) sdo definidos no Capitulo 1.
Usando a funcao de Green definida por
ODg (x —2') =04z —2/) =83 (x — )6 (t — 1), (A.2)
é possivel escrever solucao da equagao (A.1) na forma,
At (z) = /dt’dr'DD (x —a') JH(a). (A.3)

Em seguida, utilizamos a transformada de Fourier da fungao de Green D (z — ') e da fungao delta
de Dirac §*(z — /),

dkodk o dkodk 10
D N ik(z—z )D i 0 — / ik(x—x ) A4
H] (.I‘ T ) / (27T)4 € g (k> , 0 ({IJ T ) (27’()4 e ( )

Substituindo a expressao (A.4) na equagao (A.2), obtemos;

k A , k _. /
/dkod [—k§+k2} e—zk(z—z)DD (k) :/dkod e—zk(z—z)’

(2m)t (2m)t
que leva a,
1 1 dkodk e~ (=)
Do (k) = = — D —1')=— . A5
O ( ) k2 — kg kukua O (3’3 $) / (27T)4 ]{Zuk“ ( )
A fungdo Dp (k) possui dois polos simples kg = + |k|. Podemos calcular Dy (z — 2’) usando o

teorema de residuos. E conveniente escolher o contorno de integracao C' como mostrado em Fig. 1.
Esta escolha de contorno corresponde & condicao,

At=(t—1t)>0. (A.6)

Consideramos a seguinte integral I,

I / dk f‘dko e—iko(t—t’)eik(r—r’) (A 7)
B ANCT ) AF A 9 TR |
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Figure 1: Integration contour C'

O contorno da integral por kg consiste em 6 partes: trés linhas retas em Im kg = 0, um arco grande
de raio R e dois arcos menores de raios r; e 5. E facil ver que as contribuicoes dos dois arcos menores
podem ser desprezadas no limite r1,7 — 0, e a Eq. (A.7) pode ser escrita como a soma de duas
partes (note que o sinal de I é invertido devido & diregao do contorno escolhido),

dk dk —iko(t—t") Lik(r—r’)
I=1Ig+1y, Ip=— lim —/ 0¢ ¢
R

R—oo (277)3 g kuk'u ’
dk T dky Ny no 1
I, = 0 —iko(t—t') Jik(r—r') ) A.
0 /(27)3 /oo o ‘ ookt (A8)

Nao é dificil mostrar que Ir nao contribui para a integral I. Primeiramente, fazemos a substitui¢ao
ko = R explig], obtendo,

Io— — tim [ % / 2 iR &% dip exp [~iRe¥ (t — t)] ™)
R R—00 (27r)3 - 2 [R2e2iv — k2]
1 dk o iR eigpdgo . .. ik(r—r’
- }%gr;o/ (27r)3 /7r 27 [R2e2% — K] exp [—iR {cos ¢ + isinp} (t —t')] e, (A.9)

O comportamento da integral é definido pelo fator exp [Rsin (t — t')]. Para o contorno C' é claro
que sin ¢ < 0, e por consequéncia da Eq. (A.6) a integral I vai a zero no limite R — oo. Note que
quando (t —t') < 0, o contorno deve ser fechado com o arco grande R na metade de cima do plano
complexo kg, deixando os polos fora do contorno, entao a integral I vai a zero. Assim, chegamos a

conclusao que,
I= ]0 = DD (SC - ZL"/) . (A].O)
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Usando o teorema de residuos para polos simples e levando em conta a condi¢ao (A.6), obtemos,

dk o ensin k| (t =t
Dot [ B A

onde 0 (r) é a fungdo de Heaviside, definida na equagao (1.2.5). A integral em k é avaliada con-
venientemente em coordenadas esféricas no espaco k. Escolhendo k3 na direcao do vetor r — r’, tal
que,

Bk = K sin dk do do, k| = k,
k(r—r')=ks|r—r'| = kcosf|r —1'|, (A.12)

chegamos a,
1 e 27 1
Dp (x—x’):ﬁ/ dk k sink(t—t')@(t—t')/ dqﬁ/ dcosf exp (ikcosf|r —r'|), (A.13)
T 0 0 —1

ou, apos calcular as integrais em ¢ e cos#,

ot —t) [

Do (z — ) :m i dk sink(t —t')sink |r — r'|. (A.14)
Usando o resultado,
o0 1 o0
/ dk sink(t —t')sink|r — 1’| = 5/ dk sink(t —t')sink|r —r'|, (A.15)
0 —00
e a representacao, ‘ ‘
sin g = SXPliz] = exp[ziz] (A.16)
2
obtemos:
Dn(z—2') = _ =) /00 dk{explik (t —t' + |r —1'|)] —exp[ik (t — ' — |r — 1'|)]
- 1672 |r —r'| J_o
—exp[—tk(t —t — |r —1'|)] + exp [—ik (t —t' + [r —1'])]} . (A.17)

Apés a integragao em k, os expoentes resultam em fungoes delta de Dirac, levando a,

0ttt
Pl G

6(t—t —|r—t|)—0(t—t +r—r]). (A.18)

A fungao de Heaviside elimina a parte avangada da funcdo de Green (segundo termo), deixando
apenas a expressao final,

e ot —t)
Dit (@ =) = 47 |r — 1|

d(t—t' —|r—1). (A.19)
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Apéndice 2: Funcoes de Green para o
Laplaciano

Procuramos a solucao da seguinte equacao,
Ag(2) = —p(a), V2=A, (B.1)
que pode ser apresentada como,
o (z) = / dtdr’ D (z —2') p(2). (B.2)
A fungao de Green Da (z — ') satisfaz a equacéo,
ADp (z — ') = —6W (z — 2'). (B.3)

Novamente usamos a transformada de Fourier da fungdo Da (x — 2’) e da fungdo delta de Dirac
5tz — ),

k . / k . ,
D (z—2') = / C(U;O—dyle_lk(x_x )Da (), 6%z —2a') = / %e_m(‘r—w ), (B.4)
m m
e substituindo na Eq. (B.3) recebemos,
dkodK o dkodk _pima
[ a9 - - [ e )

Comparando o integrando do lado esquerdo com o do lado direito da ltima equagao, concluimos
que,

1 dk e*r)

Da (k)= =, D —2)=6(t—1 —_— . B.
s =g Dale—v)=dt-1) [ 55 (B.6)
Usando coordenadas esféricas, como na equagao (A.12), e realizando as integrais em ¢ e cos 6, obte-

mos,
N 0(—=t) [ sink|r—r|

D —7)=—F= dk————. B.

sz =) 272 /0 kl|r —r'| (B.7)

Fazendo a mudanga de varidvel z = k |r — 1’|, e usando o resultado conhecido,

*° sin 2 T
dz = —,
0 z 2

finalmente obtemos a fungdo Da (x — 2’) na forma,

5(t—t)

DA (.I'—LU/) = m
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Apéndice 3: Funcoes D (x — )

A fungao de permutagao do campo eletromagnético Dy (x — ) é definida pelo comutador,

~ ~

[A¥(z), A” (2")] = in" Do(z — 2'), (C.1)
tal que,
i dk , / , ,
0D ) — D o= " B —tk(z—a) _ ik(x—a') ] 2
ol@ =) =0, Dole —) (27)? / 2ko [e ‘ ] (C.2)
A fungao Dy(xz — 2’) pode ser apresentada ainda na seguinte forma alternativa na representacao-k
Do(z — /) = —— / d* ke @) son (ko )5 (k?) (C.3)
(27)
1 ) S—
o tk(r—r’) _: ! 2 2
= —e sin[(t —1t) k||, kj—k*=0. CA4
o ] & (T (©4)

Uma propriedade desta funcao é:
Do (x —2')|,_p = o(r — 1'). (C.5)

Voltamos nossa atencao agora para as fungoes de Green, considerando tanto a parte retardada
quanto a avancada, isto é,

OD5" (v —a') = 8*(c =x)d (t =), At=(t—1) >0,
ODEY (v —a') =8 (r =)o (t = t'), At=(t—t)<0. (€6)

As fungoes DX (z — 2') e DAV (x — 2’) tem a forma explicita,

ot —t')

DS (v — 2') = prP— bt—t —r=1|)=0(t—t +|r—1'])], (C.7)
DY (z —2') = —H[é(t—t’— r—r'|)—d(t—t +|r—1|)]. (C.8)

Note que, embora em amdas equagoes (C.7) e (C.8) o segundo termo desaparece na representacao-
x, estes termos devem ser mantidos para determinar corretamente as contribuigoes de contorno de
fungoes singulares. Além disso, o segundo termo ajuda a demonstrar explicitamente que,

D5 (z —a')|,_, = DEY (z — 2')|

—0, (C.9)

t=t’ t=t/

onde foi usada a propriedade de simetria da funcado delta, 6(Jr —1r’|) = o(— |r — r’|). Note que a
fungao 6(0) nado ¢é definida, mas felizmente o resultado (C.9) nao depende desse valor.
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E possivel escrever a fungao Dy (x — 2’) em termos das fungoes D' (x — 2’) e DAY (z —2'), e
vice versa,

Do (z —2') = DI (v — a') = D™ (v — a),
DEY (x—a') =0t —t')Dy (v — 2'),
DXV (x —2') = —0(t' —t) Dy (v — 7)), (C.10)

o que permite apresentar Dy (z — ') como,

Dy (z — ) bt —t +r—x))—o@t—t —|r—0])]. (C.11)

- 47 |r — 1|
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Apéndice 4: Derivacao dos potenciais de
Liénard-Wiechert

Primeiramente consideramos os potenciais de LW no calibre de Lorentz. A relagao entre os potenciais
Al e a corrente externa J* &,

AP (z) = / dt'dr' Do (x — ') J* () (D.1)

Usando a parte retardade da funcao de Green, D' (r — 2’) dada na Eq. (A.19), e escrevendo a
corrente J* como,

7 (@) = g8 (c (1)
I@) =g @ —r), 0= 20 (D.2)

obtemos;

Ag(m):i/dt' OU=0) 5w i - ),

4 v —r ()]
A (z) = 47T/d’|r(_r(i/§|5(t’—t+|r—r(t/)|)i'(t’). (D.3)

Note que realizamos a integral espacial trivial e usamos a propriedade §(z) = 0(—x). A fungao delta
de Dirac apresenta também a seguinte propriedade:

5(f () =3 % (D.4)

T=T,

onde x, sdo zeros simples de f (), i.e., f (z,) = 0. A fungao de Heaviside 6 (¢t — t') impoe que t' < t,
logo, a tnica solugao para os zeros do argumento da fungao delta da Eq. (D.3) é dada pela equagao,

tret — 0+ ’I‘ 4 (tret)| = 0, (D5>

em que designamos a solucao desta equagao por tye.
A derivada do argumento da fungao delta da Eq. (D.3), com respeito a t', avaliada em ¢, &,

d(t' —t+|r—r(t)))

. r — 1 (tret)
dt/ =1-—-r1 (tret) ¢

_— (D.6)
' =tret v — 1 (tret)]
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Assim, a fungéo delta da Eq. (D.3) pode ser escrita como:

S (" — tret)
1= 5 (fer) ey

[r—r(tret)]

St —t+|r—r(t)]) = (D.7)

Substituindo o tltimo resultado na equacao (D.3) e resolvendo a integral trivial em #', recebemos os
potenciais como:

_ t )
AO x :#‘1_]? tre r r(YEt )
L( ) 47T|I'—I'(tret)| ( t> |r_r(tret)‘
(]I' (tret) . r—r (tret) -
A = ———— 11 — 1 (te D.8
(@) 47r|r—r<tret>|‘ ) f )] (D5)
E possivel ainda reescrever a ultima equacéo na forma mais familiar,
1 1
Al )
L) = e ()] — F (o) [~ ¥ ()]
q I‘ (tret)
A;(z) = — ) D.J9
(@) =4 It — T (ret)| — F (tet) [T — T (tret)] (D-9)

A equagao (D.9) representa a forma cldssica dos potenciais de Liénard-Wiechert no calibre de Lorentz,
veja por exemplo [5]. Note que o médulo que estaria no denominador foi omitido ja que o primeiro
termo é sempre maior que o segundo, desde que,

I (tret) < 1, ou v(twet) < ¢,

ou seja, desde que a velocidade da particula carregada, no momento ¢, seja menor que a velocidade
da luz c.

Seguindo os passos encontrados na Ref. [17], obtemos os potenciais de LW no calibre de Coulomb.
Iniciamos da seguinte equacao,

Ao (z) = /dt’dr'DD (x —2)J (o) — /dt'dr’DD (z—2")J) (). (D.10)
Identificamos a primeira integral com o potencial vetor no calibre de Lorentz Ay (x), e a segunda
integral como sendo a diferenca entre os potenciais em seus respectivos calibres Ag (x) = A¢ (x) —

A (), assim,

Ac(z)=AL(z)+ Ag (). (D.11)

O temor A/ (x) j4 foi apresentado na Eq. (1.2.7), logo, precisamos calcular apenas o termo,
Ag(z) = — / 4t de' Do (x — 2) 3y (2') (D.12)

Com a ajuda das equagdes (1.3.5¢c) e (1.3.8), a corrente longitudinal J; (x) pode ser escrita na forma,

3 (2) = %% [Vh«——lr(m] . (D.13)
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Substituindo a corrente longitudinal, escrita na Eq. (D.13), na equacao (D.12) obtemos;

Ag(z) = ——/dt dr'Dg (z — ') 88# [V'm} : (D.14)

Apés uma integracao por partes com respeito as componentes espaciais, o operador V' passa a atuar

em Dg (z —'). Usando V'Dy (z — ') = —VDg (z — 2') e tendo em vista que |r’ —r (/)] " néo
depende de r, é possivel reescrever Ag (z) como:

_ 49 i Do — o | 2L
Ag(z) = 4Wv/m Do ( ){amw—r(ﬂ)d' (D.15)

Wundt e Jentschura [17] demonstraram que é necessério manter os dois termos na fungao de
Green, obtida na equagao (A.18) do Apéndice 1, para obter a resposta correta. Substituindo a forma
explicita da fungao de Green total,

0(t—t)

Do (v —a') = 47 v — 1|

-t —|r=2|) =6t —t'+|r—1|)], (D.16)

na equagao (D.15) e apés uma integracao por partes, agora com respeito a t' (note que o termo
contendo apenas antiderivadas desaparecem nos limites de integracdo), Ag (x) se torna,

As V/ dt'dr’ 1
|/

—r ()] |r —1r/|

X o {9(t—t)[5 (t—t —|r—1|) -6t -t +|r—1)]}. (D.17)
Sendo que %};t/) = —§(t —t'), é facil ver que o termo contendo essa derivada desaparece, pois,
St—tY[o(t—t —|r=2|) =6t -t +r—1'|)] =0, (D.18)
levando a,
Ag at'o (t —t')
w000 [
0
825’[ (|r—r|—t+t) (e =2+t —1). (D.19)

A partir da seguinte mudanca de variavel,

R=r—-r, R=|R|, &' =—-d’R,
z=r—r(t), z=|z, (D.20)

e usando que,

d
0 -t —R)—0(t—t'+R)]=—=[0(R=t+t)+d(R+t—1t)], (D.21)
o dR
é possivel reescrever Ag (x) na forma,
dR d , ,
== —t' —R) — - . D.22
V/dtG /R|R—z|dR[6<t t'—R)—0(t—t'+ R)] ( )
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-1 . o L.
O fator |R — z|” pode ser expandido em termos dos harmonicos esféricos,

Z Z min {R Z} Ym (QR) }/E*m (Qz) ) (D.23>

|R—Z| 2l—|—1 max{R Z}l+1

Substituindo o resultado (D.23) na equagao (D.22) e fazendo uso da relagao de ortogonalidade,

1 /1
[ a0 (@) = 2Rbdae, ¥ (@) = 3/ (D.24)

temos que apenas o termo com | = m = 0 sobrevive, entao o vetor potencial Ag (z) passa a ser,

z

_ _fz_ / . ! _f%_ _ / . !
_47TV/dt0(t ¢) /dRRdR[(S(R F4t) £ 6 (R4t — 1)

0

[e.e]

/dR% G(R—t+0)+5(R+t—1)}. (D.25)

z

Integrando o primeiro termo entre chaves por partes e o segundo diretamente, obtemos;

z

x):%V/dt’é(t—t’){ {g{é(R—t—kt’)#—é(R#—t—t’)}}

—%/dR[(S(R—tth’)+5(R+t—t’)]+ O(R—t+t)+d(R+t—1)]7 7. (D.26)

Note que o primeiro e o terceiro termo entre chaves se cancelam, produzindo,

z

%/dR[é(R—H—t’)+5(R+t—t’)] . (D.27)

Ag(z) = —%V/dt’@ (t

A fungao de Heaviside 6 (t — t') restringe o limite superior da integral em ¢’ para ser ¢. lembrando
que z = |r — r (t')|, chegamos a,
[r—r(t)]

Ag(z) = —%V/dt’m / dR[O(R—t+t)+do(R+t—1t). (D.28)

Nesse momento é possivel descartar a segunda funcao delta sendo que o limite de integragao em '
garante que ' < t. Por outro lado, a primeira funcao delta vai a zero para qualquer t' < t., (1.2.8),
devido ao limite superior de integragao em R, logo, a tunica contribuicao efetiva dar-se-4 apenas
quando t' = ... Assim, o efeito total da integragdo em R é que os limites de integracao para t’ sao
restritos ao intervalo t' € (tyet, t):

Ag(z) = —%V/dt’m. (D.29)

tret
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Entéao, o potencial vetor produzido por uma carga ¢ em movimento arbitrario descrito por r (), no
calibre de Coulomb, é dado por,

- AdGEY Lag [ .
Ao ) = T G — P ) = )] Am Y / = r ()]’ (D-30a)

tret

onde ¢ € a solugao de,
tret —t 4 |r — 1 (tret)] = 0. (D.31)

O potential vetor possui um termo compensatério que fornece uma resposta ao termo de acao-a-
distancia, respeitando o principio da relatividade, e o principio da casualidade [17].
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Apéndice 5: Representacoes de
Schrodinger, Heisenberg e Interacao

Seguindo os passos da Ref. [18], consideramos um sistema cuja Hamiltoniana total H pode ser escrita

como a soma de duas parcelas, R R R
H — H[) + Hinty (El)

onde Hy é o operador hamiltoniano livre, que nao contém termos de interacao, e f[int é o operador
hamiltoniano que contém a interacao.

Na representacao de Schrodinger, temos que um operador arbitrério OS, que representa um ob-
servavel do sistema, é constante em relacao ao tempo. Por outro lado, a evolucao temporal de um
estado do sistema [¢) (£))°, ¢ descrita da seguinte forma:

00| (1) = H |9 (0)° = (Ho+ Hin ) 19 (£))° (E2)

ou seja, a evolucao temporal do estado depende do operador hamiltoniano total do sistema.
Em contrapartida, a representacao de Heisenberg considera que um operador O™ (¢) depende do
tempo e satisfaz a seguinte equacao:

i9,0M () = [OH (1) H] — [OH (1), Ho +ﬁim] . (E.3)

Os estados |1/1>H, na representacao de Heisenberg, sao constantes no tempo.
As duas representacoes apresentadas sao de fato equivalentes e conectadas pelas seguintes relagoes,

OM (t) = exp <zﬁt> 0% exp (—iﬁt) :
)" = exp (ifit) [ (1))° . (E4)

Dependendo da forma do operador lﬁ]int, as equagoes (E.2) e (E.3) podem ficar bastante complicadas.
Nesse caso, a representacao de interacao (Dirac) se torna conveniente. A representagdo de interagao
é definida de tal forma que a evolugao temporal do operador OP (t) depende apenas da Hamiltoniana
livre I:IO, enquanto que a evolugao temporal dos estados [¢) (t))D é governada pela Hamiltoniana de
interacio Hin. O operador OP (t) e o estado | (1)), satisfazem as seguintes equagoes:

i0.0° (1) = [O° (1), )

i0, |0 (£))° = Hip, v (1)), (E.5)
em que,
ﬁgt = exp (if]@) ﬁint exp (—if[ﬁ) ) (EG)
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A conexao entre as trés representacoes se estabelece por:

e
[ ()7 = M (1)° = eflote M ). (E7)

E fécil ver que o valor esperado do operador O & o mesmo em qualquer representagao, i.e.,
P )]O° (1) [ ()7 = S @) 08 [y (£)° = M (e ()] O™ () [ (1) (E.8)

Nesta dissertacao o operador A’C(x), apresentado na equagao (CC.13),

OD (t) — ezHotOSe—zHot — ezHote—thOseth —zHot’

AW0=Z/@mA+%QW&,
. xp (—1k .
mwziﬁﬁ%%wwﬁm, (£9)

estd escrito na representacao de interagao. Para escrever o operador Aic na representacao de Schrodinger,
usamos a relagao (E.7), com Hy = HA(YC) dado na equacao (CC.17), i.e.,

Al(r) = exp <—zf[§c)t) AL (z) exp <iﬁ,§c)t> . (E.10)

Com o auxilio do seguinte resultado,

7(0) 7(C) - ) 7(C)
e_ZH’YC ték)\elH'yC t — elkOték)” e_'LH’YC téL/\elH’YC t — e_Zkot L)\’ <E11>
é fécil ver que,
2
Ap(r) = Z [Ck/\fk,\ +Ck,\ 1?3\(1')} dk,
A=1
. exp (zkr)

fin(r) = ko = |K|. E.12
) = TEECEeeh), k=K (E.12)

Para o calibre de Lorentz os resultados sao andlogos.

Uma vez que os estados do campo eletromagnético foram obtidos via solugao da equacao de
Schrédinger (2.1.6), temos que o estado [ W) (¢ )> estd escrito na representacao Schrodinger. Nesse
caso, para calcular o valor médio do operador A ¢, se faz necessario escrever o mesmo também na
representagao de Schrodinger, ou seja,

(Ap(z)) = (¥(t)] A

A AL

Similarmente para E&(z), Bi(x) e Sh(z).

(r) [T @)). (E.13)



Apéndice 6: Método de Feynman de
desembaracar operadores

Considere um operador arbitrério fl, que depende de um pardmetro A\. Buscamos o resultado da
derivada com respeito a A da expressao exp(A). Sendo que a derivada dA/d\, em geral, ndo comuta
com A, as regras usuais de derivagao nao se aplicam,

di)\ [exp(fl)} + [exp(A)] ﬁ # % [eXP(A)] : (F.1)

Anexamos um indice s ao operador A. Nesse caso, o operador A é agora uma funcao de \ e s, mas
de fato ele depende apenas de A. Entao, podemos escrever,

exp(A) = T, exp ( /0 1 Ads) : (F.2)

onde T, é um operador de ordenamento no indice s. Assim, todos operadores podem ser considerados
como varidveis ordindrias sob a acao de T. Logo, podemos derivar a Eq. (F.2) com respeito a A para

receber,
1
/ —dsexp (/ Ads’)
0

Aplicando o operador Ty no lado direito da equagao (F.3) e lembrando no final que A de fato nao

depende de s, podemos escrever,
1 1 A s
:/ exp (/ Ads') d—exp (/ Ads') ds
0 s dA 0

/ —dsexp ( / Ads')

= /0 exp [(1 - S)A] 2;21 exp(sA)ds = /01 exp(sfl)cji—i1 exp [(1 - s)/l] ds.

i [exp

= (F.3)

Assim, obtemos o resultado final na forma:

di)\ [exp(/b} K, exp(fl) eXp(A)K’

Ky :/0 exp(E£sA)—— exp(FsA)ds. (F.4)
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