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Resumo

Luiz, R. F. Decaimentos radiativos de mésons pesados exéticos. Instituto de Fisica da Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Nessa dissertacao expomos uma abordagem teérica para lidar com decaimentos radiativos de
moléculas mesonicas. Trata-se de um caminho promissor para descrever hadrons que se encontram
préoximos dos limiares de producao dos mésons D e B, e que nao se encaixam no modelo tradicional
de quarks. Aplicamos essa abordagem especificamente para o méson X (3872): considerando-o um
composto molecular DD*, abordamos seus decaimentos radiativos X — J/iy e X — (29)y.
Contrariando afirmagoes anteriores, constatamos que o modelo molecular é compativel com os da-
dos experimentais a respeito desses decaimentos. Em nossa modelagem usamos teorias efetivas e
a chamada power-divergence subtraction (PDS). O esquema PDS é um método de renormalizagao
que se contrapde & popular subtracao minima e é especialmente designado para tratar fendmenos
nao-perturbativos, como estados ligados e ressonancias. Verificamos que as fisicas de longo e curto
alcance do X sdo igualmente importantes naqueles decaimentos. Nossos calculos estabelecem um
limite minimo para as larguras de decaimento, o que poderia em principio ser testado experimental-
mente. Além disso, nossos resultados podem auxiliar a construcdo de modelos para a estrutura de
curto alcance do X. Essa dissertacdo também apresenta uma revisdo sobre espalhamento quéntico

e teorias efetivas, arcaboucos tedricos constantemente presentes em nossa abordagem.

Palavras-chave: X(3872), moléculas mesonicas, hadrons exo6ticos, decaimentos radiativos, teorias

efetivas, espalhamento quéntico, power-divergence subtraction.
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Abstract

Luiz, R. F. Radiative decays of exotic heavy mesons. Instituto de Fisica da Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

In this dissertation we present a theoretical approach to deal with radiative decays of meson
molecules. This is a promising framework to understand mesons that lie near the production th-
reshold of D and B mesons, and don’t fit in the traditional quarkonia predictions. We apply this
approach specifically to the meson X (3872): considering it a DD* molecule, we deal with its ra-
diative decays X — J/1y and X — 1(2S5)y. Contrary to previous claims, we demonstrate that
the molecular model is compatible with the experimental radiative decay data. We use effective
field theory techniques and the so called power-divergence subtraction (PDS) scheme. Based on
the popular dimensional regularization and minimal subtraction scheme, PDS is designed to handle
non-perturbative phenomena such as bound states and resonances. We find that short and long-
distance physics are equally important in these decays. Our calculations set a lower limit to the
corresponding decay widths, which can in principle be tested experimentally. Our results also may
be used as guide to build models for the short-distance structure of the X(3872). Furthermore,
this dissertation presents a review about quantum scattering and effective field theories, theoretical

tools constantly present in our approach.

Keywords: X(3872), mesonic molecules, exotic hadrons, radiative decays, effective field theories,

quantum scattering, power-divergence subtraction.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de quarks, proposto em 1964 por Gell-Mann e Zweig, postulava que os hadrons
eram formados por quarks que se combinavam de forma bem especifica, e com isso mostrou-se
muito bem sucedido em descrever economicamente os hadrons e suas propriedades. Esse sucesso
pavimentou o caminho para a Cromodinamica Quéantica, teoria que rege a interacao forte entre
os quarks. Apesar disso, a Cromodinamica Quéntica nao oferece nenhuma justificativa para que os
quarks constituissem os hadrons apenas na combinacgao especifica que o modelo tradicional de quarks
propoe. Pelo contrario, estruturas que fugiam desse padrao — os chamados hadrons exéticos — tém
sua existéncia permitida ou até mesmo sugerida por essa teoria. Dentre essas estruturas incluemni-se
as glueballs (mésons constituidos apenas de gltions interagentes) e os multiquarks (estruturas com
mais de trés quarks), em especial as moléculas mesonicas.

A discussao sobre essas estruturas era calcada em terreno meramente teorico até os anos 2000,
quando fortes candidatos a mésons exdticos passaram a ser descobertos no contexto da espectros-
copia de quarks pesados. O X (3872) foi o primeiro desses hadrons, sendo um méson descoberto
em 2003 e bastante analogo a um charmonio, mas cujas propriedades oferecem sérias dificuldades
em serem explicadas com o modelo tradicional de quarks. A despeito de ter sido descoberto ha
mais de uma década atras, a discussdo sobre sua composi¢do ainda ndo atingiu um consenso. Essas
dificuldades realcam o quao complexa a forca forte é no regime nao-perturbativo, e o estudo desses
problemas promete aumentar nosso conhecimento sobre esse regime, especialmente no que concerne
ao fenémeno do confinamento de quarks, propriedade tao essencial na fisica hadrénica e ainda assim
tdo pouco compreendida.

Essa dissertacao tem como objetivo expor um método que explora os decaimentos radiativos
de mésons pesados exoticos, visando obter informacGes sobre a sua natureza. Aplicamos esse mé-
todo especificamente ao X (3872), descrevendo sua estrutura de longo alcance como uma molécula
mesodnica constituida de um par de mésons D. A descricio molecular do X (3872) é complemen-
tada, do ponto de vista de uma teoria efetiva, por termos de contato, que representam a fisica
de curtas distdncias da particula. Nesse sentido, em nosso trabalho buscamos realizar uma, analise
mais apropriada do grupo de renormaliza¢ao dos decaimentos, complementando [GHK 15| ao levar
em conta a estrutura de curtas distancias do X. Um aspecto mais original de nossa abordagem ¢
empregar para tanto a renormalizacdo PDS (do inglés, power-divergence subtraction), método de
renormalizacao que se contrapoe & subtragao minima, renormalizagao esta mais comumentemente
aplicada na literatura.

No texto a seguir expomos uma revisdo qualitativa e historica da fisica hadrénica, revisao que
foca na construcao de modelos a respeito da composicao dos hadrons, o que fornecera ao leitor uma
introduc¢do ao assunto e uma boa percepcao da posi¢do que os mésons exdticos ocupam na fisica
hadroénica. Logo em seguida abordamos especificamente o X (3872), expondo os principais dados
experimentais a respeito e um resumo do debate sobre sua composicao.

Ja nos capitulos seguintes apresentamos dois arcaboucos tebricos tteis para explorar a estrutura
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dos hadrons, visto que a Cromodinamica Quantica mostra-se dificil de ser diretamente aplicada aos
problemas de estados ligados. O primeiro desses arcabougos é a teoria de espalhamento quéntico,
em que focamos no espalhamento nao-relativistico, ainda que também introduzamos a situacao re-
lativistica sob a Otica de teoria quéntica de campos. Ao final do capitulo também oferecemos um
pequeno resumo dos métodos numéricos tteis ao nosso trabalho, e algumas modelagens rudimen-
tares da interagdo via pions entre mésons D, interacdo que ocorreria no interior do X (3872). O
segundo arcabouco sdo as teorias efetivas. Nos focamos nas teorias quirais e de heavy quark, teo-
rias que obtiveram grande sucesso em explorar rigorosamente aspectos da QCD em certos regimes
cinematicos.

Por fim, no capitulo 4, expomos a modelagem do X (3872) na qual, utilizando lagrangianas efe-
tivas, calculamos as larguras de decaimento I'(X (3872) — vJ /) e T'(X (3872) — 4%’). Em especial
apresentamos com mais detalhes a renormalizacao PDS, justificando seu uso para o problema de
nosso interesse. Ao final seguem os resultados, as informagdes que essa modelagem oferece a res-
peito da estrutura do X (3872), e as perspectivas que esse trabalho oferece para outros problemas
correlacionados. No apéndice, apresentamos de maneira mais minuciosa o trato das integrais que
decorrem da modelagem, e em especial a aplicacao do esquema PDS.

1.1 Introducao aos modelos hadroénicos

Uma das modelagens mais primitivas da interacdo forte ocorreu nos anos 30 através do méson
m de Yukawa. O méson m, ou pion, foi previsto tendo em mente a necessidade de uma particula
mediadora da forca forte, forca que seria necessiria para manter o nicleo de um atomo coeso, a
despeito da forca elétrica repulsiva entre os prétons. O pion foi detectado em 1947 por Powell, Lattes
e outros, através de experimentos com raios césmicos. Pouco tempo depois, porém, descobriu-se um
grande nuimero de novas particulas que, assim como o pion e os niicleons, interagiam fortemente.
Essas particulas, denominadas héddrons, aumentaram em muito o niimero de particulas conhecidas,
sendo motivo de perplexidade para os fisicos da época.

O conceito de isospin teve um importante papel no entendimento desses hadrons. Trata-se de um
conceito utilizado por Heisenberg para entender o niicleo atémico, tendo em vista a descoberta do
néutron, ainda em 1932. Heisenberg, observando a acentuada semelhanca entre prétons e néutrons
no que diz respeito ao seu comportamento sob interacoes fortes, propos que eles fossem interpretados
como diferentes orientagoes de uma mesma particula de isospin 1/2. O isospin foi definido como
uma grandeza com as mesmas propriedades matematicas do spin, de forma que uma particula de
isospin I admitiria 21 4+ 1 orientac¢bes possiveis. Eventuais distingdes entre o préton e o néutron,
como a diferenca entre suas cargas e a pequena diferenca entre suas massas, seriam pouco relevantes
para a interacao forte e estariam fundamentadas em razdes alheias a essa interacdo. No contexto
da descoberta dos novos hadrons apds 1947, o conceito de isospin passou por novas aplicacdes.
Nesse sentido, por exemplo, os pions 7+, 7% 7~ foram considerados um tripleto de isospin 1, os
barions At AT, A°, A~ um multipleto de isospin 3/2, etc. Como estabelecido por Heisenberg, uma
caracteristica fundamental da forca forte seria sua invaridncia sob rotacoes no espaco de isospin, a
partir da qual se estabelece a conservagao de isospin nesse tipo de interagdo. Com esses pressupostos
pbde-se entender muitos aspectos da interacado forte entre os hadrons entdo recém-descobertos.

Mas somente através do chamado Fightfold Way, método de classificacao dos hadrons criado por
Gell-Man e Ne’eman nos anos 60, foi dado um ordenamento mais completo a esse crescente nimero
de hadrons. O Eighifold Way divide as particulas em multipletos até certo ponto analogos ao multi-
pletos de isospin — em linguagem moderna, assim como os multipletos de isospin sdo estabelecidos
através de representagoes do grupo SU(2), os multipletos de Gell-Man s@o estabelecidos através de
representacoes do grupo SU(3). Os multipletos tao logo identificados foram o octeto fundamental
(ou pseudoescalar) de mésons, o noneto vetorial de mésons, o octeto de fundamental de bérions, e
o decupleto de barions de momento angular total 3/2 (fig. 1.1).
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Figura 1.1: A esquerda temos o noneto fundamental de mésons (ntimero quantico de momento angular total
J = 0), ao centro o octeto fundamental de bérions (J = 1/2), e a direita o decupleto de barions de spin total
J = 3/2. As linhas horizontais definem a estranheza S dos hadrons e as linhas diagonais definem a carga
Q. Cada antiparticula tem carga, isospin e estranheza de sinal contririo a sua particula correspondente.
Para cada multipleto bariénico h4 um multipleto anadlogo antibarionico, mas para o caso mesdnico cada par
particula-antiparticula esti contido no mesmo multipleto.

Os multipletos permitiam melhor organizar e prever as propriedades dos hadrons, como massa,
carga, spin, isospin e estranheza'. De fato, a partir dessa organizacao, Gell-man pode prever a exis-
téncia e propriedades do barion Q7. Mas, diferentemente de como Heisenberg pensava o isospin, ja
ndo era possivel conjecturar que membros de um mesmo multipleto fossem diferentes manifestagoes
de uma mesma particula: se temos de um lado uma pequena diferenca de massa entre o préton e o
néutron, ou entre os pions, por outro lado temos que, por exemplo, os kdons (K+, K—, K°, K°) sdo
cerca de 3.5 vezes mais massivos que os pions, o que torna implausivel a hipotese de constituirem
orientacoes distintas de uma mesma particula apenas pelo fato de participarem de um mesmo octeto
de mésons.

Ainda que o Fightfold Way tenha esclarecido os hadrons em muitos as-

pectos, pouco era entendido sobre as fundamentacGes fisicas desse método. . . s=0
. Ld} {u)

Isso comegou a mudar em 1964, quando o modelo de quarks foi proposto por - =

Gell-Mann e Zweig. Segundo esse modelo, os hadrons sdo constituidos de \ x,”r

particulas elementares de spin 1/2 denominadas quarks. Os quarks existem (s) s=-1

em certos sabores, isto &, tipos (que até entao eram trés: up, down, strange), Q=-1/3 Q=+2/3

e cada sabor possui grandezas como carga e estranheza bem determinadas
(fig. 1.2). Para cada quark h& também um antiquark correspondente, de
carga e estranheza opostas. Os hadrons sao interpretados como estados liga-
dos de quarks em combinacoes bastante especificas: os barions sao formados
por trés quarks, os antibarions por trés antiquarks, e os mésons por um par
quark-antiquark (fig. 1.3). Com esses pressupostos almejou-se descrever to-
dos os hadrons até entdo conhecidos, e obteve-se grande sucesso. Os hadrons de um dado multipleto
sao entendidos como estados ligados com ntimeros quanticos radiais e angulares iguais, mas consti-
tuidos de quarks de sabores diversos. Com isso explica-se com bastante sucesso o padrao de carga
e estranheza no interior dos diversos multipletos, simplesmente somando apropriadamente essas
grandezas de seus quarks constituintes.

Figura 1.2: Carga e
estranheza dos quarks.
Os quarks possuem
spin s = 1/2.

A simetria de isospin observada por Heisenberg, que equiparava os niicleons ou os pions do ponto
de vista da forca forte, no modelo de quarks é justificada como uma simetria aproximadamente
respeitada devido a pouquissima diferenca entre as massas dos quarks up e down. Membros de um
mesmo multipleto de isospin sdo particulas iguais com respeito & composigao de quarks, exceto pela
troca de um quark down por up ou vice-versa — sendo pequena a diferenca entre esses quarks,

LA estranheza foi uma propriedade definida pelo proprio Gell-Man anos antes de estabelecer o Eighfold Way. Ela
tem esse nome porque os hadrons com estranheza, quando descobertos, de fato pareceram estranhos ao fisicos da
época. Essa é uma grandeza conservada em decaimentos fortes, mas ndo é conservada em decaimentos fracos. Ambos
tipos de decaimentos ja na época eram diferenciados pelo tempo de vida médio que as particulas possuiam até decair
(cerca de 10™*® s para os decaimentos fracos e 1072 s para os decaimentos fortes).
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Figura 1.3: Reproducao dos multipletos dados na fig. 1.1. Aqui sdo adicionadas linhas verticais, que forne-
cem a orientacao ou projecao I, do isospin I dos hadrons. Nos circulos rosas encontra-se indicado o contetido
de quarks de cada um dos hadrons. No modelo de quarks, esses trés multipletos, e o noneto vetorial de mé-
sons (J = 1), sdo interpretados como estados ligados de nimeros quinticos principais minimos. O restante
dos ntimeros quanticos sao obtidos somando-se apropriadamente os nimeros quanticos de seus quarks cons-
tituintes. Nesse sentido, por exemplo, os nonetos fundamental e vetorial diferem entre si através do nimero
quantico de spin total S obtido pela soma dos spins intrinsecos aos quarks (S = 0 quando spins alinham-
se como um singleto, e S = 1 quando alinham-se como um tripleto). Em principio ha4 uma infinidade de
multipletos com niimeros quanticos diversos.

particulas de um mesmo multipleto de isospin sdo bastante semelhantes entre si e a simetria SU(2)
é respeitada em boa aproximacdo. Nesse entendimento temos em mente a propriedade de que os
diversos sabores de quarks sao equivalentes do ponto de vista da interacao forte, isto é, se os diversos
sabores tivessem massas iguais, os hadrons seriam completamente degenerados no que diz respeito a
interacao forte. J4 em relacdo aos multipletos de Gell-Mann, os hadrons eventualmente diferem pelo
ntmero de quarks strange. Esse quark é sensivelmente diferente do up e down em massa, de forma
os hadrons no interior desses multipletos nao sao simétricos sequer aproximadamente. A partir disso
o modelo de quarks explica a importancia da estranheza, que reflete o conteido de quarks strange
na estrutura do héadron.

Dessa forma o entendimento dos hadrons entrelagou-se com o estudo de estados ligados. Porém
a teoria quantica de campos (QFT, do inglés quantum field theory), tao bem sucedida no estudo da
interacao eletromagnética através da eletrodinamica quantica (QED, do inglés quantum electrody-
namics), apresentava dificuldades em ser aplicada em estados desse tipo, pois em um estado ligado
a interagao entre os constituintes é sobretudo nao-perturbativa, e os grandes sucessos da QFT esta-
vam até entao fundamentados no carater perturbativo das interagoes. As perspectivas comecaram a,
mudar com os experimentos realizados no Stanford Linear Accelerator Center no final dos anos 60,
envolvendo choques profundamente ineldsticos entre prétons e elétrons. Esses experimentos visavam
sondar a estrutura do préton e seguiam em esséncia os mesmos principios que Rutherford aplicou
para sondar a estrutura do atomo. Tratavam-se, porém, de experimentos bem mais energéticos para
que houvesse a capacidade de sondar estruturas de dimensoes sub-nucleares. A partir desses expe-
rimentos foi confirmado o chamado scaling de Bjorken, propriedade que foi explicada por Feynman
em seu modelo de partons. Esse modelo descrevia o préton como constituido de partons, particulas
pontuais e aproximadamente livres. Que os partons em energias muito altas fossem aproximada-
mente livres no interior do hadron, isso €, interagiam fracamente em curtas distdncias, era um fato
bastante anti-intuitivo para a época. Fortunadamente essa propriedade, denominada liberdade as-
sintotica, foi na mesma época verificada como uma propriedade inerente das chamadas teorias de
gauge nao-abelianas, e ela permitia que em curtas distancias a interacao fosse perturbativa.

Nesse cenério a cromodinamica quantica (QCD, do inglés quantum chromodynamics) emergiu
naturalmente como a teoria das interagoes fortes. Mesmo porque, além da liberdade assintética, a
QCD era facilmente acomodével & outra importante caracteristica dos quarks: a cor. A cor, assim
como o sabor, é uma propriedade que permite diferenciar os quarks uns dos outros. A necessidade
dessa propriedade foi primeiramente pontuada quando notou-se que certos hadrons, como os bari-
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ons AT ou X7, eram formados por quarks de mesmo sabor e demais ntimeros quanticos até entao
conhecidos, e isso parecia ferir o principio de exclusao de Pauli, principio que implica que férmions
indistinguiveis nao podem possuir os mesmos niimeros quanticos em um estado ligado. Para resolver
essa questdo, era necessario postular um novo niamero quéntico, e havia a necessidade de que esse
nimero admitisse no minimo trés possibilidades para serem aplicadas aos trés quarks constituintes
dos barions acima mencionados, permitindo distinguir esses quarks uns dos outros. Que cada sabor
de quark deveria ter trés versoes de si mesmo também mostrou-se necessirio para entender quan-
titativamente certos espalhamentos e decaimentos, em especial os espalhamentos e~e™ — hadrons.
A propriedade de cor ndo era observada diretamente, de forma que nao poderia ser relevante na
escala hadroénica ou superior: todos hédrons teriam que ser neutros do ponto de vista da cor.

Desse modo, além do sabor, cada quark estd associado a uma cor (red, blue, ou green), e cada
antiquark a uma anticor (antired, antiblue ou antigreen). Como formalizaremos na segao 3.1, a
simetria de cor é a simetria de gauge sobre a qual é fundamentada a QCD. Assim, a QCD &
invariante sob uma rotacao nesse espaco de cor — essa simetria, sendo uma simetria perfeita da
interagao, adota um papel semelhante ao que o isospin exercia na antiga teoria de Heisenberg,
e é andloga a simetria de gauge na eletrodinamica. Com essa terminologia pode-se resumir duas
propriedades dos quarks dificeis de serem justificadas diretamente a partir da QCD: a restrigao
das maneiras possiveis que os quarks podem combinar-se para formar estados ligados e constituir
héadrons, e a existéncia do confinamento, isto é, a auséncia de quarks livres, mesmo frente a intimeras
tentativas experimentais de isold-los (o que colocou em xeque a propria existéncia dos quarks). Essas
duas propriedades sao implicadas quando é dito que particulas livres sao neutras do ponto de vista
de cor. As tnicas maneiras dos quarks formarem particulas neutras seriam (1) quando ocorresse a
soma de uma cor e anti-cor, analogamente ao que ocorre com cargas elétricas positivas e negativas,
mas também (2) quando ocorresse a soma de trés cores ou de trés anticores distintas, possibilidade
esta nao presente nas cargas elétricas tradicionais e que inspira o nome “cor” para a carga forte
(esquematicamente, red + green + blue = ‘white’ = 0). Desse modo somente a combinagao de trés
quarks, trés antiquarks, ou um par quark-antiquark seria branca (neutra do ponto de vista da carga
de cor), e poderia existir como uma particula livre.

Com o estabelecimento da QCD e de seu regime perturbativo em altas energias, abriu-se cami-
nho para diversas aplicagdes bem-sucedidas da QCD nesse regime energético, pois a propriedade
perturbativa da interacao nesse regime é bastante conveniente para calculos. Em baixas energias,
porém, a QCD é ndo-perturbativa — isso esta relacionado ao fato de que a constante de acoplamento
entre quarks e glions é acentuadamente decrescente com o aumento da energia tipica da interacao,
o que fundamenta a liberdade assintética em altas energias, mas rompe com a propriedade pertur-
bativa em baixas energias. Dessa forma a QCD é de dificil aplicacdo no estudo da estrutura dos
héadrons, o que torna necessario o uso de métodos diversos para abordar o regime nao-perturbativo.
Aléem de modelagens mais fenomenologicas, destacam-se a (1) lattice QCD, (2) regras de soma da
QCD e (3) teorias efetivas, que abordaremos com mais aten¢ao no capitulo 3.

Em 1974 foi descoberto o méson J/v, mé-
son pesado e de vida muito longa, descoberta
esta que iniciou uma série de mudancas em fisica
de particulas que ficou conhecida como Revolu-
¢ao de Novembro. A partir disso a realidade dos
quarks estabeleceu-se mesmo entre os mais céti-
cos, pois o modelo de quarks acomodou a des-
coberta desse méson bastante naturalmente ao
interpretd-lo como um méson formado por um
quark e antiquark ambos de um novo sabor, o
charm (fig. 1.4). Logo inimeros novos hadrons
também foram encontrados e explicados satisfa-
toriamente como constituidos de charm. Os sabo-

D™

Figura 1.4: Com a adi¢do do quark charm, os multi-
pletos sao representagdes do grupo SU(4) e tornam-se
mais complexos. A esquerda, temos os mésons pseu-
doescalares (J = S = 0) e a direita os mésons veto-
riais (J = S = 1). Figura retirada de [eaPDG14].
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res bottom e top foram descobertos mais tarde,
e com isso o modelo atual de quarks possui seis
sabores.

1.1.1 Espectroscopia de quarkonia pesados

Os mésons formados por um quark e seu proprio antiquark sdo denominados quarkonia (singular:
quarkonium), nome dado em comparagao ao positronio, que ¢ composto pelo elétron e sua antiparti-
cula. Os quarkonia constituidos de charm e anticharm sdo denominados charménios (os charmonios
mais leves sdo 7. e J/1, e fazem parte dos multipletos dados na fig. 1.4) e os constituidos de bottom
e antibottom sao denominados bottomoénios. Esses dois tipos de quarkonia mostraram-se especial-
mente favordveis a previsoes teoéricas porque a presenca de dois quarks pesados torna o sistema
receptivo a um tratamento nao-relativistico. Assim o espectro da ligagdo entre os quarks pode ser
abordado de forma anéloga & abordagem do espectro do d4tomo de hidrogénio ou do positréonio. O
espectro dos quarkonia preserva em grande parte, em relagdo ao hidrogénio, o ordenamento energé-
tico entre as diversas excitacoes, porém a ordem de grandeza das energias relativas é muito maior,
sendo da ordem de centenas de MeV e comparaveis as massas dos proprios mésons. Dessa forma
as diferentes excitacoes sao encaradas naturalmente como mésons distintos, mesmo porque nao ha
uma distingdo tao clara entre niveis fundamentais, finos ou hiperfinos, como ha no hidrogénio. Ora,
essas diferencas ndo sdo espantosas, ja que a interagao entre os quarks é outra: a interac¢ao forte. Es-
peramos que em curtas distancias essa interacao seja préoxima da interacio eletromagnética, devido
a semelhanca entre a interagao forte e eletromagnética em curtas distancias (ambas sdo interagoes
mediada pela troca de um tunico mediador sem massa e de spin 1). Porém, para que tenhamos
previsdes bem-sucedidas utilizando mecanica quéntica nao-relativistica, é necessario que ja no nivel
do potencial efetivo seja levado em conta o confinamento. Um dos modelos mais simples e ainda
assim bastante bem-sucedido em explicar os quarkonia é o potencial de Cornell:

V(r) =

O~

% + bgr.

Trata-se de um potencial coulombiano tradicional (o que diz respeito aos aspectos da forga forte
que sdo analogos a forca eletromagnética) acrescido de um termo linear, que leva em conta o
confinamento. O termo linear é eventualmente substituido por um termo quadratico ou mesmo
logaritmico — é crucial porém que o potencial cresca sem limite superior, indicando que nao é
possivel atingir um estado livre, isto é, um estado de forga nula entre as particulas, o que caracteriza
o confinamento.

Adotando a mesma notacao de excitagoes positronicas, podemos classificar os diversos charmé-
nios através de seus nameros quanticos n?*t1L; em que n é o namero quantico principal, L é
o namero quéantico azimutal, S é o ntmero quantico de spin total, e J é o namero quéntico de
momento angular total?. L é escrito em notacdio espectroscopica: L € {S,P, D, F...}. Os estados
n'Sy sdo denominados 7., os estados n3S; sdo denominados v, os estados n' P; sio denominados
h. e os estados n®P; sdo denominados x.; — o sub-indice J é necessario pois nao é determinado
univocamente de L e S. Especialmente com respeito as particulas com n > 1 ou L > 2, podem
ser também escritos n — 1 apoéstrofos, o valor numeérico da massa (em MeV) entre parénteses ou
os nlimeros quanticos nL entre parénteses. Por exemplo, o estado 2351 ¢ denominado ', 1)(3686)
ou ¥(25). O estado 13S; ¢ denominado (3097), 1(1S) ou por razdes histéricas J/1. No caso
do bottomdénio a notacdo usada é andloga, meramente fazendo as substituicbes ¢ — be ¢p — T.
Segue na fig. 1.5 o espectro de particulas detectadas e identificadas com sucesso como excitagoes
de quarkonia.

2Como usual em mecanica quantica, L € {0,1,....n — 1}, J € {|L — S|,|L — S| +1,..L + S}, e S € {0,1}, pois &
obtido da soma dos spins s intrinsecos aos quarks (s = 1/2).
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Figura 1.5: A esquerda temos o espectro experimental de charmonios e & direita o espectro experimental
de bottomonios. Os chamados thresrolds sao limiares de produgao dos mésons D ou B diversos — se o
quarkonium é mais massivo que algum desses limiares, o canal de decaimento nesses mésons é possibilitado
e o quarkonium possui uma vida média muito curta. A linha tracejada indica mésons previstos mas nao
detectados experimentalmente. Os numeros quanticos P e C referem-se as simetrias discretas de paridade
e de conjugacio de carga: P = (—1)Y*T! e C = (~1)L*+9. Figura fortemente baseada em graficos fornecidos
por [eaPDG14].

A espectroscopia de charménios mostrou-se bastante desafiadora a partir de 2003, quando pas-
saram a ser observados diversos mésons que, embora tenham os ntimeros quénticos, canais tipicos
de produgao e decaimento, e massas condizentes com charménios em geral, apresentam dificuldades
para serem identificados como alguma excitacdo especifica, e por isso sdo denominados X, Y, Z.
Segue na fig. 1.6 uma exposicao esquematica desses mésons. Em vermelho, temos listados mésons
Y produzidos em decaimentos de mésons B (B — Y + K), e em azul, mésons de nimero quantico
JPC = 1%+ produzidos em reacdes de aniquilacio elétron-positron (e¥e™ — Y + ). Ambos tipos
de mésons decaem tipicamente em cé + 7°/w/¢ 3. Em amarelo temos dois mésons produzidos em
reagoes do tipo ete™ — Y + J/1 e que decaem em um par de mésons D. Em verde, temos mé-
sons produzidos em reagoes de fusao de fotons (yy — Y'), mésons que chegaram a ser identificados
como charménios x/;, mas que tiveram dificuldades em manter-se nessa posicdo. Eles decaem em
J/V+w/¢ ou em yvy. Os mésons Z* em laranja sdo produzidos através de outros mésons X, Y, Z, em
especial em processos Y (4260) — Z% + 7T, e decaem em um par de D mésons ou em éc+ 1. Esses
mésons parecem possuir versdes analogas no espectro do bottomonio: Z,(10610)" e Z,(10650) ", que
sdo produzidos em decaimentos do Y(10860) — Z* 4 7T e decaem em um par de B mésons ou em
bb + 7+, Versdes neutras Z(10650)° e Z,(3900)° também foram identificadas [Liul4, eaPDG14].

Dada a dificuldade em explicar esses hadrons através de métodos tradicionais, houve muitas ten-
tativas de descrevé-los como hadrons exoéticos, isto é, hddrons que seguem modelos nao-tradicionais
de quarks, modelos que desviam daquela combinacdo bastante especifica de quarks proposta por
Gell-Mann e que fundamenta os multipletos que expomos na secdo anterior. De fato, quais sdo as
combinagoes de quarks (e glions) fisicamente viaveis é algo que deve estar determinado, em ultima
instancia, pela QCD, mas essa determinacao ainda é pouco entendida — nao é demonstrado dire-
tamente a partir da QCD que o modelo tradicional de quarks € o tnico viavel fisicamente, e sequer
que apenas hadrons brancos o sdo. Pelo contréario, a QCD parece sugerir, por exemplo, a existéncia
de glueballs, estados constituidos apenas de glions, o que é plausivel devido a carga de cor dos

3Excegdes sdo o Y (4630), que decai em um par barion-antibarion A.A., e os mésons Y (4260) e (conforme veremos)
0 X(3872), que possuem uma gama maior de decaimentos observados. O méson Y (4230) inclusive decai em outros
mésons exoticos, como o Z(3900)i e 0 X(3872). Além disso, pontuamos por completeza que no processo da cria¢ao
do X(4230) nao é liberado um f6ton.
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Figura 1.6: Largura e massa de diversos mé- #8007

sons charmonium-like que apresentam dificulda- ¥ (4660) m _ _
des ao modelo tradicional de quarks. As cores di- 2500 | i ¥ X(4630)
zem respeito aos seus canais de producao e decai-
mento, e estao explicadas no corpo do texto. Mé-
sons marcados com quadrados sao mésons con-
siderados confirmados pelo Particle Data Group
(PDG), e os mésons marcados com tridngulos sdo
particulas nao confirmadas. Trata-se de uma re-
presentacdo meramente esquemdtica, e por isso 2000
nao nos preocupamos em retratar as barras de Xxe0(3915)_ - X (3040)

erro, que podem ser bastante grandes, especial- X(3872)m Z,(3900)™

mente nas larguras. Figura construida com dados 2800 e A
de [L1u14, edPDG14] Largura (Me&V)

u Z(4430)*
4400 4
X (4350) & = Y(4360)

e v Y (4274) _

Y(4260)m (493 4 Zp(4250)" A X (4240)

Massa (MeV)

4200 +
4 Y(4140) X (4160)

ransmt
Zo(a020y+ 4 £1(4050) Y (4008) ¥

glions (o que é uma peculiaridade da QCD em relagao & QED, na qual os fotons sao eletricamente
neutros). O eventual espectro de glueballs, assim como o espectro de charmoénios e tantos outros,
foi bastante explorado teoricamente na literatura. Outros hadrons exdticos de cor branca plausi-
veis sdo os hibridos de quarks e excitagoes gludnicas (gGg) e também os tetraquarks gqqq, sejam
diquarks-antidiquarks ([gg][qq]), moléculas de mésons ([gq][qq]), etc. Se hadrons exéticos foram de
fato detectados, é matéria de bastante discussdo, mas até o momento nao foi gerado um consenso
em torno de algum hadron especifico. Na préxima se¢do abordaremos com mais detalhes a discussao
sobre 0 X (3872), méson bastante emblematico e que foi de especial interesse em nosso trabalho.

1.2 X(3872)

Em 2003 a colaboracao Belle reportou a descoberta do X (3872), particula detectada em de-
caimentos B¥ — K*nt71~.J/¢, tratando-se de uma ressonancia estreita verificada na distribuicio
de massa invariante do setor 77 ~J/1 [CT03]. Mais tarde a mesma ressonéancia foi confirmada
pelas colaboragdes CDF e DO em setor anélogo de colisdes proton-antipréton pp — wta~J/4
[AT04b, AT04a]. O Particle Data Group (PDG) fornece uma meta-anélise de diversos estudos e
informacoes experimentais a respeito do X [eaPDG14|. Hoje o valor mais acurado de sua massa ¢é
considerado

My = 3871.69 & 0.17 MeV. (1.1)

A largura total de decaimento do X é bastante estreita:

I' < 1.2 MeV. (1.2)

Entre os decaimentos mais proeminentes do X encontram-se D°DO7% (> 32 %), D°D° (> 24 %),
V' (>3 %), nt T I/ (> 2.6 %), wI [ (> 1.9 %), vJ/¢ (> 0.6 %). Decaimentos em ete™, p°J /4,
D°DY D¥*D~, v, vXe1, YXe2, 1J/% € pp também sdo observados.

Recentemente a colaboracao LHCD estabeleceu de forma mais definitiva os nimeros quanticos
do X: JPC = 1+ [ABA*13]. Isso dificultou ainda mais as tentativas de interpreta-lo como um
charmonio: segundo modelos, X/, seria o charmoénio mais proximo do X em massa, mas X/, ¢ tnica
excitacdo condizente com seus niimeros quanticos 171, e é previsto que o X.1 seja cerca de 50 a 100
MeV mais massivo do que o X. A largura desse charmonio também n#o ajusta-se naturalmente &
largura estreita do X. [BG04, BGS05, Wan12|. Algumas modelagens de charménio, com escolhas
bastante convenientes de pardmetros, podem ser ajustadas & mao para coincidir com a massa e
largura do X [BGO04] — mesmo se explicdssemos ou relevassemos a pouca naturalidade desses
parametros, ainda assim diversas dificuldades em rela¢do ao charmoénio restariam [BG04, ELQO6]:



1.2 X(3872) 9

(1) o méson identificado pelo PDG como x., tem massa 3927 MeV, se essa identificacio é correta
os mésons x5 € X = x/; seriam excessivamente proximos em massa; (2) X = x/; teria uma largura
de decaimento X — DD* muito grande, o que & dificil de conciliar com a largura estreita do X; (3)
os decaimentos X — J/iye X — J/¥UnT 7~ por sua vez seriam bastante suprimidos em relagao ao
que é observado experimentalmente. Dessa forma X como um puro charmonio parece implausivel.

Modelagens nao-tradicionais do X abundam na literatura: X foi proposto como um hibrido
ccg |Li05], uma glueball [set], ou mesmo um tetraquark, como o antiquark-antidiquark de Maiani
[MPPRO5|. Esses modelos também encontram dificuldades: calculos na rede [LMO02] indicam para
o hibrido uma massa esperada superior a 4000 MeV; as glueballs ndo sdo condizentes com os
decaimentos X — wJ/¢ e X — ~J/¢ [Swa06]; o modelo de Maiani e correlacionados preveem
um amplo espectro de mésons exéticos, inclusive parceiros carregados do X, que ainda nao foram

identificados [MPPRO05, AT05b, Swa06].

A hipoétese do X como um méson molecular é bastante apelativa por conta da proximidade de
sua massa e a soma das massas dos mésons DY e D% [Vol08]:

My — Mpo — Mpo- = —0.6 4 0.6 MéV, (1.3)

De forma que é bastante plausivel encarar o X como uma molécula de mésons DY e D% fracamente
ligada, andloga ao deuteron. Essa possibilidade foi bastante explorada na literatura, e de fato foi
defendida mesmo antes do X ter sido detectado, em especial por [T6r94|. Swanson analisou a
possivel ligacdo entre os mésons D e D* e constatou que a troca de pions nio seria suficiente para
estabelecer a ligagao [Swa04b]. Através de um modelo nao-relativistico de quarks, ele reproduziu
a eventual ligacdo por meio de uma interagdo de curto alcance dada via troca de quarks e glions.
Nesse sentido, Swanson modelou 0 X como sendo uma mistura de componentes moleculares DY D%*
e DY D*~ e de componentes p.J/v¢ e wJi — todas elas possuem niimeros quanticos de charmonio
e massas proximas & massa do X, de forma que essa mistura é plausivel. Levando em conta o
pequeno valor da eventual energia ligacio do X, ele observou que o peso da componente D°D%*
prevaleceria sobre as demais. Wong, utilizando uma interacao de curto alcance anéloga (regida por
uma hamiltoniana de quatro corpos com interacoes efetivas pareadas, similarmente obtida por um
modelo nao-relativistico de quarks), também previu a ligacao molecular [Won04].

Esses trabalhos foram criticados por Suzuki, que levantou objecoes teodricas & inclusdo da in-
teracdo de curto alcance, e favoreceu o modelo do X como um charmoénio [Suz05|. Tais objecoes
sofreram réplica de Swanson [Swa06]. O modelo molecular também foi criticado por Liu et al.
|[LLDZ08]: tendo em mente que, em relacdo ao deuteron, a ligacao molecular pode ser entendida
incluindo-se, além da troca de pions, uma interagao modelada através da troca de mésons o, eles
usaram o nesmo método para estudar a interacio dos meésons D° e D% e concluiram que a formacao
de uma molécula é bastante improvavel. Mais tarde, porém, outro estudo [LLLZ09| mostrou que
a hipotese molecular torna-se mais plausivel levando-se em conta a influéncia de mésons pesados
mediadores, como p e w. Lee e colaboradores, atentando-se & mistura das ondas S e D, & presenca
dos mésons D carregados e & quebra de isospin por parte dos mésons D, defenderam que com esses
elementos um estado ligado de mésons D surge naturalmente e o X poderia facilmente ser acomo-
dado nesse cenario [LFGL09]. Li e Zhu, considerando esses mesmos elementos e usando potenciais
one-pion-exchange e one-boson-exchange, chegaram a mesma conclusao [LZ12]. Eles pontuaram que
os efeitos dos mésons pesados cancelam-se em sua maioria, de forma que a troca de pions domina a
interacao (ainda que o efeito residual dos mésons pesados mediadores possa estabelecer a existéncia
ou inexisténcia de ligagao). Também observaram que, ainda que a componente de mésons D neutros
predomine sobre a componente de mésons D carregados, a presenca desta dltima favorece a ocor-
réncia de ligagdo, sendo por isso um fator crucial na modelagem. Lee et al. apontam que também
é pequena a contribuicdo da mistura de ondas S e D.

O modelo molecular de Swanson foi bem-sucedido em prever que I'(X — 7T7~70J/¢) ¢ da
ordem de I'(X — w7~ J/1) [AT05a]. Ainda que parceiros carregados do X nao tenham sido
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observados experimentalmente [AT05b] (o que poderia indicar que ele fosse um isoescalar), essa
relacdo sinaliza uma quebra de isospin no decaimento do X, o que é um forte indicador de seu
cardter molecular. De fato, a C-paridade positiva do X implica que o par de pions no decaimento
X — 77~ J/¥ tenha conjuntamente uma C-paridade negativa, de forma que esse par deva ter
isospin total I = 1. J4 ao trio de pions em X — 777~ 7".J/V s6 & possibilitado que assuma isospin
total I = 0 ou I = 2. Dessa forma, o isospin do X nao s6 nao condiz com o charmémio, como
também nao é um ndmero quantico bem definido. Essa quebra acomoda-se no modelo molecular
especialmente porque uma molécula de mésons D carregados seria cerca de 8 MeV mais pesada
que a molécula de mésons D neutros. [T6r04, Vol07, Vol08]. Swanson associou o decaimento de
trés pions a etapa intermediaria X — wJ/¥, e o decaimento de dois pions & X — pJ/V¥, o que é
confirmado experimentalmente através da andlise da distribui¢ao de massa invariante dos pions.

Mais tarde, porém, a colaboracao Belle estabeleceu a razao [AT08]
I'(BY — XKY)

Rp = = 0.82 £ 0.22 + 0.05 1.4
BT (Bt =5 XKY) ’ (14)

o que foi entendido como uma dificuldade para o modelo molecular [LLDZ08|: Suzuki observa que
o modelo molecular prevé que Rp << 1 [Suz05], o que também foi apontando por Braaten e
Kusunoki [BK05a], que previu para o modelo molecular R, < 0.08 . Os decaimentos radioativos
também mostraram-se probleméticos: em 2009 a colaboragdo BaBar estabeleceu que a razao

D(X — yy')

=T 5 79)

(1.5)

tem valor experimental R = 3.4 + 1.4 [AT09], o que contraria o modelo de Swanson [Swa04a]. Seu
modelo previa que as componentes moleculares do X decairiam no féton via aniquilacao de quarks
leves, e as componentes pJ /¢ e wJi decairam no foton via vector-meson dominance — apenas o
primeiro mecanismo permite o decaimento X — 1/'~y, de forma que esse decaimento seria fortemente
suprimido e teriamos R =~ 1073. Recentemente a colaboracio LHCb reportou [AT14]

R =2.45+0.64 + 0.29, (1.6)

em que a primeira incerteza é estatistica e a segunda € sistemética. No proprio artigo eles concluem
que o resultado nao suporta uma natureza molecular do X.

Porém, essa conclusao baseia-se sobretudo no modelo de Swanson. Dong et al. [DFGL08, DFGT09],
utilizando lagrangianas fenomenologicas e assumindo que X fosse uma molécula DOD*0, calcula-
ram a largura I'(X — J/1) e obtiveram um limite superior de 118.9 keV, o que é compativel
com valores obtidos com alguns modelos de quarks (como o modelo de Swanson) e com outras
predigbes moleculares (como [AMO12]). Seus resultados nao sao tao sensiveis a uma variagao da
energia de ligacdo, mas dependem fortemente de um fator de forma Ajs relacionado ao tamanho
da molécula hadronica. Mais tarde [DFGL10] eles refinaram o célculo e abordaram (entre outros)
os decaimentos radiativos X — J/Uy e X — 9’y. Como no trabalho de Swansom, foram consi-
deradas componentes DD*, pJ /1, wJ, e além disso foi também considerada uma componente de
charménio. Eles constantaram que o valor de R tal qual obtido por BaBar nao permite estabelecer
o peso relativo das componentes moleculares ou de charménio, pois ha um delicado balanceamento
entre elas: dependendo do peso e até do modelo de charmonio adotado, o valor de R fornecido por
BaBar pode ser reproduzido tanto por um X predominantemente molecular quanto por um X que
¢ predominantemente charmonio. Nesse sentido, cerca de 5% de charmonio ja foi suficiente para
obter o valor experimental de R. Voloshin [Vol08] aponta que esse tipo de contrabalanco permitiria
conciliar o entendimento das transicoes pionicas do X, que seriam dominadas por sua fisica de
longas distancias (a componente molecular), e a produgdo do X que, por sua vez, seria dominada
por sua fisica de curtas distancias e justificaria a razao (1.4).
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Guo et al. [GHK"15] investigaram a estrutura de longo alcance do X em decaimentos radiativos
X — vJ/1p e X — 1. Discordando de [Swa04al, eles concluem que esses decaimentos ndo per-
mitem tirar fortes conclusdes a respeito da natureza do X. Porém, a andlise que eles empregaram
foca-se apenas nas contribui¢oes dos termos de loop para a amplitude radiativa, isto é, contribuicoes
da estrutura de longo alcance do X. Nao foi explicitamente considerada a contribuicao da estrutura
de curto alcance, que seria parametrizada em termos de contato na lagrangiana efetiva. O proposito
principal do nosso trabalho foi executar uma andlise apropriada do grupo de renormalizacao tanto
dos loops quanto dos termos de contato. A necessidade de um contratermo representando a fisica
de curtas distancias ja foi enfatizada em [MS11].
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Capitulo 2

Espalhamento quantico

2.1 Equacgao de Schrodinger de duas particulas

A dindmica que ocorre no espalhamento de duas particulas é regida em mecéanica quéntica pela
equagao de Schrodinger

hzﬁ%l 6%2 71, o, t) + V (21, T ﬁﬁt‘ha*”t 2.1
) ™ +m72 Y(Z, X, )+ ($1,$2)¢($1,3€27 )*Z aw(uﬁ,m, )- ( . )

O sistema de duas particulas é descrito pela funcdo de onda (%, Z2,t), e sua dinamica é determi-
nada pelo potencial V (Z1, Z2,t). m1 e mo definem as massas das particulas, Z e Zy os vetores de
posigdo associados a elas, e 6?27 é o operador diferencial laplaciano tomado em funcio das compo-
nentes de um dado ¢. Supomos uma situagdo de homogeneidade temporal, isso €, a interacdo nao
depende explicitamente do tempo: V (¥, Za,t) = V (&1, F2).

Estabelecemos as grandezas

mimso X»_ N mlf1 + meg

_mma P — & 2.2
m1+m27 M ) € X1 2, ( )

M =mq + mo, m =

em que M é a massa total do sistema, m é a chamada massa reduzida e X & vetor de posicao
associado ao centro de massa. Realizando uma mudanca de coordenadas (Z1,72) — (X,Z) em
(2.1), obtemos [Gri%4]

h? h?
—— V%2 — —V2 V(Z)y = Ev. 2.3
SV = VR V(@) = B (23)
Assumimos aqui uma situacdo de homogeneidade espacial, isto é, V(Z1,Z2) = V(Z), a interagao
nao depende da posicao do centro de massa X. Isso significa que o sistema como um todo pode
ser transladado sem que haja alteracio de suas propriedades fisicas. Fazendo a decomposicao ¢ =
B(X)A(Z), obtemos as equacoes desacopladas [Gri94]

h? h?
——V2B = ExB, ——V2A+V(Z)A = E,A, 2.4

2M X X om  Z ( ) f ( )
em que E, + Fx = E. A primeira equagdo é andloga & equacao de uma particula livre de massa
M e a segunda equacao é analoga a equacao de uma particula de massa m sob a influéncia de um
potencial V. Fica evidente que o essencial da fisica que ocorre na interacao de duas particulas pode
ser abordado através do problema de uma tnica particula de massa m localizada em uma regiao

13
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do espaco sob a influéncia de um potencial externo. Sob essa 6tica abordaremos o problema do
espalhamento nas préximas secoes.

2.2 A equacao de onda no espacgo de configuracao

A equacao mais importante na teoria do espalhamento dentro do contexto da mecanica quantica
nao-relativistica é a equagao de Lippmann-Schwinger [Sak94]:

1
[03) = |¢5) + mv [C=8 (2.5)

W;f> representa o estado de uma particula que sofre uma interacao descrita pelo operador hamil-
toniano H =V + Hp , em que V é o operador referente ao potencial da interacio e Hg = p*/2m é
o operador referente & energia cinética. |¢;) representa o estado de uma particula livre de energia
E ¢ momento = hk (de forma que k é tal que E = h2k2?/2m). Identificamos assim |¢5) = |D), em
que |p) é o autoestado do operador momento linear.

A equacdo de Lippmann-Schwinger ¢ construida de tal forma que \1/J§> obede¢a & equacao
de Schrédinger H W;f) =F \1/1§> e esteja sujeita a condigdo de contorno limy_, \1/%) = |op),
pois, quando o potencial tender a zero, desejamos obter o estado da particula como o estado de
uma particula livre de momento p. Temos ainda que F+ = F =+ ie, em que € € um nimero real
bastante pequeno (o limite € — 0+ é subentendido), ali colocado para evitar-se uma singularidade
no operador.

Multiplicando a equagdo pelo estado (Z| e estabelecendo a notagdo (Z]apz) = az(Z), obtemos
[Sak94]

VE@) = 05(d) + [ dTOEDV@IED. (2.6

—

em que consideramos um potencial local (Z|V|§) = V(£)63(Z — ) e ainda

+ig [Z—7]
ol 0 = 20
Experimentalmente ocorre que a regiao em que o potencial ndo é desprezivel é uma regiao muito
pequena se comparada a regido onde ocorrem medigdes experimentais diretas. Esse fato sugere que
consideremos |Z| >> |y|. Pode-se mostrar [dTP03] que esse é um procedimento legitimo para
os denominados potenciais de curto alcance, potenciais tais que limg,_,oo 2V (Z) — 0. Nesse caso,
analogamente ao que usualmente é feito em oOtica ondulatéria, é valido utilizar as aproximagoes
|#— g7 ~ |27 = 27! e +ip|T — ] ~ +i(px — p’ - 7), em que definimos p’ = pi/z = pi. Com
isso, mostra-se que [Sak94]

1

= +if
W (eZh + " f(ﬁ/>ﬁ)> = winc + wesp, (28)

vy (T) =

com f(7',7) = —(4mm*h) (£5"|V[¢y).

Percebemos assim que a onda de probabilidade que rege a particula no espalhamento é a soma
de uma onda plana vjnc, que interpretamos como a onda incidente, e uma onda esférica e, de
amplitude f(p’,p), que interpretamos como a onda espalhada. Essa onda ¢ emergente, no caso
de W}'}U, ou imergente, no caso de W};). Ora, a ocorréncia de uma onda imergente, no contexto
do espalhamento, dependeria de condigoes de contorno bastante artificiais que praticamente nao
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ocorrem em situagoes fisicas. Dessa forma podemos lidar apenas com W};U e simplificar a notacao
estabelecendo [1z) = \¢;> .

2.3 A equacao de onda no espaco de momento e o operador de
transicao

Para obter a equacdo de onda no espago de momento, voltamos & equagao de Lippmann-
Schwinger e multiplicamos a equagao & esquerda por (q] :

o) = (g + [ @ L 29)

v =o@p + [ @5y TR (2.10)

Na tltima igualdade estabelecemos uma nova notagao para os diversos produtos envolvidos: (glaz) =
a(q,p) e, para um dado operador K, (¢|K|p) = K(q,p). Repare que, porém, ¢(q,p) = (q|¢p)
(@p) = 8*(P— ), o que dificulta o estudo numérico dessa equacio, devido & singularidade da funcio
delta de Dirac.

E interessante, em teoria do espalhamento, estabelecer um operador T tal que T |o5) =V |¢p).
Esse operador, de certa forma, transforma a particula livre na particula espalhada (a menos de um
fator V). Obtemos, multiplicando dessa vez a equacao de Lippmann-Schwinger pelo operador V|

1
VIvg) =Tlog) = Vlieg) +Ve—7Tlog) (2.11)
+ — 110
) ) V(@HTG,P)
T(qp) =V A5 2.12
(7. p) (q,ﬁ)+/ 5B, - 52/2m (2.12)
Vemos assim que vale
1 & 1 n 00
T=V+V——-—T=T-= <V> V= Ty, 2.13
E+ — Hj nz:() E, — Hy TLZ:O ( )
e ainda T(q,p) = Y po Tn(q, P), com
1 o L 1 oL 1 -
@) = [ [ e [ ARV g VOB gV P iV D
(2.14)

Cada termo T,(q, p) pode ser interpretado como sendo referente a uma interagdo com n + 1 etapas
na qual a particula, inicialmente com momento ¢, passa a ter momentos pi, pa, ..., Pn, Para ao final
deixar o campo de interacao com momento p. Assim os termos de forma m representarm
propagadores, e dizem respeito & particula propagando-se livremente com momento p; entre uma
interacdo e outra. Os termos de forma V (pj, pj) dizem respeito & mudanca de momento por parte
da particula devido & interacdo. Fica estabelecida também a integracao sobre todas as trajetérias

possiveis, o que é um aspecto essencialmente quéintico da mecénica que rege o problema.
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No espaco de configuracao, ha uma interpretacao bastante analoga:

P Tyt

To(4,P) = (27rfz)_3/d3§:’1/d35c’2..‘/dBi’,L.Fle_i%V(xl)G(fl,;i’z)V(:ng)G(:E'g,fg)‘..G(fm;i’n+1)V(xn+1)e 2
(2.15)

Vemos que os termos de forma G(Z;, Z;) propagam a particula do ponto z; ao ponto z;, propagacao
que termina quando o potencial V' atua em um ponto espacial especifico (o que caracteriza a
chamada localidade da interac¢ao). Esse processo eventualmente se repete até que a particula deixe
o campo de interacdo como uma particula livre de momento p.

2.4 Simetrias do espalhamento

Expandindo o autoestado do operador momento linear em uma base que é simultaneamente
diagonal segundo os operadores H, L? e L, (em que L é o operador momento angular), obtemos
[Sak94]

7) = Z/dE]E,l,m> (E,1,m|p) = Z\E,l,m V1/mp Y (p). (2.16)

Im

Apés a tltima igualdade, E tem o seu valor fixado: E = p?/2m. Y/"(#) ¢ um harmoénico esférico de
de grau [, ordem m e argumento &, argumento que pode ser definido pelos angulos esféricos (¢, 0).
Assim sendo, podemos escrever um operador K qualquer sob a forma

K@.p) = > A0k im@, )i ()™ (H). (2.17)

! !
Lm,l’m

De fato, essa expansao também decorre meramente do fato de que os harmoénicos esféricos consti-
tuem uma base completa do espago de fungdes de dominio (¢, ), o que nos permite escrever, no
formato acima, quaisquer fun¢oes dos momentos p’ e p (como, por exemplo, ¥ (p”’, p)).

O operador V' de um potencial de interagdo em que ocorre a conservagao de momento angular,
ou equivalentemente, de um potencial que apresenta simetria esférica, comuta com os operadores
L2 e L. O mesmo pode-se dizer do operador 7', o que é constatado ao analisar-se a forma recursiva
(2.13) desse operador. Para operadores K que, como V e T, respeitam essa propriedade, decorre do
teorema de Wigner-Eckart que (E', ", m/|K|E,l,m) = K|(E', E)dy 10 m [Sak94]. Logo, podemos
escrever

p) =Y (4mk(p, p)Y" ()Y () = Y21+ Dku(p', p) Pi(cos(d - p)), (2.18)
Ilym l

em que Pj(x) é o polindmio de Legendre de grau [. Pode-se inverter a relagdo acima, escrevendo
ki(p',p) em fungao de K(p’,p). Aplicando essa inversdo em (2.10) e (2.12), demonstra-se que

oo 2 /

L p) = u,p) + /0 ! ;lg gip_q(?;%ﬁi (2.19)
oo 2 /

i(p'p) = (v’ p) + /0 qZ:,f Zéip _’?}ﬁ%’g. (2.20)

Essas equacgoes sdo especialmente tteis para analises numéricas.
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2.5 A matriz S e os angulos de defasagem

O operador S é um operador que relaciona o estado final ao estado inicial de um processo de
espalhamento:

se (@')e" gy g, = 1 (57 (1)) ot e U =00 (1)) = 1 (7 (8)] 17 (1)), (2:21)

Os limites t — oo e tg — —oo encontram-se implicitos. O indice Sc refere-se a representacao
de Schrédinger e o indice I & representacao de interagao. O operador S é tal que %S (t,to) =
—iV (t)S(t,tg), em que V(t) evolui segundo V (t) = etHotV/e=iHot " como usual de um operador dado
na representacao de interacao [Sak94|. Assim |Barl6|

S =T |exp (—i /t dTV(T)) =1+ (_nl‘)n /t /t /tT [V (t1)V (t2)...V (tn)] dtpdtn—1...dt1,
to n=1 : to Jto to

(2.22)

em que 7 & o operador de ordenacdo temporal. Manipulando a integral dada acima, e fazendo
especialmente

> {(Fo—Ho) = i(Eo—Ho) i
dr = ! Bo—Ho)r [ g i(Bo—Ho)r p—er _ 2.23
/0 T=e /0 Te e B H, ric ( )

prova-se [Sop06] que

S(p,q) = (plg) — i(2m)d(Ep — Eg)T(P, 9); (2.24)

com T'(p, q) definido via (2.14). (p]q) é referente a possibilidade de ndo haver interagao, e a parcela
seguinte refere-se & interagao. Fica evidente a conservagdo de energia no processo.

Esse resultado também se verifica pelo ansalz S = <wq:|w;>, verificacdo que pode ser feita
em poucas etapas [GY04]. Primeiramente, obtemos uma férmula analoga & equagao de Lippmann-
Schwinger:

0= (E~Ho)p)=(E~H)|p)+VI|p)=(E~H)|p) — (B~ H)[ug) + V5, (2.25)

l93) = (1 + Eil—HV) D) - (2.26)

Desse resultado, também obtemos

1
T = —V. 2.2
ViV gV (2.27)

Em seguida, verificamos que os estados espalhados estdo em certo sentido normalizados:

1 1 1
<¢$|¢;~t> = <¢}t| <1+Eﬁi—HV> ) = <¢}t| <1+ Eﬁ—E(;:FV> ) = <¢}t| (1_VEq*:F—Ho> D) »
(2.28)
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e ao final podemos estabelecer (zﬂ(}fh@f) = (q]p) usando a equagao de Lippmann-Schwinger propri-

amente dita. Dessa formal

1 1
p p

1 1 . -
S— (@ = (Eﬁ_ B B E ) (w7 VIP) = —2mid(Ey — Bp) (w7 V1) . (232)

A equivaléncia entre (2.30) e (2.32) fica evidente notando-se, via (2.26) e (2.27), que (¢ |V|p) =
<q_]V|1,Z)pf> =T(p,q) para E = Ey = Eg, ou meramente calculando <w(;f|1,b;§> - <¢q?|¢pf>.

Manipulando a formula (2.24), usando (2.16) e o teorema de Wigner-Eckart aplicado ao operador
T, pode-se obter

(E'I',m!|S|E, 1,m) = (1 — 20iTy(E))Sp 16 m0 (E' — E) = Sy(E)8y 1 m6(E' — E),  (2.33)

em que T}(E) = Tj(p,p) e E = p?>/2m. Da unitariedade da matriz S, evidente pela definicio de
S em (2.21), é facil perceber que podemos parametrizar Sj(E) = €9 com §;(E) real. Essa
grandeza, denominada dngulo de espalhamento em onda [, tem uma interpretacdo fisica bastante
simples [dTP03]: expandindo em ondas parciais a funcao de onda livre, temos

/’k’-,‘.’
e T—00

(@) = s = S0 Rk hr) " P itered S+ i Al p)sin (r-3).
(2.34)

em que consideramos z muito grande, de forma anéloga ao que fizemos para obter (2.8). A solugao
da equagao de Schrédinger para um potencial de curto alcance apenas troca, na expansao em ondas

parciais, o fator sin (k:r — %) pelo fator ¢;sin (k:r - %T + 5l>. O potencial acarreta, dessa forma,

uma defasagem na funcao de onda radial, defasagem que é parametrizada pelo angulo ¢;. Impondo
(2.8) como condicdo de contorno, estabelece-se que ¢; = €',

2.6 Secao de choque

Consideremos um feixe de particulas que incide em um centro espalhador. Em fisica cléssica,
esse feixe (ou uma pequena regiao desse feixe, aqui abstraida como infinitesimal), caracterizado por
um parametro de impacto b, é inicialmente restrito a uma secao transversal do = bdbd¢, até que
seja espalhado dentro de uma abertura angular dQ2 = sin fd¢df correspondente (fig. 2.1). A secao de
choque diferencial é definida pela relagao j—g, que depende de (b, ¢), ou, analogamente, dos angulos
esféricos (¢, 0).

!Usamos aqui o resultado

T fa) f(x)
li dr = Fir f(0 li —=d 2.29
0+ oo T EiE @ = Firf(0) + oot lo|>e T “ (2.29)
resultado que implica que
. 1 1
elinol+ e Fimd(z) + p.f.x. (2.30)

p.f. refere-se a parte finita (’partie finie’) ou principal valor da integrando. Demonstragao e melhor explanagio das
formulas (2.29) e (2.30) encontram-se em [V1a71].
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Sendo L a luminosidade do feixe de particulas incidentes (isto &, o nimero de particulas inci-
dentes por unidade de tempo e area), ha um numero dN de particulas por unidade de tempo que
sao espalhadas através de um intervalo de angulo sélido d€Q:

AN = Ldo — 199 4, 40 _ 1N

T R AT (2.35)

Assim, obtemos uma relagao entre a segao de choque, a taxa de eventos e a luminosidade [Gri94],
grandezas de grande relevancia experimental. A secdo de choque total o é definida naturalmente

CcOomo
do dN

d}

fluxo incidente

db Y ep——
—-———
[ b
centro U
espalhador
ff—
do - lif————

Figura 2.1: Espalhamento de um feixe de particulas por um centro espalhador [CS].

Estendemos esses conceitos para o espalhamento quantico através da chamada corrente de pro-
babilidade. Essa corrente é uma corrente que é conservada por uma funcio de onda 1 que obedeca
a equagao de Schrédinger:

L 4Vi=0, p=PP,  7={O/mn@Vy), V=V (2.37)

Decompomos essa corrente definindo Jinc = (h/ m)Im(wincﬁwinc) para a onda incidente e definindo
Jesp de forma anéaloga para a onda espalhada (ondas estas que sdo definidas em (2.8)). Podemos
estabelecer L ~ |Jinc| € AN ~ Josp - 7 12dQ2 [dTP03], e obtemos

- 52

0 I T\ f( 9P = (ma?) T, (239)
|]inc|

Fica evidente a importéncia da amplitude de transicdo T'(p”’,p) — além de ser uma amplitude

crucial teoricamente porque rege o grosso da evolugao temporal do sistema, justamente a parte da

evolucao que diz respeito & ocorréncia de interacdo, a amplitude também esta ligada diretamente a

um observavel fisico, a se¢ao de choque, como também, conforme vimos, aos dngulos de defasagem.

2.7 Estado ligado

Até aqui lidamos com o problema estritamente do espalhamento, isto é, consideramos £ > 0.
Nesse caso, através da equagao de Lippman-Schwinger, fica claro que a mera obediéncia & equagao
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de Schrédinger nao determina totalmente a solucdo do problema — tivemos também a liberdade
de impor uma condicdo adicional limy_.q |15 = |¢p), em que |¢5) é um autoestado de Hy com
autovalor F. Mas ndo existe um autoestado nessas condicoes se E < 0, pois Hy é positivo definido?.
Se desejamos obter solucdes tais que B = —F > 0 aplicando um método anélogo ao que utilizamos
nas se¢oes anteriores, devemos lidar com uma versao homogénea da formula de Lippman-Schwinger:

1

+ +

= Vv 2.39
versao que nao mais fornece a liberdade de impor aquela condicao adicional. Isso implica em resolver
a versao homogénea da equacao (2.10):

(qlvB) = /d3§m. (2.40)

Ocorre que somente para alguns valores de B essa equagao apresenta uma solugao (8¢ p) (isso ficara
claro na discretizagio dessa integral que realizaremos na sec¢do 2.9). Isto ¢, o espectro de £ < 0 ¢é
um espectro discreto, somente alguns valores de B sdao permitidos.

Olhemos o problema sob outro ponto de vista. Se £ = p?/2m e E < 0, p serd um ntimero
imaginario puro: p = iw, em que tomamos w como positivo. Ora, podemos estender a formula (2.8)
para p imaginario, e essa extensdo analitica deve ser solucdo da equacdo de Schrodinger com E
negativo®:

T

>

Wp(E) = — (a‘ﬁf + &

(27h)3/2 —f (ﬁ’aﬁ?> : (2.41)

Como para o caso E > 0, também para um dado £ < 0 hd um conjunto de solugbes parametrizadas
pelo versor 1. Mas para qualquer valor de w, lim; o exp(—**) = oco. Assim (2.41), ainda que
defina solugbes da equacao de Schrodinger, em geral nao terd as condig¢oes de contorno adequadas

para configurar um estado ligado.

Por outro lado, se ha um estado ligado de energia B = By = wi/2m, limg o0 limy, ., ¥ 5(F)
deve ser finito. Como conciliar esse fato com (2.41)7 Isso s6 & possivel se limy sy, f(p”,P) for

singular, o que implica em certa supressao do termo exp(—“%f):
. L FEE) TR R ) e
S vp@) = lim o m e T e ) T et @eh (2.42)

w . . . —
Isso é, apenas o termo e~ = permanece no limite w — wp, o que configura lim,, ., ¥5(Z) como a
solucdo da equagao homogénea (2.39).

A aparente infinitude para todo & por parte de limy, s, ¥5(Z) em (2.42) nao ¢é tao problematica
quanto parece, pois nesse limite f(p’,p) é apenas um fator de normalizagdo. Nesse sentido, a para-
metrizacao da fungdo de onda em (2.41) apenas ndo é a parametrizagdo adequada para a resolugao
do problema com w = wy, a solugdo que obtemos da mera substituicio w = wg em (2.41) é espuria.

®Isto ¢, V[a), (a|Hola) > 0, pois (alHola) = (2m)~* (alppla) = (88) > 0, em que |8) = p|a) (2m) /.

3Podemos escrever f(p',p) = —(4mn?h) <:I:ﬁ'\V|1/J;f> apenas para E > 0. Adicionando 1 = [ d*%|7) (] & esquerda
e a direita de V, chega-se em uma férmula que pode ser estendida para p imaginario. Também T foi definido inicial-
mente tendo o espalhamento em mente, mas através de (2.14) e (2.15) pode-se deixar essa definigao de lado e estender
analiticamente T’ para E < 0. Ambas extensdes claramente devem manter a relagio T'(5”, p) = —(4mn>h) f(5’, P).
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Um exemplo trivial desse tipo de situacao é a primitiva

xa—l—l
dr z® = k 2.43
/ T T ol + K, ( )

solugao que, se interpretada ingenuamente, apresentaria para a primitiva de 1/z um valor infinito
para todo x. Mas evidentemente essa parametrizacdo ndo vale para a = —1, a solugdo correta
é finita: [dx1/xz = In(|z|) + k. Assim, se f(p',p) for singular para E = —Bjy, a solugao obtida
via (2.41) ¢é espuria, mas somente uma solugio espturia de (2.41) abre a possibilidade de obtermos
(por outros caminhos, como (2.39)) solugdes com condi¢oes de contorno adequadas para que seja
estabelecido um estado ligado. Dessa forma podemos associar uma singularidade em f(p”’,p) a
solucao do estado ligado. Essa singularidade tera origem em um valor singular de T;(—By) para
algum [ e By.

2.8 Espalhamento em teoria quantica de campos

Abordamos o problema do espalhamento de duas particulas reduzindo-o a um problema de
uma Unica particula espalhada segundo um centro espalhador, isto é, uma regiao do espaco que
sofre a influéncia de um potencial externo. Esse procedimento é bastante andlogo ao procedimento
que usualmente é realizado em mecéanica classica. O problema reduzido retém todas informacoes
relevantes do problema original, ainda que possa obscurecer certos aspectos, como por exemplo a
conservacao de momento linear — s6 temos explicitada em (2.24) uma conservacao de energia. De
fato, pelo teorema de Noether, a conservacao de momento linear correlaciona-se & homogeneidade
do espaco, isto €, & invariancia do sistema sob translacoes. Mas um potencial externo torna o espaco
nao-homogéneo, de forma que o problema reduzido, tomado em si mesmo e fora de seu contexto, nao
apresenta conservagdo de momento linear — a homogeneidade espacial e a conservacao de momento
linear s6 sao explicitamente recobradas ao analisar-se em seu todo o problema de dois corpos. Assim
sendo, se no problema reduzido uma particula é defletida por um potencial, no problema de dois
corpos correspondente temos duas particulas defletindo-se em sentidos contrérios, conservando o
momento linear.

Em teoria quantica de campos estamos interessados desde ja em uma situacao mais geral, em um
sistema de Ny, particulas incidentes e Nyt particulas espalhadas. Ainda que em algumas situagoes
seja um procedimento frutifero, ndo desejamos realizar aqui uma reducdo a um problema de menos
corpos, de forma que escolhemos desde o inicio do formalismo explicitamente respeitar a conservagao
nao s6 de energia, mas também do quadrimomento. Levando isso em conta, em analogia a (2.24)
podemos escrever

(P'|S|P) = (P|P) — i(2m)3(AE) (P|T|P) = (P'|P) — i6*(Ap) (P'.at| P, (2.44)

em que P = {p1, p2, .., P, } 530 0s quadrimomentos das Ni, particulas incidentes, P' = {p}, ph, ..., Py, . }

sao os quadrimomentos das Noyt particulas emergentes, e Ap = ij:‘“l‘t Pi— Z;V:inl p; € a diferenca de

quadrimomento entre as particulas incidentes e emergentes. Notacao analoga usaremos para outras
propriedades das particulas, como por exemplo E; sendo a energia da particula incidente 1, mj
sendo a massa da particula emergente 2, etc.

E de grande interesse a soma de | (P'|.#|P) |? sobre todas configuraces de particulas emergentes
cinematicamente permitidas. Ela pode ser escrita como

1

AlNn) = f(Nin)

/ dP'| (P'|.#|P) |*(2m)*6* (Ap). (2.45)
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O delta de Dirac impée a conservagao de quadrimomento no processo e [ dP’ meramente seleciona
as configuracdes fisicas de particulas emergentes, isto é, particulas que estdo na camada de massa
e tém energias positivas definidas:

Nout d3 —y 1

dP' = — m’202 / .
/ pl H / —12 4 m/2 62

f(Nip) é um fator de normalizagdo que depende das propriedades das particulas iniciais, e é espe-
cialmente calibrado para dar a A(Vj,) maior significado fisico.

Nout

(2.46)

O caso Njn = 2 é referente ao espalhamento de duas particulas, situacao que vinhamos tratando
nas segoes anteriores. Restringindo-se ao caso de feixes de particulas colineares (p) // p2), e fazendo

R2F(2) = 4y/(p1 - p2)2 — (mimac?)? = (2E1)(2Ey) |01 — Gale™3 "= 4(E1 + Eo)|pi|c™Y,  (2.47)

temos que A(2) nada mais é do que a segao de choque total o do processo [QFT].

Repare que o formalismo apresentado nessa secao permite que as particulas incidentes convertam-
se em outras particulas — esse é um fenémeno de interesse sobretudo relativistico, e por isso nao
foi incluido no formalismo que desenvolvemos anteriormente a partir da equacao de Schrédinger.
Decorrente disso, também é de interesse o caso Nj, = 1, uma situacdo em que uma particula livre
decaia em outras particulas. Nesse caso, fazendo f(1) = 2hmq, temos que A(1) =T é a amplitude
de decaimento da particula. Essa amplitude é tal que t1/5In2 =7 = ' em que t1/2 € a meia-vida
e 7 ¢ a vida média da particula [QFT].

Resta-nos assim discutir como calcular (P’|.#| P). Obtemos (P'|.#| P) a partir das chamadas
regras de Feynman. Essas regras provém essencialmente das formulas (2.21) e (2.22). Ao invés do
termo "potencial de interagdo", agora usamos o termo "hamiltoniano de interacao", que de qualquer
forma ainda é o termo que, uma vez somado ao hamiltoniano livre, constituird o hamiltoniano
total. Mas diferentemente do caso ndo-relativistico, e assim como em teoria classica de campos, os
hamiltonianos regem aqui propriedades de campos, e para tanto devem ser integrais espaciais de
densidades de hamiltoniano:

H=Ho+V '8 0= Hy+ H; = /d?’:ii%% + /d%ﬁﬂ[, (2.48)

em que as densidades de hamiltoniano dependem apenas de campos (e suas derivadas). As propri-
edades dos campos livres sdo estabelecidas pelos hamiltonianos livres, que definem as propriedades
das particulas livres, como spin e massa (assim como, por exemplo, o hamiltoniano de uma onda
classica define propriedades dessa onda, como a velocidade de propagagao). Ja os hamiltonianos de
interacdo estabelecem interacoes entre os campos (de forma analoga que é descrita, por exemplo,
a interagdo entre os campos elétrico e magnético em teoria classica de campos). Diferentemente do
caso classico, porém, esses campos sdo quantizados, o que significa que eles sao tratados como ope-
radores, e sujeitos a regras de comutacao diversas. Por isso os célculos que se seguiram da formula
(2.22) nao mais valem, e nao é possivel obter um propagador tao geral como foi obtido no caso
nao-relativistico.

De qualquer forma muitos aspectos qualitativos sdo mantidos — ainda que aqui tenhamos
particulas de multiplos tipos interagindo e dando origem umas as outras, cada tipo de particula
livre seré regida por um propagador (seja no espago de momento ou no espago de configuracao)
até que atinja um ponto em que a interacao ocorra. Esse ponto de interacdo serd descrito pelo
chamado vértice, que € definido pela densidade de hamiltoniano 7 — essencialmente, cada parcela
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do hamiltoniano de interacdo definird um tipo de vértice, e o niimero e tipos de particulas que
interagem no vértice sera dado pelo ntimero e tipos de campos que estio presentes na parcela*.
No espaco de momento, o quadrimomento é conservado no interior do vértice. Repare também que
cada enésima parcela da somatoria em (2.22) tem n integrais temporais, aos quais se juntardo n
integrais espaciais de cada um dos n hamiltonianos Hj da parcela. Cada enésima parcela terd,
assim, n integrais espaco-temporais, e cada integral varrerd a quadriposicao de um dos n vértices.
Logo, também como anteriormente, é preciso somar todos nimeros possiveis de vértices/interacoes,
e integrar sobre todos pontos espacgo-temporais possiveis nos quais essas interagoes podem ocorrer.
Dessa forma, o integrando serd uma composicdo de propagadores livres, vértices e termos que
representam particulas externas, em uma situacdo bastante correlata a (2.15). Uma interpretacao
analoga no espago de momento (como em (2.14)) também ¢é possivel. Essas sdo as propriedades que
fundamentam a construcao dos diagramas de Feynman.

Repare que (2.22), donde surgem as regras de Feynman, trata de S, mas em geral, devido a
(2.46), so se deseja informagoes de .#. Assim, eventualmente, é necessério filtrar do calculo das
regras de Feynman termos que nao dizem respeito a .4, mas a (P'|P) ou mesmo ao delta de Dirac
em (2.44). Pode-se mostrar que o tnico critério ndo-trivial a ser observado é que se deve dispensar
da integracao as trajetérias em que ha grupos disjuntos de particulas, isso é, grupos de particulas
que ndo interagem entre si [tQFT95].

No caso em que Noy = 2, a formula (2.46) pode ser simplificada sem que sejam necessarias
informagoes adicionais de . [Gri04]:

I= L‘\///P (Nip = 1) (2.49)
8mhmic ’
do he\? 1 7'l
R N Nin = 2), 2.50
dQ <87r> (E1 + E»)? |p] 2 ) (2:50)

em que [p’| (|p]) € o modulo do momento linear, no referencial de centro de massa, de qualquer
uma das duas particulas emergentes (incidentes), e depende basicamente das massas das particulas
envolvidas no processo. (E7 + E3) também é tomado no centro de massa.

2.9 Analise numérica
2.9.1 Aspectos gerais

Para abordar a féormula (2.19) numericamente, pode-se fazer a aproximagao

N
qiwi v (P, ge )t (qr p)
prt 212 FE—(¢2/2m) ~’

t(p',p) = v, p)+ (2.51)

em que os valores de qr e wi sao determinados dependendo da quadratura a ser escolhida. Uma
quadratura mais simples e intuitiva poderia ser construida utilizando pontos igualmente espacados
entre os limites de integragdo a e b, de forma que teriamos qr = a + kAq e wi = Agq, em que
Aq = (b —a)/N. Ocorre que a chamada quadratura de Gauss é preferivel do ponto de vista da
eficiéncia, isso ¢, do numero N de pontos necessérios para obter na soma um valor satisfatoriamente

“Uma "receita de bolo" para obter o vértice no espaco de momento referente a uma dada parcela de & ~ —3;
é [Gri04] (1) substituir ¢AO* por p*, o quadrimomento da particula descrita pelo campo no qual a derivada atua, (2)
eliminar os campos da parcela, (3) multiplicar a parcela por 7. Assim, por exemplo, se a interacao entre trés particulas
é regida por & = gp1¢20" 30,.¢4, 0 vértice correspondente seria —i(g/h*)k4 ka,, em que k3 e k4 sio os momentos
das particulas 3 e 4 ao incidir no vértice (particulas que emergem do vértice receberiam um sinal negativo). Contudo,
essa receita nao é um procedimento exato, e pode dar resultados incorretos para interacées mais peculiares.



24 ESPALHAMENTO QUANTICO 2.9

proximo da integral. Essa quadratura é construida de tal forma que f; dxW(x)f(xz) = Z]k;vz1 wi f(qr)
seja uma igualdade exata se f(x) for um polinémio de grau menor ou igual a 2N — 1. Isso s6 ¢é
possivel e util quando se permite que os pontos g sejam pontos especialmente escolhidos e ndo sejam
necessariamente igualmente espagados. W (z) é a funcao peso da quadratura, e os N pontos g, entre
a e b, como também os pesos wy, dependem dessa funcao W (z). Usamos a fungao W (x) meramente
igual a 1, o que constitui a quadratura de Gauss-Legendre. Uma, discussao mais detalhada a esse
respeito e codigos de programagcao para implementar esses métodos encontram-se em [PTWTV02].

Selecionando valores diversos de p’ e fixando p, podemos abordar a formula (2.51) como uma
equacao matricial escrevendo-a na forma

Gwr vi(gi, qr)
o2 F— (q,%/2m)

t(pl,p) = i) + Y Kl atiae, p)s Kilai ar) =
2

(2.52)

Repare que t;(p},p) e v(p;,p) podem ser encarados como elementos de T' e V, matrizes colunas
de N termos. Ja a somatoria pode ser encarada como referente & multiplicagdo da matriz K (de
N x N termos) pela matriz T. Para tanto é preciso impor p, = ¢;, isto é, p} também fica definido
pelo algoritmo da quadratura de Gauss. Fica estabelecida assim a equacao matricial

T=V+KT—(1-KT=V. (2.53)

Vemos que para obter T' sdo necessérias técnicas para resolver sistemas lineares. Para tanto, utili-
zamos a decomposigao LU [PTWTV02].

Em consequéncia do que foi discutido na se¢do 2.7, um eventual estado ligado deve ser regido
pela versdo homogénea de (2.20), isto €, por essa equagao uma vez considerado ¢;(p’, p) = 0. Como
o operador V ¢ hermitiano, temos que (p|V|q)* = (q|V|p), logo

Di(plsp) = D K (ar, i) vu(ar, ). (2.54)
k
Estabelecendo uma matriz coluna ¥ de N termos, pode-se escrever (2.54) matricialmente:

U=KU=(1-KNo=0=det(1-K")=0= det(l - K)=0, (2.55)

em que 09 & o vetor coluna nulo, e 1 refere-se & matriz transposta conjugada. E evidente que
apenas determinados valores de B = —E > 0 podem anular o determinante de (1 — K). Dessa
forma, deve-se investigar valores de B que anulem esse determinante para identificar ali estados
ligados®.

Observe que, no nosso caso de interesse, em principio teriamos a = 0 e b infinito. Esse valor de b é
uma complicagio adicional. Na discussao feita acima implicitamente consideramos um b grande mas
finito, truncando a integral. Outra estratégia é realizar uma mudanca de variaveis ¢(z) = ax/(1—x)
na integral da equacdo (2.19) a ser trabalhada numericamente:

/1 10T @) a(@)? v, a(@)ti(g(@), p) (2.56)
0

(1—z) 272 E — (¢?/2m)

Trata-se de uma outra maneira de calcular a integral ao invés de simplesmente trunca-la, pois os

®Qutra consequéncia da nulidade de det(1 — K) em um dado E = — By é que (2.53) niio tera solugio bem definida
para esse valor de E, o que é um indicativo de que limg_._p, T seja singular. Isso vai ao encontro do que concluimos
na segao 2.7 sobre o operador 7.
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critérios da quadratura de Gauss escolherao, no intervalo entre 0 e 1, os pontos mais adequados
numericamente, e todos os valores possiveis de ¢(z) (que varia de zero até infinito) estardo disponi-
veis, 0 que nao ocorreria truncando desde o inicio a integral. Porém, esse critério tende a escolher
valores de g progressivamente mais espacados, o que pode atrapalhar a convergéncia do método
numeérico.

Assim sendo, pode ser preferivel nao realizar essa mudanca de varidvel, mas sim manter um
cutoff A na integral, desde que conjuntamente introduza-se um contratermo {2 no potencial para
contrabalancea-lo:

) = (lop) + o)) + [ LD S ) (2.57)

o 2 E—(g/2m)

Um método de estabelecer esse contratermo é considerando, para cada cutoff, um contratermo tal
que a energia de ligacao de um dado potencial seja uma energia de ligacdo tomada como conhecida.
Uma vez fixada a fungao (A) para esse potencial, essa funcao assume o papel de delimitar o
comportamento do sistema em altas energias.

Outro detalhe adicional sao os canais acoplados. Tomemos como exemplo
a particula X (3872), considerando-a como composta de dois estados dege- o D
nerados — mais especificamente, X = (D% DO + DYD0*)//2. Nesse caso, g i
a descricao do X devera ser repartida em quatro canais: uma interacao via
troca de pions, por exemplo, ocorre somente entre D% DO e DODO* oy vice- D" D"
versa, mas no entre D* D0 e D% DO (veja fig. 2.2). Ja uma eventual reacéo Figura 2.2: Diagrama
de contato podera ocorrer entre os quatro canais. Esse tipo de degenerescén- g, interagiio entre D*

cia requer um formalismo analitico e numérico diferenciado para lidar com e D° via troca de
os estados ligado e de espalhamento. pions.

2.9.2 Exemplos de simulagoes

Estao expostos abaixo célculos numeéricos em que exploramos dois potenciais. O primeiro deles
é o potencial de Amado. Esse potencial ¢ um potencial separavel, isto é, um potencial de forma
v(p,p) = aifi(p')gi(p). Potenciais desse tipo sdo especialmente simples, e por isso as fun¢oes
ti(p',p) e Yy (p', p) podem ser obtidas analiticamente, o que ¢ util para testar o bom funcionamento
de codigos numéricos. O potencial de Amado é tal que f;(q) = 1/(¢®> + A?) e gi(q) = 1/(¢*> + £2).
Se a < 0 para uma dada componente [, ha a presenca de um estado ligado em —F = By = 712/2m,
em que o = —27/m)(X+T)(Z+ )T + 7).

O outro potencial é o potencial de Yukawa. A interacdo de Yukawa é um tipo de interagdo
entre bosons escalares e férmions de spin 1/2. Essa interacao foi modelada por Yukawa para en-
tender a interacao entre nicleons, e com esse modelo ele pdde prever a existéncia e massa do pion,
entendido entdo como o mediador da interacdo forte entre os nicleons. Essa interacao é regida
nao-relativisticamente pelo potencial [tQFT95]

) —g 9> 1
V(p 7p e M—2+m7 V(ZE) = —7767m7r$‘ (258)

Ainda que os mésons Dy e D sejam bosons, esse mesmo tipo de potencial pode ser tomado como
uma primeira aproximagao da interacao dos mésons Dy e D mediada por pions, pois esse potencial
também descreve nao-relativisticamente a interacdo regida pela lagrangiana

Zypopy; = §' (DoDg,, + Do Dg, )0 mo. (2.59)

Lagrangiana que justifica o diagrama da fig. 2.2. Essa lagrangiana é dada no interior da lagrangiana
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(3.67) que, conforme veremos no proximo capitulo, pode ser obtida utilizando-se teorias efetivas.

vo(p', p), definido via (2.18), é a componente em onda S do potencial. Essa componente é de
maior interesse porque o potencial sofre uma resisténcia crescente em [ por parte de uma barreira
centrifuga, barreira cuja existéncia fica clara na equacao radial de Schrodinger (e também em
equagoes radiais na mecénica classica). Dessa forma, para valores altos de [, a dinamica da particula
é dominada pela barreira e aproxima-se da dinAmica de uma particula livre. Isto posto, vo(p', p)
pode ser isolado na formula (2.18) usando-se a ortogonalidade dos polinémios de Legendre. Dessa
maneira obtém-se, para a troca de pions,

2 /2 2
comd = P TPT My
2pp’

1 —¢* [(d+1
"oy = | At WV /2 = I (2 2.60
vg(p,p) /;1 (p p) (p 75)/ App/ n (d— 1)’ ( )

Seguem abaixo alguns célculos numéricos preliminares, colocados aqui como ilustracao didatica.
Na fig. 2.3 temos o célculo de uma energia de ligacao para a troca de pions, em que se calcula
B tal que det(1l — K) = 0. O valor obtido ¢ um tanto quanto espurio porque a intera¢do nao se
encontra normalizada — é preciso levar em conta o contratermo 2(A), e para obté-lo impomos a
energia de ligacdo 0.6 MeV, valor mais provéivel da energia de ligagdo do X (vide figs. 2.5 e 2.6).
Repare que a fungao Q(A) dada na fig. 2.6 é obtida na fig. 2.5 pela abscissa do cruzamento do
eixo y = det(l — K) = 0 e a reta referente ao cutoff A. Realizamos o mesmo procedimento para o
potencial de Amado (figs. 2.7 e 2.8), e calculamos os angulos de espalhamento para esse potencial
(fig. 2.4). Todos os célculos sao realizados em onda S. O potencial de Amado que usamos é tal que
A =3 =2000 MeV e By = 0.6 MeV (grandezas dadas em unidades naturais).
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Figura 2.4: Angulos de espalhamento (phase
shifts) como fungado da energia de espalhamento
para o potencial de Amado. Vemos que os angu-
los sao reais, como esperado devido & unitarie-
dade do operador S de espalhamento.

Figura 2.3: Determinante da matriz (1 — K) em
fun¢do da energia do sistema B = —F > 0 para o
potencial de trocas de pions. A energia B tal que
det(1 — K) = 0 é a energia de ligacdo Bj obtida
(Bo &£ 6.48 MeV).
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Figura 2.5: det(1 — K) em funcdo do contratermo
Q para o potencial de Amado. Sao visiveis cinco
retas, cada uma com os seguintes valores de cutoff
A: 1000, 2000, 3000, 4000 e 5000 MeV. O coeficiente
angular é crescente com os cutoffs.

Figura 2.6: Contratermo 2 em funcao do cutoff
A para o potencial de Amado. A funcdo Q(A)
delimita a interacao em altas energias.
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Figura 2.7: det(1 — K) em funcdo do contratermo
Q para a troca de pions. Sao visiveis onze retas,
cada uma com os seguintes valores de cutoff A: 1000,
1110, 1200, (...), 2000 MeV. O coeficiente angular é
decrescente com os cutoffs.

Figura 2.8: Contratermo {2 em funcao do cutoff
A para a troca de pions.

S A linearidade em Q da funcéo det(1 — K (€2, A)), linearidade observada nas figs. (2.5) e (2.7), pode ser mostrada
matematicamente em poucas etapas. Seja Ko a matriz K definida em (2.52) e (2.53) sem a presenca do contratermo
somado ao potencial, e seja Ko essa matriz com a soma do contratermo realizada. Estalecendo as matrizes colunas
v e u, podemos escrever:

2
_ T (o) _ _ _ Giws 1
det(1 — Kq) =det(1 — Ko + uv” ), com u;=-1"=-1, v;,=0QQ:; Qi= 272 B (gF/2m)" (2.61)
Utilizando o chamado matriz determinant lemma, a linearidade fica evidente:
det(1 — Kq) = (1 + 0" (1 — Ko) M) det(1 — Ko) = (1 — Q" (1 — Ko)~'1?) det(1 — Ko). (2.62)
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Capitulo 3

Teorias efetivas

3.1 Aspectos gerais

Uma, teoria de campos efetiva é uma teoria que lida com fendmenos fisicos que tém uma, limitada,
escala de energia (isto ¢, fendmenos com energias tipicas F tais que, para um dado A, E << A).
Essa teoria é construida através da identificacao dos graus de liberdade que so relevantes para a
fisica nessa escala. Essa identificacdo ¢ a esséncia do problema, pois uma vez que é realizada, a teoria
efetiva é construida de forma bastante geral — nao sao impostas pressuposicoes fenomenoldgicas, a
teoria efetiva é a teoria mais geral possivel que, em termos daqueles graus de liberdade, respeita as
simetrias da interagao [VKARCO02, Bail3|. Detalhes da teoria mais geral (isto ¢, da teoria que
englobaria energias mais altas, teoria que muitas vezes ¢ desconhecida ou de dificil aplicagao)
influenciam a teoria efetiva de forma bem limitada, determinando o valor de seus parametros,
parametros que de qualquer forma podem ser ajustados experimentalmente [Pic98, Har01, Bail3].

Teorias efetivas permeiam toda fisica, embora o conceito de teoria efetiva tenha sido elaborado de
forma mais distinta apenas no final dos anos 70 [Har01|. Teorias efetivas podem ser construidas tendo
j4 em mente o seu escopo limitado do ponto de vista energético, como a teoria de Euler-Heisenberg
para o espalhamento féton-féton ou a teoria do decaimento beta de Fermi, ambas desenvolvidas
ainda nos anos 30 frente a caréncia de teorias mais completas que regessem essas interagoes (que
s0 seriam obtidas a contento com a QED e com a teoria eletrofraca) [Man77, Pic98, Har01|. Esse
é essencialmente o mesmo cenério das recentes modelagens de gravitacao quantica [Har01, Bur04].
Outro caso em que teorias efetivas desempenham um papel importante é quando a teoria mais geral
é conhecida, mas de dificil aplicagdo pratica no regime energético de interesse — essa é a situacido de
teorias efetivas como a teoria de perturbacado quiral e a teoria de heavy quark, teorias construidas
para descrever interacOes pertencentes ao regime nao-perturbativo da QCD, fazendo-o por meio
da identificagdo dos graus de liberdade relevantes para a interagdo forte nessa escala de energia
(bosons de Goldstone, hadrons em geral, campos pesados, etc). A rigor, mesmo teorias bastante
consagradas e gerais da fisica, como a teoria da gravitacao de Newton, a teoria da Relatividade
Geral e o proprio Modelo Padrao, podem ser encaradas como teorias efetivas [Har01, VKARCO02],
teorias cujas limitages (isto €, seu carater como teoria efetiva) s6 foram percebidas a posteriori,
frente & necessidade de sofrerem corregoes.

O conceito de teoria de campos efetiva pode ser formalizado de maneira mais esquemaética e
geral considerando uma interagao regida pela acao

S:/d%z(m,@). (3.1)

¢1, sao os campos que parametrizam os graus de liberdade relevantes para o regime de baixas
energias, campos denominados leves, enquanto ¢y sdo os campos relevantes apenas para interacgoes
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com energias maiores do que A, campos denominados pesados. Podemos escrever esquematicamente
uma teoria efetiva para o regime de baixas energias integrando os graus de liberdade pesados,
fazendo-o no contexto de um formalismo de integral de trajetoria [Pic98, VKARCO02]:

Z = / D¢, / Dope’® = / D eSen, (3.2)

em que fica definida implicitamente uma lagrangiana efetiva dependente apenas dos campos leves,
via [VKARCO02]

Seff = / APz ZLg(ér) = —iln / Dpe’s. (3.3)

Essa lagrangiana efetiva é uma lagrangiana nao-local, visto que particulas altamente energéticas,
particulas que seriam propagadas no decorrer de uma distancia tipica Az ~ 1/A, ndo estao presentes
na lagrangiana, o que seria necessirio para conferir-lhe localidade. De qualquer forma, podemos
redefinir a lagrangiana efetiva como uma soma de infinitos operadores €; dependentes apenas dos
campos leves [Geo93, Neu94, VKARC02, Bail3]:

Zea($r) =Y ci(M)Oi(41). (3.4)

%

Nesse ponto temos em mente o chamado principio de Weinberg, que grosso modo afirma que a
lagrangiana efetiva mais geral compativel com uma dada simetria conduz a matriz S mais geral
compativel com aquela simetria e com certas propriedades mais universais, como a analiticidade
e unitariedade dessa matriz (embora seja por vezes chamado de "teorema", esse principio sé foi
provado verdadeiro para casos bem especificos, de qualquer forma é um principio bastante plausivel
e contraexemplos sdo desconhecidos) [VKARCO02, Sch03, Weil6]. Com isso, somos autorizados a
escrever a lagrangiana efetiva como a soma de todos os operadores possiveis construidos a partir dos
campos leves e que respeitam as simetrias da interacdo. Nessa construcdo, a teoria efetiva ndo deixa
de ser uma teoria distinta da teoria mais geral, visto que descartamos os graus de liberdade pesados.
Dessa distingdo é recuperada a localidade das interagoes, mesmo porque os operadores dados em
(3.4) sao operadores calculados na mesma coordenada espaco-temporal, tratando-se portanto de
operadores locais. De qualquer modo, ambas teorias sdao equivalentes em um regime de baixas
energias, a diferenca fica restrita a um regime energético fora do escopo da teoria efetiva [Geo93,
VKARCO02].

Esse procedimento leva ao surgimento de um namero infinito de operadores em (3.4), o que torna
necessario organiza-los. Para tanto, consideremos o conjunto de operadores &; que tém dimensao
[0;] = §'. Eles definem uma lagrangiana Z% e seus coeficientes tém dimensdo [¢;] = D — 0. Em
termos de grandezas adimensionais )\;, podemos definir ¢; = \;AP 9 e escrever [Geo93, Pic98, Bail3]

E 6—D
TS S T A Y 5P ) BT
5 5 J

em que E ¢é a escala de energia tipica da interacdo que é abordada. Desde que nos mantenhamos
em um regime de energias muito abaixo de A, vemos que (E/ A)‘s*D , com ¢ suficientemente grande,
serd um termo desprezivel. Assim, se desejamos resultados com uma dada precisdo €, apenas é
necessario empregar operadores com dimensdo de no maximo §,,, pois basta considerar operadores

!Usamos nesse capitulo um sistema de unidades naturais: i = ¢ = 1. Dessa forma, todas grandezas tém dimensoes
de alguma poténcia de energia, poténcia que define a dimensao da grandeza em questdo. Assim, por exemplo, [energial
= [massa] = 1, [posi¢ao] = [tempo] = —1, [A] = [¢] = 0, etc. Nesse capitulo empregamos também a chamada
notacao de Einstein: indices gregos que se repetem em um mesmo termo sao entendidos como indices covariantes ou
contravariantes e sao somados. Por exemplo, p*p, = Zi:o php, = p°.



3.2 ASPECTOS GERAIS 31
que satisfagam [Geo93, Pic98|

(E/A°P>e  6<D+ m Om.- (3.6)

Se almejassemos que a teoria efetiva descrevesse interacoes em regimes de energias arbitrari-
amente grandes, operadores com § > D seriam problematicos, pois divergem no limite £ — oo
(sendo por isso nao-renormalizéveis). Mas desejamos apenas que a teoria efetiva descreva interacoes
com energias tipicas £ << A. Nesse regime energético de interesse apenas um nimero finito de
operadores 0; contribuirdo para dada precisao € desejada, e contribuirdo com acréscimos finitos.
Nesse sentido fica evidente o poder preditivo da teoria. Isso abala a posigao privilegiada que teorias
renormalizéveis tiveram no decorrer da fisica — posicao que em tultima instancia estava calcada
no objetivo de descrever em uma tnica teoria fundamental niveis de energia arbitrarios, ou escre-
ver uma unica teoria que fornecesse resultados com infinita precisdo. Mas nenhum desses objetivos
provém de requerimentos experimentais: qualquer experimento tem uma acuricia finita e é limi-
tado energicamente. Dessa forma a diferenca entre teorias renormalizdveis e nao-renormaliziveis
nao é tao radical, mesmo porque uma eventual melhora na precisao experimental ¢ pode revelar a
necessidade de operadores em (3.4) com dimensao 6 >> D [Ge093, MW07, Bail3].

A andlise que realizamos em (3.5) mostra-se simplista quando sdo levados em conta diagramas
de loop limitados pelo cufoff energético A — lagrangianas que classificamos como tendo ordem
0 poderdo fornecer contribui¢des diferentes de (E /A)é_D [MWO07, Geo93, Pic98|. Isso pode ser
resolvido estabelecendo uma dimensao anémala § — § — ¢’ para os operadores, o que reclassificaria
os diversos operadores, e implicaria que para dada precisdo e teriamos infinitos operadores 0; de
interesse. De qualquer forma isso ndo altera em esséncia o que delineamos acima, apenas torna as
aplicagoes praticas menos triviais [MW07, Bail3|.

Essa dificuldade também pode ser contornada adotando-se um esquema de regularizacao mass-
independent, como a regularizacdo dimensional (que definiremos e aplicaremos na se¢ao 4.2, no
contexto da modelagem do X). Esquemas desse tipo mantém a mesma classificacdo nao-anémala
em nivel de arvore que estabelecemos inicialmente, logo o numero finito de operadores de interesse
para dada precisdo desejada. No lugar de um cutoff energético A, esses esquemas introduzem uma
escala © — em principio esses esquemas, porém, ndo sé alteram a fisica de altas energias, mas
também deformam a fisica de baixas energias, e os graus de liberdade leves e pesados encontram-se
novamente acoplados. Esses efeitos podem ser corrigidos & mao através de um chamado mathching,
que trata-se de ajustar a teoria efetiva na escala . = A para que apresente os mesmos resultados que
a teoria mais geral contendo campos pesados ¢p. Ainda assim esse processo € bastante conveniente,
por vantagens inerentes & regularizacdo dimensional, e pelo fato do mathching automaticamente
eliminar divergéncias infravermelhas, e também ajustar a teoria efetiva para condizer com a teoria
mais geral em baixas energias [Geo93, Neu94, Pic98, MWO07].

Essas questoes motivaram Georgi a criar uma abordagem do conceito de teorias efetivas um
tanto quanto diferente da que apresentamos em (3.2)-(3.4), abordagem denominada continuum
EFT (teoria de campos efetiva continua), para melhor conciliar as teorias efetivas com esquemas
mass-independent de regularizacdo [Geo93, Bail3]. De qualquer forma ndo nos adentraremos nessas
nuances que, embora de grande interesse fisico, dizem mais respeito as teorias efetivas de forma
genérica e nao especificamente as teorias de nosso maior interesse, a teoria de perturbacio quiral e
a teoria de heavy quark, teorias que sao bem estabelecidas em si mesmas e que passamos a abordar
no restante do capitulo.
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3.2 QCD

A lagrangiana da Cromodinamica Quantica, lagrangiana que rege a interagdo entre quarks e
gluons, é dada por

4 1 v
D%QCD = ZQf(ZlD - mf>Qf - Z ZGuu,aG'g . (37)
f a

A soma em f ocorre sobre os diversos sabores de quarks, cada sabor esta associado a uma massa my,
e ¢f € um vetor coluna de trés componentes qJ% (c € {R, B,G}), cada componente sendo referente
a uma carga de cor. Como proprio de particulas elementares de spin 1/2, cada componente de cor
q5 também é, por sua vez, um spinor de quatro componentes no espaco de Dirac, sobre as quais
atuam as matrizes v de Dirac (como, por exemplo, a matriz implicita em ) = v*D,,). Temos ainda
qr = q}:yg. Toda essa estrutura pode, evidententemente, ser entendida interpretando os campos dos
quarks como um objeto de trés indices gy ;, em que f & o indice de sabor, ¢ & o indice de cor, e i &
o indice de Dirac.

As particulas livres de spin 1/2 sao regidas pela lagrangiana de Dirac. Com respeito aos quarks,
com seus diversos sabores e cores, podemos escrevé-la como

Lhree = »_ Q310 —myp)gs =Y qr(id — my)qy. (38)
fre /

Para que seja obtida a lagrangiana da interacao forte Zgep, a simetria global SU(3) de cor da
lagrangiana livre Zee ¢ promovida a uma simetria local. Ou seja, é imposto a lagrangiana de
interacdo que seja invariante sob transformagoes que, nos campos dos quarks, atuam como

8
. A
qr — qf = exp —zZ@a(ac)? qr = Ulz]qy. (3.9)

a=1

Ulz] é a forma geral de matrizes SU(3) (matrizes unitarias de determinante 1) cujas componentes
sao fungdes das coordenadas espaco-temporais. A\, é a a-ésima das oito matrizes de Gell-Mann,
matrizes que aqui atuam sobre os indices de cor ¢ dos campos dos quarks. Se para dada transfor-
macao O,(r) = Oy, isto é, as componentes nao dependem das coordenadas, entao a transformacao
é global e Zyee € invariante sob tal transformacdo. Porém, se essa transformagido é promovida a
uma transformagao local, para que a lagrangiana mantenha-se invariante sob tal transformacao, a
derivada parcial 0, deve ser substituida por uma derivada covariante definida como

8
. S
D, =0,—1g E Au,a—2 , (3.10)

a=1

em que sao definidos oito campos de gauge A, , necessarios para que D,qr — Ulz]D,qs e que
consequentemente 7 qr(il) — my)qs seja invariante sob a transformacao local. Para tanto, esses
campos devem se transformar segundo

)\C (& s
Ao = Ula] A 20 a] = 0,00 2], (3.11)
g
Cada campo de gauge é associado a um tipo de glion, e g é a constante de acoplamento da QCD,

constante que faz um papel anédlogo a carga elementar e no eletromagnetismo. A necessidade de
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uma lagrangiana livre para os campos de gauge justifica o segundo termo de (3.7), com
G;w,a = aqux,a - al/Au,a + gfabcAu,bAl/,c- (3.12)

A forma desse termo é assim imposta para que ele seja invariante sob a operacao definida em (3.11).

3.3 Lagrangiana quiral

Estabelecendo os projetores de mao direita Pr e de mao esquerda Pp, tais que

_ 1+t PL:1—75

P
R 2 ) 2 )

PrPr =Pr, P.Pr,=P,, PrP;,=P,Pr=0, Pr+ P;=1,
(3.13)

podemos definir um vetor coluna ¢ com componentes q¢ (f € {u,d,s}), e suas projecoes de mao
direita gg € mao esquerda qr.:

qQu U Pru UR
¢=|aq| = ; qr=Prq= | Prd | = |dr |, (3.14)
qs S Prs SR

e qr, segue analogamente. Consideramos aqui, por simplicidade, apenas os chamados quarks leves
(up, down, strange), mesmo porque a teoria efetiva quiral que é exposta nesse capitulo atua em um
regime de energias em que somente hadrons formados por esses quarks sdo produzidos. Sendo M
a matriz diag(m., mg, ms), matriz que define as massas dos quarks e que atua sobre os indices de
sabor, podemos escrever .£gcp como

. . _ _ 1 v
ZLocv = qrilPar + qrilar — GrMar — @LMar - 1 GraGa” (3.15)
a

A lagrangiana quiral é definida como Z(SCD = Zqcplms=0 , isto €, trata-se da lagrangiana
da interacao forte uma vez que as massas dos quarks sdo consideradas nulas. Essa lagrangiana é
invariante sob as transformacoes

8
A A ,
gr — Urqr = Re_’@é%qR =exp | —1i E @f; e_Zequ (3.16)
a=1

e q. = Urqr, com Up e L definidos de forma anéloga. Repare que se tratam de transformagoes
globais que atuam sobre os indices de sabor (diferentemente de (3.9), transformacoes locais que
atuam sobre os indices de cor)?. Dessa forma, temos uma simetria global U(3)1, x U(3)r e, segundo
o teorema de Noether, 2 x (8 + 1) = 18 correntes conservadas no campo quiral classico:

a a

L = qry*=ar, R = qry" R, (3.17)

2\ 530 as mesmas matrizes de Gell-Mann, que agora atuam sobre os indices de sabor, e por isso ndo mais possuem
o indice ¢ (um indice f é subentendido). Se estivéssemos considerando os seis quarks, as matrizes seriam outras, mas
de qualquer forma seriam geradores do grupo SU(6), assim como as matrizes de Gell-Mann sdo geradores do grupo

SU(3).
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ou equivalentemente

a a
Vi = RIS [0 = gyt %q, ARG = RIS [0 = W‘%%q, (3.18)
com a € {0,1,...,8}, visto que aqui definimos A\°/2 = I, em que I ¢ a matriz identidade. As
correntes V% estao associadas s transformacoes tais que OF = @é =0pe R=L=V,isto é, as
componentes de méo esquerda e direita sdo transformadas sob mesmos angulos de fase. A*? por
sua vez, estao associadas as transformacoes tais que @(If = —95 e R= L' = A, isto é, tratam-se
de transformagoes sob angulos de fase de sinais contrarios.

Porém, A*0 56 é conservada classicamente, visto que, devido 4 imposicao de regras de comutacio
decorrentes da quantizacao dos campos, [HQCD,AO’“} # 0 e logo a carga nao é conservada. Esse
tipo de situacdo (uma corrente nao conservada quanticamente ainda que o seja classicamente) é
conhecida como anomalia. Dessa forma, a simetria de sabor inerente & lagrangiana quiral quéntica
XQOCD é reduzida a SU(3)y x SU(3)a x U(1)y, ou equivalentemente SU(3)r, x SU(3)r x U(1)y. As
correntes conservadas sio dadas por (3.17) e (3.18), com a € {1,...,8}, e V# = V#0, Essas correntes
sao referentes & invaridncia da lagrangiana quiral sob transformacées q;, — Lqr, qg — Rqr e
q— e_i@“q.

Essas transformagoes ndo mantém Zocp invariante, pois com sua atuacdo o termo

Z mygqrqr = qrMqr + qrMqr (3.19)
f

é modificado. Dessa forma, esse termo quebra explicitamente a simetria SU(3)r x SU(3)r x U(1)y
— o termo "explicitamente" ¢é aqui empregado pois é uma quebra proveniente das leis que regem
o sistema, o que contrapde a quebra espontinea que trataremos na secao 3.4. Assim as correntes
que sdo conservadas pelos campos quirais ndo sdo conservadas em uma dindmica regida pela QCD:
nesse caso essas correntes tém divergéncias nao-nulas, divergéncias que dependem de M e anulam-se
apenas quando M — 0. Excegdo é a corrente V#, que tem divergéncia nula mesmo quando M # 0.
Isto é facil de perceber ao notar-se que V¥ = Zf Vf“7 em que Vf = qyy"qr € a corrente de sabor f,

. . N ~ _;ef ~ , .
corrente que ¢ associada as transformacoes gy — e © qf. Essas transformacgoes também deixam o

termo (3.19) invariante, o que implica na conservagao de sabor por parte da QCD.

3.4 Quebra espontanea de simetria

Quando as leis que regem um sistema sao invariantes segundo uma dada transformagao, temos
estabelecida uma simetria dessas leis. Apesar disso, pode ocorrer que o estado fisico em si mesmo,
ainda que seja regido por essas leis, ndo possua tal simetria, o que configura a chamada quebra
espontanea de simetria. Um exemplo simples e intuitivo é o caso de uma vareta que é pressionada
pelas extremidades (fig. 3.1). Ainda que inicialmente a vareta apresente uma simetria axial em
relacdo ao eixo que passa por suas extremidades, e que as forcas que atuam sobre ela também se
mantenham na direcdo desse eixo, para uma pressdo suficientemente grande a vareta se curvard
para uma dada direcao, perdendo aquela simetria. No primeiro caso temos um equilibrio estavel e
simétrico, mas com o aumento da pressdo tal configuragdo torna-se instével, e o sistema passa a
apresentar diversos estados fundamentais equivalentes (a curvatura da vareta em uma das infinitas
dire¢oes perpendiculares ao eixo) e que quebram a simetria axial. Qual desses estados fundamentais
o sistema assumird (isto é, para qual direcao a vareta se curvard) soa arbitrario ao observador, pois
depende de pequenas perturbacoes agindo sobre o sistema.

Um dos primeiros casos em que esse tipo de situacao recebeu maior atengdo na literatura cienti-
fica ocorreu no séc. XIX, nas tentativas de determinar as configuracoes de equilibrio que um fluido
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incompreensivel pode assumir sob a influéncia de seu proprio campo gravitacional, problema de
grande interesse para estabelecer os formatos possiveis de corpos celestes. Impondo que tal fluido
assuma a forma de um esferoide (fig. 3.1), ocorre que, se o momento angular do fluido for sufi-
cientemente baixo, a forma do esferoide é dada por apenas um tipo de solucdo: os esferoides de
Maclaurin, que sao axialmente simétricos em relacao ao eixo de rotagdo. Ha, porém, certo limiar de
momento angular acima do qual os esferoides de Maclaurin tornam-se solugoes instéveis, e surgem
como solugbes os esferoides de Jacobi, solucoes estaveis e de menor energia que os esferoides de
Maclaurin, mas sem a simetria axial em torno do eixo de rotagao [Fit, BOMT00, BM09].

Outro exemplo importante de quebra espontinea de simetria
ocorre no estudo de materiais ferromagnéticos. Acima de sua tem-
peratura de Curie um dado material ndo apresenta magnetizagao
prépria, pois, devido & alta agitacao térmica, os momentos magné-
ticos das particulas do material encontram-se alinhados aleatoria-
mente. Macroscopicamente ndo hé diregao privilegiada: a magneti-
zacao média <M ) em qualquer regido macroscopica é nula. Assim,
o sistema apresenta uma simetria SO(3), pois uma rotac¢do sobre
qualquer eixo deixa o sistema macroscopicamente invariante. Se a
temperatura é colocada abaixo da temperatura de Curie, porém, Figura 3.1: A esquerda, temos
os momentos magnéticos serao capazes de estabilizar-se e apon- uma representacio esquemética
tardo conjuntamente para uma dada direcdo, o que configurard de uma vareta que, pressio-
um momento magnético macroscopico do material nessa diregdo nada pelas extremidades, curva-
((M ) # 0), direcio que nao é determinada a priori. Nesse caso, $€ para uma dada diregdo. A di-
somente sobre um eixo definido nessa direcdo é que o sistema sera reita, temos um fluido que, sob a

. . - . . . influéncia da gravidade, assume
invariante por rotagoes. O sistema, portanto, assumird uma sime- . .

; - a forma de um esferoide e gira
tria menor, SO(2) [Sch03, dO05, Quil3].

ao redor de um de seus eixos. Se

Em todos esses casos que envolvem quebra espontanea de sime- © momento angular do fluido for
tria, temos um problema fisico que, dependendo do comportamento S}lﬁdemem?m? alto, a # b e a
de algum parametro, ora apresenta um estado de minima energia simetria axial ¢ perdida.
(isto é, um estado fundamental) estével e que respeita essa simetria,
ora esse estado fundamental simétrico torna-se instavel, e concomitantemente surge um conjunto
de estados fundamentais equivalentes entre si e estaveis, mas que individualmente ndo respeitam
aquela simetria. A passagem de uma situagdo para outra ocorre com a variagiao de algum parametro
e uma bifurcacao das solugoes em um dado valor critico desse pardmetro. A quebra espontinea de
simetria ocorre na selegdo um tanto quanto arbitraria de um estado de minima energia particular
dentre um conjunto de estados fundamentais equivalentes. Nesse sentido, ao invés do termo "quebra
espontanea de simetria", alguns autores privilegiam o termo "simetria escondida", por entender que
a simetria em certo sentido nao é "quebrada", pois ainda existe na fisica do problema (ainda que
nao se manifeste em um estado fisico especifico).

No contexto de fisica das particulas e de matéria condensada, o conceito de quebra espontanea
de simetria assumiu um papel central. O teorema de Goldstone prevé a emergéncia dos chamados
bésons de Goldstone com esse tipo de fenémeno. Inspirado pela descoberta desses bosons por Nambu
dentro do contexto da teoria BCS de supercondutividade, Goldstone elucidou esse fendmeno de
forma mais geral, sob o prisma de teoria quantica de campos [Lai81]. Os bosons de Goldstone
sao particulas (ou quasiparticulas) de massa nula e, em uma teoria quantica, sdo relacionados aos
niimeros quanticos e ao comportamento sob transformacoes das cargas que, devido a quebra de
simetria, ndo sao conservadas. O ndmero de bésons que emergem da quebra é definido pelo niimero
de geradores da simetria escondida [Sch03]. Da quebra de simetria em materiais magnéticos surgem
bésons de Goldstone como mégnons, em problemas de matéria condensada bésons de Goldstone
podem surgir como fonons, etc [Leu96, KMWO05]. Em fisica das particulas o conceito de quebra
espontanea de simetria é crucial no mecanismo de Higgs, mecanismo que permite que bédsons de
gauge adquiram massa, o que é essencial para modelar a forca eletrofraca. Esse mecanismo alia a
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invariancia de gauge & quebra espontanea de simetria — basicamente os bosons de Goldstone sdo
reabsorvidos nos campos de gauge via reparametrizagoes dos campos, e dessa reabsorgao é que as
particulas mediadoras da interacao de gauge podem adquirir massa [Lai81, Gri04].

Sem levar em conta a quebra esponténea de simetria, esperarfamos que, como a lagrangiana
quiral XC%CD é simeétrica segundo uma transformacao SU(3)y x SU(3) 4 x U(1)y, os estados funda-
mentais fossem organizados em multipletos degenerados possuindo a dimensionalidade de represen-
tagoes irredutiveis desse grupo em questao [Sch03]. Porém, isso levaria a um espectro de particulas
bastante diferente do que observamos: é conhecido desde o Eightfold Way de Gell-Mann que bari-
ons e mésons organizam-se segundo representacoes irredutiveis do grupo SU(3) (em especial nos
chamados octetos e decupletos), ou seja, nao é o grupo SU(3) x SU(3) que serve como base (se-
quer aproximada) para a organizacao dos hédrons. Em especial, a conserva¢ao da corrente axial
A (a € {1,...,8}) implicaria que as particulas estivessem divididas em pares de grupos analo-
gos, exceto pela paridade oposta, o que nao ¢ observado [Sch03, Bor08|. Nesse sentido, certos tipos
de particulas deveriam formar grupos cujas massas fossem aproximadamente iguais — entre esses
grupos, por exemplo, estdo os mésons p e a1, mas empiricamente é constatado que esses mésons
possuem massas da ordem de 700 MeV e 1200 MeV, respectivamente [Koc97]|. Somando-se a tudo
isso, anteriormente 3 QCD ja existiam evidéncias da chamada corrente axial parcialmente conser-
vada (PCAC, do inglés partially conserved azial current), obtidas a partir de estudos de dlgebra de
correntes. A PCAC fundamenta importantes propriedades das interacoes fortes, como a relacao de
Goldberger-Treiman [Koc97].

Pode-se conciliar todos esses fatos considerando que a simetria SU(3)4 seja espontaneamente
quebrada, ou seja, que o vacuo (i.e., o estado fundamental) da QCD quiral néo respeite tal simetria.
Isto posto, como o grupo que define essa simetria possui oito geradores, o teorema de Goldstone
prevé que a QCD quiral detenha oito bosons de Goldstone. Esses bosons nao tém massa e possuem
nimeros quanticos e comportamento sob transformacdes que emulam as cargas A%® (a € {1, ...,8}).
Em especial, eles possuem paridade negativa e transformam-se como um octeto sob transformagoes
SU(3)y. Os mésons do octeto pseudoescalar de mésons (pions, kdons e %) sdo os candidatos ideais
para exercer esse papel, mesmo porque eles possuem massas de ordem de magnitude consideravel-
mente abaixo das massas dos demais hadrons — que ainda assim eles possuam massas nao-nulas
pode ser explicado pela quebra explicita de simetria dada pelo termo de massa (3.19) (por causa
disso sdo ocasionalmente denominados pseudobosons de Goldstone). A quebra espontanea também
explica a organizacao dos hadrons em representagoes meramente de SU(3) e a auséncia da biparti¢ao
das particulas em dois grupos anélogos de paridades distintas (mais especificamente, por exemplo,
pode-se explicar quantitativamente a diferenca de massa entre os mésons p e a;). Nesse cenério
também é esperado que a corrente axial seja apenas parcialmente conservada — pode-se mostrar
que as divergéncias das correntes axiais A*® sdo proporcionais a operadores relacionados aos cam-
pos dos bosons de Goldstone, e que, devido & baixa massa desses bosons, existe uma. conservagao
parcial [Koc97, Sch03, Bor08|.

Usando o teorema de Goldstone aliado a um formalismo de teoria de grupos, é possivel mostrar
que h& um mapeamento isomorfico entre os bésons de Goldstone e o grupo SU(3) [Sch03, Bor08|.
Assim, é possivel parametrizar esses bosons segundo

Ulx) = exp (iqﬁ)) , (3.20)

3Esse octeto é dado na fig. 1.1. Repare que 1’ nio é considerado parte do octeto — esse méson seria um boéson
de Goldstone apenas se a simetria ligada a corrente A*° fosse uma simetria escondida da lagrangiana quiral. Essa
simetria, porém, é quebrada pela prépria lagrangiana quantica, o que configura a anomalia que discutimos na segao
3.3. Dessa forma, 1’ possui massa consideravelmente maior do que a massa dos mésons do octeto pseudoescalar

[Qui83].
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(3.21)

¢a(z) deve ser um campo escalar para que U(z) € SU(3). Fy é uma constante livre que pode ser
associada ao decaimento fraco do pion via teorias efetivas e calibrada experimentalmente, e assim
é estabelecido que Fp = 93 MeV.

A transformacio sob SU(3); x SU(3)g realiza-se nessa parametrizacio como U — LURT. O
vacuo da QCD quiral é associado & U = 1 (ou seja, ao anulamento dos campos dos bdsons), e vemos
que de fato ele é invariante sob SU(3)y (isto ¢, R = L = V), mas nao é invariante sob SU(3)4
(isto é, R = L' = A), como esperamos do vacuo da QCD quiral. A transformacio dos bésons sob
SU(3)y é dada por U — VUV, e assim também ¢(x) — Vé(x)VT, com o que pode-se provar que
(VO bp] = i fapetpe. Isto é, os bosons de Goldstone transformam-se como um octeto sob SU(3)y, e
nisso emulam o comportamento das cargas A%® [Sch03].

3.5 Lagrangianas efetivas quirais

A teoria de perturbagao quiral (ChPT, do inglés chiral perturbation theory) é uma teoria efetiva
que visa tratar a dindmica da QCD em baixas energias. O regime de interesse é, a principio, um
regime em que os graus de liberdade assint6ticos hadrénicos constituem-se apenas dos bosons de
Goldstone. Para tanto, os processos abordados com essa teoria devem estar limitados a energias
tipicas inferiores & massa m, do meéson p (m, ~ 770 MeV), o hadron mais leve para além daqueles
bésons. No entanto, conforme serd exposto nas secoes 3.6 e 3.7, a ChPT pode ser estendida e aplicada
a processos nos quais outros graus de liberdade sdo relevantes, como bérions, mésons pesados,
mésons vetoriais, etc. Ainda assim, aquele limite energético ndo é drasticamente mudado: estima-se
que o regime de validade da ChPT s@o processos com energias tipicas de até Acppr = 4mFp = 1
GeV, constante que faz o papel do cutoff A definido na secdo 3.1. Desta maneira, o conceito
de "perturbacao" aqui usado ndo é o conceito que utiliza-se quando, por exemplo, é dito que a
QED ¢é uma teoria perturbativa, isto é, uma teoria em que se realiza uma expansdo baseada na
constante de acoplamento da interacao (expansdo que é convergente e pode ser truncada, pois
termos de ordem suficientemente alta sdo despreziveis). Nesse sentido estrito do termo, a ChPT é
uma teoria nao-perturbativa, pois na mera geracao do pion estdo inclusas influéncias de infinitas
ordens perturbativas da constante de acoplamento da QCD. Em vez disso, a expansao sobre a
qual sdo realizados calculos perturbativos na ChPT ocorre em funcao das massas e momentos dos
bosons de Goldstone [Koc97|. Isso é coerente com o fato de que a interacao entre esses bosons tende
a zero no limite de momento nulo — o que também ocorre na interacdo com niicleons, fato que
fundamentou historicamente, por exemplo, a substituicio do modelo de Yukawa .Z o NyrN pelo
modelo de acoplamento gradiente .Z o< N YO,mN para a interagao pion-nucleon.

Como dito na secao 3.1, a lagrangiana efetiva mais geral compativel com uma dada simetria,
lagrangiana esta que possui infinitos termos, conduz a matriz S mais geral compativel com aquela
simetria. No caso da ChPT, a simetria em questao é a simetria quiral SU(3)y x SU(3)4 x U(1)y
(ainda que SU(3) 4 seja uma simetria escondida) e os infinitos termos da lagrangiana efetiva podem
ser organizados segundo o método de contagem de poténcias de Weinberg. Esse método consiste em
ponderar cada diagrama de Feynman proveniente da lagrangiana segundo os momentos e as massas
envolvidos no diagrama, ponderamento que atribui a cada diagrama uma dada ordem quiral & (p™)
(n € {0,1,2...}). Como procura-se uma teoria que descreva o sistema em baixas energias, essa
expansdo é apropriada e os diagramas de ordens mais baixas sdo os mais importantes. E atribuida
ordem O(p"™) a cada termo da lagrangiana que origina diagramas de ordem &(p™) ou superior (o
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acréscimo de loops em um diagrama tende a aumentar sua ordem quiral). Uma derivada parcial o*
em um termo da lagrangiana, por exemplo, tende a originar um termo p* no vértice da interacao, e
assim acrescenta uma ordem p ao termo no qual aparece na lagrangiana — dessa forma, um termo
com seis derivadas parciais tera, no minimo, ordem €& (p%). & () o lagrangiana efetiva de ordem
quiral €'(p™), é definida como a lagrangiana efetiva contendo todos termos de ordem &'(p™). A rigor
as lagrangianas efetivas quirais nao sao renormalizéveis, mas a ChPT é renormalizdvel ordem a
ordem, no sentido em que, para dada ordem €(p") de interesse, todas divergéncias provenientes de
diagramas dessa ordem podem ser absorvidas em parametros da lagrangiana 2™ [Sch03].

Para a construcao de teorias efetivas, é util estender a lagrangiana da QCD para uma lagrangiana
Zocp = .ZQOCD + Lixt, em que ZLext envolve campos externos [Pic95, Sch03, Bor08|. Uma maneira
como ZLext pode ser definida €

_ 1 _ .
Lext = QW <v“ + 30+ 75@“) q — q(s + ivsp)q- (3.22)
Com excecao de Ué)’ os campos externos tém indices de cor: v# = Y )‘7“@5, at =3, %aa’a‘,

5= ,AaSa, D = Y., AaPa- A lagrangiana original da QCD (3.7) pode ser recobrada definindo
s = M e anulando os demais campos externos. Também podemos escrever

1 1 . _ .
Loxt = QLY <l“ + 371{;)) qr + GQrVu <T“ + 3Uffs)) qr — qr(s —ip)qr — qr(s +ip)gr,  (3.23)

_1 _ 1/
com vy = 5(ry + 1), ay = 5(ry — ).
Para que essa lagrangiana respeite a simetria quiral, os campos devem transformar-se adequa-
damente:

ry — Rr R +iRO,RY, 1, — LL,LT +iLd,LT, v — (¥ - 0,0, (3.24)

X=s+ip— L(s+ip)R', s—ip— R(s—ip)L', (3.25)

em que agora permitimos que as transformagoes parametrizadas por R, L e © sejam transformagoes
locais. De fato, embora simetrias globais oferecam restricoes importantes a um sistema, elas nao sao
suficientes para determinar o seu comportamento em baixas energias. Para tanto, é preciso analisar
as identidades de Ward satisfeitas pelas funcoes de Green do sistema. Pode-se provar que todas essas
identidades sdo equivalentes & imposi¢do de uma invariancia sob transformacgoes locais por parte do
funcional gerador (3.2) da interacao. Essas identidades ficam codificadas e podem ser recuperadas
a partir desse funcional. Daf advém a conveniéncia de construir lagrangianas com simetria local

[Sch03].

A partir desse formalismo também é possivel reproduzir lagrangianas de interagoes nao-fortes
definindo apropriadamente os campos externos. Por exemplo, é possivel reproduzir a lagrangiana
da interacdo eletromagnética entre quarks e fotons definindo r, = [, = —eQA,, em que A, ¢
o campo eletromagnético e ) = diag(2/3,—1/3,—1/3) estabelece a carga dos quarks leves em
unidades da carga elementar e = |e|. Outro exemplo é em relagao as interagoes fracas: para que
seja reproduzida a lagrangiana que rege a interacao entre quarks mediada pelo béson W, basta
definir r, =0 e l, = —%(VV:TJr + h.c.), em que Ty é a matriz CKM e ¢ ¢ uma constante de
acoplamento relacionada ao Modelo Padrao. Incluir a interacdo mediada pelo béson Z também é

possivel, definindo apropriadamente 7, {,,, v,(f).

Para construir uma teoria efetiva que envolve os bésons de Goldstone, é bastante conveniente
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utilizar a parametrizacao (3.11). Para tanto, deve-se construir uma derivada covariante que repro-
duza o comportamento de U sob transformagdes SU(3)g x SU(3)*:

U— LUR', D,=0,+ir,—il, = D,U— LDUR (3.26)
A lagrangiana efetiva quiral mais geral de ordem dominante é

2

@ _ Io urrvin o F6Bo t f
2 = DD UMDV + =2 T (U + UXD). (3.27)

Anulando os campos externos, temos uma lagrangiana que rege a dindmica dos bédsons de Goldstone
entre si:

8
o F} 1
2 = TO Te[0,U (8*U)1] = 3 ; 0ubad" b0 + Lint, (3.28)

em que %, descreve a interacdo de diferentes bosons de Goldstone entre si. Vemos que esses bosons
sao, de fato, particulas sem massa, e fica claro que a escolha de F02/4 como constante multiplicativa
é fixada para que seja reproduzida a lagrangiana livre de campos escalares. As oito correntes de
Noether Jﬁ’a(:c) associadas as transformacées R = L' = A podem ser calculadas, e mostra-se que

(0174 (@)[¢"(p)) = —Fo (010" da()|6" (p)) = ip" Fy exp(—ip - 2)6°, (3.29)

(010, 5" ()|¢" (p)) = mis Fy exp(—ip - )6, (3.30)

relagoes estas que fundamentam a PCAC na teoria quiral. Fica evidente que nessa teoria a corrente
axial ndo é conservada — nesse sentido Fy é uma condicdo necesséria e suficiente de quebra de
simetria. De qualquer forma hé uma conservagao parcial da corrente axial, devido & baixa massa
dos bosons de Goldstone [Koc97, Sch03, Bor08].

O termo de massa (3.19) a rigor nao é invariante sob transformacoes quirais. Para levar em con-
sideragao as massas nao-nulas dos quarks, é necessério somar a lagrangiana quiral de interesse (por
exemplo, (3.28)) termos que reproduzam o comportamento de (3.19) sob transformacoes quirais.
Isso pode ser feito estabelecendo que M — LM RT. Se isso é estabelecido, (3.19) torna-se invariante
sob transformacoes quirais, e a presenca das massas dos quarks em dada ordem quiral pode ser
recobrada levando-se em consideragao a existéncia de um building block M que transforma-se dessa
maneira, isto é, construindo-se lagrangianas com simetria quiral em fungdo de U, M e demais graus
de liberdade de interesse. Dessa forma, definindo x = M em (3.27), pode-se recuperar a influéncia
das massas dos quarks na lagrangiana quiral de ordem dominante [Wis93|. Expandindo a lagrangi-
ana apropriadamente, é possivel identificar as massas adquiridas pelos bosons de Goldstone, o que
permite confirmar a relacao de Gell-Mann-Okubo:

AMj = 3M; + M7 = 4Bo(m + ms), (3.31)

em que na férmula é considerado m,, = mg = m. Daqui tiramos uma interpretacao da constante By,
constante que também surge na relacdo 3BoFiy = — (0/gq|0). (0|gq|0) # 0 é uma condigao suficiente

% Outras derivadas covariantes poderiam ser definidas, dependendo do comportamento de um campo A que
deseja-se reproduzir:

A— RAL', D,=0,—ir,+il, = D,A— RD,L!
A= RAR', D,=0d, —ir,+ir, = D,A— RD,R'
A— LAL', D,=0,—il,+il, = D,A— LD,L!
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de quebra espontanea de simetria, representando algo parecido com o que a magnetizacdo média
<M ) representa perante os materiais ferromagnéticos discutidos na sec¢do 3.4. Utilizando os valores
empiricos das massas dos bosons de Goldstone, a lagrangiana em ordem dominante permite estimar
as proporgoes entre as massas dos quarks [Bor(08, Pic95]:

Myt mg :ms = 0.55:1:20, (3.32)

proporcoes que, ainda que estejam sujeitas a correcoes provenientes de lagrangianas de maior ordem
quiral, sdo condizentes com os valores atualmente estimados para essas massas [eaPDG14].

Em teorias efetivas também é conveniente definir o campo £ tal que U = &£. Assim:

£ =exp (z gg)) , ¢ > VLUR' = K¢R'. (3.33)
0

K(R,L,U) € SU(3) é tal que K = VLURIR¢T. Repare que K depende dos campos dos bosons
de Goldstone. Decorre também que ¢ — LEKT e, na medida em que os bosons de Goldstone
transformam-se como ¢(x) — V(x)VT sob rotacoes SU3)y (R = L = V), K = V para esse
subgrupo.

Especialmente tteis sdo os elementos

Y =5 (60— e+ €0, e ), Th =1 (60— in)e — €@, —it)e) (330

l\.’)\r—l
l\.’)\@

que transformam-se segundo

v v A A
I, — KT K'+ Ko,K',  Tj}— KTK'. (3.35)

Anulando os campos externos em Fl‘f e F/‘j, obtemos [Cho92]

) = % (@@f - 5@8) — _(2;0)@@5 + 6(2;0)3 (6, [0, D8] + +6(¢°). (3.37)

¥, possui um nimero par de bésons em cada termo, enquanto 7, possui um nimero impar. Tais
elementos sdo nteis em teorias efetivas envolvendo objetos pesados.

3.6 Heavy quark

A simetria de heavy quark ocorre em um limite de certa forma oposto ao limite quiral, pois ela é
obtida quando considera-se que a massa mg de um dado quark tende ao infinito. Essa ¢ uma consi-
deracio razoavel para os quarks charm e bottom®, pois as energias limiares para a producido desses
quarks encontram-se além do regime de baixas energias relevante em muitos processos estudados

’0 quark top também é um quark pesado, mas as aplica¢bes da simetria de heavy quark para esse quark sdo
bem mais limitadas, pois a vida média do quark top é tao curta que ndo permite que ele participe de um estado
ligado: sendo o tnico quark mais pesado que o béson W, ele sofre o decaimento ¢ — W + b antes que um processo
de hadronizagao possa ocorrer [eaPDG14].
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em fisica hadronica, e por isso sao denominados quarks pesados [Sch03]. Esse limite é mais tratavel
analiticamente basicamente porque mg >> Aqcp ~ 0.2 GeV, em que Aqep ¢ a escala da QCD.
Aqcp ¢ um limiar natural entre o regime de altas energias da QCD, regime este perturbativo, e o
regime de baixas energias, regime este nao-perturbativo. Assim um quark pesado m¢g >> Aqcp serd
um objeto compacto (de tamanho tipico R << Agz(ljD) e seu campo de cor, devido ao seu carater
perturbativo, serd qualitativamente similar ao campo eletromagnético. A complicagdo maior estard
nas componentes leves do hadron, que formardo um chamado brown muck e serdo responsaveis pela
estrutura ndo-perturbativa do hadron [Geo91, Neu94].

Nesse limite de massa infinita a quadrivelocidade v do heavy quark é uma grandeza bem definida
durante todo o processo, isto é, ha uma regra de superselecao de velocidade [Geo90, Geo91, Neu94,
CDDB™97|: como sua massa tende ao infinito, pode-se grosso modo dizer que ¢ requerida uma
infinita variacdo de momento para alterar sua velocidade. Logo, ela serd aproximadamente constante
durante o processo de interacdo. Em especial, os quarks com diversas velocidades nao se acoplarao,
um dado heavy quark de velocidade v estard associado a um campo distinto e desacoplado do
campo de um heavy quark de velocidade vs. Isso pode ser intuido considerando um heavy quark de
momento P* que, devido a uma interacdo, adquira momento P* = PF 4+ APH:

APH ! — o
=M g (3.38)
mq mq

PY = mgut + k¥, PH = mgut' + kM,

Como usual em relatividade, as quadrivelocidades tém modulo unitéario: v? = 1. Estivesse o heavy
quark em sua camada de massa, terfamos P? = sz e k" = 0, mas aqui permitimos a existéncia
de um k* nao-nulo ainda que residual (da ordem de Aqcp), representando um desvio da camada
de massa por parte do heavy quark. Se quisermos impor AP/mg — 0, isso é, trabalharmos em
um regime de baixas energias em que a energia transferida é muito menor do que a massa do
heavy quark (e esse é o tipo de situagao que desejamos estudar ao considerarmos mg infinita),
temos que impor v — vP. Dessa forma, a regra de superselecdo acima exposta s6 ocorre quando a
interacao é mediada pelos chamados soft gluons, gliions de baixa energia, isto é, gltions que carregam
quadrimomento APH tal que AP << mg.

O limite de heavy quark pode ser explorado a partir da decomposi¢ao do campo da particula g(x)
em suas chamadas componente pesada H,(z) e componente leve h,(z) [Geo91, Neu94, CDDB'97,
Sch03]:

q(z) = exp(imqu - x)qy(x) = exp(imqu - x)(Py+ + Py—)qv(z) = hy(z) + Hy(z),, (3.39)
em que
hy(z) = exp(imqu - ) Pyt qy, H,(xz) = exp(imqu - ) P,_qy, (3.40)
e P,;+ e P,_ sao tais que
Py = ——, P,y Pyt = Py, Pvin:F:O’ Py +P,- =1 (341)

Aplicando a decomposicdo (3.39) em lagrangianas de interesse, pode-se procurar organizi-las,
separando-as em termos de diferentes ordens em mg. Aplicando essa decomposicao na lagrangi-
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ana da QCD (3.7), chega-se a [Neu94]

Zoep (1q) = hviv - Dhy — Hy(iv - D + 2mq)Hy + hyil) | Hy + Hyilp | h, (3.42)

com D, = DF — oty - D. Utilizando as equagdes de Euler-Lagrange e manipulando as equagoes,
percebe-se que H, = 0(1/mg)h,. De fato [Neu94|,

1 1

= ww-D\
H, = P hy = —— — i) | hy, 4
o D amg —ie Dt = gy < 2meg ) Py (3.43)

n=

logo somente o primeiro termo da lagrangiana (3.42) possui ordem superior a ¢(1/mgq), o que
acarreta um desacoplamento dos campos h, e H, nessa ordem. Via (3.43) também ¢é possivel obter
lagrangianas com tal desacoplamento em ordens €(1/mg), ﬁ(l/m%), etc. Assim obtemos, no limite
de heavy quark, a lagrangiana da QCD em ordem dominante [Geo91, Neu94, CDDB'97]:

7O

Qep (1q) = hwiv - Dhy. (3.44)

Um procedimento bastante anidlogo também é realizado em redugoes nao-relativisticas [Sch03].
No referencial de repouso do heavy quark, v = (1,0,0,0), ¥ = o, e assim P,+ tornam-se analo-
gos aos projetores das componentes leves e pesadas usuais nesse tipo de redugdo. Como também
ocasionalmente ¢é feito em redugdes nao-relativisticas, a exponencial inserida em (3.39) permite que
obtenhamos lagrangianas de ordens &'(1/ m’Q) com ¢ > 0, assim sao lagrangianas especialmente
apropriadas para o limite de heavy quark 1/mg — 0. Além do mais, a presenca da exponencial
implica que derivadas agindo em h, produzirdo poténcias de k << mg ao invés de p, assim miul-
tiplas derivadas tendem a ser suprimidas via expansdo em k/m¢ [Neu94, Sch03]. E importante
notar, porém, que ndo é realizada nesse formalismo de heavy quark uma reducdo nao-relativistica
propriamente dita. Em especial, é permitido que o quark pesado atinja velocidades proximas de
¢ =1 [Neu94].

O campo g(z) (g(z)) descrito pela lagrangiana da cromodindmica quantica, quando quantizado,
pode ser escrito como uma integral de operadores que aniquilam quarks (antiquarks) e criam anti-
quarks (quarks). Por outro lado, no limite de heavy quark, a agdo de exp(—imqu - x)P,4+ sobre ¢(z)
acarreta que o campo h, apenas aniquile um quark pesado de velocidade v, enquanto H, apenas crie
um antiquark pesado de velocidade v. Assim sendo, o procedimento delineado acima é adequado
apenas para a descricdo de teorias com quarks pesados. Uma teoria com antiquarks pesados pode
ser construida substituindo v por —v no formalismo apresentado nessa segao [Geo91, Neu94|, de
forma que, nesse caso, h_, seria responsavel por aniquilar antiquarks. A regra de superselecao de
velocidade implica que campos associados a diferentes velocidades sdo desacoplados fortemente, de
modo que eventuais acoplamentos s6 poderao ocorrer por mecanismos nao-fortes, como por exemplo
via correntes fracas. Ainda nesse sentido, todos principios que aqui expomos tém aplicacdes mais
diretas apenas para hadrons com um tunico quark (ou antiquark) pesado. Aplicages desses proce-
dimentos para mésons com quark e antiquark que sdo ambos pesados (como charmoénios) sao menos
intuitivas — nesse caso nao esperamos a priori que os quarks pesados tenham uma velocidade bem
definida, ou que interajam fortemente apenas via soft gluons [CDDB193, Neu94, CDDB'97].

O campo regido pela lagrangiana (3.44) é independente de mg, de forma que os dois sabores
de quarks pesados sdo equivalentes nessa ordem da lagrangiana. Com isso, pode-se estabelecer uma
simetria SU(2), em que a rotacao sob a qual a lagrangiana é invariante ¢ uma rotac¢ao que atua sobre
os indices de sabores pesados (analogamente ao que ¢é feito em teoria quiral, na qual estabelece-se
rotagoes sobre os indices de sabores leves). Além disso, a lagrangiana também é invariante sob
rotagoes h, — Shy, sendo S o operador usual de rotagdo de spinores. No referencial de repouso do
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heavy quark, podemos escrever

o Qi Z_eljki_l g O _1 0_i /J'V—E © v
S—exp( 1015), St = 5 3 =3 (O i —27577, o —2[’Y 7], (3.45)
. . OZ' ] . . .
B =exp (—z'm B’) . Bi= % — %’yofyl, Dp = exp (—im Bl — i, Sl) : (3.46)

em que o' sio as matrizes de Pauli, S define rotaces, B boosts e Dy é uma forma geral de
operador que executa transformacoes de Lorentz. Porém, estando o heavy quark em uma velocidade
qualquer, esses operadores devem ser redefinidos para que S mantenha sua identidade como gerador
de rotagdes do spin do heavy quark. Tomando quadrivetores e;, (i € {1,2,3}) perpendiculares a

quadrivelocidade v*, perpendiculares entre si e com norma e*? = —1 temos
775¢¢ ’y5e Dt y, = el(f)Sff, B' = 5;/5;# = zel(f)'yg)S{f. (3.47)

Com isso [S, P,+] = 0 e, sob rotagoes,

hy = explimqu - 2) Py Sq(x) = Shy by = 087V LELD o) = Lo gy

(3.48)
Essa invariancia fundamenta uma segunda simetria SU(2), dessa vez no espaco de spin. Dessa
forma temos tanto uma simetria de sabor quanto uma simetria de spin por parte da lagrangiana em
questdo, e ambas conjuntamente definem uma simetria SU(2Np¢) (em que Nps € 0 niimero de sabores
pesados) [Geo91, Neu94, CDDB'97|. Porém, analogamente ao que ocorre no caso da simetria quiral,
essa simetria é explicitamente quebrada quando considera-se termos de ordem €' (1/mg) ou superior,
isto é, 1/m¢g nao-nulo. Por exemplo, considerando a lagrangiana da QCD em ordem &(1/mg)
[Neu94, CDDB97],

Jae 1
QCD (HQ) ~ 2y,

(Ev(im)% + gﬁvaaﬁaaﬁm) , (3.49)
ocorre que ambos os termos da lagrangiana quebram a simetria de sabor (via 1/mg) e o segundo
termo quebra a simetria de spin (via o#¥). A segunda parcela pode ser escrita como —miQﬁvg- Echv,

com B! = —%eijij k [Neu94]. Este é um termo anélogo ao termo magnético que descreve a interacao
spin-6rbita obtido na reducdo nao-relativistica da QED, sendo por isso denominado termo cromo-
magnético.

A simetria SU(2Ny) implica na equivaléncia entre, por exemplo, os mésons D, D*, B e B*: a
simetria de spin correlaciona os mésons D e D* ou B e B*, e a simetria de sabor correlaciona os
mésons D e B ou D* e B*. Isso é de certa forma analogo a situacao do dtomo de hidrogénio: isdétopos
tém uma quimica semelhante, pois a eletrosfera s6 é sensivel a carga do nucleo e ndo aos diferentes
sabores de seus ntcleons. Também no caso do &tomo de hidrogénio o spin do ntcleo é irrelevante
no limite 1/mpy — 0, s6 sendo relevante quando 1/my nao é desprezivel, dai advindo as correcoes
hiperfinas do espectro do 4tomo. E claro que, com a quebra de simetria, aquela equivaléncia nao é
mantida em seu todo, mesmo porque temos empiricamente

mp —mp = 46 MeV = 0.008 mp, mp —mp = 142 MeV = 0.08 mp. (3.50)
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Fssa discrepancia pode ser abordada procurando-se calcular ordem superiores da lagrangiana de

heavy quark. Em ordem €(1/mg) é previsto que m3s — m% = mi? — m%, resultado que com

aproximacao ainda mais razoavel é respeitado: m"‘D2 - mQD >~ (.49 GeV? e m*32 — mQB >~ (.55 GeV?2.
Curiosamente, valores bem parecidos sao observados em relagdo as versdes estranhas desses mésons
(Ds, B?, etc), indicando que corregoes hiperfinas sao independentes do sabor do brown muck que

circunda o quark pesado [Neu94|.

A lagrangiana (3.44) define um propagador Pyg e um vértice Vg em substituicdo aos vértices
e propagadores usuais da QCD [Geo91, Neu94]:

i i P41 i
Pro = — ok — P, 51
Mo = o =y g HO0/ma) 2 P (3.51)
VHQ = PU+VQCDP’U+ = Pv+l.g)\a’7'upv+ = ’L'g)\aU'u. (352)

No propagador fica novamente evidente a importancia de que k* = P* — muv* seja verdadeiramente
um acréscimo residual ao momento do heavy quark (k* << mg), o que s6 serd verdade se a interacao
for mediada por soft gluons. Podemos entender isso qualitativamente em termos do comprimento de
onda das particulas envolvidas: se mg ¢ muito grande, o comprimento de onda Compton do quark
pesado é muito pequeno, e somente glions energéticos conseguirao sondar o quark. Glions pouco
energéticos serao pouco sensiveis & massa ou ao spin do quark, sondando apenas seu campo de cor
— nessa situacao, portanto, é que esperamos ter respeitada a simetria de heavy quark. Dessa forma
os chamados hard gluons também atuam como um fator de quebra de simetria de heavy quark.
Essa quebra é calculavel em teoria de perturbacdo, e em geral tende a renormalizar os coeficientes
da lagrangiana efetiva — em ordem €(1/mg), por exemplo, ela acarreta a renormalizacdo da
constante multiplicativa do termo cromo-magnético: g — gC(u) [Neu94, CDDBT97]. Dessa forma ¢
importante notar que a simetria de heavy quark ndo é uma simetria aproximada da lagrangiana da
QCD como o é a simetria quiral, mas sim uma simetria da lagrangiana efetiva que € uma aproximagcao
da lagrangiana da QCD em certo regime cinematico, ou mesmo uma simetria da matriz S em tal
regime. Isso fica evidente ao notar-se que as lagrangianas de heavy quark nao sdo invariantes sob
boosts de Lorentz [Neu94|.

3.7 Lagrangianas efetivas pesadas

3.7.1 Lagrangianas efetivas baridnicas

Um modo de parametrizar o octeto fundamental de barions é

150, 1 +
8 \/EET\/EA b))

B(z) =) ba(x)Aa = > _%gij A

—_
a=1 = = —

(3.53)
A

%‘m:: 3

Diferentemente do caso dos mésons em (3.21), esses barions tém spin 1/2, e portanto sdo represen-
tados por espinores. Além disso, b,(x) ndo é um campo real, de forma que B;;(z) # Bj;(x)*.

Impomos que B — KBK' sob SU(3)r x SU(3), (com K definido em (3.33)). De fato, essa
escolha de regra de transformacgao por parte dos barions é um tanto quanto arbitraria, pois apenas
o comportamento B — VBV sob o subgrupo SU(3)y é bem definido [MW07] — desde que isso
seja respeitado, poderia-se impor outras regras de transformagdo, mas de qualquer forma ocorre
que as diversas opcoes possiveis podem ser convertidas umas nas outras via redefini¢ées de campos
(para tanto a presenga dos bosons de Goldstone na teoria é fundamental) e os observaveis fisicos
sdo invariantes sob tais redefinicoes. A regra B — KBKT é a escolha mais usual na literatura
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e considerada a mais conveniente para construcdo de lagrangianas efetivas (vide discussoes em

[IM91, Geo09]).

Assim sendo, podemos estabelecer a interacdo entre o octeto fundamental de barions e octeto
pseudoescalar de mésons (isto é, os bosons de Goldstone) através de lagrangianas invariantes sob
rotacoes quirais. A lagrangiana de ordem dominante é [Sch03]

L0 =T [BEDY - My)B| + DTx (By'9s{T}l, BY) + FTr (By'ss[T Bl) . (3.59)

com DELB)B = 0,B + [I‘L/,B] e B;j = B;ﬂ(). O trago é tomado nos indices de sabor. My ¢é a
massa do octeto de barions no limite quiral, e D e F' sdo constantes que podem ser calibradas

experimentalmente. Usando decaimentos em nivel de arvore B — B’ + ¢~ + 1, estabelece-se que
D =0.80 e F'=0.50 [JM91, Sch03].

Ainda que o octeto de barions seja constituido apenas de quarks leves, pode-se aplicar um
procedimento andlogo ao que usamos na secao 3.6 para construir Zq a partir da Zqop, pois o
momento AP transferido entre os barions via troca de pions usualmente é pequeno se comparado
a sua propria massa my, de forma que também com eles é razoavel impor AP/mpy — 0 e concluir
que sua velocidade seja efetivamente conservada. Decompondo o campo B tal que b, & P, B e
B, x P,_B, obtemos [JM91]

)

Ba (g = T [bu(v - D)by] + 2D Tr [b,SE{,,, b, }| + 2F Tr (bySH [y, by)) (3.55)

em que se usa b,y b, = v"byby, e by ysby, = 2B,Shb,. Definimos %, B = 9, B + [¥,,, B].

Na literatura encontra-se derivagdes de (3.55) sem o uso explicito de (3.54), pois em ordem
dominante essa é a lagrangiana escrita em termos de b, mais geral consistente com a simetria
quiral. Corre¢oes de ordem superiores (inclusive corregdes devido as massas nao-nulas dos quarks
leves) sao obtidas de forma analoga [JM91, Sch03].

Os mésons do noneto vetorial de mésons também podem ser abordados dessa maneira. Esses
meésons tém spin 1, sendo portanto representados por campos que possuem um indice de Lorentz.
Como foi feito com o noneto pseudoescalar, o noneto vetorial é repartido em um octeto e um singleto.
O singleto é constituido de uma particula invariante sob rotagoes quirais (a particula ¢), e o octeto,
constituido das particulas p, K* e w, é parametrizado como uma matriz O* = Zizl OH \a, de forma
analoga a (3.21) ou (3.53). Sob rotagdes quirais estipula-se que 0 — K0P K'. Estabelecidos esses
building blocks, as lagrangianas efetivas de dada ordem podem ser construidas. Inclusive, como no
caso dos barions dessa secdo, é possivel fazé-lo através de campos pesados de quadrivelocidade v#
bem determinada [JMW95].

3.7.2 Lagrangianas efetivas mesodnicas

Constatamos que a simetria de heavy quark implica em uma correlagdo entre mésons e suas
excitagbes. As excitacoes diferem essencialmente no que diz respeito a configuracao de spin, e a
dinadmica de quarks pesados é pouco sensivel a essa configuragdo. Dessa forma, os mésons que
diferem apenas no nimero quantico de spin total S estarao fortemente correlacionados e podem
ser encarados como constituintes de um multipleto. Esse fato pode ser explorado utilizando um
formalismo matricial [FGGW90, Geo91, MWO07]|. Atentando-se aos mésons de nimero quintico
orbital [ = 0 (onda S), eles integrardo um dubleto (P, P*), em que P esta relacionado aos nimeros
quanticos J = 0~ e P* aos nimeros quanticos JI = 1. Considerando os mésons formados por
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um quark pesado e um antiquark leve, podemos parametriza-los como [Hpa]

Hy(@) = Py (P2 — Py @) (3.56)

O indice @ diz respeito ao quark pesado (b ou c), o indice i diz respeito ao antiquark leve (@, d ou 3),
e v & quadrivelocidade do heavy quark. Explicitamos acima todos esses indices, mas a partir daqui
eles serao deixados implicitos quando possivel. Assim sendo, tomando por exemplo @) = ¢, temos
(P!, P?,P3) = (P",P?, P%) = (D°,D¥,DJ), e P* segue analogamente. A parametrizagao (3.56)
é especialmente apropriada porque se P é um vetor e P um pseudoescalar, a a¢ao das matrizes 7,
e 75 converterd H em um objeto de comportamento espinorial. Nesse sentido, sob transformagoes
de Lorentz e transformacoes de paridade, H, comporta-se respectivamente como [Geo91, MWO07|

Hy(z) = DyHp-1,(A'2)Dyt, Hy(2) = 90H (-5 (20, =)0 (3.57)

Vemos que HgQ) emula o comportamento do produto de spinores h,;, em que ¢; ¢ um espinor de
um quark de sabor i [Geo91]. De fato, atentando-se especificamente as rotagoes de spin dentre as
transformacoes de Lorentz, podemos identificar [MW07]

H — SoHS;, (3.58)

em que Sg refere-se a rotagao de spin do quark pesado e S; a rotacao de spin do brown muck.
Esperamos que a interagao forte seja simétrica sob a acao unicamente de Sg, com excecao de
efeitos de ordem €(1/mq) ou superior.

Dessa forma, podemos naturalmente estabelecer a parametrizacao de mésons formados por um
antiquark pesado e um quark leve, fazendo-o através da operagao de conjugagao de carga [GIMT92]:

HQ o cHOT ()¢ ' = HO, (3.59)

T refere-se a transposicao dos indices de Dirac e C' = iyp72%, em que € apenas define a convenc¢ao
que correlaciona os campos:

¢PQr gt = _p@*  ¢pQ@g-1 = p@ (3.60)

Assim sendo, podemos escrever [GIM 192, AGP0G]

HQ@ — (P,SQ)*WM — PQ@qy)p,_. (3.61)

Com respeito aos mésons formados por quark e antiquark que sdo ambos pesados, em principio
nao pareceria possivel aplicar a eles o formalismo de heavy quark, pois suas particulas constituintes
nao mantém uma velocidade bem definida: ao redor da particula pesada orbita outra particula
pesada que difere em muito do brown muck leve que tratamos até entdo. Entretanto, pode-se
identificar um regime cinemdtico em que as particulas pesadas interajam via soft gluons, regime
este denominado SEA, do inglés soft-ezchange-aproximation regime. Modelos de potenciais baseados
na QCD indicam que, com o aumento da massa m¢ dos quarks, suas velocidades relativas decrescem
progressivamente, de forma que um quark suficientemente pesado terd uma velocidade pequena o
bastante para que seu efeito seja desprezivel. Mas esse decréscimo ndo pode ocorrer indefinidamente:
aumentando a massa suficientemente, o par quark-antiquark serd bastante compacto e a interagéo
forte serd predominantemente coloumbiana. Mostra-se que, nessa situagdo, a velocidade aumenta
de forma linear com a massa. Dessa forma o SEA é um regime de particulas pesadas, mas que
ainda assim encontram-se no regime dominado pelo carater ndo-coulombiano, isto é, string like, da
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interacao da QCD. Nesse regime pode-se considerar em aproximagcao razoavel que a interacao forte
seja mediada por soft gluons e que a regra de superselecdo de velocidade seja respeitada. Nesse
sentido a simetria de spin é preservada, mas evidentemente a simetria de sabor nao o é, devido a
essa dependéncia de mg por parte da dinamica. O limite superior de validade do SEA & da ordem
de 80 GeV, de forma que os quarks charm e bottom encontram-se confortavelmente nesse regime
[CDDB93].

Isso posto, podemos parametrizar os mésons de quark e antiquark pesados de forma bastante
andloga ao que expomos em (3.56) e (3.61). Utilizaremos aqui uma notacao referente as excitacoes
de charmonio (c¢), mas mésons de estrutura cb e bb sdo parametrizados identicamente. Tomando
os mésons em onda S, podemos parametriza-los como [CDDB"93, CDFP04, GHL " 11]

SQQ =Py (¢#’Yu - WCVB)Pva (362)

em que " esta relacionado aos nameros quanticos J©¢ =17~ e 5, aos nameros quanticos J¢ =
0~*. Tomando os mésons de nimero orbital I = 1 (onda P), temos JF¢ € {27+ 17+ 0t+ 177},
que, no caso do charmonio, sdo os numeros quinticos relacionados as particulas xe2, Xe1, Xe0s Pe

(veja fig. 1.5). Elas sao conjuntamente parametrizadas como [CDDB"93, CDFP04, GHL"11]

1 1
P(SQ = Pv+ <X52a’ya + EG“VQBUO/)%XCIV + %(’YH — U‘M)XCO + hg’yLr,) PU_. (363)

Sob rotagdes de spin do quark pesado Sq € SU(2)q, rotagdes de spin do antiquark pesado Sp €
SU(Q)Q e rotacoes quirais SU(3) g x SU(3) 1, as parametrizagoes que estabelecemos transformam-se
como [Hpa|

HZ(Q) s S(H@KT,, }—Ii(Q) N (KFI(Q))Z‘SZJ, Hz'(Q) - (KH(Q))iSZ?’ (3.64)
_ Q — (A
Y = So(HDK,  Soq = SeSqaSh,  Phg = SaPhgsh, (3.65)
com H Z-(Q) =+'H i(Q)Ho (e analogamente para H Z-(Q)). O comportamento sob transformacoes quirais

dado em (3.64) estd sujeito & mesma arbitrariedade que discutimos no caso barionico: apenas o
comportamento sob o subgrupo SU(3)y é bem determinado; fora isso, diversos comportamentos sob
transformactes podem ser obtidos uns dos outros via redefini¢ées dos campos. A regra dada acima
¢ especialmente apropriada porque mantém invariante o comportamento (3.57) sob transformacoes
de paridade [MWO07].

Todas particulas descritas por campos CH1HnHn 30 tais que CH1HnHry, = 0, por fixacdo de
gauge. Temos ainda que, conforme usual na literatura, cada campo contém um fator multiplicativo
de normalizagdo \/m, em que m é a massa da particula associada ao campo (esses fatores encontram-
se implicitos nas formulas acima). Esse fator correlaciona as unidades de um campo relativistico
C e as unidades do campo nao-relativistico correspondente Cyy: [Cyy] = [v/m][C]. Dessa forma,
constantes de acoplamento relativisticas e ndo-relativisticas encontram-se também correlacionadas.
E importante notar também que as parametrizacdes acima nao dependem do namero quantico
principal n, ou, em outras palavras, comportam diversas particulas de mesmos ntmeros quanticos
JPC ¢ estrutura de quarks. Assim, por exemplo, ¥* e n. em (3.62) podem referir-se tanto as
particulas J/1 = 1(3096) e n. = n.(2983) quanto a ¢’ = ¢(3686) e n. = n.(3639) (veja fig. 1.5).

Com respeito a interacdo entre os bésons de Goldstone e os mésons com um quark pesado, a
lagrangiana mais geral que respeita a simetria de heavy quark e a simetria quiral ¢ [GIM 192, BG95,
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CDDB*97, MW07]

Saa=iTr [HD (v Dgﬂ)gg@] g T [Hg@HgQ)%%%ﬂ : (3.66)

com ng(M) = 0gpO* + ”f/a‘g Aplicando nessa lagrangiana apenas o termo de ordem O(1/Fp) da
expansao (3.37), obtemos [CDDB197|

\/i * . \/§ * * 14
Lacg = 91?0 (PZ” @Ld)ijP]T + h.c.) + Zglfoeaﬁ;wpi B@“gbiij Ty, (3.67)
Caso deseja-se computar a influéncia das massas nao-nulas dos quarks leves (parametrizados pela
matriz diagonal M), deve-se recorrer as corregoes dadas por |[GJM 92, BG95, CDDBT97, MWO07|

Lacr, = M Tr [HoHy M| + Ny Tr [HyH, | Tr [MU + MUT} : (3.68)

icrs = A3 Tr [Havu%%’é///bcf_[a] + i\, Tr [Haﬁavu%] Tr [o/H A, (3.69)

com A = EME + €TMET. Nos limitamos a expor correcdes que contribuem para processos com
apenas um boéson de Goldstone [CDDB'97]. O termo proporcional a A\; fornece massas diferentes
aos mésons P e P* enquanto o termo proporcional a \] acarreta um shift geral nessas massas

[MWO07].
As corregoes de ordem O(1/mg) sdo dadas por [GIJMT92, BG95, CDDB'97, MWO07]

(1) X - .9 =1, -9 f
LG (HQ) = m—Q Tr [Hag/“’HagW] + zm—Q Tr [Hb'y“'yg)%‘zHa] + zm—Q Tr [7#75%’;[{&] . (3.70)

O termo cinético em (3.66) define os propagadores das particulas P e P*. Esses propagadores
respectivamente sao [BG95, CDDB97, MW07]

iéab _iéab(guu - U,u'vu) (3 71)
2(v -k +3AQ) /4 +ie)’ 2(v -k — A@) /4 4 ie)’ '
em que A@) = mp. —mp = —2Xo/mg € uma corregao provinda do primeiro termo de (3.70).

Os dois tltimos termos, por sua vez, renormalizam as constantes de acoplamento, que assumem a

forma [BG95, CDDB197]

gppr =g+ (1/mq)(91 + 93),  grp =g+ (1/mq)(g; — 93). (3.72)

Por fim, temos a lagrangiana que descreve a interacdo entre os mésons com um unico quark (ou
anti-quark) pesado e os mésons com quark e anti-quark que sao ambos pesados [CDFP04, GHLT11]:

g2 O .93 (0) . 7 A~
Lq =iy Tr SogH@H 8,4H(Q)] +it Tr [PSQH@)WH(Q) +(Q e Q)+hec., (3.73)
Essa é a lagrangiana mais geral que respeita as simetrias quiral e de heavy quark.

Na modelagem do X nos foi 1til obter a interagdo entre os mésons ¥ e ¢’, ambos parame-
trizados em (3.62), e os mésons D neutros (D°, DY, D% D%) e carregados (D, D=, D** D~*),
parametrizados em (3.56) e (3.61). Essa interacao esta dada no interior de Zjsqg. Manipulando essa
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lagrangiana e retirando somente os termos interessantes & interacao, temos® [DFGL10, GHL " 11]

Zypp = igypp¥u(0" DD — DO* DY), (3.74)
8 «5.pt_ po.p
giﬁDD* = ngD*EuVa 3N¢V(Da35D — D@gDa ) (375)
<> d <>
Lypp+ = igppp " (D™ 0Dt — D* 0, D}l + 0,D;D*1), (3.76)
Ccom
9yDD _ YyD*D* _ _ YyD*D

= = My, 3.77
mo p— /7mD/mD* 924/ My, ( )

Podemos escrever (3.75) como

ZLypp+ = 2gypp€ P, (8,DIs DY — 8, D9z DY). (3.78)

Como ja foi dito, o campo 1), nas férmulas acima pode ser referente tanto ao charmonio J/v
quanto ao charménio 1’. Para cada um desses casos ha constantes de acoplamento especificas, isto
é, podemos definir g2 = g;/,, para a interagdo envolvendo o J/v e g2 = gy para a interagao envol-
vendo o v’. Conforme discutimos na secao 3.1, os valores dessas constantes nao sao determinados
pela teoria efetiva em si mesma, deve-se procurar determiné-los experimentalmente ou através de
outras abordagens teoricas. Nesse sentido, com respeito a interagdo entre o charmonio J/v e os
mésons D, os trabalhos [MM98, LK00, Hag00, OSL01, OSLW03] utilizam uma teoria efetiva dife-
rente da teoria que nés utilizamos”, mas de qualquer forma estabelecem uma lagrangiana idéntica
a (3.74) e, empregando vector-meson dominance, obtém valores entre 7.64 e 7.71 para a constante
de acoplamento gy pp. Esses calculos tém uma margem de erro consideravel (por exemplo, [MM98]
estima uma margem de erro de 20%). Deandrea et al. [DDBGT98, DNP03|, por sua vez, fazem uso
de uma teoria efetiva alternativa, e preveem que gypp = 8.0 £ 0.5. Esses trabalhos, porém, discor-
dam levemente entre si e conosco em relacdo a forma das lagrangianas (3.75) e (3.76), e também
discordam entre si com respeito ao valor de gy, pp+. Deandrea et al. obtém gypp~ = 4.05£0.6 Gev~!
[DNPO03], o que é condizente com a nossa relacao (3.77). Além disso, esses trabalhos negligenciam
a quebra de degenerescéncia entre os mésons D e D*, de forma que consideram g,p+p+ = gyppD-
Em vista de tudo isso, podemos estabelecer o valor

92 = gy = 2.34 GeV 3/ (3.79)
em (3.77), para obter
gepp =769, gypepr =827,  gyppr = 3.97 GeV 1, (3.80)

o que melhor concilia (3.77) com os resultados de Deandrea e das demais teorias efetivas que
mencionamos. Esses sdo os valores que adotamos em nossa modelagem do X.

®As constantes de acoplamento tém unidades de energia [gypp] = [gyp*p*] = 0, [gep*p] = —1/2 € [g2] = —3/2.

"Esses trabalhos estendem a simetria quiral SU(3) para uma simetria SU(4), isto é, incluem o quark charm na
simetria quiral. Nesse sentido, o octeto pseudoescalar (3.21) e octeto vetorial (que parametrizamos em O* ao final
da segao 3.7.1) sao estendidos para multipletos maiores, parametrizados em fungao dos geradores do grupo SU(4),
e incluem todos os mésons dados na fig. 1.4 (com excegao de 1’ e ¢, que sdo singletos). O quark charm ¢é bastante
massivo, de forma que a simetria quiral SU(4) é radicalmente quebrada. E evidente que isso limita consideravelmente
o poder preditivo desse tipo de abordagem, o que foi uma das motivagdes de Deandrea et al. para trabalharem
com uma teoria efetiva alternativa. Essa teoria, denominada constituent quark meson model, estabelece, através das
simetrias quirais e de heavy quark, uma lagrangiana efetiva de interagdo entre quarks e mésons.
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3.8 Lagrangianas efetivas eletromagnéticas

A inclusdo da interagdo eletromagnética na dindmica de mésons pesados e bosons de Goldstone
também pode ser realizada dentro do contexto de teorias efetivas®. A interacdo eletromagnética é
fundamentada na invaridncia dos campos sob transformagoes locais

1 O,
Ay — A, — Eé)ﬂ)\, g — €9, (3.81)
em que A = A(x) parametriza as transformacoes locais, ¢; € um espinor de um quark de sabor i
e carga @; (em unidades de e = |e|, a carga elementar) e A, é o campo do foton. Para estender

esses conceitos aos mésons, estabelecemos naturalmente que sob essa mudanca de gauge os bosons
de Goldstone e os mésons pesados transformam-se como

€ = @@, PHQ) = QA pi(Q)—iQi (3.82)

em que @ = diag(Q1, Q2, Q3) = diag(2/3,—1/3,—1/3) determina a carga dos quarks leves e )’ é a
carga do quark pesado. Podemos definir as derivadas covariantes®

DFE = 0,8 +iedu[Q.8),  DMP = 0,P +iedy(Q — QP+ VP (3.83)

I / : 10
com ¥, e &, tais que

=5 (€D + ED) = 7y — 1eQA, + ie A, 25, (3.84)

DN | =

) = % (gTDuf - 5(Du£)T> =y —eA 2, (3.85)

e 2y = (1/2)(£TQEEEQET). As derivadas covariantes, como usual, comportam-se segundo transfor-
magoes de gauge do mesmo modo que os campos nos quais atuam. Com esses ingredientes podemos
estabelecer lagrangianas invariantes sob transformacdes de gauge. A lagrangiana de primeira ordem

"%(1\?(37) é a soma dos termos
1
Loy = DuP D' P! —m® PPt — Z P Pl m2 PPt (3.86)
L) = VTP A B e P P g b, (3.87)

enquanto a lagrangiana de segunda ordem %(I\Q/I)G'y) é a soma de

%(1\3127) = (/M /2)€papv™ PP (A2, + d'Q)F* Pt + hc, (3.88)
g&bg}w = iem.F,, P (b2, — Q' )P, (3.89)

8Para o formalismo apresentado nessa se¢io, temos como referéncia [ABJT92].

9A partir daqui empregamos certo abuso de notacio: ha uma soma implicita nos indices de sabores leves, de
forma que P ou P*, quando ausente o indice de sabor ¢, podera ser encarado ora como vetor coluna e ora como
vetor linha dependendo de sua posigio na equagdo matricial. Assim, por exemplo, Po/*' P;T = > Pl P,
D,PD"P" =3, D,P'D" P etc.

'9Deixamos implicita a definicio da derivada covariante através do elemento no qual ela atua: D, P = Dﬁwa e
Du€§ = DLGW)g .
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com ¥ = gAY — Q¥ AF, PFY = DFPY — DY PF e P** gegue analogamente. Essa lagrangiana
¢ denominada lagrangiana magnética, pois descreve um acoplamento magnético entre o campo
do féton e os mésons pesados. De fato, considerando o potencial de repouso dos mésons pesados
(v = (1,0)), temos que, por exemplo,

FP €050 PP = —e5,,0F" P — 2B - ¢, (3.90)

em que € é o vetor de polarizagdo da particula P* ¢ B é o campo magnético. Utilizando um modelo
de quarks nao-relativistico que descreve acoplamentos magnéticos, podemos identificar as constantes
que aparecem na lagrangiana magnética como

1 1
— =aq, d=b=— =0, (3.91)

My my

d=1b=

em que my, ¢ a massa do quark pesado e m, a massa do quark up. Ocorre que a massa de um quark
é de dificil definicdo, devido ao confinamento dos quarks. Como usual em calculos desse tipo, as
massas dos quarks sao massas efetivas, e no interior do hadron a massa de um quark parece maior
do que a sua chamada bare mass, a massa que grosso modo figuraria na lagrangiana (3.7) [Gri04].
Um ajuste com dados experimentais provenientes de decaimentos do tipo D* — D~y fornece [HMO06]

B =379 MeV, o ! =1863 MeV. (3.92)

Nesse caso, evidentemente, o quark pesado de interesse é o quark charm.

Na modelagem do X tivemos interesse no acoplamento puramente eletromagnético dos mésons
P e P*, isto é, no acoplamento desses mésons ao féton sem a presenca dos bosons de Goldstone.
Nesse caso em primeira ordem apenas a lagrangiana (3.86) ¢ relevante, e a derivada covariante D,
é equivalente ao acoplamento mfinimo

0, — O, +ieQpA,, (3.93)

em que Qp = Q' — Q; ¢ a carga do méson P'(@). Assim, em primeira ordem, a interacio entre os
meésons P (P*) e o foton é descrito pela equagado de Klein-Gordon (Proca) acoplada minimamente
a0 campo eletromagnético. Esse acoplamento minimo é empregado para fundamentar a interagao
eletromagnética de particulas elementares de carga (Qp, de forma que nessa ordem os mésons sao
eletromagneticamente analogos a particulas pontuais carregadas. A lagrangiana de interagdo obtida
pode ser escrita como (3.74) e (3.76) fazendo as substituicoes * — A* e g — —eQp. Evidentemente
meésons sem carga nao se acoplam ao féton, de forma que essa interagdo ocorre apenas com mésons
carregados.

Esse acoplamento minimo pode ser aplicado em outras lagrangianas. Por exemplo, aplicando
esse acoplamento em (3.78), obtemos

Ad
ngD*’Y = 22 Qpe ngD*EMVaﬁ¢VA#(D aﬁDz;T + h.C.), (394)

lagrangiana que fornece o vértice de ordem dominante entre D, D*, ¢ e o foton.

Mas o hadron nao é uma particula elementar, de forma que essa lagrangiana nao descreve
completamente o seu comportamento segundo interages eletromagnéticas, e lagrangianas de ordem
maior também podem ser relevantes. Em segunda ordem a lagrangiana que rege a interagao entre os
meésons P e P* e o foton é (3.88) e (3.89), com 24 — Q. Essa lagrangiana é relevante também para
mésons neutros, e ela é a lagrangiana de mais baixa ordem que correlaciona eletromagneticamente
meésons de diferentes spins.
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Capitulo 4

Modelagem do X(3872)

Expusemos na se¢ao 1.2 as dificuldades que o hadron X (3872) oferece ao modelo tradicional de
quarks, como também o debate ainda em curso sobre sua composicao. Nesse capitulo 4 oferecemos
uma contribuicao para essa discussao. Encarando o X como um estado ligado dos mésons D e D*,
apresentamos as previsoes tedricas que, através dos arcaboucos tedricos expostos nos capitulos 2 e
3, obtivemos para os decaimentos radiativos desse estado molecular. Mais especificamente, vimos
na se¢ao 1.2 que o valor experimental da razdo R entre as larguras dos decaimentos X (3872) — v’y
e X(3872) — J/ury, razao dada em (1.5)-(1.6), oferece dificuldades para o retrato do X como
uma molécula mesodnica. Através de nossa modelagem procuramos verificar se de fato esse valor
experimental impossibilita ou ndao o modelo molecular.

Na secao 4.1 abordamos o mecanismo que a estrutura de longo alcance, a estrutura propri-
amente molecular, oferece para os decaimentos radiativos, fazendo-o através de um tratamento
nao-perturbativo baseado em lagrangianas efetivas. Uma importante aspecto desse tratamento é
a renormalizacao do problema — a renormalizacdo, como usual em teoria quéntica de campos, é
realizada através do uso de um termo de contato, que parametriza a fisica de curto alcance do
X. Nesse sentido, trazemos na secao 4.2 uma pequena discussao sobre métodos de regularizagado e
renormalizacdo. Em especial discorremos sobre a chamada reducao PDS, reducao que, conforme ar-
gumentamos, é a mais adequada para o trato de problemas nao-perturbativos, e por isso é aplicada
em nossa modelagem. Na secao 4.3 expomos os resultados propriamente ditos, extraindo informa-
¢oOes sobre os decaimentos radiativos do X, e também delimitando sua fisica de curto alcance. Na
secdo 4.4, por fim, expomos as conclusoes que esse modelo permite tirar sobre a estrutura da par-
ticula, assim como as perspectivas para o refinamento desse calculo e para aplicacbes em outros
problemas correlacionados.

4.1 Diagramas de Feynman

O mecanismo que utilizamos para descrever os decaimentos X (3872) — J/¢y e X (3872) — 'y
é definido pelos diagramas de Feynman dados na fig. 4.1. Os diagramas (a)-(e) descrevem a fisica
de longo alcance dos decaimentos. Ocorre que, como frequente em teoria quantica de campos, esses
diagramas fornecem valores infinitos de amplitude. Esses valores devem-se aos loops quénticos no
interior dos diagramas, e sao provenientes de processos com mésons D virtuais altamente energéticos.
Esses processos, entretanto, ndo dizem respeito a fisica de longo alcance dos decaimentos, e sao
processos que fogem do &mbito de nossa modelagem. De fato, nossa modelagem é uma teoria efetiva,
de forma que nao esperamos que ela descreva particulas (reais e virtuais) altamente energéticas —
mesmo porque, para tanto, seria necessario computar uma série de graus de liberdade que aqui néo
levamos em conta. Tais efeitos ndo sao considerados em nossos célculos, pois esperamos que a fisica
descrita nos diagramas (a)-(e) oferega o grosso necessario para compreender suficientemente bem
o decaimento do X no regime energético em que ele é produzido. Assim sendo, para lidar com a
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Y D Y
X q ] X q
a — b b — D
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»
¥ D W

(() : A, pq-q (f) :P:= " q
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Figura 4.1: Diagramas de Feynman que descrevem o decaimento X (3872) — v, em que % representa
tanto o J/¢ quanto o ¢'.

divergéncia proveniente desses diagramas de loop, definimos o diagrama de contato (f), diagrama
referente a fisica de altas energias do problema — fisica essa que ndo temos interesse em modelar,
mas que devemos levar em consideracao para renormalizar apropriadamente a amplitude de longo
alcance. Dessa forma, como habitual em problemas de renormalizacdo, a divergéncia dos diagramas
de loop é reabsorvida na constante de acoplamento definida pelo diagrama (f), de modo que a
amplitude estabelecida pelos diagramas (a)-(f) seja finita.

Por ora, porém, nos concentraremos nos diagramas de longas distancias (a)-(e). Como ilustrado
na fig. 4.1, estabelecemos que p é o momento do X, que decai em um féton de momento ¢ e um
charmonio de momento p — q. Todas essas particulas sao bosons vetoriais de spin 1, sendo portanto
polarizadas. Parametrizamos as polarizacoes de cada particula com os quadrivetores 6?){) (p), e’(‘ N (q)

e 67(7 ) (p—q). Os propagadores dos mésons internos sao os propagadores usuais de particulas de spin
0 e de spin 1:

1 1 PuPv
Sp)= ——— Sup)= —-— =g : i 4.1
Q p? —m?2 +ie’ v () p? —m2 +ie ( G 2 ) (41)

O propagador S(p) a esquerda é o propagador de uma particula escalar de massa m e momento p,
e o propagador Sy, (p) & direita é o propagador de uma particula vetorial de massa m* ndo-nula e
momento p. O primeiro propagador é o propagador ideal para os mésons D°, D°, D+, D~ e o0 segundo
& o propagador ideal para as versoes excitadas desses mésons, isto ¢, D%, D% D** D~*. Quando
desnecessario fazer maior diferenciacao, esses mésons sao referidos como mésons D ou D*, enquanto
ambos charmonios de interesse (J/¢ e ¢') sdo referidos como 1. Nesse sentido cada diagrama de
loop na fig. 4.1 é em principio referente a quatro processos: um primeiro processo em que 08 Mésons
no loop sdo mésons neutros, um segundo processo em que esses mésons sao carregados, e outros dois
processos em que os loops sdao obtidos através da conjugacao de carga dos loops dos dois primeiros
processos. Nao desenhamos um diagrama para cada um desses processos, deixando-os implicitos.

A maioria dos vértices s@o obtidos através das lagrangianas efetivas trabalhadas no capitulo
anterior. Para obter os vértices que correlacionam os mésons D, D* e os charmémios 1, utilizamos
as lagrangianas de heavy quark (3.74)-(3.78). J& para obter os vértices que correlacionam os mésons
D, D* e o foton, recorremos, dependendo dos mésons envolvidos, as lagrangianas elétricas (3.86)
e (3.94) ou as lagrangianas magnéticas (3.88)-(3.89). Os vértices elétricos descrevem interagOes em
que mésons carregados preservam o seu spin ao emitir ou absorver fotons (isto é, vértices de forma
D* — D*~ ou D™ — D**q) e os vértices magnéticos s6 se aplicam quando ha a presenca de
um méson de spin 1 (isto é, D* — D*y ou D* — D~). Dessa forma, quando o vértice do foton
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é elétrico ndo serd possivel a existéncia de um loop de mésons neutros no interior do diagrama. O
diagrama (b) admite tanto o vértice elétrico quanto o magnético, as duas possibilidades devendo
ser computadas.

A interacao entre o X e os mésons D e D* ndo provém de nenhuma teoria efetiva fundamen-
tada diretamente na QCD. Como foi feito nos trabalhos [DFGT09, GHK'15], por simplicidade
parametrizamos essa interagao através da lagrangiana

Lx = 2L xi(D*D° + D°D*7) + L xt(D**** D~ + D*D*%) + h.c. (4.2)
V2 V2

Essa lagrangiana é a mais simples possivel interligando dois mésons vetoriais e um méson escalar. Ela
pode ser vista como a versao covariante de uma lagrangiana frequentemente usada no tratamento
nao-relativistico de compostos moleculares (veja, por exemplo, [Kap97, GHM"13]). Analogamente
ao caso dos campos pesados da secdo 3.7, podemos correlacionar as constantes de acoplamento
relativistica e nio-relativistica através de um fator de normalizacio v/m/ proveniente de cada campo
de massa m'. Assim zg = 7, = Tpr/MxMM, em que T, € a constante de acoplamento nao-
relativistica entre as particulas [GHK15]. Repare que, além da massa do X, apenas distinguimos
outras duas massas: m e m., referente respectivamente aos mésons D e D*. Dessa forma supomos
uma simetria de isospin, isto é, consideramos os estados neutros e carregados degenerados em massa.
Com base nessa simetria impomos g = x..

A partir dessas lagrangianas, obtemos os vértices dados na fig. 4.2. Esses vértices, conjuntamente
com os propagadores (4.1) e os vetores de polarizacio, sdo os elementos necessarios para calcular,
via regras de Feynman, a amplitude M|, de longo alcance referente aos diagramas (a)-(e) da fig.
4.1. Essa amplitude é dada por:

Mu= 30 Mo = el Mo (43)
=
com
Myon = cagamymams [ 28500050 - p)ath) (1.4)
vz 2m)
Tuoa(k) = TN () + 4TS5 (k) + TN (k) + TS% (k) + TS0 (k) + Sk (k). (45)

E possivel escrever (4.4) dessa forma porque todos os diagramas de loop possuem mésons D e D*
emergindo do X, e os seus momentos sao parametrizados com as mesmas variaveis, o que estabelece
os fatores SY(k) e S(k — p) comuns a esses diagramas. k ¢ um quadrimomento indeterminado (isto
é, nao tem o seu valor fixado pela lei de conservagdo de quadrimomento) e portanto é integrado.
As fungdes Jéf/)\ dizem respeito a porcdo restante de cada diagrama D, porcdo que é distinta para
cada diagrama. Essas porcdes sao somadas, resultando no termo Jy,\(k) que aparece em M, y.
Tal termo depende de k, mas implicitamente também depende dos momentos externos p e gq. A
expressao explicita de (4.5) ¢ dada via [GHK™15]

(2k —p—q)y

Tl (4.6)

a)m 1 4 o
quu))\ (k) - gm <6 =+ mc) €viapP qﬁ

(k—=p)*(k—q)"
(k —q)? —m?2

ble
TOE (k) = 26, p08

A [(2k — a)agl — (k — @)y — K g0l (4.7)
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Bym,, 2 4 (k—p)*(k —p)°
Toox' (k) = S, <5 — m) W08 2 [9v95 — 4" 9uA], (4.8)
(2k —2p + q)x

Jéi);(k) = 2€map(k —p+ Q)akB

(h—p+ap?—m?

m 1 4
I = g (84 ) (@6 =9+ o = 2k =+ g~ (2= p+ g . (410)

J}yi)/\e(k) = _26771/)\apa' (4.11)

Desejamos obter a largura de decaimento, observavel fisico de interesse no que diz respeito
ao decaimento de particulas. A relagdo entre a largura e a amplitude ¢ dada por (2.49). Mas é
importante notar que nao computamos um processo determinado por um Unico estado inicial e
um tunico estado final, pois o valor de spin 1 das particulas implica em trés (duas) polarizacoes
independentes possiveis para cada particula massiva (sem massa). Isso configura um conjunto de
estados iniciais e finais que devem ser levados em conta, de forma que é necessario somar a amplitude
de todas configuracbes finais independentes, e fazer a média sobre todas configuragdes iniciais
independentes. Sendo que as configuragoes iniciais sao determinadas pelas trés polarizacoes possiveis
do X, temos

ZZ 16 M, (4.12)

em que a soma em ¢ refere-se & soma sobre as polarizaces possiveis da particula inicial, e a soma
em f a soma sobre as polarizacoes possiveis das particulas finais. A forma simplificada de (4.12) em
relacdo a (2.49) deve-se ao fato de que a massa de uma das particulas emergentes, o féton, é nula.

Em relagao a uma dada particula ¢ de spin 1 e de massa mg, temos [tQFT95]

a,.a

lo} o' rr « o’ *
Z €(¢) (7")5(¢) (r) = e oo (86 Mg # 0), Z €(¢) (r)e ®) (1) = —Gaar (se my =0). (4.13)
i, ¢ if
Dessas relacoes, obtemos
>_ ) Z won Moo €0 (0 )0y (D)t (@€l (Pl (D)€ (a), (4.14)

) p°p” »—q)"(p—q)"
Z ’//’ MHUWM 'o'N | T3 — Yoo’ ( ) (2 = 9ny’ (=) - (4.15)
if mx MMy,

Aplicando (4.15) em (4.12), calcula-se a largura de decaimento.
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X
VOSM) — %xm.,/mxm*mgau

Vi (k1, —k2) = ga/mym(k1 + k2)y

Vi (k1, —k2) = 2g2 \/@enua,@k?ké}

Vv (k1, —k2) = go/Mymes((k1 + k2)nguv — (k1 + k2)ugnu — (k1 + k2)vgnu]

o=/
! VA (ki —k2) = e(k1 + ko)
q N K

D
Y fole,),\(kl, —ka) = e [(k1 + k2)xguv — k1vgun — k2ugua]
q

D*b kz
¥ V;Z’A)(ab)(fq) = emu(qugur — Qugvr) (BQab - SLZ 5ab)
q K4

D*a

or
! VD (<g) = ey cunagn®a? (BQus + S0un)
q K4

D*a
v p+/

Vn(Z))\ (kl’ _kQ) = 2€nuz\a (k2 - kl)a
vy
D* Nk,

Figura 4.2: Vértices necessarios para o céalculo dos diagramas da figura (4.1). Cada particula vetorial
envolvida em um dado vértice fornecera a esse vértice um indice de Lorentz. Ao computar-se as regras
de Feynman, cada indice é acoplado ao propagador de sua respectiva particula (caso a particula seja uma
particula virtual) ou & sua polarizacdo (caso a particula seja uma particula incidente ou emergente do
processo). Como fizemos anteriormente com as polarizagdes, os indices o, 7 e \ sdo especialmente designados
para o X(3872), o charmonio e o féton, respectivamente. Os indices p e v, quando presentes, estao associados
aos mésons D* de respectivos momentos k1 e ko. As demais constantes que aqui aparecem provém e estao
definidas nas lagrangianas originarias dos vértices. E importante atentar-se 4 convencio dada nas figuras
a respeito da direcao desses momentos. Temos em verde os vértices elétricos, e em vermelho os vértices
magnéticos.
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4.2 Meétodos de regularizacao e subtracgao

Analisando (4.4)-(4.11), verifica-se que M, serd um tensor com diversos termos, e o nimero
de termos serd ainda maior ao realizar-se o produto dado em (4.15). De qualquer forma, uma vez
realizada a distribuitiva nos termos do numerador, M, pode ser escrito como

=33 o, Ny / LI T (4.16)
My == Jurs” (2m)* D1 Dy...Dy ()

A soma em D refere-se a soma sobre os diagramas. ¢(D) é o nimero de fatores multiplicativos no
denominador de cada diagrama 9: basicamente cada propagador fornecera um fator multiplicativo
no formato D; = ¢/> — m/?, sendo m’ a massa da particula propagada e ¢’ o seu momento. Assim

¢ = 3 para os diagramas (a)-(d) e £ = 2 para o diagrama (e).

Fica evidente que boa parte da resolu¢cdo matematica do problema reside no trato de integrais
do tipo

d*k Ky k,..k
Il, o = a2 ] [\ ) 417
Hipz--pN / (271’)4 Dng...Dg(@) ( )

Essas integrais eventualmente sao infinitas no regime ultravioleta, isto é, podem apresentar diver-
géncias nas regioes de integragdo em que as componentes k* sao muito grandes. Um modo de tratar
esse tipo de divergéncia é impor k¥ < A, a introducao de um cutoff A exclui quadrimomentos k*
altamente energéticos, o que torna a integral finita. Esse procedimento tem uma interpretacao fisica
clara: ao impor o cutoff, desprezamos a fisica de altas energias do problema. Porém o valor de A é
um tanto arbitrario, e de fato a introducao do cutoff rompe certas simetrias da interacdo, como a
invaridncia de Lorentz, a simetria de translacdo e eventuais simetrias de gauge. Um método alter-
nativo para tratar essas divergéncias é empregar-se a regularizacao dimensional, método que apesar
de pouco significado fisico, preserva essas simetrias, além de fornecer um critério menos arbitrario
para a identificagdo e subtragao das divergéncias [KSF01, Bail3, tQFT95, DAPV97, Sie79]. Esse
meétodo consiste em estender o célculo da integral (5.1) para d dimensoes

d% ky ky,..k
]_ _1 d—d 1o N 41
pipzepy = DM /(27T)d D1 Ds...Dy(p)’ e

em que a escala de energia p € inserida para manter as unidades dimensionais corretas de I, yous... -
Repare que, ao estendermos a integral para d dimensoes, a varidvel d é considerada uma varidvel
continua, caso contrario o limite d — 4 néo estaria bem definido. Ainda que [ d?k s6 esteja definido
para d natural, ocorre que, ao calcular-se a integral para valores naturais arbitrarios de d, chega-se
em uma funcdo matemética que pode ser estendida analiticamente para valores complexos dessa
variavel. E nessa funcdo estendida analiticamente em que o limite d — 4 é tomado.

Dedicaremos um apéndice para a obtencao, regularizacdo e renormalizacao explicitas dessas
integrais. Adiantamos aqui que o resultado é algo no formato

#1#2 UN T ZIRMM UN T (4-19>

R,[ﬁ,tg_..,w ¢ um tensor de N indices construido apenas a partir do tensor de métrica e dos tensores
que descrevem a intera¢do (na nossa modelagem, os tensores p e q), e a somatoria em j percorre todos
tensores possiveis que obedecam a essas caracteristicas. Z; ¢ uma integral numeérica infinita mas
regularizada. A regularizacdo dimensional é especialmente conveniente porque a parte divergente
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da integral fica parametrizada em um termo

1
L =1lim ——~ + In(47m) — 7, 4.20
fim oy T = e (4.20)
em que v, = 0.577 é a constante de Euler-Mascheroni e 2¢(d) = 4 —d. Z; depende linearmente de L,
In i e 1. Os fatores multiplicativos dessas grandezas sdo integrais finitas e escalares. No nosso caso,
esses fatores dependem apenas das massas das particulas envolvidas no processo, mesmo porque 0s
tensores p e ¢ s6 podem atuar em Z; através de grandezas escalares, e

pPP=m%k, =0, 2pq=—-(p—q’+0"+¢ =m%k—m]. (4.21)

Para que obtenhamos observéveis finitos, ¢ necessario converter as integrais Z; em grandezas

finitas. O modo de fazé-lo dependerd do método de subtracao utilizado. Os métodos mais usuais

sao a reducao MS (do inglés, minimal subtraction), que consiste em fazer 1/e = 0, e a reducio MS,

que consiste em fazer L = (0. Como no caso do cutoff, essa subtracio é realizada tendo em mente

que essa divergéncia é referente A fisica de altas energias do problema, fisica que ndo modelamos
em nossa teoria efetiva e que serd parametrizada no diagrama (f).

Como explicamos, essas integrais sao trabalhadas interpretando-as como uma funcao analitica
de variavel d. Além de um polo na dimensao fisica d = 4 (de onde provém a divergéncia que tratamos
até aqui), essa fungao eventualmente apresenta outros polos, polos em valores diferentes de d. Nesse
sentido o esquema MS ou MS consiste em subtrair o pélo localizado em d = 4, indo aparentemente &
fonte do problema. Mas poderiamos considerar critérios que, além disso, subtraiam outros pélos. Do
ponto de vista da teoria quéntica de campos, ndo é dado nenhum motivo a priori para privilegiar
a reducdo minima e preservar outros pélos, redugdes minimas e ndo-minimas acarretam alteragoes
igualmente drésticas na funcao analitica.

Podemos tentar intuir via um argumento de plausibilidade que a mera reducdo minima possa
ser incompleta. Considerando um caso simples da integral (5.1), o caso com £ =1 e N = 0, temos

'k 1

Podemos calcular de modo estimado essa integral:

*  k3dk © k(k? — m? +m?)dk o0 > dk
Iy ~ e ~ kdk +m? —. 4.2
0 /0 K2 —m2 /0 kK2 —m2 /0 +m/0 k (4.23)

Assim, esperamos divergéncias logaritmicas e quadraticas — mas na redug¢do minima, conforme ja
expomos, apenas uma, dependéncia logaritmica é observada. De fato, essa reducao suprime qualquer
dependéncia que seja dada por leis de poténcia.

A redugao PDS (do inglés, power-divergence subtraction) [KSW98a, KSW9I8b| requer que, além
de efetuarmos o célculo delineado acima, calculemos o analogo de I, ,.... Para dimensoes D # 4:

dk Ky k. k
H1H2. AN df}) H (27T)d DIDQ"'Df(d) ( |

Conforme sera mostrado no apéndice, o resultado é algo no formato

4—-D
D _ : K Z D plj
Ililuz---/uv =... 7+ (dlg% eD(d)) - ‘Aj Rl[ﬁMQ---MN’ (4'25)
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em que 2¢”(d) = D —d também retém toda a divergéncia da integral, as reticéncias indicam termos
finitos. O método PDS implica que, além da subtra¢ao minima (subtracdo do polo em D = 4), seja
subtraido de Ilﬁm._#N polos localizados em outros valores de D. Uma vez feito isso, IMDWQ__MN é
calculado em D = 4. Assim, a integral (ja devidamente renormalizada segundo o método PDS) é

dada por

/

H D' j
Do = Z Zjlr=0 — D’ (4)“41‘ RHLQ...W (4.26)
J D’

Repare que os termos que acarretam divergéncias em D # 4 s&o finitos na dimensao fisica, pois
eP(4) ¢ nio-nulo.

Veremos no calculo explicito realizado no apéndice que s6 dimensoes pares (incluindo nao-
positivas) eventualmente apresentam divergéncias, e que para dado N ¢é necessario subtrair apenas
um numero finito de pdlos localizados em D < 4, dimensoes muito baixas apresentarao divergéncias
apenas para valores muito altos de N. Como fica claro em (4.26), além da dependéncia logarit-
mica Inp (embutida em Z;), obtemos dependéncias dadas por leis de poténcia. Em especial, serd
confirmado o que estimamos em (4.22) e (4.23).

Ainda que para célculos perturbativos seja possivel demonstrar a equivaléncia entre as subtra-
¢oes PDS e MS [Wil73], essa equivaléncia ndo necessariamente ocorre em interagdes nao-perturbativas.
Nesse sentido, Phillips et al. [DRP] argumentam que a regularizagdo dimensional é equivalente a
regularizacao via cutoff em regimes perturbativos basicamente porque, nesses regimes, € a combina-
cao linear de divergéncias e contratermos que geram observaveis fisicos. J4 para estudar problemas
nao-perturbativos, eles aplicam a equagdo de Lippmann-Schwinger para alguns potenciais simples
— como vimos na secao 2.3, essa equacao computa o efeito de diagramas com numero arbitrari-
amente grande de loops, tratando-se portanto de um calculo nao-perturbativo. Eles mostram que,
nesse caso, a relacao linear entre divergéncias e contratermos em geral ndo é mantida, e quando
isso ocorre os métodos ndo sdo mais equivalentes. Além disso, é argumentado que a regularizagdo
dimensional, como dispensa divergéncias dadas por leis de poténcia, j4 contém em si uma renorma-
lizacdo implicita, e € mostrado que isso pode provocar uma alteragao indevida na fisica de curtas
distancias de certos problemas estudados. Nesse sentido, a reducao PDS é necessaria para garantir
propriedades nao-triviais do grupo de renormalizacao que sao caracteristicas de estados fracamente
ligados [DRP, BMR99|, como o limite de escala e o efeito Efimov [Ham05].

Por causa dessa discrepancia entre os métodos, desde que o PDS foi proposto como um meio de
tratar aspectos nao-perturbativos da interac¢ao nicleon-nicleon [KSW98a, KSW98b], criou-se espago
para que ele se firmasse como um método alternativo para problemas nao-perturbativos (como por
exemplo nas areas de 4dtomos frios, mésons exoticos, aglomerados nucleares, etc) [Ham05, BK05b,
RH11, FHR12, FVR15]. De qualquer forma esperamos que outros métodos sejam tao validos quanto
o PDS como ferramentas de renormalizagdo, desde que mesmo que implicitamente levemn em conta
divergéncias provenientes de polos em D # 4, divergéncias que sao dadas por leis de poténcia.
Nesse sentido o uso do cutoff também poderia ser adequado — pode-se mostrar, por exemplo, que
para uma teoria efetiva simples com apenas termos de contato, PDS e cutoff sdo intercambiéveis, p
sendo bastante analogo a A [PBB99, VK99]|. De qualquer forma, como tratamos aqui de decaimentos
radiativos, o uso do PDS é mais conveniente, por preservar a simetria de gauge e pelas facilidades
proprias da regularizagao dimensional. O PDS alia assim as vantagens do cutoff e das redugoes MS
e MS.
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4.3 Resultados

Conforme explicado anteriormente, calculamos as larguras I'(X — J/¢y) e I'(X — ¢'v) segundo
o mecanismo dado na fig. 4.1, utilizando em suma as formulas (4.3)-(4.15) e os resultados analiticos
(4.19) e (4.26) que estdo expostos com mais detalhes no apéndice. Para manipular os diversos
tensores, em especial colocé-los na forma (4.16) e realizar o produto (4.15), usamos o software
Mathematica, mais especificamente o pacote FeynCalc. Os resultados (4.19) e (4.26) sdo incluidos
no programa, e as integrais numeéricas sdo calculadas usando quadratura de Gauss-Legendre (vide
secao 2.9). Os valores numéricos que serviram de entrada para nossos célculos computacionais estao
dados na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Parametros utilizados nos calculos numéricos.

myx  Massa do X(3872) 3872 MeV

m Massa dos mésons D 1865 MeV

M Massa dos mésons D* 2007 MeV

my., Massa do J/v 3097 MeV

myy  Massa do ¢/ 3686 MeV

o Constante estabelecida em (3.88)-(3.92) (1863 MeV)~! [HMO6]

B Constante estabelecida em (3.88)-(3.92) (379 MeV)~! [HIMO06]
znr  Constante estabelecida em (4.2) 0.97 GeV~1/2 [GHM™*13]
g/ Constante estabelecida em (3.74)-(3.80)  2.34 GeV—3/2 (3.94)

Gop! Constante estabelecida em (3.74)-(3.80) 1.67g;/ [DFGL10]

Dessa forma pudemos calcular as larguras de decaimento em func¢ao da escala de renormalizagao

1, aplicando tanto o esquema PDS quanto o esquema MS. Variamos p entre 3 GeV e 5 GeV, cobrindo

assim o entorno da massa do X. Os resultados estao expostos na fig. 4.3. Esses resultados, porém,

sao de dificil comprovacao experimental, pois apenas a razdo R entre as larguras, razao definida

m (1.5), é experimentalmente bem acessivel. Na fig. 4.4 expomos os resultados obtidos para essa
razao, novamente utilizando os dois métodos de renormalizagado.

Repare que a razao R nao depende da constante x,,,, mas é proporcional a (gy /g /w)Q, que nio
é bem determinada experimentalmente. Da amplitude dos decaimentos lepténicos dos charménios
J/p e, & obtido em [DFGL10] que gy /gy/p = 1.67. Esse é o valor de referéncia que adotamos.
Permitimos uma variacao tal que 1 < gy /g J/4 < 2.5, na qual procuramos levar em conta incertezas
tanto fenomenolégicas quanto no que diz respeito & dependéncia na constante de renormalizagdo p
por parte de gy /g /-

L
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Figura 4.3: Em vermelho, temos a largura de decaimento do processo X — J/1¢y em fungao da escala de
renormalizagao u, e em azul a largura de decaimento do processo X — '~ em fun¢ao da mesma escala. A
esquerda o processo é calculado via MS, e a direita via PDS.
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Figura 4.4: Razdo R entre as larguras de decaimento. Em vermelho utilizamos o esquema MS, e em azul
utilizamos o esquema PDS. Em amarelo temos o valor experimental de R obtido no LHCb, conforme dado
em (1.6). Em verde temos a interseccdo entre o valor obtido via PDS e o valor experimental. Incluimos as
incertezas tanto do valor experimental, dada em (1.6), quanto dos calculos computacionais (definidas como
provenientes das incertezas em gy /g;/y)- A escala em R é logaritmica.

A renormalizacao via PDS parece fornecer um resultado mais acertado em relagdo ao valor
experimental de R, enquanto o calculo via MS nio fornece um valor compativel. Porém, o célculo
via PDS apresenta larguras de decaimento da ordem de dezenas de MeV, enquanto sabemos que
tal largura tem limite superior de 1.2 MeV. A dependéncia de R na varidvel p também é mais forte
no célculo via PDS (repare que, na fig. 4.4, a escala em R ¢é logaritmica). Isso é esperado, pois o
PDS leva em conta divergéncias que sio anuladas no célculo via MS, divergéncias dadas por leis de
poténcia. Curiosamente, a maior parte das divergéncias provém das intera¢bes magnéticas, o que
significa que tais interagoes sao bastante sensiveis & fisica de curtas disténcias. Isso também ocorre
em estados nucleares fracamente ligados (vide [FHR12, FVR15]).

Além disso, vemos que ambos métodos de subtracdo dependem acentuadamente da escala de
renormalizacao u, o que aponta para a necessidade de renormalizar apropriadamente os resultados.
Apesar disso e da diferenca de valores entre os dois métodos de subtracio, estamos aptos desde ja
a apontar que o modelo molecular é concilidvel com o fato de que R >> 1073, ao contrario do que
é afirmado em [Swa0da, AT14].

Podemos efetuar a renormalizacao impondo que as larguras sejam independentes da escala pu.
Para tanto, diferentemente do que consideramos até agora, devemos levar em conta explicitamente o
diagrama de contato (f) da fig. 4.3. Considerando como exemplo o decaimento X — J/vy, impomos
que

dil‘;/l” — 0, (4.27)
isto €,
2
) = Z Mp | + M (Crrp(p)| = Cjys (4.28)
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em que ¢/, nao depende de p. A amplitude .# ¢ parametrizada como

%f(CJ/w (1) = %,UAE?w)G?X)G?fy)? %7;0)\ = _Z.CJ/w(M)ena)\aqa~ (4.29)

,///ég y ¢ assim definido para que seja respeitada a identidade de Ward .///éo Aq)‘ = 0, identidade que
decorre da invariancia de gauge [Con|. A constante i é ali colocada por conveniéncia — conforme é
exposto com mais detalhes no apéndice, o termo M, dado em (4.4)-(4.11) é um termo puramente
imaginario, o tnico fator nao-real é um fator global ¢ que surge naturalmente da regularizagao
dimensional®. Dessa forma, a presenca explicita do termo i no termo de contato faz com que a
equagao diferencial seja trivialinente anéloga a uma equacao diferencial de coeficientes reais.

Diferentemente de (4.29), as amplitudes de longo alcance .Zp (D € {a,b,...,e}) dependem da
escala p apenas através da regularizacao dimensional das integrais de loop, pois ndo consideramos a
dependeéncia nessa escala por parte das constantes de acoplamento @, g/, Ou gy (com excegio da
margem de erro que estabelecemos na fig. 4.4). De qualquer forma, as amplitudes de longo alcance
dependem da escala p, e como observaveis fisicos ndo devem variar com essa escala, é necessaria a
presenca de uma amplitude de curto alcance para contrabalancear essa dependéncia. Dessa maneira,
buscamos uma, funcao C J/w(,u) tal que a amplitude encontra-se renormalizada, isto é, |.# |2 seja
independente de p. Em vista disso temos definida uma equagdo diferencial de primeira ordem
(4.27), equacdo cuja solucdo Cy(p) depende de uma condicio de contorno definida por um tnico
parametro livre. Esse parametro surge naturalmente como c;/,, em (4.28), mas podemos substitui-
lo por um parametro com maior significado fisico — nesse sentido adotamos como pardmetro livre
Ly =T(X — J/1v), a largura de decaimento do processo X — J/1y.

Evidentemente temos uma equagio anéloga para o decaimento I'(X — v’v). Portanto temos
duas funcoes de contato C J/w(u) e Cy (1), funcoes que dependem dos parametros livres I' Ty € Dyr.
Impondo o valor de R obtido experimentalmente, podemos correlacionar os dois parimetros, de
forma que as fungoes C (1) e Cyr(p1) passam a ter como parametro livre apenas a largura Iy,
do decaimento X — J/1ry.

Além disso, ocorre que a equacao diferencial (4.27) é uma equagao nao-linear, mais especifica-
mente uma equacdo quadratica (basicamente porque I' ~ [.Z |2) Assim, ndo esperamos que ela
apresente uma unica solugdo. De fato, ela apresenta duas solucbes que podem ser parametrizadas
de forma analoga a formula de Baskara: a1 &+ asv/A. Os parametros da formula dependem de p e
de I'j/y. Em especial, temos que impor A > 0 se desejamos que a fungao de contato seja real, o
que implica em eventuais restricoes sobre o valor da largura I';/,,. Essas restricoes dependem do
intervalo de p que € de interesse (no nosso caso, 3 GeV < p < 5 GeV).

Na fig. 4.5 apresentamos graficamente essas solugdes. Na primeira linha, temos Cj/, (1) e na
segunda linha Cy/(u), para L',y de valores 60, 80, 100 e 120 keV. Cada linha possui dois graficos,
correspondente as duas soluctes possiveis da equacgdo diferencial. Nessas linhas o calculo foi feito
utilizando PDS. Por completeza expomos nas duas tltimas linhas as solucdes obtidas utilizando-
se MS. Vemos que as funcdes de contato obtidas via MS sdo subestimadas em relacdo as funcdes
analogas obtidas via PDS, o que ¢ esperado e similar ao que vimos nas figuras 4.3 e 4.4: o MS, como
apresenta divergéncias apenas logaritmicas, subestima a dependéncia na varidvel p por parte dos
resultados.

Na fig. 4.6 expomos a largura que cada uma das func¢bes de contato da fig. 4.5 acarretaria
caso nao houvesse a influéncia dos diagramas de longo alcance, isto é, a largura obtida ao fazer-se
' ~ ‘/// t ‘2. Tendo em vista essas larguras, as fungdes de contato do lado direito parecem tratar-se de
solugdes um tanto quanto espirias, soam especialmente implausiveis porque oferecem isoladamente
uma amplitude da ordem de dezenas de MeV, e sabemos que a largura total do decaimento nao

sso & dito tendo em mente os parametros dados na tabela 4.1, e as convencgdes que estabelecemos para obter
os vértices e propagadores — conforme é indicado no apéndice, para massas tais que mx > m. + m, outros termos
nao-reais entrariam em cena, mas essa situagao nao é de interesse para nosso modelo molecular.
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deve superar 1.2 MeV. Mas mesmo em relagao as solugoes do lado esquerdo percebe-se que ha,
com respeito & determinacdo da largura de decaimento, um delicado balango entre os diagramas
de longo e curto alcance. Tomando como exemplo a fungdo de contato C /(1) obtida impondo-se
Iy = 60 keV: ainda que esteja associada a largura total de 60 keV, vemos na fig. 4.6 que ela
isoladamente tenderia a acarretar uma largura de cerca de 200 keV, de forma que os diagramas de
longo alcance devem contrabalancear o diagrama de contato para que a largura total seja de fato 60
keV. Essa relacao entre as dindmicas de curto e longo alcance pode estar relacionada a uma simetria
subjacente do decaimento. Esse tipo de contrabalango ocorre de forma ainda mais dréstica para o
decaimento em v, o que implica que esse decaimento é mais sensivel a fisica de curtas distancias.

E importante ressaltar que, ao trabalharmos com uma, teoria efetiva, a fisica de curtas distancias
nao s6 é determinada por configuracées compactas como o charménio ou o tetraquark, mas também
por outras configuragdes deixadas de fora da teoria efetiva, como configuragbes provenientes dos
mésons Dg e Di. Que as fungodes de contato tenham repentinamente um termo imagindrio, isso
estaria correlacionado & abertura dos limiares de alta energia, efeito que em tultima instancia seria
origindrio da influéncia de graus de liberdade fora do ambito da teoria efetiva, o que ndo esperamos
que ocorra no regime energético trabalhado por ela. Dessa forma é justificado impor que os termos
de contato sejam reais, o que implica, como dito acima, em certas condicoes para as larguras de
decaimento. Considerando a escala de interesse 3 GeV < p < 5 GeV, obtemos

Typp>T75keV, Ty >18.5 keV. (4.30)

Apesar desses valores especificos dependerem do intervalo de p que tomamos como o regime de
validade de nossa teoria efetiva, esses limites podem ser testados experimentalmente?.

?Os célculos usando MS fornecem I'j/y, > 15 keV e Iy > 40 keV.
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Figura 4.5: Na primeira linha temos os gréaficos dos dois conjuntos de fun¢oes de contato possiveis para o
decaimento X — «.J/4, e na segunda linha temos os graficos dos dois conjuntos analogos para o decaimento
X — yy/. Essas solugoes foram obtidas utilizando-se renormalizagdo PDS. Em cada um dos conjuntos as
funcoes podem ser parametrizadas segundo o valor da largura total de decaimento do processo correspon-
dente. Nos gréficos acima calculamos as fungoes de contato tais que I' j/,, tenha valores 60, 80, 100 e 120 keV,
e I'ys = RI';/,. Nas ultimas duas linhas expomos por completeza os resultados obtidos usando os mesmos

procedimentos das linhas anteriores, exceto pelo uso da renormalizacdo MS.
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Figura 4.6: Cada gréfico dessa figura esta correlacionado ao grafico de mesma posi¢ao no interior da figura
(4.5), mostrando a largura de decaimento que as fungdes de contato correspondentes acarretariam caso elas
fossem o tinico fator determinante para a largura, isto é, ndo houvesse a influéncia de diagramas de longo
alcance, diagramas de loop. Os métodos de renormalizag¢do também sdo correspondentes.
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4.4 Conclusoes e perspectivas

Em resumo, baseando-se sobretudo em lagrangianas efetivas, calculamos as larguras de decai-
mento dos processos radiativos X (3872) — J/¢y e X(3872) — 1'~. Descrevemos explicitamente a
fisica de longas distancias desses processos através de um modelo molecular, e consideramos implici-
tamente a fisica de curtas distancias através de termos de contato e da renormalizagdo das integrais
de longo alcance. Essas integrais sdo reguladas com o esquema PDS, esquema mais apropriado
para lidar com processos nao-perturbativos, e o resultado é restringido com o mais recente valor
experimental da razao R entre as larguras, valor este obtido pela colaboragao LHCb [AT14].

De nossos resultados é possivel concluir que as informagoes experimentais a respeito dos decai-
mentos radiativos do X(3872) sdo bem acomodadas dentro de um modelo molecular da particula.
Além disso, nosso modelo prevé limites inferiores para as larguras, previsoes que podem ser testa-
das experimentalmente. Por fim, obtemos funcdes que delimitam a fisica de curtas distancias dos
decaimentos. Isso abre caminho para a construgdo de modelos microscopicos para o X(3872) — por
exemplo, pode-se tentar entender e prever essas func¢oes usando um modelo de charmoénio.

Outro aspecto dessas questdes que pode ser futuramente explorado diz respeito & constante de
acoplamento x,, entre o X(3872) e os mésons D e D*. Nesse trabalho a dependéncia na escala u por
parte dessa constante ndo foi considerada, pois estima-se que ela tenha uma dependéncia muito fraca
em uma molécula fracamente ligada. Mas esperamos que ao modelar explicitamente uma ligagao
molecular na estrutura do X(3872) usando, por exemplo, a troca de pions, alguma dependéncia
possa eventualmente ser obtida e sirva como correcao de ordem superior para os resultados que
aqui expusemos.

Ademais, o método exposto nessa dissertacdo pode ser aplicado para o estudo de outros mésons
exOticos, em especial, os mésons carregados. Candidatos promissores para essa abordagem mole-
cular sao os estados Z.(3900), Z.(4025), Z,(10610) e Z,(10650), estados que, respectivamente, sao
préximos dos limiares DD*, D*D*, BB* e B*B*. Essa abordagem também pode ser realizada em
outros tipos de decaimentos. Por exemplo, um eventual decaimento X (3872) — ~~ pode ser es-
tudado com exatamente o mesmo arcabouco tebérico que expusemos aqui. Isso abre caminho para
mais previsoes teoricas a respeito do X (3872).
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Capitulo 5

Apéndice

5.1 Integracao

A resolucao de integrais do tipo

d*k ky k., ..k
I n N H1vp2 KN 5.1
H1p2..- KN / (271')4 Dng...DZ ( )

é crucial para diversos célculos envolvendo teoria quantica de campos, em especial para os calculos
que realizamos em nossa modelagem do X(3872). Expor essa integral de forma que a sua resolugao
numérica seja trivial ¢, em suma, o objetivo desse apéndice. Nisso também estd incluido a aplicacao
dos métodos de renormalizacdo que discutimos na secao 4.2: MS, MS e PDS.

Por meio da parametrizacdo de Feynman, pode-se unificar os ¢ fatores multiplicativos no de-
nominador em um tunico fator, concomitantemente com o surgimento de ¢ — 1 varidveis que sao
integradas. Conforme mostraremos na segao 5.7, essa técnica permite-nos escrever Iy, ,,. .y Da
forma

_ d*k ku kuy...k _
IM1#2-~-#N :/dZ 1Fpar/ (27r)4 (k2 _#12]:.213 iLN22)€ E/dz learTﬂIHZmMN? (5-2)

com, por exemplo,

1 1 1
/ d? Fpar = 2 / da / db, / d' Fpar = / da. (5.3)
0 0 0

P e ¥ sao quadrivetores que dependem de grandezas que constituem os termos D; e das variaveis de
integragao decorrentes da parametrizacao de Feynman (a, b, etc.), mas nao dependem do quadrivetor
k. As formas especificas de P e ¥ sdo expostas com mais detalhes na secdo 5.7.

Para lidar com os fatores k,, k,, ...k, no integrando de T}, ,,.. .y, usamos a férmula

(2m)* (k2 — 2k - P — X2)ntN - 2N n(n+1)...(n+ N — 1) dPtdP#z .. .dPrN’ (54)

/ Ak kukpokpg Ky 1 1 dVL,

em que L, é tal que
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d*k 1 dk 1
L, = = lim p*¢ = lim L, 4. 5.5
/ Cmi(k2—2k- P22 asp / i =Py 4ty L (59)

Acima meramente completamos quadrados no denominador e, tendo em vista o procedimento de
regularizacao dimensional que foi discutido na secéo 4.2, estendemos analiticamente a integral (5.1)
para um contexto, grosso modo, de dimensdes espaco-temporais d continuas. Assim, permitimos
que d assumisse valores nas proximidades de D = 4, e computamos o limite d — D. Estabelecemos
aqui uma variavel D porque adiante também se mostrard necessario, para aplicar a renormalizagdo
PDS, obter polos de (5.1) em valores d — D # 4.

Conforme veremos na se¢ao 5.5, a integral L,, 4 pode ser resolvida através de analise complexa,
e o resultado é

_q. (=17 _,T'(n—d/2)
Ln,d = [L4 dl (47_‘_)3}/2 (P2 + EQ)d/Q (F(n)/7 (56>
em que I'(x) é a funcdo gama. Dessa forma,
1 1 dNLn,d

T piopisiiny = li — : :
pasziz-iN = S N.D) 2N n(n + 1)...(n+ N — 1) dPE1dPr2._dPen (5:7)

E interessante definir variaveis €, n e 7 tais que

e=n+D/2—-d/24+ N — ¢, n=d/2—n=N-—-L+D/2—c¢, T={¢—D/2-1. (5.8)

Em especial, uma vez computado o limite n — ¢ — N, o limite d — D sera equivalente ao limite
e = D/2—d/2 — 0. Para aplicar o limite ¢ — 0, ¢ interessante expandir os diversos termos em
funcao de e. Utilizando a propriedade I'(x) = I'(z + 1) /2, podemos expandir a funcao gama em
(5.6) como

- CD(e4+(-D/2-N+1) D(e+£—DJ2— N +2)
P =df2) =T(e+t=D/2=N) == 5N ~G+i-D2-N(e+i-D2-N+1) ©9
T(n—d/2) = T(e+1) _ F(5+1)7 (5.10)

(e+€—-D/2—=N)(e+{—-D/2=N+1)..e (¢4 —D/2— N)N-t+D/2+1’

I'(n—d/2) = (5.11)

Com essa expansao, deixamos a eventual divergéncia da fun¢ao gama (no limite € — 0) explicita no
denominador. Repare que pressupomos, a partir de (5.10), que D é par. Para D impar, (5.9) nao é
singular. Veremos que s6 € interessante a renormalizacdo PDS valores pares de D. Aplicamos aqui
as operagoes

a®=ala—1)...(a—b+1), a®=a(a+1)...(a+b-1), (5.12)

com a, b, c € N. Essas operagoes respeitam as propriedades

a=(a—b+1)P,  ad=(a+b—172  a=(—a(=1)", = a=(—a)(-1), (5.13)
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a e ala+1)..(a+b—1)(a+b)..(a+b+c—1) abte

a a(a+1)..(a+b—1) = (a+0) ab (a=0)% (5.14)
ab=e ala+1)..(a+b—c—1) B 1 ab=¢ 1
o  ala+1)..(a+b—c—1D(a+b—c)..(a+b—1) (a+b—c)°’ at  (a—b+c)e (5.15)

Em relacdo ao denominador de (5.6)-(5.7), podemos simplificé-lo via

nn+1)..n+N-1Tn)=mn+1)...n+N-1DI'(n+1)=n+2)...n+ N —-1T'(n+2)

=+ N-2n+N-1)Tn+N-2)=n+N—-1DI(n+N—-1)=Tn+N) "5V @-1 (516)

Por fim, aplicando (5.11) e (5.16) em (5.6)-(5.7), e computando o limite n — ¢ — N, obtemos

pt=di(—1)N T(e+1) dN(P? + x2)n

T, = li 1
Hip2.-piN dl_{% (47T)d/22N(£ — 1! nh(_l)N—r dPH1dPr2 ., dPHN’ (5.17)
com
e=D/2—-d/2, n=N-—-{+DJ2—c¢, T=0—-—D/2—1. (5.18)

5.2 Tensores tuteis

Dados dois quadrivetores p, e g, € util definir certos tensores que combinam apropriadamente

. . b
esses quadrivetores. Definimos o tensor R%leum com a + b= N, como

Zpua(l)pu‘d@) ‘”puo'(a) q“a(a+1)qud(a+2) ‘”qua(ari»b) : (5]‘9)
e

o(n) é uma permutagao o : {1,2,..N} — {1,2,...N}, a soma varre todas permutagdes desse tipo
restringidas ao fato de que ndo haja parcelas repetidas na somatéria. Vemos que cada parcela de
Rlallbl

i1 pz..uy t€Td um numero a de fatores p e um namero b de fatores ¢. Assim, por exemplo,

RO

ol _, gl
1

papiz = PprQua + PuoQus s

1][2
RLELQ#B = P Qu2us t PuoQus G + PrsQus duz s

2112
Rl[u]uuwzx = PuiPuoQusQua + PuoPusQuaQus + PusPuaQus Qus + PpaPui Quodus -

Podemos estender esse defini¢do para o caso em que a+ b= N — ¢, ¢ maior do que zero e par. Para
tanto, completa-se os termos faltantes com ¢/2 tensores de métrica Jas, isto &,

[a][b] _
R/JI,U'Q“JJ‘N - ZO’ p/»‘o‘(l)p/‘(r(Q) plu'o'(a) q/'La(a+l) q/‘(r(a+2) "'qlua'(a.+b) g/"o‘(a+b+1)ufr(a+b+2) "'glu‘a(a+b+c—1);u'rr(a+b+c) ?

tendo em conta aquela mesma restricao que evita repeticao de termos. Por exemplo,

0][0 1][0
RI[M]LA = Guipa> Ruuua = PurGuans T PuzYusps t Pusuips-
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De forma bastante analoga, também é ttil definir um tensor P,E?]M.._MN, coma=N—c,c>0c¢e
par, tal que

la]
P/Jl,LLZ UN Z P o(1) /1/0'(2) Puo a)guc(a+1)ﬂo(a+2 glufo(a+c 1)Ho(atc)” (520)

Trata-se de um tensor que, em cada termo, possui a fatores P e ¢/2 tensores de métrica. Se a = N,

[N]

temos trivialmente Py, uy = Puy Bus- - Puy

Definindo P, = zp, + yq,, com x e y escalares, os tensores P,[ﬁ]m,,,m\, e R;[fl]ﬂmm\] relacionam-se
via
N
N—j, i gV
Py Py Puy = (2D + Y (@Pps + Yo ) (2D + yuy) = > _a™ Iy RV (5.21)
7=0

e, estendendo esse resultado,

Zxa Jq7 Rla—illil (5.22)

.“1#2 UN HIp2--- AN *

Conforme sera exposto na se¢ao (5.7), essas defini¢oes sdao tuteis em nossa modelagem porque
P, obtido em (5.2) através da parametrizagao de Feynman, é tal que P, = 2p, + yqu, em que p e ¢
sdo os quadrimomentos das particulas de nossos diagramas. Assim, o termo P? 4+ 32, que aparece
no denominador em (5.5) e (5.17), pode ser escrito como

A% = P? + %2 = (ap, + yau) (wp" + yg*) + 22 = 27p? + 22y(p - q) + y2¢* + X2, (5.23)

e aplica-se (4.21).

Por fim, vemos em (5.17) que é necessario calcular

V] dN(P? + x2)n

= dPmdpr . dPeN’ (5.24)
com 71 dado em (5.18). Provaremos na segdo (5.6) que
oINT = Hyyps.. #NQNHM(PQ + 22>n_Na (5.25)
mN) 5o | g2y
(P +%9) 1 N-2i
HH1#2~-+LN = Z 2i (77+ i — N)gpl[nm--z-}uz\r’ (5'26>
i=0
m(0) =m(1) =0, m(2)=m(3)=1, m4)=m(5)=2, m{N)=(N-1,)/2, (5.27)
com Z = 1se N é impar e IN = 0se IV é par. ¢ representa o numero de tensores de métrica em

P;Ezlvmzl],w m(N) é simplesmente o maior inteiro m > 0 tal que N — 2m > 0, o que define o maior

. N-2i .
nimero possivel de tensores de métrica que P,L HQ‘,,LN pode possuir em cada termo.
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Aplicando (5.18) em (5.26), obtemos:

m(N) o oni m(N) S[N—-2i]
Hyp ooy = Z (P —I—iz ) 1 P}%\/ﬂfzb}\} = Z M (5.28)
=0 2 (D/2—Ll—c+i) = (-T—e)
Considerando N = 5,
[N—2] [N—4]
/ P P
HNIMZ---MN P[N] + M2 N + [BYCRIDN, ) (5.29)

K12 N (-1 —¢) (—7—¢e)(—-T7+1—¢)

Evidentemente, essa férmula também é vélida se N < 5, basta para tanto adotar a convencao de

a ~ L. . . . ,
que P;[u]uz.uuw = 0se ¢ = a— N nao estd incluso em algum dos casos que definimos acima, isto &,

se ¢ < 0 ou ¢ impar. Em especial, tal tensor serd nulo se a < 0. Convencgao anéloga adotamos para

allb
Ryl

Vimos que o limite ¢ — 0 deve ser computado. Assim, ¢ 1til expandir o tensor H, ,.. .\ €m
séries de "Taylor" no entorno de € = 0:

Hypioopin = Z [0 eh (5.30)
A rigor trata-se de uma série de Laurent, pois eventualmente existe um termo nao-nulo com ¢ = —1.
O(e")]

De (5.28), fica evidente que podemos expandir HLWQ,““N como

m(N)
o) . OIN—24)
H/[“/(f? )]“N - Z ciijl[LIMQ--‘?LN' (5.31)
Jj=0

Valores especialmente titeis de ¢] ; sdo dados na tabela (5.1).

Aplicando (5.22) na féormula acima, obtemos

P+ ¥y +¥%) N2k, pIN—2j—k
H1u2 HN - Z j Z'J ” R/[um]#zv][ ]' (5'32)
7=0 k=0

Definimos P, = xp, + yq, por simplicidade e porque essa ¢ a situagao de interesse em nossos
calculos, pois, tendo trés particulas externas em um diagrama, restam dois momentos independentes

p e q. Em geral, porém, h4 £ —1 momentos independentes. Assim, podemos expandir P = ZZ 1 TiPi
[a1][az]...[ag—1]

e definir o tensor Ry s un de forma analoga ao que fizemos acima. Logo, terfamos
m(N) 9 o
. J
0E)] (P24 T as _ae-1] plarlaz)...lae—1]
Hy o) = B Y T K S R Ry isiin , (5.33)
em que a define o conjunto de variaveis {a1,az,...,as—1}, easoma => = &restrita &

condicao Zi;ll ar = N — 2j (e, claro, a; € N).
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5.3 Resultado da integracao
Aplicando (5.25)-(5.27) em (5.17), obtemos

4—d; T 1
g ) g NN (P2 4 s2y-N | (534)

Tiospavein = 0 SN (g~ 1)1 y=r (—1)D/2+1 ez

com 7 e 7 definidos em (5.18).
Utilizando (5.13)-(5.15), podemos escrever

Ui _
nN=T =—N+4+7)Tr=(—=-1)T=(-1)"(1+¢) (> 0), (5.35)
L 1 T .
Nt (p—=N)==  (—1—1—¢)== (—e)=7 (=&)(1—¢g)7 1 (1 <0). (5.36)

Nos interessa realizar uma expansao em séries de Taylor no entorno de € = 0. Assim, isolamos o
termo singular —e ! em (5.36), e definimos as séries de Taylor v, tais que

1+e) =7lv, = 17! ivﬂis"’ =l [1 + Ei % + 0(£%) (r >0), (5.37)
i=0 i=1
1 _ Ur _ E:i ’U‘r,zfi _ 1 ! 1 9
G (7D (Dl (7o) {1“ ; toe)) <0 (538

Escrevendo D e n em funcao de € via (5.18), e aplicando (5.35)-(5.36), obtemos para 7 > 0

Tl Lo, 2\ T(e+1
Tynpa.py = lim - = i ) M1tz N (5.39)
e=0 (4m)P12 (0 —1)Y(=1)¢ \ P24+ %2 | (P24 x2)-D/2

Para regularizar a divergéncia dessa integral, deve-se realizar uma expansao em ¢ nos diversos
termos que aparecem em (5.39). Para 7 > 0, apenas o tensor (5.28) oferece contribui¢oes propor-
cionais a e~!. Explicitando apenas as grandezas que contribuem para termos nao-nulos no limite

€ — 0, obtemos

awp(l+eveyi+..)Q+elnM+..)(1+el"(1)+...) <HLO£5712¢] - HLO,(LEU)],L N ) .
1H2.--UN 1H2... LN

R (4m)D72(0 — 1)[(—1)4(P? + 22)0-D/2 /71
(5.40)
vr1 estd definindo implicitamente em (5.3)-(5.3), e estabelecemos ainda
477;12 . 1
L= lim ——+In(47) — e, (5.41)

- d>D €(d)

P? 4+ 3%
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em que 7. = —I"(1) = 0.577 é a constante de Euler-Mascheroni. Assim:
4-D 2
- 7 ) 0
THlHQHS--~HN =1 F L+In (1:;2_'_22> + vr1 Hl[tll(tz I)L]N + Hl[u/(m )]HN ) (5-42)
com
F = @m)PRu—0)(P2+x2)P2y  fo=(=1)Y7!, (paraT >0). (5.43)

J4 para 7 < 0, a contribuicdo proporcional a ¢! vird ndo do tensor (5.28), mas de (5.36). O
resultado é:

(5.44)

2
N H O(e
TM1M2M3---MN =1 L+1n <PQ—}—22> +ur1 H;[n/(m )],U«N + H;[u/(m )]uzv )

com Fj ainda dado em (5.43), mas f, = (—1)P/2(—7 — 1)! para 7 < 0.

Repare que a divergéncia das integrais (5.42) e (5.44) é parametrizada em L. Podemos unificar
essas duas formulas definindo [, como o indice do termo de ordem dominante em (5.30), isso &,

o menor indice i tal que H/Lfl,ELQ )]#N é nao-nulo. Assim, [, = 0se7 < 0el, = —-1se7 > 0.
Estabelecendo ainda uma escala de energia r de interesse (em nossa modelagem, consideramos
r =mx, em que my é a massa do X(3872)), podemos fazer

2 2 2 2
W u P+ 3
isso é, separar a escala de renormalizagdo p dos pardmetros de Feynman dados implicitamente em

P e X. Dessa forma, usando (5.2) e (5.33), obtemos finalmente

Lips.nn = 4 P Z ZIDlelll]t[;2]u1\£al 1]7 (5.46)

em que a define o conjunto de variaveis {a1, az,...,as—1}, e asoma  , =>_ = ¢&restrita &

condi¢ao Zf;_:ll ap = N — 2j. Temos, ainda,

2
75 = |L+In (’;) AD + B, (5.47)
Afy=df / A" Foar T, (5.48)
_ p? 4 ¥2?
= /dz lear\jjl; C’lr:)+17j + CZ—DJ’UTJ — CZ;’]' hl (7"2 ) 5 (54:9)
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Tabela 5.1: Parametros tteis para determinados valores de 7

T —2 -1 | o | 1 | 2
1o 0
0.0 1
clo 0
Ty 0 0 —1 0 0
b 1/2 1 0 -1 [ —1/2
R 1/4 1 0 1 1/4
Ty 0 0 —1 1 0
ho 1/6 1/2 -1 | -1 1/2
Ty | 5/36 3/4 —1 1 —3/4
s 0 0 —1/2 —1/2
s | 1/24 1/6 | —3/4 3/4
iy | 13/288 | 11/36 | —7/8 —7/8
lo 0 0 -1 [ -1 —1
vr1 1 0 0 1 3/2
fo [ CDPPLEDPR (D0 (D] (=02

Tabela 5.2: Definicdo dos parametros [,, v-1 € fr

5.4

T<0 72>0
lo 0 —1
Ur1 Zi_:Tl_l % Z?:l %
fr | (=D)P2 (=7 = 1) | (=1)¢/7!

(5.50)

(PZ + E2)j—E+D/2 [

D _
Tjo = (4m)D/2(0 —1)127 f,

ai a2 ag—1
Ty To "'xé—l } .

5.4 Renormalizacao da integral

Na reducdo MS ou MS, apenas o limite d — D = 4 é considerado, de forma que a tnica
dependéncia de (5.46) por parte da escala u é a dependéncia logaritmica dada em (5.47), pois
pt=P = 1. Isto é, a integral ¢ calculada na dimensdo fisica D = 4, e a tinica subtracio é realizada
fazendo L = 0, tratando-se da subtracdo do polo localizado exatamente em D = 4. Assim, para a

renormalizacdo MS,

Lispsein = Lpipio.pi | L=0,D=4- (5.51)

Mas a reducao PDS também subtrai, de I, ,,...uy , POlos dessa funcao localizados em D # 4. De
(5.9) e (5.28)-(5.29), percebe-se que, para valores impares de D, I, ,,.. .y N0 apresenta polo, pois
D/2 & fracionério. Para D par, o tensor s6 apresenta polo e ! para um valor suficientemente alto
de N. Isso fica claro através do denominador de (5.28), no qual vemos que, para dado D, o tensor
s6 apresenta poélos para valores de N tais que

D/24+1—-1+m(N)—12>0, N-1,>2(-D. (5.52)
Assim, por exemplo, para £ = 3 e D = 4, apenas termos com N > 2 serao divergentes. Analoga-

mente, para dado IV, apenas dimensoes tais que D > 20 — N + 1 v = DN apresentarao divergéncias.



A regularizagao PDS requer que também se subtraia de (5.51) os p6los localizados nessas dimensoes.
No fim das contas, a renormalizacao PDS subtrai termos de IJ%. Mais exatamente, ela redefine Ij[l)l
como

2 2 AL
D _ o D D 4-D' " Yja _
Ija = |L+In <T2> Aja + Bja — g I 76(4), 2¢e(d) = D' —d, (5.53)

com D’ par. Em suma, subtraimos de Iu1u2..-uN|D os polos localizados em D # 4. Feita essa
subtragao, basta aplicar (5.51) — o polo em D = 4 ¢é subtraido quando é feito L = 0, e a fungdo é
calculada na dimenséao fisica D = 4. Dessa forma, a renormalizagao PDS subtrai todos os pélos de
Ly ps...un | D, sendo em certo sentido um método de "maxima subtragao", contrapondo as chamadas
subtracdes minimas MS ou MS. Com isso, ela recupera a dependéncia em leis de poténcia por parte
da escala. Por exemplo, para £ = 3 e N > 4, h4 a presenca de um fator proporcional a u?, como
também para o caso £ = 1 ¢ N = 0, conforme nosso argumento de plausibilidade indicou em (4.22)
e (4.23).

5.5 Demonstragao de (5.6)

Podemos escrever

ddk; 1 A1 © Jk 1
4 =M / (27T)d (kQ —pP2_¥y24 25)n M (27T)d*1 2 (k‘g — 2)n7 (5 5 )

com § — 0+ e w? = Z?:_ll kf + P2+ %2 — 5. Em W s6 aparecem as componentes espaciais de
k. A integral de varidvel ko pode ser calculada através de uma extensao analitica. Considerando o
contorno complexo dado na fig. (5.1), e aplicando o teorema de Cauchy, obtemos

> dkg 1 dz 1 0 gy 1
o 2 —wom o (2 T o (2 T (5.55)
—00 27 (kO -W ) C1+C2 2m (Z -w ) 100 27 (Z -w )
/ dko 1 _ / /2| iRedf 1 N ./m dr 1
2 (R—wWrr T Rbe |, . or  Ren(e2® —W2/R2)n ') 2m (CL)n (k2 + W)

(5.56)

Na formula acima, a primeira integral é nula. Aplicando a segunda integral em (5.54), obtemos

L 4—d/ ddk 1 4—d~( 1)n/ ddkE 1 (5 57)
g = 1 — .
nd = H @m) (K2 — P2 — 22 +iom 1 @m)? (k% + P2 + 22 — io)n”’
em que k7, = ZZ 1 k? é agora o produto definido em um espaco euclidiano. Esse procedimento no

qual, em certo sentido, o espaco de Minkowski é convertido no espaco euclidiano, ¢ denominado
rotacao de Wick.

Temos ainda

Ak 1 © 92 S
/ @n)i (27r)d/0 vt / 9 = ) /0 1l (5.58)
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0 d—1 n —
2 /0 ¢ +ZP2 ilzz)n — (P2 + x2yien LY 2)5((71) 4/2) (5.59)

Uma vez aplicadas essas formulas em (5.57), a relacao (5.6) fica evidente.

A Im ky

Figura 5.1: Contorno complexo.

5.6 Demonstracao de (5.24)-(5.26)

Estabelecamos que Pﬂ]ﬁg?““ ~ € asoma de permutacoes definidas em P;[ﬁ]uz.-.u ~ com a restricao

P[a] (»)

de que se mantenha o altimo indice py junto a um tensor de métrica. Py pu,.. ux, POr SUa vez,
restringe o tltimo indice de forma que ele deva ser posto junto a um termo P, . Assim:

P/[g]uz..-ua = Plgui]ng?wﬂa + P;[g];%?--uw (5.60)
APl e _ pla-1l(e)
P = Puaubmuzumﬂ (5.61)
a _ a+1
Plga]/ib---ltz Ptu"ml - Pl[talib-]-(-ll)i)zﬂm" (562>

(5.24)-(5.26) foram formulas muito convenientes, pois permitiram que escrevéssemos Iy, u,. iy
de forma bastante sintética em (5.46)-(5.50). E simples verificar que (5.24)-(5.26) é verdadeiro
para valores baixos de N (N = 0, N = 1 e N = 2). Ja para mostrar que essas formulas sdo
verdadeiras para qualquer valor de N, podemos construir uma prova por inducao. Para construi-la,
basta provar que, se (5.24)-(5.26) sao verdadeiras para dado N, entdo segue logicamente que essas
férmulas também sdo verdadeiras para N 4 1. Isto é, partindo de

aN _
o1 = dPridPH2 . . dPHN (P2 + 22)77 = HM1M2-~~MN2N77M(P2 + 22)77 N (5.63)
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deve-se provar que

6[N+1] —H

= Hppo. N1

Assim sendo, partindo do pressuposto de que (5.63) é verdadeiro, podemos escrever

dN+1 (P2 + 22)77

d

2N+177N+1(P2 + EQ)T]—N—I.

dN (P? + x2)n dot]

6[N+1} —

d(s[N] dHN1M2-~~NN

= 2N (P2 SN 4 Hypo i P

dPNJrl de+1

dH

KUN+1

2N+1,,7N+1(P2 4+ EQ)?]—N—I7

= dPMidPr2__dPEN+1  dPRN+1 PR PRz _dPEN | dPNFLD

HIP2--UN+1 _ of /
W - Bu1lt2---ltN+1 + CM1M2---MN+1’
com
m(N) i
B, = (P + 25 ! [N-+1-2i](5)
H1H2--UN 41 pr (77 4+ — N) 2i—1 (77 +7—1-— N)g H1p2--BN+1 0
N )
o _ & (P? 4 2?%) 1 [N—1-2i](g)
M2 IN+1 Z 91 (77 +i— N)3 Pip2. AN4+1
i=0

Dessa forma, podemos escrever (5.66) como

d[6!M] N+1, N ~N-
dPN+1 - (AM1M2---MN+1 + BM1M2---MN+1 + CM1M2---HN+1)2 +1T7 +1(P2 + 22)7] 17
m(N) ;
A =2 Cihubos [N-+1-24](7)
H1H2.-HUN41 — 2i (77 44— N)1 U142 AN 41 )
=0
m(N) . ;
B oy (PRl L v
K1H2-- N +1 P (77 +q— N) i (77 +i—N — 1)1 Kip2--IN+1 7
m(N) ;
C -y S+ X L piv-1-2i9)
H1H2-- - UN+1 2i+1 (77 44— N)@ H1p2.--UN+1 °
=0
Prosseguindo:
m(N) 52 | s2yi
A +B = Z (P sz )’ 1 _pIN+1-2i](p)
H1H2- N +1 H1H2--HN 41 2t (77 +i— N — 1)1 H1p2--- N +1
=0
m(N)+1 .
c - (P2 + %) ! (N-+1-2i](g)
H1p2.-UN41 — 2i (77 + 7 — N — 1)1 H1K2-- N +1
=1
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A prova estd praticamente dada, basta ajustar os limites das somatorias. Para somar (5.74) e
(5.75) e obter Hy,py.. iy 4y, O limite superior (inferior) de ambas somatoérias deve estar ajustado em
i =m(N + 1) (i = 0). Na somatoria (5.75), é indicado que a parcela de mais alto valor de i tem
um nuamero jp de quadrivetores P. Usando a definicao de m(N) em (5.27), vemos que para essa
parcela vale

i=m(N)+1=(N+2-1)/2, jp=N+1-2i=N+1-2(m(N)+1)=1,—1. (5.76)

N

Se N é impar, jp = 0, o tensor s6 é composto de tensores de métrica. De qualquer forma, para N

impar ja vale m(N) 4+ 1=m(N +1). Se N ¢é par, jp < 0, o que segundo nossa convenc¢ao anula o

tensor Pgbjl’fl]z,(g ,)#N 41 — de fato, esse termo espirio é obtido a partir da derivacao de um termo que

s6 possuia tensores de métrica. Dessa forma, para N par, podemos simplesmente truncar a integral

em m(N) = m(N + 1). Concluimos dessa forma que, seja N par ou impar, podemos substituir o

limite superior da somatoéria em (5.75) por m(N + 1). Notando que P,levut,l_fﬂigl) = 0 para i = 0,

também podemos alterar o limite inferior da somatoéria para 0. Assim:

m(N+1) i
c _ (P2 + 27) ! pIN+1-2i](g). (5.77)
HIp2 . N 41 g 21 (77 +i— N — 1)1 HIp2- b N 41

Quanto a (5.74), também podemos alterar o limite superior da somatoria para m(N +1). Se n é par,
m(N) = m(N + 1) simplesmente. Se N é impar, a nova parcela de indice m(N) + 1 = m(N + 1),
indice este dado em (5.76), é pIN+1=2i](p) — plly—1E) — plol(p) — 0, de forma que adicionar essa
nova parcela nao altera o resultado.

Fica claro que é possivel somar (5.77) e (5.74) para obter

AM1N2~~-MN+1 + BM1M2-~~MN+1 + CMWQ--#NH = HM1M2~--MN+1' (5.78)

Aplicando (5.78) em (5.6), obtemos (5.64), o que conclui a prova.

5.7 Parametrizagcao de Feynman

A parametrizacdo de Feynman permite escrever

1 |
_ — Y =aD; + (1 —a)D :
DiDs /OdaYQ’ com aDy + (1 —a)Da, (5.79)
1 ! Lo
— =~ da| dv— Y =(1-a)D 1 — b)Dy + abDs. 5.80
D1DyDy /oa/o yr com¥ = —a)Ditall=b)Ds + abDs (580

Assim, por exemplo, considerado o diagrama (c) em (4.1), temos
D1 = k‘2 - mi,
Dy = (k—p)? —m?=k?>-2k-p+p*—m?,
Dy=(k—p+q?-—m?>=k —2k-(p—q)+ (p—q?>—m”
Logo

Y =Y© = (1 -a)D; +a(l —b)Dy + abD3 = Dy — a(Dy — Dy) — ab(Dy — Ds),
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YO = k2 —m2 —a(—m? + 2k - p — p* + m?) — ab(=2k - ¢+ 2p - ¢ — ¢%),
Y(© = g2 — 2k . plo) — n3(0)2,

com

P(C) =ap — a,bq7
B2 = m2(1 — a) + a(m? — p%) + ab(2p - ¢ — ¢%),
P2 4 52 = m2(1 — a) + a(m? — (1 — a)p®) + ab(2p - q(1 — a) — (1 — ab)g?).

O mesmo procedimento pode ser realizado em todos diagramas de loop da nossa modelagem. Em
geral, obtém-se P = xp + yq, em que x e y dependem apenas dos pardmetros de Feynman.

Uma ultima observacao: percebe-se que (5.46) serd um niimero imaginario puro, exceto se as pro-
prias integrais originarem outros termos imaginarios. Isso pode ocorrer se os integrandos tornarem-se
imaginarios em certa regiao de integracao. Observamos numericamente que my + m < mx define
uma condicdo em que esse tipo de situacao passa a ocorrer.
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