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Resumo

As fases da matéria mais conhecidas s@o as sdlida, liquida e gasosas. Estas e outras fa-
ses sdo descritas pela teoria de quebra de simetria de Landau. Segundo esta teoria basta
conhecer as propriedades da matéria localmente para determinar sua fase. Para o Efeito
Hall Quantico Fracionério a teoria de Landau ndo consegue descrever suas diferentes
fases, dizemos que tal sistema possui ordem topoldgica. Tais fases sdo caracterizadas,
dentre outras coisas por haver degenerescéncia do estado fundamental e esta depender da
topologia da variedade em que o sistema fisico se encontra. H4 diversos modelos tedricos
de sistemas com ordem topoldgica, um deles € o foric code e suas generalizacdes, 0
Quantum Double Model e o modelo de string-net. O modelo de string-net forma uma
classe grande de modelos com ordem topoldgica, ele € construido a partir de uma ca-
tegoria fusion esférica. Nesta dissertacdo estudamos a teoria de categorias monoidais,
especializando em categorias pivotais, esféricas, braided e fusion, e é estudado com mais
detalhe o exemplo da categoria de representagdes do Quantum Double de um grupo fi-
nito, que é um exemplo de categoria fusion esférica braided. Além disso, fazemos uso de
linguagens gréficas para categorias monoidais e dlgebras de Hopf de forma a simplificar
a demonstracao de diversos resultados.

Palavras-chave: categorias monoidais; dlgebras de Hopf; representacdes; Quantum
Double.



Abstract

The most well-known phases of matter are solid, liquid and gas. These and other phases
are described by Landau’s symmetry breaking theory. According to this theory, it is
sufficient to know the properties of matter locally to determine its phase. In the case of
the Fractional Quantum Hall Effect, Landau’s theory cannot describe its different phases,
we say that such a system has topological order. Such phases are characterized, among
other things, by the degeneracy of the ground state and this depends on the topology of
the manifold in which the physical system is in. There are several theoretical models
of systems with topological order, one of them is the toric code and its generalizations,
the Quantum Double Model and the string-net model. The string-net model forms a
large class of models with topological order, it is built from a spherical fusion category.
In this dissertation we study the theory of monoidal categories, specializing in pivotal,
spherical, braided and fusion categories, and we study in more detail the example of the
category of representations of the Quantum Double of a finite group, which is an example
of a spherical fusion braided category. Also, we use graphical languages for monoidal
categories and Hopf algebras to simplify many proofs.

Keywords: monoidal categories; Hopf algebras; representations; Quantum Double.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualicao

As fases da matéria mais basicas e comumente conhecidas sdo as s6lida, liquida e gasosa.
A diferenca entre esses estados pode ser entendida através da teoria de quebra de simetria
de Landau, nesta teoria uma fase é caracterizada por uma simetria que um sistema tem
localmente, isto quer dizer que basta analisar tal sistema em um pedaco para determinar
sua fase. Porém, o efeito Hall quantico fraciondrio (EHQF) nio pode ser descrito pela
teoria de quebra de simetria de Landau, por ndo haverem simetrias a serem quebradas, as
fases desse sistema dizemos que possuem ordem topoldgica [23]. A ordem topoldgica é
caracterizada, dentre outras coisas, por o estado fundamental do sistema possuir degene-
rescéncia e esta depender da topologia da variedade onde tal sistema estd imerso. Um dos
exemplos tedricos mais simples e conhecidos de um sistema com ordem topoldgica € o
toric code [15]], este consiste de uma rede sobre um toro com graus de liberdade de spin
nos links (ou arestas) dessa rede. O modelo do foric code foi generalizado pelo Quantum
Double Model (QDM) e pelo modelo de Levin-Wen ou string-net [[1'7]. O QDM pode ser
entendido como uma subclasse do modelo de string-net, como mostrado em [3]. O foric
code € baseado no grupo Z,, porém o modelo de string-net € construido a partir de uma
categoria do tipo fusion esférica. Como mostrado em [2] e [12], o modelo de string-net
¢ equivalente ao invariante de Turaev-Viro para alguma categoria fusion esférica. Desta
forma, categorias fusion esféricas e o invariante de Turaev-Viro podem ser utilizados para
construir modelos com ordem topoldgica, através do modelo de string-net. Isso nos da
uma classe grande de modelos com ordem topoldgica, porém nao € suficiente para classi-
ficar todos modelos. Este trabalho descreve as nocdes bésicas sobre a teoria de categorias
fusion esféricas e analisa com mais detalhe o exemplo da categoria de representacdes de
uma 4lgebra de Hopf. Através disso temos exemplos de categorias que podem ser uti-
lizados na construcdo do invariante de Turaev-Viro. O invariante de Turaev-Viro pode
ser estendido a um funtor, o qual chamamos de uma Teoria Quantica de Campos To-
poldgica (TQFT), apesar de sua importancia a TQFT de Turaev-Viro nao seréd estudada
nesta dissertacao.

A seguir é tratado o foric code com mais detalhe, com o intuito de melhor contextu-
alizar este trabalho. Para uma melhor introduc¢do a ordem topolégica, veja o capitulo 6
Introduction to Topological Order em [23]].



1.1.1 Toric Code

Esta secdo € fortemente baseada na dissertacdo de mestrado de Juan Pablo Ibieta Jimenez
[11]. Nao serdo feitos todos os detalhes do foric code, para mais detalhes veja [[11] e [15].
Esta secdo ndo é necessdria para o que serd tratado adiante.

O toric code consiste em uma rede quadrada sobre um toro (veja figura[I.1)), com graus
de liberdade de spin sobre as arestas (/inks). Na verdade € possivel também considerar o
mesmo modelo para redes que ndo sdo quadradas (por exemplo, o honeycomb em [17]),
mas nos restringiremos as redes quadradas. O toro pode ser entendido como um quadrado
com lados opostos identificados (ou condi¢des periddicas de contorno). Na figura [1.2]
ilustramos uma rede formada por 25 quadrados, em que a sua fronteira possui condi¢des
periddicas de contorno. Nessa figura é destacado em vermelho um link [ da rede, uma
face (ou plaqueta) p (em rosa) e um vértice v. Em azul € destaca a estrela de v, denotada
st(v), que sdo os 4 links adjacentes a v. O bordo da plaqueta p é dp, que é um quadrado
formado por 4 links. As estrelas st(v) e bordos Op serdo utilizados para definir operadores
locais A, e B, conforme explicado a seguir.

Figura 1.1: rede sobre um toro.

| b BP

A'()
(Y

Figura 1.2: rede do toric code.

Seja L o conjunto de links da rede do foric code. A cadal € L é associado um espaco
de Hilbert H; = C?, entdo o espaco de Hilbert do toric code é

H=Q)H =(K)C

lel lel

Utilizaremos as matrizes de Pauli 0, € o.:

0y = ((1) (1)) (L.1)

10



=y 1) (12)

Essas matrizes correspondem a operadores o, 0, : C* — C?. Agora, sejam V) o conjunto
de vértices e P o conjunto de plaquetas da rede. Para cada v € V € definido o operador

A,: H — H dado por
A= Q) on (13)

que age sobre os 4 links da estrela st(v) de v por o,, e para os demais /inks age como
identidade. O produto tensorial sobre os links fora de st(v) de operadores identidade é
deixado implicito na notacdo. Também, para cada plaqueta p € P € definido o operador

B,: H — H dado por
B,=Q)o-. (1.4)

Como para A,, é deixado implicito o produto tensorial de operadores identidade que agem
sobre os links fora de Op.
O operador hamiltoniano do sistema é

H=-> A,—) B, (1.5)

veEY peEP

Estamos interessados nos grounds states (estados de energia minima). Construiremos
os ground states como autoestados dos A,’s e B,’s (simultaneamente). Primeiramente,
como (0,)* = (0.)* = 1, o operador identidade, entdo A2 = B = 1, para quaisquer
v € Vep € P. Também o, e o, sdo diagonalizdveis e hermitianos, logo A, e B, também
sd30. Se |¢)) é um autovetor de A, com autovalor a,, entdo

[¥) = AJlv)
= agW%
como [¢) # 0 entdo a? = 1, mas A, somente possui autovalores reais, logo
a, = £1. (1.6)

Da mesma forma, os autovalores de B, pertencem a {—1,+1}. Também [A,, B,] = 0,
isso é imediato no caso em que st(v) N dp = . Se st(v) N Jp # & entdo v é vertice da
plaqueta p e st(v) N Op possui exatamente dois links. Como

0,0, = —0,0, (1.7)
entao
A,B, = (—1)’B,A,, (1.8)
em que cada fator (—1) corresponde a um /ink de st(v) N Op. Portanto,
[A,, B, = 0. (1.9)
E simples mostrar que [A,, A,] = 0 e [B,, By] = 0 para quaisquer vértices v e v’ e

plaquetas p e p'. Isso se deve ao fato de que

(02, 0.] = 0, (1.10)

11



[02,0.] =0, (1.11)
[04,1] =0, (1.12)
lo.,1] = 0. (1.13)

Com isto, todos operadores A, e B, comutam entre si e sdo diagonalizdveis, portanto
podemos diagonalizar todos esses operadores simultaneamente, ou seja, hd uma base de
‘H cujos vetores sdo autovetores de todos A,’s e B,’s a0 mesmo tempo.
Se é autovetor de todos A,’s e B,’s simultaneamente, entdo A, = Q, e
p

B,|Y) = byl), assim
HIy) = — (Z a+ pr) ), (1.14)

veY peEP

mas a,, b, € {—1,+1}, logo a energia minima £, satisfaz
Ey > —(N, + N,), (1.15)

em que N, € o nimero de vértices e N, € o nimero de plaquetas da rede. De fato, vale a
igualdade. Para simplificar a notagdo, sejam

0=
-0-()

Um autoestado de energia minima é

|tho) = (H\/_]IJFA)

Para mostrar isso, note que

o.]1) = ((1] _01) ((1)) - ((1]) — 1), (1.17)

B, ®|1>] = [@m] . (1.18)

leL leL

®y1>] . (1.16)

lel

logo

Como [A,, B, = 0, entdo

Bylth) =

(g\/_ (1+ A, )) _®|1>_

Llel

(1+ A, ))B Q)

Llel
1+ a) )

®|1>]

lel

%I

e G
Sl

ie
ie




= Wo) :
Por outro lado,

A1+ A)=A, + A
=A,+1
:]1+Av7

logo

Ay (H}%(HAU)):AHI%(MAM) 11 \/_]1+A)

veV\{v'}

@+A) | ] \/_]1+A)

veV\{v'}

(1+A,),

EIH

Sl

S
m
<

de onde temos que
Avltho) = [tho)- (1.19)

Com isto,

Hyy) = (ZA ZB)WO

veY peEP
[z
veEY peEP

= _(Nv + Np)|¢0>-

Isto conclui que Ey = —(N, + N,).

Como mostrado em [15], o autoespaco de energia minima possui dimensao 4, ou seja,
a degenerescéncia do ground state é 4. O |1)o) é um ground state. Antes de discutir sobre
os demais ground states, convém introduzir uma representac¢ao diagramética dos estados
e notar que |ty) pode ser entendido como um gas de loops.

Um estado da forma [¢)) = @), |my), para m; € {—1, 41}, é representado grafica-
mente da seguinte forma: para cada link [ para o qual m; = —1 € desenhado um traco
azul perpendicular a [, se m; = +1 entdo ndo é desenhado tal traco. Dizemos que o trago
azul estd na rede dual. A rede dual € a rede quadrada cujos vértices sao os centros das
plaquetas da rede original. Uma ilustracao dessa representacdo de estados € feita na figura
O estado X, |1) € representado graficamente por ndo desenhar nenhum trago azul
na rede dual. Como

o, [1) = |- 1), (1.20)

entdo, para qualquer vértice v, o operador A, age sobre ), |1) introduzindo um loop
azul centrado em v, como na figura Agora se v e v’ sdo os dois vértices de algum

13



Figura 1.3: Um link (em vermelho) com estado | — 1) é representado por um trago per-
pendicular azul.

Figura 1.4: representacdo gréfica do estado A, (), [1)).

link, entdo A, e A, ambos agem sobre links distintos exceto pelo link que contém v e
v'. Dessa forma, a representagio grifica de A, A, (), [1)) é um loop retangular (ndo
quadrado), como na figura[I.5] Na figura[I.6]é dado um exemplo para 5 vértices.

Dessa forma, [1y) é uma combinag%to linear de estados da forma A, ... A,, (&), 1)),
neste sentido ele € um gas de loops. E importante que esses loops sdo todos contrateis,
no sentido de que podem ser encolhidos a um ponto. Mais precisamente, como 0s cami-
nhos sdo discretos, pois estdo numa rede quadrada, a contracao nada mais é do que uma
aplicacdo sucessiva de finitos operadores A,. Da mesma forma que os A,’s sdo utiliza-
dos para construir os loops, eles também podem ser utilizados para desfazé-los, ja que
A2 =1,

Como o autoespaco de energia minima tem dimensao 4, entdo resta construir mais 3
ground states linearmente independentes. Eles estdo associados a loops ndo contrateis,
dois loops nao contrateis e ndo homotopicamente equivalentes sdo ilustrados na figura
1.7, Nio h4 uma tnica forma de mapear no toro em R? a rede quadrada com condi¢des
periddicas de contorno, pois poderiamos identificar uma linha horizontal da rede com
qualquer um dos loops C; e (5 da figura Digamos que a correspondéncia entre os
loops da figura[I.7)seja conforme a figura[I.8] em que os loops C; e C; estdo na rede dual.
Um outro ground state € obtido trocando na equagdo o estado ), |1) pelo estado
representado graficamente pela curva C';. Da mesma forma, se ao invés de (' utilizarmos
C5 ou aunido C U Cs, também obtemos ground states. Mostremos isso para a curva C'.
Seja

1
o) =11 5+ A RI-1 &R |, (1.21)

veEY 1eC leL\C1

14



Figura 1.5: representacdo grafica do estado A, A, (Q,. 1)), para v e v’ os dois vértices
de um link.

Uy
0,021‘ Us
*
N
.,US

Figura 1.6: representagdo grafica do estado A, A, Ay, Ay, A (Q)c. 1)), para dados
vértices vy, Vg, U3, Usg € Us.

nesta equagio C é o conjunto de links verticais que intersectam a curva C da fi gura
(este C'; da figura € horizontal), veja a figura (1.9, Como mostrado anteriormente, para
qualquer vértice v' vale que

Ay <1_£ %(1 + Av)> =11 %(1 + Ay), (1.22)

veY

de onde segue que
AU/|Q/}1> = |w1> (123)

Agora, dada uma plaqueta p, ou dp nio intersecta C'; ou intersecta em exatamente dois
links. Como o,| £ 1) = £| £ 1), se Jp intersecta C'; entdo

B, |QI-1) QM= RI-1) K )

1661 lEﬁ\él l€61 lGL\él
= ®-1 & 1
leCy le£\C

Além disso, [A,, B,| = 0, logo

Bp’w1> = Bp (

H%uwv)) Rl-1 R )

veY l661 l€£\51

15



O

Figura 1.7: toro e dois loops ndo homotopicamente equivalentes C e Cs.

C3

S

Figura 1.8: loops nao contréteis C; e C5 na rede dual, correspondentes ao loops da figura

L7

:< L(ILJFAU))BP RlI-1n X I

1eCy leL\C1

\V)

—( %<1+Av>> Rl-1 & I

v leCy 1eL\C1

<

= |¢1>-

Disto temos que [¢1) é ground state, pois satisfaz que A,|1) = [¢1) e B,|¢r) = |¢1).
Como feito para C}, definimos C'5 como sendo o conjunto de /inks horizontais que inter-
sectam C5. Entdo, de forma semelhante a | ), os estados

[1h2) = (Hf11+A)> RI-1n &R |, (1.24)

1eCy 1leL\C»

|11,2) —<H\/—1+A)> ® | —1) ® 1|, (1.25)

leC1UC, leL\C1UC>

sao também ground states. Para |1, o) a Gnica diferenca nos argumentos € que se p € uma
plaqueta que intersecta C'; e C, simultaneamente, entdo dp C C; U C5, de forma que
a intersec¢do neste caso é formada por 4 links ao invés de 2. Que esses 4 ground states
sdo linearmente independentes, isso se deve aos loops C; e C5 serem nao homotopica-
mente equivalentes, de forma que nao podem ser deformados um no outro agindo com os
operadores A,.
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Figura 1.9: curva C na rede dual e o conjunto de links C'; associado.

O mesmo modelo pode ser considerado para superficies orientdveis conexas fechadas
de género g, tendo entdo uma degenerescéncia do ground state igual a 49 [15]. Uma
ilustrac@o destas superficies para género baixo € feita na figura [1.10l Podemos observar
que a degenerescéncia do ground state nao depende do tamanho da rede, ela depende
somente da topologia da superficie através de seu gé€nero, o que motiva 0 nome ordem
topoldgica.

g:O g=1 g=2

Figura 1.10: superficies orientdveis conexas fechadas de género g. Da esquerda para
direita, temos uma esfera (g = 0), um toro (¢ = 1) e um bitoro (¢ = 2).

1.2 Descricao do Conteado

Nesta dissertacdo serdo estudados alguns tipos de categorias monoidais, em particular
categorias fusion esféricas. Essas categorias sdo utilizadas na construcdo da TQFT de
Turaev-Viro e este permite construir uma grande classe de modelos com ordem topolédgica
por meio do modelo de string-net. O toric code é baseado no grupo Zs, o modelo de
string-net, que € uma de suas generalizacdes, utiliza uma estrutura algébrica mais com-
plexa, que sdo essas categorias monoidais.

Uma categoria consiste de objetos e flechas (também chamados de morfismos), o
exemplo mais comum de categoria € a categoria Set cujos objetos sdo 0s conjuntos e
cujas flechas sdo as fun¢des. Outro exemplo também comum é Vectc, a categoria que
consiste dos espacos vetoriais sobre C e das transformacdes lineares entre esses espacos
vetoriais. Ambas categorias sao exemplos de categorias monoidais, uma categoria mo-
noidal é, grosso modo, uma categoria com um produto tensorial (também chamado de
produto monoidal), este produto é definido sobre os objetos e as flechas da categoria,
além disso categorias monoidais possuem um objeto unidade 1 que o andlogo do ele-
mento unidade de uma operacdo de multiplicacdo. Para Set o produto monoidal é o
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produto cartesiano, mais especificamente, dados conjuntos X e Y seu produto cartesiano
¢ o conjunto dos pares ordenados (z,y) parax € X e y € Y, mas o produto monoidal
age também sobre as flechas da categoria, assim dadas fungdes f: X — X'eg: Y — Y’
o produto cartesiano de ambas € a fungao

XxY —X'xY'
(z,y) — (f(z),9(v))

além disso o objeto unidade é qualquer conjunto unitario, digamos que 1 = {x}, este
conjunto tem o papel de unidade do produto cartesiano no sentido de que {*} x X = X
e X = X x {x}, neste caso o simbolo = significa que hd uma bije¢do entre os conjuntos.
Para a categoria Vectc o produto monoidal € o produto tensorial e o objeto unidade é o
corpo C. Fixemos uma base {z;};c; de X e uma base {y; } e, entdo {z; ® y; bicr jes €
uma base de X ® Y, dadas transformagdes lineares f: X — X' e g: Y — Y’ o produto
tensorial f ® g € a transformac@o linear dada por f ® g(z; ® y;) = f(z;) ® g(y;). Numa
categoria monoidal qualquer podemos representar graficamente as flechas por caixas com
linhas anexas, uma flecha f: X; @ Xo ® ... ® X, = V1 ® Yo ® ... ® Y}, é representada
por um diagrama como o abaixo:

Vil Yol Y

Xq| Xo X,

Dizemos que essas linhas s@o coloridas pelos objetos X;, X5 e etc., e que a caixa é
colorida por f. A composi¢do € representada por justapor caixas uma acima da outra, e
o produto monoidal é representado por colocar diagramas um ao lado do outro, conforme
os seguintes diagramas

A2 A
g v vl Y w ml T
gof= M| Yo dm foh = 7 h
f
Xi| Xo| X, | 4| Z .7,
Xq| Xo . ¢

As propriedades do produto monoidal, que € um funtor, nos permitem subir ou descer
caixas nesses diagramas. Linhas coloridas por 1 ndo precisam ser desenhadas. Essas pro-
priedades permitem fazer calculos com muito mais facilidade através desses diagramas.
Categorias monoidais podem ter outras estruturas e propriedades além de ter um pro-
duto monoidal. Uma categoria braided é uma categoria monoidal com algumas condicdes
de comutatividade sobre o produto monoidal. Mais especificamente € uma categoria com
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um braiding 7, que € uma familia formada por flechas 7xy: X ® ¥ — Y ® X, com
uma flecha para cada par ordenado (X,Y’), sendo X e Y objetos da categoria. Essas
flechas 7x y sdo isomorfismos satisfazendo algumas propriedades, conforme serd visto
adiante. O nome braiding se deve a podermos utilizar diagramas de braiding (trancas)
para representar graficamente as flechas 7x y. A categoria Vectc € braided (na verdade
ela € simétrica, o que quer dizer que T)}}Y =Tyx),emqueTyy: X XY - Y ®Xéo
isomorfismo de permutagio, ou seja, Ty,y (z; ® y;) = y; @ x; (utilizando as bases fixadas
anteriormente). A representacdo gréfica de 7x y e 7y §( numa categoria braided sdo

Porém esses diagramas somente serdo utilizados no contexto de categorias pivotais brai-
ded, neste caso as linhas recebem também uma orientagcdo. Para categorias simétricas nao
€ necessdrio desenhar nos diagramas linhas passando por cima ou por baixo de outra, ja
que ambos cruzamentos sao equivalentes.

A nogdo de dual de um espago vetorial pode ser generalizada para categorias monoi-
dais, mas esta generalizacdo ndo inclui os espagos vetoriais de dimensao infinita. Ela é
feita por meio dos pareamentos nao degenerados. Os pareamentos nao-degenerados serao
estudados com mais detalhe adiante. A categoria FinVect € uma categoria com duais,
o dual de um espago vetorial X é o espaco X* = Hom(X, C) dos funcionais lineares.
O pareamento associado ao espago vetorial X e seu dual X* € a avaliacdo (evaluation)
Sux: X*® X — Cdadaporévx(f®x) = f(z),emquez € X e f € X*. Também te-
mos o pareamento et x : X ® X* — C dado por el (z® f) = f(z). Ambos caracterizam
X* ser o dual de X no sentido de serem pareamentos nao-degenerados, isto € equivalente
a dizer que, dada uma base {x;}1<;<, de X e a base dual {z"},<;<,, dada por 2°(z;) = &,
a matriz [% x(2° ® j)|1<i<n1<j<n € inversivel, o que € trivial neste caso pois a matriz é
a identidade, e analogamente para e0y. Ao invés de utilizar matrizes, a definicdo numa
categoria monoidal qualquer de um pareamento ser ndo-degenerado é dada em termos da
existéncia de um tipo de inversa do pareamento, mas ndo no sentido de o pareamento ser
um isomorfismo, o que em geral ndo € o caso. Para a categoria FinVectc a “inversa”do
pareamento Svy éa coavaliagao éoevyx: C — X @ X* dada por

n

boevx (1) = E T

i=1
(154 2 7 7 . ~
e a “inversa’de e? x € a coavaliagdo dada por

n

coetx (1) = E ' ® x;.
i=1

Elas sdo “inversas’no sentido de serem satisfeitas as equagdes

((vx ®idx+) o (idy» ® Eoevy) = idy-,
(ldX & %X) o (%X & ldx> == idX,
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(@X X ldx) 9] (1dX X coe X) = idx,
(ldX* X @X) e} (006 x & ldx*) = ldx*

A nocgdo de categoria com duais que utilizaremos € a de categoria pivotal, uma catego-
ria pivotal é uma categoria monoidal em que existem e sdo fixados pareamentos nao-
degenerados Sy XX s lecdy: X@X* > 1 para cada objeto X da cate-
goria e satisfazendo mais algumas condicdes que nao serdo tratadas agora. Como esses
pareamentos sao ndo-degenerados entdo existem as “inversas” Socvy: 1 = X ® X*
e coelx: 1 — X* ® X, podemos mostrar que essas “inversas” sdo unicas. A lin-
guagem grafica de categorias monoidais pode ser especializada para categorias pivotais
adicionando orientacdes as linhas. Os diagramas anteriores, ndo-orientados, podem ser
considerados como diagramas em que as linhas estdo orientadas para cima. Uma li-
nha orientada para baixo passa a representar o objeto dual, por exemplo, uma flecha
f: X®Y*®Z — W*®T érepresentada graficamente por

T
f

X1YY Z

Além disso os pareamentos e suas inversas, &v X, et X, Soev x € coel x sdo representados
graficamente por caps e cups:

Ax= /7 N\x - @t - \

A condig¢ao de os pareamentos serem nao-degenerados € representada graficamente por
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Disto segue que podemos deformar as linhas desses diagramas sem alterar a flecha que
eles representam na categoria pivotal. Além disso, podemos mostrar que qualquer caixa
nos diagramas de uma categoria pivotal pode ser girada por uma volta completa (360°),
nos sentidos horario ou anti-horario, sem alterar o resultado do diagrama, como no exem-
plo abaixo.

Para categorias pivotais braided podemos utilizar os diagramas de braiding com orienta-
coes.

Categorias pivotais tém duas nocdes de trago, que sdo um trago a esquerda tr; € um
traco a direita ¢r,, estes tracos agem sobre endomorfismos da categoria, ou seja, sobre
flechas com mesmos dominio e contradominio. Dada uma flecha f: X — X, numa
categoria pivotal, os tragos tr;(f) e tr,.(f) sdo endomorfismos 1 — 1 dados graficamente
por

tr(f) =X f ot (f) =] f X

Quando os dois tipos de traco coincidem dizemos que a categoria € esférica. Este € o caso
da categoria FinVectc, em que tr(f) = tr,.(f) é o endomorfismo C — C dado por
1 — tr[f], sendo [f] a matriz de f e tr[f] seu trago. Logo, FinVect € categoria esférica
e simétrica.

Nosso interesse € estudar categorias fusion esféricas. Uma categoria pre-fusion € uma
categoria monoidal em que

e os conjuntos Hom(X,Y"), de flechas de X em Y, sdo espacos vetoriais;
e a composicdo o e o produto monoidal ® sdo bilineares sobre flechas;
e a categoria possui somas diretas de familias finitas;
e hi um conjunto / de objetos simples satisfazendo:
-1el;

- Hom(i,j) = 0sei,j € [ ei # j;
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— e todo objeto da categoria pode ser decomposto como soma direta de uma
familia finita de objetos de /.

Um objeto simples é um objeto ¢ da categoria tal que dim End (i) = 1, em que End(i) =
Hom(i,4) € o conjunto de endomorfismos de i. Uma categoria pre-fusion pivotal é dita
fusion pivotal quando [ € finito (o caso geral de categorias fusion nao-pivotais nao sera
tratado nesta dissertacdo). H4 uma linguagem gréfica para categorias pre-fusion, porém
isto serd tratado nos préximos capitulos. A categoria FinVect¢ € um exemplo simples
de categoria fusion pivotal, em que / = {C}, como todo espago vetorial é caracterizado
por sua dimensdo entdo, a menos de isomorfismo, todo espaco vetorial € uma soma direta
®p_,C paraalgum n > 0.

Portanto, a categoria FinVect¢ € um exemplo de categoria fusion esférica simétrica
e pode ser utilizada no invariante de Turaev-Viro. Porém, esta € uma categoria muito
simples e sdo necessdrios exemplos mais complexos para que o invariante de Turaev-
Viro apresente alguma utilidade pratica. Um exemplo menos trivial € o da categoria de
representacdes de uma dlgebra de Hopf, que € tratado no capitulo 4. Mais especifica-
mente, mostraremos que para a dlgebra de Hopf que é o Quantum Double de um grupo
finito sua categoria de representagdes € fusion esférica braided.

1.3 Organizacao do Texto

Nesta dissertacdo sdo introduzidos alguns conceitos de categorias monoidais e € estu-
dado com mais detalhe um exemplo de categoria monoidal, que pode ser utilizado na
construcao de Turaev-Viro de uma TQFT tridimensional e entdo obter modelos com or-
dem topoldgica, tal como o de string nets. A ordem topoldgica em si e TQFT nao sao
tratados nos capitulos a seguir.

No capitulo 2 € introduzida a Teoria de Categorias, cuja linguagem € utilizada por
toda a dissertagdo, porém somente serdo necessarios conceitos elementares da teoria ge-
ral. Também sdo estudados mddulos sobre aneis comutativos com unidade e o produto
tensorial de mddulos, isto ndo € essencial para grande parte da dissertacdo, pois se toma-
mos o anel como sendo um corpo, tal como C, entdo os mddulos sdo espacos vetoriais,
porém isto € feito para posteriormente, no capitulo 3, ser construida a categoria monoidal
de espacos vetoriais. A defini¢cao do produto tensorial de médulos €, no caso geral, dada
por uma propriedade universal, e esta ndao € normalmente ensinada para fisicos, dessa
forma estudar o produto tensorial de modulos pode tornar mais clara a defini¢do de ca-
tegoria monoidal e ¢ também uma oportunidade de se familiarizar com o conceito de
propriedade universal. Além disso, sdo estudadas brevemente as dlgebras de Hopf, que
serdo utilizadas no capitulo ] para construir um exemplo de categoria fusion esférica.

No capitulo 3 s@o estudadas as categorias monoidais, que € um dos conceitos centrais
desta dissertacdo. Além da estrutura monoidal, podemos considerar categorias com mais
estrutura, esse € o caso das categorias pivotais, esféricas, braided e fusion, que também
sdo estudadas nesse capitulo. Categorias pivotais sdo, grosso modo, categorias com duais,
categorias braided sao categorias em que o produto monoidal (ou tensorial) satisfaz algu-
mas relagdes de comutavidade, e categorias fusion sdo, grosso modo, categorias com uma
forma de linearidade e tal que todos objetos podem ser decompostos como soma direta
de objetos simples e tal que ha finitas classes de isomorfismo de objetos simples. As ca-
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tegorias fusion sdo também chamadas por outros autores de semi-simples. Para cada tipo
de categoria monoidal € introduzida uma linguagem grafica, estas linguagens graficas sao
uma forma alternativa de representar as flechas da categoria e de realizar calculos, utili-
zando assim argumentos topoldgicos para obter um resultado algébrico.

No capitulo 4 € estudado o exemplo da categoria de representagdes de uma algebra de
Hopf, é feito com mais detalhe o caso em que a categoria € o Drinfeld Quantum Double de
um grupo finito e € mostrado que a categoria de representacdes para tal Drinfeld Quantum
Double é uma categoria fusion esférica.

O capitulo 5 é uma breve conclusao.

No capitulo 6, que € um apéndice, € estudado o produto tensorial para médulos sobre
aneis que nao precisam ser comutativos e também o produto tensorial de bimédulos. Isto
somente serd utilizado no capitulo 4 devido a tomarmos produtos tensoriais sobre uma
algebra, que é CZ; nesse capitulo. Vale notar que toda dlgebra é um anel e que uma
dlgebra de grupo CH somente é comutativa se o grupo H for trivial (H = {e}), logo, a
menos do caso trivial, o produto tensorial sobre tal dlgebra € um produto tensorial sobre
um anel ndo-comutativo.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Nocoes Basicas de Teoria de Categorias

A Teoria de Categorias € uma teoria abstrata, por meio da qual podemos descrever es-
trutura matemadticas que aparecem em diversas dreas distintas. Devido a isto € uma boa
linguagem, pois com isto € possivel obter resultados que valem em contextos que, em
principio, podem parecer muito distintos, mas que na verdade sdo uma manifestacio de
uma mesma estrutura abstrata. A seguir sdo expostas algumas nog¢des basicas da Teoria
de Categorias, para um maior aprofundamento veja as referénciais [1] e [[18].

2.1.1 Categorias

A definicdo de categoria € obtida por uma abstracdo de propriedades que fungdes em ge-
ral satisfazem, porém uma categoria nao precisa estar relacionada com fungdes. Primeiro
vejamos quais sdo as propriedades que fun¢des possuem que queremos abstrair. Um con-
junto é grosso modo uma colec@o de objetos, por exemplo temos os conjuntos {1, 2, 3},
{a,b,c,d,e, f,...,z} e etc., e uma func¢do f: A — B entre conjuntos A e B é uma re-
gra que a cada elemento = do conjunto A associa um elemento f(z) do conjunto B. Os
conjuntos A e B sdo chamados de dominio (dom(f)) e contra-dominio (cod(f)) de f,
respectivamente. Por simplicidade nao considerarei o conjunto vazio e nem a fungdo va-
zia neste momento. Se temos uma fun¢io f: A — B e umaoutra g: B — C, podemos
definir a fun¢do composta g o f : A — C dada por g o f(x) == g(f(z)). Se além disso
temos uma fungdo h: C' — D, entdo podemos compor f, g e h de duas formas, que sao
ho(gof)e(hog)o f, sendo ambas fungdes de A em D. Elas sdo a mesma fung¢@o, pois
h((g o f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)), Yz € A, ouseja, ho(go f) = (hog)o f,
esta € a propriedade associativa da composi¢do. Como consequéncia podemos sem am-
biguidade escrever escrever as composi¢oes sem colocar parénteses. Fun¢des podem ser
representadas diagramaticamente por flechas, conforme o diagrama abaixo
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(hog)of

Podemos observar que nao € necessario fazer referéncia direta aos elementos de A
para enunciar a associatividade, bastando escrever que h o (g o f) = (hog) o f, este
¢ um fato que permite a abstracdo desejada. Além de poder compor fungdes, outro fato
geral é que para qualquer conjunto A sempre existe uma funcio A — A, a identidade
id4, que é dada por id4(x) = =z. Para quaisquer fungdes f: A — Beg: C — A,
vale que f oida(z) = f(ida(z)) = f(z) eida o g(y) = ida(g(y)) = g(y), Vz € A
e Vy € C. Podemos reescrever essa propriedade sem fazer referéncia aos elementos do
conjunto, como foidy = feidgpog=g.

A definicdo de categoria € abstraida destas propriedades trocando os conjuntos por
objetos e as fungdes por flechas, com alguma operacdo de composi¢do que € associativa e
tal que existem flechas identidade para quaisquer objetos. Formalmente, temos a seguinte
defini¢ao:

Definicao 2.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos Ob(C) e uma classe
de flechas Ar(C) tal que dadas flechas f: A — Be g: B — C fixa-se uma flecha
composta go f: A — C, essa composi¢ao é associativa e VA € Ob(C) existe uma flecha
idg: A — A com a propriedade de que para quaisquer flechas f: A - Beg: C — A,
foids = feidsgog = g. O dominio de uma flecha f: A — B é dom(f) = A e seu
contradominio é cod(f) = B.

Um termo mais dificil de compreender nesta definicao € classe. Ele € utilizado no
lugar de conjunto por causa de algumas dificuldades existentes em Fundamentos da Ma-
temadtica. A categoria Set € a categoria cujos objetos sdo todos os conjuntos e as flechas
sdo as funcOes entre eles. O paradoxo de Russell mostra que ndo existe um conjunto
que contém todos os conjuntos, dessa forma Ob(C) ndo pode ser um conjunto, por isso
Ob(C) ¢ dita uma classe. Uma categoria é dita pequena se as classes de objetos e de
flechas sdo ambas conjuntos, caso contrario sao chamadas de categorias grandes. Grande
parte das categorias que sdo utilizadas com frequéncia sdo grandes, sendo uma delas a
Set. Apesar disso, 0o Hom(A, B), a cole¢ao das flechas A — B em Ar(Set), é um con-
junto, e por isso diversas outras categorias definidas de forma semelhante a Set também
tém essa propriedade. Dizemos que uma categoria C é localmente pequena se Hom(A, B)
é conjunto VA, B € Ob(C).

Na verdade, a defini¢do de categoria pode diferir dependendo da fundamentag¢do ma-
tematica em uso, mas estaremos utilizando a defini¢do acima.

Note que, para todo objeto A € Ob(C), id 4 € tnica, de fato, se existe outra identidade
idy : A — A entdo, como id, € identidade, id4 o id; = id;, e como id’; € identidade
entdo id 4 o id’y = id 4, logo id, = id 4.

Alguns exemplos de categorias sdo:
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e Set, a categoria cujos objetos sdo os conjuntos e cujas flechas sdo as fungdes entre
eles;

e Top, a categoria dos espacos topoldgicos e fungdes continuas;

e Grp, a categoria dos grupos e homomorfismos de grupos;

e Ab, a categoria dos grupos abelianos e fungdes continuas;

e Vecty, a categoria dos K-espagos vetoriais e transfomacdes lineares;

e FinVectg, a categoria dos K-espacos vetoriais de dimensao finita e transformagdes
lineares.

2.1.2 Alguns termos comuns

Fixemos uma categoria C.

Uma flecha f: A — B in Ar(C) é dita um isomorfismo se possui uma inversa, ou
seja, se existe uma flecha g: B — Atalque go f =idse fog = idg. A flecha g é
tnica e € denotada f~!. Na categoria Set um isomorfismo é uma bije¢do, em Top é um
homeomorfismo, em Grp € um isomorfismo de grupos e em Vectk é um isomorfismo
entre espagos vetoriais. Se existe um isomorfismo f: A — B dizemos que A e B sdo
1somorfos.

Um diagrama numa categoria €, grosso modo, uma cole¢do de flechas que formam
determinados caminhos, em que um caminho é uma composi¢ao flechas. Uma defini¢ao
mais precisa € que um diagrama é um homomorfismo de grafos, mas, devido ao nivel
de abstracdo desta defini¢do, recorreremos somente a intuicdo do que € um diagrama.
Somente estaremos interessados em diagramas com finitas flechas. Abaixo temos um
exemplo de diagrama.

Um diagrama € dito comutar quando dados quaisquer dois vértices do diagrama, quais-
quer caminhos entre esses dois vértices sao equivalentes, no sentido de que a composi¢ao
das flechas que formam um caminho € igual a composi¢ao das flechas que formam o outro
caminho. Por exemplo, o diagrama acima € comutativo se valem as seguintes igualdades:

e gof=ioh;
e j=log;
o k=1[oi.

Sendo este o caso, claro que vale também que koh =loioh=1[logo f=jo f.
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2.1.3 Categoria oposta ou dual

Dada uma categoria C, a categoria oposta, ou dual, de C é a categoria C°? cujos objetos
sdo os mesmos que os de C, mas cujas flechas sdo as flechas de C com uma troca do
dominio pelo contra-dominio, ou seja , Homger (A, B) = Homcg(B, A). Uma flecha
f: A — Bem C §, portanto, uma flecha f: B — A em C. Dadas flechas f: A — B
e g: B — C em C, devemos ter uma composta go f: A — C, as flechas f e g
correspondem a flechas f: B — Aeg: C' — Bem C, cuja composi¢do é fog: C — A,
assim a composi¢io em C é dadaporgo f = f o g.

Um dos motivos para se utilizar categorias duais é para ndo precisar definir funtores
como covariantes ou contravariantes. Todos os funtores sdo considerados covariantes.
Além disso podemos provar resultados por dualidade, mais precisamente pode ser pro-
vado um resultado em C? e este corresponde a um resultado dual em C.

2.1.4 Funtores

Em Algebra é comum termos um conjunto munido de uma estrutura algébrica, que pode
ser algumas operacdes (por exemplo, soma ou produto) e a existéncia de elementos com
propriedades especiais (por exemplo, elemento neutro). Ao considerar funcdes entre essas
estruturas algébricas é conveniente exigir que tais fungdes respeitem de alguma forma
essa estrutura, por exemplo, em teoria de grupos consideramos os homomorfismos, que
sdo fungdes que preservam o produto e o elemento neutro. Um funtor entre categorias
A e B é entdo um mapa A — B que preserva a estrutura de categoria. E conveniente
que sejam preservadas a composi¢do de flechas e as identidades, o que leva a seguinte
defini¢do:

Definicao 2.2. Um funtor F': A — B é um par de mapas, sendo um deles um mapa
Fy: Ob(A) — Ob(B) e o outro um mapa F;: Ar(A) — Ar(B), ambos denotaremos
simplesmente por F'. Dada uma flecha f: X — Y em A, o funtor F alevaem F(f) que
é uma flecha F(f): F(X) — F(Y). Além disso, deve valer que

o Flgof)=F(g)oF(f);
° F(ldx) :1dF(X),

para quaisquer flechas f e g em Ar(A) que podem ser compostas e para qualquer objeto
X € Ob(A).

Um exemplo trivial de funtor € a identidade ids : A — A. Alguns outros também
simples de definir sdo os funtores esquecedores, que esquecem alguma estrutura, tais
como U : Top — Set, U’ : Grp — Set e U” : Vectx — Set que levam os espagos
topoldgicos, grupos e espagos vetorias nos conjuntos subjacentes, e as fungdes continuas,
homomorfismos e transformagdes lineares nelas mesmas. Ha também os funtores livres,
um funtor livre € um funtor no sentido oposto do esquecedor, tal como o F': Set — Grp
que leva um conjunto no grupo livre sobre G e uma fun¢do f: X — Y entre conjuntos no
correspondente homomorfismo F'(f): F(X) — F(Y'). Um fato importante, que néo serd
explorado nesta dissertacdo, é que F': Set — Grp e U: Grp — Set formam um par
de funtores adjuntos. A Topologia Algébrica também é uma boa fonte de funtores, vale
mencionar que hé os funtores 7;: Top, — Grp, em que Top, é categoria de espagos
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topoldégicos com ponto base e fungdes continuas que preservam pontos base, e, dado um
espaco topolégico X e um ponto base x € X, o grupo (X, z) é o grupo fundamental,
além deste temos também o funtor homologia singular H,,: Top — Ab que leva um
espago topoldgico X no grupo de homologia H,,(X). Nenhum destes exemplos serdo
relevantes nesta dissertacdo, exemplos que serdo utilizados serdo dados posteriormente.

Se temos funtores F': A — B e G: B — C podemos definir o funtor G o F': A —
C, que € dado pela composicao de mapas. Disto surge a questdo se € possivel definir
uma categoria de todas as categorias, mas para evitar problemas como o do Paradoxo de
Russell se define a categoria Cat de todas categorias pequenas e funtores entre elas.

Um isomorfismo entre categorias ¢ um funtor /': A — B que possui um funtor
inverso F~1: B — A, de formaque F"'o F =ida e F o 7! = idg. Porém, em Teoria
de Categorias ndo € esperado que categorias sejam isomorfas, mas sim equivalentes, o
que € uma nog¢ao mais fraca, porém € necessario primeiro dizer o que sdo transformagdes
naturais para introduzir equivaléncias de categorias.

2.1.5 Transformacoes Naturais

Fixemos funtores F',G, H: A — B. Uma transforma¢do natural n: F' = G é uma
colecdo de morfismos em B que estabelecem uma relacdo entre as acdes de F' e G. For-
malmente, temos:

Definicao 2.3. Uma transformagdo natural n: /' = G € uma familia de flechas n =
{77X: F(X) — G(X>}X€Ob(A) em AI’(B), tal que 1y © F(f) = G(f) O Nx para toda
flecha f: X — Y em A, ou seja, o seguinte diagrama comuta

F(X) 25 G(X)

lF(f) lG(f)

F(Y) 2 G(Y)

Se temos transformagdes naturais 7: F' = G e u: G = H, entdo a transformacio
natural composta o n: F = G é definidapor pon = {(uon)y =puxonx: F(X)—
H(X)}xcona). Essa composigdo é chamada de composigao vertical, se temos funtores
F'.G': B — C e uma transformagdo natural n’: I’ = G’ entdo ¢ possivel definir uma
composicdo de 1’ com 7, esta composicdo é chamada de composicdo horizontal e existe
uma compatibilidade entre os dois tipos de composicao, mas nao estaremos interessados
na composi¢ao horizontal. Também isso torna a categoria Cat uma 2-categoria estrita,
mas nao exploraremos este fato.

Um isomorfismo natural é uma transformagao 7 tal que as flechas nx: F(X) —
G(X) sao isomorfismos para todo X € Ob(A). Equivalentemente, um isomorfismo
natural é uma transformacio natural 77: F' = G tal que existe uma transformacao natural
~v: G = F que é inversa de 7, ou seja, Yy on = idp e n o v = idg, onde idr e idg sdo as
transformagdes naturais identidade, dadas por (idp)x = id F(x) € analogamente para G.
A notagdo F' = ( significa que ha um isomorfismo natural entre F' e G.

Transformagdes naturais tém um papel importante em Teoria de Categorias, ha al-
guns exemplos simples, porém ndo sdo relevantes nesta dissertacdo, alguns exemplos de
transformacoes naturais serdo dados posteriormente.
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2.1.6 Equivaléncia de Categorias

Ao invés de isomorfismos, a nocdo conveniente € de equivaléncia de categorias. Esta
nocao serda dada por completeza, mas ndo serd utilizada adiante. Duas categorias A ¢ B
sdo ditas equivalentes se existe um par de funtores F': A — Be G: B — A tais que
Go F 2idp e F oG = idg. Assumindo o axioma da escolha (para classes), um funtor
F: A — B ¢ uma equivaléncia se é um funtor pleno, fiel e essencialmente sobrejetor. Ser
pleno quer dizer que para quaisquer X, Y € Ob(A) o mapa

F:Hom(X,Y) — Hom(F(X), F(Y))
fr— F(f)

€ sobrejetor, ser fiel quer dizer que este mapa € injetor, logo ser pleno e fiel € este mapa
ser uma bijecdo, e ser essencialmente sobrejetor quer dizer que para qualquer B € Ob(B)
existe um A € Ob(A) tal que B = F(A).

Em diante o simbolo de composicdo estard muitas vezes implicito, a composi¢ao serd
indicada por justaposicao.

2.2 Modulos e Produto Tensorial

2.2.1 Moédulos

Serdo dados nesta secdo alguns resultados basicos da Teoria de Médulos com énfase no
produto tensorial. Somente serd tratado o caso dos mddulos sobre anéis comutativos com
unidade, para o caso de anéis ndo-comutativos veja o apéndice. Exceto no capitulod] nao
ha uma necessidade muito forte de compreender a Teoria de Mdédulos, porém o produto
tensorial, mesmo de espacos vetoriais, serd entendido em termos de uma propriedade
universal, como feito para médulos em geral. Esta secdo é em grande parte baseada nas
referéncias [10], [4] e [5].

Seja R um anel comutativo com unidade 1 € R, o qual estard fixo por toda esta
secdo. A definicdo de um R-mddulo a esquerda é a mesma de um espago vetorial exceto
por termos um anel R ao invés de um corpo. Mais especificamente, temos a seguinte
defini¢do:

Definicao 2.4. Um R-mddulo a esquerda é uma quadrupla (M, +,0, -) em que (M, +,0)
¢ um grupo abeliano e -: R x M — M €& uma operagcao de multiplicacdo por escalar
satisfazendo as seguintes propriedades:

or-(x+y =r-c+r-y;
o (r+s)-x=r-x+s-y;
o (rs)-x=r-(s-x);

o |-z =u.

Um R-mddulo a esquerda (M, +,0, -) é denotado também por g M ou simplesmente
M. Uma fungdo f: M — N entre R-médulos a esquerda € dita R-linear se f(m+m') =
f(m)+ f(m')e f(r-m)=r- f(m), para quaisquer m,m’ € M er € R.
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A defini¢dao de R-mddulo a direita € andloga, com a principal diferenca de que neste
caso a operacdo de produto por escalar é da forma -: M x R — M.

Definicao 2.5. Um R-mddulo a direita é uma quadrupla (M, +,0, ) em que (M, +,0)
¢ um grupo abeliano e -: M x R — M ¢é uma operacdao de multiplicacdo por escalar
satisfazendo as seguintes propriedades:

o (x4y) r=x-r+y-r;
e - (r+s)=x-r+y-s;
e z-(rs)=(xz-7)-s;

o v-1=u.

Um R-mddulo a direita (M, +,0,-) é denotado também por Mg ou simplesmente M.
Uma fungdo f: M — N entre R-mddulos a direita € dita R-linear se f(m + m') =
f(m)+ f(m')e f(m-r)= f(m) - r, para quaisquer m,m' € M er € R.

Também ¢ comum denotar um R-mddulo a direita por M. Como R é comutativo,
sempre que temos um 2-modulo a esquerda M podemos construir um produto por escalar
a direita dado por

MxR-—M
(x,r)— -

onde - € o produto por escalar a esquerda proveniente da estrutura de R-modulo a es-
querda. Neste sentido, podemos tomar os produtos a esquerda e a direita como iguais
e entdo um moddulo a esquerda pode ser considerado um modulo a direita e vice-versa,
devido a isto em diante chamaremos os mddulos a esquerda ou a direita simplesmente
de moddulos, desde que o anel R seja comutativo e estejamos interessados em somente
uma estrutura de produto. Somente havera interesse em distinguir médulos a esquerda de
modulos a direita no capitulo {] sobre a categoria de representagdes de uma dlgebra de
Hopf. Semelhantemente aos espagos vetorias, temos uma categoria Mody cujos objetos
sdo os [-mddulos e cujas flechas sdo os mapas ?-lineares.

Alguns exemplos de mddulos sdo imediatos devido a semelhanca entre a defini¢dao
de mddulo e de espago vetorial. De fato, se R € um corpo, por exemplo R ou C, os R-
modulos sdo os R-espacos vetorias. Note que R é naturalmente um R-mdédulo, em que a
soma e o produto por escalar da estrutura de modulo correspondem a soma e produto da
estrutura de anel de R. Se R = Z entao o produto por escalar € irrelevante e podemos
considerar que um Z-moédulo € simplesmente um grupo abeliano. Vale notar que também
podemos entender representacdes de grupos como mddulos, este caso serd tratado com
mais detalhes no capitulo 4]

Apesar da semelhanca entre as defini¢cdes de espago vetorial e de modulo, o fato de
R ser um anel ao invés de um corpo faz com que diversas propriedades que valem para
espacos vetoriais ndo valham para médulos em geral. Em particular, todo espaco espagco
vetorial tem uma base e as cardinalidades de todas as bases de um espaco sdo as mesmas.
Para médulos em geral ndo necessariamente existe uma base, se uma base existe ele € dito
livre.
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Definicao 2.6. Um R-médulo M ¢€ dito livre se possui uma base, que € um conjunto
B C M que gera M, ou seja, todo elemento de M € da forma x = r1by + ... + 7,0,
emquen > 1,7, € Reb; € B, e além disso B € l.i., ou seja, para qualquer B' C B
subconjunto finito, a equagdo

é satisfeita se e somente se 1, = 0, Vb € B’.

Todo espago vetorial é um modulo livre. Também, para qualquer anel comutativo
com unidade R, o conjunto R) das fungdes f: I — R de suporte finito, ou seja, tais que
f(i) # 0 para finitos 7’s, ¢ um R-mddulo livre. Um R-mddulo € livre se, e somente se, é
isomorfo a uma soma direta P, 4 R, para algum conjunto A.

Definicao 2.7 (Soma Direta). Seja (X,)aca uma familia de R-médulos. Se A = &,
definimos @nca X, = {0}, 0 R-mddulo nulo. Se A # & entdo @,e 4 X, € 0 conjunto das
sequéncias (4)aca €m que x, € X, € 0 conjunto {« € A : x, # 0} é finito. A soma e
produto em @, 4 X, $40 componente a componente:

L d (xa)aGA + (x/a)ozeA = (ma + x/a)OLGA;
e - (xa)aEA = (T ' xoa)aEA~
Dada uma familia (f,: X, — Y, )aca de mapas lineares, temos o mapa soma direta

EBaGAfa: EBaEA Xa — EBaEAYa
(Ta)aca = (Bacafa)(Ta)aca) = (falTa))aca

Segue imediatamente que se cada f,, € um isomorfismo entdo ®,¢ 4 f, € também isomor-
fismo.

2.2.2 Produto Tensorial de Modulos

O produto tensorial é definido em termos de uma propriedade universal, dessa forma ele
¢ tnico a menos de isomorfismo. Enfatizo que, neste capitulo, os R-mddulos sdo sempre
sobre um anel R comutativo com unidade, o caso ndo comutativo serd tratado no capitulo
6, o apéndice.

Definicao 2.8. Dados R-mddulos X e Y, o produto tensorial de X por Y é um par (P, ®)
em que P é um R-méduloe ®: X x Y — P é um mapa R-bilinear, e além disso (P, ®)
satisfaz a uma propriedade universal, conforme explicado a seguir. E utilizada a notacio
®(z,y) = © ® y para o produto tensorial, entdo a bilinearidade de ® significa que valem
as seguintes igualdades para quaisquer z, 2’ € X, y,y’ € Yer € R:

e xR W+Y)=rRy+reYy;
e (z+2)Ry=2y+1 Qy;
o (rr)@y=r(z®y);

e z® (ry) =r(z®y).
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O par (P, ®) ¢ universal no sentido de que dado outro par (@, B), em que ) é um R-
moéduloe B: X XY — @ € um mapa R-bilinear, o mapa B se fatora por ® de forma
Unica por um mapa linear, ou seja, |Ju: P — () mapa R-linear tal que uo ® = B.

Xxy 2. p

|

I

1w
X\L

Q

Como (P, ®) é tnico a menos de isomorfismo, denotamos P por X ® Y. Por brevi-
dade também faremos referéncia ao produto tensorial simplesmente por X ® Y, estando
implicito o mapa bilinear ®. Os elementos de X ® Y da forma z ® y sdo chamados de
tensores elementares.

A defini¢do do produto tensorial ndo garante a existéncia de um par (P, ®) que satisfaca
a propriedade universal, para isto temos uma construc¢io geral do produto tensorial:

Teorema 2.9. Dados quaisquer R-médulos X e Y, existe um produto tensorial de X e
Y.

Demonstracdo. A ideia da prova é construir um médulo P e um mapa bilinear ®: X X
Y — P exigindo o minimo possivel de propriedades sobre ambos, de forma que o par
(P, ®) seja universal. Para isto, considere o R-médulo livre sobre X x Y, denotado por
F(X xY), que é o R-mddulo cujos elementos sdo as combinagdes lineares formais finitas
de pares (x,y) € X x Y com coeficientes em R, ou seja, um elemento de z € F(X x Y)

¢ da forma
z= Z "oy (2, Y).

zeX
yey

em que r,, € R é ndo-nulo para finitos pares (z,y). Agora, P é construido como um
quociente deste médulo livre por um submdédulo que contém as relagdes necessdrias para
obter a bilinearidade do produto tensorial, mais especificamente seja D (de denominador)
0 R-modulo gerado pelos elementos das formas

o (z+ay)— (z,y) — («",y);
o (z,y+y)— (z,y) — (z,9);
o (raz,y) —r(z,y);

o (z,ry) —r(z,y);

paraz € X,y € Y er € R quaisquer. Entdoseja P = F(X xY)/De®: X xXY — P
0 mapa

R:1 XxY —P

(z,y) — (2,9) = (z,y) + D

em que (z,y) é a classe de equivaléncia de (z,y) € F(X,Y). Segue imediatamente da
definicdo de D que ®: X x Y — P é R-bilinear, resta entdo mostrar que o par (P, ®)
satisfaz a propriedade universal do produto tensorial.
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Seja (@, B) um par em que () é um R-méduloe B: X x Y — () é um mapa bi-
linear, devemos mostrar a existéncia e unicidade de um mapa R-linear u: P — () tal
que u o ® = B. Note que ® tem por imagem Im® = {(z,y) : = € X,y € Y}, que
¢ um conjunto gerador de P, entdo todo mapa linear P — () é determinado completa-
mente pelos valores que toma sobre Im ®. Em particular, se o u desejado existe, ele é
determinado completamente pela equagdo u o ® = B, isto garante a unicidade dada a
existéncia, agora mostremos que existe um mapa linear u que satisfaz essa equagao. Note
que ®: X xY — P ¢ acomposicao do mapas

it X XY — F(X xY)
(z,y) — (z,y)

€ a projecao canodnica

Como F'(X xY') € médulo livre, temos o mapa linear ¢: F'(X xY') — @ tal que goi = B,
XxYy —— F(X xY)

\l

ou seja, ¢ é dado sobre os geradores por ¢(z,y) = B(x,y) e estendendo por linearidade
se obtém ¢ sobre todo F'(X x Y). Como ® = woie B = ¢ o i, temos que a equagdo
uo® = Bequivaleauomoi = qo1i, masuome qsio lineares, entdo isto vale se e
somente se u o m = ¢q. Com isto o problema se torna mostrar que existe um u: P — @
linear que completa o diagrama abaixo tornando-o comutativo

F(XxY)—"—>P

lq
Q

Para funcOes em geral, um diagrama desse tipo pode ser completado se a relacao determi-
nada por uma das fung¢des estd contida na relacdo determinada pela outra fungdo. Neste
caso as funcdes sao lineares entdo isto pode ser reescrito em termos de nicleos de mapas,
assim o mapa u desejado existe se e somente se ker m C ker ¢. Pela defini¢ao de projecao
candnica, € imediato que ker 7 = D. Como D é gerado por quatro tipos de elementos de
F(X x YY), entdo basta mostrar que cada um desses tipos de elementos pertence a ker ¢
que entdo pela linearidade de ¢ segue que D C ker q. Temos que

q((x+2"y) — (x,y) — (@' y) = q(x + 2", y) —q(z,y) —q(2',y)
= B(ZE—FZ‘/,y) - B(ZE,y) - B(Ilay)
=0,

Q((T‘T? y) - 7‘(1’, y)) = Q(Txa y) - TQ(J:7 y)
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= B(T.T,y) - TB(vaD
:O7

e analogamente seguem os resultados para os outros dois tipos de geradores de D, isto
conclui que D C ker q. Dessa forma, existe o mapa linear u: P — () tal que u o m = ¢,
e este é dnico, o que demonstra que (P, ®) satisfaz a propriedade universal do produto
tensorial.

®

/\

X><Y—>FX><Y P

\l

Algumas Propriedades

Primeiramente, como dito na definicdo do produto tensorial, ele é tnico a menos de iso-
morfismo por ser definido em termos de uma propriedade universal. Também vale notar
que X ® Y é gerado pelos tensores elementares = & y, isto é de certa forma evidente
se olharmos para a construcio do produto tensorial, mas isto pode ser provado sem fazer
referéncia a tal construcdo. Além disso, o produto tensorial €, a menos de isomorfismo,
comutativo, tem o anel R por unidade, € associativo e se distribui sobre a soma direta.
Como consequénica desses resultados temos também que produto tensorial de médulos
livres € livre. A seguir sdo demonstradas essas afirmacoes.

Teorema 2.10 (Unicidade a menos de isomorfismo). Sejam X e Y R-mddulos e (P,®) e
(P', ®'") dois produtos tensoriais de X porY, entdo existe um vinico isomorfismo w: P —
P’ tal que @' = u o ®.

Demonstracdo. O método de prova é tipico de propriedades universais. Como ®’: X x
Y — P’ ébilinear, pela propriedade universal do produto tensorial aplicada ao par (P, ®),
existe um unico mapa linear u: P — P'talque uo ® = ®’

Xxy 24, p

|

I

1w
%\»

P/

e da mesma forma, aplicando a propriedade universal ao par (P’ ®’), existe um unico
mapa linear v’: P’ — Ptalque v/ o ®' = ®.

Xxy -2, p

|
L/
®

P

Podemos combinar esses dois diagramas, obtendo
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:\

\i

XxYy — id

®
®
W-Te

observe que (uou') o ® = ® eid o ® = ®’, entdo pela propriedade universal aplicada
a (P',®’), existe um dnico mapa linear satisfazendo essa propriedade, logo u o v/ = id.
Analogamente segue que 1’ o u = id, portanto u’ = u~*, ou seja, u € isomorfismo. [

Teorema 2.11. (O produto tensorial é gerado pelos tensores elementares) Sejam X e 'Y
R-médulos e (X ®Y, ®) um produto tensorial deles. Entdo Im ®, o conjunto dos tensores
elementares de X R Y, gera X ® Y.

Demonstragdo. X ® Y é gerado pelos tensores elementares se, e somente se, (Im ®) =
X ® Y, ou equivalentemenete X ® Y/(Im®) = {0}. Considere a projecdo candnica
T: X®Y - X®Y/(In®), como 7 € linear e ® € bilinear entdo 7 o ® € bilinear,
considere o seguinte diagrama

Xxy —2 5 XY

el

X @Y/(Im®)

pela defini¢do de 7 é imediato que 7™ o ®(z,y) = 0, logoomapa 0: X ® ¥ — X ®
Y/(Im ®) faz o tridngulo comutar, ou seja, 0 o ® = 7 o ®, por outro lado 7 também faz
esse triangulo comutar, trivialmente, entdo pela propriedade universal do produto tensorial
tal mapa € tnico, portanto 7 = 0, ou seja, X ® ¥ = (Im ®). OJ

Teorema 2.12 (Comutatividade). Sejam X e Y R-mddulos, temos entdo o isomorfismo
T: X®Y =Y ® X dado por r(x Qy) =y ® x.

Demonstracdo. Considere o mapa o: X X Y — Y x X dado por o(z,y) = (y,x) e 0
diagrama

XxY 25 XY
YxX 25 vVveX

Temos que ® co: X X Y — Y ® X é mapa bilinear, entdao pela propriedade universal
aplicada a (X ® Y, ®) existe um tnico mapa linear 7: X ® Y - Y ® X talque To ® =
®oo,

XxY 25 XY

|
|

e ' T
<

YxX 25 veX
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ou seja, 7(x ® y) = 7(®(x,y)) = ®(0(z,y)) = ®(y,x) = y ® . Analogamente existe
um dnico mapa linear 7: Y ® X — X ® Y tal que 7'(y ® ) = = ® y, ¢ entdo é imediato
que 7’ = 71 ou seja, 7 € isomorfismo. O]

Teorema 2.13 (Unitalidade). Dado um R-mdédulo X, existem tinicos isomorfismos lx : R®
X—>Xerx: XQR— Xtaisquely(l1z)=xerx(z®1) =

Demonstracdo. Serd demonstrada somente a existéncia e unicidade de [y, para rx é
analogo. Considere o mapa p: R x X — X dado pelo produto por escalar, ou seja,
p(r, z) = rz. Este mapa é bilinear, entdo pela propriedade universal do produto tensorial
Hix: R® X — X lineartal que Ix o ® = p,

RxX 23y ReoX

|
\ Hx
p ¥

X

calculando em (1,z2) € R x X temos que Ix(1 ® ) = 2. Resta mostrar que [x é
isomorfismo, para isto considere o mapa linear I’: X — R ® X dado por I'(z) = 1 ® z,
¢ imediato que [’ o [x = id, por outro lado Ix o I'(1 ® x) = 1 ® z. Note que todo
elemento de R ® X pode ser escrito na forma 1 ® x, isso se deve primeiramente ao fato de
R ® X ser gerado pelos tensores elementares, assim um elemento de R ® X € da forma
z =Y ap(r, @ z,), emquen > 1, a,,r, € Rex, € X, mas como ® & bilinear
entdo z = y »  a,rp(1 ®@x,) = Y0 (1 ® aprpzy,) = 1@ (31 anrya,). Portanto,
[x ol =1id, o que conclui que I’ = l)_(l, ou seja, [y € isomorfismo. O

Para mostrar a associatividade do produto tensorial, convém primeiro definir o produto
tensorial triplo e mostrar que podemos construir produtos tensoriais triplos a partir do
produto tensorial duplo.

Definicao 2.14. Sejam X, Y e Z R-mddulos, o produto tensorial triplo destes trés médulos
¢ um par (M, ®) em que M é um R-méduloe ®: X XY x Z — M é um mapa R-trilinear
satisfazendo a propriedade universal de que dado outro par (M',T), em que M’ é um R-
moduloe T: X XY x Z — M’ éum mapa R-trilinear, !Ju: M — M’ mapa R-linear
talqueuo® =T

XxYxZ -2 M

N

M’
Como o par (M, ®) é tinico a menos de isomorfismo, ¢ comum escrever M = X ®Y ®@ Z
e deixar implicito o mapa trilinear ®.

Teorema 2.15. Sejam X, Y, Z R-mddulose (X QY,®)e (X ®Y) ® Z,®) produtos
tensorias duplos, entdo (X ® Y) ® Z,® o (® x id)) é um produto tensorial triplo dos
R-mddulos X, Y e Z.

Demonstracdo. Seja (M, T) um par em que M é um R-méduloe T: X XY x Z — M
¢ um mapa trilinear. Para cada z € Z temos um mapa bilinear B,: X x Y — M dado
por B.(x,y) = T(x,y, z), entdo pela propriedade universal do produto tensorial aplicada
ao par (X ® Y, ®) existe um tnico mapa linear u,: X ® Y — M tal que u, o ® = B,
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Por outro lado, B, ., = B, + B, e B,, =rB.,Vz.2/ € ZeVr € R, logo

Usyr OR = B4 o
— B. + B,
=U, 0t Uy o
= (u, + uy) o ®,

e entdo pela propriedade universal do produto tensorial o mapa que faz o diagrama comu-
tar € Unico, portanto, u,,» = u, + u,/, analogamente segue que u,, = ru,, ou seja, u, é
linear em z. Com isto podemos construir o mapa bilinear b: (X ® Y') x Z — M dado
por b(t, z) = u,(t), e entdo, pela propriedade universal do produto tensorial aplicada ao
par (X ®Y)® Z,®),!1Fu: (X ®Y)® Z — M mapa linear tal que uo ® = b

(XQY)xZ 25 (XeY)0Z

|
l
U

\\I,

M

Resta verificar que este u € o mapa da propriedade universal de produto tensorial triplo,
temos que

uo®o (® xid)(z,y,2) =uo®(r®uy, z)
=b(r®uy,2)
=u,(z ®Yy)
= uzo®(x,y)
= B.(z,y)
=T(z,y,2),

isto conclui que u o [® o (® x id)] = T, resta agora mostrar que u é o tnico com esta
propriedade. Sejav: (X ® Y) ® Z — M qualquer mapa linear tal que v o ® o (® X
id)(z,y, z) = T, fixemos um z € Z, temos entdo o mapa bilinear

XxY —M
(z,9) — v((z®y) @ 2)

entdo pela propriedade universal temos que existe um mapa linear v,: X ® Y — M tal
que v,(z R yY) =v((z®yY) ®2), mas v, 0 V(z,y) = v:(zQyY) =v((zQY) ®2) =
T(x,y,z) = B.(z,y), por outro lado u, o ®(z,y) = B,(z,y), entdo pela propriedade
universal s6 ha um mapa linear com essa propriedade, logo v, = u,, Vz € Z, entdo
v(zRy)=u(zy) = v((zRyY)®z)=u((zy)®z),Vee X,yeY,z€ Z,e
como todo elemento de (X ®Y') ® Z é combinacao linear de tensores da forma (z®y)® z
isso implica que v = wu, isto conclui que u € Unico. [
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Analogamente podemos tomar produtos tensoriais duplos na outra ordem para obter
um produto tensorial triplo.

Teorema 2.16. Sejam X, Y, Z R-mddulos e (Y ® Z,®) e (X @ (Y ® Z),®) produtos
tensorias duplos, entdo (X ® (Y ® Z),® o (id X ®)) é um produto tensorial triplo dos
R-médulos X,Y e Z.

Com isto, segue facilmente a associatividade do produto tensorial.

Teorema 2.17 (Associatividade). Sejam X, Y, Z R-modulos, existe um tinico isomor-
fismoaxyz: (XQY)®Z XY @Z)talque axyz(2@y)®z) =2 (y® 2).

Demonstragdo. Pelos teoremas anteriores os produtos tensoriais iterados formam um pro-
duto tensorial triplo. Temos dois produtos tensoriais triplos, que s3o (X ®Y)®Z, ®(® x
id)) e (X ® (Y ® Z),®(id x ®)), aplicando a propriedade universal de produto tensorial
triplo ao par (X ® Y) ® Z, ®(® x id)) temos a existéncia e unicidade do mapa linear
axy,z do enunciado.

XxYx2z22% xey) ez

I
. laxy,z
®(idx®) 4

X® (Y ®2Z)

Para obter a inversa de ax y z, provando assim que € um isomorfismo, basta aplicar a
propriedade universal do produto tensorial triplo ao par (X ® (Y ® Z), ®(id x ®)). O

Teorema 2.18 (Distributividade). Seja (X,)aca uma familia de R-mddulos indexada por
um conjunto A, que pode ser infinito, e seja Y um R-mddulo. Entdo (BacaXas) @Y =
@QEA(XQ ® Y) eY ® (®a€AXa) = @aeA(Y & Xa).

Demonstragdo. Por brevidade o conjunto A estard implicito na notacdo. Sejam p,: g
Xg — Xoepl,: & (Xg®Y) = X, ®Y as projegdes, dadas por p,((z5)s) = za €
Po((25 ® Yp)s) = Lo © Yar € sejam o Xo = BpXpeqy: Xa®@Y — @p(X5@Y)
as “inclusdes”, dadas por ¢, (o) = (0a5%0)s € ¢4 (Ta @ Y) = (daTa @ Y)s, em que é
utilizado o abuso de notacdo 0, 3%, que € 4o gTo = To € Xy sSe @ = B € o052, =0 €
Xpsea #[.

Considere o seguinte diagrama

(@5)(5) XY & (@5X5) ®RY

|
anid : U
N

X, xY —2 s X, QY

Como ®: X, xY — X,®Y ébilinear e p, e id sdo lineares, entdo a composta & (p,, x id)
¢ bilinear, portanto, pela propriedade universal do produto tensorial !Ju,: ($5Xs) ®
Y — X, ®Y linear que faz esse diagrama comutar. Compondo com ¢/, temos um mapa
G (BsX5) @Y — @p(Xp ®Y), ndo é de se esperar que este seja um isomorfismo,
uma possibilidade seria somar todos esses mapas, mas A pode ser um conjunto infinito e
nao temos aqui uma nocao de soma de infinitos elementos. Portanto s6 faz sentido fazer
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tal soma se ela sempre resulta em uma soma finita, o que de fato ocorre. Um elemento
z€ (BpXp)®@Y édaformaz=>"  (z,8)s ®y;n> 1, entdo

Ua(2) = Ua (Z(%ﬂ)ﬁ ® yi)

=1

= ual(wi)s @ i)

=1

= Z U @ ((zi6)8, Vi)

= ®(pa x id)((zip)s, i)

=1

= Z ®(xi,a7 Yi)
i=1

n
= E M & Yi,
=1

mas, pela defini¢do de soma direta, para cada 7 h4 finitos 3’s tais que z; g # 0, porém os
i’s sdo finitos, logo ha finitos indices (¢, ) tais que z; 3 # 0, portanto, u,(z) # 0 para
finitos a’s e entdo ) ¢, u(2) é uma soma finita para qualquer z € (®3X3) ® Y. Isto
permite definir o mapa f =) ¢ us: (BsXp) ®Y — &3(Xz®Y'), provemos que este
¢ um isomorfismo.

Para obter a inversa de f, considere agora o seguinte diagrama

X, xY —2 X, oV
lqaxid iva
(@5X5) XY —= (@X5) QY

)

Como ® ¢ bilinear e ¢, e id sdo lineares, entdo ®(q, x id) € bilinear, logo pela propriedade
universal do produto tensorial |3v,: X,®Y — (©5Xp)®Y linear que faz esse diagrama
comutar. Podemos entdo construir o mapa g: ®3 (X3 ®Y) — (©pXp) ® Y, dado por
9((28)5) = >_5vs(25), este mapa € a inversa de f. Antes de mostrar isso, calculemos f
e g sobre geradores de seus dominios. Temos que

F(#a)a ®y) = 26: Gyus((Ta)a @ Y)
= %:q;guﬁ ® ((Za)a,y)
= Zﬁ:q/ﬁ ® (pg x 1d)((za)as y)
= ;q’ﬁ ® (25,9)

ALY
B
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= O(ga X id)(%a Yo)
= Z ®((5a,ﬁxa>57 ya)
= Z(5a,ﬁ$a)ﬂ @ Ya-

Com isto, temos entdo que

9f(Ta)a ®Y) = g((Ta @ Y)a)
Y (Gapta)s @y

= (23 ®Ys)s
- («ra 0%y ya)a-

Como gf e fg agem como identidade sobre elementos que geram seus dominios, entdo
gf = ide fg = id, isto conclui que ¢ = f~!, de onde temos que (BpcaX,) @Y =
Daeca(Xo®Y). De forma andloga podemos provar que Y @ (PacaXa) = Baca (Y ®X,).
Outra forma, mais econdmica, € combinar o isomorfismo (BacaXa) @Y = @pea( Xy @
Y’) com os isomorfismos de comutatividade, temos que Y ® (BacaXa) = (BacaXa) @

Y = @aca(Xa®Y) = @aca(Y ® Xa).
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Corolario 2.19 (Produto tensorial de médulos livres € livre). Sejam X e Y mddulos livre,
entdo X ® Y é modulo livre.

Demonstracdo. Nesta prova € utilizado o produto tensorial de mapas lineares, o que é
introduzido logo apds este coroldrio, porém como essa nogao € simples, esta prova nao
serd postergada. Como X e Y sdo livres entdo existem conjuntos [ e J tais que X =
@icrRe Y = @jcsR. Pelo isomorfismo de unitalidade temos que R ® R = R, de onde
temos que X ®Y = (i) ® (BjesR) = Dier(R® (8jesR)) = Dicr(Bjes RO R) =
Dicr(®jesR) = ®(i,j)erxs 1. Este tltimo isomorfismo € um isomorfismo de reindexagao,
ele é dado por ((xi’j)jej)iej — (xi,j)(i,j)eij- O

2.2.3 Produto Tensorial de Mapas Lineares

Sejam f: X — X'eg: Y — Y’ mapas R-lineares entres R-mddulos, temos entdo o
mapa f X g: X x Y — X’ x Y’ dado por f x g(z,y) = (f(z), g(y)), agora considere o
seguinte diagrama

XxY 2 .4.X0Y

fxgl

X'xY -2, X' QY

como a composta ®(f x ¢) é bilinear, entdo pela propriedade universal do produto ten-
sorial existe um dnico mapa linear f ® g: X @ Y — X' ®@ Y/ tal que (f ® g)(z ® y) =
f(z) ® g(y), o mapa f ® g é o produto tensorial dos mapas f e g.

XxY 2 4.X0Y
fxgl if®g

hd

X'xY -2, X' @Y

2.2.4 O funtor produto tensorial

Com os resultados anteriores podemos construir um funtor ®, para isto € necessario pri-
meiro fixar os produtos tensoriais de médulos, pois estes sdo inicos a menos de isomor-
fismo. Por exemplo, podemos escolher que o produto tensorial de médulos € o utilizado
na sua constru¢ao, o que provou sua existéncia.

A categoria dos R-mddulos Modp tem por objetos os R-mddulos e por flechas os
mapas [?-lineares entre [-mddulos. Fixando uma escolha de produto tensorial de -
mobdulos, temos entdo um funtor ®: Modg x Modr — Modp entre categorias, que
sobre objetos é dado por ®(X,Y) = X ® Y e sobre as flechas é ®(f,g9) = f ® g,
para quaisquer R-moédulos X, X’ Y)Y’ e mapas lineares f: X — X' eg: Y — Y.
Além disto, ®: Modg X Modr — Modg ser um funtor significa que valem as seguintes
propriedades:

o (ff®@g)o(f®g)=(fof)®(g og),para quaisquer mapas lineares f: X — X',
ffo X - X",g:Y =-Y',¢:Y - Y” emddulos X, X' Y,Y";

e idxgy = idy ® idy, para quaisquer médulos X e Y.
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Para mostrar que valem essas propriedades, basta mostrar que valem para tensores
elementares, pois estes sdo geradores de X ® Y. Temos que, para quaisquer x € X e
yey,

[(ff@d)o(fegllzey) = (f®d)(flr)®qgy))

= f'(f(x)) @4 (9(y))
= (o f)z)® (9" o9)(y)
=[(f'of)®@ (g oglr®y),

e também

dxgy(z®@y)=1r®Y

Através deste funtor podemos dar a Mody uma estrutura de categoria monoidal,
como sera visto no proximo capitulo.

2.3 Algebras de Hopf

Somente estaremos interessados em dlgebras de Hopf sobre o corpo dos complexos C
e de dimenséo finita. Uma dlgebra de Hopf é uma séxtupla (A, i, n, A, e,S) em que
(A, p,m) é uma algebra, (A, A, ) é uma codlgebra, ha uma compatibilidade entre essas
duas estruturas no sentido de que (A, i, n, A, ) é uma bidlgebra, e além disso existe um
operador S: A — A que é a antipoda da bidlgebra. A antipoda, se existe, € Uinica, entao
uma bidlgebra ser uma algebra de Hopf é uma propriedade dela. A seguir sdo dadas as
defini¢des com mais detalhes. Duas boas referéncias para este assunto sdo [6] e [14].

2.3.1 Duas perspectivas sobre algebras

A seguir sdo discutidas duas formas de se pensar a estrutura de dlgebra. Isto ndo serd
essencial em grande parte do que serd feito adiante, exceto no capitulo 4| quando for
discutido o Drinfeld Quantum Double, porém conseguir entender dlgebra das duas formas
expostas a seguir torna as ideias mais claras.

Uma algebra € um espaco vetorial A munido de uma multiplicagdo. Mais especifica-
mente, estaremos interessados em dlgebras associativas com unidade, entdo o produto é
uma operagao bindria

m: AxXxA— A
(z,y) — m(z,y) =z -y

satisfazendo as seguintes propriedades de bilinearidade, associatividade e unitalidade:
e (z+2) y=x-y+a -y Ve,a yeA

ez -(y+y)=xz-y+ax-y, Vo,yy €A
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(A\x) -y = ANz -y),Vor,y € A, X € C;

z-(Ay) =Nz -y),Ve,ye A, A€ C;
e (z-y)-z=x-(y-2),Yx,y,z € A;
e Je € A, chamado de unidade, talquee-x =x =z - ¢, Vo € A.

Agora, como m: A x A — A é bilinear, pela propriedade universal do produto tenso-
rial ele se fatora por um tnico mapa linear y: A ® A — Atal que pu(z ® y) = m(z,y).

AxA 245 A0 A

|
\ : 12
m ~+

A

A associatividade de m implica que . satifaz a equagdo p(p ® ida) = p(ida @ p1)aa a4
(em que a4 4,4 € 0 isomorfismo de associtivade definido no teorema , a qual também
chamamos de associatividade. Também podemos construir a transformacao linear n: C —
A dada por n(1) = e, as propriedades de unidade que e satisfaz implicam que 7 satisfaz
as equagdes f1(n ® idy)l" = ida e p(ida @ n)ry" = ids, onde I4: C® A — Ae
ra: A® C — A sdo os isomorfismos dados por [4(1 ® ) = zera(z ® 1) = z, e,
portanto, [, (7) = 1® z e, (z) = ¥ ® 1. Como serd visto adiante, a categoria dos
C-espacgos vetoriais, ou, de forma mais geral, a categoria dos R-moédulos para algum anel
comutativo com unidade R, € uma categoria monoidal, e entdo devido ao Teorema de
Coeréncia de Mac Lane podemos deixar implicitos os isomorfismos a4 4,4, 4 € 74 sem
ambiguidade. Com isto, estas equacdes se reescrevem como ju(p ® idg) = p(idg @ p),

Por outro lado, dado um espacgo vetorial A e transformacdes lineares pi: A A — Ae
n: C — Atais que sejam satisfeitas a equacao de associatividade p(pu®idy) = p(ida®p)
e as de unitalidade p(n®idy) = id e u(ida®n) = id 4, podemos construir uma operagéo
bindria m: A x A — A dada pela composi¢do m = u® e temos um elemento e € A
definido como e = 7(1). Segue da linearidade de i e da bilinearidade de ® que m €
bilinear, da associatividade de ;. que m € associativa e das equacdes de unitalidade que n
satisfaz segue que e € unidade de A, de forma que A é dlgebra associativa com unidade.

Com isto, temos duas formas equivalentes de descrever uma dlgebra associativa com
unidade, que sao:

e um espaco vetorial A munido de uma operag@o bindria m: A x A — A bilinear,
associativa e com um elementoe € Atalquee-z =z =x-¢, Vx € A, ou;

e um espaco vetorial A munido de transformacdes lineares ;i: A A — Aen: C —
A que satisfazem a equacdo de associatividade pu(p ® idy) = p(ida ® p) e as de
unitalidade p(n ® id4) = id4 e p(idg ® n) = ida.

2.3.2 Diagramas de Kuperberg

Serd muitas vezes conveniente fazer calculos utilizando a notacao de diagramatica de Ku-
perberg. Ha diversas formas equivalentes de se interpretar os diagramas, aqui adotaremos
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a intepretacdo de que os diagramas representam composicdes e produtos tensoriais de
transformacoes lineares. Outra interpretacdo, também muito util, € de que os diagramas
representam contracdes de tensores, como feito em [8]].

Utilizaremos a notagdo A®" para o produto tensorial A® A®...® A em que A aparece
n vezes, com n > 0. Se n = 1 entdo A® = A, e se n = 0 entdo convencionamos que
A®" = C. Os isomorfismos de associatividade e unitalidade estardo sempre implicitos,
de forma que ndo colocaremos parénteses como em (A ® A) ® A e confundiremos C ® A
e A ® C com A. Uma transformacdo linear da forma 7': A®" — A®" param,n > 0,
€ representada diagramaticamente por um 7' com m flechas entrando e n flechas saindo.
O diagrama se I€ de cima para baixo e da esquerda para a direita. Param =5en =3 o
diagrama € da forma

> T >
A composi¢io de transformagdes lineares T: A®" — A®" e S: A®" — A®" & represen-

tada diagramaticamente pela concatenacdo dos diagramasde 7'e S. Param = 5,n = 3 e
p = 4 essa composicao se representa como

_/
INY

7 S

\,
>

Como a composi¢do € representada por concatenacio, temos entdo a notagdo conve-
niente para id 4 que é representa-la por uma flecha:

id4

—

O produto tensorial de transformagdes lineares € representado por colocar o diagrama
de uma transformacdo linear paralelo ao diagrama da outra. No caso dos 7" e S anteriores,
o produto tensorial T ® S: A®® — A®" é representado por
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\

7\

\

/\

Note que uma transformacgao linear da forma 7': C — C é dada por produto por um
nimero A € C, ou seja, 7' é da forma T'(z) = Az, para algum A € C fixo. Podemos entdo
interpretar o produto tensorial 7" @ S dessa transformagao linear 7': C — C por uma
S: A®" — A®™ como o produto A\S: A®™ — A®". Confundindo T com o )\, podemos
dizer que neste caso o produto tensorial 7' ® S é o mesmo que a multiplicagdo 7'S. Isto
também permite interpretar um diagrama vazio como representando o nimero 1.

2.3.3 Algebra

Daqui em diante por dlgebra se entenderd uma algebra associativa com unidade. Também
estardo implicitos os isomorfismos de associatividade e unitalidade a4 4 4: (A ® A) ®
A AR (AR A),l4: C®A— Aera: A®C — A. A enumeragio em letras romanas
maiusculas, a seguir, serd utilizada para citar os axiomas de algebra de Hopf.

Uma élgebra é uma tripla (A, 1, 1), em que A é um C-espacgo vetorial, e p1: ARA — A
e n: C — A sido transformacdes lineares satisfazendo as equagdes:

L. (associtividade) p(p ® id4) = p(ida ® p);

>”\% \
e

45



II. (unitalidade) p(n ® id4) = ida = p(ida ® n).

w—> = — = w—>

AN
e

U

n \
2.3.4 Coalgebra

Codlgebra é a nogdo dual de dlgebra. Uma codlgebra é uma tripla (A, A, ¢) em que A

¢ um C-espago vetorial e A: A - A® Aee: A — C sdo transformagdes lineares
satifazendo as equagdes:

III. (coassociatividade) (A ® id4)A = (idg ® A)A;

S
N

IV. (counitalidade) (¢ ® id4)A = ids = (ida ® €)A.

3

e 7

— A = — = — A

AN N

2.3.5 Bialgebra
Uma bidlgebra é uma quintupla (A, u,n, A, e) em que (A, i1, n) € uma élgebra, (A, A, )

¢ uma codlgebra, e hd uma compatibilidade entre essas duas estruturas, no sentido de que
sdo satisfeitas as seguintes equacoes:
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V. (p®@p)(ida ® 744 @1da)(A @ A) = Ay

> A > L : \ /
= w— A
> A > L : / \
VI ey =e®c¢;
\ :
W —2=¢ = —
VII. An=n®mn;
/ n
n—— A = n——
VIIL. en = 1.
n—-»rEe = 1}

Antes de definir o que é uma antipoda, concluindo a defini¢do de dlgebra de Hopf,
convém notar que a estrutura de bidlgebra permite dar a Hom(A, A) uma estrutura de
algebra (associativa com unidade), em que o produto f - g é dado por

e a unidade é

= —— ¢ n —
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Lema 2.20. Dada uma bidlgebra (A, p,n, A, e), Hom(A, A) é uma dlgebra com o pro-
duto e unidade anteriores.

Demonstracdo. Dado um f € Hom(A, A), temos que
7N
A H
\\>f /

=/

e da mesma forma f - & = f. Que o produto é associativo, dados f, g,h € Hom(A, A)
temos que

/>f
(f -g9)-h= /> \9/ \
\eh/

<f>e:<m> / \
NN
Ny S

=f-(g-h).

2.3.6 Algebra de Hopf

Uma algebra de Hopf é uma séxtupla (A, u,n,A,e,S) em que (A, u,n, A, e) é uma
bidlgebrae S: A — A é um operador, chamado de antipoda, que satisfaz as equagdes:

IX. u(S®ida)A = ne;
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— A

()
4
|
:

T

X. p(ids ® S)A = ne;

>

%A\S/u%

Pelo lema podemos entender Hom(A, A) como uma &lgebra, de forma que as
equagdes 1(S ®ida)A =nee p(ids ® S)A = ne podem ser reescritas como S -id4 =€
eidy - S = e. Como dito anteriormente, uma bidlgebra admite no maximo uma antipoda.
De fato, se S’: A — A é outra antipoda, entao

S'=e-9
= (S -idy) - S
=S (idy - S
=S-e
=S.

Exemplo: Algebra de Grupo

Seja G um grupo finito qualquer. A édlgebra de grupo é o C-espaco vetorial CG, que € o
espago vetorial que tem por base o proprio grupo G, assim um elemento x € CG € da
formaz =3 _,A.g,emque )\, € C.

A dlgebra de grupo A = CG € uma dlgebra de Hopf com a seguinte estrutura:

e iu: A® A — Aédado pelo produto em G, ou seja, (g ® h) = gh, Vg, h € G;
e 7): C — Aédadoporn(l) =e,emque e € G é o elemento neutro do grupo;

e A: A— A® Aédadopor A(g) =g®g,Vg € G,

e: A— Cédadopore(g) =1,Vg € G;

S: A— AédadoporS(g) =g ', VgeQG.
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2.3.7 A antipoda é antihomomorfismo

Para uso posterior, mostremos que a antipoda S: A — A de uma &lgebra de Hopf
(A, ,m, A e, S) € um antihomomorfismo de élgebras, isto quer dizer que S(e) = e e
S(z-y) = S(y) - S(x), ou, equivalentemente, S = ne Su = p(S ® S), em que
(1 = ut4 4. Diagramaticamente, 1SS0 se escreve como

n > S > = 1n —>

\ 95’
W — g —> = >CM—>
/ 95’

Primeiro mostremos que S7n = 7, temos que

S
/_) \ ([X)
= n—>c¢ n ——

(VIII)
= n—
por outro lado,
n—— S
S \
/‘) \ (vi1)
= W —
n—— A w— /
\_/ 0

logo Sn = 7. Resta mostrar que Sy = p?(S®.S), ambos Sp e p?(S®S) sdo elementos
de Hom(A ® A, A), para mostrar a identidade utilizaremos uma estrutura de dlgebra que



Hom(A ® A, A) possui. Dados f,g € Hom(A ® A, A), definimos seu produto como

> A > f
fxg= U —
> A > g
A unidade de Hom(A ® A, A) é
u = 96 77 S
—>c
Temos que
A M S\
(Sp)x p = /M—>
A Iz
\ /S\
©) f—= A o H—>
(IX) \M—>€ n—s
vy —=¢
= n—s
—c
:u’

por outro lado,
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px (uP(S©5)) = \

» Y\\

Com isto, obtivemos que (Su) * = wue p* (u?(S ® S)) = u, portanto

Sp=(Sp) *u
= (Sp) * p* (uP(S®89))
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=ux (u?(5®5))
= Mop(s ® S)a

o que conclui que S: A — A € antihomomorfismo. Note que, se S € invertivel, entao
S~! também € antihomomorfismo, pois

S7He) =571(S(e) = e,
e também

S Ha-y) =SH(SSHx) - S y)) = STS(STH(y) - ST () = S (y) - ST (x).

2.3.8 Produto Tensorial de Algebras

Para uso posterior, convém notar que dada uma élgebra (A, 11, 77) podemos dar uma estru-
tura de 4lgebra a A ® A ou, de forma mais geral, para A®" para qualquer n > 1. Para
n = 3, a dlgebra (A®" i, 7) é dada diagramaticamente por

o —>
XM@Ae@A
p ARARA  _ p
AA@A
o —>

€
n—
_ ARARA
ghessd _
n—

Para os demais n’s é andlogo. Como visto anteriormente, a dlgebra (A, 1, n) € equiva-
lentemente uma tripla (A, m,e), em que m: A x A — A é o produto em A dado por
m(z,y) = u(x ® y), o que se denota por m(z,y) = x -y, e a unidade é e = n(1), de
formaquee-z = x = x-¢, Vo € A. Podemos entender a algebra (A®", fi,7) como
uma tripla (A%",m, €), em que m: A®" x A®" — A®" é a multiplicagdo componente a
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componente, no seguinte sentido: dados 1 ® ... R T, y1 ® ... @y, € A® A, o produto de
ambos é M(11®...Qxy,, Y1 ®...QY,) = (21®...0x,) (1 ®...QU,) = 1 Y1 Q... QTp Yn,
o produto m € entdo obtido estendendo por linearidade. A unidadeée =e® ... ® e, em
que e aparece n vezes. Dessa forma, i é tal que fi(z; ® ... R T, @ Y1 ® ... R Yp,) =
TP ® e QT Y = (1 QY1) ® oo @ 1Ty @ Yp).

Estas sdo duas descri¢des equivalentes da dlgebra (A%", ji, 1), a verificagdo dos axi-
omas de algebra é simples e nao serd feita aqui. Se A € uma algebra de Hopf, também
€ possivel tornar A ® A uma algebra de Hopf por uma constru¢ido semelhante a descrita
acima, porém isto nao serd utilizado.
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Capitulo 3

Categorias Monoidais

3.1 Categorias Monoidais

Categorias monoidais do tipo fusion esféricas sdo utilizadas na constru¢do do invariante
de Turaev-Viro, este permite construir modelos com ordem topoldgica, como exposto em
[2]. Neste capitulo trataremos de forma geral as categorias monoidais, e ¢ em grande
parte baseado em [21]], mas também um pouco em [22]]. Serdo dados poucos exemplos
de categorias monoidais, porém € exposto com mais detalhe o exemplo da categoria de
representacdes de uma dlgebra de Hopf no capitulo |4, Também serd tratado do calculo
grafico, que permite realizar cdlculos algébricos envolvendo flechas de uma categoria
monoidal através de manipulacdes geométricas. Além das duas referéncias anteriores,
também ha a [20] que trata de linguagens graficas para categorias monoidais de forma
mais geral.

3.1.1 Categorias Monoidais

Uma categoria monoidal € uma categoria com multiplicacao. Elas sdo também chamadas
de categorias tensoriais e o produto monoidal é também chamado de produto tensorial. O
nome monoidal vem de essa multiplicacao ser semelhante a da definicdo de um mondide,
mas algumas igualdades que teriamos para um mondide sio substituidas por isomorfis-
mos. Relembremos a definicdo de um mondide. Um mondide € um conjunto M munido
de uma operacao bindria - : M x M — M, chamada de multiplica¢do, tal que:

e a multiplicacdo é associativa, ou seja, (z-y) -z =x - (y - 2), Va,y,z € M;

e existe um elemento neutroe € M, talquee-x =z =x-e,Vr € M.

Semelhantemente, uma categoria monoidal C € uma categoria com uma multiplicaco,
mas esta multiplicagdo age sobre objetos e flechas, entdo ela é definida como um funtor
® : C x C — C. Para isso, precisamos da seguinte definicao:

Definicao 3.1. Dadas categorias C e D, a categoria produto C x D ¢ a categoria cujos
objetos sdo pares (C, D) e as flechas sdo pares (f,¢g): (C,D) — (C’,D'), onde C,C" €
Ob(C), D,D’" € Ob(D), f € Ar(C) e g € Ar(D), com composi¢do componente a
componente, ou seja, (f',¢') o (f,g) = (f' o f, 4 o g), e identidade id(c,py = (id¢, idp).
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Além disso, uma categoria monoidal possui um objeto unidade 1, que é andlogo ao

elemento neutro de um mondide. Porém, a propriedade de elemento neutro e a associati-
vidade sdo neste caso a menos de isomorfismo, entdo uma categoria monoidal € definida
da seguinte forma:

Definicao 3.2. Uma categoria monoidal C é uma categoria munida de:

e um funtor ®: C x C — C chamado de produto monoidal;
e um objeto 1 chamado de objeto unidade;

e um isomorfismo natural de associatividade a: ® o(® X idg) — ® o (id¢ X ®),
a = {CLX}Y}ZI (X X Y) RZ—>XQ® (Y & Z)}X,Y,ZGOb(C);

e um isomorfismo natural de unitalidade a esquerda [: 1®? — idc, [ = {Ix: 1 ®
X — X} xeob(c)

e um isomorfismo natural de unitalidade a direitar: ?7®@1 — idg,r = {rx: 1 X —
X} xeon(c)

tal que sdo satisfeitos os axiomas do pentagono e do triangulo, que € a comutatividade

dos

diagramas abaixo

(XoY)®(ZoW)

(XeY)22Z) W XY ®(ZeoW)
U«X,Y,Z®idwl Tidx®ay,z,w
XoYe2)eoW v > X (Y®Z)oW)
XY
(X ®1) ory y X® (1Y)

para todos objetos X,Y,Z e W € Ob(C). Os funtores 1®7,7 ® 1: C — C sdo dados

por

17(X) =1® X,
1R2(f) = idy ® f,
P9 1(X)=X®1,
?R1(f) = f ®idy,

para X € Ob(C)e f € Ar(C). A naturalidade de a, [ e r significa que para todas flechas
f:X—=>X,9:Y =Y eh:Z— Z emC, os diagramas a seguir comutam.
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Xov)ez% x ey)e 2

ax,y,z laxl,yl’zl

Xo 2) 2% xre (v e 2)

1oX 2% 19y

b
x —71 .y

Xol1 2% vel

lrx lry
x It vy

Para o produto monoidal € utilizada a notagdo @(X,Y) =X VY, ®(f,9) = f ® g,
VX,Y € Ob(C) e Vf,g € Ar(C). A funtorialidade de ® implica que, para quaisquer
flechas f: X - X, f/: X' = X", g:Y =2Y'egd YV -Y"emC, (f'f)®(¢dg) =
(f/ ® g’)(f X g) € idX®y = ldX & ldy

Como exemplo de categoria monoidal, temos a categoria Vecty do espacos vetoriais
sobre K e transformacdes lineares. Ela tem como objeto unidade 1 = K e como produto
monoidal o produto tensorial ® : Vectg x Vectx — Vectg. Dados espacgos vetoriais
Xe Y com bases {z;}; e {y;};, respectivamente, o produto tensorial X ® Y é o espago
vetorial que tem por base {z; ® y;}; ;. Note que se um espaco vetorial tem dimensio
infinita, o termo base aqui se refere a base de Hamel, assim {z; }; ser base de X significa
que para todo vetor x € X existe uma tnica familia {a;}; C K onde {i : a; # 0}
¢ finito e x = ), a,x;. Em outras palavras, as combinagdes lineares sdo finitas. Para
transformacoes lineares f: X — X'e g: Y — Y’ o produto tensorial f ® g: X ® Y —
X' ® Y' ¢ a transformagdo linear dada por (f ® ¢)(z; @ y;) = f(x:) ® g(y;)-

O isomorfismo de associatividade é axy z: (X ®Y)® Z — X ® (Y ® Z) dado por
axyz((x®@y)®z) = ® (y® 2). Os isomorfismos de unitalidade sdo [x: K® X — X
dadoporix(l1®z) =zerx: X ® K — X dadoporrx(z®1) = x.

De forma mais geral, para qualquer anel comutativo com unidade R temos uma cate-
goria monoidal Modg, o produto monoidal ® : Modgr x Modr — Modp, € os isomor-
fismos naturais a, [ e r sdo conforme mostrado nos preliminares sobre médulos.

3.1.2 Teorema de Mac Lane e Convencao de Notacao

Num mondéide o produto € associativo, isso permite ndo precisar escrever os parénteses
quando escrevemos produtos de mais de dois elementos. Também, o elemento neutro
sempre pode ser omitido quando multiplica qualquer outro elemento do mondide. A
defini¢do de categoria monoidal € suficiente para termos propriedades semelhantes, con-
forme o Teorema de Coeréncia de Mac Lane (este resultado é tratado no livro [18]] no
capitulo VIL.Monoids, na secdo 2.Coherence, também convém ver na referéncia [20] a
secdo sobre (planar) monoidal categories):
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Teorema 3.3. Dada uma categoria monoidal C, qualquer diagrama formal obtido por
composi¢do ou produto monoidal de flechas identidade ou os isomorfismos axy z, lx e
rx, comuta. Um diagrama formal é aquele que é obtido a partir dos axiomas de categoria
monoidal, sem utilizar alguma propriedade especifica da categoria C.

Este resultado unido com a naturalidade de a, [ e , implica que ao compormos fle-
chas da categoria monoidal C podemos omitir as flechas ax y z, x € 7x, os parénteses e
o objeto unidade 1, sem ambiguidade. Dados objetos A, B € Ob(C) que sdo relaciona-
dos por diferentes ordenagdes dos parénteses, no que diz respeito ao produto monoidal,
e pela presenca ou auséncia de 1 multiplicando (tensorizando) algum objeto, os objetos
A e B sio isomorfos e esse isomorfismo é construido por isomorfismos de associativi-
dade (ax,y,z), unitalidade ({x e 7x) e identidades, por composi¢do e tensorizagdo. Entdo
pelo Teorema [3.3|esse isomorfismo, construido dessa forma, € Unico, e portanto podemos
deixa-lo implicito, sem ambiguidade. Se temos flechas f : X — Aeg: B — Y, e
i : A — B é o isomorfismo anterior, entdo temos a composta gif : X — Y, como 7 é
unico entdo podemos simplificar a notacao escrevendo gf : X — Y.

Note que, se uma flecha qualquer € tensorizada por um isomorfismo de associatividade
ou unitalidade, podemos usar a funtorialidade de & para reescrever tal expressao como
composi¢cdo de uma flecha sem os isomorfismos de associatividade e unitalidade e outra
somente com esses isomorfismo e identidades. Por exemplo, dadaumaflecha f : X — Y,
a funtorialidade de ® implica que (idy ®1z)(f ®idygz) = fRlz; = (f®idz)(ildx ®1z).

Para que este conceito fique mais claro, fagamos um exemplo. Fixemos objetos
XY, Z,W,P,Q € Ob(C), se temos flechas f : X @ (1®Y) = (Z@1)W)® P
eg: (1®2)® (W ®P)— Qem C, entdo temos o isomorfismo i = [I,,' ® (idy ®

Xo(1eY) s (Ze1)eW)e P

(T‘Z ®Ridyw )®idp

~

(ZoW)o P
1 az W,P

Z® (W e P)

1, ' ®(dwoidp)

~

1®2)e(WeP) —1 Q

Com isto, temos a composta gif : X ® (1 ® Y) — @, mas como o ¢ é tinico podemos
deixé-lo implicito. Porém, também temos o isomorfismo j = idy ® ;' : X @Y — X ®
(1®Y), o qual podemos compor com gi f para obter uma flecha gifj : X ®Y — (), mas,
como ambos 7 e j sdo unicos, podemos omiti-los da notacdo e escrever gf : X @Y — Q.

Podemos observar que os isomorfismo de unitalidade [x e rx e suas inversas permi-
tem aumentar ou diminuir o numéro de 1’s e os isomorfismos de associatividade ax y 7
permitem reordenar os parénteses. Mas dadas quaisquer duas ordenagdes de parénteses,
existe um isomorfismo tnico (conforme o Teorema 3.3) entre os objetos obtidos pela duas
ordenacdes, assim podemos ndo escrever os parénteses e deixar o isomorfismo entre as
duas ordenagdes implicito. Apesar disso, se quisermos definir uma flecha que tem um
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dominio ou contra-dominio com uma ordenacdo de parénteses especifica, ¢ conveniente
fixarque X1 @ Xo®...0 X,, = ((X; ® X3) ®...) ® X,,. Como os isomorfismo de unita-
lidade podem também ser sempre omitidos entdo podemos também omitir multiplicacdes
por 1. Disso segue também que multiplicagcdes por id; também podem ser omitidas,
devido a naturalidade [ e 7.

Em resumo, esses fatos permitem estabelecer a seguinte convencao:

sdo omitidos os parénteses de associatividade;

sao omitidos os produtos por 1 e por idy;

sdo omitidos os isomorfismo de associatividade ax y, 7 € de unitalidade [x € rx;

X10Xo®..0X, = (X190 X)) ®...) @ X,.

3.1.3 Calculo Grafico

Os resultados da convengdo anterior e a funtorialidade de ® estabelecem o célculo gréfico
para categorias monoidais. O calculo grafico é uma forma de representar flechas por string
diagrams. Umaflecha f : X; @ Xo ® .. ® X, = V1 ® Yo ® ... ® Y,, é representada por
uma caixa colorida por f e com linhas verticais anexadas abaixo coloridas por X, ..., X,,,
e linhas anexadas acima coloridas pelos objetos Y7, ..., Y,,. Uma flechag : X; ® Xo ®
.. ® X, — 1 é representada por uma caixa sem linhas anexas acima, e uma flecha
h:1—Y ®Y,®..®Y,, ¢érepresentada por uma caixa sem linhas anexadas abaixo,
em particular um flecha 2 : 1 — 1 € representada por uma caixa sem linhas anexadas,
conforme os diagramas abaixo:

Vil Ya| Yo

Xq| Xy X, Xq| Xy X,
A identidade id y € representada por uma linha vertical colorida por X, conforme o dia-

grama a seguir:

idx =

A composicaodeflechas f: X1 @ Xo®..0 X, 2 V1 9Y,®.0V,eqg: V1Y, ®
L QY, = Z1® 4y, R ... ® Z, é representada por colocar uma caixa acima de outra. O
produto monoidal de flechas € representado por colocar um diagrama a direita de outro.
Esses diagramas sao ilustrados abaixo.
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2 Zy| 4y
g v vl Vel nwl m| T
gof= Yi| Yaf tm fah = 7 P
f
Xl X2 Xn Z] Zz ...Zp
Xi| X X,

Em particular, a identidade id x, ¢ x,..x, pode ser representado por

1dX1®X2®...®Xn: X, X X

Como podemos omitir produtos por idy entdo linhas coloridas por 1 podem sempre ser
omitidas ou acrescentadas. Por consisténcia, um diagrama vazio, ou seja, sem caixas ou
linhas, representa a flecha idy.

Por fim, a funtorialidade de ® implica que para quaisquer flechas f : X — X'e
g:Y — Y/ temos que (f ® idy/)(idy ® g) = f® ¢ = (idys ® g)(f ® idy), o que
¢ representado graficamente por podermos subir ou descer caixas, o que € chamado de
propriedade de troca de nivel. Isto se representa diagramaticamente por:

X' Y’ X' Y’ X' Y’

f g

X Y X Y X Y

3.1.4 Funtores monoidais

Uma categoria monoidal possui uma estrutura a mais em sua definicdo, se comparado a
categorias em geral. Por isso, é conveniente considerar funtores que de alguma forma
respeitam tal estrutura, esses sdo os funtores monoidais.

Sejam C e C’ categorias monoidais. A notagdo para o objetos unidade, produto mo-
noidal e isomorfismos de associatividade e unitalidade serd a mesma para ambas cate-
gorias exceto por colocar um linha para aqueles que correspondem a categoria C’. Um
funtor monoidal F': C — C’ é um funtor /' munido de uma flecha Fy: 1’ — F(1) em C’
e uma transformacg@o natural F, = {F5(X,Y): F(X)® F(Y) = F(X®Y)}x veob(c),
Fy: ® o(F x F) = F o ®, tais que os seguintes diagramas comutam:
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T (X),F(¥), F(Z)
SRS Rh

(F(X)® F(Y))® F(Z) FX)®' (F(Y)® F(Z))

ng(X,Y)@’idF(m lidF(X)@)’Fz(Y,Z)
F(X®Y)& F(Z) F(X)®' F(Y ® Z)
ng(X@Y,Z) lFQ(X,Y®Z)
F(a
F(X®Y)® 2) Y2 L (X e (Y © 2))
l/
1'® F(X) —~ F(X)
Fo®'idp(x) F(lx)T
f Fy(1,X)
Fl)® F(X) =5 F(1® X)
FX)e'1 —"% . p(x)
lidF(X)@)lFO F(TX)T
, Fa(X,1)
FX)®' F(1) —= F(X®1)

A naturalidade de F, significa que para quaisquer flechas f: X — Xeg:Y — Y o
seguinte diagrama comuta:

F(X) & F(y) 22
lF(f)®’F(g) lF(f®g)

FX) e FY) 22 p(X oY)

F(X®Y)

Um funtor monoidal F': C — C’ é dito forte se Fjy e F, sdo isomorfismos, € é dito estrito
se Fy e I5 sao identidade.

Alguns exemplos triviais de funtores monoidais sdo os funtores identidade, que sao
além disso monoidais estritos.

3.1.5 Categoria Monoidais Duais

Para categorias usuais temos a categoria dual C°? que € obtida trocando os dominios pelos
contradominios. Seja C uma categoria monoidal, temos um produto monoidal ® : C X
C — C, podemos definir outro produto monoidal a partir deste, que € ®°? : C x C — C
dadopor X@?Y =Y®Xe f%g = gf,VX,Y € Ob(C)eVf,g € Ar(C). Paraque
C seja categoria monoidal com o produto ®°” é necessario modificar os isomorfismos de
associatividade e unitalidade. A categoria monoidal C*” = (C, @, 1,a®” ™ r®™)
¢ a categoria C munida do mesmo objeto unidade 1, mas com produto monoidal ®°”
e isomorfismos de associatividade e unitalidade a®”, 1" e r®”, dados por a%y., =
(azyx) L I% = (rx)herd” = (Ix) ™"

Também a categoria oposta C°” tem uma estrutura de categoria monoidal induzida
por (C,®,1,a,l,r). Como Ob(C°P) = Ob(C) e Homcer(A, B) = Homc(B, A), entdo
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temos o funtor ®: C? x C? — C°, que é o mesmo que ®: C x C — C para os
objetos, e para flechas f: X — X'eg: Y — Y’ em C, dadas por flechas f: X’ — X
eg: Y — Y em C, o funtor é dado por fQ7 = f®g¢: X ®Y — X' ®Y’. Como
em C as flechas sdo invertidas, ou seja, os dominio e contradominio sao trocados com
relagdo a C, basta tomar como isomorfismos de associatividade e unitalidade os inversos
dos originais. Assim, temos a categoria monoidal C”? = (C?, ®, 1, a’,[°?, r°?), em que
a¥yz = (axyz) L I¥ = (Ix)tery = (rx) ™"

Essas duas constru¢des podem ser combinadas para formar a categoria monoidal re-
versa C™® = (CP)®” = (C®")eP,

Em diante serdo omitidas as barras em f e ®. Entdo teremos frases como “f: X — Y
em C? ¢uma flecha f: Y — X em C”.

3.2 Categorias Pivotais e Categorias Esféricas

3.2.1 Pareamentos e Dualidade

Uma categoria pivotal €, grosso modo, uma categoria com duais. Neste contexto, ndo
¢ possivel definir o dual de um objeto como Hom(X,K), para algum corpo K, como
feito para espacos vetoriais, pois as flechas de uma categoria podem até mesmo nao ser
fungdes e K também pode ndo ser um objeto da categoria. Entdo o conceito de dual é
abstraido daquele encontrado na Algebra Linear através dos pareamento (pairings) nio-
degenerados.

O exemplo mais bdsico a ser considerado é o da categoria FinVecti dos espacos
vetoriais de dimensdo finita, onde o dual de um objeto X é o espago vetorial X* =
Hom(X, K), com o pareamento &y 1 X* ® X — K induzido pelo mapa de avaliacdo.
Mais precisamente, temos uma mapa R-bilinear X* x X — K dado por (f,z) — f(z),
entdo pela propriedade universal do produto tensorial 130y X* @ X —» K mapa K-
linear tal que o diagrama abaixo comuta.

X*'xX 25 X*®X
\l&x
K

Dessa forma, dados f : X — K funcional linear e x € X, o pareamento € calculado por

ex(f ®x) = fla).

A esse pareamento &0y 6 associado o co-pareamento soevy 1 K = X @ X*, que € a
transformagdo linear dada por &ocvy (1) = Y20 e; ® €, onde n = dim(X), {e; : 1 <
i <n}éumabasede X e {e': 1 <i < n}éabasedual de X* dada por €’(e;) = d}. Note
que éoevy ndo depende da base de X escolhida para calculd-lo. Podemos mostrar isso
usando matrizes de mudanca de base, como no lema a seguir, porém veremos adiante que
este &oev y torna €0y um pareamento nio-degenerado, e existe um tnico co-pareamento
que satisfaz isso, logo &oevy ndo pode depender da base utilizada para calculd-lo. A seta
sobre ¢vy e toevx é colocada porque serd notacao conveniente para categorias pivotais.
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Lema 3.4. Dado um K-espaco vetorial X, o co-pareamento Soevy: K — X @ X~
definido acima ndo depende da base utilizada para calculd-lo.

Demonstracdo. Sejam {e; : 1 < i < n}e{e; : 1 < i < n} duas bases de X, e sejam
{e':1<i<n}e{e":1<1i<n}asrespectivas bases duais, de forma que ¢’(e;) = 0}
e ¢(¢}) = 0% As duas bases de X estdo relacionadas por matrizes de mudanga de base
Re S = R~'. Digamos que

1 o Tin
Tn,1 Tnn
de forma que
6/1 €1 11 o T1m €1
=R = Sl (3.2)
G;L €n Tn,1 Tnmn €n
Com isto, podemos escrever que
n
=Y Tijes 3-3)
j=1
Escrevendo S como
51,1 v Sin
Sp1 - Snn
temos analogamente que
n
e; = Z S k€l (3.5)
k=1

Como {¢' : 1 < i < n}e{e :1 < i< n}sdo ambas bases de X*, entdo podemos
escrever e como

et = Z aie, (3.6)
=1

portanto,

n

¢(ej) = Y aie'(e;)
=1
n

§ l

=1

= ai,j7
mas, pela equacdo (3.5)), temos que
n
" 1 /
¢(es) = €| D siuch
k=1
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n
= sk (e})
k=1

n

_ 7
= E 87 k0,

k=1
= Sjis
logo
Qi = Sji (37)
€

et = Z siie. (3.8)
=1

Assim, temos que

id Qe = i (i Ti,j€j> ® (i Sl,z@l)

i=1 i=1 \j=1 =1
n n n
l
= § § § S1iTij | €5 @€
j=1 1=1 \i=1

= Z Z(SR)MBJ‘ & el

j=1 1=1

® z”: Zn: 0.5€; ® ¢!

j=1 I=1
n

— ) J

= E e; Qe
j=1

Na igualdade com (*) foi utilizado que S = R~
O

Definicao 3.5. Dada uma categoria monoidal C, um pareamento entre dois objetos X e
Y éumaflechaw : X ® Y — 1. Ele € dito ndo-degenerado se existe uma flecha 2 : 1 —
Y ® X, chamada de inversa de w, com a propriedade de que (w ® idy)(idx ® Q) = idx
e (idy ® w)(2 ®idy) = idy, o que é representado graficamente por

X Y

Y - X ’ X o Y
Q Q
X Y

Note que neste contexto ) ser inversa de w nio significa que 2 = w™, e também
que estamos utilizando a conven¢do de omitir os isomorfismos de associatividade e de

1
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unitalidade da categoria monoidal, explicitando esses isomorfismos a condi¢do de w ser
nao-degenerado se escreve como

Ix(w®idy)ayly x(idx ® Q)ry' =idx

Ty(idy X w)ay,Xy(Q & ldy)l;l = ldy

Um pareamento nao-degenerado w : X ® Y — 1 possui uma tnica inversa 2 : 1 —
Y ® X, isto pode ser facilmente verificado através do cadlculo grafico. De fato, dada
21 — Y ® X outra inversa de w, temos que

Y X (i) Y w X
- Y
X Qo
Q Q
(i)
- Y w X
X Y
Q
Q/
Y X
(141)
Q/

Foi utilizado que: (i) 2’ € inversa de w, (ii) a propriedade de troca de nivel e (iii) €2 é
inversa de w.

Verifiquemos que o pareamento &vy de FinVectg ¢é nio degenerado com inversa
¢oev x. Devemos mostrar duas igualdades, que sao

Ly« (E0x @ idx+)ay: x y-(idx- ® Eoevx )yt = idx- (3.9)
€
Tx(ldX®%X)&X,X*7x(%)x®ld)()l;(l :ldX (310)

E possivel fazer esses cdlculos deixando implicitos os parénteses de associatividade e
os isomorfismo de associatividade e unitalidade se entendermos que quando éoevy ndo
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receber um argumento entdo deve ser calculado soev x(1). Mas, por clareza, fagamos os
calculos explicitamente. Para a equagdo (3.9), dado f : X — K com X espaco vetorial
de dimensdo n e {e; : 1 < i < n} uma base de X, temos que

Ix-(80x ®idx-)ay: x y-(idx+ ® Coevx)ry:(f) =
= Iy-(E0x ®idx-)axt  y-(idx- ® Eoevy)(f ® 1)
= Iy (0x ® idx-)ax: y x- (f ® Eoevx (1))

= Iy-(0x ®idx-)axt x . (f © D (e;® "))

=1

- Z Ix-(evx ® idx*)@;,x,x*(f ® (e ®@e'))

i=1

=Y ey @ ide)(f @ e) @)
=Y I (Ex(foe) @)

= lx-(fle) @€

A tltima igualdade se deve a > | f(e;)e’ ser f escrito na base dual. Como o resul-
tado vale Vf € X* entdo segue que essa composicdo € idx«. A segunda igualdade se
mostra de forma andloga.

De forma mais geral, um pareamento w : X ®Y — K em Vectg é ndo-degenerado se,
e somente se, ambos X e Y tém dimensao finita, digamos dim(X) = n e dim(Y) = m,
e dadas bases {e; : 1 < i < n}deXe{f;:1<j < m}deY amatriz W =
[w(e; ® fi)i<i<ni<j<m € inversivel. Em particular, deve valer que n = m. O lema 1.6
de [21] implica que para w ser ndo-degenerado € necessdario que X e Y sejam K-modulos
projetivos de tipo finito. Em nosso contexto, como X e Y sdo K-espacos vetoriais entdo
sdo, em particular, K-médulos projetivos. Ser projetivo de tipo finito é equivalente, neste
caso, a X e Y terem dimensao finita. A afirmacdo anterior € entdo consequéncia direta do
lema 1.7 de [21], observando que todo K-espago vetorial € um K-mddulo livre.

Devido a isto, a abstracao de dual para categorias monoidais ndo € totalmente geral,
pois um espago vetorial de dimensao infinita ndo € considerado dualizavel, por ndo existir
um pareamento ndo-degenerado desse espaco com algum outro. Vejamos agora como se
define dual numa categoria monoidal.

Definicao 3.6. Em uma categoria monoidal C, dado um objeto X um dual a esquerda para
ele é um par (VX Sy VX RX 1) em que &uy éum pareamento ndo-degenerado. A
inversa de &v x € denotada por Soev x, que é uma flecha Soev v : 1 —= X ®VX. De forma
andloga, um dual a direita de X é um par (X", ey X @ XV — 1), em que elx é um
pareamento nao-degenerado, cuja inversa € denotada por coely 1 — XV @ X.
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Pelas consideracgdes anteriores (X ™, Sy XF X — K) é um dual a esquerda para
X, VX € Ob(FinVecty). De forma analoga, sendo €0y : X ® X* — K o pareamento
induzido pela avaliagdo, dado por el x(z ® f) = f(z), Vo € X e Vf € X*, elx é ndo-
degenerado com inversa coetx : K — X* ® X dada por coelx (1) = Y1 €' ® ¢;, em
que dim(X) =n, {e; : 1 <i < n}ébasede X e {e' : 1 <i < n} € abase dual de X*.
Podemos ver que a diferenca nas defini¢des de & x € et x € entre Soev x € coed x € dada
pelo flip 7x x+ : X @ X* — X* ® X, dado por 7x x+(z ® f) = f @ .

Uma categoria pivotal € uma categoria com duais a esquerda e com duais a direita
(fixados), em que Y X = X" e 0 mesmo vale também para flechas, isto quer dizer que os

funtores duais V7 e 7" definidos a seguir coincidem.

3.2.2 Funtores duais

Seja C uma categoria monoidal com duais 2 esquerda (YX, &0y : YX®X — 1) e a direita
(XV,elx: X ® XV — 1) fixados, VX € Ob(C). As familias (VX, &0y VX @ X —
1) xeconc) e (XY, clx: XXV — 1) xcon(c) sdo chamadas, respectivamente, de duali-
dades a esquerda e a direita. Com essa estrutura podemos definir funtores ¥V7: C™ — C
e ?V: C — C, induzidos pelas dualidades & esquerda e a direita. Para um objeto X
eles sdo dados por V?(X) = VX e ?Y(X) = XV. Para as flechas ¢ feito uso dos pa-
reamento e suas inversas. Dada uma flecha f: X — Y em C, ela corresponde a uma
flecha f: Y — X em C"®, logo os funtores V7 e ?" a levam em flechas Vf: VY — VX
e fV:YY — XV. Essas flechas sdo dadas graficamente por

VX XV
vy ety

Y Y

Vf = f ? fV = f
X X

W}X WX

VY
Y\/

Além disso, ambos funtores sdo monoidais fortes, com 7y = éoevﬂ : 1 — V1 (expli-
citamente, [vqcoevy), 7y = coety: T — 1Y (ou ryvcoely), e V(X Y): VX @YY —
VIX@?Y)=VY®X)e?(X,Y): XV®YY = (Y ® X)" sdo dados graficamente
por
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Y @ X)
Evx
Evy
v?2(XaY):
Y| X
Coevy g x
VX | VY
€
Y ® X)Y Sy
cbx
W(X,Y) =
2 (X,Y) v |y
coelyex
XV|yv

As inversas sdo (Y79)"" = &vq: 1 — V1 (ou &vyriy), (29)7' = eby: 1 — 1Y (ou

ebylyv),

VX VY
%Y@)X
Y| X
(V72(X,¥)) ™ =
Coeux
Yo X toevy
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XYY

@Y@X
Y X
(7Y (X, V)" =
COGE;Y
coed
a (Y ® X)”
Verifiquemos que vy 6 inversa de éoevy. Temos que
1
&y &y
V]l = \/]l = ]1
gOE)IL gOE)IL
1
V]l Vl V]l
ZEOGUIL %]1 %1
= pu— ]l
%1 ;506’01 ;5061)1
i Y1 V1

Isso conclui que vy = (&oevy) ', a prova de que ety = (coely) ™! é andloga.
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3.2.3 Categorias Pivotais

Definicao 3.7. Uma categoria monoidal C com dualidades a esquerda e a direita fixadas
é pivotal se os funtores duais V? : C™ — Ce ?’ : C™ — C sdo iguais como funtores
monoidais, que é entdo denotado 7*.

A condig¢do de os funtores V? e ?V serem iguais implica, em particular, que VX =
XV, VX € Ob(C). Como vimos anteriormente, a categoria FinVecty possui duais a
esquerda e a direita, ela além disso € pivotal.

3.2.4 Calculo Grafico para Categorias Pivotais

O célculo grafico para categorias monoidais possui uma especializacdo para categorias
pivotais. As convengOes do célculo gréfico serdo conforme [21] exceto por utilizarmos
o sentido para baixo para indicar o dual e por colocar setas sobre os ev e coev. Seja C
uma categoria pivotal. As linhas passar@o a ter um sentido, o sentido para cima corres-
ponde ao mesmo que tinhamos para categorias monoidais em geral, o sentido para baixo
€ equivalente a tomar o dual, ou seja,

Por exemplo, uma flecha f : X @ Y* ® Z — W* ® T' é representada por

T
f

XTYY Z

Os pareamento vy, €0y € suas inversas coevx e coely sdo representados por caps e

cups:

Note que se o X € escrito a direita ou a esquerda dos caps e cups, a flecha representada
pelo diagrama é a mesma. Podemos colocar o objeto que colore uma linha préximo a
qualquer pedaco dela.

A condicao de &y ser pareamento ndo-degenerado € representada graficamente por
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- Y ) A

X X X X

Para ey a condi¢ao é representada por

= A ) - Y

X X X X

Destas condi¢des segue que podemos deformar quaisquer linhas sem modificar a flecha
representada pelo diagrama.

Como 73 = V7, = 7., temos duas representagdes graficas para 75(X,Y’). Podemos
representar V75 (X,Y') por

Y®X

idygx

XY \\(J

e 75 (X,Y) é representado por

Y®X

Y(X,Y) =

idY®X
\)/ X|Y

Ambas sdo representagdes graficas de 75(X, Y'), e podemos observar que a diferenca entre
elas € uma rotacdo de 360° da caixa de idy x, em que as linhas anexadas a caixa acom-
panham o movimento de rotagdo. Usando as propriedades de categoria pivotal podemos
provar o seguinte fato mais geral:

Teorema 3.8. Dada uma categoria pivotal C, para quaisquer diagramas do cdlculo
grdfico podemos girar qualquer caixa nos sentidos hordrio ou anti-hordrio por 360° e
também deformar as linhas do diagrama, sem alterar a flecha que ele representa.
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A prova deste teorema € longa, para mais detalhes veja a secdo 2.4 de [21]. Abaixo
¢ dado um exemplo de uso deste teorema. Neste exemplo, temos flechas f: Y — Z*
eg: Z*® W — X. A igualdade corresponde a girar a caixa colorida com f por 360°
no sentido anti-hordrio, suavizar ou esticar as linhas e ajustar as posi¢des das caixas,
colocando g acima de f.

&

3.2.5 O duplo dual

Seja C uma categoria pivotal. Dado um objeto X € Ob(C), o objeto X** = (X*)* é
chamado de duplo dual de X. Ele é isomorfo a X pelo isomorfismo

X* X+
m Y Y m
Yx = id - = id -
X X

A familia {t)x: X — X™}xconc) € chamada de estrutura pivotal de C e pode ser
utilizada para definir de forma equivalente o que € categoria pivotal.

3.2.6 Traco e dimensao

Para categorias pivotais hd uma generalizacdo da no¢do de traco de operadores lineares
e de dimensao de espacos vetorias. Seja f: X — X um endomorfismo (ou seja, flecha
com dominio e contradominio iguais) numa categoria pivotal C. Os tragcos a esquerda e
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a direita de f sdo definidos como tr;(f) = %X(idx* ® f)mxz 1 - Tetr.(f) =
@X(f ® idx*)%xz 1 — 1, ou, graficamente,

tr(f) =X f ot (f) =] f X

Para C = FinVectg e f: X — X um operador linear, onde dim(.X) = n, dada uma
base {¢; : 1 <i < n}de X eabasedual {e': 1 <i<n}de X*, temos que

tr(f)(1) = &vx (idx- ® f)coetx (1)
= %X(id)(* ® f)(z e ®e)

=1

. Z Eox(e' ® fle;))

= Zei(f(ei)),

I B e

logo

n n

tr(f)(1) =Y _e'(> fize)

i=1  j=1

=22 fuseles)

i=1 j=1

=2 b,

i=1 j=1
= fu
=1
= tr[f],

em que tr|f] é o traco da matrix [f]. Logo tr;(f) é o operador

t?”l(f) K—K
k — tr[f]k
De forma semelhante, segue que tr, = tr;.
Dada uma categoria pivotal C e um objeto X € Ob(C), as dimensdes a esquerda
e a direita de X sdo definidas como dim;(X) = t¢r(idy): 1 — 1 e dim,.(X) =
tr.(idx): 1 — 1, ou

dimy(X) = OX © dim(X) = @X
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Para C = FinVecty, dado um espago vetorial X de dimensdo n e uma base {e; : 1 <
i < n} de X, a matriz do operador identidade é [idx| = I, que é a matriz identidade,
entdo temos que

dlml(X>(1) = t?”l(idX)
= tr[l,]

= dim(X).
Logo, dim,;(X) é o operador

dim(X): K — K
ks dim(X)k

Como tr, = tr; entdo dim,(X) = dim;(X). Podemos observar que em FinVecty ndo
ha diferenca entre tracos a esquerda e a direita, e nem entre dimensdes a esquerda e a
direita, mas isto ndo € verdadeiro para todas categorias pivotais. Quando os dois tipos
de traco coincidem, temos o que é chamado de categoria esférica. Em [21] € dado como
exemplo de categoria pivotal ndo esférica a categoria Gﬁf{"d, em que GG € um grupo, k é
um anel comutativo com unidade, o: G X G X G — k* € um 3-cocicloe d: G — k* é
um homomorfismo de grupos. O grupo k* é k \ {0}, com a opera¢do de multiplicagdo.
A categoria Gi’d ndo € esférica se ndo vale a igualdade d(g)? = 1, Vg € G. Para mais

detalhes veja [21], exemplo 2.7.2.

Definicao 3.9. Uma categoria pivotal C é dita esférica se tr;(f) = tr.(f), para todo en-
domorfismo f: X — X em C. Neste caso os tragos a esquerda e a direita sdo denotados
por tr e as dimensdes a esquerda e a direita por dim.

Para categorias monoidais e pivotais o cdlculo grafico é feito em R?, em que a direcio
horizontal correponde ao produto monoidal e a vertical a composi¢do. Numa categoria
esférica, dado um endomorfismo f: X — X, a igualdade tr(f) = tr.(f) pode ser
entendida como uma isotopia na esfera, conforme o diagrama abaixo.

Tal isotopia consiste em passar o laco pela parte de trds da esfera. Este fato motiva o
nome categoria esférica. Porém, ndo utilizaremos diagramas sobre uma esfera, para mais
detalhes veja em [21] o lema 2.9 e em [20] a secdo 4.3 Spherical pivotal categories.
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3.3 Categorias Braided

3.3.1 Categorias Braided e Categorias Simétricas

Um braiding é uma forma de comutatividade do produto monoidal, formalmente temos a
seguinte defini¢ao:

Definicao 3.10. Dada uma categoria monoidal C, um braiding é uma familia de iso-
morfismos 7 = {7xy: X ®Y — Y ® X} X,yeob(C), que € uma transformagdo natural
T: ® — ®% e é ®-multiplicativo, no sentido de que para todos objetos X, Y, Z € Ob(C)
vale que

Txyvez = (dy ® 7x,z)(Txy ®idx),

Txav.z = (Tx,z ®idy)(idx ® 7v.z).

Uma categoria monoidal C munida de uma braiding é dita uma categoria braided. Se
T)}ly = Ty,x, VX,Y € Ob(C), entdo 7 é chamado de simetria e C de categoria simétrica.

A naturalidade de 7 significa que para quaisquer flechas f: X — X'eg: Y — Y’
em C, o seguinte diagrama comuta:

XV 2, veX

lf ®g lg®f

X' oV XY yig X!

ou, equivalentemente, no calculo gréfico,

Y’ X' Y’ X'
X' Y! g f
X' Y’ = Y X
f g XY
X Y X Y

A ®-multiplicatividade de T pode ser escrita explicitamente, o que € dado pela comu-
tatividade dos diagramas hexagonais

XoVYez) XX yeo2)eX

ax\y,z ay,z,X
XeY)®Z Y ®(Z®X)
T)ﬂy@idz idy@Tx)Z

YeoX)®Z 57 Yo e2Z)
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TXR®Y,Z

(XeY)Z —5 Z(X®Y)

X®(ZeY) — (X®Z2)®Y

Ax 7y

o que no cdlculo gréfico € representado por

Y A X
Y Z X ™2
TXY®RZ = X
XY
X Y Z b% v 7
e
A X Y
A X Y ™27
TXQY,Z = Z
Ty,z
X Y A D% v 7

Podemos facilmente verificar que o braiding satisfaz a equacdo de Yang-Baxter, ou seja,
para quaisquer objetos X, Y, Z € Ob(C) vale que

(Ty,z ®@idx)(idy @ Tx z)(Txy ®idz) = (idz @ Txy)(Tx,z ®idy ) (idy ® v, z). (3.11)

Verifiquemos isto, temos que
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7 Y X VA Y
Ty,Z T,z
Y VA
X7 0 Y Z X
X TX,Y®Z
TXY
X Y Z X Y 4
7 % D% Y Z X
TX,Z
TX,ZQY X
(44) % 7 (i44) -
= = XY
Z
Y
T,z TzY
X Z Y X A Y

Foram utilizados: (1) ®-multiplicatividade (ou diagramas hexagonais); (i1) naturalidade
de 7 para f = idy e g = 7y z; (iii) ®-multiplicatividade.

Exemplo

A categoria Vecti dos K-espacos vetoriais € categoria simétrica com simetria 7 dada
peloflip7yy: X ®Y - Y @ X, talque 7x y (z ®@y) =y@z,Vr e XeVyeY.
Mirror Braiding

Dada uma categoria monoidal braided C, com braiding 7, podemos construir um outro
braiding para a categoria monoidal C chamado de mirror braiding, que € o braiding 7 em
que Txy = Tl;i(

3.3.2 Calculo Grafico para Categorias Pivotais Braided

Seja C uma categoria pivotal braided, o célculo grafico para categorias pivotais € modi-
ficado passando a representar 7xy € Txy = T}j%( por linhas que se cruzam por cima ou
por baixo, como nos diagramas abaixo:

X } X/Y
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Da mesma forma que no cdlculo gréfico para categorias pivotais, uma linha orientada para
baixo corresponde ao objeto dual, de forma que

S SR
("N

TX)y* = \

x/” N
TX*,Y* = \

x/” N

Além das transformacOes validas para categorias pivotais, temos outras transformagdes
dos diagramas que sao especificas de categorias braided, envolvendo estes novos diagra-
mas. A naturalidade do braiding € expressa por podermos passar uma linha por cima ou
por baixo de uma caixa, como em

Y \ \ Y

f

f
AR N

Em Teoria de N6s, os nés podem ser estudados por meio dos link diagrams, que sio
diagramas planares formados por lagos, a linha que forma o lago cruza a si mesma, por
cima ou por baixo, formando um n6, como no exemplo abaixo:

Y
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Dois nés sdo equivalentes se podem ser deformados um no outro por isotopias. Se dois
link diagrams representam um mesmo nod, entdo dizemos que os diagramas sdo equiva-
lentes. Ha 3 tipos de transformacgdes locais, chamados de movimentos de Reidemeister,
que podemos fazer sobre um link diagram produzindo um diagrama equivalente. Os 3
movimentos sao:

I. tor¢do ou destor¢ao:

II. passar uma linha por cima da outra:

III. passar uma linha sobre ou sob um cruzamento:
\ / N/
N\
\ - /
/N \

Um teorema devido a Reidemeister diz que dois diagramas de nds sdo equivalentes se, e
somente se, sao relacionados por uma sequéncia de movimentos de Reidemeister. Que-
remos um resultado andlogo para manipular os diagramas de categorias pivotais braided,
mas num contexto que nao se limite a diagramas de nés. Em particular, os nds sdo lagos,
queremos poder trabalhar também com linhas que ndo se fecham formando lagos. An-
tes de discutirmos o primeiro movimento de Reidemeister, analisemos os outros dois. O
segundo movimento de Reidemeister, no contexto de categorias braided, nada mais é do
que a identidade Ty x7yy = idxgy, ou simplesmente 7')21}/7')(7}/ = idxgy, € o terceiro
movimento de Reidemeister corresponde a equacdo de Yang-Baxter (3.11). Para maior
clareza, dados X,Y,Z € Ob(C) objetos quaisquer, a equacdo de Yang-Baxter é repre-
sentada diagramaticamente por
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Observe que o terceiro movimento de Reidemeister consiste em passar a linha colorida
com X por cima do cruzamento entre as linhas coloridas com Y e Z. Essa mesma igual-
dade vale também se invertemos os sentidos de quaisquer das linhas ou se a linha colorida
com X passa por baixo das demais ao invés de por cima. Também a igualdade ¢ mantida
se trocamos todos 0s cruzamentos, ou seja, se trocamos 7T por T, 0 mirror braiding.

O primeiro movimento de Reidemeister corresponde a trocar o twist

pela identida id x. Geometricamente, uma linha torcida pode ser sempre esticada, porém
isto ndo € em geral uma transformacao legitima no cédlculo grafico de categorias braided,
ja que nem sempre vale a identidade #x = idy, devido a isto os diagramas de braidings,
entendidos como formados por linhas e caixas, ndo correspondem bem as propriedades
algébricas de uma categoria braided. Podemos alterar esses diagramas trocando as linhas
por fitas (ribbons), digamos que um lado da fita seja claro e o outro escuro. A torcao feita
anteriormente corresponde para fitas ao diagrama abaixo:

Essa fita ndo pode ser esticada (mantendo as extremidades fixas) para se obter uma fita
como
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pois ao tentar esticar tal fita haverd uma tor¢do, como em

Para maiores detalhes deste tipo de diagrama, veja a referéncia [22]. Nesta referéncia,
logo no inicio sdo introduzidas categorias ribbon, e os diagramas utilizados sdo fitas ao
invés de linhas. Conforme a primeira das trés fitas anteriores, podemos sempre representar
uma tor¢ao da fita por uma rotag¢do desta mantendo somente o lado claro da fita visivel no
diagrama. Utilizando fitas com largura muito pequena, o diagrama usando fitas se torna
semelhante ao que usa linhas. Utilizaremos entdo a interpretacdo de que as linhas sdo fitas
muito finas com somente o lado claro visivel.

A troca de linhas por fitas evita o uso do primeiro movimento de Reidemeister anterior.
Ao invés de utilizar esse movimento, utilizaremos o primeiro movimento de Reidemeister
modificado

1’. tor¢ao ou destor¢ao (modificado):

\
/@9

Note que em FinVecty vale que fx = idy, entdo todos movimentos de Reidemeister
(modificado ou nao) podem ser utilizados para esta categoria. Temos o seguinte teorema:

Teorema 3.11. Seja C uma categoria pivotal braided. Os diagramas do cdlculo grdfico
sdo invariantes pelos segundo e terceito movimentos de Reidemeister. Se a categoria é,
além disso, esférica, entdo os diagramas também sdo invariantes pelo primeiro movi-
mento de Reidemeister modificado para diagramas que representam flechas 1 — 1.

Demonstracdo. Como discutido anteriormente, o segundo movimento de Reidemeister
corresponde a identidade Tglyrxy = idxgy € o terceiro movimento corresponde a
equacgdo de Yang-Baxter (3.11]).
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Suponhamos que a categoria C seja esférica e seja f: 1 — 1 representada por um
diagrama que contém uma tor¢cao (como no primeiro movimento de Reidemeister modi-
ficado). Esse diagrama é, portanto, da forma

—
I
-

em que a parte azul corresponde ao resto do diagrama que ndo € a tor¢do sobre a qual
queremos aplicar o primeiro movimento de Reidemeister. A parte em azul € formada por
caixas e linhas, podemos subir e descer essas caixas de forma que podemos representar f

por
f: A A @ AB

para algum par de objetos A, B € Ob(C). Agora, aplicando o segundo movimento de
Reidemeister trés vezes temos que

Utilizando a naturalidade do braiding podemos passar a linha por cima das duas caixas
azuis, obtendo
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= trl B ’
AN : |/
|
m

mas a categoria € esférica, entdo tr; = tr,, logo

por fim, utilizando o segundo movimento de Reidemeister temos que

]

Este teorema e a naturalidade do braiding implicam que podemos passar uma linha
por cima ou por baixo de quaisquer caixas e cruzamentos de linhas.

3.4 Categorias Fusion

Para definir categoria fusion serd necessario definir primeiro o que sdo categorias K-
lineares e categorias pre-fusion. Fixemos um corpo K por toda esta secio (enfatizo que

0 # 1,1logo K # {0}).
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3.4.1 Categorias Monoidais Lineares

Apesar de podermos definir categoria linear separadamente, a seguir somente sdo estuda-
das as que sdo monoidais lineares. Devido a isto, em diversos resultados a categoria nao
necessita ser monoidal.

Definicao 3.12. Uma categoria monoidal K-linear C € uma categoria monoidal com uma
estrutura de K-espago vetorial para Hom(X,Y') para cada X,Y € Ob(C), tal que a
composicdo ¢é bilinear, ou seja, para todos f, f/ € Hom(X,Y), 9,4 € Hom(Y,Z) e
A € K, paratodos X, Y, Z € Ob(C), séo satisfeitas as igualdades:

go(f+f)=gof+golf,
go(Af) =Agof),

(g+g)of=gof+gof,
(Ag)o f=Agof),

além disso, o produto monoidal € bilinear, ou seja, sdo satisfeitas equagcdes como as quatro
anteriores, porém trocando o por ®.

Note que nessa definicao nada € dito sobre qual a estrutura de espago vetorial. Também,
da definicdo podemos concluir algumas propriedades que categorias em geral ndo pre-
cisam satisfazer. De haver uma estrutura de espaco vetorial sobre Hom(X,Y') segue
que hd uma flecha Oxy: X — Y em Hom(X,Y'), o elemento zero do espaco vetorial,
para cada X,Y € Ob(C), em particular Hom(X,Y) # @. Como Oxy € o vetor nulo
de Hom(X,Y) entdo Oxy = 0-0xy, em que 0 € K, e entdo pela bilinearidade da
composicdo e do produto monoidal segue que, para quaisquer f: Z — Xeg: Y — We
h: S — T flechas em C,

Oxyof=0-(0xyof)=0zy,
goOxy =0-(900xy) = Oxw,
Oxy ®@h=0-(0xy ®h)=0xgsyer,
h®0xy =0-(h®0xy)=0sgx1ayv,

ou seja, composicao e produto por uma flecha zero € uma flecha zero, disto segue também
que OY,Z o OX,Y = OX,Z-

Exemplo

A categoria dos espagos vetorias Vectk é um exemplo de categoria monoidal K-linear,
em que a estrutura de espago vetorial de Hom(X,Y') é a usual da Algebra Linear, em
que a soma em Hom(X,Y) é a soma de fungdes, ou seja, dadas transformagdes li-
neares f,g: X — Y, sua soma é a transformacdo linear f + ¢g: X — Y dada por
(f+9)(x) = f(x)+g(x),Vr € X,edado A € Ko produto de f por A € a transformagao
linear A\f: X — Y dada por (Af)(x) = A(f(z)), Vx € X. Neste caso o vetor nulo
Oxy: X — Y € a transformacdo linear dada por Oy y(z) = 0, Vz € X. Da mesma
forma, a subcategoria FinVectyi dos espacos vetoriais de dimensao finita € categoria
monoidal K-linear, e além disso é categoria esférica, como visto anteriormente.
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3.4.2 Somas Diretas e Aditividade

Uma categoria pre-fusion € uma categoria com uma familia de objetos com propriedades
especiais, chamados de objetos simples, em termos dos quais os outros objetos sao dados
a menos de isomorfismo. Os objetos sdo isomorfos a somas diretas de objetos simples.
Para tornar esses termos precisos, € necessario estudar primeiro o que sdo somas dire-
tas em categorias K-lineares. Esta ¢ uma generaliza¢do do conceito de soma direta de
espagos vetoriais, entdo, antes de apresentar a defini¢do abstrata e geral, estudemos algu-
mas propriedades da soma direta de espagos vetoriais. Somente estaremos interessados
nos espacgos vetoriais de dimensao finita e em somas diretas finitas.

Consideremos o caso mais simples em que temos dois espacos vetoriais X e Y, de
dimensao finita, a soma direta (externa) de X e Y é o espaco vetorial X @& Y que é o
conjunto X X Y munido da operagcdo de soma e produto por escalar ambos componente
a componente, ou seja, dados (z,y), (z/,y) € X @Y e A € K, a soma € definida como
(x,y) + (2',y) = (x + 2',y + y') e o produto por escalar é \ - (z,y) = (\z, \y).
Observe que os subespagos vetoriais X' .= {(z,0): xz € X} eY' :={(0,y) :y € Y} de
X @Y saoisomorfos a X e Y, respectivamente. Além disso, X @Y € soma direta interna
desses dois subespacos, porém ndo entrarei nestes detalhes. Temos entdo transformacoes
lineares ¢1: X - X @Y eq: Y — X @Y, dadas por ¢1(z) = (x,0) e g2(y) = (0,y),
etambém p;: X @Y — Xepy: X @Y — Y, dadas por pi(x,y) = x e pa(z,y) = ¥.
Os mapas ¢; € ¢, sdo injetores e estabelecem isomorfismos entre X ¢ X' e entre Y e Y,
de forma natural, nesse sentido eles sdo inclusdoes de X e Y em X @& Y. Os mapas p; € po
sdo as projecdes candnicas.

Um vetor de X ¢ Y pode ser decomposto como (z,y) = (2,0) + (0,y) = q1(x) +
@(y) = api(z,y) + qp2(z,y), essa propriedade equivale a equacdo Zie{m} qGip;i =
idygy. Também temos que piq;(z) = x e p2g2(y) = y, e se misturamos os dois tipos
de projegdes e inclusdes entdo temos que p1g2(y) = p1(0,y) = 0 e pagi(z) = 0, essas
quatro equagdes se resumem em p;q; = 9;;id. Aqui id tem o mesmo dominio que g;,
logo temos o abuso de notagdo, quando ¢ # j, em que 0 - id é a flecha Oxy ou Oy x,
conforme o caso. Reciprocamente, se para um espago vetorial .S existem transformacdes
lineares ¢;: X — S, ¢5: Y — S, pi: S — X ep,: S — Y satistazendo as equacdes
dic2y ;= idxey € pig; = 0;;id, segue entdo que S € isomorfo a X &Y, e 0
isomorfismo construido de forma natural € ¢;p] + qoph: S — X @ Y, cuja inversa é
@ip1 + ¢hpa: X @Y — S. Portanto, ao invés de definir soma direta em termos de um
produto cartesiano (o que ndo é desejavel pois objetos em categorias ndo precisam ser
definidos como conjuntos), podemos utilizar as flechas ¢ e p que satisfazem as condicdes
anteriores como defini¢do de soma direta a menos de isomorfismo.

Definicao 3.13. Seja C uma categoria monoidal K-linear. Dada um conjunto finito A # &
e uma familia (X,).cn de objetos de C, uma soma direta dessa familia é um objeto
S € Ob(C) com uma familia de flechas (p,: S — Xa, ¢a: Xo — S)aca satisfazendo as
equagdes Y . GaPa = idg € paqs = 0qpidx,, Va, B € A. As flechas g, sdo chamadas
de inclusdes e as p, de projecdes. Uma soma direta de uma familia vazia (A = &) é
um objeto zero, caso exista. Um objeto zero € um objeto que € inicial e terminal, ou,
equivalentemente para categorias monoidais K-lineares, ¢ um objeto Z tal que End(Z7) =
I‘IOIIl(Z7 Z) = {OZ,Z}-

Note que a soma direta de objetos € tinica a menos de isomorfismo.
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Lema 3.14. Seja C uma categoria monoidal K-linear, (X,)aecn uma familia de objetos
de Ce (po:S — Xa,qa: Xo = S)acr € (0,0 S — Xond,: Xa — 5 )aen duas
somas diretas de (X )acn, entdo f =3 .\ qoDa: S — S’ € o tinico isomorfismo tal que
Pof =Dae fqa = b, Yoo € A, também sua inversa é [~ =3 _\ qabl

Demonstragdo. Suponhamos que existe um isomorfismo f: .S — S’ tal que p), f = pa

e fqa = gy, Va € A. Entdo f = p[,fqs = pLq5 = dapid, 10go >_, scr quPofasps =
Y BeA 00,800P8 = D aen GnPa- Mostremos que este é um isomorfismo, temos que

(Z q;pa) (Z qﬁp’g> = > d\patspls

aEA BeEA o,BeEN

= Z 5o¢,6 q(,xp/ﬁ

a,BEA

=> d.ri,
a€eA

—id,

e de forma andloga temos que

(Z QBP,IB> (Z q’apa> = id,
BeA aEA

logo [~ = 3" GaPl- Por fim, note que

vof =10l > dspp

BEA

= phdsps

aeA

= Z 501,5])5

aEA
= Pa;

e analogamente temos que fq, = q;. [
A soma direta pode ser passada para fora de um Hom, conforme o lema a seguir.

Lema 3.15. Seja C uma categoria monoidal K-linear, (X,)ocp uma familia de obje-
tos de C que possui uma soma direta ¢ Y € Ob(C). Entdo Hom(®yep Xy, Y) =
DacaHom(X,,Y) e Hom(Y, ®ocrXa) = GaeaHom(Y, X,).

Demonstracdo. Seja (po: Pacr Xa = XarGa: Xoa = PacarXa)aca uma soma direta
de (X4 )aeca. Considere o mapa

P Hom(@aEAXom Y) — @QEAHOIH(XO“ Y)
f — (fQOz)aGA
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este € um isomorfismo de K-espagos vetoriais, de fato, sua inversa é

pois

e também

¥

: @QEA HOII'I(XQ, Y) — Hom<@a€AXom Y)

(ga>a€A — Zgapa
a€N

e 'o(f) = ¢ (fda)aer

= ftapa

acA

=) apa

a€eN

:f7

20 (ga)acr = (Z gﬁm)

BEA

(o))

= (Z 504,59,3)
peA aEA

= (ga)aEA-

Analogamente, temos um isomorfismo

Y Hom(Y, ®aecrXa) — BaeaHom(Y, X,)

f — (paf)aeA

o que conclui a demonstragao.

]

Uma categoria monoidal K-linear € dita aditiva se possui soma direta para qualquer
familia finita (possivelmente vazia) de objetos. Numa categoria aditiva podemos formar
somas diretas por iteragcdes.

Lema 3.16. Seja C uma categoria monoidal K-linear aditiva. Dadas duas faml’lias

(Xa)aca € (X3)sep de objetos de C, com A e B nao vazios, (py: St — X}, ¢}

S1)aca uma soma de direta de (X} )aca, (05 S2 — X5,q3: X5 — S2)gen uma soma
direta de (X Jgep e (P T — S;,Q;: S; — T)icq1,2y uma soma direta de (Si, Ss).
Seja C' = A x {1} U B x {2}, entdo a familia (p P;, Qi¢.)(v.ec € uma soma direta de

(X;)(%i)ec

Demonstragcdo. Temos que

P, PQ;q) = 0i;0.q)
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- 51'7]' 5%nid,

e também
> QPP =) QuatphPi+ Y QqipiP
(v,2)eC acA BEB
= (Z qui) P+ Q> (Z qu,%) P
acA BeB
= Q1P + Q2P
= id.
]
Exemplo

Pelas consideracdes anteriores, uma soma direta em Vecty para uma familia ndo-vazia e
finita de espagos vetoriais (X, )aca € dada pelo produto S =[], ., X, com as inclusoes
o Xa = [1gep X dadas por ¢ (74) = (75)sen, em que 75 = 0 € X se 3 # a, e com
as projegdes po: [[3ec4 X — Xo dadas por pa((25)sen) = 7o Esta categoria possui
objeto zero, que é o espago vetorial nulo {0}, portanto, Vecty € aditiva.

Equivaléncia entre definicoes de objeto zero

Esta secdo ndo € necessdria para as demais e pode ser pulada com seguranca.

Verifiquemos que as duas defini¢cdes de objeto zero sdo equivalentes em categorias
monoidais K-lineares. Para categorias em geral (ndo precisam ser monoidais ou lineares)
temos as seguintes defini¢des:

Definicao 3.17. Dada uma categoria C, um objeto inicial, se existir, ¢ um objeto [ tal que
Hom(I, X') é ndo-vazio e possui um tdnico elemento, ou seja, #Hom(/, X) = 1, para
todo objeto X de C. Um objeto terminal € o dual de um inicial, ou seja, € um objeto que
€ inicial na categoria dual, em outras palavras, se tal objeto existir, ele € um objeto 7" de
C tal que #Hom(X,T) = 1, para todo objeto X de C. Um objeto zero € um objeto que
¢ inicial e terminal.

Fixemos uma categoria monoidal K-linear C.

Seja Z € Ob(C) um objeto zero no sentido de ser inicial e terminal, como C é catego-
ria monoidal K-linear entdo para todo objeto X os conjuntos Hom(Z, X)) e Hom(X, Z)
sdo espacos vetoriais, como Z € inicial e terminal entdo esses espacos vetoriais t€ém
um unico elemento, que necessariamente € o vetor nulo, logo Hom(Z, X) = {0z x} e
Hom(X, Z) = {0x 2}, em particular temos que End(Z) = {0z 2}

Agora seja Z € Ob(C) um objeto tal que End(Z) = {0z 2}, como C é categoria
entdo temos a flecha idy € End(Z), logo id; = 0z 7. Como C é categoria monoidal
K-linear entdao Hom(Z, X)) e Hom(X, Z) sdo espagos vetoriais, para todo X € Ob(C),
em particular 0z x € Hom(Z, X) e Ox z € Hom(X, Z), logo eles possuem pelo menos
um elemento. Seja f: Z — X uma flecha de Hom(Z, X), como id é flecha identidade
entdo f = f oidyz, masidy = Oz, logo f = fo0zz = 0Ozx, 0 que conclui que
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Hom(Z, X) = {0z x}, como X ¢ arbitrario entdo isso implica que Z é objeto inicial,
analogamente podemos mostrar que Z € objeto terminal.

Com isto podemos concluir que um objeto Z € Ob(C) € inicial e terminal se, e
somente se, End(Z) = {0z.2}.

3.4.3 Categorias Pre-Fusion

Primeiro precisamos definir o que sdo objetos simples.

Definicao 3.18. Seja C uma categoria monoidal K-linear, um objeto simples € um objeto
X € Ob(C) tal que dim(End (X)) = 1.

Para alguns autores isso € chamado de objeto absolutamente simples ou objeto escalar.
Para X objeto simples, considere a transformacao linear

K — End(X)
k> kidy

ela é isomorfismo, de fato, como dim End(X) = 1 entdo End(X) # 0, como C ¢ cate-
goria entdo ha a flecha idy € End(X), se idx = Ox x entdo End(X) = 0, mas este ndo
¢ o caso, logo idx # Ox x e entdo o subespaco (idy) de End(X) gerado por idx tem
dimensao 1, portanto, End(X) = (idx) = K{idx }, assim a transformacao linear anterior
¢ sobrejetora. Ela € injetora pois se kidx = Ox x entdo k = 0, pois se k # 0 entdo é
inversivel, pois K é corpo, logo idx = k~'kidx = k~'0x x = Ox x, absurdo, logo k = 0
e a transformacéo tem kernel {0}, de onde segue que é injetora. Isso conclui que ela é
bijetora, e, portanto, isomorfismo.
Com isto podemos definir o que sdo categorias pre-fusion.

Definicao 3.19. Uma categoria monoidal K-linear C € pre-fusion se hd um conjunto / de
objetos simples de C satisfazendo as seguintes condicoes:

() 1el;
(b) Hom(i, j) = 0 para distintos 7, j € I;

(c) para todo X € Ob(C) existe um conjunto finito A e uma familia (i,)qecp, cOm
io € I,V € A, tal que X € soma direta dessa familia de objetos simples, ou seja,
existe uma familia (po: X — 40,0 ta — X)aea de flechas em C que é soma
direta de (in)acA-

Note que, em (c), pode ocorrer que ¢, = ig para a # 3. Segue desta defini¢cdo o
seguinte lema.

Lema 3.20. Dado um objeto simples de uma categoria C pre-fusion, ele é isomorfo a um
tinico elemento de 1.

Demonstragcdo. Seja j € Ob(C) um objeto simples, por (c) existe uma familia (i )qen de
objetos de I da qual j é soma direta. Essa familia ndo é vazia pois, como dim(End(j)) =
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1, entdo j ndo é objeto zero. Dados quaisquer «, 5 € A, temos que ¢,p, € End(j), como
J € simples entdo 3!k, € K tal que g,p. = k,id;, compondo com pg € g temos que

PaGaPads = Pp(kaid;)qs
= kapBQB
= k,id

189

mas, por outro lado,

PpGaPaldp = (6ﬁ,aidia)(5a,ﬁidi5)

= Oa,pid;g,
logo kuid;, = 0a,pid; 4> €OmMo i € objeto simples entdo k., = a5, €sta equagdo deve valer
para quaisquer «, 5 € A, o que s6 € possivel se A é unitério, digamos que A = {a}, e
ko, = 1. Como s6 hd um «, convém abandonar o indice « da notacao. Dessa forma, a soma
direta é um par de flechas (p: j — i,q: ¢ — j), para algum ¢ € I. As condig¢des de ser
soma direta se tornam neste caso em ¢p = id; € pg = id;, ou seja, p e ¢ sdo isomorfismos,
com p~! = ¢, dai j é isomorfo ao objeto i € I. Este i é tinico, suponhamos que exista
um objeto i’ € I, i’ # i, tal que j é isomorfo a 7/, e seja f: j — i’ um isomorfismo, entdo
fq:i— i éflechade Hom(i,?') = {0;+},logo fq=0;s = f= fqq ' =0;0q' =
0,4, eentdo id; = f~1f = f~10;+ = 0,;, absurdo, pois j é objeto simples. Isto conclui
que para todo objeto simples j € Ob(C) 3!i € I tal que j é isomorfo i. O

Devido a esta propriedade o conjunto / é chamado de conjunto representativo de ob-
jetos simples. O lema a seguir mostra que podemos enfraquecer a condi¢ao 1 € [ para 1
é objeto simples. Isto serd utilizado no final do capitulo §]

Lema 3.21. Seja K um corpo, C uma categoria monoidal K-linear aditiva e I um con-
junto representativo de objetos simples de C, satisfazendo as seguintes propriedades:

o 1 ¢ésimples;
e para quaisquer i, j € I com i # j vale que Hom(i, j) = 0;

e todo objeto de C é isomorfo a soma direta de uma familia finita (i, ).ca de objetos
de I.

Entdo podemos trocar por 1 o tinico objeto iy € I isomorfo a 1, obtendo assim um
conjunto 1" de forma que para I’ sdo satisfeitos todos axiomas de categoria pre-fusion.

Demonstragcdo. Como 1 € objeto simples entdo € isomorfo a um tnico objeto de 7, sejam
ip este objeto, ¢: ig — 1 um isomorfismo e I’ = (I \ {ip}) U {1}. Sejami,j € I’
com i # j, se ambos sdo distintos de 1 ja sabemos que Hom(i,j) = 0,se i = 1 e
f € Hom(1,7), entdo fi € Hom(ig,j) = 0,logo f = (f)p™' =00 o~ =0, logo
Hom(1, j) = 0, analogamente segue que Hom(7, 1) = 0 para qualquer ¢ € I’ com i # 1,
logo Hom(4, j) = 0 para quaisquer i, j € I’ com i # j.

Agora seja X um objeto de C, suponhamos que X nio é objeto zero, entdo existe uma
familia (i4)aca, onde i, € I e A é um conjunto finito ndo vazio, tal que X é isomorfo
a @pecale. Sem perda de generalidade podemos assumir que 0 ¢ A, evitando assim
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ambiguidades. Seja (po: Daca la — o, Ga: la —> BacAla)aca @ soma direta da familia
(ia)aca, de forma que pags = dapid e Y 4 qaPe = id. Seja A" = {a € A @ iy = o},
seja fo = 1id;, sea ¢ A'e fo, = psea € A, esejai’, = cod(f,), isso define uma
familia de isomorfismos (fu: iq — 7'4)aca, €ntdo isso dd uma soma direta (p/,,, ¢, )aca
para a familia (7',)aca com @', € I, em que p/,, = fapa € ¢, = quf; ', de fato, temos
que

Pald's = fapatsfs'

= 5a,5fafojl
= 0q,1d
e
Y dal o= dafa" fapa
acA acA
- Z qaPo
acA
=id.
Observe que dom(p,) = Bacaia = dom(p,), entdo podemos escrever Goecai’s =
Bacala, 1020 X = Dcat’,. Isso conclui que C satisfaz aos axiomas de categoria pre-
fusion. ]
Exemplo

A categoria FinVecty € pre-fusion, em que I = {K}, assim / = {1}, de forma que as
condicoes (a) e (b) de ser pre-fusion sdo triviais. A condi¢do (c) segue de todo espaco
vetorial ser caracterizado por sua dimensao, assim se X € espaco vetorial de dimensdo n
entdo X € isomorfo a uma soma direta de n cépias de K.

3.4.4 Categorias monoidais lineares nao-degeneradas

Numa categoria C com 1 simples temos que End(1) = K, entdo dado um pareamento
w: X®Y — 1 ele induz uma transformagao linear Hom(1, X)®@Hom(1,Y) — End(1)
em Vecty, dada por f ® g — wo (f ®g), Vf € Hom(1,X) e Vg € Hom(1,Y).
Compondo com o isomorfismo anterior isso resulta em um pareamento Hom(1, X) ®
Hom(1,Y) — Kem Vectg. Se w é ndo-degenerado, ndo necessariamente o pareamento
induzido em Vectg é ndo-degenerado, porém, se isso vale para qualquer w: X ® ¥ —
1 ndo-degenerado entdo a categoria C é dita ndo-degenerada. E uma propriedade de
categorias pre-fusion que elas sdo ndo-degeneradas, para maiores detalhes veja o livro
[21]].

3.4.5 Categorias Fusion Pivotais

Como ndo foi discutido com detalhe o que sdo categorias rigidas, nos restringiremos a
definir o que sao categorias fusion pivotais.

Definicao 3.22. Uma categoria fusion pivotal € uma categoria C pre-fusion e pivotal tal
que o conjunto representativo de objetos simples [ € finito.
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Exemplo

Como FinVecty € categoria esférica e pre-fusion, com / = {K}, ento ela é categoria
fusion esférica.

Lema 3.23. Dada uma categoria fusion pivotal C e um objeto simples i € 1, o dual i*
ndo é necessariamente um elemento de I, porém ele é simples e existe um tinico objeto
simples i° € I tal que i* = i°. Além disso, i — i° é involugdo, ou seja, (i°)° = i.
Demonstragcdo. Basta mostrar que ¢* € simples, pois a existéncia e unicidade de :° se-
gue entdo do lema Por definicao, End(:*) = Hom(:i*,i*), e temos o isomorfismo
Hom(i*,7*) = Hom(4, %) dado por

Hom (i*,i*) — Hom(i,1)

l

a

/

?

fHAfA

logo End(*) = End(i) = K, daf i* é simples. Além disso, como ** = i entdo (i°)° =
7. [

3.4.6 Particoes por Objetos Simples

Seja C uma categoria pre-fusion. Dado um objeto X € Ob(C), pela propriedade (c) de
categoria pre-fusion, existe um conjunto finito A e uma familia (i, )aeca, com i, € 1, tal
que X ¢é isomorfo a soma direta de (i,)aca, nO sentido de que temos uma soma direta
(pa: Bach ta — o, o’ ta — @aGAia)aeA e X = Pacrla-

Para cada j € Ob(C) objeto simples, seja A; = {a € A : i, = j}. Enfatizo que
pode ocorrer que i, = ig para & # (3, logo A; pode ndo ser conjunto unitdrio. Entdo, para
i €1, (Pa: Bach la — 1)aca, € uma base de Hom(Ppepia, ) € (o i — Pacrla)aca; €
uma base de Hom (i, nenis). De fato, seja f € Hom(®aepia, 1), entdo

F=1> tapa

aceA

- Z fqapaa

a€el
mas fq, € Hom(i,, i) = §;, ;Kid;, logo fg, =0se a ¢ A; eparacadaa € A; 13k, € K
tal que fq, = k,id;, portanto,
f = Z kapaa

a€EAN;

isso conclui que (P, )aca, gera Hom(®aepia, 7). Mostremos que esse conjunto € L.i., dada
uma familia (k,)aea, com k, € Ktal que ) . A, kapa = 0, temos que, para qualquer
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B e,

0= Z kozpaQ,B

aEN;
= kabasid;
acl;

= kgid,,

como ¢ € objeto simples entdo kg = 0, V5 € A;, com isto temos que (p,)qca, € base de
Hom(@aenia, i), analogamente podemos mostrar que (¢, )aca,; € base de Hom (i, Gocaia)-

Agora seja j € Ob(C) um objeto simples, entdo existe um unico objeto i € [
isomorfo a j, sejam ©: 1 — j e ¢: X — Paeplo isomorfismos, entdo segue que
(Pa)aca, € base de Hom(X, i) e (¢ 'gath™")aca, € base de Hom(i, X). Seja N;¥ =
dim Hom(X, j), dos resultados anteriores temos que

N;* = dim Hom(X,, j) = dim Hom(j, X) = #A;.

Dado X € Ob(C), uma [-particdo de X é uma familia (p,: X — in,Ga: ia —
X)aea que é uma soma direta de uma familia (i, )aen, com i, € I. Conforme a propri-
edade (c) de categoria pre-fusion, temos uma soma direta (po: Daca la = fas o’ ta —
Dachla)acs € um isomorfismo ¢: X — Dacpia, segue que (Do, © 'qa)acs € uma I-
particao de X.

Para j € Ob(C) objeto simples e X € Ob(C), uma familia (po: X — j,qa: j —
X)aca tal que (pq)aca € base de Hom(X,7), (¢a)aca € base de Hom(i, X) e pogs =
0q,51d € dita uma j-parti¢do de X. Os resultados anteriores mostram que podemos obter
j-particoes a partir de [-particdes. Vale também a reciproca, no sentido de que a unido
das ¢-particdes de X, para cada ¢ € I, forma uma /-particao de X. Antes de mostrar isso
convém provar o seguinte resultado:

Lema 3.24. Dada uma categoria pre-fusion C com conjunto representativo de objetos
simples I e objetos X,Y € Ob(C), vale que

Hom(X,Y) = 5 Hom(X, i) @ Hom(i,Y),
iel
em particular, a dimensdo de Hom(X,Y') é
dim Hom(X,Y) = Y NN
iel

Demonstracdo. Pela propriedade (c) de categoria pre-fusion temos duas familias (74, )ac4
e (jg)pen, com iy, jg € I e A e B conjuntos finitos, somas diretas (p,: Paca la —

fas Qo Ga = Pacala)aca € (P31 ©pen jp — Js:qs: Js — Dpenlp)pen tais que X =
@aeAioa eY = @ﬁijB. Com isto,

Hom(X,Y) = Hom <@ la, @jﬁ)

acA peB
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~ P @ Hom(ia, js)

a€A BeEB

= @ EB 0i g5 K

a€A BeB

DD D s K

acA BeB i€l

DD D((...K) @ (5;,K))

acA BeEB i€l

(@ ) (;9; &)

&P Hom(X, i) ® Hom(i,Y),

iel

12

12

12

I

e como dim Hom(X, i) = N;* e dim Hom(¢,Y) = N} entdo
dim Hom(X,Y) = Y NN
el
]

Corolario 3.25. Seja C uma categoria pre-fusion com conjunto representativo de objetos
simples I. Dados objetos X,Y € Ob(C) e I-parti¢oes (pl,: X — i,¢%: i = X)icl.aca;
de X e (p: Y = i,q5: 17— Y)icrpen, entdo (qapy)icr,aca, ses, € base de Hom(X,Y').

Demonstragdo. Primeiro mostremos que esse conjunto é Li. Seja (k7 g)icl.acA; peB; UMa
familia de elementos de K tal que

D hustars =0,
i€l,a€A;,BEB;
entdo para quaisquer j € I,y € A; en € B; temos que

0 = Z kl /Bp')/Qszﬂqr]

i€l,a€A;,BEB,;

= Y K g01300,01508,1d;

iel,acA;,BEB;

_1.J iA.
—k%nld],

como j ¢ objeto simples, entdo k7, = 0. Isso conclui que (¢/ip%)icr.aca, seB, € Li., além
disto, essa familia tem tamanho

Z(#Ai)(#Bi) = Z Nz‘XNz‘Y

= dim Hom(X,Y),

logo é base de Hom(X,Y). O
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Agora mostremos que a unido de i-parti¢des, para cada ¢ € I, forma uma /-particao.
Seja C uma categoria pre-fusion, X € Ob(C) e paracadai € I seja(pl,: X —i,q': 1 —
X)aeca, uma i-particio de X, queremos mostrar que a familia (p’,: X — i,q¢%: 7 —
X)ier.aca, € uma [-particido de X. Temos que pgqg): j —i,sei # jentdo Hom(i, j) = 0,
e se ¢ = j entdo usando que € i-particao temos que pgqg = 0q,1d, logo

plo[q% = 51'7]'50(’51(1.
Por fim, pelo corolario temos a base (qépiﬁ)ie I.a,8c4,, €ntdo podemos escrever id x como
dy = > hopdaph,
i€l,a,BEA;
entdo, para quaisquer j € I, v, n € A;,

| J — i PR
Pay = Y kusdse,
iel,a,BEA;
= Y K s6i0an0said;
ie]7avﬁeAi
_ g
o k%n’
mas P%q;} = 0, logo k@y,] = 0,,, com isto,

idy = ) dapdirh

z’EI,a,BGAi

= > q.ph

i€l,a€A;

isso conclui que (p,: X — i,¢%,: i = X)icr.aca, € uma [-parti¢do de X.

3.4.7 Calculo Grafico para Categorias Pre-fusion Pivotais

Fixemos uma categoria pre-fusion pivotal C. O cdlculo grafico para essas categorias pre-
fusion € uma forma de representar graficamente somas envolvendo i-particdes para algum
i € Ob(C) objeto simples. Sejam X, i € Ob(C) objetos em que i é simples. Dada uma
i-particio (pa: X — 1,¢a: @ = X)aea de X, denotemos por [p,, ¢,] um diagrama que
contém um p, € um ¢q,, em duas partes especificas do diagrama, e que s6 depende de o
por meio destes p, € q,. Em particular a ordem € importante, ndo podemos esperar que
valha [pa, ¢a] = [qa, Pa]. Mostremos que a soma

> [pa: 0]

acA

ndo depende da i-particdo. Seja (pl,: X — 4,¢.,: i — X)aca outrai-particdo de X, como
(Pa)aca € base de Hom(X,7) e (¢a)aca € base de Hom(i, X) entdo podemos escrever p.,

e ¢, como
Do = Haspp
BeA
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q; = Z Ho,s49p-

BeA

Por outro lado, (p),)aca € (¢),)aca também sdo bases de Hom (X, i) e Hom(i, X), respec-
tivamente, entdo podemos escrever p,, € g, COMO

Pa =Y Nyl

BeA
e
Qo= > o 50,
BeA
entao
Pa= D Nop¥i
BEA
= Z )‘:1,6 Z AByDy
BeA yeA
-3 (St o
yEA \B€A
logo

Z A;ﬁ)‘ﬁﬂ = da,y
BEA

analogamente temos que

Z )\a,ﬂ/\%ﬁ = 50(,7’
BeA

ou seja, A" = [X, slapca € matriz inversa de A = [\q gl pca, € da mesma forma segue
que M" = [p;, gla,pca € matriz inversa de M = [fiq,la,pea-
Pela propriedade pj,qj; = dq,5id; temos que

(50{751(17; = <Z )\a,’yp'y) (Z /%’m%)

YEA neA

= Z Aoy 48,0Pyn

YMEA

= Z Ay H8.n0yn1d;

YMEA

= Z Aay g yidi,

vEA

como ¢ € simples entdao

> Aantiss = bagp.

yEA
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Utilizando que p,qp = 04 id; obtemos a identidade

Z/\a vuﬁv 0o 5

yEA

Essa duas ultimas equag¢des podem ser escritas em notagdo matricial como AMT = Id e
AN'M'™ =1d, em que Id = [d4,]a,sc4 € a matriz identidade. A equagdo A'M'T = Id é
equivalente a MTA = Id, portanto, MT = A~!. Com isto temos que

PDRAEDS [ZA ﬁpﬁ’zﬂav‘h]

acA acA [ BeA YEA

=35 3] DRI Vv

BEA~NEA \a€cA

_ZZ (ATM)g4(ps: 4]

BeAyEA

= ZZ (Id)s[ps> ¢1]

BeAvyeA

= Z Z 06.+[Ps: -]

BeAveA

= [ps. q5]

BeA

= Z[pana]-

a€cA

Com este resultado podemos introduzir o cédlculo grafico para categorias pre-fusion. Uma
soma de diagramas ) __ ,[Pa, ¢a] serd representada por

acA

A parte em cinza é todo o resto de diagrama, que ndo depende de o. No diagrama da
direita ndo se escreve a soma em A e ndo se faz referéncia a uma ¢-parti¢io, pois o resul-
tado ndo depende da ¢-parti¢do utilizada para calculd-lo. Um exemplo da forma que esses
diagramas podem assumir € dado abaixo.
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a€A f f

A seguir serdo dadas algumas propriedades elementares desse cdlculo grafico, para
mais resultados veja o livro [21]].

Propriedades

Fixemos objetos X, 7 € I, com i simples, e uma i-parti¢do (p,: X — 1,¢%: i = X)aea,
para cada i € I. Pela propriedade p},qj = da,sid;, em particular temos que p/,¢., = id;,

logo
Y phae =) id;
aGAi C!GAi
= (#A;)id;
= N¥id;,

no calculo grafico isso é expressado como

Sabemos que se i € [\ {1} entdo Hom(1,i7) = 0 e Hom(i, 1) = 0, para f €
Hom(1, X) e g € Hom(X, 1) temos entdo que p’, f = 0 € gq’, = 0, logo

J=1idxf
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=3 .t

icl acA;

=) it

acAg

0o que graﬁcamente S€ €SCreve como

X

1)

e analogamente temos que

g
X
AX
;X
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Capitulo 4

Categoria de Representacoes de uma
Algebra de Hopf

Neste capitulo serd definida a categoria de representacdes de uma dlgebra de Hopf e sera
mostrado que para o Drinfeld Quantum Double sua categoria de representacdes € uma
categoria fusion esférica. Algumas referéncias para este assunto sao [13[], [14], [9], [[7] e
[16], porém muitos resultados foram baseados nas notas Modular Tensor Categories from
Quantum Doubles of Finite Groups de Ulrich Pennig [19].

Primeiro precisamos de algumas defini¢des e resultados sobre representagdes de gru-
pos e de dlgebras. Somente estaremos interessados em representagdes de dimensao finita,
muitas vezes isso estard implicito.

4.1 Representacoes

Definicao 4.1. Seja G um grupo finito. Uma representacdo de G é um par (V, p) em que
V' € um C-espago vetorial e p: G — Aut(V') é um homomorfismo de grupos.

Definicao 4.2. Seja A uma algebra sobre C. Uma representacao de A é um par (V, 7) em
que V' é um C-espago vetorial e 7: A — End (V') € um homomorfismo de dlgebras.

As duas defini¢Oes sdo bastante semelhantes. Note que na defini¢do de representagao
de grupos, se temos um p: G — End(V) que é homomorfismo de mondides, segue
entdo que Imp C Aut(V), neste sentido poderiamos ter escrito End(V') no lugar de
Aut(V). Temos também que toda representacdo de grupo estd em correspondéncia com
uma representacao de dlgebra.

Lema 4.3. Seja G um grupo finito, as representacoes do grupo G estdo em corres-
pondéncia com as representagoes da dlgebra de grupo CG.

Demonstracdo. Seja (V, p) uma representaciio do grupo G, isso permite construir um
homomorfismo de dlgebra ,: CG — End(V/), para isso basta definir 7, sobre G, que
é uma base de CG, entdo tomamos 7,(g) = p(g) € End(V). E simples verificar que
isso define um homomorfismos de élgebra, pois 7, € linear e preserva o produto em CG
devido a p ser homomorfismo de grupos.

Por outro lado, dada uma representacgio (V, w) da dlgebra de grupo CG, também po-
demos construir um homomorfismo de grupos p,: G — Aut(V'). Para cada g € G temos
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um endomorfismo 7(g): V' — V/, este é além disso um automorfismo, pois como 7 é ho-
momorfismo de dlgebra entdo w(g)7(g7') = m(gg~') = 7(e) = idy e, da mesma forma,
(g Ym(g) = idy, logo w(g)~' = 7(¢g~!). Logo, podemos tomar p,(g) = 7(g), como
7 preserva o produto em CG entdo isso define um homomorfismo de grupos p,: G —
Aut(V).

Temos que p = p,, e T = 7, , ou seja, essas construgdes estabelecem uma cor-
respondéncia biunivoca entre representagdes do grupo GG e representacdes da dlgebra de
grupo CG. [

Além dessa relacdo entre representacdes de grupos e de dlgebras, uma dlgebra €, em
particular, um anel e podemos entender representacdes de dlgebras como mddulos. Em
particular, toda representacao de um grupo G corresponde a uma representacao da algebra
Cd e, portanto, a um CG-médulo.

Lema 4.4. Seja A uma dlgebra e (V, ) uma representagdo de A, entdo o homomorfismo
m: A — End(V) determina uma estrutura de A-médulo a esquerda em V.

Demonstracdo. Seja A uma algebra e (V, 7) uma representacdo dessa dlgebra. O homo-
morfismo de dlgebra 7 permite dar a V' uma estrutura de A-mdédulo a esquerda. Como
V' € um espaco vetorial, em particular € um grupo abeliano (V, +,0), para torni-lo um
A-médulo a esquerda resta construir um produto por escalar -: AxV — V. Dadoa € A,
temos um endomorfismo w(a): V' — V, entdo tomemos a - v := 7(a)(v) € V, isso define
o produto por escalar. Verifiquemos que com este produto V' tem estrutura de A-médulo
a esquerda, temos que:

e a-(v+v)=mn(a)(v+)=m(a)(v)+7(a)(V)=a-v+a-0;
e (a+d)v=mn(a+d)(v) = (m(a)+n(d))(v) =m(a)(v)+7(d)(v) =a-v+ad - v;

e (ad)-v=m(ad)(v) = (m(a)om(d))(v) =a-(d -v);

4.1.1 Intertwiners

Um intertwiner € um morfismo entre representacoes.

Definicao 4.5. (intertwiners para representagdes de grupos) Dado um grupo G, um in-
tertwiner 7: (V,p) — (V' p’) entre duas representacdes (V, p) e (V',p') do grupo G é
uma transformacao linear tal que Vg € G o seguinte diagrama comuta

V—mV
&,T o'(g) &,T

ou seja, Tp(g) = p'(9)T-
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Definicao 4.6. (intertwiners para representacdes de dlgebras) Dada uma dlgebra A, um
intertwiner 7: (V, ) — (V',7’) entre duas representacdes (V, ) e (V/,7') de A é uma
transformacio linear 7: V' — V" tal que Va € A o siguinte diagrama comuta

ou seja, T'm(a) = 7'(a)T.

4.1.2 Irredutibilidade e Subrepresentacoes

Definicao 4.7. Dado um grupo G e uma representagao (V, p) desse grupo, um subespaco
W C V € dito p-invariante se p(g)(w) € W, Vg € G,Yw € W. A representacdo (V, p) é
dita irredutivel se os tinicos subespacgos p-invariantes sdo 0 e V.

Definicao 4.8. Dada uma dlgebra A e uma representacdo (V,7) de A, um subespaco
W C V é dito m-invariante se w(a)(w) € W, Va € A,Vw € W. A representagdo (V, )
¢ dita irredutivel se os Unicos subespacos m-invariantes sao 0 e V.

Note que uma representacdo (V,p) de um grupo G € irredutivel se e somente se a
representacdo (V, 7,) da dlgebra de grupo CG ¢ irredutivel.

Dada uma representacao e um subespaco invariante podemos restringir a representagao
original a esse subespaco. Mais precisamente, dado um grupo (G, uma representagdo
(V, p) e um subespago p-invariante W C V, temos a subrepresentagdo (I, p’) em que
P G — Aut(W) é o homomorfismo em que p'(g): W — W € o automorfismo dado
por p'(g)(w) = p(g)(w). Da mesma forma, dada uma algebra A, uma representagiao
(V,m) de A e um subespaco w-invariante W C V, temos a subrepresentacdo (W, ') em
que 7': A — End(W) é o homomorfismo de dlgebra dado por 7'(a)(w) = w(a)(w).

Ha também a nocdo de representacdo indecomponivel, que nao deve ser confundida
com representagdo irredutivel. Para grupos finitos temos que uma representacao € irre-
dutivel se e somente se é indecomponivel.

4.1.3 Somas diretas

A partir de duas representacdes é possivel obter uma terceira que € a soma direta dessas
representacdes. Por outro lado, podemos utilizar somas diretas para decompor representa-
coes em representacoes mais simples.

Definicao 4.9. Seja G um grupo e (V}, p;)ic; uma familia de representacdes de G' em que
I € um conjunto finito ndo vazio. Definimos a soma direta dessa familia, denotada por
®ic1(Vi, pi), como sendo a representagdo (B Vi, p') em que p': G — Aut(®;e/V;) é 0
homomorfismo de grupos dado por p'(g) = @icrpi(g), que é o automorfismo dado por

P'(9)((vi)ier) = (pi(g9)(vi))ier-

Definicao 4.10. Seja A uma algebra e (V;, 7;);c; uma familia de representacdes de A em
que / € um conjunto finito ndo vazio. Definimos a soma direta dessa familia, denotada
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por ®;cr(V;, m;), como sendo a representacdo (®;e;V;, ') em que 7': A — End (@, Vi)
¢ 0 homomorfismo de dlgebras dado por 7’'(a) = @;erm;(a), que é o endomorfismo dado
por 7'(a)((vi)ier) = (mi(a)(vi))ier-

Um grupo G em que toda representagdo (V, p) de G é isomorfa a uma soma direta
finita de representacdes irredutiveis € dito um grupo semi-simples. Semelhantemente,
uma dlgebra A é dita semi-simples se toda representagdo (V,7) de A é isomorfa a uma
soma direta finita de representagdes irredutiveis de A. Ao invés de dizer “isomorfa a uma
soma direta ...”utilizaremos comumente a expressao ‘“se decompde como soma direta ...”,
com o mesmo significado. O teorema de Maschke diz que todo grupo finito € semi-
simples.

Teorema 4.11 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo finito, entdo toda representacdo
de G se decompde como soma direta de representacdes irredutiveis.

Demonstracdo. Seja (V, p) uma representagdo de G. Se a representagdo € irredutivel
nao ha o que mostrar, suponhamos que a representacao nao € irredutivel, entdo existe um
subespaco W C V p-invariante com W # 0 e W # V. Entdo temos uma subrepresentacao
ndo trivial (W, o), em que p': G — Aut(WV) é dado por p'(g)(w) = p(g)(w).

Agora queremos uma subrepresentacio que complemente a (W, p'). Seja P: V — V
uma projecdo de V em W. Por exemplo, dada uma base {w; }&% "W de W, ela pode ser
estendida a uma base {vi}?i:“jlv com v; = w; para 1 < ¢ < dim W, entdo podemos definir
a projecio P por P(w;) = w; se 1 < i < dimW e P(v;) = 0sed > dimW. E
verdade que V' = W & ker P, como espagos vetoriais, porém queremos uma soma direta
de representagdes. Mas a transformacao linear P pode nao ser um intertwiner, devido a
isto, considere a projecdo P': V — V dada por

1 _
P/(v) = = > o) Po(h ™))
Gl
esta € uma projecdo sobre W, pois P é projecdo sobre W e este é um subespago p-
invariante. Esta projecdo é um intertwiner: seja g € (G, queremos mostrar a comutativi-
dade do diagrama

v Ay
F

dado v € V, temos que



= p(g)m > (W) Pp(h ) (v)

h'eG
= p(g9)P'(v).

Sendo P’: (V,p) — (V,p) um intertwiner, ker P’ é um subespago p-invariante: seja
z € ker P'ege G,entdo P'p(g)(z) = p(g)P'(2) = p(g)(0) = 0, logo p(g)(z) € ker P'.
Portanto, temos uma subrepresentacdo (ker P’, p”) onde p”: G — Aut(ker P’) é dado
por p"(g9)(z) = p(g)(z). Além disso, V = W @ ker P’ (soma direta interna): dado
v € V, podemos escrever v = P'(v) + (v — P’(v)), como P’ é projecao sobre IV entdo
P'(v) € W, também v — P’'(v) € ker P’, pois

P'(v = P'(v)) = P'(v) = P'(P'(v))
= P'(v) — P'(v)
— 0,

logo V =W +ker P’, além disso a soma € direta, pois se v € W Nker P’ entdo, como P’
é projegdo sobre W e v € W, P'(v) = v, mas v € ker P/, logo P’(v) = 0, assim v = 0.
Por fim, temos um isomorfismo de representagdes ¢: (V,p) — (W, p') @ (ker P', p")
(soma direta externa), dado por

p(v) = (P'(v),v = P'(v)),

¢ simples mostrar que isto € uma transformacao linear, e pelas consideracdes anteriores ¢
¢ uma bijecao, logo € isomorfismo de espacos vetorias. Também € simples verificar que €
um intertwiner, assim ¢ € isomorfismo de representagdes.

Note que dim P’ < dim V/, entdo podemos aplicar os mesmos argumentos a (ker P’, p”)
e por inducdo finita concluir que (V, p) é isomorfo a uma soma direta finita de representa-
coes irredutiveis de G. [l

Corolario 4.12. Seja G um grupo finito, entdo toda representacdo de CG se decompie
em soma direta de representacoes irredutiveis.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Maschke G é semi-simples, também as representagdes
de CG estao em correspondéncia com as representagdes de GG. Seja (V, p) uma representa-
¢do de G, entdo temos a representagdo correspondente (V,7,) de CG. Digamos que
(V. p) seja irredutivel, entdo (V, 7,) também ¢ irredutivel, de fato se W C V' é um espago
T,-invariante entdo para quaisquer w € W e g € G vale que 7,(g)(w) € W, mas
7,(9)(w) = p(g)(w), logo W € p-invariante, como (V, p) ¢ irredutivel entdo 1V = 0 ou
W =V, logo (V,7,) é irredutivel.

Agora, sem supor irredutibilidade de qualquer representacdo, digamos que haja um
isomorfismo ¢: (V) p) — @;c;(V;, pi), para I conjunto finito ndo vazio e (V;, p;) represen-
tacdo de G, isto é também um isomorfismo ¢: (V,7,) — @ier(Vi, m,,), de fato é um
isomorfismo de espaco vetoriais ¢: V' — @;c;V; e também é um intertwiner pois como
7,(9) = p(g) e m,,(9) = pi(g), para todo g € G, entdo temos a comutatividade do
seguinte diagrama

1% mp(a) 1%

[ [

Dierm i
DierVi Lpga)@z‘elvi
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para a € GG. Denotemos por 7’ 0 homomorfismo de dlgebra da representacdo
Dier(Vi, mp,) = (@i Vi, '),

pela linearidade dos homomorfismos de dlgebra 7, e 7' segue que o mesmo diagrama
comuta para qualquer a € CG.

Dada uma representagio (V, 7) de CG esta corresponde a uma representacgdo (V, p,)
de G, pelo teorema de Maschke temos que (V, p,) se decompde como soma direta de
representacdes irredutiveis de GG, digamos que (V, p.) = ®er(V;, pi), as representagdes
(Vi, p;) correspondem a representagdes irredutiveis (V;, 7, ) de CG, logo

(‘/7 7T) = @iefa/ia Wpi)'

Portanto, CG é semi-simples. O

4.2 A categoria de representacoes de uma algebra de Hopf

Seja (A, u,m, A, e, S) uma dlgebra de Hopf. A categoria Rep(A) de representacdes de
dimensdo finita de A € a categoria cujos objetos sdo as representacdes (V,7) de A de
dimensao finita, ou seja, em que V' tem dimensao finita, e cujas flechas sdo os intertwi-
ners entre representagdes de A. A composicdo de intertwiners 7': (V,7) — (V' ,7) e
T (V7" — (V" n") é o intertwiner T'T": (V, ) — (V”, ") dado pela composicdo
de T e T" como transformagdes lineares. A associatividade da composi¢do e a existéncia
de identidades sao imediatas, de onde temos que isso forma uma categoria.

Essa categoria é também monoidal, como veremos adiante se assumirmos que A é
quase-triangular entdo Rep(A) € braided e se a antipoda S for involutiva, ou seja, se
SS = id4 entdo Rep(A) é esférica. Posteriormente serd estudado o caso em que A é o
Drinfeld Quantum Double D(G) de um grupo finito G.

4.2.1 Notacao diagramatica

Diversas demonstragdes se tornam mais simples utilizando os diagramas de Kuperberg, de
algebras de Hopf, entdo introduziremos uma notacao diagramatica para as representagdes.
Dada uma representagio (V, ) de A, o homomorfismo de algebras 7: A — End (V) serd
representado diagramaticamente por

|4

L,

em que a flecha vertical (em vermelho) diz respeito a calcular 7 em algum a € A, resul-
tando em um endomorfismo 7(a): V' — V, que € representado por

\ \
7 7

N¢— o
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Para facilitar a leitura dos diagramas, a parte que diz respeito a dlgebra de Hopf A serd
escrita em vermelho. Também o V' serd muitas vezes omitido nos diagramas. Essa notagcao
para representacOes serd misturada com a notagcao diagramética de algebras de Hopf e a
notacdo diagramdtica de categorias pivotais braided, ja que a categoria dos C-espacos
vetoriais de dimensdo finita € categoria pivotal. Note que hd uma rotacdo de 90° dos
diagramas de categorias pivotais braided e dos diagramas de Kuperberg, se comparado
com os diagramas que foram apresentados nos capitulos anteriores.

O fatode 7: A — End(V') ser um homomorfismo de dlgebras tem uma representacéo
nesta linguagem diagramética. 7 preservar o produto significa que 7(a-a’) = 7(a)om(a’),
Va,a' € A, mas o produtoem A éa-a’ = u(a® a’), entdo isso equivale a m(u(a ®a’)) =
7(a) o (a’), o que diagramaticamente se escreve como

a’ a

NS
: :

como isso vale para quaisquer a, @’ € A, podemos escrever simplesmente

I
Q\

R

\ \ \
7 7 7

g

\
7

.

7 preservar a unidade significa que m(e) = idy, em que e € A é a unidade de A, e esta é
e = n(1), entdo isto se representa diagramaticamente por

\ \ \ \ \
7 T 7 7 7 7

N 3

\
7

> = _

em que fica subentendido que 7) deve ser calculado em 1.
Também, dado um intertwiner 7': (V,7) — (V',7’), a condi¢do T'w(a) = 7'(a)T,
Ya € A, é representada diagramaticamente por

%
%

> T > T

g
g
~
~
g

4.2.2 Estrutura monoidal

Mostremos que Rep(A) tem estrutura de categoria monoidal. Para isso precisamos cons-
truir um produto monoidal ®: Rep(A) x Rep(A) — Rep(A) e um objeto unidade 1
de forma a haverem os isomorfismos que associatividade e unitalidade correspondentes e
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satisfazendo os axiomas de categoria monoidal. Como os objetos de Rep(A) sao pares
(V, ) em que V' é um C-espago vetorial, € natural utilizar o produto monoidal da categoria
de C-espagos vetoriais FinVect¢ para construir o produto monoidal de Rep(A). Dadas
representagdes (V, 7) e (V', '), queremos uma representacio produto (V, 7) @ (V',7'), o
espago vetorial dessa representacdo tomamos como sendo V' ® V', porém ndo basta tomar
o produto dos homomorfismos de dlgebras, pois 7 ® 7': A ® A — End(V) ® End(V"),
mas queremos um homomorfismo A — End(V ® V’). Como A é coélgebra, temos
a transformacdo linear A: A — A ® A, isso corrige o dominio, para o contradominio
note que hd uma transformag@o linear End(V) ® End(V’) — End(V ® V') dada por
f®gr— f®g,onde f € End(V) e g € End(V’). Apesar de isto ndo ser aparente
na notacdo, o primeiro f ® g € o produto tensorial dos elementos f e g dos espacos ve-
toriais End(V') e End(V”’) e o segundo f ® g € o produto tensorial das transformagdes
lineares f e g. A existéncia dessa transformagao linear vem de termos o mapa bilinear
End(V) x End(V’) — End(V ® V') dado por (f, g) — f ® g e de aplicar a propriedade
universal do produto tensorial, conforme o diagrama abaixo:

End(V) x End(V') —2= End(V) ® End(V")

End(V ® V')

Como o mapa End(V) ® End(V”) é dado por f ®¢g — f®g, podemos deixar tal mapa
implicito. Entao compondo esse mapa com 7 ® 7’ e A temos um mapa com o dominio e
contradominio desejados, por isso definimos o produto de representacdes (V, 7) & (V/, 7')
como a representacdo (V@ V' mx7’),emque mx7': A — End(V ® V') é a composicdo
dos mapas End(V) ® End(V’) - End(Ve V'), r®@7n: A® A — End(V) ® End(V’)
eA: A— AR A.

A—™"  End(V @V

Js T

A® A "7 End(V) ® End(V")

Porém, é necessdrio verificar que 7 * 7’: A — End(V ® V') € homomorfismo de
algebras, isto é, que é uma transformacao linear que preserva a unidade e o produto. Que é
uma transformacao linear é imediato, pois 7* 7’ € composi¢ao de transformagdes lineares.
Mostremos que preserva a unidade, primeiro o calculo seré feito da forma tradicional e
em seguida diagramaticamente, temos que

(mx7')(n(1)) = (r@ ") (A(n(1)))
= (r@7)(n(1) @n(1))
= (7(n(1))) ® (7'(n(1)))
— idy ®@ idy
= idygv,
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diagramaticamente isto se escreve como

: l i
:

~

—— TxT — ll
—— r®r —

3

n
nn l
l > T » V.
(VII)
= S T s = = o
s 7! 5 l
s ! 5
Vev!
= —

Agora mostremos que o produto é preservado por 7 * 7/, este calculo sera feito dia-
gramaticamente, temos que

i [

— k7 —— KI

~

~
3
~
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N— > —

g

~

=
ﬁ\
< /_‘\

V
3
<4

—s Tk —— kT ——

Desta forma temos o produto tensorial de representacdes, para obter um funtor ®:
Rep(A) x Rep(A) — Rep(A) resta defini-lo sobre as flechas, neste caso basta tomar o
produto tensorial de transformagdes lineares, mas € necessdrio verificar que isto resulta
em um intertwiner. Temos que, dados 7': (V1) —» (W w) e T": (V',7') — (W' W)
intertwiners entre representacoes de A, o produto tensorial de ambos € uma transformagao
linear T@T": V@V’ — W@W’, queisso é um intertwiner 7@ 1": (V,m)® (V',7') —
(W,w) ® (W',w'") € mais facil de mostrar diagramaticamente, temos que

£
:

— s ax7 — T RT —— < s T 5
s 7' s T 5
A
s T <w S —— TRT — wxw ——

lA /
s T ) >

Isso conclui a defini¢do do produto monoidal de Rep(A). Para obter um objeto unidade
em Rep(A) é natural esperar que ele tenha alguma relagdo com o objeto unidade da
categoria de C-espacos vetoriais, que € o corpo C. Entdo queremos uma representagao que
é dada por um homomorfismo de dlgebras A — End(C), mas note que hd o isomorfismo
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de 4lgebras

¢: C —» End(C)
A— A-ide

entdo basta termos um homomorfismo de algebras A — C, mas A € coalgebra, logo temos
uma transformacio linear e: A — C. Verifiquemos que isto ¢ um homomorfismo de
algebras, isto segue diretamente das propriedades de bialgebra, temos que dados a,a’ € A
quaisquer, c(a - ') = epla®d') = (e®e)(a® d) = e(a) ® e(a’) = €(a) - (d),
onde a ultima igualdade se deve a podermos identificar o produto tensorial de nimeros
complexos com o produto, devido ao isomorfismo de unitalidade ic = r¢ = C® C — C.

Com isto, temos uma representacdo 1 = (C, pe). Em diante o isomorfismo ¢ es-
tard implicito e escreveremos 1 = (C,¢). Para concluir que temos uma estrutura de
categoria monoidal restam os isomorfismos de associatividade e unitalidade de Rep(A),
0s quais tomamos como os isomorfismos de associatividade provenientes da categoria
de C-espagos vetoriais. Porém, é necessdrio verificar que eles sdo intertwiners entre
as representacdes correspondentes, mais especificamente precisamos mostrar que para
quaisquer representagdes (V,7), (V',7') e (V" ,7") o isomorfismo de associatividade
ayyvvr: (VoV)eV”" - Ve (V'@V") e osisomorfismos de unitalidade Iy : CQV —
Very: V®C — V sio intertwiners, ou seja, sdo morfismos ayy y»: (V1) ®
V7)) @ (V" a") — (V,m) @ (V,«') @ (V",7")), Iv: (C.e) @ (V,m) — (V)
ery: (V,m) ® (C,e) — (C,e) em Rep(A). Devido a categoria de C-espagos vetori-
ais ser monoidal e ao Teorema de Coeréncia de Mac Lane, podemos deixar implicitos
nos cdlculos os isomorfismos de associatividade e unitalidade, dessa forma a condi¢ao de
os isomorfismos de associatividade serem intertwiners se escreve como (7 * ') x 7" =
7 (n' % 7""), para todas representagdes (V,7), (V',7’') e (V" , 7"), enquanto que para os
1somorfismos de unitalidade a condi¢cao de serem intertwiners se €screve cComo € * m = m
e m* ¢ = m, para toda representacdo (V, ). Verifiquemos isto diagramaticamente, no
primeiro caso temos que

~

~

v

3

<+
3
<+

— (mx7)x1" —— Txmw —— <7T

"

3
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3
A
3
ﬂ\
*
ﬂ\

~
~
~

—— k(' x7") ——

e no segundo caso,

M — [ —

— EXT —

~
~

~

> T

e analogamente para 7 * ¢ = . Isso conclui que os isomorfismos de associatividade
ayyvvr: (VRV)eV”" - Ve (V'e@V") e os isomorfismos de unitalidade Iy : CQV —
Very: V®C — V sido todos intertwiners. Que eles formam transformagdes naturais e
que satisfazem as identidades do pentdgono e do triangulo, isso segue imediatamente de
tal fato valer na categoria de C-espagos vetoriais.

4.2.3 Dualidades, Pivotalidade e Esfericidade

Queremos mostrar que a categoria Rep(A) € rigida a esquerda e a direita, ou seja, que
possui uma dualidade a esquerda e uma dualidade a direita. Os duais a esquerda e a direita
que construiremos nao sdo necessariamente iguais, porém € suficiente que a antipoda
S: A — A sejainvolutiva, ou seja, que S? = S o S = id4 para que os duais a esquerda e
a direita sejam iguais. Seguird imediatamente que se A é dlgebra de Hopf involutiva entao
ndo somente Rep(A) é categoria rigida a esquerda e a direita, mas é também pivotal e
esférica.

Nio assumindo que A seja involutiva, construamos dualidades a esquerda e a direita.
Seja (V, ) uma representagio de A, queremos um objeto dual a esquerda *(V, 7), como
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a categoria dos C-espacos vetoriais de dimensao finita FinVect é pivotal podemos uti-
lizar essa estrutura para construir o dual *(V, ), é natural construir essa representacio
utilizando o dual V*, porém ndo podemos simplesmente tomar 7*: End(V)* — A*
como candidato ao homomorfismo de algebra, pois ndo possui os dominio e contra-
dominio corretos, mas dado um a € A temos a transformag@o linear 7(a)*: V* — V*,
este poderia dar o homomorfismo de algebra para formar a representacdo dual, porém
como o funtor dual é contravariante, pois é da forma 7*: FinVect:" — FinVectc,
entdo 7(a)*m(a’)* = (w(a')w(a))* = w(a’ - a)*, para corrigir isso podemos utilizar a
antipoda, que é um anti-homomorfismo de dlgebras, entdo temos que 7(S(a))*m(S(a’))*
= (m(S(a"))m(S(a)))* = w(S(d’) - S(a))* = w(S(a - a'))*. Com isto, definiremos o
dual a esquerda de (V,7) como sendo a representagdo *(V,7) = (V*°7), em que
°m: A — End(V*) é o homomorfismo de dlgebras dado por °7(a) = 7(S(a))*, Va € A,
o que diagramaticamente € representado por

I
— U —
|

*

,\
3
N

C

pelas consideracdes anteriores ja mostramos que °7 preserva o produto, que € transformagao
linear isso segue de 7 e S serem transformagcdes lineares, e que preserva a unidade isso se
deve a S ser anti-homomorfismo de dlgebras e 7 ser homomorfismo de algebras, de onde
temos que ambos preservam a unidade, assim °7w(n(1)) = (7(S(n(1))))* = (7w(n(1)))* =
(idy)* = idy+, isso conclui que °7 é, de fato, homomorfismo de dlgebras.

Para formar uma dualidade a esquerda € necessaria uma familia de pareamentos nao-
degenerados (*(V, ), %(Vm))(ym)eomop( 4). Novamente, como a categoria FinVectc
dos C-espacos vetoriais de dimensdo finita € pivotal € natural escolher o pareamento
%(Vm) 5 (V,m) @ (V,m) = (C,e) como sendo o &vy: V* @ V. — C da categoria
FinVectc, porém € necessdrio verificar que este e a inversa éoevy: C — V @ V* sdo
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ambos intertwiners. A demonstracdo diagramatica de que vy ¢ intertwiner é

A
l A
A S
|- [ -
°mr
* T
— 7
— T
— 7
A
A
S
pr— S p—

ﬁ\
3
S

Q)

.
U

—_—— T

Analogamente podemos mostrar que éoevy : C — V@V* é um intertwiner éoevy : (C, ) —
(V,7) @* (V,®). Como vy é, na categoria dos C-espagos vetoriais de dimensdo finita,
um pareamento nao-degenerado com inversa ¢oevy, 0 mesmo continua valendo quando
entendemos essas transformagoes lineares como flechas de Rep(A), ou seja, intertwiners,
logo isso define uma dualidade a esquerda em Rep(A).
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Semelhantemente, temos uma dualidade a direita em Rep(A), porém neste caso o dual
a direita de uma representagdo (V, 7) é definido como a representacéo (V, 7)* .= (V*,7°),
em que 7°: A — End(V*) é o homomorfismo de dlgebra dado por 7°(a) = 7*(S~!(a)),
ou seja, 7° difere de °w somente por ter S~! ao invés de S. Diagramaticamente 7° se
escreve como

ﬁo <

I
>1* — U‘)
I
m

Os pareamentos nao-degenerados ety : V@ V* — C e suas inversas coety : C — V*@V
sao intertwiners, ou seja, sdo flechas ety : (V,7) ® (V,7)* — (C,¢) e coety : (C,e) —
(V,m)* @ (V,m) em Rep(A), e estes formam uma dualidade a direita em Rep(A4). A
demonstracao desses fatos € andloga a da dualidade a esquerda, com a diferenca que neste
caso o diagrama necessario dos axiomas da antipoda nao aparece de forma imediata, neste
caso basta utilizar a seguinte manipulacao:

— A H S g1

85—1 \gs—l

S
N g g

A/>S\
N7

= > o) >S*19

= —> ¢ N—Gg-1l—
= —> ¢ 1 —
Essa manipulagio de diagramas de Kuperberg consiste em utilizar que S e S™! sdo an-

tihomomorfismos de dlgebras. Que S~! é antihomomorfismo, isso é consequéncia direta
de S ser antihomomorfismo.
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Como a tnica diferenga entre °(V,7) e (V,7)° é a troca de S por S, é imediato
que se A € dlgebra de Hopf involutiva entdo os objetos duais a esquerda coincidem com
os objetos duais a direita. Além disso, segue imediatamente que Rep(A) é categoria
pivotal, pois a estrutura monoidal e os pareamentos &vy e eby sdo provenientes da ca-
tegoria de C-espagos vetoriais de dimensdo finita, de onde segue que os funtores duais
V7,7V Rep(A4)™” — Rep(A) coincidem como funtores monoidais, e, portanto, Rep(A)
¢ categoria pivotal. Ainda mais, como a categoria dos C-espacos vetoriais de dimensao
finita € esférica segue imediatamente que Rep(A) é também esférica.

4.2.4 Braiding

A categoria de C-espacos vetoriais € braided, ainda mais que isso ela é simétrica, ou
seja, o braiding 7 € tal que 7y x = T)}’ly. Como as flechas de Rep(A) sdo, em particu-
lar, transformacgdes lineres entre C-espacos vetoriais, poderiamos suspeitar que Rep(A)
¢ categoria simétrica, com o braiding sendo dado pelo 7 da categoria de C-espagos ve-
toriais. Como ocorreu no caso dos duais a esquerda e a direita, a dificuldade encon-
trada é que essas flechas herdadas da categoria de C-espacos vetoriais devem ser in-
tertwiners de Rep(A). Para que 7xy seja um interrwiner 7xy: (X, 7x) ® (Y, 7y) —
(Y, 7y) ® (X, 7x), devemos ter que, Va € A, vale a comutatividade do diagrama

XoY ™MWy oy

l’TX,Y lTX,Y

Vo XYWy o x

porém,

o que deveria ser igual a

Ty ——

T —
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assim bastaria ter 74 4 © A = A, ou seja, que A fosse dlgebra de Hopf cocomutativa.
Também a categoria dos C-espagos vetoriais pode ser munida de infinitos braidings dis-
tintos, entdo a condicdo anterior € uma condig¢do suficiente para que o braiding 7 dado por
Txy(r ® y) = y ® x forne¢a uma braiding em Rep(A), mas ndo uma condicao para con-
seguir construir algum braiding em Rep(A). Uma condicdo suficiente para que Rep(A)
tenha um braiding é que A seja uma bidlgebra quase-triangular.

Defini¢ao 4.13. Uma (A, p,n, A, ) bidlgebra quase-triangular com matriz universal R é
uma bidlgebra munida de um R € A® A invertivel que satisfaz as seguintes propriedades:

(a)

>A)<u > R > UL >

R > L > > A > L :
(b)

R ; R > I )

A—s
\ .

(©

R > L >

em que R = € a transformac@o linear R: C — A ® A dada por R(1) = R (o primeiro
R € uma funcio, o segundo um elemento de A ® A). R ser invertivel significa que existe
um elemento B! € A ® A tal que

R > > —

R! 7 > 1
e
Rt >l S —

=
=
=
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Como R = somente possui setas saindo, hd uma possivel ambiguidade nos diagramas
sobre qual a primeira flecha. Nos diagramas acima a primeira flecha é a que estd mais
acima com relagdo a R.

As propriedades anteriores, que foram escritas por meio de diagramas, podem ser
reescritas de forma dlgebrica da maneira tradicional. Para isto, seja R, ; € A ® A ® A,
comi,j € {1,2,3} ei < j, o elemento de A ® A ® A obtido da seguinte forma:
sendo R =, .- 1) ® 1), para K um conjunto finito e 4, 7', € A, entdo R; ; é obtido
inserindo 7)(1) na posi¢do que resta em {1,2,3} \ {4,j}, ou seja, se i = 1 e j = 3 entdo
Rig = > hex Tk @ n(1) ® 7'k, e analogamente para outras escolhas de 7 e j. Entdo as
condicoes (a), (b) e (c) podem ser escritas como:

(a) (TA7AOA>(CL)'R:R'A(CL);
(b) (ldA &® A)(R) = Rl’g . RLQ;
(C) (A X ldA)(R) = R173 . R273.

Os produtos em A® A e em A® A® A sdo componente a componente, conforme mostrado
nos preliminares sobre Algebra de Hopf.

Seja A uma élgebra de Hopf quase-triangular com matriz universal R € A® A fixada,
temos entdo um braiding o em Rep(A4) em que o(x,xy),(vry): (X, 7x) @ (Y, 7y) —
(Y, my) ® (X, 7x) € o isomorfismo dado por o(x »,),(v;xy) = Tx,y © Tx @ Ty (R)

R

|

O-(Xvﬂx)?(Y?ﬂ-Y) = 7TX><‘

— Ty
Verifiquemos que isso € um braiding. Primeiramente, o(x ry),(v;r) deve ser um in-
tertwiner, temos que

— D —

R A R
{g@ o

Tx Ty —— \iﬂ'X r TX
— Ty Ty — > Ty > Ty
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Além disso deve ser um isomorfismo, mas isso segue de 7x y ser isomorfismo, 12 ser
invertivel e Ty ® my preservar o produto em A ® A, de forma que (7x ® my(R))™! =

mx ® my (R™1). Por clareza, segue a demonstra¢do desta dltima afirmag@o.

R™! R

mx @y (R) omx ® Ty (R™Y) = /l /l

o
3
>

/;'
)

3
>~<
3
~

Rfl

1
> X
\ > Ty

> Ty

— T —

/ﬂ
S

~

~

= idX®y
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e analogamente temos que Tx @y (R~ orx @y (R) = idxgy, logo tx @7y (R™!) =
(mx ® my (R))~

Além disso, isso deve satisfazer a naturalidade e os axiomas do hexdgono, conforme
a defini¢do de braiding. Verifiquemos a naturalidade, dados intertwiners 7: (X, 7x) —
Yry)eT": (X', 7) — (Y, mys), temos que

R R

7r£ T —— = T /W£
> LK

— s Ty T —— T s Ty

~

~

Por fim os axiomas do hexdgono (ou ®-multiplicidade do braiding), dadas representacdes
(X,7x), (Y,7y) e (Z,mz), temos que

U(X,ﬂ'x),(Y,Try)@(Z,ﬂ'z) =

A
R

— Tz

e
Jéﬁ” U

/’/TZ

S — 3

>

H

=)
b-<

= (idy ® 0(xmx),(272))(O(X,7mx),(vimy) @ 1d7),

e analogamente, utilizando o axioma (c) de bialgebra quase-triangular, segue o outro axi-
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oma do hexigono, de forma que

O Xm0V (Ve ) (Zz) = (O(Xmx)(Zimg) @ 1dy ) (idx @ O(viry),(Z72))s

o que conclui que o é um braiding em Rep(A).

4.2.5 Linearidade e Aditividade

A categoria Rep(A) tem por flechas os intertwiners, que sdo, dentre outras coisas, transfor-
magoes lineares entre C-espagos vetoriais de dimensao finita, e a categoria FinVectc é
monoidal C-linear e aditiva. E simples mostrar que a soma de intertwiners e o produto
por escalar, ambos herdados de FinVectc, tornam Rep(A) categoria monoidal C-linear.

Também Rep(A) € aditiva. O objeto zero é a representa¢do nula (0,0), em que o
homomorfismo de dlgebras é a fungdo nula 0: A — End(0). Dado um conjunto nao-
vazio A e uma familia de representagdes (V,, 7, ), a soma direta dessa familia € a familia
(paaQa)aeA em que po: Dpea (V/Bvﬂﬁ) - (Va’ﬂ-a) € Qa: (Vavﬂ-a) - ®56A(Vﬁ77rﬁ)
herdadas da categoria FinVectc. Mostremos que estes sdo intertwiners, seja a € A e
considere o diagrama abaixo:

(&) wg(a
@BeAVB [m} )@BGAVB

[ [

Ta(a)

Vo —— V,,
Dado (vg)gen € @penVp, temos que

Pa(®peats(a)(vs)per) = palms(a)(vs))sea
= Wa(a) (Ua)
= Ta(a)(Pa(vs)sen),

logo o diagrama comuta e p, € intertwiner, analogamente segue que ¢, € intertwiner.
Que sao satisfeitas as equacoes Zae A GaDa = id € pags = 04 pid, isto € imediato pois o
mesmo ja valia em FinVectc.

4.3 Categoria de Representacoes do Drinfeld Quantum
Double

Analisemos o caso particular da dlgebra de Hopf D(G), o Drinfeld Quantum Double de
um grupo finito G.

4.3.1 Drinfeld Quantum Double
O quantum double D(G) € a dlgebra de Hopf (A ® A*, u,n, A, e, 5), em que
o A=CG;
o 12 D(G)®D(G) — D(G) € dado por pu((g1@6h, )®(92@0h,)) = 9192001, 1, Ons3
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e 7: C— D(G)édadoporn(l) =e® > 0,

e A: D(G) — D(G) ® D(G) é dado por A(g ® 0y) = Y 1cc(g @ d-15) ® (g @ &));
e c: D(G) — Cédado pore(g ® d) = d(h,e);

e S: D(G) — D(G) édado por S(g ® ;) = g7 ® dgp-14-1.

Verificar que D(G) é dlgebra de Hopf é simples, porém trabalhoso. Para exemplificar, serd
demonstrada a propriedade (1 ® p)(idpe) ® Toe),p@) @ idp@)) (A ® A) = Ap, dos
axiomas de bidlgebra. Basta verificar que a igualdade vale sobre um elemento genérico
de uma base de D(G) ® D(G), temos que dados g1, g2, h1, he € G,

(1 ® p)(idp(e) ® To@),p(@) @ idpe) (A ® A)(g1 @ py ® g2 ® p,) =

= (ke p)(ide T id) ( Z G1 @ O-1p; @ g1 @ 6 ® g2 ® Op-1p, @ ga ® 5z'>
LG

= > (1@ )9 @01, @ g2 @ 1y, @ 1 D ® g @ by)

LI'eG
— Z gng ® 5g;1l_1h1925l/71h2 ® 9192 ® 59;1lg25l/
LIeG
Z 5,95 Mg2) 9192 ® 9, Sl Uy go 011y © 9192 ® 0, 1lg25l/
Li'e@
2
= Z 9192 @ 59511—1h1g25(g;11—1g2)h2 ® 9192 @ 6g2_1lg2
leG
= 0(ha, g5 ' h1g2) 29192 ® Og1-1p, 9, ® G192 B Oy,

leG

= §(ha, g5 "h1g2) Z 9192 @ 511—192—1;“92 ® 9192 ® Oy,
reG

por outro lado,

Ap(g1 @ Gny @ g2 @ 0ny) = A(g192 @ 81, 4,0m)
= 0(ha, g3 'T1g2) A(g192 ® 6,14,

= 6(ha, 95 ' 1192) Y 9192 © 8114, © G192 ® 61,
G

A dlgebra de Hopf D(G) é, além disso, involutiva e quase-triangular. De fato, S—! =
S, pois S%(g®dy) = S(¢7 ®Iygp-14-1) = g 8y-14pg-14 = g ® J;. Uma matriz universal
R € D(G)® D(G) que torna D(G) quase-triangularé R = 3, g ® 6 ® e ® d,, com
inversa R™! = gheG g7 ®0,®e®0,. E uma verificacio simples, porém trabalhosa, que
D(G) é quase-triangular, como as técnicas de cédlculo sdo as mesmas dos calculos feitos
anteriormente, essa verificacdo ndo serd explicitada aqui. Com isto segue que Rep(D(G))
¢ categoria esférica braided.

121



4.3.2 Estrutura Fusion

Por fim, queremos mostrar que Rep(D(()) é categoria fusion, sendo, portanto, fusion
esférica, que € o tipo de categoria utilizada na construcdo de Turaev-Viro para uma TQFT
3D.

Teorema 4.14. A dlgebra D(G) é semi-simples, ou seja, toda representagdo de D(G) se
decompde como soma direta de representacoes irredutiveis.

Demonstragdo. Esta prova é muito semelhante a do Teorema de Maschke, que € o te-
orema Seja (V,m) uma representagdo de D(G), suponhamos que ndo seja irre-
dutivel, entdo existe um subespaco ndo trivial m-invariante W' C V, entdo temos uma
subrepresentacio (W, w) em que w: D(G) — End(W') é o homomorfismo de dlgebras
dado por w(a)(w) = m(a)(w). Seja P: V' — V uma projec¢do sobre W, como no teorema
4.11} esta € uma transformacao linear com a propriedade de que P(w) = wsew € W e
P(v) € W, Yv € V. Esta proje¢ido pode ndo ser um intertwiner, entdo seja P': V' — V o
operador dado por

| Z Pr(z™! ® bzyo1)(v),

z,yeG

como P é uma projecdo sobre W e W € m-invariante entdo P’ também é uma proje¢ao
sobre W, de forma que P'(w) =wsew € We P'(v) € W,Vv € V, além disso P’ € um
intertwiner P’: (V,7) — (V,m): sejam g, h € G, temos que

P'r(g®6,)(v) = |—é| > (2@ 6,)Pr(x™! @ Ouyer)T(g ® 1) (v)
z,yeG

_ ,_(1;| 3" w2 ®8,)Pr((x ! @ bupee) - (9 © 6))(v)

z,yeG

Z 2@ 0,)Pr(27 g @ ppe1) (V)

z,yeG
Z 2 ® 8,)Pr(271g @ 41 pya140n) (V)
z,yeG
1
= @ Z T(gx ® 0y) Pr(2™" @ Spya101) (V)
z,yeG
Z §(h, zyx M )m(gr @ 6,) Pr(z7! @ Gpye1)(v)
z,yeG
Z §(y, x " ha)m(gr @ 6,)) Pr(a™" @ 0ppyp—1) (V)
z,yeG
1
- €] Z T(92 ® 0p-1420,) PT(27" @ Gpyp—1)(v)
z,yeG
1
T Y (g @ d)m(a ®6,)Pr(z™" @ buy01)(v)
z,yeG
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1 _
=g ® 5h)@ D> 7wz @6,)Pr(z! @ Guyer)(v)
z,yeG

= 7(g ® 0n) P'(v),

pela linearidade de 7 segue entdo que P'm(a)(v) = 7(a)P’(v) para todo a € D(G) e
v € V. Com isto, ker P’ é subespaco m-invariante, de fato, dado z € ker P’ e a € D(G)
temos que P'm(a)(z) = w(a)P'(z) = w(a)(0) = 0, logo 7(a)(z) € ker P’. Entdo temos
uma subrepresentagio (ker P’, k), em que k: D(G) — End(ker P’) é dado por k(a)(2) =
7(a)(z). Como na demonstragdo do teoremad.11]temos que V' = W éker P’ (soma direta
interna) e o isomorfismo ¢: V. — W @ ker P’ (neste caso soma direta externa) dado por
o(v) = (P'(v),v — P'(v)) é um intertwiner ¢: (V,7) = (W,w) & (ker P’, k), logo um
isomorfismo de representacdes. Por indug@o finita segue que (V,7) é isomorfo a uma
soma direta finita de representagdes irredutiveis de D(G). ]

A seguir obteremos resultados para a categoria Rep(D(G)) a partir de resultados de
representacdes de grupos. Isso sera feito construindo representagdes de D(G) a partir de
representacdes de centralizadores de elementos de G.

A classe de conjugacio C(g) de um elemento g € G é o conjunto C'(g) = {zgz~
x € G}, as classes de conjugacdo formam uma parti¢do de G, ou seja, G = UyeC(g) €
C(g)NC(h) # @ < C(g) = C(h), em particular g e h sdo conjugado, ou seja, existe
r € G tal que h = xgz~!. O centralizador Z(g) de um elemento g € G é o subgrupo
de G formado pelos elemento que comutam com g, ou seja, Z(g) = {z € G : zg =
gz}. Classes de conjugacdo e centralizadores estdo relacionados por meio do Teorema do
Estabilizador e da acdo de conjugacao.

Uma acdo (a esquerda) A: G x X — X de G sobre um conjunto X € um mapa, para
o qual utilizamos a notacdo A(g, z) = g - x, satisfazendo as seguintes propriedades:

1.

e ¢c-r=uz,Vr € X,emque e é o elemento neutro de G|
e g-(h-z)=(gh) z,Vg,h eGq.

Dada uma ag¢do A: G x X — X, a orbita de um elemento x € X € o conjunto O, =
{g-x: g € G} eoestabilizador de x é o subgrupo G, ={g € G : g - = = z}.

Teorema 4.15 (Teorema da Orbita e do Estabilizador). Seja X um conjunto, G um grupo
finito e A: G x X — X uma agdo (a esquerda) de G sobre o conjunto X. Entdo, para
cada x € X, hd uma bijecdo g - © <> gG, entre os elementos da orbita O, e as classes
laterais de G . Se G ¢ finito entdo segue que |G| = |G.||O,|.

Demonstragcdo. Fixe um elemento x € X, temos que responder a seguinte questdo:
quando dois elementos g, h € G sido tais que g -z = h - z? Pelas propriedades de agdo se-
gue que isso ocorre se € somente se (¢ 'h)-x =2 < ¢ 'he G, — ¢G, = hG,,
logog-z=h-z < gG, = hG,. Como g e h sdo quaisquer, isso estabelece uma
bijecdo entre os elementos de O,, e as classes laterais de G,.. Se G € finito, entdo o nimero
de classes laterais de G, é seu indice [G : G| = |G|/|G.|, entdo pela bije¢do anterior
temos que [G : G,] = |O,], logo |G| = |G4||O.|. O

A acdo de conjugacio é A: G x G — G dada por g - v = gxrg ', entdo dado um

elemento € X sua orbita e estabilizador sio O, = {gzg™' : g € G} = C(x) e
G,.={9€G:grgt=2}={geG:gx=uag}="2).
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Como G ¢é grupo finito entdo h4 finitas classes de conjugacdo, seja n o nimero de
classes de conjugacdo e chamemos essas classes de C', com 1 < k < n, e tomemos C] =
C(e) = {e}. As classes de conjugagdo formam uma parti¢do de G, entdo G = L}_,Cy
(L significa unido disjunta). Para cada k fixemos um elemento g, € C}, todo elemento de
C}, é da forma hgh™?, para cada s € Cy fixemos um 7, € G tal que s = 7,97, !. Para
s = g tomemos 7, = e. Isso dd uma forma tnica de representar os elementos de G.
Denotemos Z(gy) por Z.

Fixemos um k € {1,...,n}, como Z, < G (< significa “é subgrupo de”) entdo G é
unido das classes laterais de Zj, pelo Teorema da Orbita e do Estabilizador temos uma
bijecdo hgph™! <+ hZ, entre os elementos de C}, e as classes lateriais de Z),. Em par-
ticular, dados r,s € Cy, 7.2, = T2y <= T.GyT, | = ToguT, ! <= 71 = s, este
ultimo <= segue da defini¢do de 7, e 75,. Logo Usec, 754k € unido disjunta, entdo
| Useoy, TsZkl = D g, 1752kl = D s, 12l = |Chl|Zk| = |G|, esta dltima igualdade
segue do Teorema da Orbita e do Estabilizador. Mas Usec, TsZr € G e tem 0 mesmo
nimero de elementos que G, logo G' = Usec, TsZk. Isso prova o seguinte lema:

Lema 4.16. G ¢é unido disjunta G = Uscc, Ts Zk.
Isto nos dd uma bijecdo

Ck X L — G
(s,2) —> Tsz

Agora construamos representagdes de D((G) a partir de representagdes dos centraliza-
dores 7.

Seja (V¥ pF)aea, uma familia de representagdes irredutiveis de Z; com as representa-
¢des (V¥ pk) correspondendo biunivocamente as classes de isomorfismo (assim duas
representacdes (V.7, pf) e (Vf, pfy) sdo isomorfas se e somente se sdo iguais). Fixemos
uma base {v’;’M ?;nf Ve para cada espago V/*. Cada representacdo (V*, p*) do grupo Z;
permite construir uma representagdo (W %) da dlgebra D(G). O C-espago vetorial
WP € o produto tensorial W* = CG ®4, V¥ em que A;, = CZ}, neste produto a dlgebra
de grupo CG e o espago V/* sdo entendidos, respectivamente, como um Aj-médulo a di-
reita e um Ap-médulo a esquerda, a estrutura de C-espago vetorial de W* vem de CG e
V¥ serem C-espagos vetoriais. Mais precisamente, o produto em G' d4 um produto por
escalar CG x Ap — CG, que para quaisquer elementos g € G e z € Zj, é dado por

g -z = gz, que é o produto em G, e para os demais elementos de CG e CZj, € obtido

estendendo linearmente, ou seja, <dec )\gg> (DYsez H22) = Yogeq ez, Nal=97-
Também temos um homomorfismo p*: Z;,, — Aut(V¥), do qual temos um produto por
escalar Ay x V¥ — V¥ em que para z € Z, e v € V¥ é dado por 2 - v = pF(2)(v) e para
outros elementos de A, é obtido estendendo linearmente, esse produto por escalar torna
o grupo abeliano (V*, +,0) um Aj-médulo a esquerda.

Um elemento genérico de W* é uma combinac@o linear de tensores elementares ¢ ® v
em que ¢ € CG e v € VF. O elemento ¢ € CG é combinagio linear de elementos de
G = Usec, TsZi» logo todo elemento de Wj € combinacao linear de tensores elementares
da forma 7,z®v, para s € C}, z € Z;, mas como o produto tensorial € sobre 0 anel A e ®

. ~ . . dim V¥
é Ag-balanceado entdo 7,z @v = 7, @z v, e também z-v é da forma z-v = > "7 N\,
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pela estrutura de C-C-bimédulo temos que
dim VF
TsR2-V="Ts ® Z)‘ivi
i=1

dim VE

o

o Z (Ts @ Vi) N

=1
dim V¥

[e3

= > Ni(now),

i=1

logo {r, @ v}, : s € Cp,1 <1 < dimV}'} gera o C-espago vetorial TW}. Além disso,
esse conjunto € uma base, isso se deve primeiramente a CG ser A;-mdédulo livre com base
{75 : s € Cy}, de fato, se temos elementos a; € Ay, para s € Cy, tais que ZSECk Telg =
0, entdo como A, = CZ; segue que a, = zzGZk As2%, para A, , € C, entdo

0= Z Tslsg

seCl,

=y = < > Az)

seCl, EISYAN

= Z Z )\s,szza

s€Cy z€Zy

mas como G € base de CG e todo elemento de (G se escreve se forma tnica como 7,z
entdo A\, = 0,Vs € Cy, 2z € Zj, logo as = 0, Vs € Cj. Como CG é Ax-mddulo a direita
livre sobre {7, : s € C}} entdo CG = P4ec, Ag, € portanto

Wk =CG @4, VF
= (@SGCkAk) ®Ak Voig
= Bec, (Ar @a, Vo)
= @se()k V(fa
logo dim W} = dim(®scc, V) = Y ,eq, dim VP = |Ci| dim V¥, que é o nimero de
elementos de {7s ® v’o‘;i : 5 € Cg, 1 <4 < dim V*}, portanto este conjunto é base de WP.
Antes de construir uma representagdo de D(G) = (CG) ® (CG)*, podemos construir
uma representacdo de CG. Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 4.17. Dado s € Cy, e g € G, parat = gsg~" vale que 7, ' g7, € Z}.
Demonstragdo.
9T € Zp = T \gTogn = gy 9T

—1 —1
< 9TsGkTs = TeGkTy g

< gs=1g

< t= gsg_l.
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Com este lema podemos construir uma representa¢io de CG, dada pelo par (Wk, %)
em que 7°: CG — End(WP) é definido da seguinte forma: para g € G, 7%(g): CG @4,
Vk — CG ®4, V¥ é 0 homomorfismo de dlgebras dado por

7a(9)(Ta ® U5)) = Tgsgr ® po (7,1 97) (ve,1)-

Isso define 7% sobre a base G de CG, entdo 7 € obtido estendendo linearmente. Por
construgdo 7% : CG — End(WF) é uma transformacdo linear, verifiquemos que é um
homomorfismo de algebras, ou seja, que ele preserva a unidade de CG e o produto. A
unidade de CG € e, o elemento neutro de (&, temos que

ﬁi(e)(Ts ® /U(IZCV,Z) Tese 1 ® pa( ese 167—3)(1)]0{;7;)
=T & pa(e)( z,l)
=T & idv(f (Uloi,i)
=Ts ® vfu,i?

logo ¥ (e) = idyyx. Para mostrar que o produto € preservado, basta calcular para elemen-
tos de G, pois o caso geral segue por linearidade, temos que, para quaisquer g, h € G,

Ta(gh) (T ® U 3) = Tynsn-1g-1 ® Pa(Tp14-19075) (Ve )
= Tyhsh-1g-1 ® pe(T ghsh-lg—lgThshflT;;}l_l hTs)(Ufm‘)
= Tghsh—1g-1 & P];(Tg?Llsh—lg—lgThshfl) © pi(T};}z—lhTs)(Ui,i)
= T (9) (Thsh—1 ® (T 1 hTe) (V5))
= Tal9) 0 Ta(h)(7s ® v ),

logo 75 (gh) = 74(g) o 7 (h).

Essa representacio de CG pode ser estendida a uma representagio (W, 7%) de D(G) =
(CGE) ® (CG)*, isso é feito de forma que o vetor 65 € ((CG)*, para s € C}, aja proje-
tando no subespaco Wo’f(s) C Wk que tem por base {7, ® v¥, : 1 <4 < dim V*}. Para
uso posterior, note que Wr = @®,cc, WE(s) (soma direta 1nterna) O homomofismo de
dlgebras 7% é definido da seguinte forma: dados g,h € G, 7%(g ® 6,,): WF — WFéo

operador dado por

(h, 5)7a(9)(7s ® Vg, ;)
(R, 8)Tgsg—1 ® ph(T, gsg—lgTS)( ; i)

a9 ® 0n)(Ts ® v5 ;) = 0
o

Note que se b ¢ Cj, entdo 6(h,s) = 0 = 7%(g ® d;,) = 0. Verifiquemos que 7 é
homomorfismo de dlgebras. A unidade de D(G) én(1) = >, ., e ® Jy, entdo

m* (Ze@éh) (7‘8®UM Z?T (e ® dp)( TS®UM)

heG heG

—Z5h$ e)(Ts ® vk ;)

heG
= idWo’f (1s ® U];z,i)a
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logo ) (ZheG e® (5h) = idy. Agora verifiquemos que o produto € preservado, para
quaisquer g1, g, h1, ho € G temos que

Ta((91 @ 0y) - (92 © 0n,)) = T (9192 @ Gyt 4,0m,) (75 @ )
= (9192 @ o, 1h1925h2>(7'5 ® v(’i@)
8(ha, g5 ' haga)Th(g192 @ Oy ) (1o @ UL ;)
= 6(ha, g5 ' h1g2)0(ha, 5)Th(9192) (Ta @ V) ;)
= 6(ha, g5 'h1g2)0(ha, )Tk (91)Th (g2) (e © 0L ;)
= 6(h1, 92595 1 )8 (ha, )Tk (91)T4(92) (75 @ L ;)
= 6(ha, gasgy ) Th(91)Th (g2 ® On, ) (75 @ VL ;)
= 75 (g1 ® 6, ) e (g2 ® O, (Ts @ VL),

em que a dltima igualdade vale pois 7 (g2 @0n, ) (Ts @S ;) = Ty, -1 @ (T, g (F ),

gsg~—

logo 7, ((91 ® 0n,) - (92 @ 0ny)) = 76 (91 ® On, )76 (92 ® Oy ).
A seguir queremos mostrar que as representagdes (W7 %) de D(G) sdo irredutiveis
e cada classe de isomorfismo de representagdes irredutiveis tem exatamente um (W5, %)

como representante. Primeiro convém obter a partir de (V¥ pa) uma representagao de
-1

7sZ,T; 1 € mostrar que esta é irredutivel. Essa representagio é (W (s),w,), em que
ws: T2 — Aut(W¥(s)) é o homomorfismo de grupos dado por

WS(TSZTS_IXTS ® Ui,z’) =Ts® PQ(Z)(UQ,Z-),

para z € Zp e 1l < i < dimVF*. Essa representacio somente serd utilizada breve-
mente para provar alguns resultados, por isso, a menos que se mostre necessario, nao sera
colocado em w outros indices além de s, mas claro que ha dependéncia em k e a. A
demonstracao de que w, € homomorfismo de grupos € simples e semelhante as anteriores,
entao nao serd feita aqui.

Lema 4.18. A representacdo (WF(s),w,) é irredutivel.

Demonstracdo. Seja X C WF(s) um C-subespago w,-invariante, suponhamos que X #
0, entdo existe v € V¥ \ {0} tal que 7, ® v € X, e claro que 7, ® v # 0. Como X € w,-
invariante entdo ele contém o subespago Y gerado por {ws(727, ) (7 @) : 2 € Zi.} =
{1, ® pE(2)(v) : 2 € Z}}, seja T o subespago de V¥ gerado por {pf(2)(v) : 2 € Z,.},
entio Y = {1, @t : t € T}. Temos que v = pt(e)(v) € T, logo T # 0, também
T € subespago p"-invariante de V¥, como (V¥ p*) é representagio irredutivel e T # 0
entdo T = V¥, logo Y = W¥(s), porém Y C X C W¥(s), portanto, X = Wk(s) e a
representagdo (WF(s), w,) é irredutivel. O

Lema 4.19. A representacdo (WE, 7%) de D(G) é irredutivel.

Demonstracdo. Seja X C WPF um C-subespago 7* invariante. Suponha que X # 0,
e seja x € X um elemento ndo nulo, a unidade de D(G) é >, e ® d;, e vale que
r=7E(>eq e®0) () = ZheG 7" (e®dy,)(z), note, porém, que se h ¢ Cj, entdo m* (e®
on)(z) = 0, com isto ZheC (e ® 0p)(x) = x # 0, logo existe s € Cy, tal que 7% (e ®
8s)(z) # 0, sejaentdo 2’ := ¥ (e ® &,)(x) € Wk(s). Note que, como X é 7¥ invariante,
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entdo 2’ € X. Agora, como o subespago Y de Wk(s) gerado por {w,(rsz71)(2') :
z € Zy} é ndo nulo, pois contém 2’ # 0, e é w,-invariante e (W (s),w,) é representacio
irredutivel, entdo Y = Wk(s), também w, (1,27, 1) () = 7 (127,71 (2)) = 7k (12771 ®
ds)(2") e X € mh-invariante entdio Y C X = Wk(s) C X.

Agora, para g € G, considere o subespago 7% (g ® 6,)(WE(s)) = 75 (g)(Wk(s)) =
{Tgsg1 @ pa(T,5107s)(v) + v € VI C Wh(gsg™), ele é um subespago wp-1-
invariante, mostremos isto. Para simplificar a notacdo seja h = Tg_S:],
invariante significa que para qualquer z € Z; vale que w1 (7ys5-1 zT;’,;,l)(Tgsgfl ®

pE(h)(v)) € 7h(g © 8,)(WE(s)), temos que

197—5, Ser wgsgfl—

wgsg*l(Tgsg*lZTg_s;fl)(Tgsgfl ® pa(h)(v)) = Tgsg—1 & Pg(z) (Plgé(h) (v))
= Tysg—1 & Pg(Zh) (v),

para estar no espago o vetor deve ser da forma 7,,,-1 ® p% (h)(v'), isto € alcangado utili-
zando que p* é homomorfismo, considere o vetor v’ = p* (h~'zh)(v), temos que

pa(h)(v') = pa(h)(pa(h™ zh)(v))
= po(hh™ 2h)(v)

= pa(zh)(v),

isto conclui que 0 subespago é w,,-1-invariante, como (W (gsg™"), w,s—1) é representa-
¢do irredutivel entdo 75 (g @ 4,)(Wk(s)) = Wk(gsg™!), por outro lado Wk(s) C X e
X é wh-invariante, logo 7% (g ® 0,)(Wk(s)) € X = WF(gsg~!) C X. Como isto
vale para qualquer g € G e todos elementos de C}, sdo da forma gsg~!, isso implica que
Wk(r) C X, Vr € Cy, como Wk = &,cc, WE(r) podemos concluir que X = W, logo
(Wk 7k) é representagio irredutivel. O

al) o

Agora mostremos que cada representagdo irredutivel (WW*, %) pertence a uma classe
de isomorfismo distinta.

Lema 4.20. As representagoes (WY, k) e (W, 7}) s@o isomorfas se, e somente se, k =
ea=f.

Demonstragdo. (<= ) é 6bvio, pois vale a igualdade.

(=) Seja: (WE xk) — (W}, 5) um isomorfismo de representagdes, que ¢ um
intertwiner invertivel. Primeiro devemos queremos mostrar que £ = [, isso ocorre se, e
somente se, C, = (). O fato de ¢ ser intertwiner nos dd um diagrama comutativo para
cada a € D(G), em particular podemos tomar a = e ® d,, para s € C}, que é uma
escolha interessante pois 7% (e ® J,) e Wg(e ® d5) sdo projecdes. Entdo temos o diagrama

comutativo

)

7k (e®d
Wk Wk

3l G

)
. 7rﬁ(e®65) !
Wy —— Wy
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Se s ¢ C entdo mj(e ® d;) = 0, por outro lado, para qualquer v € V' \ {0} temos
que 7™ (e ® §,) (1, ® v) = T, @ v # 0, como € isomorfismo de espagos vetoriais entdo
¢(1s ® v) # 0, portanto a comutatividade do diagrama implica que (e ® d5) # 0, logo
Vs € C} vale que s € (', comisto C}, C (Y, como as classes de conjugagcao formam uma
particdo de G isso s6 € possivel se C, = (), logo k = .

Agora mostremos que a = (3, faremos isso obtendo um isomorfismo de representagdes
Vs (Vi pl) = (V4 ph) a partir de . Seja s € Cy, sabemos que para todo v € VI
vale que 7¥ (e ® 4,) (7, ® v) = 7, ® v, pelo diagrama anterior segue que (7, @ v) =
(e ®0s)((7s ®v)), mas Im 7 (e ® 05) = W5 (s), logo o(Wk(s)) € W(s). Como ¢ é
isomorfismo, entdo W} = p(W5) = o(®sec, WE(s)) = Dsec, (WE(s)) (ambas somas
diretas sdo internas), como (W5 (s)) C W (s) isto s6 é possivel se (W[ (s)) = W}(s),
Vs € Cj. Com isto, para cada s € Cj o isomorfismo ¢: WF — Wg se restringe a um
isomorfismo ¢: W¥(s) — Wé‘/’(s) Este € claramente um isomorfismo de espagos vetori-
ais, além disso queremos mostrar que € um isomorfismo de representacdes. Para qualquer
v € VF temos que (7, ® v) € V§, logo existe v' € V§ tal que ¢(7, ® v) = 7, @ v/,

. . dim vV}
escrevendo v’ na base {vf5; : 1 < i < dimV}} de V} temos que v/ = 3" © Avk,,

dim V¥
dai o(7, @ v) = Y, 7 N7 @ vf ;. como {7, @ vf, 1 1 < i < dimVj} € base de

Wg(s) entdo os coeficientes \; sdo determinados por essa equagdo, logo v’ é tnico. Isso
determina uma fungdo v, : VF — Vﬁk tal que, para qualquer v € V¥, ¢, (v) é o tinico vetor
tal que (7 ® v) = T, ® 1¥s(v), da linearidade de ¢ segue entdo que s é transformagdo
linear, além disso ¢ € bijecao implica que 5 € bijecao, logo 1), € isomorfismo de espacgos
vetoriais. Tomemos s = g, assim 7, = e, queremos mostrar que v, € intertwiner
Vs VE— Vﬂk, isso € verdade se para qualquer z € Z; o seguinte diagrama comuta

Vk Pé(z) Vk

«

o
lwgk lqu

k

Vs

5(z)
Pg Vﬂk
Seja v € V}, deve valer que 1), (0} (2)(v)) = pls(2) (g, (v)), para mostrar isso passamos
para W[ (s) e Wk(s). Note que 7., .1 = Tg,..-1 = 75, = e, de forma que 7/ (2)(e®@v) =
e ® ph(2)(v) e mh(2)(e ® Yy, (v) = € @ pl(2) (g, (v)), com isto temos que

logo 4y, (p(2) (1)) = p5(2)(thg, (1), © que conclui que vy, : (VE, o) — (VE, ph) &
isomorfismo de representacdes, mas essas representacdes foram escolhidas de forma a
pertencerem a classes de isomorfismo distintas para o« # (3, como sdo isomorfas entao

a = f. O
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O Teorema a seguir nao serd provado. Conforme explicado nas notas de Ulrich Pennig
[19], esse teorema é consequéncia do teorema 3.5 de [16], o teorema de Wedderburn-
Artin.

Teorema 4.21. Seja A um dlgebra semi-simples e de dimensdo finita. Entdo A possui
finitas classes de isomorfismo de representacées irredutiveis. Seja (V;, p;)icr uma familia
de representagdes irredutiveis de A com cada (V;, p;) pertencente a uma classe de iso-
morfismo e com uma representacdo para cada classe de isomorfismo (em particular I é

finito). Entdo
dim V;

A= P v

el j=1
como representagdes de A, em particular dim A =y, (dim V;)?.

Este teorema nos permite verificar se uma familia de representacdes irredutiveis ndo
isomorfas é completa.

Lema 4.22. A familia de representagées irredutiveis (WE 7%) cr<p. aca, é completa.

Demonstracdo. Como G é grupo finito entdo Z; também € finito, pelo corolério |4.12
segue que CZj, é dlgebra semi-simples. Também mostramos que D(G) é dlgebra semi-
simples, entdo o teorema anterior se aplica a ambas dlgebras. Aplicando o teorema a CZj,
temos que

|Zy| = dim CZ;
= 3 [@im v}y,
€A
por outro lado
dim D(G) = dim(CG) ® (CG)*
=|GJ°

> (@dmWE= > > (|Gl dim V)

1<k<n a€Ag 1<k<n a€Ag
= > |G ) (dim V)
1<k<n aEAy
= > 1CPIZ]
1<k<n
= > GG
1<k<n
= |G| Z |Cy|
1<k<n
= |G|2’

logo dim D(G) = 31 pcp D nea, (dim WF)?, entdo ndo pode haver alguma representagio
irredutivel de D(G) que ndo seja isomorfa a alguma representagio (W5, k). O
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Lema 4.23 (Lema de Schur). Seja T': (W}, 7k) — (W, 7)) um intertwiner, entdo T = 0

a) o

se (k,a) # (I, 8) e T = Xid para algum A € C se (k,a) = (I, 5).

Demonstragdo. Como T ¢ intertwiner entdo ker ' C W} e In T C W} sdo subespagos
invariantes, com respeito as respectivas representagdes. De fato, dado a € D(G) e z €
kerT temos que

Tma(a)(2) = m(a)T(2)

=0,

logo 7*(a)(2) € kerT. Também, para qualquer w € W* e a € D(G) temos que
mh(a)T (w) = Tw)i(a)(w), logo wh(a)T(w) € ImT. Como as representagdes (W), k)
e (W§,mp) sdo irredutiveis entdo kerT = 0 ou kerT = W} e também ImT = 0 e
ImT = Wé também WF # 0 e Wé # 0,entdo kerT = 0 — ImT # 0 =

ImT = W}, da mesma forma ker T = WF — ImT = 0. Se (k,a) # (I,3) entdo
as representacdes ndo sdo isomorfas, logo devemos ter Im7" = 0, assim 7" = 0. Se
(k,«) = (I, ) ndo temos essa restricdo, podendo 7" ser um isomorfismo ou ser nulo.
Suponhamos que 7' seja um isomorfismo, 7' é um operador entre C-espagos vetoriais de
dimensdo finita ndo nulos e a equacdo caracteristica det(7" — Aid) = 0 é uma equagdo
polinomial de grau > 1 com coeficientes em C, pelo Teorema Fundamental da Algebra
essa equagdo possui pelo menos uma solugdo A € C, que é um autovetor de 7'. Seja
T' = T — \id, este também é um intertwiner 7": (Wk 7&) — (Wk 7*) pois T € in-
tertwiner, id também e combinacdo linear de intertwiners € intertwiner, entdo podemos
aplicar os mesmos argumentos anteriores para 7", como \ é autovalor de 7" entao existe
w e WEF, w # 0, tal que T'(w) = Mw, logo T"(w) = 0 e ker T" # 0, pelos argumentos
anteriores temos que ker 7" = Wk e ImT" = 0, logo T" = 0 e T' = \id. Se ndo supomos
que 71" € isomorfismo ainda assim temos 7' = Aid para A = 0, logo, em todo caso, se
(k,a) = (l, B) entdo existe um A € C tal que 7" = \id. O

a) "o o)

Coroldrio 4.24. Hom((W}, «%), (W}, 75)) = 0se (k, ) # (I, 8) e End(W}, %) = Cid.

Demonstracdo. A prova é imediata, basta notar que para todo A € C o operador Aid é um
intertwiner. O

Ja sabemos que Rep(D(G)) € categoria esférica braided C-linear aditiva, os resulta-
dos anteriores nos permitem concluir que ela € também fusion. Se tomamos o conjunto
representativo de objeto simples I como sendo [ = (Wk Wk)lgkgn’ acA, entao pelos re-

) (6%
sultados anteriores Rep(D(G)) satisfaz a todos os axiomas de categoria fusion exceto
um, que é o fato de o objeto unidade 1 = (C,¢) ndo pertencer a I. Porém (C,¢) é

representagdo irredutivel e, portanto, é isomorfa a uma das representagdes (W5 7%), na
verdade podemos mostrar que é uma representacdo para k = 1. Isto, porém, ndo é uma
grande dificuldade, podemos trocar essa representacdo por (C, ) e todas as propriedades
de categoria fusion que haviam sido provadas continuam sendo satisfeitas, e além disso
passa a valer que 1 € I, o que conclui que Rep(D((G)) é categoria fusion esférica braided.
Isto € consequéncia do lema|3.21
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Capitulo 5

Conclusao

Nos capitulos anteriores foram desenvolvidos alguns aspectos gerais de categorias fusion
esféricas e foi dado um exemplo de tal categoria, que € a categoria de representacdes de
uma algebra de Hopf, também foi estudado com mais detalhe essa categoria para o caso
em que a dlgebra de Hopf é o Quantum Double de um grupo finito GG. Isto fornece um
exemplo de categoria utilizada na constru¢ao de Turaev-Viro de uma TQFT tridimensi-
onal. Conforme [12] o modelo de string-net é equivalente ao invariante de Turaev-Viro,
este invariante é dado pela TQFT de Turaev-Viro.

Porém o modelo de string-net, apesar de bastante geral, nao abrange todos modelos
tedricos de ordem topoldgica conhecidos, logo ndo € suficiente para uma classificacio
de modelos com ordem topoldgica. E necessdrio, portanto, utilizar outros métodos para
buscar uma classificagdo dos modelos com ordem topoldgica, uma proposta para isto é
utilizar uma Homotopical Quantum Field Theory, que € uma generalizacao de TQFT, para
obter uma classe maior de modelos.

132



Capitulo 6

Apéndice: Modulos, Bimoédulos e
Produto Tensorial

Aqui seré tratado o caso de mddulos sobre anéis que ndo precisam ser comutativos. Neste
caso € importante fazer distingdo entre modulos a direita e modulos a esquerda. Nesta
dissertacdo mddulos sobre aneis ndo-comutativos € bimodulos somente sdo importantes
no capitulo 4 Este apéndice é baseado no livro [10] do Jacobson e nas notas [4] e [5] de
Keith Conrad, porém € em grande parte fruto de poucas discussdes com o colega Daniel
E. N. Kawai.

Seja R um anel com unidade, a definicdo de R-modulo a esquerda € a mesma defini¢cao
e para R-modulo a direita a defini¢do € semelhante, com a diferenga de o produto por
escalar ser a direita. No que diz respeito ao produto tensorial de dois médulos, devido a
R poder ser nao-comutativo convém que um deles seja R-mddulo a direita e o outro um
R-médulo a esquerda. Um motivo para isso € o seguinte, digamos que queiramos definir
o produto tensorial de dois R-modulos a esquerda M e N, seguindo as mesma ideias do
caso comutativo isso seria um par (M ® N, ®)em que ®: M x N — M ® N é um mapa
R-bilinear, entdo deve valer, para quaisquer r, s € R e quaisquer m € M en € N, que
(rm) ® (sn) = r(m® (sn)) = rs(m @ n) e também que (rm) @ (sn) = s((rm) @n) =
sr(m ® n), logo (rs — sr)(m ® n) = 0, porém se R ndo é comutativo entdo podemos
ter rs — sr # 0, de forma que a equag@o (rs — sr)(m ® n) = 0 poder ser ndo trivial,
mas nao queremos isto. Isto ocorreu porque tanto o 7 como o s podem ser passados para
a esquerda de m ® n pela propriedade de bilinearidade, para que isto ndo ocorra fazemos
a troca de mapas bilineares por produtos balanceados.

Definicao 6.1. Seja R um anel com unidade, M/ um R-mddulo a direita, N um R-médulo
aesquerdae (A, +,0) um grupo abeliano. Um produto R-balanceado é um mapa ¢: M X
N — A com as seguintes propriedades:

o oz +a',y) = oz, y) + (@', y);

o p(z,y+y) =y + ey

o p(xr,y) = o(z,1y).

O produto tensorial € entdo definido em termos de um grupo abeliano e um produto

balanceado.
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Definicao 6.2. Sejam R um anel com unidade, M um R-mddulo a direita e N um R-
moédulo a esquerda. O produto tensorial de M por N é um par (A, ) em que (A, +,0)
¢ um grupo abeliano ¢ p: M x N — A é um produto R-balanceado, satisfazendo a
seguinte propriedade universal: dado um par (A’, ¢’), em que A’ é um grupo abeliano e
@'t M x N — A’ éum produto R-balanceado, existe um tinico homomorfismo de grupos
u: A— A'talqueuop=¢

MxN —23 A

u
N

A/

Essa definicdo deveria ser equivalente a defini¢do que foi dada para anéis comutativos,
porém neste caso o (A, ) é formado por um grupo abeliano e um produto balanceado,
enquanto que para anéis comutativos tinhamos definido o produto tensorial como um par
formado por um R-mdédulo e um mapa bilinear. Ocorre que se I? € anel comutativo com
unidade entdo M e N sdo R-bimddulos, dessa forma podemos utilizar a propriedade
universal de médulos, para anéis que ndo precisam ser comutativos, para dar ao grupo
abeliano M ® N uma estrutura de R-mddulo de forma que ®: M X N - M ® N
€ mapa [?-bilinear e € satisfeita a propriedade universal do produto tensorial para anéis
comutativos. Os detalhes dessa construgdo serdo feitos adiante.

Como para qualquer propriedade universal, o produto tensorial de médulos € tnico a
menos de isomorfismo. A prova disto derd omitida pois € muito semelhante a prova feita
no caso de aneis comutativos. Porém € necessario provar que ele sempre existe.

Teorema 6.3. Seja R um anel com unidade, M um R-modulo a direita e N um R-modulo
a esquerda, entdo existe um produto tensorial (M ® N,®) de M e N.

Demonstra¢do. Tomamos M ® N como sendo o grupo abeliano F(M x N)/D em que
F(M x N) é o grupo abeliano livre sobre o conjunto M x N e D é o subgrupo de
F(M x N) gerado pelos elementos da forma

e (m+m',n)— (m,n)— (m' n);
e (mn+n')—(m,n)—(m,n);
o (m-r,n)— (m,r-n);

em que m,m’ € M, n,n" € N er € R sao elementos arbitrarios. Essa escolha de D é
justamente para obtermos um mapa R-balanceado, que é omapa ®: M x N — M @ N
dado pela composi¢ao da “inclusao” i: M x N — F(M x N), dada por i(m,n) =
(m,n), com a proje¢do candnica w: F(M x N) — F(M x N)/D. Segue que (M ®
N,®) é um par que satisfaz a propriedade universal do produto tensorial. Provemos
isto, seja entdo (A, ¢) um par em que A é um grupo abelianoe ¢: M x N — A é um
mapa R-balanceado. Como F'(M x N) é livre, o mapa ¢ se fatora unicamente por um
homomorfismo ¢: F(M x N) — Atalque goi = .

MxN —— F(M x N)
\
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Suponha que exista um homomorfismo u: M ® N — A tal que u o ® = ¢, entdo
uomoi = qoi,como Imi gera F'(M x N) entdo segue que u o m = ¢, também 7
¢ sobrejetor, logo se tal u existe ele € unico. Para que a equacdo u o m = ¢ defina um
homomorfismo u: M ® N — A basta ter que ker 7 C ker ¢, mas ker 7 = D, entdo basta
que os trés tipos de elementos que geram D pertencam também a ker ¢. Para o primeiro
tipo, temos que

q((x+2" y) = (z,y) — (2,y) = ¢z + 2, y) — q(z,y) — q(2’,y)
= qi(z +2',y) — qi(z,y) — qi(2z',y)
= oz +2"y) —p(z,y) — (@, y)
=0,

de onde (z + 2',y) — (x,y) — (2',y) € ker ¢, semelhantemente podemos mostrar que
(x,y +v') — (x,y) — (x,y') € ker p, e para o terceiro tipo

q((zr,y) — (2, 1y)) = qi(zr,y) — qi(z, 1Y)
= p(zr,y) — ¢(x,ryY)
=0,

logo (zr,y) — (z,1y) € ker ¢. Isso conclui que existe inico homomorfismo u: M @N —
Atalque uo® = . ]

Algumas Propriedades

Anteriormente foram provadas diversas propriedades no caso de aneis comutativos. Algu-
mas dessas propriedades serdo provadas novamente no contexto mais geral de aneis que
ndo precisam ser comutativos, com as devidas adaptagdes. Note que as provas a seguir
sdao muito semelhantes as ja feitas no caso de aneis comutativos.

Teorema 6.4. (O produto tensorial é gerado pelos tensores elementares) Sejam X um R-
mddulo a direita, Y um R-mddulo a esquerda e (X ® Y, ®) um produto tensorial deles.
Entdo Im ®, o conjunto dos tensores elementares de X ® Y, gera X QY.

Demonstracdo. X ® Y é gerado pelos tensores elementares se (Im®) = X ® Y, ou
equivalentemenete X ® Y/(Im ®) = {0}. Considere a projecio candnican: X @ Y —
X ®Y/(Im®), como 7 € homorfismo e ® é R-balanceado entio m o ® é R-balanceado,
considere o seguinte diagrama

Xxy —2 5 XY

o

X ®Y/(Im®)

pela defini¢do de 7 é imediato que 7 o ®(z,y) = 0, logo 0 homomorfismo 0: X ® Y —
X®Y/(Im ®) faz o tridngulo comutar, ou seja, )o® = mo®, por outro lado 7w também faz
esse triangulo comutar, trivialmente, entdo pela propriedade universal do produto tensorial
tal homomorfismo € tnico, portanto 7 = 0, ou seja, X ® ¥ = (Im ®). O
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Teorema 6.5 (Unitalidade). Dado um R-modulo a esquerda X, existe um tinico isomor-
fismo de grupo abeliano lx: R ®@ X — X tal que lx(1 ® x) = x. Também, dado um
R-modulo a direita X, existe um tinico isomorfismo de grupo abelianoryx: X @ R — X
tal que rx(x ® 1) = .

Demonstracdo. Serda demonstrada somente a existéncia e unicidade de [y, para rx é
andlogo. Considere o mapa p: R x X — X dado pelo produto por escalar, ou seja,
p(r,x) = rz. Este mapa é R-balanceado, entdo pela propriedade universal do produto
tensorial dlx: R ® X — X homomorfismo tal que [x o ® = p,

RxX 23 ReX

I
x
p ¥

X

calculando em (1,z2) € R x X temos que [x(1 ® ) = x. Resta mostrar que [x é
isomorfismo, para isto considere o homomorfismo /': X — R® X dado por!'(z) = 1®x,
¢ imediato que [’ o [x = id, por outro lado Ix o I'(1 ® x) = 1 ® x. Note que todo
elemento de R ® X pode ser escrito na forma 1 ® x, isso se deve primeiramente ao fato de
R ® X ser gerado pelos tensores elementares, assim um elemento de R ® X é da forma
z = ZLI Tn @ Ty, emquen > 1,r, € Rex, € X, mas como ® é R-balanceado entio
z=>" 1®@r,z, = 1@ (Y, ruz,). Portanto, Ix ol’ = id, o que conclui que I’ = [}/,
ou seja, [x € isomorfismo. O

Teorema 6.6 (Distributividade). Seja (X,)aca uma familia de R-mddulos a direita inde-
xada por um conjunto A, que pode ser infinito, e seja’ Y um R-mddulo a esquerda. Entdo
(BacaXa) @Y = Buca(Xo ®Y), como grupos abelianos. Seja (X!)aeca uma familia

de R-mddulos a esquerda, e seja’Y' um R-mddulo a direita. Entdo Y' @ (DacaX),) =
Daca(Y' ® X)), como grupos abelianos.

Demonstragdo. Por brevidade o conjunto A estard implicito na notagdo. Sejam p,: @©p
Xg— Xoepl,: @5 (Xp®Y) — X, ®Y as projegdes, dadas por p,((z5)s) = = €
Pol(x @ Yp)s) = Ta © Yo, € sejam ¢o: Xo = @pXpe g, Xa®Y = @3(XgY)
as “inclusdes”, dadas por ¢, (za) = (00,5%0)s € ¢ (Ta ® Y) = (da.pTa @ Y)s, em que é
utilizado o abuso de notagdo 0, gTq, quUe € 04 gTq = To € Xy se o = B €0y 7, =0 €

Xpgsea #[.
Considere o seguinte diagrama

(@5X35) x Y —2 (@X5) QY
lpaxid iua
\|/
X, xY —% X, QY

Como ®: X, xY — X,®Y € R-balanceado e p, e id sdo R-lineares, entdo a composta
®(pa % id) é R-balanceada, de fato, para x € ©pXg,yeYereR,

D (pa x id)(27,y) = @(pa(zr),y)
= Pa (337”) Xy
= (palz)r) ® Y

136



= pa(.ﬁ) oY (Ty)
= ®@(pa x id)(z, 1Y),

portanto, pela propriedade universal do produto tensorial |Ju,, : (B3 X5) @Y — X, QY
homomorfismo de grupo abeliano que faz esse diagrama comutar. Compondo com ¢,
temos um homomorfismo ¢/ u,: (©sXs) ® Y — @s(Xp ® Y'), ndo é de se esperar que
este seja um isomorfismo, uma possibilidade seria somar todos esses mapas, mas A pode
ser um conjunto infinito e ndo temos aqui uma nog¢do de soma de infinitos elementos.
Portanto, s6 faz sentido fazer tal soma se ela sempre resulta em uma soma finita, o que de
fato ocorre. Um elemento z € (®3X3) ® Y édaforma z = Y ' (zi5)s @ yi n > 1,
entao

Ua(2) = to (me ® yi)

i=1

=) tal(wip)s ® i)

i=1

= Z U @ (i), Vi)

=3 @(pa x id)((255)5. y:)

=1

= Z ®(Iz‘,a, yi)
i=1

n
- E xi,a ® y’i7
=1

mas, pela definicdo de soma direta, para cada  hé finitos 3’s tais que x; g # 0, porém o0s ¢’s
sao finitos, logo ha finitos indices (7, 3) tais que x; 3 # 0, portanto, u,(z) # 0 para finitos
a’seentdo ) ¢, uy(z) é uma soma finita para qualquer z € (GpXg) ® Y. Isto permite
definir o homomorfismo de grupo abeliano f := > ¢ us: (BpXp)QY — @3(XpRY),
provemos que este ¢ um isomorfismo.

Para obter a inversa de f, considere agora o seguinte diagrama

X, xY —2 X, 0V

I
lqa xid | Va
+

(@5X35) x Y —2 (@X5) QY

Como ® é R-balanceado e ¢, e id sdo R-lineares, entdo ®(q, x id) é R-balanceado,
logo pela propriedade universal do produto tensorial !3v,: X, ® Y — (©3X3) ® Y ho-
momorfismo que faz esse diagrama comutar. Podemos entao construir o homomorfismo
g: B (Xp®@Y) = (©5X5) ®Y, dado por g((25)5) = >_5vs(2p), este mapa € a inversa
de f. Antes de mostrar isso, calculemos f e g sobre geradores de seus dominios. Temos
que

F(@a)a®y) =) dsus((wa)a ©y)
B
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- quﬁuﬁ ® ((xa)omy)
B

=" g5 ® (ps x id)((2a)a, ¥)
B

= s ® (xs,9)
5

= qylzs®y)
5

= (s ®Y)s
= (xa & y)a

9((Ta ® Ya)a) = Zva(% ® Ya)
= Zva (Zas o)
= Z® Go X id)(Ta; Ya)
= i@@((%,ﬁ%)ﬁ,ya)
= Z::((Sa,gxa)ﬁ ® Ya-

Com isto, temos entdo que

9f(Ta)a ®Y) = g((Ta @ Y)a)

= (dasTa)s @y
= () bapra)s ®y

(zs)s ®y
(Ta)a ® ¥,

f9(Ta ® Ya)a) = f (Z( 00,6Ta)p @ Z/a)
= Zf 00,8Ta)g @ Ya)

«

—Z aﬁxa@)ya

- ( 5a,ﬁxa & ya)
@ B
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= (25 ® Ys)s
- (xa ® yoz)ow

Como gf e fg agem como identidade sobre elementos que geram seus dominios, entdo
gf = ide fg = id, isto conclui que ¢ = f~!, de onde temos que (DpcaXy) @Y =
Baca(Xy ®Y), como grupos abelianos.

Agora se (X/)aeca € familia de R-médulos a esquerda e Y’ é um R-médulo a direita,
podemos de forma andloga provar que Y’ @ (Paca X)) = Baca(Y' @ X)). O

6.1 Produto tensorial de bimodulos

Definicao 6.7. Sejam R e S anéis com unidade. Um R-S-bimddulo é um grupo abeliano
(X, 4+, 0) que é um R-médulo a esquerda, um S-mddulo a direita e os produtos a esquerda
e a direita sdo compativeis, no sentido de que (r-x)-s = r-(x - s), para quaisquer z € X,
r € Res € S. Indicamos que X é um R-S-bimddulo pela notacdo pXg. Dados
bimddulos zp Xg e grYs, um homomorfismo de R-S-bimédulos f: X — Y € um mapa tal
que

o flz+2)=fz)+ f(2'), Vo,2" € X;
o f(ras)=rf(x)s,Ve e X,re€ ReseS.

Como um Z-mdédulo a esquerda ou a direita é simplesmente um grupo abeliano, pode-
mos entender um R-mddulo a esquerda como um R-Z-bimddulo e um R-mddulo a direita
como um 7Z- R-bimédulo. A mesma defini¢do anterior de produto tensorial se aplica a um
par de bimé6dulos gz Xg e Y7, em principio isto seria um par (X ® Y, ®) em que X ® Y
¢ um grupo abeliano (X ® Y, +,0)e ®: X XY — X ® Y é um produto S-balanceado.
A seguir mostraremos que € possivel dar mais estrutura ao produto tensorial, de forma
que X ® Y é um R-T-biméduloe ®: X XY — X ® Y é um homomorfismo de R-T'-
bimoddulos.

Por conveniéncia introduziremos a seguinte defini¢do:

Definicao 6.8. Um produto R-S-T-balanceado é um produto S-balanceado ¢: X XY —
B, em que rXg, sYr e gBr sdo bimédulos e ¢ satisfaz a propriedade de que p(rz, yt) =
ro(z,y)t, para quaisquer z € X,y € Y,r€ Ret e T.

Lema 6.9. Sejam pXgs e sYr bimddulos e (X ® Y,®) um produto tensorial desses
bimédulos, entdo X QY é um R-T-bimédulo com produtos a esquerda e a direita dados
por (rz) @ (yt) =r(z@y)t, ®: X XY — X ®Y é um produto R-S-T-balanceado e
(X ® Y, ®) satisfaz a seguinte propriedade universal: dado um par (B, ) em que prBr
€ um bimodulo e p: X XY — B é um produto R-S-T-balanceado, 'Ju: X @ Y — B
homomorfismo de R-T'-bimddulos tal que v o @ = .
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Demonstragdo. Precisamos definir em X ® Y produtos a esquerda e a direita, tornado-o
um R-T-bimédulo. Isto é feito a partir da propriedade universal do produto tensorial.
Dados r € Ret € T, considere o produto S-balanceado

ot X XY — XQY
(z,y) — (rz) @ (yt)

pela propriedade universal do produto tensorial existe um tnico homomorfismo de grupos
Ori: X®Y — X®Y tal que ¢p(z®@y) = (rz) @ (yt). Isso define os produtos a esquerda
e a direita, mais precisamente definimos

Rx(X®Y)—XQY
(r,2) —> 12 =@r1(2)

(X@Y)xT — XY
(z,t) — 2zt = P14(2)

Precisamos verificar que sdo satisfeitos os axiomas de R-7-bimédulo. Como ¢, ; € 2-
linear entao

re(z42) = @iz +2)
= Pr1(2) + @r1(2)
=r-z+4+r-2,

também, como 1, = ® entdo ¢; 1 = id, logo 1 - z = z. Agora, dados r,7" € R,z € X
ey €Y, temos que

como a igualdade vale para qualquer tensor elementar x ® y entao @, 1 = @p1 + @y 1,
logo, para qualquer z € X ® Y,

(r+r)-z=rz+rz
Também temos que

Gra(r@y) = ((rr)r) @y
= ¢ra((rz) ®y)
- @7",1@1”/71(x X y)a

logo @, 1 = @r1p: 1 €, portanto, para qualquer z € X ® Y,

(rr'Yz =r(r'z).
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Isso conclui que X ® Y € R-mddulo a esquerda, de forma andloga podemos mostrar que
X ® Y é T-médulo a direita, e como (r(z @ y))t = (rz) ® (yt) = r((z ® y)t), entdo
Ort = Pra1P1t = P14Pr1 € assim (rz)t = r(zt), para qualquer z € X ® Y. Isso conclui
que X ® Y € R-T-bimodulo. Pelas defini¢des dos produtos em X ® Y € imediato que
(re)®(yt) = r(z®y)t, de formaque ®: X XY — X®Y é produto R-S-T-balanceado.

Por fim, verifiquemos que vale a propriedade universal. Seja (B,p): X xY — B
um produto R-S-T-balanceado, em particular € um produto S-balanceado, entido pela
propriedade universal do produto tensorial existe um tnico homomorfismo de grupos
u: X ®Y — Btalque uo® = p.

XxY 25 XY

|
u
P +

B

Devemos mostrar que u ¢ homomorfismo de R-7-bimddulos. Temos que

u(r(z ®y)t) = u((rz) @ (yt))
=u® (rx,yt)
= p(rz, yt)
= rp(z,y)t
= ru(z @ y)t,

como a igualdade vale para qualquer tensor elementar x ® y, entdo para qualquer z €
X ® Y temos que u(rzt) = ru(z)t, logo u € homomorfismo de R-T-bimédulos. Que
0 homomorfismo de bimédulos (ndo somente de grupos) u € Unico, isso € imediato, pois
em particular ele ¢ homomorfismo de grupos e este € inico pela propriedade universal do
produto tensorial. O

Deste lema podemos recuperar a definicdo do produto tensorial no caso de aneis co-
mutativos, notando que se R € anel comutativo entdo qualquer R-mddulo a esquerda z X
pode ser entendido como um R-R-bimédulo em que o produto a direta X x R — R ¢é
dado por z - r = r - x, e semelhantemente [2-moddulos a direita podem ser entendidos
como - R-bimddulos.

6.1.1 Produto Tensorial de Homomorfismos de Bimodulos

Sejam f: g Xg — rX's e g: sYr — sY/ homomorfismos de bimédulos, temos entdo o
mapa f x g: X XY — X’ x Y’"dado por f x g(x,y) = (f(x),g(y)), agora considere o
seguinte diagrama

XxY 23, X0Y

fxgl

X'xY -2, X' @Y

como a composta ®(f X g) é um produto R-S-T-balanceado, entdo existe um unico
homomorfismo de R-7-bimédulos f ® g: X Y — X' @ Y'talque (f @ g)(z ® y) =
f(z)®g(y), omapa f ® g é o produto tensorial dos homomorfismos de bimédulos f e g.
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XxY 2 ,X0Y
fxgl if®g

hd

X'xY 24 X' oY

6.1.2 O funtor produto tensorial

Como feito no caso de aneis comutativos, podemos definir um funtor ®. Para R um anel
comutativo, o funtor era da forma ® x Modr x Modr — Modg, em que Modpg € a
categoria de R-modulos. Nao se fazia distin¢ao entre R-modulos a direita ou a esquerda,
pois, como vimos anteriormente, ambos podem ser entendidos como R-R-bimddulos em
que os produtos a esquerda e a direita sdo equivalentes, no sentido de que r - x = x - 7.
Para aneis com unidade que podem nao ser comutativos, o produto tensorial é definido
tomando um modulo a direita e um moddulo a esquerda, de forma mais geral se temos
bimoddulos p X g € sY7 entdo o produto tensorial resulta em um bimédulo R-7-bimddulo
X ® Y, logo devemos ter um funtor ®: pkModg x sModr — gMody, em que pkModg é
a categoria de R-S-bimddulos e homomorfismos de R-S-bimddulos.

Como no caso de aneis comutativos, o produto tensorial de bimédulos € inico a menos
de isomorfismo, para definir o funtor ®: gkModg X sModr — rModr; devemos entao
fixar um produto tensorial para cada par de bimédulos. Como antes, adotamos a notagao
R(X,)Y)=X®Ye®(f,g) = f® g, para bimédulos X e Y e homomorfismos f e
g. A mesma demonstracdo feita no caso de aneis comutativos, com pequenas adaptagdes,
mostra que temos realmente um funtor, de forma que valem as seguintes propriedades:

o (f®g)o(f®g)=(fof)®(g og), para quaisquer homomorfismos f: X — X',
FX' 5 X" g:Y =Y, ¢ Y — Y", e bimédulos X, X, Y, Y":

e idxgy = idy ® idy, para quaisquer bimddulos X e Y.

Mostramos anteriormente que, para R anel comutativo com unidade, Modp, € catego-
ria monoidal, em que o produto monoidal é o produto tensorial. Para a categoria pkModg
com R e S aneis distintos ndo faz sentido esperar que esta seja uma categoria monoidal.
Ocorre que podemos organizar as categorias pkModg em uma bicategoria cujos objetos
sdo aneis com unidade (R, 9, etc.) e cujos 1-morfismos (entre dois objetos) sdo as cate-
gorias pkModg: R — S, dessa forma podemos entender ®: pkModg X sModr — rModyp
como uma opera¢ao de composi¢ao nessa bicategoria.
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