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Resumo

Teorias de campo discretas euclideanas invariantes por transformagdes que
preservam a topologia e o volume dos espagos sdo estudadas em trés dimen-
soes. Teorias com tal simetria sdo chamadas de quasetopolégicas. Os modelos
sdo definidos em diagramas de Heegard, interpretados como uma generaliza-
¢do das triangulagdes e redes ciibicas. Quando um diagrama descreve uma tri-
angulagao, o seu género g corresponde ao nimero de tetraedros. Uma fungao
de particio Z (D) ¢ atribuida a cada diagrama D. Nas teorias quasetopolégicas,
Z(D) depende apenas de g e da topologia de D. Ou seja, as operagoes de si-
metria sdo homeomorfismos que preservam o género. Nas triangulagoes, tem-
se invaridncia por homeomorfismos que preservam o nimero de tetraedros.
Provou-se que tais operagdes sempre podem ser escritas como composigdes de
trés operagbes elementares, batizadas de moves quasetopolégicos. Impondo-
se invariancia de Z pela agao dos nioves, chegou-se a um sistema de equagdes
que caracteriza as teorias quasetopolégicas. Mostrou-se que a cada dlgebra de
Hopf corresponde uma solugido simples do sistema. Uma nova generalizagio
das algebras de Hopf foi proposta como ansatz para uma solugao mais geral,
mas as condigdes de simetria a reduziram a uma dlgebra de Hopf. Nesta ge-
neralizagéo, a relagéo de bidlgebra foi substituida por uma relagdo modificada
mais fraca. Identidades tradicionais das algebras de Hopf deixam de ser ve-
rificadas, mas uma série de relagbes semelhantes foi obtida. A generalizagao
estudada sugere uma familia de outras generaliza¢bes, com modificagges di-
versas da relagdo de bialgebra, as quais podem ser usadas na busca de novos
exemplos de teorias quasetopolégicas.



Abstract

Euclidean discrete field theories invariant under topology and volume pre-
serving transformations are studied in three-dimensions. Theories with such
symmetry are called quasitopological. The models are defined in Heegard di-
agrams, which are interpreted as a generalization of triangulations and cubic
lattices. When a diagram describes a triangulation, its genus g corresponds
to the number of tetrahedra. A partition function Z(D) is assigned to each
diagram D. In quasitopologica theories, Z{D) depends only on g and on the
topology of D. In other words, the symmetry operations are genus preserving
homeomorphisms. In the case of triangulations, there is invariance under ho-
meomorphisms which preserve the number of tetrahedra. It was proved that
such operations can always be written as compositions of three elementary
operations, denoted quasipological moves. Imposing invariance of Z under
the action of the moves, a system of equations was found which characterizes
quasitopological theories. It was shown that to each Hopf algebra corresponds
a simple solution of the equations. A new generalization of Hopf algebras was
proposed as an ansatz for a more general solution, but the symmetry conditions
reduced it to a Hopf algebra. In this generalization, the bialgebra relation was
replaced by an weaker modified one. Traditional identities of Hopf algebras are
not verified, but a series of similar relations was obtained. The generalization
considered suggests a family of other generalizations, with varied modificati-
ons of the bialgebra relation, which can be used in the search for new examples

of quasitopological theories.
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Capitulo 1
Introducao

A motivagao para o estudo das teorias de campo quasetopolégicas [1] tem origem
em dificuldades técnicas encontradas no tratamento matemaético das teorias de campo
discretas. Estas teorias sdo em geral insoltiveis, & exce¢do de exemplos bidimensionais
[2] ou de modelos extremamente idealizados, como as teorias topolégicas de campo [3],
por exemplo. Em modelos mais realistas é impossivel o tratamento exato. A pesquisa é
feita com modelos auxiliares, simplificados, nos quais aspectos especificos dos proble-
mas sdo abordados de modo independente. H4 uma vasta gama de modelos, e dentre
estes se encontram as teorias quasetopologicas.

De modo geral, o interesse é voltado as versoes discretas das teorias de gauge e da
relatividade geral. No continuo, ambas se baseiam em equagdes de campo nédo-lineares,
o que dificulta o tratamento analitico e restringe os campos de aplicacdo. A discretiza-
¢do visa contornar este problema. Novas dificuldades sdo encontradas, mas ainda as-
sim se chega a resultados importantes deste modo. A formulagdo das teorias de gauge
na rede [4], por exemplo, permitiu o estudo do fendmeno de confinamento de quarks e
deu acesso ao regime ndo-perturbativo da cromodindmica quéantica [5].

O uso de redes em gravitagdo foi iniciado por Regge em 1961 [6], num trabalho
onde apresenta uma versdo poliédrica da relatividade geral, definida em dimensées
arbitrdrias do espago-tempo. A equagdo de Einstein é substituida por equagdes algébri-
cas, que sdo tratadas com métodos computacionais [7]. As varidveis fazem o papel do
tensor métrico na teoria, e sdo interpretadas como comprimentos. As equagdes mini-
mizam uma agio Sg.g... O método é batizado de “cdlculo de Regge” e foi aplicado com
sucesso em gravitagdo cldssica, como, por exemplo, em (3+1)-d, na andlise da evolugdo
temporal de modelos simples de universo [8].

A aplicagado do célculo de Regge a gravitagdo quantica em trés dimensdes levou em
1967 a formulag¢do do modelo de Ponzano-Regge [9], no qual o campo gravitacional é
descrito como uma superposigdo quantica dos estados da teoria de Regge. Este modelo
foi o primeiro exemplo de uma série de teorias de campo topolégicas, e o descrevemos
a seguir com dois propésitos. O primeiro é ilustrar o conceito de state sum model, que
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nas teorias discretas faz o papel da integral de trajetéria de Feynman. O segundo é
explicar o motivo pelo qual as teorias de campo topol6gicas sdo soltveis.

O modelo é definido em espacos triangulados, ou seja, decompostos em uma série
de tetraedros colados ao longo de faces comuns, formando um poliedro A. Todo espago
tridimensional pode ser triangulado [10]. A cada aresta j do poliedro se atribui um
comprimento L; = n; + 1/2, onde n; > 0 é inteiro ou semi-inteiro. A cada distribuigdo
de comprimentos {n;; j € A} em A se atribui um peso estatistico o »5 (n;). Estes pesos
s30 o andlogo discreto do integrando ezp (iS) das integrais de trajetéria. A funcéo de

particdo Zpp é definida como

Zpp = Z OpRr (n]) ’

{n;}

onde a soma é feita sobre todas as configuracdes {n;} permitidas. Os pesos estatisticos
orr sd0 definidos a partir de pesos locais o; por uma expressao com a forma

Opr = H %7

teA

onde a produtéria envolve todos os tetraedros t de A, e o depende apenas dos com-
primentos L; na fronteira de .

No limite de comprimentos grandes, 0pgr =~ exp (iSk.q,.) [9], € @ soma se aproxima
de uma integral nos comprimentos L;. A fun¢do de particdo Zr é interpretada como a
integral de Feynman da teoria de Regge. Valores esperados e amplitudes de transicao
sd0 escritos em termos de Zpp, como exposto em [11], por exemplo.

H4 uma variedade de outros state sum models, nos quais a estrutura de campos com
pesos locais aparece em diversas variagdes. Os pesos locais podem estar em faces, ares-
tas ou tetraedros, por exemplo, e os campos em vértices ou arestas. No entanto, a dina-
mica é estudada sempre do mesmo modo, em termos de uma fungéo de parti¢do Z dada
como a soma do produto dos pesos locais sobre todas as configuragdes (ou “estados” )
do campo. Quando a soma pode ser computada em redes com um nimero arbitrario
de componentes, diz-se que o modelo é soliivel. Em geral este célculo é impossivel.

O que torna as teorias topol6gicas soliiveis sdo suas simetrias. Um modelo é si-
métrico em relagdo a um grupo de transformacgdes da rede se Z é invariante sob tais
transformagdes. Com isso o célculo da fungdo de partigdo é facilitado. O valor de Z
em uma rede A pode ser computado numa rede A’ mais simples, desde que ambas se
relacionem por simetrias do modelo. Em modelos com invaridncia topol6gica, a sim-
plificagdo é severa. Todas as triangula¢des de um dado espago M possuem a mesma
funcgdo de particdo Z(M). Em particular, Z(M) nao depende do niimero de tridngulos.
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Assim, basta calcular Z em uma triangula¢do com um nimero minimo de tridngulos
para que o modelo seja soltvel no espago. Isto em geral pode ser feito.

As teorias de campo quasetopolégicas discretas foram definidas em 1998 por Teot6-
nio Sobrinho e Cunha [1] como deformag6es de teorias de campo topol6gicas. A invari-
ancia topoldgica é enfraquecida de modo a que a fungéo de parti¢do Z(M,n) dependa
nao s6 da topologia M da rede, mas também do nimero n de blocos na mesma. As
demais caracteristicas da rede sdo irrelevantes. Um modelo quasetopolégico é solivel
se Z(M,n) pode ser calculado, para cada n, em alguma triangulagédo contendo n blocos.

O caso bidimensional foi estudado de forma geral em [1]. Nesta dimensao, teorias
quasetopol6gicas sdo soluveis e de facil classificacdo. Entre seus exemplos se encon-
tram as teorias de gauge na rede. No limite continuo, descrevem teorias invariantes
por transformagbes que preservam a area da superficie, dentre as quais as teorias de
Yang-Mills. Em outro limite, a grandeza n se torna irrelevante e a teoria tem comporta-
mento topolégico. Por este motivo se diz que sdo deformagdes de teorias topol6gicas.

Nesta tese, a extensdo ao caso tridimensional é formulada. O problema central abor-
dado é o da caracterizagdo das teorias quasetopolégicas discretas tridimensionais e a
prova de sua existéncia. Para isto, define-se uma classe suficientemente geral de mo-
delos discretos tridimensionais, na qual sdo deduzidas condi¢fes de invaridncia quase-
topolégica, e exemplos de solugdes sdo apresentados. Usa-se o formalismo do modelo
topolégico de Kuperberg [12] para a defini¢do desta classe de modelos. A simetria
topolégica é enfraquecida e as novas condigdes de invariancia estudadas.

O motivo da escolha da invariancia quasetopol6gica para pesquisa deve-se princi-
palmente a sua simplicidade. Em trés dimensdes h4 poucos modelos soltiveis. Os mais
realistas sdo intratdveis. Busca-se entdo a partir de modelos soliveis elaborar deforma-
¢Oes mais complexas que ainda permitam um tratamento exato. Espera-se deste modo
chegar gradualmente a modelos mais realistas. Os modelos topolégicos descrevem a
influéncia da topologia de um espago sobre a dindmica dos campos em questdo. As
teorias quasetopol6gicas descrevem a influéncia do volume dos espagos.

Em relagdo ao caso bidimensional, a maior diferenca se encontra no modo como o
espaco é discretizado. Modelos discretos geralmente sdo definidos em triangulagdes
ou em redes cubicas, mas discretizagbes alternativas podem ser adotadas. Os modelos
estudados neste trabalho sdo definidos em parti¢des de Heegard [13]. As parti¢des de
Heegard sdo mais maledveis para a defini¢ao de operagdes de simetria, o que facilita
a construgdo de modelos. Além disto, fornecem uma descri¢do mais geral dos mo-
delos tridimensionais. Triangula¢6es arbitrarias podem ser interpretadas como casos
particulares de parti¢des, e modelos na rede reescritos como modelos em parti¢des. A
desvantagem no uso de parti¢bes de Heegard é a necessidade do uso de ferramentas
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mais abstratas da topologia combinatéria. A notagido e os procedimentos se tornam

menos intuitivos, porém mais gerais e maleéveis.

O texto é organizado da seguinte forma. No capitulo 2 é apresentada a classe de
modelos discretos estudada. Sao definidos como state sum models em parti¢des de Hee-
gard. A defini¢ao é feita de modo a que teorias de gauge na rede e as teorias topolégicas
mais relevantes sejam exemplos de modelos desta classe.

No capitulo 3, estuda-se a representagdo das opera¢des de simetria quasetopol6-
gica sobre as parti¢des de Heegard. Prova-se que a simetria quasetopolégica pode ser
descrita em termos de operag¢des elementares, os moves quasetopol6gicos, cujas compo-
si¢des geram todas as demais operac¢Oes de simetria.

No capitulo 4 sdo deduzidas as condi¢des impostas pela simetria quasetopol6gica
sobre a forma dos pesos locais. E imposta a invariancia da funcio de parti¢do sob a
acdo dos moves quasetopol6gicos. Exemplos de solug¢des sdo apresentados, e possiveis
desenvolvimentos futuros discutidos.

O capitulo 5 é a conclusdo do trabalho. Cada capitulo é introduzido por uma apre-

sentag¢do geral de seu contetdo.
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Capitulo 2

Campos Discretos Tridimensionais

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos matemaéticos das teorias de campo
discretas tridimensionais, no formalismo de state sum models. Ha trés passos principais
na formulagdo destes modelos. O primeiro é a escolha de uma discretizagido dos espa-
¢os, 0 que é feito com ferramentas da topologia combinatéria. O segundo é a definigdo
de campos nos espacgos discretos. O terceiro consiste na defini¢do dos pesos locais e da
funcédo de partigdo, respeitando as simetrias que se queira preservar.

State sum models formam uma classe vasta de modelos. Dentre estes, encontram-se
as versdes discretas das teorias de maior interesse no continuo. A gravitagio quantica
em trés dimensoes, por exemplo, é o limite continuo do modelo de Ponzano-Regge.
Teorias de gauge na rede aproximam teorias de Yang-Mills em dimensdes arbitrarias.
E, além disto, esbogos da gravitagdo quantica em quatro dimensdes também sao for-
mulados como state sum models para estudos exploratérios [8]. Portanto, a restrigdo
dos modelos discretos a state sum models ndo leva a nenhuma limitag¢do séria. Todas as
teorias de interesse fisico podem ser estudadas neste formalismo.

Modelos discretos sdo tradicionalmente definidos em redes ctibicas ou em triangu-
lagdes [14]. Com isso, os campos e pesos locais habitam regifes no interior de poliedros,
como faces, arestas ou tetraedros. Ha duas vantagens neste procedimento. A primeira é
a facilidade de visualizagdo dos objetos envolvidos. Nenhum método de discretizagéo é
tao natural e intuitivo quanto a aproximacéo de um espaco por um poliedro. A segunda
é a existéncia de triangulag¢des e redes ctbicas em dimensdes arbitrédrias, 0 que permite
que modelos sejam definidos de modo independente da dimenséo. Teorias de gauge
na rede, por exemplo, sdo definidas de modo idéntico em qualquer dimenséo [15].

Em casos especiais, no entanto, o uso de discretizagdes alternativas pode ser mais
apropriado. Em trés dimens6es, diversas possibilidades sdo exploradas. A variagéo
mais comum é o uso das parti¢des de Heegard [10], que consistem em colagens feitas
com blocos mais complexos que os tetraedros. Parti¢des de Heegard geralmente sao
descritas de modo indireto com o auxilio de diagramas de Heegard [13]. Os diagramas
de Heegard fornecem uma descrigdo bastante abstrata dos espagos tridimensionais.
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Consistem em sistemas especiais de curvas em superficies bidimensionais. A cada di-
agrama corresponde um espago tridimensional. Todos os espagos orientdveis podem
ser descritos deste modo. Apesar de pouco intuitiva, tal descri¢do é conveniente para
o estudo de modelos discretos. Diagramas de Heegard foram aplicados com sucesso
na construgdo de teorias de campo topolégicas [12, 16] e na formulagdo de teorias de
gauge com grupos quanticos [17], por exemplo.

A classe de modelos estudada nesta tese é construida sobre diagramas de Heegard.
Os campos e pesos locais sdo definidos segundo as prescri¢des adotadas por Kuperberg
em seu modelo topoldgico [12]. Obtém-se deste modo uma classe bastante geral de
modelos, que reproduz em casos especiais as teorias de gauge na rede e as teorias de
campo topolégicas tradicionais. As teorias quasetopolégicas sdo definidas como uma
deformagédo simples das topolégicas. Formam um caminho natural na exploragio desta
classe de modelos, partindo-se de exemplos soliiveis rumo a modelos com simetrias
menos rigidas.

Este capitulo é organizado da seguinte forma. Na segdo 2.1 sdo apresentados re-
sultados gerais da teoria de variedades topolégicas e triangulagbes, sobre os quais se
baseia o estudo das parti¢des de Heegard. Na segdo 2.2 sdo estudadas as parti¢des de
Heegard, e na se¢do 2.3 sua representagdo através de diagramas de Heegard. Trata-se
de uma revisdo breve de material padrdo. Na segdo 2.4 é definida a classe de mode-
los considerada neste trabalho. Teorias de gauge na rede sdo descritas como exemplo.
Condigbes de invaridncia topolégica e quasetopolégica sdo estabelecidas.

2.1. Variedades Topolégicas e Triangulacdes

Esta se¢do ndo é destinada a um estudo sistemético de topologia combinatéria. Seu
propésito é introduzir os conceitos mais elementares, fixar a notagéo e listar as proposi-
¢bes que serdo usadas ao longo do trabalho. Defini¢des de topologia geral sdo utilizados
de maneira corrente, e podem ser encontradas em [18]. O estudo de topologia de va-
riedades em dimensdo baixa baseia-se no livro de Stilwell [14]. Para o caso especifico
de variedades 3d, recorreu-se também ao artigo de Matveev [10]. Todos os resultados
aqui enunciados podem ser encontrados nestas refereréncias.

2.1.1. Variedades topolégicas

Uma variedade topol6gica n-dimensional M é um espago topolégico no qual todo
ponto possui uma vizinhanga homeomorfica a bola n-dimensional R™ ou & semi-bola
R?%. Os pontos que ndo possuem vizinhangas do primeiro tipo sdo os pontos da fron-
teira OM do espago, e sempre formam uma variedade topolégica (n — 1)-dimensional
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sem fronteira. Variedades com fronteira vazia sdo ditas fechadas. Uma subvariedade é
um subconjunto de uma variedade que, com a topologia induzida do espago que a con-
tém, forma uma variedade topol6gica. Uma variedade provida de um homeomorfismo
relacionando-a a uma subvariedade de um espago M é dita mergulhada nesse espago’.

Duas condig¢bes adicionais sdo acopladas a defini¢do de variedade para se evitar
exemplos patolégicos: que o espaco seja de Hausdorff, e que possua uma base enu-
merével. Isso corresponde a exigir que existam vizinhangas disjuntas para cada par
de pontos distintos, e que o espago possa ser coberto por uma por¢do enumerével de
bolas. Ambas as condi¢6es sdo automaticamente satisfeitas quando se considera apenas
subvariedades de espagos euclidianos. Reciprocamente, variedades satisfazendo essas
condigdes sempre podem ser imersas em um espaco euclidiano de dimensédo adequada,
e assim, o estudo de variedades topolégicas arbitrarias pode ser entendido como o es-
tudo de subvariedades de espagos R™.

A representacgao de variedades como subconjuntos de espagos euclidianos é a forma
mais natural de se descrevé-las, e corresponde a generalizagdo da nogdo intuitiva de
variedade dada pelas superficies bidimensionais imersas no espago tridimensional. H4
diversas outras representa¢des, no entanto. Outra maneira comum de se representar
uma variedade é através de sua decomposi¢do na forma de uma montagem de peda-
¢os mais simples. Uma superficie, por exemplo, pode ser descrita como uma série de
tridangulos encaixados ao longo de arestas comuns, e um espago tridimensional como
um conjunto de tetraedros com faces unidas. Estas descri¢Ges séo elaboradas com base
num processo de colagem de espagos, definido a seguir.

2.1.2. Colagem de variedades com fronteira

Variedades com fronteira podem ser coladas. A colagem identifica regides homeo-
morficas A e B na fronteira de espagos M e N de mesma dimenséo, e é representada por
um homeomorfismo especifico h : A C OM +— B C ON entre estas regides. O resultado
é um novo espago MU N, que serd sem fronteira se a colagem for feita ao longo de toda
a extensdo das fronteiras OM e N, e com fronteira, caso contrario. O homeomorfismo
h identifica cada ponto de seu dominio com sua imagem. Vizinhangas hemisféricas de
pontos identificados sdo unidas, de modo a comporem bolas n-dimensionais.

As colagens podem ser interpretadas como um “encaixe” de fronteiras, do modo
representado na Figura 2.1. Esta interpretagdo é possivel pelo seguinte fato. No caso
em que M C T e N C T sdo subvariedades n-dimensionais de um mesmo espaco T,
e M N N é uma variedade (n — 1)-dimensional contida na fronteira de ambas, tem-se

! Neste trabalho, variedades topol6gicas sdo chamadas de variedades, simplesmente, pois ndo h4 ou-

tras classes de variedades ( diferencidveis, piecewise-linear, C*) envolvidas. Também podem ser chamadas
de espagos n-dimensionais, ou de espagos, apenas, quando o contexto permitir.
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M N MU,,N

Figura 2.1. Colagem das variedades tridimensionais M e N ao longo das superficies A e B. O
homeomorfismo de colagem A identifica cada ponto 2 em A com sua imagem h(z) em B.

que a unido M U N dos dois espagos, com a topologia induzida de T', é homeomérfica a
MURN, onde h é a fungdo que identifica os pontos compartilhados. Em outras palavras,
compartilhamento de fronteiras equivale a colagem.

Ha colagens para as quais a topologia de M U;, N ndo depende da escolha do ho-
meomorfismo h, mas apenas das regides A C OM e B C 0N envolvidas na colagem.
Neste caso se diz que a colagem é feita de maneira tinica, ou que a colagem §é trivial.
O uso de colagens triviais fornece um método simples de construgdo de variedades
a partir de blocos mais elementares de espago. Sendo desnecessédria a descri¢do dos
homeomorfismos de colagem, basta que se especifique 0 modo como as fronteiras dos
blocos sdo compartilhadas.

O exemplo mais simples de colagem trivial é a de uma bola tridimensional B3 em
uma regido homeomérfica a B3 = §2 na fronteira de uma variedade M qualquer. A
colagem B3 Uy, B3, por exemplo, tem como resultado a esfera S3 para qualquer home-
omorfismo h : B3 — §B3. Outro exemplo é a colagem de um cilindro s6lido ao longo
de sua superficie lateral numa fita na fronteira de um espaco 3d qualquer (Figura 2.2)2.

Figura 2.2. Exemplo de colagem trivial. O cilindro sélido C é colado ao longo de sua superficie
lateral em uma fita na fronteira da variedade tridimensional M.

2 A trivialidade de ambas as colagens é mencionada em [14]. A prova deste fato pode ser feita com o
uso de extensdes de homeomorfismos. Um esbogo da demonstragio pode ser vista em [13], na se¢do sobre
diagramas de Heegard, Teorema 10.2.
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2.1.3. Complexos topolégicos

Os complexos topolégicos sdo uma das classes de espagos construidos através de
montagens feitas com blocos simples. As colagens envolvem apenas um tipo de bloco
elementar de espago, os n-simplexos, cujas fronteiras sdo divididas em um niimero
finito de “faces”, sobre as quais as colagens sdo feitas de maneira trivial.

No caso tridimensional, os n-simplexos sdo tetraedros. Um complexo topolégico
tridimensional é uma colagem de diversos tetraedros, dois a dois, ao longo de faces co-
muns. Dos homeomorfismos de colagem se exige apenas que vértices tenham vértices
por imagem. Com isso a topologia do espago resultante é completamente determinada.
FungGes de colagem com imagens idénticas nos vértices produzem espagos homeomér-

ficos.
¢ h(e) ¢
d A d
v , h(b) . = v e
a h(a) d

Figura 2.3. Colagem de dois tetraedros com o homeomorfismo A.

Nem todos os complexos topolégicos sdo variedades. A classe de espagos topol6-
gicos que se pode construir com a colagem arbitréria de tetraedros é mais vasta que a
de variedades topolégicas. Para que todos os pontos possuam vizinhangas esféricas, a
colagem deve satisfazer as condigdes listadas a seguir.

TEOREMA 2.1.1. Um complexo topolégico tridimensional é uma variedade topoldgica fe-
chada se, e somente se,

(i) todas as faces do complexo sdo coladas a alguma outra;
(ii) o seu mimero de Euller, definido por: e =V — A+ F —T, onde V é o mimero de vértices,
A ode arestas, F o de faces, e T o de tetraedros, é igual a zero.

Além de e = 0, vale também que F' = 27T. Esta relagdo segue do fato de que te-
traedros possuem sempre quatro faces, as quais sdo coladas sempre aos pares. Apenas
duas das grandezas V, A, F' e T sdo independentes, portanto.

O mergulho de um complexo topol6gico num espago euclidiano fornece uma re-
presentagdo do complexo como um colegdo de tetraedros compartithando faces em R™,
para algum 7. Isso sempre pode ser feito. O enunciado deste resultado envolve o con-
ceito de complexos simpliciais geométricos [19]. Um complexo simplicial geométrico
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tridimensional é uma colegdo de tetraedros em um espago R", para os quais a intersec-
¢do de dois tetraedros quaisquer ou é vazia, ou uma face, aresta ou vértice comum. A
unido dos tetraedros é um espago topolégico, com a topologia induzida de R™. Para
que seja uma variedade, deve satisfazer as condig¢Ges listadas no teorema 2.1. A pos-
sibilidade de imersdo de complexos topolégicos arbitrarios em espagos euclidianos é

enunciada no teorema abaixo.

TEOREMA 2.1.2. Todo complexo topoldgico é homeom©tfico a um complexo simplicial geo-
métrico contido em um espago euclidiano de dimensdo finita.

Uma triangulagdo de uma variedade é um homeomorfismo que leva esta varie-
dade em um complexo topolégico. Quando uma variedade possui alguma triangula-
¢do, diz-se que é trianguldvel. Todo complexo geométrico pode ser interpretado como
complexo topolégico, com a colagem de faces representada pelo compartilhamento das
mesmas. Também se diz ser uma triangulagdo um homeomorfismo de um espago em

um complexo simplicial geométrico.
TEOREMA 2.1.3. Toda variedade topoldgica tridimensional é trianguldvel.

Portanto, todo espago tridimensional é um complexo topolégico, e todo complexo
topolégico pode ser representado como uma montagem de tetraedros em algum R™.
Este é o contetido resumido desta se¢do. Com isso, a topologia das variedades tridimen-
sionais se reduz a uma combinatdria de encaixes de tetraedros em espagos euclidianos.

2.2. Parti¢bes de Heegard

Os espagos tridimensionais denominados handlebodies sdo definidos nesta se¢do. A
representacdo de variedades tridimensionais como colagens de handlebodies é introdu-
zida. Estas colagens sdo denominadas parti¢des de Heegard. A relagdo entre parti¢des
e triangulag@es é discutida. Mostra-se como parti¢des de Heegard sdo obtidas a partir
de uma representagdo da variedade como complexo simplicial geométrico. Exemplos
de equivaléncia homeomérfica no espago das parti¢des sdo apresentados.

2.2.1. Handlebodies e parti¢des de Heegard

Como alternativa as triangulagdes, hd outro tipo de colagem de uso tradicional em
topologia 3d, dado pelas parti¢des de Heegard. Ao contrdrio do que ocorre nas trian-
gulagbes, onde se usa em geral grandes quantidades de blocos simples colados trivial-
mente, tem-se nas parti¢des uma descri¢do dada por uma tinica colagem, envolvendo

no entanto dois espagos mais complicados topologicamente.
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A colagem envolve apenas dois handlebodies de mesmo género. Um handlebody é
o espago que resulta da colagem de cilindros sélidos em uma bola tridimensional ao
longo de suas bases (Figura 2.4). Os cilindros colados sdo as “al¢as” do handlebody. O
género de um handlebody é igual ao nimero de algas. Dos homeomorfismos de colagem,
exige-se apenas que produzam um espaco orientdvel. Isso basta para que a topologia
da colagem fique determinada, pois h4 um tinico modo orientédvel de colar cilindros em
bolas tridimensionais. Todo espaco orientdvel definido pela colagem arbitraria de algas
em esferas também é um handlebody.

8.8

4
género 1
- «
C D :> A4
- -
génerc 2

Figura 2.4. Exemplos de handlebodies.

DEFINIGAO 2.2.1. Uma parti¢io de Heegard é um trio P = (Hy,H2,h : 0Hy — OH,),
onde H, e Hy sdo handlebodies de um mesmo género g e h é um homeomorfismo que cola as
suas fronteiras. O género de uma particio é igual ao género de seus handlebodies.

O espago determinado por uma parti¢do de Heegard, H; Uy, Hy, é uma variedade
sem fronteira, pois a colagem ¢é feita ao longo de toda a extensdo da fronteira de ambos
os handlebodies. Além disso, pode-se mostrar que é um espago orientavel.

2.2.2. Particdes associadas a triangulacgdes

A existéncia de triangulag6es para todos os espagos tridimensionais permite que se
construam parti¢des de Heegard de espagos orientédveis arbirdrios. Isso é feito com um
processo que gera, a partir de um complexo geométrico P, uma parti¢do de Heegard
homeomoérfica. O método funciona apenas para variedades orientéveis.
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O procedimento é simples. A unido das arestas de P forma o conjunto ‘chamado -
“esqueleto unidimensional”, ou 1-esqueleto, do complexo. Define-se a vizinhanga tu-
bular V, do l-esqueleto como o o conjunto dos pontos de P que distam menos que
um dado e do 1-esqueleto. Em uma vizinhanga tubular, a cada vértice estd associada
uma bola tridimensional, e a cada aresta um cilindro. A vizinhanga tubular inteira é a
colagem destas bolas e cilindros ( ver Figura 2.5). Se o resultado é orientdvel, deve ser
um handlebody, portanto . Mas variedades orientdveis ndo podem conter subvariedades
ndo orientdveis de mesma dimensdo®. Logo, em todo complexo geométrico orientével
a vizinhanga tubular do 1-esqueleto é um handlebody H;.

=X

Figura 2.5. Vizinhanga tubular de um complexo geométrico nas proximidades de um tetraedro.

Forma-se ainda um outro handlebody no processo: o complemento P/H; do handle-
body H, no complexo geométrico P. Que P/H; é um handlebody pode ser justificado
do seguinte modo. A cada tetraedro se associa uma bola em seu interior, e a cada face
um cilindro que a atravessa. Este cilindro é usado para colar o interior de tetraedros
adjacentes (Figura 2.6 (a)). Com isso, a cada tetraedro est4 associado um objeto de 4
“pernas” formado por uma bola em seu interior e 4 cilindros que emanam de suas faces
(Figura 2.6 (b)). A unido de todos esses objetos de quatro pernas é um handlebody H.
Nota-se facilmente que Hy pode ser “inflado” de modo a preencher P/H;.

A superficie 0H; da vizinhanga tubular do 1-esqueleto de P separa o espago numa
colagem de dois handlebodies s6lidos, portanto. Constitui uma particdo de Heegard de
P. Como todo espago tridimensional pode ser representado como um complexo geo-
métrico em algum R”, segue que existem parti¢cdes de Heegard descrevendo espagos

3d orientéveis arbitrarios.

2.2.3. Homeomorfismos de particées

A descricdo dos espagos com parti¢des de Heegard ndo é univoca. A uma dada va-
riedade M corresponde uma infinidade de parti¢des. Parti¢des que produzem a mesma

* Uma orientagdo qualquer do espago M, restrita a um subespaco R C M, fornece uma orientagéo do
mesmo.
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(a) A cada face da triangulagdo corresponde {b) A cada tetraedro corresponde um objeto for-
um cilindro s6lido que conecta bolas contidas mado por uma bola contida em seu interior e 4
no interior de tetraedros adjacentes. cilindros que emanam de suas faces.

Figura 2.6. Representagdo do handlebody H; como a unido de bolas associadas a tetraedros e
cilindros associados a suas faces.

variedade sdo ditas homeomérficas. Operagdes que transformam as partigdes sem al-
terar a topologia correspondente sdo denominadas homeomorfismos de parti¢des. O
conjunto Cp de todas as partigdes homeomoérficas a uma parti¢do P é a classe de equi-
valéncia homeomorfica de P, ou a classe topolégica de P.

Hé dois tipos principais de homeomorfismos de parti¢des: as equivaléncias e as

estabilizac¢Oes.

DEFINICAO 2.2.2. Sejam P = (Hy, Ha,h) e P' = (H{, Hj, ') parti¢bes de Heegard de
mesmo género. Diz-se que P e P’ sdo equivalentes se Hy = Hjy e W' : 0Hy — OH] pode ser
escrito como h' = haly,, o h, para algum homemomorfismo hy : Hy — Hj. A transformagdo
que leva P em P’ é uma equivaléncia de partigoes.

Analogamente, diz-se que P e P’ sdo equivalentes complementares se Hy = Hj e h' :
OHj — OH pode ser escrito como h' = h o ha|,y, , para algum homemomorfismo hy : Hy —
Hj. Neste caso, a transformagio que leva P em P’ é uma equivaléncia complementar.

TEOREMA 2.2.3. Equivaléncias e equivaléncias complementares sdo homeomorfismos de

particdes.

Equivaléncias e equivaléncias complementares relacionam parti¢ées de mesmo gé-
nero. As estabilizagGes sdo usadas para relacionar particdes homeomérficas de géneros
distintos. Uma estabilizagdo consiste na criagdo de uma nova alga em alguma regido da
superficie 0H; = 0 Hy compartilhada pelos handlebodies colados (Figura 2.7). O género
da parti¢ao é aumentado em uma unidade. A operagédo inversa, a remogdo de uma alga,
é batizada de estabilizagéo inversa. A combinagédo de opera¢des de equivaléncia, equi-
valéncia complementar e estabilizagbes gera qualquer homeomorfismo de parti¢Ges.
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Figura 2.7. Exemplo de estabilizagdo. E representada uma regido esférica que cruza a superficie

de colagem dos handlebodies H, e H, em um disco A. A estabilizagdo altera os handlebodies dentro

desta regido. A superficie A que os delimita é substituida pela superficie A’, na qual hd uma
al¢a adicional. O género dos handlebodies aumenta em uma unidade.

TEOREMA 2.2.4. Quaisquer duas partigdes homeomdrficas podem ser relacionadas por uma
sucessdo de operagdes de equivaléncia, equivaléncia complementar, estabilizagdes e estabilizagdes

inversas.

As operagdes listadas no Teorema 2.5 sdo os “moves topol6gicos” das parti¢des. A
descrigdo das classes de equivaléncia homeomoérfica Cp baseia-se no uso destes moves.
Qualquer parti¢do P’ homeomérfica a P é o resultado da operagéo de alguma seqiiéncia
de moves sobre P. Portanto, a classe Cp é igual ao conjunto de todas as parti¢des que
resultam da operacdo de moves sobre P. A descrigdo de classes de equivaléncia com o
uso de moves é de importancia central para o estudo de simetrias em modelos discretos.
Para provar a invaridncia topolégica de uma funcéo de parti¢do, basta que se prove sua
invaridncia sob a agdo dos moves topolégicos.

2.2.4. Espacgos quasetopolégicos

Ha uma classe de espacos, aqui batizados de quasetopol6gicos, nos quais nado é
preciso incluir estabiliza¢bes e estabiliza¢bes inversas entre os moves. Em geral, para
que duas parti¢des homeomérficas sejam ligadas por uma sucessdo de moves, é preciso
passar por parti¢des de géneros distintos, mesmo que as parti¢des sejam de mesmo
género. Sdo usadas estabiliza¢des e estabiliza¢des inversas, portanto. Nos espagos qua-
setopol6gicos isto é desnecessario. Partigdes homeomorficas de mesmo género sempre
podem ser ligadas por equivaléncias e equivaléncias complementares.

DEFINICAO 2.2.5. Seja M uma variedade tridimensional orientdvel. Diz-se que M é um
espago quasetopoldgico se para quaisquer duas partigoes P = (Hy, Ha, h) e P’ = (Hj, Hj, h')
de mesmo género que determinam M existem homeomorfismos hy : Hy — Hj e hy : Hy — Hy

tais que as fungdes de colagem satisfacam h' = hilom, o h o halyy,, .
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Note-se que a particao feita com h' é obtida a partir da feita com h com a operagédo de
uma Unica equivaléncia, k — hi|,, oh, e uma equivaléncia complementar, h,|,, oh —
hllah'1 oho h’2|6H2 =R,

A existéncia de espagos quasetopol6gicos é garantida pelo teorema que fecha a se-
¢do. Até o momento ndo se tem uma classificagéo geral dos espagos quasetopolégicos.

~ 3

Figura 2.8. Diagramas representando classes topolégicas Cp e Cg divididas em subclasses de

género fixado g;. Pontos representam parti¢des. Segmentos pontilhados representam a agio

de moves. Em Cp, 0s moves que conectam parti¢oes de mesmo género passam por parti¢des de
géneros diferentes. No espago quasetopolégico Cg, os moves operam dentro das subclasses.

TEOREMA 2.2.6. Sdo exemplos de espagos quasetopolégicos: S3, ST x S x S e 0s espagos
de lentes [10].

2.3. Diagramas de Heegard

A descrigdo de uma parti¢do de Heegard se resume praticamente a especificagdo do
homeomorfismo de colagem que une os dois handlebodies. Isto é feito de modo indireto,
com o uso dos diagramas de Heegard. A idéia intuitiva que motiva sua definigéo é que
a descri¢do da colagem se torna mais simples se feita passo-a-passo. Os handlebodies sdo
desmembrados em pedagos, e entdo se descreve como os pedagos de um handlebody sao
colados nos pedagos do outro. A estrutura abstraida desta descrigdo sdo os diagramas

de Heegard.

2.3.1. Decomposicdes de handlebodies

O modo mais natural de se descrever um handlebody H é na forma de uma colagem
de cilindros e bolas tridimensionais, como mostrado na Figura 2.9, por exemplo. Este
tipo de colagem pode ser descrita diagramaticamente. Para isto, usa-se um diagrama
D = {¢;}, composto por curvas fechadas na superficie H do handlebody. Cada curva c;
do diagrama corresponde a um cilindro C; da colagem. As curvas devem ser tais que
existam discos d; para 0s quais ¢; = dd;. A vizinhanga cilindrica dos discos d; em H sdo
os cilindros C; da decomposicéo ( Figura 2.10).
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Para recuperar a decomposi¢do do handlebody a partir do diagrama D = {c;}, basta
tomar discos d; quaisquer para os quais se tenha c¢; = dd;, e cortar as regides cilindricas
em suas vizinhangas. Determina-se uma tnica decomposi¢do deste modo, a menos de
isotopias. Quando este procedimento pode ser feito, diz-se que D é uma decomposigdo
s6lida do handlebody H.

o8 Cs Cs
)01 & 00 N e 0]
100 10

Figura 2.9. Handlebody decomposto numa colagem de bolas B;, B,, B3 e cilindros C, Ca, C3,
C4 e C5.

Figura 2.10. Diagrama D = {c;} associado a decomposi¢do mostrada na Figura 2.9. Cada curva
¢; é a fronteira de um disco d;. As vizinhangas dos discos sdo os cilindros C; da decomposigdo.

Nem todo sistema de curvas em 9H decompde o handlebody em uma colagem de
cilindros e bolas. Para isto, deve satisfazer propriedades especiais. As curvas devem
ser fechadas e simples (sem auto-intersecgbes ), por exemplo, ou entdo nio poderiam
ser fronteiras de discos. As condi¢des suficientes para que um diagrama descreva uma

decomposigdo sio listadas no Teorema 2.7.

TEOREMA 2.3.1. Seja D = {c¢;} um conjunto de curvas fechadas e simples na superficie
OH de um handlebody H. O diagrama D é uma decomposicdo sélida de H se

(i) as curvas sdo duas a duas disjuntas, c; N ¢; = 0;
(ii) existem discos d; C H para os quais dd; = ¢;;
(iii) 0 complemento das curvas em OH é uma colegio de regides esféricas com furos.

A segunda condig¢do permite cilindros sejam associados as curvas. A primeira con-
dicdo garante que cilindros disjuntos sdo associados a cada curva. A terceira é imposta
para que apo6s se cortar os cilindros no handlebody se obtenha uma colegdo de bolas
como resultado. Quando a segunda condigdo ndo é satisfeita, diz-se que D é uma de-

composi¢do da superficie 0H.
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2.3.2. Biparti¢Oes e diagramas de Heegard

Quando a uma partigdo de Heegard sao adicionadas decomposig¢oes sélidas D, e Dy
dos handlebodies envolvidos, obtém-se uma nova estrutura, aqui batizada de bipartigso.
A prova dos teoremas que definem os moves quasetopolégicos baseia-se na manipula-

¢do destas estruturas.

DEFINICAO 2.3.2. Uma biparticio é uma 5-upla B = (Hy, Hy, D1, Dy, h) para a qual
a 3-upla (Hy, Hy, h) forma uma particdo de Heegard e D1= {a; € 0H1}, Dy = {b; € OH»}
sdo decomposicoes sblidas de Hy e Hy. A variedade determinada por uma biparticdo € o espaco
Hj Uy, Hy. Duas biparticoes sdo homeomdrficas se determinam variedades homeomoérficas.

As decomposigOes escolhidas sdo irrelevantes topologicamente. A topologia da va-
riedade determinada pela biparti¢do depende apenas da fungédo i que realiza a colagem
dos dois handlebodies. Com o uso das decomposig¢des, no entanto, a descrigdo das par-
ticdes pode ser reduzida a uma forma diagramaética. Para isto se faz uso de um par de
sistemas de curvas na superficie do handlebody H,. Este é o primeiro exemplo de um

diagrama de Heegard.

DEFINICAO 2.3.3. Seja B = (H,, Ha, Dy, Dy, h) uma biparticdo, com Dy = {a; € 0H;}
e Dy = {b; € 0Hy}. O diagrama de Heegard da biparticdo B é o par de sistemas de curvas
D = ({a:},{h(b;)}) em OH ™.

A definicdo € motivada pelo fato de que a topologia da variedade H; Uy H; pode ser
determinada a partir dos diagramas. Os diagramas descrevem a colagem de H2 em H;
como uma sucesséo de colagens triviais de pedagos simples de Hs. As bolas e cilindros
da decomposi¢do Dj sdo coladas individualmente.

Como exemplo do procedimento, considere a biparti¢io mostrada na Figura 2.11.
O handlebody H, é representado como a colagem de uma bola B e cilindros C;, C»
e C3. A decomposi¢io s6lida correspondente é Dy = {b1,bs,b3}. A vizinhanga de
b; na superficie 0H, é uma fita que forma a lateral do cilindro C;. Analogamente, o
handlebody H, é representado com a decomposigio sélida Dy = {a1,az,a3}.

A colagem de H; em H; comega pelo cilindro C;. Sua superficie lateral é colada
na fita hachurada em torno de & (b;) em 0H;. Esta colagem é trivial (ver p4gina 11), e
assim a topologia resultante depende apenas da regido de 0H; onde C) é colado. Tal
regido é completamente determinada pelo conhecimento da curva h(b;).

* Por motivos préticos, diz-se também que D é o diagrama da partigio (H1, Hz, h). Subentende-se
sempre o uso de uma biparti¢do.
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O segundo passo da montagem é a colagem de C; na vizinhanca de k (b), feita de
modo anélogo. O resultado depende apenas do desenho de 4 (b3). Em seguida, cola-se
C3 em torno de & (b3). Neste estdgio do processo, tem-se uma bola H; U C; U Ca U Cs.
Para completar a montagem, resta colar B em H; U C; U Cy U C3. Esta colagem também

. é trivial, e seu resultado é o espago S°>.

Figura 2.11. Exemplo de bipartigdo. O handlebody H, com decomposigdo sélida {b;} é colado

pelo homeomorfismo h no handlebody H, com decomposicio sélida {a;}. A superficie lateral

dos cilindros C; é colada nas vizinhangas das curvas h (b;) em 8H;. O diagrama da biparti¢do
é D = ({ai}, {h(b;)}) em &H;. O resultado desta colagem é o espago S3.

Um segundo exemplo simples de biparti¢do é mostrado na Figura 2.12. A biparti¢do
representada é de género um, e descreve o0 espago S? x S. Neste género, os handlebodies
H, e H; sdo toros. H4 entdo apenas um cilindro sélido C; e uma bola B em Hj, 0s quais
sdo colados na superficie de H; pelo homeomorfismo A.

G, h(b,)
AN ’
D '
H, a H,

1

Figura 2.12. Biparticdo de género um. As decomposi¢Ges s6lidas dos toros H; e Hy possuem
uma tinica curva, D = {a;} e D2 = {b;}. O resultado desta colagem é o espago S x S'.

Em casos mais complicados, resta ap6s a colagem dos cilindros um espaco cuja fron-
teira é composta ndo por uma, mas por diversas regides esféricas. As bolas que restam
da decomposicdo sélida de H; sdo coladas em tais superficies, de modo a completar
a colagem de todo o handlebody. A principal propriedade da colagem é que seu resul-
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tado depende apenas das curvas h(b;) do diagrama. O argumento é simples. Todas
as colagens envolvidas sdo triviais. As curvas do diagrama descrevem as regides onde
sdo feitas. Deste fato segue um resultado importante: quando biparti¢des distintas
possuem um mesmo diagrama, ambas descrevem a mesma variedade.

TEOREMA 2.3.4. Bipartigoes com diagramas idénticos sdo homeomdrficas.

Em resumo, tem-se o seguinte. O handlebody H; é naturalmente descrito como uma
colagem de cilindros e bolas por sua decomposicio {a;}. As curvas de {h (b;)}, por sua
vez, ditam a forma como os blocos da decomposigéo sélida D, de Hz devem ser colados
em H,. Deste modo, o diagrama D = ({a;}, {h (b;)}) pode ser interpretado como uma
descrigdo da montagem de H; Up, Hj através da colagem de diversos cilindros e bolas

tridimensionais.

2.3.3. Diagramas de Heegard abstratos

Os diagramas de Heegard podem ser definidos de maneira independente das bipar-
tigdes. A definigéo é feita de modo a que todo diagrama abstrato possa ser interpretado
como a representagdo de uma biparticdo. Os diagramas sdo sistemas de curvas em
alguma superficie de género g, isto ¢, homeomofica a fronteira de um handlebody de

género g.

DEFINICAO 2.3.5. Um diagrama de Heegard é um par D = ({u;},{v;}) de sistemas de
curvas numa superficie OH de género g, no qual cada sistema considerado isoladamente é uma
decomposigdo de O0H. O género do diagrama é igual ao género de OH.

TEOREMA 2.3.6. Seja D = ({u;},{v;}) um diagrama de Heegard numa superficie OH.
Entdo existe uma bipartigio B = (Hy, Ha, D1 = {a;}, Dy = {b;}, h) com diagrama D®) =
({ai}, {h (b;)}) e um homeomorfismo r : OH — OH, parao qual r (u;) = a; er (vj) = h(b;).
Diz-se que D é um diagrama associado & biparticio B.

Cabe um esclarecimento do contetido do Teorema 2.3.6. Os diagramas de Heegard
sdo definidos em superficies abstratas 0H. Nao se exige que estas superficies estejam
imersas em um espago qualquer, ou que sejam representadas como a fronteira de um
handlebody sélido. Isto sempre pode ser feito, no entanto. O homeomorfismo r do Teo-
rema 2.3.6 é um exemplo de tal procedimento. A superficie abstrata 0 H é representada
através de r como a fronteira do handlebody s6lido H.

Em &H), o diagrama D = ({u;}, {v;}) assume a forma D’ = ({r (u)}, {r (v;)}).
Em outras palavras, D’ é a representagdo de D em 9H,, e pode ser confundido com
o diagrama abstrato D. Em 0H,, diagramas abstratos podem ser comparados com
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diagramas de biparticdes. A afirmagido do Teorema 2.3.6 equivale a dizer que todo
diagrama abstrato D’ é o diagrama de alguma biparti¢do B. Isto é necessério para que
se possa atribuir uma topologia a cada diagrama de Heegard abstrato.

DEFINICAO 2.3.7. A variedade topolégica M descrita por um diagrama de Heegard D éa
variedade determinada por uma bipartigdo B da qual D seja um diagrama associado.

Um diagrama D pode ser associado a mais de uma biparti¢do. No entanto, se duas
biparti¢des o compartilham como diagrama associado, entdo sdo necessariamente ho-
meomborficas. Logo, a defini¢do dada ndo apresenta ambigiiidade. E irrelevante qual
biparti¢do B se toma para construir a variedade M descrita por D.

Por outro lado, diversos diagramas distintos podem descrever uma mesma varie-
dade. Isto motiva a defini¢do de homeomorfismos de diagramas.

DEFINICAO 2.3.8. Sejam D, e Dg diagramas de Heegard. Diz-se que Dy, e Dg sdo ho-
meomdrficos se existem biparticdes homeomdrficas By, e Bg com diagramas associados Dy, € Dg,
respectivamente. Qualquer operagio que relacione diagramas homeomdrficos é um homeomor-
fismo de diagramas.

Com esta definigdo, o estudo das classes topol6gicas de espagos tridimensionais
orientdveis pode ser feita exclusivamente com diagramas de Heegard. O conjunto de
todos os espagos é igual ao conjunto de todos os diagramas de Heegard, e as classes de
equivaléncia sdo definidas com homeomorfismos de diagramas. Operages explicitas
de equivaléncia homeomérfica nos diagramas serdo estudadas no préximo capitulo.

Diagramas trinidnicos sdo diagramas de Heegard com decomposi¢des especiais, de-
nominadas trinidnicas. Em uma decomposigdo arbitraria, ao se cortar a superficie 0H
ao longo das curvas c;, obtém-se uma série de regides esféricas com nimeros variados
de furos. Nas decomposigdes trinidnicas, tais superficies possuem exatamente trés fu-
ros. Cada uma das regides ¢ um trinion da decomposi¢do. Um exemplo de diagrama

trinidnico é mostrado na Figura 2.13.

DEFINICAO 2.3.9. Um diagrama trinidnico é um diagrama de Heegard D = ({u;}, {v;})
em OH no qual as decomposicoes {u;} e {v;} de OH sdo ambas trinibnicas. O género do dia-

grama € igual ao género de OH.

2.3.4. Diagrama de uma triangulagao

A toda triangulacdo A de um espago orientdvel M estd associada uma partigdo de
Heegard P, como discutido na se¢do 2.2.2. A vizinhanga tubular do 1-esqueleto de A é
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Figura 2.13. Exemplo de diagrama trinidnico de género 2. A superficie é cortada pelas curvas
u; (ou v; ) em dois trinions. O diagrama determina o espago S°.

0 handlebody H, da particdo, formado por tubos que envolvem as arestas de A e bolas
centradas em seus vértices. O complemento de H; em M é o handlebody Hj. Se aos
handlebodies H, e H, sdo adicionadas decomposi¢des sélidas D; e Dy, obtém-se entdo
uma biparti¢do B de M. O diagrama de Heegard D de B habita a superficie 9H.

Ha4 diversas maneiras de se decompor os handlebodies H, e H, e a cada escolha de D,
e D, corresponde um diagrama distinto em 0H,. Descreve-se a seguir um método que
gera decomposicoes Dim e DEA) a partir das estrutura de arestas e faces da triangulagéo.
Para esta escolha de decomposicdes, diz-se que D é um diagrama da triangulagio A.
Para o estudo futuro da simetria quasetopolégica nos diagramas, é conveniente tomar
decomposiges trinidnicas para isto.

A decomposigdo Dim de H, é obtida a partir das arestas da triangulacéo ( ver Figura
2.14). Toma-se um plano perpendicular a cada aresta ¢ e risca-se em 0H; a primeira
intersecgdo do plano com a superficie. Obtém-se uma curva fechada e simples a;. A in-
tersecg@o do plano com o handlebody H, é um disco cuja fronteira é a;. O complemento
da unido das curvas a; em 9H; é uma colecdo de regides esféricas, cada qual associada
a um dos vértices de A. Portanto, o conjunto D; = {a; : i € A} é uma decomposigdo
s6lida de H;°. Uma decomposigdo trinidnica é obtida com a adigdo de novas curvas, as
quais decomponham as regides esféricas associadas aos vértices em colagens de trini-
ons. Ha diversas maneiras de se fazer isto. Cada uma delas fornece uma decomposicao
trinidnica D!" = {a;} associada & triangulagdo A.

A decomposigdo D;A) de H» é obtida a partir das faces da triangulacdo ( ver Figura
2.15). O procedimento é mais simples. Basta riscar a intersec¢do das faces com a su-
perficie 0H3 do handlebody. Para cada face se obtém uma curva fechada e simples b;. A
intersecgdo da face com o handlebody Hy é um disco que possui tal curva como fronteira.
O conjunto dos discos associados a todas as faces corta H, em diversas bolas, cada qual
contida no interior de um tetraedro. As curvas b; separam 0H, em regides esféricas

% Ascondigdes para que um sistema de curvas em 8H seja uma decomposigdo s6lida de H sao listadas
no teorema 2.7, situado na pagina 17.
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. s i ia (a) .
Figura 2.14. Decomposigdo triniénica D; * = {a;} na vizinhanga de um tetraedro. A cada aresta
da triangulagao é associada uma curva. Para que se tenha uma decomposigao trinidnica, curvas

extra sdo adicionadas nos vértices.

com quatro furos, denominadas tétrions. Dividindo-se tais regides em trinions com
s . A ¢ il . (A .
curvas adicionais, obtém-se um decomposig¢do trinidnica D, ) = {b;} associada a A.

Figura 2.15. Decomposi¢do trinidnica D;A) = {b;} na vizinhanga de um tetraedro. A cada face
da triangulagdo é associada uma curva. O interior do tetraedro é separado em dois trinions pela
curva extra by .

O par D = {{a:}, {b;}) é um diagrama trinidnico associado & triangulagio A®. O
diagrama formado apenas com curvas de arestas e faces, sem a adi¢do de curvas extra,
é o diagrama de Heegard da triangulagdo A.

Na decomposicdo de Hj, a cada tetraedro correspondem dois trinions, obtidos pela
decomposicdo do tétrion que o descreve. Portanto, se T é o niimero de tetraedros na
triangulacdo e n 0 nimero de trinions em Hj, entdo n = 2T. Além disso, o nimero
de faces F' e o de tetraedros sdo relacionados pela férmula 27" = F. Logo,n = F, e o0
nimero de trinions em DéA) descreve o niimero de faces da triangulagdo A.

6 Neste caso, H; e Ha sdo representados como subvariedades de um mesmo espago, e 8H1 = 9Hoa.
A colagem das superficies entdo é feita com o0 homeomorfismo h = Id|sn,, que identifica os pontos com-

partilhados. Com isso, o diagrama da biparticdo assume a forma {{a:} , {b;}), ao invés de ({a:}, {h (b;)}),
como no caso geral.
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Figura 2.16. Diagrama trinidnico D = ({a:}, {b;}) na vizinhanga de duas faces coladas.

O numero de trinions numa decomposigao triniénica qualquer é fixado pelo género
g do handlebody pela relagdo n = 2g — 2 [20]. Como H; e Hy sdo de mesmo género, entdo
a decomposigdo DiA) de H; também possui 2T trinions. '

2.4. Campos discretos em diagramas de Heegard

Num diagrama de Heegard, curvas pertencentes a um mesmo sistema nao se inter-
sectam, mas curvas de um sistema podem intersectar curvas do outro em uma porgao
arbitrdria de pontos. Define-se nesta se¢do uma classe de modelos na qual o valor
da fungdo de particdo é determinado pelo modo como estas curvas se intersectam. A
definicdo é feita de modo abstrato, e em seguida sdo descritos como casos especiais as
teorias de gauge na rede e 0 modelo topolégico de Kuperberg. Modelos quasetopol6-
gicos sdo definidos no final da segao.

2.4.1. Estrutura geral do modelo

A classe de modelos considerada é definida sobre diagramas de Heegard arbitrérios
D = ({us}, {v;}) em 0H. Os campos sdo definidos em intersec¢des de curvas, e pesos
estatisticos sdo colocados tanto em intersec¢des quanto em curvas. Dois procedimentos
preparatorios sdo exigidos. Em primeiro lugar, a superficie 0H e as curvas do diagrama
devem ser orientadas. As orienta¢Oes serdo usadas na defini¢do dos pesos estatisticos.
Em segundo lugar, é preciso tomar um espago vetorial complexo V' e uma base B =
{¢: : i € C} de V. Isto especifica qual campo serd estudado no diagrama. O conjunto C
descreve as suas possiveis configura¢des. Segue a descri¢do do modelo.

A defini¢do dos campos é bastante simples. Seja u uma curva qualquer de {u;} com
m intersec¢Oes. A cada interseccdo de u se atribui um elemento 7 de C. Faz-se 0 mesmo
nas curvas de {v;}: a cada intersec¢do de uma curva v se atribui um elemento j de C.
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Isto completa a defini¢do dos campos. Em toda curva do diagrama, hd um elemento de

C associado a cada intersecgao.

© b
ab-¢c :
-2 A : —d My
a b C
curvya u curva v

Figura 2.17. Peso estatistico associado s curvas orientadas.

Os pesos locais sdo definidos em curvas e intersec¢des. A cada curva u com m inter-
secgdes é atribuido um peso estatistico A%*2*m, com valor fixado pela configuragdo i,
dos campos em suas intersecgdes . Os indices em Af%2im devem aparecer na mesma
ordem em que aparecem na curva (Figura 2.17). Como ndo hd um modo natural de
escolher a “primeira” intersec¢do numa curva fechada, toma-se A%2-im gimétrico em
relagdo a permutagéo ciclica de indices. De modo andlogo, sdo atribuidos as curvas v
pesos locais Mj, j,...;, com simetria ciclica em seus indices.

Dois tensores sdo definidos a partir dos pesos das curvas. O tensor contravariante
A, o m-coproduto, é definido por A™ = Auiz-img, @ ¢, ® -+ @ ¢;.. O tensor
covariante M (™), o n-produto, é definido por M := My inht @ Y2 @ -+ ® In,
onde {*} é abase dualde V*7.

O peso estatistico das intersec¢des é descrito por um tensor misto I de tipo (1,1). A
cada intersecgdo corresponde um indice a no tensor da curva u que o atravessa e um
indice b no tensor da curva v. O peso da intersecgdo é I2. O tensor I pode ser de dois
tipos. Na intersecgéo das curvas, os vetores tangentes a u e v definem uma orientagéo
da superficie. Se esta concorda com a orientagdo de 8H, entdo I? = §2. Se as orientacdes
discordam, entdo se toma um tensor especial S, denominado antipoda, e I? = S8.

Os indices da intersec¢do podem ser contraidos com os indices correspondentes nas
curvas, como mostrado na Figura 2.18. A fungdo de parti¢do Z(D) do modelo é definida
como o escalar que resulta da contragdo dos indices das curvas em todas as intersec¢des
do diagrama D. Seu valor depende dos coeficientes dos tensores S, A(™ e M), e da
estrutura de intersec¢fes do diagrama.

A interpretagdo do modelo como state-sum model é a seguinte. Os coeficientes dos
tensores A™) M) e [ s30 pesos locais associados a curvas u, curvas v e intersec¢des,
respectivamente. Os indices nas intersec¢des das curva sdo as configuragdes do campo.
O produto de todos os pesos locais em um diagrama, com uma dada escolha de indices,

7 Aagdo de V* em V é dada pela expressao tradicional, ¢* (¢:) = 6¥.
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— M...abxc... S; A“dey’m

curve u

C™\. y
curva v X eT

Figura 2.18. Contragédo de indices na intersecgdo das curvas a e b. A orientagio definida pelas
curvas discorda da orientagdo da superficie, dada pelo par ordenado de vetores (z, ).

é o peso de tal configuragdo. A soma sobre configuragoes é feita automaticamente com
a contragdo dos indices.

Em casos particulares, outras interpretacdes como state-sum model sdo possiveis.
Apresenta-se na préxima se¢do um caso que equivale a um modelo com campos de-
finidos em curvas de arestas e pesos estatisticos em curvas de faces, que reproduz a
formulacdo das teorias de gauge na rede.

2.4.2. Teorias de gauge na rede

A toda triangulagdo A de uma variedade tridimensional orientdvel corresponde um
diagrama de Heegard D = ({a;}, {b;}). Cada curva de {a;} descreve uma aresta e cada
curva de {b;} uma face da triangulacdo ( ver secdo 2.3.4). Teorias de gauge locais defi-
nidas sobre uma triangulacdo podem ser reformuladas neste diagrama. Assumiremos
G finito por simplicidade.

Nas teorias de gauge na rede, hd um elemento z do grupo de gauge G associado
a cada aresta, e um peso estatistico o,,, em cada face da triangulacdo. Arestas e faces
devem ser orientadas. O peso o4y, de uma face é determinado pelos elementos z, y, 2
em suas arestas, lidos na ordem ditada pela orientacdo da face. Caso as orienta¢Ges
das arestas e da face discordem, inverte-se o elemento correspondente ( Figura 2.19). O
Peso o4y, possui simetria ciclica nos indices.

Z Z j j
y ,_\? o xpz y H\.? ox-1 z-l y-i
X

Figura 2.19. Peso estatistico atribuido a uma face. No segundo caso, a orientagdo da face nao
concorda com a das arestas, e os elementos do grupo sdo invertidos.
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A atribuigdo de um elemento z; € G a cada aresta ¢ da triangulagdo descreve uma
configuragdo do campo de gauge na triangulagdo. A a¢do do modelo, em uma dada
configuragdo do campo, é o produto dos pesos o4, em todas as faces da triangulagdo®.
A fungdo de parti¢do Z é a soma da agdo sobre todas as configuragdes {z;} possiveis,

ou seja,

2= Il ospyss

{=:s} f

onde f enumera as faces de A, e z7,yyr, z; sdo 0s elementos do grupo de gauge G
atribuidos as arestas de f, lidos na ordem fixada pela sua orientagdo. A soma ¢ feita
sobre todas as configuragdes de campo {z;}.

O modelo definido nos diagramas difere bastante desta formulacdo. H4 duas di-
ferencgas principais. Nos diagramas hd pesos associados a arestas e faces e também as
intersec¢des de suas curvas. Nas teorias de gauge s6 ha pesos em faces. Além disso, nas
teorias de gauge os indices que descrevem o campo sdo colocados em arestas, enquanto
nos diagramas habitam intersec¢des de curvas. Mostra-se a seguir como uma escolha
adequada de pesos nos diagramas permite que estas diferencas sejam eliminadas.

No diagrama D = ({a;}, {b;}) da triangulagdo A, hd uma curva a associada a cada
aresta da triangulagdo. Atribui-se 8 mesma um peso A%¢ "¢, onde a,b,c,...,d € C sdo
as configura¢des do campo em suas intersecgdes. O conjunto C de indices deve ser o
grupo de gauge G, naturalmente. Para que se possa associar um tnico indice a aresta,

toma-se

Aabo--d = ‘Sa,b‘sa,c Tt 5a,d .
Deste modo, o peso da curva é ndo-nulo somente se todas as suas intersecgdes sdo ”“co-
loridas” com o mesmo indice. Neste caso, o indice pode ser atribuido a prépria aresta.
Quando o peso é ndo-nulo, seu valor é 1, e pode ser omitido do produto na agdo. Com
isso, o peso local das arestas é eliminado da formulagdo do modelo. A configuragao
dos campos na curva de uma aresta reduz-se a um tinico indice, de maneira andloga a
das teorias de gauge.

A cada face de A estd associada uma curva bem D. Todas as curvas de faces apresen-
tam trés intersec¢des, produzidas pelas trés arestas que as formam. Sdo entdo descritas
por um peso M,y,, que tomamos idéntico ao peso oy, das teorias de gauge,

Moy, = Ozys.

¥ Por motivos préticos, diz-se que exp {—4S} é a agdo do modelo.
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A orientagdo das curvas é feita a partir das orienta¢Bes de arestas e faces na trian-
gulacdo com o uso da classica “regra da méo direita”. A superficie H; é orientada
para fora de H;. Assim, nas intersec¢des em que face e aresta sdo orientadas de forma
coerente, a intersecgdo é descrita pelo tensor 62. Nos casos em que as orientacdes sdo
incoerentes, a intersec¢do é descrita por S¢ (Figura 2.20).

E//ix(

Figura 2.20. Diagrama associado a triangula¢do na vizinhanga de uma face. Sdo representadas
a curva b da face e as curvas a, e a, das arestas y e z. A face é orientada para fora do papel, a
aresta z de baixo para cima, e a aresta y da direita para a esquerda. A orientagdo de z concorda
com a da face. As tangentes a a, e b definem uma orientagdo que aponta para fora do handlebody
H;. A da aresta y discorda, e a orientagdo definida na intersec¢do aponta para dentro de Hj.

A contragdo dos indices nas intersecg¢des corresponde ao encaixe de faces em arestas
na triangulagdo. O encaixe de uma face My, em uma aresta com configuragdo “a” é
descrita pela contragdo My, .I7. Nas intersec¢des descritas por 3, a expressdo tem uma
interpretacédo simples. O peso da face M., quando encaixada na aresta com indice a,
éigual a Myy,.

A especificacdo do modelo é completada com a escolha do tensor S°. Toma-se S
como o operador de inversdo de elementos do grupo, com coeficientes S = §,-1.
Com esta escolha, em intersec¢des descritas por sg, o encaixe da face na aresta é feito
com indices invertidos. Se a aresta tem indice a, 0 peso da face € M ,-1.

Em todas as contragdes, o peso I associado & intersecgdo vale 1 quando ndo-nulo,
e assim pode ser omitido no produto da agdo. O peso local das arestas também j4 foi
trivializado. A agédo se reduz, portanto, ao produto dos pesos locais M, das faces. A
soma é feita sobre atribui¢des de indices a arestas. Os pesos sdo iguais aos das teorias
de gauge, Mgy, = 04y,. A funcdo de parti¢do que se obtém é a das teorias de gauge na

rede.

2.4.3. Modelos topolégicos

Na classe de modelos topol6gicos definida por Kuperberg [12], os tensores My...c e
A%¢ com ntimero arbitrario de indices sdo todos construidos a partir de quatro tenso-
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res fixos. S&o estes: o produto MS,, o co-produto A, a unidade :* e a co-unidade €,. Os
quatro tensores, juntamente com a antipoda S?, sdo os tensores de estrutura do modelo.
Para que o modelo seja topoldgico, os tensores de estrutura devem formar uma élgebra
de Hopf involutéria [12]. Um modelo é topolégico quando o valor de Z é 0 mesmo em
todos os diagramas que descrevem um mesmo espago M. A simetria topolégica em
diagramas serd discutida em maior detalhe no préximo capitulo.

O tensor M¢, é um produto linear no espago vetorial V. O produto « - v de vetores

u,v € V tem seus coeficientes dados pela expressdo
( c_ ,a,basc
u-v)¢ =uv"Mg,.

O tensor .* é a unidade deste produto, definido pela relagio - u = u -t = u,Vu € V.
O co-produto A é um produto linear no espago dual V*. O produto de vetores duais
o, B € V* tem seus coeficientes dados pela expressao

(a- B)e = xaybAZb-

O tensor ¢, é a unidade deste produto, e obedece arelagdoe-z =z - e =z, Vz € V*.

A construgio dos tensores M (™ e A{™) a partir dos tensores de estrutura envolve
a manipulagdo de expressdes tensoriais longas, e é conveniente usar a notagdo diagra-
matica de Kuperberg [12] para descrevé-las. Exemplos da notagéo sdo dados na Figura
2.21. Os indices dos tensores sdo representados por setas, e suas contra¢bes pela co-
nexdo das setas correspondentes. Indices contravariantes sio setas que apontam para
fora do tensor, e indices covariantes setas que apontam para dentro do tensor. Indices
de mesmo tipo sdo agrupados, e lidos em sentido anti-horario.

b
=
Aabc = Aea Sab = e >S5S -b
e
c
(A = i >
a\.
M&bc = M—)C
b}' €, = a =&
b
v, = u—v My® = oM

Figura 2.21. Exemplos da notagio diagramética de expressdes tensoriais.

A notacio também é usada sem os indices junto as setas. Esta representacéo é ana-
loga a feita com indices abstratos na notagéo tradicional. O conjunto das setas descreve
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apenas o tipo do tensor - (2,1) ou (3, 1), por exemplo. Se indices sdo adicionados, a
expressao passa a representar coeficientes do tensor numa base especificada.

Existe uma ambiguidade na notagdo descrita, no caso de tensores puramente cova-
riantes ou contravariantes. Nestes, ndo h4 um modo natural de se escolher o primeiro
indice no ciclo de setas. Exige-se entdo que os tensores possuam simetria ciclica. A
representacdo diagramdtica ndo pode ser aplicada a tensores puros que néo sejam cicli-
cos.

A construgdo dos tensores de campo a partir dos tensores de estrutura é apresentada
na Figura 2.22, onde também sao fixadas algumas convengbes de notagio. Os tensores
puros M™ e Al™ devem ser ciclicamente simétricos. Para isto, é suficiente que pro-
duto M¢, e o co-produto A sejam ambos associativos [12]. Diz-se neste caso que o
co-produto é co-associativo. A representa¢do diagramética das condi¢des de associati-
vidade e de co-associatividade é mostrada na Figura 2.23.

N
'_‘;JM—>= MM > M- Mo = — M= = ¢t >
e 27 e
definig8o dos n-produtos
~ =
TAe = Acheme e CAEe = — Ae = ¢ ¢
w’ " "' e

definigBo dos n-co-produtos

~ . N N
A A - T Aec BM = SMoT
5T =-> MO «C=¢ O " n/ P “ A
trago co-traco tengores de campo tensores de campo
das curvas u das curvas v

Figura 2.22. Definigdo dos tensores de campo e de tensores auxiliares.

O resultado provado por Kuperberg que garante a invaridncia topolégica de seu
modelo é enunciado no Teorema 2.4.1.

TEOREMA 2.4.1. Seja M um espago topolégico tridimensional orientdvel. Sejam D e D’
diagramas de Heegard quaisquer de M, com fungdes de particdo Z (D) e Z(D'). Se os tensores
de estrutura A, M, S, € e « formam uma dlgebra de Hopf involutéria, entdo Z(D) = Z(D').
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Sy N A A
M\_,, < M = = A g A A
7 M= = e ~ - A S
% % ~ ~

Assaociatividade do produto Co-associatividade do co-produto
¢ ~ ~ &
M- = Mo = — = A = A = —
A A ~u ~u
¢ &
Relagées da unidade Relagdes da co-unidade

Figura 2.23. Propriedades béasicas dos tensores de estrutura.

2.4.4. Modelos quasetopolégicos

Os modelos quasetopolégicos estudados neste trabalho sdo definidos da mesma
forma que o modelo topolégico de Kuperberg. Os pesos A(™ e M) das curvas de
e vj sdo dados pelas férmulas da Figura 2.22. N&o se exige que 0s tensores de estrutura
formem uma &lgebra de Hopf, no entanto. As condig¢des listadas na Figura 2.23 devem
ser satisfeitas para que os tensores de campo A(™ e M (™) estejam bem definidos.

As operagdes de simetria quasetopolégica sdo homeomorfismos que preservam o
nimero de trinions. Em diagramas de triangula¢des, o ntimero de trinions é igual ao
nimero F' de faces. O modelo tem como casos especiais as teorias na rede invariantes
por homeomorfismos que preservam o nimero de faces. O nimero de tetraedros em
uma triangulagéo é igual a F/2, e entdo também é preservado. Portanto, as teorias qua-
setopolégicas sdo a generalizagdo para os diagramas de Heegard de modelos definidos
em triangulagdes com invaridncia por homeomorfismos que preservam o nimero de

tetraedros.
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No continuo, a simetria topol6égica de uma teoria de campo num espaco fechado é
descrita pela invariancia de sua fung¢do de particdo Z sob mudangas de coordenadas
arbitrarias. Em outras palavras, Z deve ser invariante sob a acdo de difeomorfismos
quaisquer. Em trés dimensdes, invaridncia por difeomorfismos equivale a invaridncia
por homeomorfismos [10], e assim Z é um invariante topolégico. O seu valor depende
apenas da topologia do espago onde é calculado. Estruturas adicionais, como uma
métrica ou uma orientag¢do, ndo influenciam no célculo de Z.

A simetria topolégica é definida de modo andlogo nas teorias de campo discretas.
Ha diversos diagramas de Heegard distintos que descrevem um mesmo espago. Diz-se
que sdo homeomoérficos. Uma operagido qualquer que relacione diagramas homeomor-
ficos é um homeomorfismo. Em modelos com simetria topolégica, a fung¢do de parti¢éao
é invariante sob a agdo de homeomorfismos arbitrarios entre diagramas. O valor de Z
depende apenas da topologia determinada pelo diagrama.

A demonstragdo da invariancia topol6gica de um modelo discreto geralmente é feita
com o uso de moves topolégicos. Os moves topol6gicos sao homeomorfismos elementa-
res cujas composigdes geram todos os demais homeomorfismos. Para que um modelo
seja topolégico, basta que Z seja invariante sob a agdo dos moves. Considere o caso
das triangula¢des, por exemplo. Para complexos homeomérficos T e T3 quaisquer,
existe uma seqtiéncia de moves m;, i = 1,2,...,n, que leva 71 em T3, isto é, para a qual
mp o ---omgomg (T1) = (T3). Se Z é invariante sob a acdo de cada move m;, entdo é
evidente que Z (11) = Z (T3). Segue que o modelo é topolégico.

A simetria quasetopol6gica é estudada do mesmo modo. Um conjunto de moves
quasetopolégicos é definido, cujas composi¢des geram todas as operagdes de simetria.
Prova-se entdo a invaridncia da fun¢io de partigédo sob a agdo dos moves. O modelo é
definido sobre diagramas trinidnicos, e as opera¢des de simetria sdo homeomorfismos
que preservam o numero de trinions. Teorias quasetopol6gicas tém como casos espe-
ciais as teorias na rede invariantes por homeomorfismos que preservam o nimero de

tetraedros.
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Nas triangulag¢des, ndo hd um conjunto simples de operagdes que preservem o nu-
mero de tetraedros. Nos diagramas trinidnicos, no entanto, define-se facilmente opera-
¢Bes que preservam o numero de trinions. Este é o motivo pelo qual os diagramas sdo
adotados para o estudo da simetria quasetopolégica. O interesse é dirigido as teorias
na rede, de interpretagdo mais intuitiva, mas a abordagem matemdtica é feita de modo
mais adequado com o uso dos diagramas.

A principal dificuldade na descri¢do de uma simetria com o uso de mouves é a prova
de ergodicidade das operagdes dentro das classes de equivaléncia. Deve ser provado
que toda operagdo de simetria pode ser escrita como uma composigéo finita dos moves.
Este capitulo é dedicado ao estudo das operagdes de equivaléncia quasetopolégica e
a prova de ergodicidade dos moves. O estudo é feito em uma classe especial de es-
pagos, formada pelos espagos quasetopolégicos definidos na segdo 2.2.4. Os espagos
tridimensionais de maior relevincia, como os espagos de lentes, o toro tridimensional
S1 x S x 8! e a esfera S3, encontram-se dentro desta classe.

A organizagdo do capitulo é a seguinte. A defini¢do dos moves quasetopolégicos é
feita nas segdes 3.1 e 3.2. O teorema de ergodicidade é provado na secédo 3.3. Na se¢do
3.4 é apresentado um longo teorema sobre decomposigbes trinidnicas s6lidas, sobre o
qual se baseia a prova de ergodicidade dos moves. No final do capitulo € incluido um
apéndice sobre Suzuki moves [21] — um conjunto de operagbes em handlebodies s6lidos
usado na defini¢do dos moves quasetopolégicos.

3.1. Operag¢des em Diagramas Trinionicos

Os diagramas trinidnicos sdo definidos como um par D = ({u;}, {v;}) de sistemas
de curvas numa superficie 9H de género g. Os sistemas de curvas {u;} e {v;} devem
ser decomposi¢des trinidnicas da superficie. De acordo com o Teorema 2.3.6, todo di-
agrama trinidnico abstrato pode ser interpretado como a representagdo de uma bipar-
ticdo B de mesmo género. Seja B = (Hi,Ha, Dy = {a;},Dy = {b;} ,h: 0Hy — OH,).
A representagdo é feita explicitamente com um homeomorfismo r : H — 0H; que
identifica 0H com OH;. Sob a agdo de r, o diagrama D assume a forma ({a;}, {h (b;)})
em 0H;, com r(u;) = a; e r(vj) = h(b;). Para a definigdo de operagbes nos diagramas
é conveniente adotar sempre esta representagao.

O conjunto das operagdes de simetria quasetopolégica, que denotaremos £, é for-
mado por homeomorfismos de diagramas trinidnicos que preservam o namero de trini-
ons. O namero de trinions é diretamente relacionado ao género do handlebody habitado
pelo diagrama, e entdo as operagfes de £ relacionam diagramas de mesmo género.
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Para cada género g, fixa-se uma representacio padrio H? e H® dos handlebodies
usados nas biparti¢des. Uma biparticio B = (H1, Hp, D1, D2, h) qualquer de género g
pode ser levada em uma biparti¢cdo B’ em H 1(9 )e Hég ) pela aplicagdo de uma equivalén-
cia by : Hy —» HY e uma equivaléncia complementar hy : Hy — H{?1. A biparticao B’
que se obtém deste modo é homeomérfica a B, e é interpretada como sua representagéo
nos handlebodies padrado. Nesta secdo, em toda biparti¢do de género g, pressupde-se que
H =H® e H, = HY.

Uma biparti¢do qualquer de género g é entdo escrita na forma

B= <H1(9), 2gg),Dl = {a,- - aHl(g)} ,Dy = {bj - 8H2(9)} R aHég) . 6H1(g)>,
e um diagrama qualquer é representado como
D = {{ai},{h(b5)}).

Operagdes quasetopoldgicas preservam o género, e entdo relacionam biparti¢oes
definidas num mesmo par de handlebodies. Por motivos praticos, os handlebodies sdo
omitidos da notagdo. As operagOes de simetria quasetopoldgica sdo representadas por

B = (D1,Dy,h) — B = (D}, Dy, k'),

)

subentendendo-se que B e B habitam os mesmos handlebodies H® e H{?). Nos diagra-

mas trinidnicos, as operagdes assumem a forma
D= ({ai}, {h(5;)}) = D' = ({ai}, {W (5))})-

H4 duas classes bdsicas de operagdes. Uma é composta por operagbes que alteram
a funcdo de colagem h, mas nas quais as decomposi¢des D; e Dy ndo mudam. Ou
seja, transforma-se a biparticdo (Dj, D, h) em (D1, D2, h’). Na outra classe, somente as
decomposicdes D; e D, sdo alteradas. Leva-se (Dy, Dy, h) em (D, D}, h). As operagdes
desta segunda classe sdo sempre homeomorfismos, pois a topologia de uma biparti¢do
depende apenas do homeomorfismo de colagem h. Nas opera¢des que alteram h, é
preciso mostrar que as parti¢des envolvidas sdo homeomérficas. Os dois casos sdo
discutidos a seguir. Define-se também uma operagdo na qual as duas possibilidades

sdo combinadas.

! Na bipartigso B, as decomposicdes de H{? e H{® sdo dadas por D} = {h: (a:)} e Dj = {ha (b;)}.
O fato de serem decomposigdes trinionicas segue do Teorema 3.1, que serd provado mais adiante.
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3.1.1. Colagens equivalentes

Os primeiros exemplos de homeomorfismos de diagramas trinidnicos sdo dados
pela acdo de equivaléncias e equivaléncias complementares nas biparti¢des associadas.
Biparticdes relacionadas por uma equivaléncia de colagens sdo sempre homeomorfi-
cas. A agdo da operagdo sobre os diagramas é deduzida a partir de sua agdo sobre as
partigoes.

Numa equivaléncia, 0 homeomorfismo de colagem h é alterado. O homeomorfismo
h é transformado em h’' = h| oHy © h, onde h; : H; — H; é um automorfismo do
handlebody sélido H;. Mantendo as decomposi¢oes D; = {a;} e Dy = {b;} inalteradas,
define-se uma operagdo sobre bipartigGes,

(D1, Dy, k) — ( Dy, Da,h1l,, oh).
1

O diagrama da biparti¢ao inicial é ({a;}, {h (b;)}). O diagrama da biparti¢io final é
< {a:}, { hilsu, © h(b5) } > Portanto, a operagao age sobre os diagramas segundo

ask, (h (b)1) = (i}, {Palaw, 0B (5:)}) = ({ai}, i (A (BN

Os dois diagramas sdo homeomérficos. Sendo ambos definidos na mesma superficie
O0Hj, sdo também de mesmo género. Portanto, a operagdo é um homeomorfismo que
preserva o género dos diagramas, isto é, um elemento de . ‘

Uma operagédo de simetria baseada em equivaléncias complementares é definida de
modo andlogo. Numa equivaléncia complementar, o0 homeomorfismo de colagem h
é transformado em k' = h o hg| BHy" onde hy : Hy — Hy é um automorfismo de Hs.
Mantém-se novamente as decomposi¢des D; e D, inalteradas. A operagao definida é

(D1,Da,h) — <D1, Dy, ho h2laH2> .
A operagdo correspondente nos diagramas é dada por
(as, (h 0)1) = ({as}, {B o haloy, (55)}) = {as}, {h (2 ())})

A transformagio é um homeomorfismo, e preserva o género. Constitui uma nova ope-
ragdo de simetria quasetopol6gica de £, portanto.

A agado de equivaléncias complementares nos diagramas admite uma interpretagio
alternativa, a qual faz uso do resultado que serd provado agora. A agdo de automorfis-
mos do handlebody sélido sobre as curvas de uma decomposicéo s6lida qualquer produz
uma nova decomposi¢do sélida do mesmo handlebody.
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TEOREMA 3.1.1. Sejam H e H' handlebodies homeomérficos, D = {c;} uma decom-
posigdo trinidnica sélida de H, e h : H — H' um homeomorfismo. Entdo o sistema de cur-
vas D' = {h{c;)} em OH' é uma decomposigdo trinidnica sélida de H'. Usa-se a notagio

D' = h(D).

DEMONSTRAGAO. Por defini¢do, um sistema de curvas D na superficie 0H de um
handlebody s6lido H é uma decomposigao trinidnica sélida se: (i) as curvas c; sdo duas
a duas disjuntas, ¢; N¢c; = B, se ¢; # cj; (ii) existem discos d; em H com fronteira c;;
e (iii) as curvas cortam a superficie em uma cole¢do de trinions. Mostremos que tais
condi¢des sdo satisfeitas por D’ se vélidas para D. A fun¢do h é um homeomorfismo, e
em particular uma bijecdo. Mas para qualquer bijecdo k, h (c;)Nh (c;) =0, se &;Ne; = 0.
Entdo a condigdo (i) vale em D’. h é um homeomorfismo, e entdo a imagem h (d;) deum
disco d; é um novo disco em H. A fronteira deste disco é  (c;). Logo, vale (ii) em D’.
Pelo mesmo motivo, a imagem de trinions por h sdo novos trinions, e a condigao (iii)
também é verificada. Portanto, D’ = {h(¢;)} é uma decomposigao trinidnica sélida de
H'. O

Como conseqiiéncia do teorema, tem-se que Dy = {ha (b;)} é uma decomposigdo
trinidnica de H,. Entédo é possivel definir uma operagao nas biparticdes onde o home-
omorfismo de colagem néo é alterado, mas a decomposicdo de H> muda de Dy = {b;}
para D} = {ha (b;)}. A operagdo correspondente nos diagramas é

({as}, (R (5)}) — ({ai}, {h (h2 (6;))}) -

O diagrama obtido é idéntico ao que resulta da mudanga de homeomorfismo de cola-
gem dada por h — h’ = ho hal,,,. Portanto, a acdo de equivaléncias complementares
nos diagramas pode ser interpretada como uma mudanga da decomposi¢do de Hy, na
forma (Dy, Do, h) — (D1, D4, h). Esta segunda interpretagdo serd usada na prova de
ergodicidade dos moves.

3.1.2. Automorfismos de H;

A partir de um automorfismo h; : Hy — Hy do handlebody H,, pode-se definir
naturalmente duas opera¢des numa biparti¢do B = ({a;}, {b;},h). A primeira é uma
transformacgédo da decomposigdo triniénica de H;. Troca-se a decomposi¢do {a;} por
{h1(a;)}. A segunda é a equivaléncia de colagens dada por h — A’ = hi|,, oh. As
duas operagdes podem ser combinadas. O resultado é um novo move quasetopolégico.
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Sua agdo sobre os diagramas e parti¢des é dada por

({ai} D2, h) = ({h1 (@)}, Dz, halayy o b)
Haid, {h (0)) = ({h1 (@)}, {htlw, o R (B)} )

A operagio corresponde & agdo do automorfismo hi|,,, : 0Hy — OH; de 8H, sobre os
dois sistemas de curvas do diagrama simultaneamente. A a¢do nos diagramas pode ser

escrita na forma
{({ai}, {h(6)}) = ({h1(ai)}, {h1 (R ()},

onde cada curva a; e h (b;) é substituida por sua imagem sob a agdo de h;.

3.1.3. Flip moves

Os flip moves, ou “flips”, simplesmente, sdo operagdes definidas sobre decompo-
sigdes trinidnicas sélidas de handlebodies. Quando aplicados em uma decomposicdo
Dy ou Dy de uma biparticdo, definem flip moves de biparti¢cdes. O homeomorfismo de
colagem ndo é alterado. Constituem novas operagdes de simetria quasetopol6gica.

A acdo de um flip move em uma decomposigdo D é restrita a uma regido formada
pela colagem de dois trinions. Tais regides sdo denominadas tétrions. A curva a no
interior do tétrion é substituida por uma curva a’ que a cruze em dois pontos?. Deve se
obter uma nova decomposig¢do triniénica sélida do tétrion (Figura 3.1).

J )

82 a

4

Figura 3.1. Exemplo de flip move: a curva a no interior do tétrion é substituida pela curva a’ que
a intersecta em dois pontos.

Ha uma infinidade de maneiras de se construir um tétrion com a colagem de dois
trinions, e os flips sdo um caso particular de mudanga de decomposi¢do. Na Figura 3.2
sdo mostrados exemplos de decomposigdes trinidnicas s6lidas de um tétrion.

2 A exigéncia de que as curvas se intersectem em exatamente dois pontos é imposta para facilitar a
representagéo algébrica do move, que seré feita no préximo capitulo. Provaremos, no entanto, que qualquer
mudanga de decomposigéo triniBnica sélida do tétrion pode ser construida com operagoes deste tipo.
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Figura 3.2. Exemplos de decomposi¢des trinibnicas s6lidas de um tétrion. A curva a” é obtida
a partir de a’ com uma “torgdo” do tétrion.

A agdo de um flip move f em uma decomposicdo trinidnica D é representada por
D — D' = f (D). Para qualquer flip f, f (D) é uma decomposigao triniénica sélida. A
acdo de um flip numa biparticdo é dada por

(D15D21h) - (f(Dl))D2ah>/
quando o flip age na decomposigido D;, ou
(DI,D2)h) - (D17f(D2))h)/

quando a agdo se d4 em D,>.
A representacdo dos flips de biparti¢des nos diagramas é feita da maneira padréo.

Considere o primeiro caso, onde D) é levado peloflip f em D’ = f (D). Seja D’ = {al}.
Nos diagramas, a operagéo corresponde a

({a}, {R (6)}) — ({ai}. {R (}5)})-

O diagrama se altera apenas em uma tétrion X de 0H,, formado por dois trinions de
D;. A curva no interior do tétrion X é alterada, e a forma do diagrama no restante
da superficie é mantida. O resultado da operagdo é um novo diagrama trinidnico. No
caso em que D, é alterado, o sistema {h (b;)} do diagrama é levado em {h (b;)} com
a substituicdo de uma tnica curva no interior de um tétrion de kA (D3) em 0H;.

3.1.4. Two-point moves

Esta é a ultima classe de opera¢fes quasetopolégicas usada no trabalho. Consiste
numa classe restrita de equivaléncias e equivaléncias complementares de representagéo

3 A notagdo é ambigua. Flips podem operar tanto em decomposi¢des quanto em biparticdes. Serd
definida ainda a a¢ao de flips sobre diagramas triniénicos e sobre grafos trivalentes. A ambigiiidade é van-
tajosa para o texto, no entanto, pois permite que operagbes em estruturas associadas sejam identificadas.
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simples sobre a estrutura de intersec¢des dos diagramas. A defini¢do das operagdes se

baseia no uso de isotopias.

DEFINICAO 3.1.2. Duas fungdes fo, f1 : X — Y sdo homotdpicas se existe uma fungio
contfinua F : X x [0,1] — Y tal que F(z,0) = fo(z) e F(z,1) = fi(z), para qualquer
z € X. Diz-se que F é uma homotopia entre fo e f1. Uma isotopia é uma homotopia na qual
F(z,t) : X — Y é um homeomorfismo em sua imagem para qualquer valor do pardmetro
t €10,1].

As isotopias formalizam o conceito de deformagdo progressiva de um subespaco.
Na definicdo 3.1.2, as imagens fo(X) e f1(X) das fungdes fo e fi1 sdo ambas homeomor-
ficas ao espago base X. A isotopia F(z, t) descreve uma deformacio continua de fo(X)
em f;(X), com a variagdo do pardmetrotdeOa 1.

Os automorfismos h; : Hy — Hj e hy : Hy — Hj usados para definir equivaléncias e
equivaléncias complementares de colagens em biparti¢cdes podem ser tomados isot6pi-
cos a identidade. Em ambos os casos, a operagdo assim definida produz uma deforma-
¢do continua das curvas de um dos sistemas no diagrama associado. Considere o caso
das equivaléncias complementares. Entdo as curvas do sistema {h (b;)} sdo arrastadas
pela superficie do handlebody até a nova imagem {h’ (b;)}, de modo que intersec¢Ges
com curvas do sistema {a;} podem ser criadas ou desfeitas. O resultado desta agdo se
resume a uma seqiiéncia de two-point moves [12]. Cada two-point move descreve a criagdo
ou a remogdo de um par de intersec¢des. A operagdo de um fwo-point é representada
na Figura 3.3. O move age sobre duas curvas, em cada uma das quais se cria um novo

par de intersec¢des consecutivas.

a h{b} a h(b)

Figura 3.3. Operagédo do two-point move no par de curvas a, h(b). A curva h(b) é deformada
continuamente de modo a que duas intersec¢des com a curva a sejam criadas.

3.2. Operacdes em Diagramas Trinidonicos Abstratos

As operagdes apresentadas até aqui sdo definidas em diagramas triniénicos de bi-
parti¢cdes. Nao é possivel descrevé-las de modo independente das biparti¢des, como
uma agdo em diagramas abstratos. Nas equivaléncias de colagem, por exemplo, usa-se
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um automorfismo de algum dos kandlebodies s6lidos. Portanto, H\¥ e H{®) devem estar
definidos para que a operagao faga sentido. O mesmo ocorre nas mudangas de de-
composicao trinidnica s6lida: sdo definidas nos handlebodies da biparti¢do que produz
o diagrama, e ndo no proprio diagrama.

Nesta se¢do, os moves sdo redefinidos de modo a agirem em diagramas abstratos,
sobre os quais sdo definidos os modelos quasetopol6gicos. Mostraremos que os moves
definidos em biparti¢des equivalem a moves em diagramas abstratos. De acordo com
o teorema ergédico que ser4d demonstrado mais adiante, bastam flips, two-point moves
e automorfismos da superficie para gerar todo o grupo quasetopolégico Q. Estuda-se
apenas a representagdo destes trés moves, portanto.

3.2.1. Flip moves

Segue a definigdo dos flip moves de diagramas e a prova de que tais operagdes coinci-
dem com os flips de biparti¢des anteriormente definidos. A defini¢do ndo faz referéncia
as biparti¢des, no entanto. Sua agdo ¢ descrita diretamente sobre a estrutura das curvas,

como desejado.

DEFINIGAO 3.2.1. Sejam D = ({u;}, {v;}) e D’ diagramas trinidnicos em uma superficie
OH. Se D' pode ser obtido a partir de D com a substituicio de uma vnica curva u; (ou v;)
compartilhada por dois trinions, por uma curva u’ (ou v') que a intersecte em dois pontos,
entdo se diz que D e D’ sido relacionados por um flip move. A operacio que leva D em D’ é 0
flip f, com agio f (D) =D’

Os flips de biparti¢Oes, vistos nos diagramas associados, sdo flips de diagramas. Em
biparti¢des B = (Dy, Da, h), o flip substitui uma curva de D; (ou Dy ) por outra que a
cruze em dois pontos e gere uma nova decomposigéo trinidnica sélida de H; (ou Hy).
Nos diagramas ndo se exige que a decomposigéo obtida seja s6lida. Esta exigéncia s6
faz sentido em biparti¢des. A parte isto, as definigdes coincidem, e flips de bipartigoes
s@o casos especiais de flips de diagramas, portanto.

Para provar a reciproca, isto é, que qualquer flip de diagramas pode ser interpretado
como um flip de biparti¢oes, usa-se o lema a seguir.

LEMA 3.2.2. Seja D = {a,ai,aq,...,a,} uma decomposigdo trinidnica sélida do han-
dlebody H9), e a uma curva de D compartilhada por dois de seus trinions. Seja D' =
{d',a1,0a2,...,an} uma decomposigio trinidnica da superficie 0H (9) obtida a partir de D com
a substituigio da curva a por uma curva a. Entdo o' é fronteira de um disco em H9) e D' é
uma decomposigio trinionica s6lida de H'9).

DEMONSTRAGAO. Considere a regido de H9) formada pela unido dos trinions s6-
lidos T, e T; que compartilham a curva a. Esta regido é um tétrion sélido 7' = T, U Tj.
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Seja TNOH9 = X. Entdo ¥ é uma superficie esférica com quatro furos, delimitada por
quatro curvas da decomposigdo D. Sejam estas denotadas a;, a3, a3 € as. Como D éuma
decomposicao trinidnica sélida, entdo existem discos dy, dz,d3,ds € H ©) possuindo tais
curvas como fronteira.

Por hipétese, o sistema D' = {a’,ay,ay,...,a,} é uma decomposigéo trinidnica da
superficie. Logo, a curva a’ decompde o tétrion £ em dois trinions, £, e L. Sem
perda de generalidade, podemos considerar %, delimitado por a;,az e a’. A curvaa; é
fronteira do disco d; € H9. Entdo a unido £, Ud; em H() é uma superficie esférica
com dois furos apenas. Sua fronteira é formada pelas curvas a; e o’. Além disso, a curva
as 6 fronteira do disco dy € H'9. Portanto, tomando a uniio £, Ud; Udy, obtém-se uma
superficie esférica com um tnico furo, isto é, um disco d. Como £,,d;,d» € H (9), entao
d € HY9). A fronteira do disco d é a curva o’ introduzida pelo flip. Provamos entio que
existe um disco d € H9) tal que d = a.

As curvas ay,ay,...,a, de D’ pertencem também ao sistema D. Por hip6tese, D é
uma decomposigéo sélida de H(9), e entdo existem discos d; € H9, i = 1,2,...,n, tais
que 9d; = a;. Portanto todas as curvas de D’ sdo fronteiras de discos em H l(g ), e assim

D' é uma decomposicéo trinidnica sélida de H(®). O

O contetido do teorema se resume na prova de que a aplicagdo de flips de superficie
em decomposigdes trinidnicas s6lidas produz novas decomposigdes trinidnicas s6lidas.
Com este resultado, a redugédo dos flips de diagramas a flips de biparti¢oes é feita de

maneira simples.

TEOREMA 3.2.3. Sejam D e D' diagramas trinidnicos relacionados por um flip move.
Entao existem bipartigoes B = (D1, Dy, h) e B' = (D}, Dy, h) com diagramas associados D e

D', respectivamente, relacionadas por um flip move de biparticdes.

DEMONSTRAGAO. Sejam D = ({u;},{v;}) e D' = <{u§} , {u§}> Hi4 dois tipos de
flip moves definidos em D: os que agem em {u;} e 0s que agem em {v;}. Consideremos
o primeiro caso. Entéo { vg} = {v;}. O flip move substitui uma curva u, do sistema {u;},
compartilhada por dois de seus trinions, pela curva u,. O resultado é a decomposigdo
trinidnica {u;}. Pela definigdo de flip moves, as curvas ul, e u, intersectam-se em dois
pontos.

De acordo com o Teorema 2.3.6, o diagrama D pode ser associado a uma bipartigdo
B = (Hy,Hy,D; = {a;},{b;},h). A associagdo é feita explicita por um homeomorfismo
r : OH — O0H; que leva D sobre o diagrama DB da biparticdo B, isto é, para a qual
r (u;) = ajer (vj) = h(bj). Aimagem de {u;} por r é a decomposigdo trinidnica sélida
Dy = {r (w;)} = {a;} de H;. Definiremos agora uma biparti¢do B’ através da aplicagdo
de um flip move f sobre B.
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Considere D] = {r(u;)}. O sistema de curvas D] é a imagem da decomposi¢io
triniénica {u.} da superficie 9H pelo homeomorfismo r : 8H — 8H;. Logo, é uma de-
composigdo trinidnica da superficie 9H;. D] é obtida a partir de D; com a substitui¢do
da curva r (uq) pela curva r (u},). Como u, é compartilhada por dois trinions de {u;},
entdo r (uq) é compartilhada por dois trinions de D;%. As hipéteses do Lema 3.2.2 sdo
satisfeitas, e entdo D] é uma decomposi¢do trinidnica sélida de H;. A bipartigdo B’ é
definida como B’ = (Hy, Hp, D} = {r (u})}, {b;},h).

As curvas u, e ul, intersectam-se em dois pontos. Como r é um homeomorfismo
e, em particular, uma bije¢do, entdo r (u,) e 7 (ul,) apresentam o mesmo nimero de
intersecgdes. Segue que a decomposigao trinidnica sélida D] é obtida a partir de D;
com a substitui¢do de uma tnica curva r (u,), compartilhada por dois trinions de D;,
por uma curva r (uj,) que a intersecta em dois pontos. Entdo D; e D] sdo relacionados
por um flip move, e assim também as biparti¢des B = (D1, Do, h) e B’ = (D1, D2, h).

Resta observar que D’ é um diagrama associado a B’ = (D}, D2, h). A associagdo
é feita pelo mesmo homeomorfismo r : 8H — 9H; que leva D em D3, Portanto, D e
D’ sdo diagramas associados as biparti¢des B e B’ as quais sdo relacionadas por um flip
move, como querfamos demontrar. Prova-se de maneira andloga o caso de agédo sobre o
sistema {v;}. O

A topologia de um diagrama é definido como sendo a topologia de alguma biparti-
¢do associada, e biparti¢des relacionadas por flips sdo homeomoérficas. Segue entdo do
Teorema 3.2.3 o corolério a seguir.

COROLARIO 3.2.4. Flip moves de diagramas triniénicos abstratos sdo homeomorfismos.

3.2.2. Automorfismos da superficie

A agdo de um automorfismo h; : H; — H; do handlebody H; sobre a biparticao
B = (D1, Dy, h) consiste na mudanga da fung¢do de colagem h para b’ = h;|, Hy © h, e da
decomposicdo D; de H; para D] = {h; (a;)}. As curvas do diagrama em 9 H; sofrem a

transformacéo
({as}, {R(B:)}) — ({h1 (i)}, {P1 (R (b:))}).

Nos diagramas abstratos, esta operagdo é naturalmente generalizada pela a¢do de um
automorfismo da superficie 0H sobre as curvas {u;} e {v;} do diagrama, simultanea-

mente.

4 A imagem de um trinion sob a agdo de qualquer homeomorfismo de superficies ¢ um novo trinion.
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DEFINIGAO 3.2.5. Seja D = ({u;}, {v;}) um diagrama trinibnico na superficie 0H, e
f : 0H — OH um homeomorfismo qualquer. A agdo do automorfismo f no diagrama D resulta

no diagrama D" = ({f (us)}, {f (v;)})-

TEOREMA 3.2.6. Sejam D = ({u;},{vi}) e D' = ({f (wi)},{f (v;)}) diagramas trini6-
nicos em OH tais que D' resulte da agdo do automorfismo de superficie f : 0H — OH sobre D.
Entdo D e D' determinam variedades homeomérficas.

DEMONSTRAGAO. Por defini¢do, a variedade topolégica M descrita por um dia-
grama de Heegard D é a variedade determinada por uma biparti¢do B qualquer que
tenha D como diagrama associado. Entéo para provar que os diagramas D e D’ sdo
homeomorficos, basta mostrar que sdo associados a uma mesma bipartigao.

Seja B = ({ai}, {b:} , h) uma biparti¢do a qual D = ({u;}, {v;}) seja associado. Seja
r : O0H — O0H; o homeomorfismo que descreve explicitamente a associagdo. Entdo
r (u;) = a; e r (vj) = h(bj). Considere o homeomorfismo r’ : 0H — HH; que resulta da
composi¢do dos homeomorfismos r : H — 0Hy e f~1 : 0H — 0H, istoé,r' = ro f~1.
Mostraremos que este homeomorfismo associa D’ = ({f (u;)}, {f (v;)}) a B. Para isso,
basta mostrar que r’ (f (u;)) = a; e que r' (f (v;)) = h (b;). Mas

r'(fw)=roft(f(uw))=roflof(w)=r(w)=a,e
v (f () =ro fT(f(v)) =rof o f(v;) =r(vj) =h(b;).

Logo, r’ associa D’ a B. Os diagramas abstratos D e D’ sdo associados a uma mesma bi-
particdo, e sio homeomérficos, portanto, como queriamos demonstrar. O

Como o teorema vale para diagramas D e D’ arbitrérios, entdo automorfismos da
superficie 0H sdo sempre homeomorfismos de diagramas triniénicos abstratos. Os au-
tomorfismos definidos na Se¢do 3.1.2 sdo casos especiais de automorfismos da superfi-
cies, com f = hy, Hy ! onde h; é um automorfismo do handlebody sélido H;. Neste caso,
o homeomorfismo h1|,, necessariamente preserva a orientacdo da superficie. Quando
a interpretagdo algébrica dos mouves for feita no préximo capitulo, apenas esta classe de

autormorfismos serd considerada.

3.2.3. Two-point moves

Os two-point moves sdo naturalmente definidos por uma agdo sobre as curvas do
diagrama. Duas intersecgdes consecutivas sdo criadas em um par de curvas u,v, do
modo mostrado na Figura 3.3 exposta na pédgina 38.
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3.3. Prova de Ergodicidade dos Moves

Prova-se nesta segdo que, na classe dos espagos quasetopolégicos, quaisquer dois
diagramas triniénicos homeomorficos de mesmo género podem ser relacionados por
uma seqiiéncia com apenas trés tipos de moves: flips, two-point moves e automorfismos
orientdveis da superficie. A prova do teorema baseia-se fortemente no teorema dos flips
que serd demonstrado na Sec¢do 3.4.3 ( Teorema 3.4.10) e nas propriedades das opera-
¢Oes quasetopoldgicas descritas na Segédo 3.1.

TEOREMA 3.3.1. Sejam D e D' diagramas trinidnicos de género g. Se D e D’ sdo homeo-
morficos e determinam um espago quasetopoldgico, entdo existe uma seqiiéncia de flip moves,
two-point moves e automorfismos da superficie que leva o diagrama D’ sobre D.

DEMONSTRAGAO. Apresentaremos uma seqiiéncia explicita de moves relacionando
os diagramas D e D', usando operagdes definidas em biparti¢des. Seja D representado
como o diagrama D = ({a;}, {h (b;)}) da biparti¢do B = ({a;}, {b;},h). Seja D’ repre-
sentado como o diagrama D’ = <{a§} , {h’ (b;) }> da bipartigdo B’ = <{a§} , {b;} , h’>.
Por hipétese, B e B’ sdo biparti¢gdes homeomoérficas e determinam um espago quase-
topolégico. Pela defini¢do de espago quasetopol6gico (ver Segdo 2.2.4), temos entdo
que

h' = hilog, © hohalsy,,

onde h; é um automorfismo h; : H; — H; de H;, e hy um automorfismo hg : Hy — Hy
de Hs. Portanto,

D= <{a;} ) {hl,aﬂl o hohalsy, (b;)}> .

O primeiro move aplicado em D’ é um automorfismo de 9H;. Toma-se para isto a
restrigdo hy'|,,, do automorfismo h;! do handlebody sélido a sua superficie 9H;. A
acdo do move sobre a biparti¢ao e sobre seu diagrama é dada por

B = ({ai}, {0)} W) — BO = ({n7* (a})}, {&} b o Bl )

D' = ({af} (W (5)}) > DD = ({h? (@)} {ho halow, () })-
A descrigéo da transformagéo foi simplificada com o uso da identidade

-1 -1
hy |8H1 oh' = hy L’)Hl © hllaﬂl oho h2'6H2 =ho h2'6H2'
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Em seguida, ajusta-se a decomposigéo trinidnica sélida do handlebody H1. Pelo Teo-
rema 3.4.10, qualquer par de decomposi¢des trinidnicas s6lidas de H; pode ser ligado
por uma seqiiéncia de flip moves e isotopias. Em particular, existe uma seqiiéncia de flips
e isotopias que leva {h]* (a})} em {a;}. Operando-a em BM), tem-se uma seqiiéncia de
flips de biparti¢des e two-point moves que realiza a transformagao

BN = ({71 (a)}, {8} o haly, ) — BD = ({ai}, {8} 50 haly, )
DM = <{h’ ( )}7{h’°h2|aH2 (bj)}>_’D(2 <{a2} {h°h2|aH2 (bj)}>

Considere a biparti¢io B%") definida por BZ) = <{az} { ( ) } h>. O diagrama

desta biparti¢do é idéntico ao da bipartigio B®? = <{az} { } ho halsy, > As duas
sdo relacionadas por uma equivaléncia complementar de colagens feita com o auto-
morfismo hy de Hy, e sio homeomérficas, portanto. A operagio que transforma B(2) em
B(?) nio altera os diagramas, e pode ser interpretada como uma mudanga da biparti¢io
associada ao diagrama D(?). Tem-se entdo o0 homeorfismo de biparti¢des

B = ({ai}, (¥} 1A o halow, ) — B®) = ({a}, {ha (8))} , 1),

como uma operagdo intermedidria, que ndo corresponde a operagdo alguma nos dia-

gramas.
A terceira transformagdo operada no diagrama é novamente uma seqiiéncia de flips

e isotopias, que leva a decomposi¢do {h2 (b;) } em {b;}. A existéncia desta seqiiéncia
é garantida pelo Teorema 3.4.10. A operagéo é representada pelas expressdes

B®) = ({as), (k2 (5)} ) — B?) = ({ai} , {5} )
D = ({ai}, {h (ha ())}) — D = {{as), ().

O diagrama D® ¢ idéntico ao diagrama D definido inicialmente. Temos entio o
seguinte. Com um automorfismo da superficie, leva-se o diagrama D’ em D). Uma
seqiiéncia de flips e two-point moves transforma D) em D@, Por fim, uma outra seqiién-
cia de flips e two-point moves leva D em D) = D. Concatenando as trés transforma-
¢bes, tem-se uma seqtiéncia de automorfismos, flip moves e two-point moves que leva D
em D’, como queriamos demonstrar. ]

Resta agora demonstrar o teorema dos flips.
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3.4. Acdo de Flip Moves em Decomposi¢des Trinidnicas Sélidas

A demonstragdo do teorema dos flips envolve o uso de estruturas matematicas au-
xiliares — Suzuki moves e grafos trivalentes — irrelevantes para o restante do trabalho.
Nesta secdo tais estruturas sdo definidas, e o teorema é provado.

3.4.1. Suzuki moves

Os Suzuki moves sdao homeomorfismos S; : H® — H do handlebody sélido de
género g, 0s quais geram, a menos de isotopias, todos os automorfismos do espago. Os
moves s@o descritos em detalhe no apéndice deste capitulo, mas para a demonstragéo
do teorema dos flips, basta saber duas de suas propriedades. A primeira é o fato de
serem (a menos de isotopias ) geradores dos grupos de automorfismos dos handlebodies
solidos [21]. A segunda, provada no apéndice, é a existéncia de uma decomposicido D,
de H(9) na qual a agdo dos Suzuki moves pode ser reproduzida por seqiiéncias de flips.

TEOREMA 3.4.1. Seja H9) ym handlebody de género g. Entdo para todo homeomorfismo
h : H9 — H) do handlebody em si mesmo, existe uma seqiiéncia S;,i = 1,2,...,n, de
Suzuki moves tal que h = Sy, 0 Sp,—1 0 -+ 0 51, a menos de isotopias.

TEOREMA 3.4.2. Para todo handlebody H'9) de género g existe uma decomposigio solida
Dy, de H'9) tal que, para cada Suzuki move S : H®) — H'9), existe uma seqiiéncia de flip
moves que leva a decomposicio sélida S (D,) de H(9) em D,,.

3.4.2. Grafo associado a uma decomposig¢do trinidnica

Um grafo é um par ({V;},{A;x}) formado por uma lista {V};j5 = 1,...,n} de vér-
tices e uma lista {A;x} de arestas, onde A;; conecta os vértices V; e Vx. Num grafo
trivalente, cada vértice é compartilhado por exatamente trés arestas. Exemplos de gra-
fos sdo dados na Figura 3.4. Intuitivamente, grafos sdo colagens de arestas.

X

Figura 3.4. Exemplos de grafos. Os grafos da esquerda e da direita sdo trivalentes.

Nas decomposig0es trinidénicas de handlebodies, ha uma estrutura de grafo trivalente
implicita. Este grafo descreve a maneira como os trinions compartilham as curvas da
decomposicado. Descreve-se a seguir o procedimento pelo qual tal grafo é obtido.
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Inicialmente, associa-se um vértice a cada trinion. Obtém-se assim uma lista de vér-
tices {Vj;7 = 1,...,n}, onde n é o niimero de trinions da decomposigdo D em questao.
A cada uma das curvas do trinion associa-se uma aresta, saindo do vértice que descreve
o trinion (ver Figura 3.5).

a5

Figura 3.5. Grafo associado a um trinion. O trinion é representado por um vértice, e as curvas
a; em sua fronteira por arestas.

A colagem de dois trinions é representada pela unido da aresta correspondente. Um
tétrion, por exemplo, formado pela colagem de dois trinions ao longo de uma curva
comum, ¢ representado por dois vértices ligados por uma aresta. Destes vértices saem
ainda quatro arestas livres, correspondentes as curvas ndo coladas ( Figura 3.6).

a a
1
: 4 a, a,
a, a A, a, as

Figura 3.6. Representagdo combinatéria da colagem de dois trinions.

Os flip moves séo descritos nos grafos como uma mudanca da curva interna do té-
trion. Altera-se 0 modo como as quatro curvas externas do tétrion sdo distribuidas
entre os dois vértices internos. A operagdo é mostrada na Figura 3.7.

a, 8.4 81
a

azi% 5 E (; a, a,

3

>T< e

aZ

Figura 3.7. Acdo do flip move nos grafos associados.

-~
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Manteremos nos grafos a notagdo usada para as decomposi¢des. Entdo um vértice
do qual saem trés arestas é dito um trinion, e uma colagem de dois trinions forma um
tétrion. Num dado tétrion (grafo), ha apenas dois flips possiveis. O primeiro deles é
o representado na Figura 3.7. O segundo é mostrado na Figura 3.8. Ndo h4 nenhuma
outra possibilidade de se combinar arestas externas de um tétrion numa colagem de

dois trinions.

Figura 3.8. Segundo tipo de flip move no tétrion.

A acdo de flip moves em grafos trivalentes possui uma estrutura combinatéria sim-
ples. A operacdo ndo muda o nimero de vértices do grafo. O ntimero de arestas é
determinado pelo nimero de vértices®, e assim também é invariante sob a agdo de flips.
Além disso, dispde-se do teorema a seguir, que garante a ergodicidade dos flip moves
entre grafos com 0 mesmo numero de vértices.

TEOREMA 3.4.3. Sejam G e G grafos trivalentes. Se G e G2 possuem o mesmo niimero
de vértices, entiio existe uma seqiiéncia de flip moves que leva G, em G..

O teorema segue de duas proposi¢bes encontradas no apéndice de [20], o qual
consiste num estudo de decomposigdes trinidnicas de superficies. Em primeiro lugar,
tem-se que para todo grafo trivalente G existe uma decomposicdo triniénica D de uma
superficie 0H9) cujo grafo associado é G. O género g é fixado pela relacio n = 2g — 2,
onde n é o mimero de vértices no grafo. Em segundo lugar, afirma-se que duas decom-
posi¢Oes trinidnicas quaisquer de uma superficie sempre podem ser relacionadas por
uma seqtiéncia de operagdes cuja agdo nos grafos se reduz a flips.

Com os dois resultados, a demonstra¢do do teorema 3.4.3 é trivial. Interpreta-se G;
e G, como grafos associados a decomposi¢des D1 e Dy. Como G; e G tém 0 mesmo
numero de vértices, entdao D; e D; tém 0 mesmo numero de trinions. Logo, sdo defi-
nidos numa mesma superficie 85 (9). Podem entao ser relacionados por operagdes que
se reduzem a flips nos grafos associados. A imagem de tais operagdes nos grafos forma
uma seqiiéncia de flips que leva G; em G2°.

Decorre do teorema um resultado importante.

> Em cada vértice hd trés arestas, que sao compartilhadas por dois vértices; vale portanto a relagdo

N, = %Nu, onde N, é o numero de arestas no grafo, e IV, o de vértices.
¢ Uma prova alternativa do teorema, puramente combinat6ria, pode ser encontrada em [1].
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TEOREMA 3.4.4. Seja D uma decomposigio trinidnica sélida de H9) com 2g — 2 trinions
e G um grafo trivalente com 2g — 2 vértices. Entdo existe uma seqiiéncia de flip moves que leva
D em uma decomposigio trinionica sélida D' de H'9) com grafo associado G.

Em outras palavras, com o uso de flip moves é possivel levar uma decomposigido D
qualquer até um formato com o grafo associado G que se queira, desde que este possua

o0 ntimero correto de vértices.

3.4.3. Teorema dos flips

Sejam Dy e Dy decomposigdes trinidnicas sélidas quaisquer do handlebody H'9) de
género g. Mostraremos que existe uma sucessdo de flip moves que leva Dg em Dy. Na
demonstragdo do teorema, faz-se referéncia freqiiente aos grafos das decomposicdes
trinionicas envolvidas. Por este motivo, os grafos sdo incluidos explicitamente na nota-
¢do. Nesta se¢do, decomposi¢es sio representadas na forma (D, G), onde G é o grafo
trivalente associado & decomposigao trinidnica sélida D.

De acordo com o Teorema 3.4.2, existe uma decomposi¢io D, de H9) na qual a
acdo de qualquer Suzuki move pode ser desfeita por uma seqiiéncia adequada de flips.
Usaremos D, como uma decomposi¢do intermedidria entre Dy e Dy, mostrando que
ambas podem ser levadas por flips a D,,. Com a composi¢do destes flips, obtém-se uma
nova seqiiéncia, a qual leva Dy em Dy, como desejado. Dois lemas sdo enunciados para

isto.

LEMA 3.4.5. Seja (Do, Go) uma decomposigio trinidnica sélida de H'9), e G, um grafo
trivalente com 2g — 2 vértices. Entdo existe uma seqtiéncia de flip moves que leva (D, Go) em
uma decomposigio (D1,Gp) com grafo associado Gp.

O lema nédo passa de um enunciado alternativo do Teorema 3.4.4.

LEMA 3.4.6. Se (D = {a;},G) e (D' = {al},G) siio decomposigdes trinidnicas s6lidas de
H'9) com mesmo grafo associado, entdo existe um homeomorfismo h : H9) s H) tal que
h(a;) = a}, isto é, tal que h(D) = D'.

DEMONSTRAGAO. Por hip6tese, as decomposi¢bes D e D’ possuem 0 mesmo grafo
trivalente associado G. Entdo existe um automorfismo f : 6H9) — §H9 da superficie
OH) tal que f (a;) = a! [20]°.

Como D é uma decomposigdo trinidnica sélida de H (9), entdo existem discos d; €
H®) tais que dd; = a;. A restrigdio do homeomorfismo f & curva a; é um homeo-
morfismo fly, : OHY) — OHWY). A imagem de a; é a curva o) de D’. Mas qualquer

7 A afirmagdo exata contida no apéndice do trabalho é a seguinte: "There is a one-to-one correspon-

dence between such finite trivalent graphs and diffeomorphism classes of markings”. A defini¢do de
“markings” é idéntica &4 de "decomposigao trinidnica de superficie”.
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homeomorfismo definido na fronteira de um disco pode ser extendido para o disco
todo. Logo, existe um homeomorfismo ¢; : d; — d; , para cada i, tal que ¢;|q, = f|a,-

Seja t um trinion da decomposigdo D. Considere a restri¢do f|; do homeomorfismo
f ao trinion ¢. f é um homeomorfismo, é> entdo a imagem de um trinion ¢ é um novo
trinion /. Além disso, f é tal que f (a;) = a}. Portanto, se ¢ é delimitado por curvas a,
de D, entio sua imagem t’' é delimitada por curvas a}, de D’. Ou seja, ¢’ é um trinion
de D'. Segue que f|; : t — t' é um homeomorfismo que relaciona os trinions ¢ e t’ das
decomposigdes D e D'.

Sejam aq, ag € a, as trés curvas que delimitam ¢, e dg, dg,d, os discos correspon-
dentes. A unido t U d, U dg U dy é uma superficie esférica 0T, a fronteira do trinion
s6lido T associado a t. Seja T" o trinion sélido associado a t’. Seja definida a fungéo
hlor : 8T — 81", cuja restrigdo ao trinion ¢ é idéntica a f|; : ¢ — t/, e nos discos d; coin-
cide com ¢; : d; — d}, i = a, 3,. Esta fungdo é um homeomorfismo h|sr : 8T — 0T”,
que relaciona as superficies dos trinions s6lidos T'e T".

Qualquer homeomorfismo definido na superficie de uma bola tridimensional pode
ser extendido para a bola toda (ver Teorema 10.2 de {13]). Topologicamente, o tri-
nion s6lido T' é uma bola tridimensional. O homeomorfismo h|gr é definido em sua
superficie. Logo, existe uma extensdo h|r : T +— T do homeomorfismo h|gr a um
homeomorfismo que leva T' em T”. Podemos definir a fungdo i : H® — H9) que em
cada trinion sélido T de D coincide com h|r. A fungio h assim definida é um home-
omorfismo do handlebody H(9 em si mesmo, e em H9) é idéntico a f. Portanto, nas
curvas a; € 0H9, temos que h (a;) = f (a;) = a}. Ouseja, h (a;) = a}, como queriamos

demonstrar. |

Alguns comentdrios sobre a notagdo. Uma operagdo r que leve a decomposic¢do D
sobre a decomposicdo D’ é representada de modo padrdo pela expressdo r (D) = D’.
O resultado da aplicagdo de um flip move f sobre D, por exemplo, é representado por
f (D). Analogamente, a agdo do automorfismo ~ do handlebody sobre uma decompo-
sicdo D tem como resultado a decomposigdo h (D). Composi¢oes sdo descritas pelo
simbolo “o”, como de costume. A aplicacdo consecutiva de flips f, e fa sobre D, por
exemplo, tem como resultado a decomposigédo f2 o f1 (D). Aplicando-se em seguida o
homeomorfismo h, obtém-se h o fy o fi (D).

Para seqiiéncias mais longas de operag¢bes, adota-se uma notacédo alternativa. As
operagdes sdo descritas por setas, que podem ser concatenadas. A agdo do flip move
f sobre a decomposi¢do D é representada na forma D -7 f (D). Automorfismos sdo
representados de modo andlogo. A composi¢do de um automorfismo h com um flip f,
por exemplo, é representada por D -7 f(D) —"ho f (D).

Além disso, flip moves e autormorfismos podem ser combinados para definir novas
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operagdes, as quais agem como flip moves nas decomposi¢des. Estes flips sdo definidos
a seguir, e a notagado estabelecida.

TEOREMA 3.4.7. Seja D uma decomposigio trinidnica sélida do handlebody H, h : H —
H um homeomorfismo qualquer e f um flip move que leva D em f (D). Entdo a operagio que
relaciona as decomposicdes trinibnicas sélidas h (D) e h(f (D)) de H é um flip move fh.

DEMONSTRAGAO. Para provar que f" é um flip move, basta mostrar que h (f (D)) é
obtido a partir de h (D) com a substitui¢do de uma tnica curva por outra que a cruze
em dois pontos. Para demonstrar isto, considere o flip move f. Seja a a curva de D
substituida na operagéo de f, e a’ a curva que a substitui. Pela defini¢do de flip move,
tais curvas se intersectam em dois pontos, e f (D) é obtido a partir de D com esta tinica
substituicdo. Entdo h (f (D))é obtido a partir de h (D) com a troca de h (a) por h(a’).
Como h é um homeomorfismo, e em particular uma bije¢do, o nimero de intersec¢des
das curvas nio se altera. Logo, & (a) intersecta h (a’) em exatamente dois pontos. Por-
tanto, h (D) é obtido a partir de i (f (D)) com a substitui¢do de uma tinica curva h (a)
por uma curva h (a’) que a intersecta em dois pontos. Entéo f" é um flip move, como

queriamos demonstrar. O

Com o uso dos flip moves definidos acima, é possivel extender o resultado provado
no apéndice sobre os Suzuki moves. Nao s6 a agdo de cada move pode ser desfeita por
flips, mas também a de qualquer composi¢do de Suzuki moves.

TEOREMA 3.4.8. Seja S = Sp 08,1008 uma seqtiéncia qualquer de Suzuki moves,
e S (Dp) a decomposigdo trinidnica sélida que resulta de sua agdo sobre a decomposigio D, do
handlebody H9). Entdo existe uma sucessdo de flip moves que leva S (D,) em D,,.

DEMONSTRAGAO. Seja h; : H@ — HW {=12...,n+1,afamilia de homeo-
morfismos definida por h; = S, 0 Sp—10--:085;, ¢ = 1,2,...,n, e hpy; = Id. Entdo
hi1 = S. Além disso, parai = 1,2,...,n, tem-se hj11 = h;j0S; 1, Mostraremos que, para
cada i, existe uma seqiiéncia f®) de flips que leva h; (D,) a hiy1 (D,). A composigio
fM™ofm=Do...0f(1) destas seqiiéncias é uma nova seqiiéncia de flips, a qual leva h; (Dj)
em hp11(Dp). Mas hy (Dp) = S(Dp) € hnt1 (Dp) = Dy. Logo, f™ o fr1o...0 f1)
leva S (Dp) em D,,.

Considere o caso 7 = 1. Mostremos entdo que existe uma seqiiéncia de flips levando
hi (Dp) = Sp08p—10---0851 (Dp) em hy (Dp) = Sp08,_1 0082 (Dp). De acordo com
o Teorema 3.4.2, existe uma seqiiéncia de flips que desfaz a agdo de S; em D,,. Seja esta
composta por m flips, e denotada f;j,j = 1,2,...,m. Entdo

fmofm—l °"'°f1 (Sl (Dp)) = Dp-
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Para simplificar a notagéo, definamos as decomposi¢des D,(,j ) obtidas como passos in-
termedidrios na aplicagdo da seqliéncia f; de flips. Seja D,(,l) = S51(Dp), e D,(,JH) =
fi (D,(,J )). A acdo dos flips pode entdo ser escrita como

(D)= D) < D)~ DY .. " ppn =,
A combinagdo do homeomorfismo h; com os flips f; leva a defini¢do de novos flip

moves f;’z. O flip f1 age sobre Sy (Dp) = D,(,l), levando-o na decomposicao D,f,z). Entédo

o flip f2 age sobre hy (D,(,l)) segundo a expressdo

o (o)) = 1 (097) = (08

Analogamente, cada flip f; age sobre a decomposicédo D,(,j ) segundo a expressdo

1 o (08)) = (1 (087)) = (05).

A acéo da seqiiéncia completa de flips th2 é dada por

ha (Dz(»l)) _}f{‘z by (D;(»z)) _>f2h2 hy (D,(,3)) o ha hy (D;(»m+1)) _
Portanto, os flips £} formam uma seqiiéncia que leva ho (D,(,l)) em hy (D,(,m+1)).

Por definigio, DS = Sy (D,) e hy = Sp 0 Sp_y 0 - 0 Sy. Portanto,

hy (D;U) = hy (S1(Dp)) = ha 0 Sy (Dp) = Sp 0 Sn1 0+ 08y 0 81 (Dp) = hy (D).

Além disso, tem-se também, por defini¢do, que D,f,mﬂ) = Dp. Logo,

ha (D,(,m“)) = ho (D).

Portanto, a seqiiéncia f()de flips composta por f;”, Jj=12,...,m,leva a decomposi-
¢do hy (Dp) em hy (Dp), como desejdvamos.

Na hipé6tese do teorema, a seqiiéncia S de Suzuki moves é arbitrdria. Acabamos de
provar que h; (D,) pode ser levada por flips em hy (Dp). Em outras palavras, provamos
que para qualquer seqiiéncia S = S, 0 Sp_; o -+ 0 .57 de Suzuki moves, existe uma
seqiiéncia f de flips que leva S, 0 8,_10:--05;(Dp)em S, 08,100 82 (Dp). Em
particular, para as seqiiéncias h; = S, 0 S,_1 0 --0.5; de Suzuki moves, existem flips que
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leva Sp0Sp_10---08; (Dp) em S,08,_10---0Siy1 (Dp). Mas Sp08,_10---08i41 = hiy1.
Portanto, existem seqiiéncias f®) de flips que levam h; (D,) em h;11 (Dp).

A concatenaggo f™ o f(®1) o...0 f(1) das seqiiéncias f() de flip moves forma uma
seqiiéncia de flips que relaciona as decomposi¢des h; (Dp) e hnq1 (Dp). Por definigdo,
h1 (Dp) = S (Dp) € hnt1 (Dp) = Dy. Logo, f™Mo f=No...0 f(1) é uma seqiiéncia de flip
moves que leva S (Dp) em D,, como queriamos demonstrar. O

Como caso particular do teorema, temos que quaisquer duas decomposic¢des (D1, Gp)
e (Dp,Gp) com mesmo grafo associado podem ser relacionadas por flip moves. Pelo
Lema 3.4.5, existe uma seqiiéncia de flips levando (Dg, Go) em (D1, Gp). A composigdo
das duas seqiiéncias forma uma nova seqiiéncia que leva (Dy, Go) em (Dp, Gp). Como
inicialmente nio foi imposta nenhuma condig¢do sobre a decomposicado (Dg, Gp), entdo
é verdadeiro o teorema enunciado a seguir.

TEOREMA 3.4.9. Seja (D,G) uma decomposigdo triniénica sélida qualquer de H9) e
(D,,G,) a decomposigdo trinibinica sélida padrdo de H'9). Entdo existe uma seqiiéncia de

flip moves e isotopias que leva (D, G) em {Dp, Gp).

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 3.4.5, existe uma seqtiéncia f de flips que leva (D, G)
em uma decomposigdo (D;,Gp) com grafo idéntico ao de (D,,Gp). Além disso, pelo
Lema 3.4.6, existe um homeomorfismo h : H® — H® tal que h(D;) = Dyp. Mas,
pelo Teorema 3.4.1, para qualquer automorfismo h de um handlebody H'9), existe uma
seqiiéncia S; de Suzuki moves tal que h = S, 0 S, 0 --- 0.5}, a menos de isotopias.
E, pelo Teorema 3.4.8, existe uma seqiiéncia de flips que leva h(D,) = D, em D;.
Logo, existe uma seqiiéncia f’ de flips e isotopias que leva D; em D,. A concatena-
¢do das seqiiéncias f’ e f forma uma seqiiéncia de flips e isotopias que leva (D, G) em
(Dp, Gp). O

Flips podem ser invertidos, e tém flip moves como operagdes inversas. Segue entio
trivialmente do Teorema 3.4.9 o resultado final da seg3o.

TEOREMA 3.4.10. Sejam (Do, Go) e (Dy,Gs) decomposigdes trinidnicas sélidas quaisquer
de um mesmo handlebody H9). Entdo existe uma seqiiéncia de flip moves e isotopias que
leva (Do, Go) em (Df, Gf)

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 3.4.9, existe uma seqiiéncia f(® de flips e isotopias
que leva (Dg, Go) em (D,, G,), e uma seqiiéncia f(®) que leva (Ds, Gy) em (D,, Gp). A
seqiiéncia f pode ser invertida. Tém-se assim uma seqiiéncia () de flips e isotopias
que leva (D,,Gp) em (D, Gy). A concatenagdo de f(® e f(¢) forma uma seqiiéncia de
flips e isotopias que leva (Dg, Go) em (D¢, G), como desejado. d
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Apéndice: Suzuki moves e flips.

Os seis Suzuki moves definidos em [21] sdo apresentados neste apéndice. A agio dos
moves é descrita numa representagdo padrdo do handlebody H9) em R3. Define-se uma
decomposicéo trinidnica sélida D, de H(9), e nesta decomposigio é estudada a relacao
entre os Suzuki moves e os flips. Mostra-se que a agdo de cada Suzuki move sobre D,
pode ser desfeita por uma seqiiéncia de flips adequada.

O handlebody H'9) ¢ construido a partir de uma bola tridimensional B* mergulhada
em R3. Na superficie 8B3, tomam-se g discos C*, delimitados por curvas c;. No interior
de cada disco C; tomam-se dois outros discos, denominados C} e C%. Cilindros s6li-
dos K; sdo colados em B3 para compor as algas do handlebody. Cada cilindro K; tem
suas bases superior e inferior coladas nos discos C§ e C%, formando a i-ésima al¢a do
handlebody. O resultado da colagem é mostrado na Figura 3.9.

Figura 3.9. Representagdo padrao do handlebody de género g.

A decomposicio triniénica D, de H9) ¢ mostrada na Figura 3.10. Representa-se
apenas a parte da decomposi¢éo relevante para o estudo dos Suzuki moves. A menos
de uma excegdo, os moves sdo definidos em regides limitadas do handlebody, envolvendo
no maximo duas al¢as. Basta que se descreva D, nesta regido, portanto. A excegdo é o
move denominado translagdo ciclica de algas, o qual é tratado de modo especial no final
do apéndice. As curvas de D, sdo escolhidas de modo a simplificar a0 maximo a agao
dos moves.

Haé seis Suzuki moves. Mostraremos a seguir como a agdo de cada um dos moves em
Dy, pode ser desfeita com flip moves. Os dois primeiros, a tor¢do w; e o twist 71, tém agdo
restrita a regido delimitada pela curva c;. Diferem da identidade apenas na regido da
primeira al¢a do handlebody. Os trés seguintes, a troca de algas p12 e os sliddings 612 e
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Figura 3.10. Decomposicdo trinibnica sélida D, do handlebody H'9) de género g. A decomposi-
¢do é representada em detalhe apenas na regido que contém as alcas do handlebody.

€12, envolvem duas algas, e diferem da identidade apenas na regido ¥ delimitada por
c12. O tdltimo move é a translagao ciclica de algas p, que age em todo o handlebody.

(i) Dehn twist w;. Este move é a extensao tridimensional de um homeomorfismo tradi-
cional da topologia bidimensional, denominado Dehn twist. O cilindro K é cortado ao
longo de um disco com fronteira a;. Com isso, duas extremidades livres em forma de
disco séo criadas. Em uma delas se aplica uma rotagdo completa de 27, depois da qual
os pedacos do cilindro sdo novamente colados (Figura 3.11). H4 apenas duas curvas
de D, na regido, a; € ci, as quais ndo se alteram com a operacio. Logo, é trivial provar
que a agdo do move em D, pode ser desfeita por flips. Tem-se w; (Dp) = D,. Nio é

preciso aplicar nenhum flip.

(ii) Tor¢do de alga 7;. Este move ndo envolve cortes do handlebody. Gira-se, apenas, a
primeira alga por 7. O resto do espago é mantido fixado (Figura 3.12). Novamente a

decomposi¢do D, ndo se altera, 71 (Dp) = Dp.

(iii) Troca de algas p;2. Este é o primeiro move que envolve mais de uma alga do han-
dlebody. Consiste na aplicacdo de uma rotac¢do de 7 na regido ¥ que contém as duas
primeiras algas. A rotagio deve ser tal que a primeira alga seja levada sobre a segunda,
e vice-versa ( Figura 3.13). A agdo do move sobre a decomposicdo D,, é trivial. As curvas
as e cp trocam de posi¢do com a; e ci, respectivamente, e D, ndo é alterado.

(iv) Handle slide 615. Os sliddings sdo homeomorfismos de H(9) nos quais se faz a ex-
tremidade de alguma das algas percorrer um caminho fechado ao longo da superficie
do handlebody. Curvas de D, cruzadas no trajeto sdo deformadas pela operagdo. A defi-
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3y

K,

Figura 3.11. Agdo do Dehn twist sobre a primeira alga do handlebody H'9. O cilindro K, é

cortado ao longo de um disco com fronteira a;. Uma das extremidades criadas é girada por 27,

e os pedagos sdo colados novamente. As curvas a, e c¢; da decomposicdo D, nao sio alteradas.
Uma curva auxiliar v é incluida para indicar a agdo do homeomorfismo.

¢

Figura 3.12. Torgao da primeira al¢a do handlebody. Uma rotacdo de = é aplicada em K. A agdo
do homeomorfismo é ilustrada pela acéo sobre a curva .

o '3

. — — &

Figura 3.13. Troca de algas.

nigéo precisa do move é dada em [21], mas esta descrigdo breve basta para os presentes
propositos.

Uma decomposigio auxiliar Dy de H'9) é introduzida para o estudo dos sliddings.
Em Dy, os sliddings assumem uma forma mais simples. O sistema de curvas D, é
obtido a partir de D, com a aplicagdo de dois flips, f1 e fo. Em outras palavras, tem-se
que fa o f1 (Dp) = Dy4 (Figura 3.14).

No slidding 61, denominado handle slide, a base de K colada ao disco C| realiza um
percurso contido na regido ¥ das duas primeiras algas do handlebody. Em %, atravessa
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(i) a, a, (i) a, a,

N Yy ey
Cyp C12
(iii) a, a,

“

Figura 3.14. Obtengdo de Dyyq a partir de D,. (i) Curvas de D, na regido das duas primeiras
alcas delimitada por c;2. (ii) Primeiro flip. A curva ¢; é substituida pela curva d. (iii) Segundo
fli. A curva c, é substituida pela curva e. O resultado é a decomposigao D q.

12

toda a extensdo do cilindro K>, entrando por uma de suas bases, CZ, e saindo pela
outra, CZ, para depois retornar & sua posigdo original. O trajeto é descrito por uma
linha tracejada na Figura 3.15 (i).
A agdo de 6,2 sobre D4 é desfeita por um tinico flip, como mostrado na Figura 3.15.
Seja f este flip. Entdo f (612 (Dsia)) = Dsia- Mostraremos que a existéncia de f implica
na existéncia de uma seqiiéncia de flips levando 6,5 (D) em Dy, ‘
(i) ;

a, a2
A
(
012
(iii) (iv) a

3, e 1 e
= >
Cyy Cy2

Figura 3.15. A agédo de 6y, sobre D4 é desfeita com um tnico flip move f. (i) Curvas de D4
na regido das duas primeiras alcas delimitada por cj2. A linha tracejada indica o percurso que a
extremidade da alca colada em C} percorre no slidding 612. (ii) O resultado da agdo de 6;, sobre
as curvas de D,yq4. (iii) O mesmo sistema de curvas representado em (ii), a menos de isotopias.
(iv) D;1q € obtido novamente com a aplicagdo de um flip que substitui a curva az por aj.
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A combinacéo dos flips f1 e fo com o homeomorfismo 6,5 de H (@ permite que se
definam os flips f&12 e f5'2 (ver pagina 53). O flip 912 age sobre 6,3 (D,), com agéo
dada por 912 (612 (Dp)) = 612 (f1 (D). Oflip f&12 age sobre 612 (f1 (Dp)). Sua agdo é
tal que

72 0 f1? (612 (Dp)) = 612 (f2 0 f1(Dp)).
Mas f3 o f1 (Dp) = Dgyq, e entdo
f32 0 f112 (612 (Dp)) = 612 (Dsia) -
O flip f descrito na Figura 3.15 leva 612 (Dg1q) em Dygyy. Logo,
fo f3% o f{** (612 (Dp)) = Dsta.

Os flips f1 e fa satisfazem a equacgéo fa o f1 (Dp) = Dyyq. Flips sempre podem ser inver-
tidos, e entdo existem flips f; ' e ;! para os quaisf; ! o f5! (Dsis) = Dp. Portanto,

fitofitofo 520 fi** (612(Dp)) = Dy,

e filofylo fo f212 0 ff12 6 uma seqiiéncia de flips que leva 612 (D,) em D,

(v) Slidding £15. Também neste slidding o trajeto do cilindro K; em OH(9) se restringe a
regido L. No entanto, ao invés de percorrer a superficie da segunda alga, a base de K
passa pela regido sob a mesma, entre os discos de CZ e C? aos quais K é colado (ver
Figura 3.16). O resultado da operagédo sobre as curvas de Dy € trivial. As curvas nao
se alteram. Com uma demonstragdo andloga a dada para os sliddings 612, mostra-se que
isto garante a existéncia de uma seqiiéncia de flips relacionando &2 (Dp) e D,. Explici-
tamente, tal seqiiéncia é dada por s¢ = f; ! o f7 1o f52 0 f512.

Figura 3.16. Defini¢do do slidding £12. A extremidade da primeira alga colada no disco C{ per-
corre o circuito descrito pela linha tracejada. As curvas da decomposigio D4 ndo sdo alteradas.
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(vi) Translagdo ciclica de al¢as p. Este tultimo move age em todo o handlebody s6lido,
alterando as curvas da decomposigdo D, ao longo de toda a superficie 9H9). A ope-
ragdo consiste na aplicagdo de uma rotagdo no handlebody inteiro, de modo a que cada
alca K; seja levada sobre a alga seguinte, K;1. Na decomposigdo Dy, as curvas a; e
¢; sdo levadas sobre a;;1 e c;41, respectivamente, para i < g. As curvas a4 € ¢g na
ultima alga tém por imagem a; e c;, respectivamente. Portanto, o move altera as curvas
de D, nas algas, individualmente, sem no entanto modificar o sistema {a;} U {c;} for-
mado pelas mesmas. No restante da superficie, a decomposigdo D, é em geral alterada.
Mostraremos que a alteragdo pode ser desfeita com a aplicagdo de flip moves.

Chamemos de Dj a decomposigdo obtida através da agdo de p sobre D;. Os sistemas
de curvas D; e Dj sdo ambos decomposi¢des trinidnicas s6lidas da bola B2 que constitui
o nticleo do handlebody. Conseqiientemente, sdo decomposig¢bes trinidnicas da superfi-
cie esférica S com g furos delimitada pelas curvas c;. Mas quaisquer duas decomposi-
¢Oes trinidnicas de uma superficie esférica podem ser relacionadas por flip moves [20]2.
Logo, existe uma seqiiéncia de flips relacionando D; e D;. Além disso, todas decom-
posi¢des trinidnicas da superficie esférica sdo sélidas, pois qualquer curva fechada e
simples numa esfera é a fronteira de um disco®. Entéo tais flips sdo flivs de decompo-
si¢Oes trinidnicas s6lidas, e relacionam as decomposicdes p (D)) = {a;} U {c;} UDs e
Dy = {a;}U{c;}UD;. Logo, também a agdo da translagdo ciclica de algas sobre D, pode
ser desfeita por flip moves.

¥ Afirma-se que quaisquer duas decomposigdes de uma superficie arbitrdria podem ser relacionadas
por dois tipos de moves. Um destes é o flip move. O outro ¢ definido apenas em superficies de género maior
que zero.

® Para cada ponto P da curva fechada e simples ¢ na superficie esférica S, toma-se uma reta que liga
P ao centro da esfera. A unido destas retas é um disco que tem ¢ como fronteira.
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Capitulo 4

Representacao Algébrica da Simetria

Quasetopolégica

A classe de operagbes de simetria quasetopolégica 9 é formado por homeomor-
fismos de diagramas trinidbnicos que preservam o género dos diagramas. Em espagos
quasetopolégicos, qualquer operagdo de 2 é uma composicao finita de trés tipos de
agdes elementares: two-point moves, flip moves e automorfismos da supérficie. Na classe
de modelos estudada, as curvas do diagrama sdo orientadas. A orientagdo das cur-
vas néo influi na topologia do diagrama, e assim hd um quarto move, que consiste na
inversdo da orientagdo de uma curva qualquer.

Cada diagrama trinidnico D possui uma fungdo de partigdo Z (D), que é um escalar
complexo descrito por uma expressdo tensorial. Esta expressdo é construida a partir
de cinco tensores bésicos, ditos tensores de estrutura do modelo. A escolha dos co-
eficientes dos tensores de estrutura fixa o valor de Z em cada diagrama, e seleciona
um modelo especifico dentro da classe considerada. Neste capitulo sdo deduzidas as
relagbes que os tensores de estrutura devem satisfazer para que se tenha uma teoria
quasetopolégica. As equagdes sdo obtidas com a imposi¢do da invariancia de Z sob a
agdo dos quatro moves quasetopolégicos.

As equagdes obtidas formam uma generalizagdo das dlgebras de Hopf [22]. Para
estudé-las, definiu-se uma familia auxiliar de generaliza¢des, com exemplos de com-
plexidade crescente. Estas dlgebras sdo adotadas como ansatz de solugdo para o sis-
tema completo de equagdes. O caso mais simples foi resolvido. As solugdes obtidas
reduzem-se a dlgebras de Hopf, no entanto. Modelos baseados em &lgebras de Hopf
apresentam dependéncia quasetopol6gica bastante simples. A busca de exemplos mais
complexos de teorias quasetopol6gicas pode ser feita com as outras generalizagdes da
familia definida. Os calculos devem ser andlogos aos descritos neste capitulo.

A organizagdo deste capitulo é a seguinte. Na Secdo 4.1, deduz-se a representagéo
algébrica dos quatro moves quasetopolégicos. Na Secdo 4.2, define-se a primeira ge-
neralizagdo das élgebras de Hopf considerada. A solugédo deste caso é apresentada na
Secdo 4.3, onde também sdo descritas as generalizagdes alternativas.
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4.1. Interpretacdo algébrica dos moves

A agdo de um move quasetopolégico m em um diagrama trinidnico D = ({u;}, {v:})
tem como resultado um diagrama trinioénico D’ = m (D). Para que um modelo defi-
nido sobre diagramas trinidnicos seja quasetopolégico, sua fungdo de particdo Z deve
satisfazer a relagdo Z (D) = Z (D’), para qualquer diagrama D e move m. H4 quatro
moves a se considerar: automorfismos da superficie, inversdo da orientagdo de uma
curva, two-point moves e flip moves. Basta considerar automorfismos que preservam a
orientagdo da superficie.

Dos quatro moves, trés agem em regides limitadas do diagrama, e alteram Z (D)
apenas em tais regides. A inversdo de orientagdo de uma curva, por exemplo, altera
apenas o tensor desta curva e os de suas intersecgdes. O restante da expressdo de Z (D)
se mantém inalterado. Os two-point moves agem apenas nos tensores das duas curvas
nas quais o move opera. E a acdo de um flip move se restringe aos tensores das curvas
que atravessam o tétrion no qual o flip é definido. Nestas regides, h4 uma representagao
tensorial antes da aplicagdo do move, e outra distinta depois. Ambas devem descrever o
mesmo tensor para que se tenha Z (D) = Z (D'). Os automorfismos agem no diagrama
inteiro, porém de modo trivial.

Em cada uma das subseges a seguir estuda-se a representagdo de um move quase-

topolégico especifico.

4.1.1. Automorfismos da superficie

A agdo de um automorfismo f : O0H +— OH da superficie 0H sobre um diagrama
D = ({u;}, {vj}) definido em 8H produz o diagrama D’ = ({f (u:)}, {f (v;)}). Mostra-
remos que as fun¢des de partigdo de D e D’ coincidem?.

Em primeiro lugar, considere Z (D). Em sua expressdo, h4 um tensor A(™) para
cada curva u;, e um tensor M (™) para cada curva v;. O ntmero m; de indices em
Alm) ¢ igual ao nimero de intersec¢des na curva u;. Analogamente, n; é o nimero
de intersec¢des em v;. A cada interse¢do k do diagrama estd associado um tensor I,
que pode ser a antipoda S8 ou o delta de Kronecker 42, dependendo da orientagdo das
curvas e da superficie. A fun¢io de parti¢do Z (D) é um produto tensorial dos tensores
A M) e T, com todos os indices contraidos.

As contragdes sdo feitas de modo a reproduzir a combinat6ria das intersec¢des de
curvas em D. Para descrevé-las, tomamos uma enumeragio das intersec¢des em cada
curva de D. As m; intersec¢bes da curva u; sdo enumeradas com o indice a. Assim,

! A construgdo das expressdes tensoriais dos diagramas a partir de seus sistemas de curvas segue

o procedimento descrito na Se¢do 2.4.1. Nesta subse¢io ¢ apresentada uma descrigdo mais detalhada,
descrita de modo adequado aos presentes propésitos.
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o indice i, refere-se & a-ésima intersec¢do na curva u;. As intersec¢des de v; sdo enu-
meradas com o indice js. Tomam-se enumerag¢des que respeitem a ordem ciclica das

intersec¢des ao longo das curvas ( Figura 4.1).

curvau, curva v;

Figura 4.1. Enumeragao das intersec¢des em um par de curvas.

Cada intersecgdo I realiza duas contra¢des de indices. Sejam A; = Atftiz-im; ¢

= M . . . i 5 ; =TI
Mj = Mjyj, . j,,; OS tensores das curvas u; e v; que formam a intersecgdo. Seja I}, = 1.
Os indices da intersecgdo sdo contraidos segundo a expressdo ‘

1199, da..dm, 718 L. ,
A 1L M1112~--Jﬁ~--1nj :

Mostraremos que a expressédo é preservada pelos automorfismos.

O automorfismo f transforma D = ({u;},{v;}) em D' = ({f(w)},{f (vj)}). O
nimero de curvas nos dois sistemas é preservado. Como f é um homeomorfismo e,
em particular, uma bijegdo, entdo também o niimero de intersec¢Ges entre as curvas é
preservado. Logo, hd o mesmo niimero de tensores de cada um dos trés tipos (M, A
e I') nas expressdes de Z (D) e Z (D’). Mostraremos que os tensores sdo idénticos e as
contragdes feitas do mesmo modo nas duas expressdes.

Considere a a¢do do move sobre os tensores das curvas. Para que um mesmo tensor
seja atribuido a duas curvas distintas, basta que tenham o mesmo nimero de inter-
sec¢des. Automorfismos ndo alteram o nimero de intersec¢bes nas curvas, e assim a
curva f (u;) de D' tem o mesmo nimero m; de intersec¢des que a curva u; de D. Logo,
ambas sdo descritas por um mesmo tensor A (™). No outro sistema a situago se repete.
Atribui-se as curvas f (v;) de D’ e v; de D um mesmo tensor M (n3),

Nas intersec¢des, a agdo do move também é trivial. Sejam u e v as curvas que formam
a intersec¢do I. Os vetores tangentes a u e v definem uma orientagéo local (¢4, t,) da
superficie 9H no ponto de intersec¢do das curvas. Se esta orientagdo concorda com a da
superficie, entdo I = §%. Se discorda, entdo IS = S°. Mas o automorfismo f preserva
a orientagdo da superficie, e assim as orientagdes dadas por (ty,ty) € (tf), ty(y)) coin-
cidem. A orientac¢do global da superficie nio muda. Logo, a cada interseccdo atribui-se
o mesmo tensor antes e depois da aplicagdo do move.
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Figura 4.2. O automorfismo f da superficie altera as curvas, mas preserva a orientacdo das
intersecgdes. As orientacdes (tu,ty) e (tf(u), ts(v)) apontam ambas para fora do handlebody.

Resta mostrar que as contragdes de indices sdo feitas da mesma forma em Z (D) e
Z (D'). Para isto, note-se que a enumeragéo das intersec¢des dada pelos indices i, € jg
pode ser carregada de D para D/, sem alteragdes. Toma-se como a-ésima intersec¢do
de f (u;) a imagem da a-ésima intersecgdo de u;, € como f-ésima intersecgdo de f (v;)
a imagem da (-ésima interseccdo de v;. Com esta escolha, a férmula que descreve as
contrac¢des se mantém inalterada com a aplicagdo do move.

Portanto, as expressdes de Z (D) e Z (D’) sdo formadas pelos mesmos tensores, e 0s
indices sdo contraidos do mesmo modo. Ou seja, Z (D) = Z (D).

4.1.2. Inversio de orientacio

Na inversdo da orientagdo de uma curva, a expressdo de Z (D) é alterada no tensor
associado a curva e nos que descrevem suas intersec¢des. Ocorrem duas mudangas. No
tensor da curva, a seqiiéncia ciclica dos indices é invertida. As intersec¢des passam a
ser lidas em sentido contrario ao longo da curva. Nas intersec¢des, muda-se o tensor
de contragdo, pois a orientagéo (t,, t,) é invertida se o sinal de t,, ou ¢, ¢ mudado.

Na figura 4.3 é mostrada a agdo do move sobre uma curva v; e a sua representagdo
tensorial. O caso em que o move age sobre curvas de {u;} é tratado no final da segéo.

L e s T T
= e ~ -

2 = n-1 n-1

Figura 4.3. Inversdo de orientagdo de uma curva v; com n intersec¢des. O sentido em que o0s
indices sdo lidos é invertido. O tensor que descreve cada intersecgao é trocado.

As expressOes que descrevem a regido do move antes e depois de sua aplicagdo em
geral diferem, para escolhas arbitrdrias de tensores de estrutura. Para que descrevam
o mesmo tensor, condi¢des adicionais sdo impostas. Poderia se pensar em exigir di-
retamente a igualdade das duas expressdes, mas isto teria que ser feito para curvas
com qualquer nimero de intersec¢des, 0 que levaria a um nimero infinito de equagdes.
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O modo mais simples de se chegar as mesmas identidades é a partir de um trio de
equagdes acopladas, representadas diagramaticamente na Figura 4.42.

~N =S
M52 = M= 25§35 - — 2537 =T

A =S

Figura 4.4. Equagdes que descrevem a invaridncia da fungdo de parti¢do Z sob a operagdo de
inversdo de orientag¢do de curvas do sistema {v;}.

O contetido algébrico das trés equages é o seguinte. A primeira equagao é a exigén-
cia de que a antipoda S? seja um antimorfismo da 4lgebra M?,. Esta condigdo é escrita
de modo mais mais familiar como S (z - y) = S (y) - S (z). A segunda equagdo pode ser
escrita como S$? = Id. A terceira é a exigéncia de que S preserve o trago. Mostraremos
que as trés equagdes sdo suficientes para gerar as identidades desejadas.

A relagdo S? = Id é usada para simplificar a descri¢do do move nas intersec¢des.
A inversdo de orientagdo de uma curva leva a inversdo da orientagdo de todas as suas
intersec¢des. Se o tensor da intersec¢do era a antipoda, passa a ser o delta de Kronecker,
e vice-versa. A troca do tensor de contra¢do pode ser escrita na forma Iy — S o I, visto
que assim S é levadoem Id = So S e Id élevado em S = S o Id. Em outras palavras, a
aplicagdo de S inverte a orientagdo das intersec¢des. A identidade S? = Id representa
o fato de que duas inversdes de orientagdo consecutivas se cancelam.

n
1 ~ S
~ ~
2—.>M<—n —_ n-1—>S—.>MN<\—S<-—1
n-1 - g

™2

Figura 4.5. Representacdo tensorial da inversdo de orientagdo de uma curva v; com 7 intersec-
¢Oes. Pressupde-se que §2 = Id.

A representagdo tensorial do move assume entdo a forma mostrada na Figura 4.5,
para curvas com qualquer nimero de indices. A ordem dos indices no tensor é inver-
tida, e acopla-se uma antipoda a cada um deles. E preciso provar que esta transfor-
magao nao altera o tensor. Para isto sdo usadas as duas outras equagdes da Figura 4.4.
Os célculos sdo mostrados na Figura 4.6. Usa-se também a associatividade do produto

M¢,, na penultima passagem.

% A inversdo de orientagdo ¢ um dos moves topolégicos do modelo de Kuperberg [12], e a prova de
invariancia apresentada nesta secao segue o procedimento adotado em seu trabalho.
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Figura 4.6. Prova da invaridncia da fungdo de partigdo Z sob a inversdo de orientagdo de uma
curva v; com n intersecgdes. A ordem ciclica dos indices é invertida e a orientagdo de cada
intersecgdo trocada sem que se altere o tensor descrito pela expressio.

No caso em que o move age sobre uma curva v;, procede-se de modo anédlogo. A
representacdo do move é mostrada na Figura 4.7. As expressdes sdo obtidas a partir das
mostradas na Figura 4.5 com a inversdo de todas as setas e a substitui¢do dos tensores
M por tensores A. Este é um exemplo de operagdo de dualidade. De forma geral, a
“expressao dual” de uma dada expressado é a obtida a partir desta com a inversdo do
sentido de todas as setas e a troca dos tensores M por tensores A, e vice-versa.

n
=
1 S
o —> K\& 5 1
2 «—A—n ni e« §e—A—5—
LTy . N

n-1 v S
™2

Figura 4.7. Representacio tensorial da inversdo de orientagdo de uma curva u; com 7 intersec-
¢des. Pressupde-se que 52 = Id.

A solugdo do move é dada por um novo trio de relagdes, obtido por dualidade a par-
tir das listadas na Figura 4.4. A equagdo S? = Id é invariante por dualidade. Obtém-se
apenas duas equagdes novas, portanto, as quais sdo mostradas na Figura 4.8. A prova
de invariancia para as curvas u; é feita do mesmo modo que para as curvas v;, mas com

equacdes duais.
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7 5
5S4 = —>L£>< 2>s-cC
~ 5

Figura 4.8. Equagdes que descrevem a invaridncia da fungdo de parti¢do Z sob a inversdo de
orientagdo de curvas do sistema {u;}. A equagdo S? = Id é omitida.

= C

4.1.3. Two-point moves

Um two-point move age em um par de curvas formado por uma curva u; e uma
curva v; que se intersectam em dois pontos consecutivos ( Figura 4.9). O move consiste
na eliminagado destas duas intersec¢des. As enumerag¢des podem ser tomadas de modo
a que o o move opere nos dois primeiros indices das curvas. A orientagdo das curvas é
escolhida do modo mais conveniente, com a aplicagdo de inversdes de orientagéo.

FIER 7 G G

curva u; curvay; curva y, curva v,

l3 Im j3 jn

Figura 4.9. Two-point move. As intersecgdes sdo enumeradas de modo a que o move opere nos
dois primeiros indices de cada curva.

A representagdo tensorial da operagdo é mostrada na Figura 4.10. Sejam Iy e I;
as duas intersec¢des envolvidas. As suas orienta¢Ges necessariamente diferem, como
se nota pela figura. Deste modo, h4 apenas dois casos a se considerar. No primeiro,
I, = Ide I; = S. No segundo caso, Iy = S e I; = Id. Os tensores M (™) e A(™s) das
curvas podem ter um nimero arbitrario de indices. O fato é irrelevante para a prova

de invariancia que serd apresentada.

Figura 4.10. Representacio tensorial do two-point move.

As equagdes do move séo resolvidas pelo par de relagdes mostrado na Figura 4.11,
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denominadas “relagdes da antipoda”. Estas relagdes fazem parte da lista de axiomas
das élgebras de Hopf, e a nomenclatura tradicional é mantida.

S A M- = S8 - = S A M-

Sy g ~—
Figura 4.11. Relagbes da antipoda.

A prova de invariancia de Z sob a agao do two-point move envolve, além das relagdes
da antipoda, também as defini¢des do n-produto M™ e do m-co-produto A™, e as
relagdes da unidade e da co-unidade do produto M¢, e do co-produto A% (ver p4gina
33). Com o uso da primeira relagdo da antipoda, obtém-se a equagdo do move no caso
em que I, = Id e I; = S. Os célculos sdo mostrados na Figura 4.12. O segundo caso é
tratado de maneira andloga, com o uso da segunda relagido da antipoda.

~ /H“\N . ~ TN ,/' = ./_
= . A>A MM . = . A-seg to5M © =
w \...95_,/7' ~ v Sy g ~ ./ ~
NN v ~ e
= Ao A MoM“: = A M
e’ “Ns L/" S e’ ~

Figura 4.12. Prova de invaridncia da fungéo de parti¢do Z sob two-point moves. As contragdes
associadas as intersecgbes desfeitas pelo move sdo retiradas da expressdo sem que se altere o
tensor descrito pela mesma.

4.1.4. Flip moves

Os flip moves agem em tétrions formados pela colagem de dois trinions adjacentes.
O move consiste na substitui¢do da curva que une os dois trinions por outra que de-
componha o tétrion numa nova colagem de dois trinions. A curva introduzida deve
intersectar a original em exatamente dois pontos. H4 dois casos a se considerar. O move
pode agir no sistema {u;} ou no sistema {v;}. Estuda-se este caso primeiro. A solugdo
do move no caso de agdo sobre {u;} é obtido por dualidade.

Antes de fazer a representagéo tensorial do move, sua agdo nas curvas é simplificada
com a aplicacao de two-point moves e inversdes de orientagdo. Descreve-se a seguir como
isto é feito. Por conveniéncia, o tétrion é representado como uma superficie plana, da

forma mostrada na Figura 4.13.
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v4
— (& S <= RSN
oo o
V‘I v, 3
V2 V3 i V1 V2 V3
Figura 4.13. Representacdo plana de um tétrion. A curva v4 em sua fronteira é alargada até que
delimite um disco plano, no qual h4 trés furos.

Um exemplo simples de flip move é mostrado na Figura 4.14. As quatro curvas que
a delimitam em 8H sdo denotadas v;,vp,v3 e v4. As regides hachuradas delimitadas
por vy, v, e v3 ndo fazem parte da superficie. A curva central, que divide o tétrion em
dois trinions, é denotada v antes da aplicagdo do move, e v’ ap6s sua aplicagdo. O move
consiste, portanto, na substitui¢do de v por v’. A representagio do tétrion no plano é
feita de modo a que v e v’ apresentem um desenho simples.

e

v,
\
L Ve ) _ VJ
M
- A /as-\ .
y 5 A M
2 = N '\s
> A M My

Figura 4.14. Um flip move f e sua representagdo tensorial.

As duas expressdes obtidas na representacio tensorial do move ndo apresentam ne-
nhuma similaridade 6bvia. Nao foi possivel encontrar um conjunto de relagdes basicas
simples que representasse o flip. Estas rela¢bes deveriam resolver a agdo de flips em
tétrions quaisquer, atravessados por padrdes arbitrarios de curvas. Em tétrions mais
complexos, as equagdes sdo ainda mais complicadas que a mostrada acima.

A equacdo pode ser simplificada, no entanto, com o uso das rela¢es da antipoda.
Noflip f, por exemplo, em cada lado da equagio ha um par de intersec¢bes que pode ser
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removido por isotopias. Com a aplicagdo das isotopias antes da acado do flip, chega-se a
uma equagdo mais simples, mostrada na Figura 4.15. :

/
§ VJ g Va )
= A - A
M = S
><;—7 2 M,

SA—— M
4 ! > A—— M,

Figura 4.15. Simplificagdo do flip move f com a aplicagdo de isotopias.

A inversdo da orientagdo das curvas v3 e v’ conduz a outra simplificagdo da equagio.
As antipodas que aparecem em ambos os lados da equagéo sdo eliminadas. O resultado

é mostrado na Figura 4.16.

- A = A
M T M
P A—— M, AT M,

Figura 4.16. Forma final da equacédo do flip move f, ap6s simplificagdo com o uso de isotopias e
inversées de orientagdo.

O procedimento descrito pode ser generalizado e usado de maneira sistemética no
estudo do move. Devido a liberdade admitida em sua definigao, os flips costumam apa-
recer misturados com outras opera¢des em sua a¢do. Podem ser simplificados pela
composi¢do com outros moves, portanto. Em outras palavras, interpreta-se cada flip
como a composi¢do de um flip puro, mais simples, com outros moves quasetopol6gicos.
A forma “mais simples” dos flips é escolhida de modo a facilitar o tratamento algébrico.

Um flip arbitrdrio pode ser representado como na Figura 4.17. O tétrion em que
age é delimitado pelas curvas v,v2,v3 e v4. As curvas u; que o atravessam sdo de-
senhadas apenas nas redondezas das intersec¢des. No restante da superficie, podem
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comportar-se de qualquer maneira consistente. O flip move substitui a curva v, que
envolve v; e vy, por v/, que envolve vy e v3. O nimero de curvas u; que atravessam o
tétrion e o desenho que apresentam variam de flip para flip, naturalmente.

) (v,

Figura 4.17. Representagdo padrao de um flip move.

Mostraremos que as curvas no tétrion podem ser reduzidas a um desenho simples,
formado por trés feixes de curvas emergindo de v; e dirigindo-se, cada um deles, a uma
outra curva v; do tétrion. O feixe que liga v; a v, fica contido no trinion definido por v,
e o que liga v2 a v3 no definido por v'. A simplificagdo das curvas é feita exclusivamente
com isotopias. No final as curvas sdo orientadas. Isto é feito de modo a se obter uma
equagio tdo simples quanto possivel para o move. O procedimento todo é organizado
no quadro exposto na Figura 4.18. Segue uma explica¢do dos passos envolvidos.

Em primeiro lugar, as intersec¢bes em cada curva v; sdo agrupadas. Isto é feito
com deformagdes das curvas u; que atravessam o tétrion. O resultado é o mostrado no
quadro (ii). O segundo passo é o ajuste do feixe de curvas que atravessa v;. Faz-se com
que este feixe se dirija & curva vz, como mostrado no quadro (iii). Com isso as curvas
u; que cruzam v; passam a se dirigir a vo. Os segmentos que se encontram no caminho
da deformagdo criam novas intersec¢des em vg, as quais sdo agrupadas com isotopias
as ja existentes. O resultado é o mostrado no quadro (iv).

O procedimento é repetido em v; e v3. Leva-se o feixe de curvas que atravessa v, até
a curva vz. Em seguida, as intersec¢Oes que existirem em v3 sdo agrupadas. Chega-se ao
padrdo mostrado no quadro (v). O feixe formado é levado de volta a v;. Com isso novas
intersec¢des sao criadas em v;. As que se encontram entre as curvas provenientes de
v3 formam os lagos mostrados no quadro (vi). Nao h4 outro comportamento possivel.
Estes lagos sdo removidos do tétrion com a aplicagdo de isotopias. As intersec¢Ges
restantes sdo agrupadas em vj. O resultado é o mostrado no quadro (vii).

As curvas u; das intersec¢des que restam em v, possuem apenas dois comportamen-
tos consistentes no tétrion. Ou retornam a vy, formando lagos, ou dirigem-se a v4. Os
lagos sdo removidos do tétrion com isotopias. As demais curvas sdo agrupadas num
feixe que se dirige a v4. O resultado final do processo é mostrado no quadro (viii).
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iy (

W (v,

{iit)

v (—

(vii)

Figura 4.18. Trivializagdo do desenho das curvas u na superficie de um tétrion. Em qualquer
tetrion, estas podem ser reduzidas ao formato mostrado no tltimo quadro, com trés feixes de
curvas paralelas emanando de v, e se dirigindo cada um deles a uma das curvas v; restantes.

O procedimento pode ser aplicado em flips arbitrérios. Logo, os flips podem ser
representados de forma geral pela operagdo mostrada na Figura 4.19. Nesta figura tam-
bém se incluem orientag¢des para as curvas. Os segmentos que atravessam o tétrion ndo
podem ser orientados de forma arbitraria, pois ndo sdo independentes. Dois segmentos
distintos podem pertencer 8 mesma curva.

A equagdo correspondente é mostrada na Figura 4.20. Nesta equagdo, cada seg-
mento de curva u que atravessa o tétrion é descrito por um co-produto. Ao segmento
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“a"” que liga vz e v3, por exemplo, corresponde o co-produto de mesmo indice na equa-
cdo. As curvas v; correspondem os tensores M;. As curvas v e v’ 0s tensores M, e
M,s. Dependendo da orientagdo do segmento, acopla-se uma antipoda ao co-produto
do mesmo em ambos os lados da equagédo. Este tensor é omitido da representagio. A
orienta¢do dos segmentos é irrelevante para a equagéo dos flips.

Figura 4.19. Forma final dos flip moves, ap6s a simplificagdo das curvas envolvidas.

f — A S MaoT

Figura 4.20. Representagédo tensorial dos flip moves.

Em alguns tétrions nao se obtém todos os trés feixes de curvas, e a equagdo se sim-
plifica. Os casos especiais sdo discutidos nas préximas se¢des. No caso em que o flip
age sobre {u;}, pode-se repetir todo o procedimento de simplificagdo das curvas na
superficie do tétrion. Chega-se a equagdes anélogas, obtidas por dualidade a partir da
equacdo da Figura 4.20.
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4.2. O sistema de equagdes do modelo quasetopoldgico

As equagdes obtidas fornecem uma descrigdo algébrica da simetria quasetopolégica.
Formam um sistema bastante complexo, no entanto. As equagdes do flip move, em
particular, mostram-se especialmente intratdveis no estado em que sdo obtidas. Ha
uma infinidade de equagdes (uma para cada tipo de tétrion), e cada equagdo tomada
individualmente é consideravelmente dificil. Ainda assim, é possivel demonstrar que
o sistema de equagdes possui solugdes néo-triviais, garantindo sua consisténcia.

Exemplos de solugbes sdo dados por algebras de Hopf involutérias [12]. No tra-
balho de Kuperberg sobre invariantes topol6gicos, demonstra-se que se os tensores de
estrutura formam uma 4lgebra de Hopf involutéria, entdo a fungdo de particdo Z (D)
pode ser escrita como

Z(D,H) = §(D, H) (dim H)™™~",

onde # (D, H) é um invariante topolégico, H uma 4lgebra de Hopf involutéria, g o gé-
nero de D, e n,, e n, o nimero de curvas u; e v; em D, respectivamente. As quantidades
ny e n, sdo independentes nos diagramas usados por Kuperberg. Em diagramas tri-
nidnicos, no entanto, tem-se que n, = n, = 3¢9 — 3 [20]. Para diagramas associados a
triangulagdes, vale também que f = 2¢g—2, onde f é o niimero de faces da triangulagao.
Neste caso, a expressdo reduz-se a

Z(D,H) = §(D, H) (dim H)'~ ¥,

e assim Z (D, H) é um invariante quasetopol6gico. Depende apenas da topologia de
D, via § (D, H), e do nimero de faces f da triangulagdo. Logo, Z (D, H) é invariante
sob a agdio dos moves quasetopolégicos. Algebras de Hopf involutérias sdo solugdes do
sistema de equagdes que descrevem os moves quasetopolégicos, portanto.

A parte quasetopolégica de tais solugbes é bastante simples, no entanto. A depen-
déncia da fungdo de parti¢do em f se resume a um fator (dim H) -4 Segue que teorias
quasetopolégicas ndo-triviais, caso existam em trés dimensdes, devem basear-se em es-
truturas mais gerais do que as 4lgebras de Hopf>.

Dentre as generalizagGes conhecidas, ndo se encontrou nenhum exemplo ajustado
as necessidades do modelo. Nas Quasi-Hopf Algebras [24], por exemplo, perde-se a
relagdo de co-associatividade do co-produto, necesséria para a defini¢do dos campos
descrita na Segdo 2.4.1. Nas Weak Hopf Algebras [25], usa-se a relagdo de bidlgebra.

? Pode-se também recorrer 4lgebras de Hopf ndo-involutérias. Teorias topolégicas com S? # Id
foram estudadas por Kuperberg em [23], e podem servir de base a uma outra abordagem das teorias

quasetopolégicas.
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Associada as demais equagdes do modelo, reduz o sistema a uma dlgebra de Hopf,
trivializando o modelo. Estes sdo os dois casos mais conhecidos de generalizacdo das

algebras de Hopf.

Uma nova generalizagio foi proposta, e seu comportamento junto as equagdes do
modelo analisado. A nova &lgebra é apresentada na segéo 4.2.1, e batizada de 4lgebra
de Hopf modificada. O restante da se¢éo é dedicado ao estudo dos flip moves com esta

algebra.

4.2.1. Algebras de Hopf modificadas

Para que os tensores de estrutura formem uma 4algebra de Hopf, devem satisfazer
as identidades mostradas na Figura 4.21. Estas equagbes sdo os axiomas das algebras

de Hopf.

- A M—> = —4A M= = 2¢& > M —> = M—> = —
S A N S A - i 2
Relagdo da antipoda Relagées da unidade
~
\M\J o M — A g o~
7 M= = M 7 - A = = A = —>
Ve 7 ™~ ™
Associatividade Relagbes da co-unidade
A A
- A A —2>A—M-> ~
~, T e S AT = M— A
Co-associatividade Relagéo de bialgebra

Figura 4.21. Axiomas das 4lgebras de Hopf.

Diversas equagdes do modelo quasetopolégico se encontram entre as relages lis-
tadas. Apenas um dos axiomas ndo é exigido explicitamente pelo modelo: a relagio
de bidlgebra. Portanto, a generalizagdo das dlgebras de Hopf procurada deve basear-se
numa alteragdo da relagdo de bidlgebra. Os demais axiomas devem ser verificados,
ou entdo a 4lgebra falha na solugdo de algum move. Procura-se entdo definir novas



Capftulo 4. Representagdo Algébrica da Simetria Quasetopoldgica 77

relagbes, menos restritivas que a de bidlgebra, para substitui-la, de maneira a que as
demais equagdes do modelo sejam conseqtiéncia dos novos axiomas.

O modo mais simples de se fazer isso é postular diretamente as equag¢des quase-
topolégicas como axiomas da nova 4lgebra. Mas como se busca simplificar o sistema
de equagdes, ndo se inclui na lista todas as equagdes. A equagio mais complicada —a
dos flip moves — é a principio deixada de lado, aguardando tratamento especial. A lista
parcial de axiomas assim obtida é mostrada na Figura 4.22.

TN o S ~
Two-point moves: > A M=> = 28 > = 34 M->

N >s A s>
M>s> = ><:M—> >S54 =—>A:><
A -5 N 5 -

Inversdo de orientagédo;

>§>C =>C >8> T =T 535> = —

Figura 4.22. Lista parcial dos axiomas das bidlgebras de Hopf modificadas.

Além das relagdes mostradas na figura, também se toma como axiomas os reque-
rimentos bdsicos do modelo, isto é, a associatividade do produto, a co-associatividade
do co-produto, e as relagdes da unidade e da co-unidade. Estas identidades sdo com-
partilhadas com as dlgebras de Hopf e podem ser vistas na Figura 4.21.

Para completar a lista, toma-se um substituto para a relagdo de bidlgebra. A altera-
Gao desta equagdo é feita tendo em vista a simplificagdo da equagdo dos flip moves, e é
mostrada na Figura 4.23. Uma familia de altera¢des andlogas é discutida no final deste

capitulo.
— A —2M—>
M— N A —A4 N A
—A = —>M->A M— = M— A
A N A A N
—AZ3IM— AL IM—

Figura 4.23. Relagdo de bidlgebra modificada.

A generalizagdo proposta das dlgebras de Hopf tem os seguinte axiomas, portanto:

1. os requerimentos bésicos do modelo listados na Figura 2.23;
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2. as equagOes dos moves coletadas na Figura 4.22;
3. e arelagdo de bidlgebra modificada da Figura 4.23.

Os axiomas ndo sdo independentes, como serd mostrado mais adiante. A lista de axio-
mas apresentada ndo é o modo mais conciso de definir a estrutura algébrica estudada.
Deve ser entendido como um modelo para eventuais pesquisas futuras em teorias qua-

setopol6gicas.

4.2.2. Flip moves e a relagdo de bidlgebra

A equagdo dos flips é resolvida com dlgebras de Hopf. Esta solugdo é descrita a
seguir, a fim de que seja adaptada para a relagdo de bidlgebra modificada.

Na equacéao dos flips ( Figura 4.20), os trés feixes de curvas sdo interpretados algebri-
camente de modo semelhante. Para cada segmento no feixe h4 um co-produto A% ou
Al O co-produto com dois indices superiores ocorre quando o feixe ndo cruza a curva
interna do tétrion (v ou v’). No caso contrdrio, tem-se 0 co-produto com trés indices
superiores. Os tensores M; representam as curvas v; ligadas pelo feixe, e agrupam os
co-produtos ordenadamente, como mostrado na Figura 4.24.

My >
a—A y
. M, =

b—A

B

My >

Figura 4.24. Representagdo tensorial do feixe de curvas u; que liga as curvas v; e vz em um
tétrion padrédo. No primeiro caso, o feixe ndo intersecta a curva interna do tétrion. No segundo
caso, intersecta v'.

A simplificagdo da expressdo com a bidlgebra é apresentada na Figura 4.25. Cada
feixe reduz-se a uma expressio contendo apenas um produto e um co-produto. A equa-
¢do dos flips assume a forma mostrada na Figura 4.26.

Logo, se os tensores de estrutura formam uma 4lgebra de Hopf, entdo a equagao dos
flips é satisfeita, no caso de agdo sobre curvas de {v;}. O caso em que o flip age sobre
{u;} é descrito pela equagdo dual, e pode ser tratado de maneira idéntica. A relagdo de
co-integral é dual & de integral, e a relagdo de bidlgebra é auto-dual. Assim, a prova

inteira pode ser refeita com relagdes duais.
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(a) Co-produtos com dois indices contravariantes.

M- N
1A 1 f’A\<’:M9 1 SATM S
. : = 11> A M7 = n-i ><

n1—A DIM > n IM—ALSM
n—-A n—)AZ<‘.,M/
1 A—>M-> 1.\ A
= PR = 2\ >< = B M= A
nSHM—oAL SM n N

(b) Co-produtos com trés indices contravariantes.

AN

1 A ——

1 92 AT—M>
s aTFEM =
n—->AZ—5SM->

Figura 4.25. Simplificagdo da representagéo tensorial de um feixe de curvas u; num tétrion pa-

drdo com o uso da relagdo de biélgebra.

a a
N
T M A—— M T
b7 Y
T

c
N
T M= A M->T =
i \T
d

e

N

- M= A

f/' \T

Figura 4.26. Equacao dos flip moves simplificada com o uso da relagdo de bidlgebra.

% = “w C—
— A = M—o =

N ->T 4 — &

Figura 4.27. Propriedade integral do trago e propriedade co-integral do co-trago.

79
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@ A Mot Sa—
T A M—T -7
{2 A—MoT
— A M-oT = — A— A = —-T
Ny / T M=T (> AT S MT
—>T
— A —)A——)A/
N N
b) —A<T—MoT —A— A
* SN Mot —T
{2 A~=MST
— A MoT = — A = —T ><'
\T / \'T M->T 1D AZSMST
—T
— A —)A——)A/
\'T \'T

Figura 4.28. Verificacdo da equagédo dos flip moves. Os diagramas (a) e (b) representam o mesmo
tensor. Usando este fato na Figura 4.26, tem-se a equacéo dos flips.

4.2.3. Flip moves e a relagdo de bidlgebra modificada

Nesta se¢do se mostra como a representagdo tensorial dos feixes de curvas num
tétrion padrado é simplificada com a relagdo de bidlgebra modificada. Os célculos sdo
anélogos aos feitos com a relagdo de bidlgebra tradicional. Uma nova equagio dos flips
é obtida.

Em primeiro lugar, busca-se agrupar os co-produtos nos feixes de curvas. A modi-
ficagdo da bidlgebra proposta na Figura 4.23 visa facilitar este procedimento. Os calcu-
los da Figura 4.25 sdo entdo facilmente adaptados. No caso de feixes de co-produtos
com trés indices contravariantes, chega-se & mesma simplificagdo obtida com a biélge-
bra. A expresséo tensorial é reduzida a uma forma contendo apenas um produto e um
co-produto. Os calculos sdo mostrados na Figura 4.29.

Para os co-produtos com dois indices a situagdo é diferente. A redugdo dos fei-
xes ndo é sempre completa. Para que isto ocorra, deve haver o nimero correto de
co-produtos no feixe. Ha dois casos a se considerar. Para feixes com 3 + 2n co-produtos,
onde n € N, a redugdo é completa. Mas se hd menos de trés co-produtos, ou um nu-
mero par deles, entdo restam produtos e co-produtos extra apés a simplificagdo. Os
dois casos sdo mostrados nas Figuras 4.30 e 4.31.

Substituindo as férmulas das Figuras 4.29, 4.30 e 4.31 na equacéo dos flips (Figura
4.20), chega-se a quatro equagodes, representadas na Figura 4.32. Cada lado da equagéo
pode assumir duas formas, dependendo do niimero de co-produtos no feixe. Quando
ha 3 + 2n co-produtos com dois indices contravariantes, usa-se a expressdo da Figura
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| AT TIM= | AT Mo
. BéM_) - = n-1 . aM— =
. . iy a2
n—oA SMo n -M—AL ¢ M=
1A M= LN A
= = 2\. %M—) = T MDA
niSM—A n/‘ N

—M->

Figura 4.29. Simplifica¢do da representagio tensorial de um feixe de curvas u; com a relagdo de
bidlgebra modificada. Primeiro caso: co-produtos com trés indices contravariantes.

1 >a4a—32M

1
;i Y
1 2ATTM> 2 —5A \ 2—;M—)A—;_>M—)
3

- X VAN FTDAL - X
3+2n A S5 M : /< 3#2n 2 A—SH M

3420 AT — IMo

1
N
2 5>M—>A—32M

2 'y
3 4—>A§g \ fﬁM—)A——:)M» 1

- . y
a M = I MaA

= 5 5A—3M = 5 : ><
; /< 3620 AL 3M > 342n

342n AT —IM

]
!
"4

\
v

Figura 4.30. Simplificagdo da representacao tensorial de um feixe de curvas u; com a relagio de
bidlgebra modificada. Segundo caso: 3 + 2n co-produtos com dois indices contravariantes.

1 5ADM N
1 2ATTHM : >< \ TMoATM>
. = 3+42n —)A——)M M- = 3+42n 7 ><
2m AT _5M > 2m>AT _SM S

2m 2 A —m > M-

Figura 4.31. Simplificagdo da representagio tensorial de um feixe de curvas u; com a relagdo de
bidlgebra modificada. Terceiro caso: 2m co-produtos com dois indices contravariantes, m > 2.

4.30. Nos demais casos, a mostrada na Figura 4.31. Os feixes de co-produtos com trés
indices sdo escritos todos na forma simplificada mostrada na Figura 4.29.
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N N
CM>ATM N I M-A .
Y TM-aA 2 v T M- A
T
N
N : A—> N
-'.\JM->A/| ! "-,.M"A/ = WM >/'M Mo :';.M"A\.
Vd N N A
N / '\"'M—>A/| > '\'M->A/|
M- A B N T Mo A “a N
% \'T 7 T A \T T

Figura 4.32. Equagéo dos flip moves simplificada com a relagdo de bidlgebra modificada. Ha
quatro casos, que resultam das combinag¢des das duas possibilidades em cada lado da equagéo.

4.3. Resolugdo do Ansatz

Nesta se¢do, um dos teoremas de existéncia de integrais em &lgebras de Hopf [26]
é adaptado para uso com as élgebras de Hopf modificadas aqui definidas. Nao se
chega a uma analogia completa, pois nesta dlgebra o trago ndo é uma integral. Prova-se
uma equacao bastante similar & das integrais, no entanto, que resolve diversos casos da
equagdo dos flip moves. Uma condigdo extra é necessaria para resolver todos os casos.
Tal condigédo reduz as dlgebras de Hopf modificadas a dlgebras de Hopf.

H4 uma infinidade de outras possibilidades de alteragbes das dlgebras de Hopf.
Uma familia natural de generalizagdes é sugerida pelo formalismo das bidlgebras mo-
dificadas, e apresentada no final do capitulo. Conjectura-se que o trago satisfaga versoes
mais fracas da relagdo de integral nestas dlgebras, de modo anélogo ao que ocorre nas
dlgebras modificadas. Discute-se a possibilidade de aplicagdo das mesmas ao estudo

da equagéo dos flip moves.

4.3.1. Resolugdo da equacgio dos flip moves

Duas relagBes envolvendo o trago sdo deduzidas a seguir. Os resultados sdo védlidos
em qualquer bidlgebra de Hopf modificada involutéria, isto é, com S? = Id. Um das
relagbes é andloga a que descreve a propriedade integral do trago em 4lgebras de Hopf.
A outra descreve a agdo do trago sobre um dos lados da equagédo da relagdo de bidlgebra.
Ambas serao usadas na resolugdo da equag@o dos flips. Enuncia-se primeiro um lema

para isto.

LEMA 4.3.1. Em uma bidlgebra de Hopf modificada qualquer vale a relagéo

- M—> M= —

l]=

T
— A Ae —
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DEMONSTRAGAO:
SM—M— —M— M M —
i\ M M t
S = S/T = s7 1 = ; =
T T "SA "
—hAe—Ae —Ae— A (—A/ — Ae—— — O

Na prova do lema sdo usadas, na seqiiéncia das passagens, as relagdes de: (i) asso-
ciatividade, (ii) co-associatividade, (iii) da antipoda e (iv) as defini¢es de unidade e de

co-unidade.

TEOREMA 4.3.2. Em uma bidlgebra de Hopf modificada involutéria qualquer, o

trago satisfaz as seguintes relagdes:

2 A— M= >
i = ;
® —>A><_>M—>T SM——)T
A
(i) 585 = o1 f7
NT >

DEMONSTRAGAO: Considere a relagdo (i). O lado esquerdo da equagdo pode ser
construido a partir do tensor introduzido abaixo. Basta que se contraia seu indice con-
travariante com a co-unidade, desde que S? = Id. Mas, por hip6tese, a bidlgebra é

involutéria. Segue que

A M- —>A>—<:>M—) —>A>—<:>M—)
2 A—5SM SMoOMoAT 3 M >M->A—3M
4 = T J = / J =
S—M S S—M S S—M
T l T ) l T T l
— eS8 —Ae—Ae—Ae——Sg —A—Ac—Ae———S§g
—A—— Mo —2A—M—M->

— A N
—A—M ->M—>A>—<>M—)
AX A—3M _ / A—)I\f
S
4 §—M
I 3 /S—H\J;I T /T {

S—M T
4 I CAe—Ae——Ae—3§g

T )

CAé—A e—Ae—S CAe—Ae——Ae———3§g

N
L
i
\
1
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N N
M2A—M> 2M=2>A—M-> SM2A— M
= A—M - /‘A—)A—-)M - ASA -
8 S U S {
T A—>S—M T [ S—M T [ S—M—=M
T 4 $
cAe—~Ae——3 cAe—Ae——35 cAe—Ae——S§
N N N
>M->A—>M-> M—>A > M> M—A>DA—DM> —->M Lo
.1 .1 . N N\
S S S ) §—M
T T T T
cAeAe—S cAeSeA—S «Ae—S cAe—S8
Ou seja,
2 A——2M->
AT 3M -M ¢
\) = \,
S—M S—M
T \ T \)
—Ae—S —Ae———S

Contraindo os dois lados da equagdo com a co-unidade ¢, e usando que S2 = Id,

chega-se ao resultado desejado,

S A—/>M>

> ATTIM>
><

X

—-A— 3 M —-A—S5M
1 - 1
S— M S—M
T ~
Ee—Ae———S§g S
N

—\;M L ->M\1‘>
S — M = S_—M
T L
A § S

2 A—M->

A —SM-DT

{—>
—M-—T

A prova da parte (ii) do teorema 4.3.2 faz uso do resultado (i), além da defini¢do da

unidade e da rela¢do de bidlgebra modificada.
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. — M- L SA—— M
g N A LA
SA> = ﬁM—)A;:o = M- = ATM-> =
N >4
T T AT Mo T —AlIMoT
1A —M—> vt L=
= LD = \‘-—) = I
DA MST —SM—-T —T

As duas relagdes do Teorema 4.3.2 s@o entdo substituidas na equagéo dos flip moves
(Figura 4.32). O resultado é mostrado na Figura 4.33. Apenas um dos quatro casos de
flip moves é resolvido deste modo. Uma nova condigdo sobre o traco é adotada para a
resolugdo dos outros trés, a qual é mostrada na Figura 4.34, e denotada “condi¢do dos
flips”. Dispondo-se desta relagdo, é facil ver que todos os casos da equagéo dos flips séo
resolvidos. A relagdo pode ser interpretada, portanto, como a descrigio algébrica dos
flip moves dentro do ansatz adotado.

~ T N ~
MoT “Moa” MoT TMoT

Ve A NT Ve Ve

N N Y R AT
Vs 1 ‘A A 3 y NT
N N N N

T MoT TMoT CMST TMoT

Ve A Ve Ve

2 2
(toT) (t>T) (toT) (toT)

;lT ¢=T

\'T — T

Figura 4.34. Condicéo dos flips.

4.3.2. Equivaléncia com dlgebras de Hopf

Algebras de Hopf modificadas involutérias sio generalizagdes nao-triviais das 4l-
gebras de Hopf. Existem exemplos que nio se reduzem a lgebras de Hopf, nos quais a
relagdo de bidlgebra ndo é satisfeita. Entre os axiomas das dlgebras de Hopf modifica-
das se encontram as equagdes de todos os moves quasetopol6gicos, exceto a do flip move.
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Para que a equagdo dos flips seja satisfeita, recorre-se a uma condigéo extra, a condigdo
dos flips. Se uma élgebra de Hopf modificada involutéria satisfaz a condigdo dos flips,
entdo define uma teoria quasetopolégica em espagos quasetopolégicos arbitrarios.

Resta saber se estas teorias se resumem aos exemplos ja conhecidos das 4lgebras de
Hopf ou se ha novos casos. Em outras palavras, é preciso verificar se existem 4lgebras
de Hopf modificadas involutérias que satisfagam a condigdo dos flips e que ndo sejam
dlgebras de Hopf. Provaremos que nio existe nenhum exemplo. A condigdo dos flips
reduz as 4lgebras modificadas a 4lgebras de Hopf.

Considere para isto o co-produto A(¢) da unidade. Este tensor cumpre um papel
central na distingdo das duas 4lgebras. Nas édlgebras de Hopf, vale sempre que A(¢) =
¢ ® ¢ [22]. Por outro lado, se numa algebra de Hopf modificada se tem A(:) = ¢ ® ¢,
entdo a relagdo de bislgebra é satisfeita, e a dlgebra é de Hopf* (Figura4.35). Ou seja,
A(r) # ¢+ ® ¢ é uma condigdo necesséria e suficiente para que uma 4lgebra de Hopf
modificada nédo seja uma élgebra de Hopf. Mostra-se a seguir que a condi¢do dos flips

implicaem A(t) = ¢ ® .

P A !
M- N A N A
—A = —SM—oA = M— A
a5 2 N 2 y

—_ :
t>4 M- I _AM - SA—M=>
s T OB
- -

SAL 3IMo >AL 3M=>

Figura 4.35. A relagdo de bidlgebra modificada reduz-se a de bidlgebra se A() = ¢ ® ¢.

TEOREMA 4.3.3. Para toda dlgebra de Hopf modificada involutéria, tem-se que A (1) =
k-1®5

DEMONSTRACAO:
T
A A T A 2
t—mA—A = t—A = Al - (4>T)
y N T N
T
/-.T A ;.T A ;.T N T
> A—A = {DA—A = A L = 1@l - 1A
N N N
T T T T 0

* Entre os axiomas das 4lgebras de Hopf modificadas estdo todos os axiomas das Algebras de Hopf,
a excegdo da relagdo de bidlgebra.

5 Demonstra-se que a.A(w) é proporcional a ¢ ® ¢, onde o = ¢« — T. Mas, em qualquer 4lgebra H,
tem-se que ¢ — T = dim H, e assim a # 0. Segue que A(:) é proporcional a ¢ ® ¢, como enunciado.
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TEOREMA 4.3.4. Para toda dlgebra de Hopf modificada involutéria que satisfaca a condigdo
dos flips, tem-se que A(L) = L Q ¢. '

DEMONSTRAGAO:
i'T =T /'T =T
- A = = (=A =
= k=1
A L= /'T T
> A = K - = A = K.
N ¢t N t=>T
T O

Portanto, toda 4lgebra de Hopf modificada involutéria que satisfaga a condigdo dos
flips se reduz a uma dlgebra de Hopf. Logo, as teorias quasetopol6gicas definidas equi-
valem as ja conhecidas. Os resultados obtidos sdo discutidos a seguir, e sugestdes de
procedimentos alternativos para o estudo das equagdes do modelo sdo apresentadas.

4.3.3. Generalizagbes alternativas das Algebras de Hopf

As duas resolugdes da equagdo dos flips apresentadas, com as dlgebras de Hopf tra-
dicionais e as modificadas, seguem um procedimento comum. Os moves sdo estudados
num tétrion padrdo, com as curvas internas alinhadas em feixes (Figura 4.19). Cada
feixe de curvas no tétrion é representado algebricamente por um feixe de co-produtos
(Figura 4.20). A aplicagdo direta da relagdo de bidlgebra ou da bidlgebra modificada
leva a uma simplificacdo destes feixes. Com isso a equagdo dos flips também se sim-
plifica. A equagéo obtida é entdo resolvida com o uso de relag¢des satisfeitas pelo trago.
No caso das élgebras de Hopf, usa-se a propriedade integral do trago. Nas &lgebras
modificadas, usam-se rela¢gdes andlogas, demonstradas no Teorema 4.3.2.

Conjectura-se que o procedimento possa ser adaptado para toda uma familia de
generalizagGes da bidlgebra. Para cada par (m,n) de nimeros naturais, m,n > 2,
define-se uma relagdo de bidlgebra modificada. Alguns exemplos sdo mostrados na
Figura 4.36. O caso (2, 2) descreve a bidlgebra tradicional. O par ((3,2), (2,3)) descreve

o caso estudado.

—)ARM_) SA— M=
-4 S A ™ A

= FM-SA S A M—> = SM-A>
A M= A N A N
_)A‘_,_,,.-—'-""’ SAT _3IM>S

Figura 4.36. Deformacdes da relagdo de bidlgebra: casos (4, 2) e (3, 3).
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A simplificagdo dos feixes com as bidlgebras modificadas (m,n) é feita de maneira
6bvia. Nas dlgebras de Hopf, todo feixe é reduzido a uma expressdo com um tnico
produto e um co-produto (ver Se¢do 4.2.2). Em suas generalizag¢bes, a reducdo ndo
é completa. Nas deformagGes (m, 2), por exemplo, os feixes de co-produtos com dois
indices devem possuir exatamente m + ¢ - (m — 1) co-produtos para que isto ocorra,
com q € N (ver Figura 4.37). A reducdo é incompleta em feixes com outros ntimeros de
co-produtos. Restam entdo diversas equagdes simplificadas dos flips, as quais devem
ser tratadas de modo independente, como no caso (3, 2) estudado.

2 54 M 1
354 2y A
M- M—>
4 s AL—" - 4/‘ 5 5A M- = ':\-‘IM—)A;|
A ]
5 A . B>A Mo ;
7 >4

Figura 4.37. Aplicagdo da relagdo de bidlgebra (4, 2) para a simplificagdo de um feixe de sete
co-produtos com dois indices contravariantes.

O segundo passo da resolugdo da equagdo apresenta mais dificuldades. Devem
ser deduzidas rela¢des envolvendo o trago que resolvam os diversos casos da equagdo
simplificada dos flips. Para isto podem ser usados, além da bidlgebra em questéo, os
demais axiomas da dlgebra, isto é, os requerimentos bésicos do modelo e as equagbes
dos moves. Nas élgebras (3, 2), recorre-se as relagdes provadas no Teorema 4.3.2. Este
teorema é uma generalizagdo para as dlgebras modificadas de uma demonstragéo de
existéncia de integrais em 4lgebras de Hopf [26]. Pode-se tentar adapta-lo para uso com
as outras algebras. Caso exista uma analogia, deve levar a novas rela¢des envolvendo
o trago, que podem ser aplicadas as equagoes simplificadas dos flips. Nas algebras de
Hopf, as equag¢Oes sdo deste modo resolvidas. Nas dlgebras (3,2), é preciso adotar
uma condig¢do extra ainda, a condigdo dos flips. O método ndo foi estudado nas demais
algebras.

Prova-se de modo simples que as generaliza¢es propostas sdo nao-triviais, isto §é,
que ndo se reduzem a élgebras de Hopf. Em toda &lgebra de Hopf, o co-produto da
unidade satisfaz A(t) = ¢ ® ¢. Esta relagdo ndo é necesséria nas novas 4lgebras, nas
quais se pode ter A(t) = —¢ ® ¢, por exemplo, desde que ¢(:) = —1. Um exemplo
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bidimensional simples é dado por

Alu) = -u®u eu)=-1
All)=—1®@1 €ty =-1
S=Id u-u=.

onde {:,u} é uma base do espago vetorial V' sobre o qual a 4lgebra é definida. A verifi-
cacdo dos axiomas ndo apresenta dificuldades.
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Capitulo 5

Conclusio

Nesta tese foram estabelecidas as bases para o estudo das teorias de campo quaseto-
pol6gicas discretas em trés dimensdes. A existéncia de modelos com tal simetria foi de-
monstrada, e uma familia de exemplos apresentada. Métodos matematicos especificos
para o seu estudo foram desenvolvidos, e resultados novos em topologia combinatéria
e élgebra foram obtidos. Os métodos desenvolvidos também podem ser aplicados em
outras teorias discretas, fornecendo assim uma nova abordagem matemdtica para o
estudo de modelos mais tradicionais, como as teorias de gauge na rede, por exemplo.

Os resultados obtidos dividem-se naturalmente em dois ramos. No primeiro, a si-
metria quasetopolégica é estudada de modo independente, como um conjunto de ope-
ra¢des num espaco tridimensional discretizado, sem considerar a representacdo de sua
agdo sobre os campos. O problema central consiste em como reduzir a sua descrigdo
a de um conjunto finito de geradores, ou “moves quasetopolégicos”. No outro ramo,
estuda-se a representagdo dos moves em teorias de campo especificas. Procuram-se
exemplos de teorias com fungdo de parti¢do Z invariante pela acdo dos moves, o que
basta para que sejam quasetopolégicas. Os resultados obtidos nos dois ramos de pes-
quisa s@o descritos a seguir.

O problema da obtengdo dos moves quasetopolégicos foi completamente resolvido.
Provou-se que hé trés moves elementares: flip moves, two-point moves e automorfismos
da superficie. A discretizacdo dos espagos foi feita com uma estrutura matemética bati-
zada de “biparti¢do de Heegard”, representada de maneira combinatéria com “diagra-
mas trinidnicos” — uma classe especial de diagramas de Heegard. Os diagramas trini-
onicos podem ser interpretados como uma generalizagdo das triangulagdes, e entdo ao
numero de tetraedros numa triangulagéo corresponde o ntiimero de trinions num dia-
grama. As operagdes de simetria quasetopol6gica sdo homeomorfismos que preservam
o numero de trinions. Nas triangulagdes, tais operagdes se reduzem a homeomorfismos
que preservam o numero de tetraedros.

Alguns resultados de interesse mais geral foram obtidos com o estudo das bipar-
tigdes. Dentre estes, destaca-se o Teorema dos flips. O teorema diz respeito a decom-
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posigoes trinidnicas s6lidas de handlebodies. Em um handlebody qualquer, existe uma
infinidade de decomposigdes trinidnicas s6lidas distintas. Os flip moves sdo operagdes
que agem em tais decomposi¢des. Provou-se que duas decomposi¢des quaisquer de
um mesmo handlebody podem ser relacionadas pela aplicagdo de uma sucessdo finita de
flip moves. Decomposigbes trinidnicas sélidas de handlebodies sao utilizadas em outras
teorias de campo (ver [16], por exemplo), e assim o teorema pode ser relevante em
teorias que ndo as quasetopolégicas.

Para desenvolver o segundo ramo de pesquisa, adotou-se uma classe especifica de
teorias discretas para o estudo dos moves. Foi usado o formalismo de Kuperberg [12],
que descreve uma familia vasta de teorias de campo em diagramas de Heegard. A
fungdo de partigdo destas teorias é construida a partir de cinco tensores de estrutura, os
quais compdem uma bidlgebra H. Impondo-se a invaridncia de Z pela agdo dos moves,
chega-se a uma série de equagbes envolvendo os tensores de estrutura. Ou seja, as si-
metrias do modelo correspondem identidades algébricas em H. As equagdes dos moves
foram determinadas, e provou-se que existem solugdes ndo-triviais, comprovando a
existéncia de teorias quasetopolégicas discretas em trés dimensdes.

Uma familia simples de teorias quasetopolédgicas foi apresentada explicitamente.
Mostrou-se que a cada élgebra de Hopf involutéria H esté associada uma solugdo das
equagdes do modelo. Em tais teorias, a dependéncia de Z na grandeza quasetopol6-
gica f é dada por um fator (dim H) QZL, que vem multiplicado em Z por um invariante
topolégico conhecido!. Portanto, a menos de uma normalizagdo, tem-se um modelo to-
polégico. A principal importéncia deste resultado é mostrar que o sistema de equagbes
obtido é consistente. A parte quasetopolédgica da teoria é exageradamente simples, e
teorias com dindmica mais complexa devem ser procuradas em &lgebras mais gerais
que as de Hopf.

As generaliza¢es mais conhecidas das 4lgebras de Hopf (Weak Hopf Algebras e
Quasi-Hopf Algebras) nédo sdo aplicdveis ao modelo. Propds-se entdo novas generali-
zagOes. Nestas, a relagdo de bidlgebra é substituida por outras relagdes mais fracas. As
generalizagdes sdo indexadas por um par de niimeros naturais (m,n), com m,n > 2. O
caso (2,2) corresponde a bidlgebra das dlgebras de Hopf. A deformagdo mais simples
é a (3,2), a qual foi estudada nesta tese. Provou-se que a generalizagdo é nao-trivial.
Foram encontrados exemplos de 4lgebras ndo-Hopf que satisfazem o0s novos axiomas.
Nestas, propriedades tradicionais das 4lgebras de Hopf deixam de ser véalidas, mas sdo
substituidas por relagdes andlogas. Pode-se ter A(t) # ¢ ® ¢, por exemplo, mas tem-se
sempre que A(t) = k-t ® ¢. O trago deixa de ser uma integral, mas valem relagées
semelhantes as satisfeitas por integrais em &lgebras de Hopf.

! Em partigdes de Heegard associadas a triangulagdes, f ¢ igual ao niimero de faces na triangulagio.
O nitimero de faces est relacionado ao niimero T' de tetraedros pela férmula f = 27'.
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A generalizacdo das dlgebras de Hopf proposta foi feita tendo em vista a simplifica-
¢do das equagdes dos moves quasetopol6gicos. Tendo sido provado que a generalizagao
é nao-trivial, partiu-se para a sua aplicagdo como ansatz de solugdo junto as equagdes
quasetopol6gicas. Ndo se chegou a novas solugbes deste modo, no entanto. Provou-se
que as condig¢des de invaridncia quasetopol6gica reduzem as dlgebras de Hopf modi-
ficadas a dlgebras de Hopf. Exemplos de teorias quasetopol6gicas podem continuar a
ser procurados entre as dlgebras (m,n) com indices mais altos, e o procedimento deve
ser andlogo ao aqui apresentado para o caso (3, 2).

Outra possibilidade de desenvolvimento consiste no estudo da simetria quaseto-
polégica em classes mais gerais de teorias de campo discretas. A classe estudada é
o anélogo nas bipartigdes de teorias definidas em triangulagdes com campos e pesos
locais em arestas e faces. Mas campos também podem ser colocados em vértices, por
exemplo, e pesos locais no interior dos tetraedros, levando a formulagdo de familias
mais abrangentes de modelos. Novos exemplos de teorias quasetopol6gicas podem ser
procuradas entre tais modelos.

Um caminho julgado mais promissor, no entanto, consiste na aplicagdo dos métodos
matemdticos aqui desenvolvidos em outros problemas de teorias de campos. Teorias
de campo discretas geralmente sdo estudadas em triangulagdes ou em redes ctibicas.
Nas teorias topolégicas, também é comum o uso de parti¢gdes de Heegard. Mas para a
formulagdo das teorias quasetopol6gicas, uma linguagem mista foi elaborada, baseada
no uso das biparti¢gbes. As biparti¢des sdo interpretadas como uma generalizagao das
triangulagdes, mas nas quais agem operag0es tipicas de parti¢des de Heegard. Com
isso, as simetrias de modelos definidos em triangulagdes podem ser estudadas com
novas classes de transformagdes.

Esta linha de pesquisa j4 vem sendo desenvolvida. Verificou-se que a teoria de
gauge Z(2) com campos de matéria de Higgs pode ser reescrita em biparti¢Ses, dentro
do formalismo desenvolvido nesta tese. O seu limite de baixa temperatura apresenta
uma simetria semelhante & quasetopol6gica. Propriedades da teoria em temperatura
finita também podem ser estudadas. Os resultados preliminares sugerem uma nova
generalizagdo das dlgebras de Hopf, na qual as relagbes de bidlgebra e da antipoda
passam a ser vélidas a menos de um fator, regulado por um pardmetro comum de
deformagdo. Teorias de campo baseadas em tais dlgebras podem ser estudadas como
um modelo para o regime de temperatura baixa de teorias de gauge na rede.
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