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Resumo

Na década de 30, as matrizes aleatorias (RM) foram introduzidas pelo matematico John Wishart
em um estudo estatistico de sistemas multivariados. Algumas décadas depois a primeira aplicacdo em
fisica aconteceu no estudo dos niveis energéticos de nticleos atdmicos pesados com Eugene P. Wigner.
Com o desenvolvimento de trabalhos recentes, construindo matrizes aleatorias tridiagonais conhecidas
como beta-ensembles, investigou-se o efeito do indice beta no continuo, ou seja, fora do threefold way

de Dyson, a saber £ =1,2,4. Motivados por buscar no contexto das matrizes aleatdrias elementos com

a mesma propriedade de hamiltonianas ndo hermitianas, mas invariantes, simultaneamente, por simetrias
de paridade (P) e inversdo temporal (T) estudamos, neste trabalho, a estatistica de sistemas pseudo-
hermitianos no ensemble Beta-Laguerre. Essa classe de elementos compartilham o espectro com o seu
respectivo adjunto via transformacao de similaridade. Os resultados obtidos mostram a concordancia
entre as expressoes analiticas, revisadas ao longo do estudo desenvolvido, com o perfil de histogramas
produzidos empregando calculo numérico para diferentes parametros em matrizes no ensemble utilizado.
Destaca-se o resultado observado na estatistica de espagamento de autovalores, que difere entre os casos
hermitianos e pseudo-hermitianos. Esse fendmeno, que também ¢ observado no ensemble Beta-Hermite,
indica que embora a distribui¢do dos elementos pseudo-hermitanos tenda, no limite assintdtico, a

distribuicao dos elementos hermitianos, o parametro £ que ajusta as expressoes difere, concluimos que

arelagdo ¢ S,

seudo—hermitiano ~ 2 IBhermitiano :

Palavras-chave: Mecanica quantica pseudo-hermitiana; Teoria de matrizes aleatorias; P-Laguerre
ensemble; Estatistica de niveis;



Abstract

Random matrices (RM) were introduced by the mathematician John Wishart in the 1930s in a
statistical study of multivariate systems. A few decades later the first application in physics took place in
the study of the energy levels of heavy atomic nuclei in Wigner’s work. With the development of recent
works, building random tridiagonal matrices knows as beta-ensembles, the effect of the beta index on

the continuum, out of the Dyson’s threefold Way £ =1,2,4, was investigated. Motivated by searching

in the context of random matrices for elements with the same property as non-Hermitian Hamiltonians
that are invariants under the combined symmetries of parity (P) and temporal reversion (T), we study in
this work the statistic of pseudo-Hermitian systems in the Beta-Laguerre ensemble. This class of elements
shares the spectrum with its respective adjoint by a similarity transformation. The results obtained show
an agreement between the analytical expressions, revised throughout the developed study, with the
profile of histograms obtained using numerical calculation for different parameters in matrices in the
ensemble used. We highlight the result observed in the eigenvalue spacing statistics, which differs
between the Hermitian and pseudohermitian cases. This phenomenon, which is also observed in the Beta-
Hermite ensemble, indicates that although the distribution of the pseudo-Hermitan elements tends, in the
asymptotic limit, the distribution of the Hermitian elements, the parameter that fit the expressions differs,

seudo—hermitiano — 2 ﬂhermiliano :

we conclude that the relationship is 3,

Keywords: Pseudo-Hermitian quantum mechanics; Randon matrix theory; B-Laguerre ensemble; Level
statistics.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sdo introduzidas algumas ideias importantes da mecanica quantica que facilitam a
motivacao no uso de matrizes aleatorias para o estudo de certos sistemas fisicos. Em seguida, passamos
para a defini¢do de matrizes aleatérias assim como uma classificagdo que ¢ feita devido as simetrias de
um dado ensemble. Completando a discussdo ¢ apresentada uma estrutura da organizacdo desta

dissertagao.
1.1 Mecanica Quantica

No século XX, a fisica foi marcada pelo desenvolvimento da chamada teoria quantica. Essa teoria
fornece a descrigcdo para sistemas microscOpicos (sistemas em que a acdo S possui ordem de grandeza

da constante de Planck (S ~ /). A mecanica quantica baseia-se em duas estruturas: vetores no espago de
Hilbert |‘P> e operadores O [2]. A primeira estrutura contém toda a informag¢ao acerca de um sistema,

enquanto a segunda ¢ um instrumento matematico, da teoria, utilizado para acessar essas informagoes.
Nesta teoria, a evolugdo dindmica de um sistema pode ser obtida através de uma equacao de autovalor e

autovetor conhecida como equagao de Schrodinger [1,2]:

HY@)=E[¥(@)

sendo H um operador hermitiano denominado Hamiltoniano, € |¥()) um vetor de estado, ambos no

espaco vetorial de Hilbert. Observamos pela equacao acima que a aplicagao do operador Hamiltoniano
sobre um vetor de estado produz um espectro que pode ser continuo ou discreto. Esse espectro
corresponde aos autovalores £ do operador, € nesse caso representam as energias possiveis de serem

acessadas por um sistema. Essa equagdo nos ajuda a entender o problema matematico central da teoria



quantica matricial. Dada uma matriz que representa um operador, busca-se os respectivos autovalores
(espectro) via equacdo (1), por exemplo. Uma classe de operadores que desempenham um papel
importante nessa teoria sdo os chamados operadores hermitianos. Considere que 7 seja um espago

vetorial sobre um corpo F e as seguintes defini¢des.
Definicao 1.1: Uma transformacao linear 7:V — V' ¢ denominado operador linear.

Uma vantagem de trabalhar com operadores lineares ¢ que podemos representa-los por uma matriz de

dimensao correspondente aquela do espaco vetorial estudado.

Definicao 1.2: Dado um operador linear 7', que em uma determinada base possui representagao matricial

da forma T,, podemos definir a matriz que representa o operador adjunto 7' como o transposto

jjﬂ

conjugado de T, ou seja, (7:.]. )T =T

Ji*
Com as defini¢des acima, estamos agora em condi¢des de definir um operador hermitiano.

Defini¢iio 1.3: Um operador O ¢ dito hermitano se ele corresponder ao seu adjunto.

0=0" )

O espectro de operadores hermitianos sdo numeros reais, o que nos leva imediatamente que um
observavel deve ser representado por essa classe. No final da década de 90 Bender [3] observou que
hamiltonianos ndo hermitianos, mas invariantes por simetrias combinadas de paridade P e inversdo
temporal 7, apresentavam espectro real. Os primeiros hamiltonianos, pseudo-hermitianos, estudados

eram da forma

2 .\
H=(p)+(x) —(lx) ,neR. 3)
Esse estudo, mostrava a necessidade de estender a mecéanica quantica a fim de incluir sistemas

que possuiam hamiltonianas com as referidas simetrias. De um ponto de vista mais geral, a propriedade

! Uma discussdo mais detalhada sobre 4lgebra linear é apresentada no apéndice A.



determinante dessa classe de operadores ¢ que eles compartilham o mesmo espectro com seus adjuntos

[4].

Defini¢do 1.4: Uma matriz M ¢ dita pseudo-hermitiana se existe uma outra matriz 77 que satisfaga a
seguinte relagdo (similaridade):

M'=n-M-7" )

A Teoria de probabilidade e a algebra linear sdo as bases matematicas na qual a mecéanica quantica esta

estruturada, com a teoria das matrizes indispensavel para este estudo.
1.2 Teoria das Matrizes Aleatorias (RMT)

Podemos combinar teoria de probabilidades com algebra linear para produzir uma éarea na
matematica denominada Teoria das Matrizes Aleatérias (RMT, do inglés) [5]. Uma matriz aleatdria €
aquela onde seus elementos de entrada sdo sorteados a partir de uma funcao densidade de probabilidades
(pdf) para uma variavel aleatoria. O problema central da RMT ¢ obter o espectro de uma matriz
(autovalores) a partir da distribuicdo dos elementos de entrada. Sob certas condi¢des, essa pode ser uma
tarefa dificil, e em alguns casos, impossivel de ser performada. Uma classificagdo muito util ¢ a que foi
proposta por Layman [5] que ¢ baseada na simetria que determinado grupo de matrizes (Ensemble)
possuem. Para os casos apresentado na figura a seguir, a tarefa de obter o espectro a partir da distribuicao

conjunta dos elementos de entrada, pode ser realizada.



1. Entradas 3 Eremmiiis 2 Invariéncia
Rotacional

Gaussiano

Independentes

Figura I: Classificacdo de Layman de acordo com a simetria do ensemble, figura adaptada de [5].

As matrizes M , com elementos de entrada independentes e identicamente distribuidos (i.i.d),

possuem a propriedade da distribui¢ao conjunta de probabilidades p [M ] poder ser fatorada:

T

i=i j=1
O segundo grupo da figura 1 contém as matrizes que possuem a propriedade da invariancia
rotacional. Em esséncia, essa propriedade implica que duas matrizes quaisquer relacionadas via uma

transformacao de similaridade H'=UHU " irdo ocorrer com a mesma probabilidade no ensemble [5]
p|H|dH = p[H'|dH" (6)

Com a combina¢ao das propriedades anteriores, elementos de entrada independentes e identicamente
distribuidos e invariancia rotacional, forma-se o que ¢ conhecido na literatura pelo nome de ensemble
Gaussiano.

Para que uma determinada matriz aleatoria possa ser consistente com um determinado sistema
fisico ¢ importante atentar-se ao que ficou conhecido como “threefold way” de Dyson [6,13],

representado pelo indice f. O que basicamente este indice indica ¢ a quantidade de varidveis normais



que aparecem na entrada de uma matriz aleatéria. Para £ =1,2,4 temos que as varidveis sdo: real,

complexa ou quarternion, respectivamente. Os trabalhos que exploram o continuo do indice de Dyson,
formam o que ficou conhecido como B-ensembles. Os potenciais de cada ensemble, assim como as
simetrias envolvidas, estdo resumidos na tabela abaixo, que foi adaptada de um importante artigo de I.

Dumitriu e A. Edelman [13].

Ensemble Potencial )/} Conjunto | Simetria
LR 4->Q 40
Hermite V(l) = e_lé 2 C A—>U"AU
4 H A— SP A4S
(ﬂ,) 29 e/y 1 R A_)QTAQ
Laguerre B ) C AU AU
a=— (m n+ 1) 1
4 H A— S” A4S

Tabela 1: Ensemble classicos em matrizes aleatorias

Pelo exposto, podemos observar que existe uma conexdo natural entre o problema em teoria de
matrizes aleatdrias e o problema central em mecanica quantica. Na década de 50, Wigner motivado no
estudo do espectro de nucleo de 4tomos pesados [5,6], aplicou técnicas da RMT. As aplicacdes, na fisica,
ndo se restringem apenas a teoria quantica, tendo de fato aumentado para as mais diversas areas,
cromodinamica quantica e fisica do estado sélido, por exemplo [7,8,9,10,11].

Este trabalho focou no ensemble B-Laguerre (classicamente conhecido como ensemble de
Wishart) que foi introduzido no trabalho de sistemas multivariados publicado em 1928 pelo estatistico
Wishart [12]. Este ensemble contém matrizes quadradas que sdo obtidas a partir de matrizes retangulares.
A primeira propriedade interessante deste ensemble para a fisica é que os autovalores sdo positivo
definidos, ou seja, existe um autovalor que representa o chamado estado fundamental do sistema. As
matrizes deste ensemble sio utilizadas para tratar sistemas interagentes. E possivel explorar a simetria
do ensemble para reduzir as matrizes quadradas do ensemble para uma forma tri-diagonal. Ao invés de

sortear numeros a partir de uma distribuicdo normal para os elementos de entrada, Dumitriu [ 13] mostrou



que nessa nova representacdo para o ensemble utiliza-se a func¢do densidade de probabilidades y (chi).

Certos vinculos estabelecem os graus de liberdade da distribuicao, esses variam de acordo com a posi¢ao
do elemento de entrada.

Além de estudar o formalismo classico presente no ensemble de Wishart, este trabalho tem como
parte da originalidade a introdug@o de uma quebra de simetria nas matrizes de maneira a verificar como
0 espectro se apresenta. A sequéncia que esta organizada este trabalho ¢ a que segue:

» Inicialmente foi feito um estudo analitico da distribui¢do dos elementos de entrada do ensemble
classico de Wishart, que foi utilizado como referéncia para o que ¢ apresentado na sequéncia.

» Conhecendo a distribuicdo dos elementos de entrada ¢ analisado o problema central em RMT,
obter a distribuicao de probabilidade dos autovalores.

» Tratei em seguida do ensemble B-Laguerre representado por matrizes tridiagonais (“tight-binding
models™). Foi realizado um estudo analitico a fim de verificar que a distribuicao dos autovalores
¢ preservada quando comparada com a matriz cheia.

» Na parte final, é apresentado um estudo numérico feito para os modelos analiticos anteriores.
Esse estudo estende-se para sistemas que ¢ introduzido uma quebra de simetria. Essa quebra, sera

feita de maneira a verificar o espectro de matrizes que satisfazem a equacgao (5).



Capitulo 2

Ensemble de Wishart

Neste capitulo sera feita uma revisdo das principais propriedades estatisticas dos elementos de
entrada de uma matriz que pertence ao ensemble classico de Wishart. Os resultados apresentados nesta

se¢do foram importantes para a determinagdo das propriedades estatisticas dos autovalores.
2.1 Introducao

O ensemble de Wishart, ou B-Laguerre com B sendo um indice do “threefold way“de Dyson,
possui a invariancia rotacional como simetria: p[W] = p[U WU *1] . Essa propriedade implica que os

autovetores, obtidos através da diagonalizagdo de W, sdo invariantes por rotagdo. Como discutido no
capitulo anterior, os elementos, de entrada, das matrizes H sdo independentes, contudo, a fungao de
probabilidade conjunta dos elementos de W ¢ correlacionada, o que ndo permite a fatoracdo dela em

termos simples como funcdo apenas de cada elemento individualmente.

Definicdo 2.1: Seja H uma matriz aleatoria retangular no espaco de matrizes de dimensio nxm (
n>m) cujos elementos de entrada sejam determinados pelo indice de Dyson B=1,2 e 4. Esses elementos

sao independentes e podem ser real, complexo ou quartenion com densidades gaussianas dadas por

12.P 2 2

e 2, —e e —e

i

2.1.1)



Nos trés casos # =1,2 e 4, respectivamente. A matriz aleatoria quadrada W que pertencente ao ensemble
de Wishart é obtida através da relagio W=H-H' (f=1) ou W=H-H'(f=2,4) [14], onde T

representa a conjugacao transposta.

2.2 Densidade de probabilidade conjunta dos elementos de

entrada

Devido ao ensemble Wishart real (B=1) ser bem documentado em literatura, daqui por diante
quando ndo houver ambiguidade ndo sera discriminado o indice de Dyson, quando isso ocorrer considere

o ensemble Wishart complexo (W,_, =W, ).
Definicao 2.2.1: O ensemble Wishart complexo ¢ definido por duas propriedades [6]:

R I . .
) Sendo H ;e H ; as partes real e imaginiria de H j» Tespectivamente, temos que a

probabilidade ( P (H ) dH ) de um determinado sistema pertencer ao elemento de volume
dH = H dH l.jo. H dH U[ ¢ invariante, ou seja,
i<j i<j
P(H)dH =P(H')dH .
Sobre o conjunto de transformagdes
H'=LHU

Onde L e U correspondem respectivamente as matrizes quadradas nao singulares sobre o plano
complexo de rank 71 e as matrizes unitdrias quadradas de rank 7.

IT) A densidade de probabilidade P(H) pode ser fatorada, devido a independéncia dos elementos,

na forma,

P(H)=TTA ()14 (H]).

i<j i<j

onde as funcdes f dependem de uma tnica variavel.

10



Teorema 2.2.1: Seja W uma matriz no ensemble de Wishart, temos que a distribuicio de

probabilidade dos elementos de entrada ¢ dada por:

1 ﬁ m-n)-1 o
pl]=—— (det )2t g mN) 22.1)
np
A constante de normalizacdo Zn 5 desempenha papel analogo ao da fung¢ao de particdo em mecanica
estatistica. De fato, muitas propriedades termodinamicas podem ser exploradas a partir desta
constante [6].

Demonstragdo: Podemos escrever a densidade de probabilidade dos elementos como
plw)=[aHp[H]5(W-HH) (@23

Na equagao acima a medida dH representa que a integragdo ¢ performada sobre todos os graus de
liberdade de W, e a delta ¢ apenas um vinculo que forca a igualdade entre as duas matrizes. Para

realizar a integracdo acima, vamos inicialmente considerar os seguintes fatos matematicos.

Defini¢ao 2.2.2: Para uma matriz complexa n X m Z= [zl.j] e C"*™, a respectiva fung¢do delta ¢

definida como [15],

N

§(2)= lﬂ[5(Re(zij))§(Im(zij)) (2.2.4)

=1 j=1

Proposi¢ao 2.2.1: Para uma matriz hermitiana complexa X € C"*" temos,

5(X)=

! : de L) (2.2.5)
2’1 7Z,}'l

Onde T = {t,]} também ¢ uma matriz hermitiana complexa de rank » e a medida de integragao

dT :ﬁdtﬁﬁdRe(tlj)dIm(tij)
i=1

i<j

11



¢ sobre todos os graus de liberdade de 7 .Para uma prova da preposi¢ao anterior consultar referéncia
[15].
Vale lembrar que, devido a independéncia dos valores de entrada da matriz H também podemos

€SCrever:

: ﬁ {(HR)2+(H; )2; 026

i=l j=1

Que pode elegantemente ser reescrito como fung¢ao do trago.

1\ —1Tr(HHT)
p[H]Z(E) e’ (2.2.7)

Podemos combinar as equagdes (2.2.7), (2.2.6) e (2.2.3) para escrever,

,O[W]:(T;nzj( ) J'dTI dH - eETr(HHT)HTr(T(W_HHT)) (2.2.8)

Para realizar a primeira integragdo foi utilizada a identidade [5],

[det(ul,,,~-T)]" =—— IHHde,de,{ . “wl} (2.2.9)

(472'1 k=1 i=1

Onde v, representa vetores (colunas) complexos e temos que Im( u) > 0. Pode-se facilmente ver
que para realizar a integracdo em H precisa-se primeiramente realizar uma mudanca de varidveis
dada por (H K H! ) (vki,v; ) Podemos definir as novas varidveis como fungdo das antigas através

ij

das relacoes:
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O que nos leva ao Jacobiano (para cada grau de liberdade),

aH; OH*®

oV, avg / / ‘ 1
OH @H; AZ /

*®
ov,, ov,,

J =det

Dividindo cada grau de liberdade de 7 na equagdo (2.2.8) por y, podemos reescrever parte da

integral (2.2.8) como,

k=1 i=1

dee > IdH . I(Tr(HHT)HTr( HTHT ( ] J.d 702 Lt jHHdvkldvkl { 2

Aplicando a identidade (2.2.9) segue imediatamente que,

1 Y™ (Y™ e i) . n
'O[W]:(znﬂnzj'(zn) (Ej (47i) _[dTez | det(il,,,—T)]

A expressao acima € um caso particular da conhecida integral de segundo tipo de Ingham-Siege [16]1,

que ¢ dada de maneira geral pela expressao,

m

J . (O, 11) de "0 [det(T ,ulnxn)]
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Consultando uma tabela de integrais, temos diretamente o resultado apresentado no teorema 2.2.1, o

que conclui a prova.
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Capitulo 3

3. Estatistica dos Autovalores

Neste capitulo serd estudada a estatistica dos autovalores do ensemble complexo de Wishart,
formado por matrizes simétricas W, =H, -H' onde m>n. Partindo da distribuigio conjunta de
probabilidades, para os autovalores, sera utilizada a técnica dos polindmios especiais para obter a
densidade espectral. Finalmente, completando a discussdo, ¢ apresentada a forma da distribui¢do para o

limite assintotico n,m —» 00,

3.1 Introducao

Na secdo anterior foi apresentada a funcao densidade de probabilidade para os elementos de uma
matriz no ensemble de Wishart. Para o caso complexo desse ensemble, B=2, utilizando a equagao 2.2.11,

pode-se escrever:

p[W]= — ! (detw )" e 5

5 [ 1)

Jj=m—n+l1

Conforme mencionado anteriormente, o problema central da RMT ¢ obter a densidade de
probabilidade do espectro a partir da distribuicdo dos elementos de entrada. De maneira simplificada,
para obtermos a densidade de probabilidade conjunta dos autovalores precisamos aplicar uma

transformagdo = que realiza uma mudancga de variaveis,
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W —>Z(AY) (3.1.2)
n(n—l)
2

onde A ¢ o termo representando os n autovalores € Y contém os termos adicionais associado

2n+n(n-1)

aos autovetores, o que totaliza os termos independentes contidos na matriz simétrica W .

A equacdo (3.1.2) implica que,
plwaw = p[w (AY) |7 (W > {AX})|-dA-d Y. G13)

E bem conhecido em literatura [5,14,16] que o jacobiano da transformacio é uma fungio apenas
dos autovalores. Na teoria de matrizes aleatorias, esse determinante é conhecido como determinante de

Vandermonde.

A/ :=J(W—>{A,Y})=H(ﬂ.i—ij)ﬂ. (3.1.4)

i>j
Dessa forma, para se obter a densidade conjunta dos autovalores, basta integrar a parte relativa aos

p[A]=[dY-p[W (AY)]-J(W > {AY}). G14

Como os autovetores sdao invariantes no ensemble de Wishart, ela pode ser absorvida na
normaliza¢do da fun¢do densidade de probabilidade do espectro. Utilizando o procedimento acima, pode

se mostrar que a distribuicdo conjunta de probabilidades dos autovalores ¢ dada por [5,14],

1 1 n n
p( A ty) :Z—OGXP{_EZ%}H&QMHM -2, ‘ﬁ (3.1.5)

n,p i#]

onde a constante de normaliza¢do pode ser obtida empregando-se integrais de Selberg [13,14,17]
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i ., F(l+’§j
_L_yempn
Z,, li_l[r(1+ﬂijr(ﬂm—ﬂ(n—i)]

2 2

(3.1.6)

3.2 Densidade de estados

Para se obter a densidade espectral, a partir de (3.1.6), precisa-se se calcular o marginal da

distribuicao.

pn(ﬂj)zv[...jf!dﬂj-p(ﬂ,l,...,/in) 32.1

Uma maneira de realizar a multipla integracdo acima, consiste em utilizar a técnica dos polindmios
especiais. Essa, ¢ bem descrita em literatura de RMT [5,14], e seguindo o procedimento, para o caso de
interesse, foi possivel encontrar a distribuig¢do espectral para 7 finito.

Primeiramente, escrevemos a distribui¢do (3.1.5), para o ensemble complexo de Wishart, como:

p(ﬂl,...,ﬂ,n):Ziﬁexp[—ll/(ﬂ.i)]-det(A-AT) 322

n =l

onde V' (l) denota o potencial de confinamentos dos autovalores, que no ensemble analisado ¢ dado por:

V(/l.)zﬁ——") 323

com a =m—n. Podemos escrever o determinante de Vandermonde em termos de uma matriz cujas

entradas sdo polindmios a serem fixados p(x). Utilizando a identidade
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(Hg(xk)Jdet[f(xi,Xj)]Zdet[\/g(xi)-g(xj) .f(xi’xj)] 324

podemos escrever a distribui¢do (3.2.2) em termos do Kernel, que ¢ uma funcao definida da maneira a

seguir.

K, (x,y):zgwk (x)w, (). 325

O potencial de confinamento, do ensemble de Wishart, motiva a utilizacao de polindmios associados de

Laguerre, p(x)= L (x), de maneira que:

Explorando a ortogonalidade dos polinomios associados de Laguerre, podemos escrever a propriedade

central do Kernel.

jdy.Kn (x,»).K,(y.z)=K,(x,z) 327

A distribuicao de probabilidade dos autovalores, em termos do Kernel, fica:

det K (4.2
P( Ay d,)) = e[ (Z J)]IS’”‘” 3.2.8

O Kernel ¢ um objeto importante na teoria das matrizes aleatorias, sendo utilizado para obter a
correlagdo entre os autovalores. Podemos utilizar o lema de integragdo de Dyson-Gaudin para calcular o

marginal da distribui¢ao.
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Lema: Considere um vetor x =(x,,...,x,) ¢ uma matriz M cujas entradas sdo fungdes f (x,.,x j) de tal

maneira que a forma funcional do Kernel ¢ valida para M , sob essas condicdes, para certa medida

du(x,), temos [18]:

[du(x, )det[Mn (?)J - [(Id,u(x)f(x,x))—n t 1}1&[1\4”_1 (})J

amatriz M,_, apresenta a mesma forma funcional de M, , sendo a tinica substituigio y =(x,,...,x, ).

n-1
Esse lema ¢ 1til para calcular multiplas integrais, onde de forma geral para um numero de

iteragdes (n—k) ¢ valida a relagdo:

=(n—k)\det| K, (4.4,)] 329

I<i,j<k

[ A dA, det| K, (4,2, )L-,,-gn
O marginal da distribui¢do (3.2.8) ¢ obtido com k=1, p(4)=K,(4,4), que ¢ facilmente

normalizado fazendo k=0 em 3.2.9. Esses resultados, permitem escrever a densidade espectral, para n

finito, como:

18 5 .r. k!
pn(l):—kzz(;e ﬂ.x [Lk (i):' m 3.2.10

S

3.3 Limite assintotico

Na secdo anterior, exploramos a densidade espectral para a situa¢do de um # finito. Um caso

importante a ser discutido ¢ o limite assintdtico n,m — oo, nesse, o espectro ndo apresenta mais

mudancas, congela, € os autovalores ocupam as posigdes dos zeros do polindmio associado de Laguerre

[19]. Este limite é tomado de forma a satisfazer o vinculo — <1. A expressao assintotica ¢ conhecida na
m
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literatura como distribui¢do de Marchenko-Pastur. Podemos utilizar expressdes para os limites
assintoticos dos polindmios ortogonais [15] para avaliar a distribui¢do 3.2.10 [5,20]. A distribui¢ao de

Marchenko-Pastur ¢ bem conhecida na literatura e dada por,

pMP(/l)zﬁ (- 2) (-1 331

com Ae[4,A.]. Os extremos da distribui¢io sdo dados por A, =(14_rc*”2 )2, onde c¢=21[5]. A
m

distribuicdo de Marchenko-Pastur pode ser encarada como a distribui¢do das raizes dos polindomios de

Laguerre [19].
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Capitulo 4

Matrizes tridiagonais

Neste capitulo, serd apresentada a forma tridiagonal de uma matriz pertencente ao ensemble de

Wishart, popularmente conhecido como [ — Laguerre . Sera feita uma discussao do caso hermitano e na

sequéncia apresentado o respectivo modelo pseudo-hermitiano.
4.1 Matrizes tridiagonais, f-Laguerre, hermitianas.

Um fato bem conhecido da mecanica quantica ¢ a dificuldade em calcular a fun¢do de onda exata
para um sistema multi-eletronico (muitos elétrons). Nessa situagdo, empregam-se métodos a fim de
encontrar uma solucao aproximada. Em sistemas fortemente interagentes, como ocorre em fisica da
matéria condensada, utiliza.se matrizes tridiagonais para descricdo de casos unidimensionais. Este
método permite a constru¢cao do modelo que representa a fungdo de onda conjunta dos elementos. Nesses
a diagonal e os elementos fora da diagonal descrevem partes diferentes do sistema [21]. A primeira,
diagonal, esta relacionada com a localizagdo dos elementos e as subdiagonais descrevem as interacdes
de elementos adjacentes. Em teoria de matrizes aleatorias, as matrizes tridiagonais encontraram espago,
inicialmente, nos estudos dos chamados B-ensembles [13,22]. Esses estudos, consistiram na compreensao
da estatistica de matrizes com f sendo um parametro continuo, generalizacao do threefold way de Dyson.
Estudos recentes buscam empregar essas matrizes para descrever operadores ndo hermitianos com
espectro real, os chamados operadores pseudo-hermitianos.

Uma matriz quadrada do ensemble de Wishart (W) € construida a partir de uma matriz retangular

H _, com n>m, preenchida com elementos identicamente e independentemente distribuidos (i.i.d.)

nm?

. , ~ ¥ - )
com entradas Gaussianas, através da relagio W, = H-H', em que ' denota a transposigdo conjugada.
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Para realizar a decomposi¢ao de valor singular (SVD do inglés) de uma matriz retangular, emprega-se
como passo intermediario, a reduc¢ao desta matriz para a forma bidiagonal [23]. Uma maneira de realizar
essa construcao ¢ empregando refletores de Householder [23,24,25], o que nos permite enunciar o

seguinte teorema.

Teorema 4.1.1 Dada uma matriz retangular H

um» com entradas complexas, tal que seja possivel

a construgio de uma matriz W, no ensemble de Wishart, sua forma bidiagonal é dada por:

Z2a O
p=| Z.za_ﬁ
0 Zﬂ ZZa—ﬂ(n—l)

Onde a =m7'8 e . denota elementos sorteados a partir de uma distribui¢do chi com (0) graus de

liberdade.
Para demonstrar o teorema acima sera necessario procurar refletores de Houselholder que leve a matriz

inicial para a forma desejada. De maneira geral, um refletor deste tipo ¢ descrito por uma matriz

H=1-2vy , onde Vdenota um vetor perpendicular ao plano refletor e I a correspondente matriz

identidade.

Demonstra¢do: Podemos escrever a nossa matriz original de forma conveniente como sendo composta

de dois elementos com entradas i.i.d.

X1m
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inicialmente procuramos um refletor a direita que satisfaca a seguinte relagao
T — A
R -x= ||x||(1,0,...,0) = ||x||e1,

sendo que esse ¢ independente da matriz M podemos concluir que a aplicagdo deste refletor produz:

n—l,m

Lol
V-1 M

1

n—1,m-1
O vetor coluna ) e amatriz M preenchidos com elementos i.i.d. Buscamos agora um refletor a esquerda

que zere os elementos abaixo da primeira entrada do vetor ). Naturalmente, esse refletor deve preservar

o restante da estrutura obtida até o momento. Escrevendo esse refletor como,

1 0
O Ln—l,n—l ’
tal que
1
Ly=p :
0
temos como resultado dessa primeira iteragao,
Lo Moo
H R=

0 L, ., e H;/H M

n—1l,m-1
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Como os modulos acima sao os comprimentos de gaussianas multivariadas com graus de liberdade 2a

e ﬂ(m—l), para H;CH e H}/H as distribuigdes de probabilidades destes elementos sdao dadas por

Xra © Xg(mor)» respectivamente. Esse ¢ um procedimento bem conhecido em algebra linear numérica e de

facil implementacdo em softwares como o MatLab®. Se repetirmos o procedimento acima na matriz M '
e assim sucessivamente n—1 vezes, encontramos a matriz apresentada no teorema 4.1.1, o que conclui a
prova.

Conhecendo a forma bidiagonal da matriz H, podemos imediatamente construir a matriz
tridiagonal T que pertence ao ensemble de Wishart através do produto 7 = B-B". Como mencionado
anteriormente, a bidiagonalizacdo permite obter a SVD da matriz tridiagonal, e com isso obter a
distribuicao de probabilidade conjunta dos autovalores. Esse resultado foi publicado em um importante

artigo por Dumitriu e Edelman, onde o resultado ¢ apresentado a seguir como teorema e a prova pode ser

obtida em [13].

Teorema 4.1.2: Considerando que a decomposicio espectral de T seja dada por 1" = QDQT,

onde os sinais da primeira linha de Q sdo fixados de forma a serem positivos € os autovalores sao
ordenados em ordem crescente na matriz diagonal D. Temos, que a primeira linha de Q e a matriz D sao

independentes. A distribui¢do conjunta de probabilidade dos autovalores ¢ dada por,

ﬁn—ﬂ(m—l)_l

1 N N 2 Y
p(Arssd)=cpexp| =2 2 [ T4 [1]4-4]

i=1 i=1 i#]

i=1
cﬂ,a 22m—1
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4.2 Matrizes tridiagonais pseudo — hermitianas

Em mecanica quantica, dado um operador hamiltoniano, que descreve um sistema, busca-se a
diagonalizacao dele. Nesse processo, ¢ conveniente encontrar uma base de autofungdes para H que seja
simultaneamente autofuncdes de outros operadores, normalmente observaveis. Para operadores

hermitianos [1,2], ou seja, aqueles que correspondem ao seu adjunto

H=H" 421
a condicao de uma mesma base ¢ verificada se a seguinte relagdo de comutagao for satisfeita [H , O] =0

Bender e colaboradores [26], em estudos recentes, estudaram hamiltonianas na forma
H=p*+x*(ix)", v20 422,

que embora ndo satisfagcam 4.2.1, ndo sdo simétricas, produzem espectro real. A realidade do espectro ¢
garantida por uma simetria presente no sistema, a chamada simetria P7. Essa simetria implica que o
sistema ¢ invariante por reflexdo espacial, paridade (P), e por inversao temporal (T). E importante

salientar que a hamiltoniana deve ser invariante pelas duas simetrias e ndo a cada uma individualmente,

ou seja, [H ,PT ] = 0. Esse estudo motivou uma extensao da mecéanica quantica para incluir sistemas PT-

simétricos [4,27,28].

Definicao: Um operador ¢ chamado pseudo-hermitiano, se ele estd conectado com seu adjunto via

transformagao de similaridade, ou seja,
H=n-H -n’! 423,

o que implica que operador e seu adjunto compartilham o mesmo conjunto de autovalores [21].
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A condi¢do de pseudo-hermiticidade implica que o espectro da matriz precisa ser real ou complexo

1//>,h e C.

conjugado, Hn|w)=hly)=nH"|y) =k’

As matrizes tridiagonais, além de possibilitar a generalizacdo do threefold way de Dyson [13],
sao uma importante ferramenta para o estudo de sistemas pseudo-hermitianos. O ensemble de Wishart
apresenta-se como ferramenta eficiente na descricdo de sistemas fortemente interagentes. Devido as
propriedades desse ensemble, que sdo interessantes do ponto de vista de sistemas fisicos, motivou-se
uma extensdo andloga aquela feita para sistemas triadiagonais pseudo-hermitianos do ensemble
gaussiano [6].

Sabemos, de resultados anteriores, como proceder para obter uma matriz tridiagonal que pertenca
ao ensemble de Wishart. Para estudar o correspondente caso pseudo-hermitiano serd construida uma

matriz 7, da seguinte forma [29,30]:

T
a, 0) (q 0
d a e a
' 1 2 1 2
T =B-C' = . : . . 424
0 d , a, 0 e, a,
com os elementos da diagonal sorteados a partir de uma distribui¢do y, pm-r) © OS da sub-diagonal
inferior de uma distribui¢do y -t > ¢ importante notar que d, e e, sdo sorteados independentemente.

A matriz construida na forma 4.2.4 ¢ tridiagonal,

a b 0 0 0
¢, a, b, 0

T = 0 ¢, a 0
0 0 0 b,
0 O - a;
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e satisfaz o teorema a seguir.

Teorema 4.2.5: A matriz T’ ¢ pseudo-hermitiana.

Demonstragdo: Precisamos mostrar que 7" satisfaz a equacdo 4.2.3, para isso podemos definir a matriz

diagonal (77), como sendo:

I 0 0
b
0 =L 0 0
77 _ Cn—l
L 0
0 O 0 n-1_ bn—l ) bl
n-1"Cn1 7
o que rapidamente permite escrevermos a matriz inversa como,
_ . C c .*C _.°C
771=dlag 1’ nl’”.’ n—1 n—1 1
bn—l bn—l 'bn—l 'bl

. N\ _ , N
Sendo a matriz M = (T ) -n~", podemos reconhecer seus elementos através da relagio,

Mij = Z];a (77_1 )k] é‘kj :T;z’ (77_1 )j

onde a delta de Kronecker, definida como
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(L=

i

0,i#]

garante a forma diagonal da matriz 7' . Finalmente, completando o produto matricial, e lembrando da

forma tridiagonal de 7' ', encontramos a relagao,
(nM) =nT.n; =T,.
ij it jitlj ij

0 que conclui a prova.

Podemos mostrar que a matriz 7" satisfaz um teorema adicional.
Teorema 4.2.6: Se os produtos bl.cl. sdo positivos, entdo o espectro de 7" € real.

Demonstrag¢do: Suponha que T’ seja uma matriz ndo hermitiana que satisfaca 4.2.3 e considere uma

matriz K tal que,
K=n"T"n",
1SS0 permite escrever:
K=n"T'n"= 77_1/2.(77.T "y ).771/2,
utilizando 4.2.3, temos que

K=n"T"n" =K',
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o que implica que K e 7’ compartilham o mesmo conjunto de autovalores, que decorrente da

hermiticidade, sdo reais. Se definirmos a matriz "> como:

oo 0
0 lc’"-l 0 0
2 -
T 0
0 0 0

segue imediatamente que a inversa tem a forma,

J o0 - 0
0 [|[S g 0
77—1/2 — . bn—l
0
0 0 0

o que garante o resultado desejado e conclui a prova.

No capitulo seguinte sera feito um estudo numérico de matrizes 7~ a fim de comparar o espectro

desta com uma matriz hermitiana tridiagonal que pertenga ao ensemble de Wishart.
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Capitulo 5

Resultados Numeéricos

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados numéricos encontrados para as principais
propriedades estatisticas discutidas nos capitulos precedentes. Iniciamos com uma revisao do ensemble
de Wishart classico, composto por matrizes retangulares cheias, para em seguida analisar os casos
tridiagonais hermitianos e pseudo-hermitianos, respectivamente. A fim de complementar a discussao,
serdo apresentados alguns resultados para o ensemble Anti-Wishart pseudo-hermitiano assim como uma

motivacao para a extensao deste trabalho introduzindo quebra de hermiticidade e pseudo-hermiticidade.
5.1 Introducao

A fim de facilitar a visualiza¢do dos principais resultados apresentados na forma de teorema nos

capitulos anteriores, foi feita uma investigacdo numérica para o ensemble de Wishart com f=2. A

vantagem da utilizacao de calculo numérico € a possibilidade de estudar limites assintoticos do ensemble,
assim como a estatistica de elementos centrais. O estudo foi realizado no software MatLab’® da
MathWorks, que possui varias bibliotecas uteis para o estudo realizado. Com o auxilio das bibliotecas
disponiveis, foi possivel o desenvolvimento de um codigo numérico que permitisse obter de maneira
sistematica os autovalores do sistema desejado. Estes codigos, de autoria propria, foram a base para a
criacao das figuras apresentadas neste capitulo.

Iniciamos com a comparagao do espectro de uma matriz retangular cheia no ensemble de Wishart,
com uma tridiagonal. O resultado ¢ importante pois além de confirmar que a forma apresentada para a
matriz tridiagonal estéd correta, permite avaliar o codigo de programacdo implementado. No que segue,

serdo consideradas matrizes tridiagonais hermitianas para comparagao com o modelo pseudo-hermitiano.

2MATLAB, 2018. 8.5.0.197613 (R2015a), Natick, Massachusetts: The MathWorks Inc.
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Investigou-se o comportamento estatistico para diferentes valores da constante €, definida como

n
c=—XI.
m

Como motivagdo da extensao deste trabalho sera realizada a quebra de hermiticidade e pseudo-
hermiticidade via troca de sinal em uma das subdiagonais. Essa troca de sinal na subdiagonal inferior

serd alternante entre os sinais de — e +, onde o primeiro elemento,n =2 e m =1, € negativo.

5.2 Desdobramento dos Autovalores

Para avaliar o espagamento entre os autovalores foi realizado um procedimento conhecido em
literatura de RMT como unfolding, desdobramento dos autovalores. Esse consiste em uma transformacgao

que leva a densidade espectral para uma nova variavel que tenha distribui¢ao igual a um [5,31].

p,(x)dx=f(&)dé (5.2.1)
tal que

£(&) =1 (5.2.2).

Para expressar a nova variavel em termos da antiga podemos realizar a seguinte integracao,

X

£(x) :Ipn (x")dx". (5.2.3)

A integral em (5.2.3) ndo possui uma expressao analitica para todo valor de n. Podemos entao avaliar
essa integral no limite em que 7 —> o0, o que implica que a distribui¢do O, tende a distribui¢do de

Marchenko-Pastur. Nesse limite, temos que a nova variavel ¢ dada pela expressao [20],
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(5.2.4)

com x, =n(cx1)’.

X, +x —2x

+(x, +x_) arccos(

X, —X_

|

Com a transformagao acima ¢ possivel obter os espacamentos entre os autovalores, nessa nova variavel,

das matrizes geradas sem ambiguidade. Isso porque &'(x) >0, obtido de 5.2.1, no intervalo em que estao

distribuidos os autovalores, com a igualdade valendo apenas nos extremos, ou seja, em X, .

A expressao do perfil do histograma dos espacamentos dos autovalores ¢ bem conhecida em

literatura de RMT: Para um indice de Dyson [7, podemos escrever, [5]

Py (s):A-Sﬁ e B (5.2.5)

onde as constantes 4 e B sdo dadas pelas condi¢des de normalizagio:

jpﬂ(s)-ds =1, (5.2.6)

<s>:Ipﬁ (S)-S-dSzl. (5.2.7)

Pode-se facilmente mostrar a partir das equagdes 5.2.5, 5.2.6 e 5.2.7, que o perfil tedrico do histograma

de espagamento de autovalores para o ensemble de Wishart com £ =2 ¢ dado por:
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£, (S)Z—Z'Sz e . (5.2.8)

5.3 Ensemble Anti-Wishart

Estendemos a discussdo para o caso do ensemble anti-Wishart, hermitiano e pseudo hermitiano,

- - - . T
que consiste nas matrizes W,, obtidas de matrizes retangulares H.. via W=H-H , com n>m. E

possivel mostrar que essas matrizes possuem exatamente (n—m) autovalores iguais a zero e que 0s

demais possuem distribuicao dada por [32],

panti—Wishart (ll, . -,/ln ) oc Hlin—me—lil_[(/fli —/1]. )2 ’ (5.3.1)

i<j

associados a matriz obtida através da relacio H' H . Nesse ensemble nem todos os elementos da matriz

sdo aleatorios, possuindo conexio com a primeira linhade H H .
5.4 Figuras obtidas dos resultados numéricos

Os resultados numéricos realizados serdao aqui sumarizados pelas figuras que seguem. A tabela
5.1 apresenta a identificacdo correspondente a cada figura, assim como as propriedades de cada uma.

E possivel observar, diretamente pelas figuras, as propriedades estatisticas revisadas ao longo do
texto, que estdo em concordancia nos regimes comparados, hermitiano e pseudo-hermitiano. O ensemble
de Wishart apresenta-se robusto, no sentido que para diferentes valores de 5, mas com a mesma constante
¢, o perfil apresentado para distribuicdo de autovalores coincide. Para valores arbitrarios de N, longe do
limite assintdtico, a expressao 3.2.10 foi verificada, sendo o caso pseudo-hermitiano mais suscetivel a

precisao numérica empregada. Observamos diferengas no espacamento de autovalores para os resultados
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nos casos hermitianos e pseudo-hermitianos. Nesse ultimo, o espacamento ¢ sempre ajustado por

£'=2-F em 5.2.5, incluindo matrizes fora do threefold way de Dyson. Em um estudo recente da

estatistica de sistemas pseudo-hermitianos no ensemble de Hermite, M. Pato e O. Bohigas [29],

observaram que a fun¢do densidade de probabilidades que descreve o sistema pseudo-hermitiano, no

limite assintotico de grandes argumentos, tende para a func¢do densidade de probabilidade do caso

hermitiano, com a correcdo em £ mencionada anteriormente. Esse efeito foi verificado numericamente

no estudo realizado para o ensemble de Wishart. Quando impomos a quebra de hermiticidade, e pseudo-

hermiticidade, observamos a mesma distribui¢ao de autovalores no plano complexo. Uma compreensao

analitica do perfil observado, para os autovalores, ¢ um resultado a ser investigado como extensao deste

trabalho.

Tabela 5.1 — Contetido das figuras obtidas via calculo numérico através do software Matlab®.

Figura Conteudo

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
> cheias e tridiagonais hermitianas (n=400 m=700 f=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
5.2 cheias e tridiagonais hermitianas, com o ajuste da curva da distribuicdo de

Marchenko-Pastur (n=570 m=980 £=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
53 cheias e triadiagonais hermitianas, com o ajuste da curva teérica para a distribui¢ao

(n=5 m=20 p=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
>4 tridiagonais hermitianas (n=400 m=400,500 £=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
> tridiagonais hermitianas (n=400 m=700,900,1200 £=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
>0 tridiagonais pseudo-hermitianas (n=400 m=400,500 f=2).

34



Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes

> tridiagonais pseudo-hermitianas (n=400 m=700,900,1200 5=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
> tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=5 m=20 f=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
> tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 £=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
>10 tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=700 f=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes
> tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 £=0.5).
5.12 Unfolding de matrizes tridiagonais hermitianas (n=400 m=700 S=2).

Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de
5.13 autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400

m=500 $=0.5).

Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de
5.14 autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400

m=500 f=1).

Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de
5.15 autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas (n=400 m=500 f=4) e pseudo-

hermitianas (n=400 m=500 f=2).

Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de
5.16 autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400

m=700 f=2).

Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais
5.17

hermitianas e pseudo-hermitianas no ensemble anti-Wishart W = H - H' (n=500

m=200 f=2).
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Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais

>-18 hermitianas e pseudo hermitanas no ensemble anti-Wishart W = H' - H
(n=500 m=200 f=2).

510 Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para quebra de hermiticidade
em matrizes tridiagonais hermitianas (n=400 m=500 f=2).

5120 Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para quebra de pseudo-

hermiticidade (n=400 m=500 f=2).
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Figura 5.1: Comparacao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes cheias e

tridiagonais hermitianas (n=400 m=700 =2).
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Figura 5.2: Comparagdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes cheias e tridiagonais

hermitianas, com o ajuste da curva da distribuicao de Marchenko-Pastur (n=570 m=980 f=2).
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Figura 5.3: Comparacao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes cheias e triadiagonais

hermitianas, com o ajuste da curva tedrica para a distribui¢do (n=5 m=20 f=2).
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Figura 5.4: Comparacao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas

(n=400 m=400,500 f=2).
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Figura 5.5: Comparagdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas (n=400

m=700,900,1200 4=2).
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Figura 5.6: Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais pseudo-

hermitianas (n=400 m=400,500 f=2).
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Figura 5.7: Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais pseudo-

hermitianas (n=400 m=700,900,1200 f=2).
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Figura 5.8: Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e

pseudo-hermitianas (n=5 m=20 f=2).
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Figura 5.9: Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e

pseudo-hermitianas (n=400 m=500 f=2).
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Figura 5.10: Comparacéao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais

hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=700 B=2).
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Figura 5.11: Comparacéao da estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais

hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 3=0.5).
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Figura 5.13: Comparacao da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para matrizes tridiagonais

hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 =0.5).
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Figura 5.14 : Comparagao da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para matrizes

tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 f=1).
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Figura 5.15: Comparacdo da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para matrizes

tridiagonais hermitianas (n=400 m=500 f=4) e pseudo-hermitianas (n=400 m=500 f=2).
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Figura 5.16: Comparacao da estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de autovalores para matrizes tridiagonais

hermitianas e pseudo-hermitianas (n=400 m=700 £=2).
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Figura 5.17: Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo-hermitianas

no ensemble anti-Wishart W = H - H" (n=500 m=200 =2).
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Figura 5.18: Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo hermitanas no

ensemble anti-Wishart W = H” - H (n=500 m=200 f=2).
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Figura 19: Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para quebra de hermiticidade em matrizes tridiagonais

hermitianas (n=400 m=500 f=2).
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Figura 5.20: Estatistica da frequéncia de ocorréncia de autovalores para quebra de pseudo-hermiticidade
(n=400 m=500 B=2).



Conclusao

Na década de 30, Wishart introduziu as matrizes aleatorias em um artigo sobre analise estatistica
multivariada de dados [12]. Na década de 50, com Wigner, essa teoria (RMT) encontraria a primeira
aplicacdo direta em fisica [33], no estudo dos niveis de energia de nucleos atomicos pesados, que
possuem fungdes de ondas complicadas. Desde entdo, o nimero de aplicacdes em fisica s6 aumentou,
encontrando aplicagdes na mais diversas areas da fisica. Neste trabalho, foram revisadas as principais
propriedades estatisticas do ensemble classico de Wishart, também conhecido como p-Laguerre
ensemble. Como parte da originalidade do trabalho, buscou-se avaliar a estatistica de matrizes
tridiagonais pseudo-hermitianas que pertencam a esse ensemble.

Como ponto de partida, ¢ apresentado no capitulo 2 a construgdo classica de um elemento que
pertenca a esse ensemble. Essa construcdo € via matrizes retangulares com elementos identicamente e
independentemente distribuidos com entradas gaussianas. Buscou-se entdo, a partir disso, a distribui¢ao
conjunta de probabilidades das entradas da matriz. Em RMT essas entradas podem ser reais, complexas
ou quartenionicas, conhecido como threefold way de Dyson, caracterizado pelo indice f que pode
assumir trés valores f=1,2,4. Esse, basicamente conta o nimero de gaussianas reais em cada entrada.
Devido a existéncia de trabalhos discutindo o efeito desse indice sobre a estatistica do ensemble, inclusive

para outros valores de £, durante a construgao tedrica dos modelos foi considerado apenas o caso f =2

, sendo os demais indices, mais facilmente ou ndo, generalizados de maneira similar. Uma discussao
sobre o efeito deste indice pode ser encontrada nas referéncias [6,22]. Uma analise numérica foi feita
para valores de S fora do threefold way de Dyson, a fim de melhor compreender a distribui¢ao de
frequéncias dos espacamentos dos autovalores nos casos hermitianos e pseudo-hermitianos.

A estatistica dos autovalores ¢ deduzida no capitulo 3. Inicialmente buscou-se uma expressao
que determina o perfil do histograma obtido para qualquer valor de n,m , assim como o limite assintdtico,
n,m — o , conhecido em literatura como distribui¢do de Marchenko-Pastur. Esses capitulos iniciais sao
importantes pois configuram a base da teoria. Eles sdo usados como modelos para discutir os casos
tridiagonais hermitianos e tridiagonais pseudo-hermitianos.

Seguindo o procedimento realizado por Dumitriu e Edelman [13,22] ¢ construido o modelo das

matrizes tridiagonais do ensemble de Wishart no capitulo 4. Esse modelo foi divido em dois casos:
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matrizes tridiagonais hermitianas e pseudo.hermitianas. A partir dessa construcao foi possivel estudar a
estatistica dos autovalores.

A fim de melhor observar os resultados relevantes a esse ensemble, foram realizados calculos
numéricos no software Matlab® e o resultado apresentado nas figuras disponiveis no capitulo 5.
Observou-se que a distribui¢do dos autovalores, para os casos hermitianos e pseudo-hermitianos, estao
em acordo com o modelo cldssico das matrizes cheias. Para os célculos realizados com as matrizes
tridiagonais verificou-se que o tempo de processamento ¢ maior quando comparado a investigacdes
similares com matrizes cheias. Observamos numericamente a precisdo com que as curvas teoricas obtidas
nos capitulos precedentes ajustam os histogramas gerados.

Entretanto, foram observadas diferencas para o espacamento dos autovalores. Para o caso pseudo-
hermitiano o valor de f que deve ser utilizado na curva de ajuste do espagamento, apresentada no capitulo

5, € dada pela relacdo B, tomiiano = 2 Brormisians - 1550 € uma evidéncia de um comportamento

observado no ensemble de Hermite devido a distribui¢ao dos elementos pseudo-hermitianos [29]. Nesse
ensemble, a distribui¢do estatistica dos elementos no limite assintotico tende ao caso hermitiano com a

correcao no indice beta mencionado anteriormente.
Foi verificado que a convergéncia para o limite assintdtico n,m — o« , tal que— <1, ¢ facilmente
m

obtido. O caso n =30 m =80 ja apresenta o perfil da distribuicdo de Marckenko-Pastur.

Este trabalho oferece uma revisdo do classico ensemble de Wishart, assim como uma
investigacdao, o mais abrangente possivel, de sistemas pseudo-hermitianos no referido ensemble. Este
estudo ¢ importante, pois permite o uso de técnicas desenvolvidas em RMT no estudo de hamiltonianas
ndo convencionais que aparem em determinados sistemas quanticos [3]. O ensemble de Wishart possui
alto potencial de aplica¢do em diversas areas da fisica, como trabalhado ao longo do texto. Devido a facil
implementagdo, do ponto de vista computacional, torna-se uma ferramenta util na simulagdo de
propriedades gerais de sistemas fisicos [6,7,14,16,11].

Investigacdes adicionais, a serem desenvolvidas em trabalhos futuros, podem ter como ponto de
partida o ferramental aqui revisado e desenvolvido. Uma melhor compreensao do espacamento de
sistemas pseudo-hermtianos, do ponto de vista analitico, € uma compreensdo da distribui¢do de

autovalores no plano complexo, com a quebra de hermiticidade, sdo dois exemplos.
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Apéndice A
Elementos de Algebra Linear

A.1 Espacos Vetoriais

Para operar e entender a natureza dos objetos encontrados na teoria quantica ¢ feita uma breve
introducao ao estudo de espagos vetoriais. As definigdes apresentadas aqui seguem o desenvolvimento

de livros classicos de algebra linear [34].

Definicio 1: Dado um conjunto ¥, cujos elementos chamamos de vetores, € um corpo K>, dizemos que

V¢ um espaco vetorial sobre K se existem duas operagdes

(soma) +:VxV o>V

(produto) *: V xV V.

tal que para todo |Vl.> € V e a,f € K as seguintes propriedades sao verificadas,

1) Comutatividade: |V1> + |V2> = |V2> +|V1>

2) Associatividade: (|V1>+|V2>)+|V3>=|V1>+(|V2>+|V3>) e a(ﬁ|vi>):(aﬂ)|vi>

3) Distributividade: 0!(|V1>+|V2>) =a|v1>+a|vz> S (0!+,B)|V,->:05|Vi>+,3|vf>

iR (reais) ou C (complexos), por exemplo.
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4) Elemento neutro para a adigao: |Vl.> + | 0> = |V l.>
5) Inverso aditivo: |Vl.> +|-Vl.> = |O>

6) Elemento neutro para a multiplicagao: |1> * | Vl.> = |Vl.> .

Definicio 2: Seja W um subconjunto ndo vazio de V ,que também seja espaco vetorial, nessas

condi¢des W ¢ denominado subespago vetorial de V.

Defini¢do 3: Dado um subconjunto X <V, o conjunto das combinagdes lineares dos vetores de X,

isto é,

C(X) ={Zn:ai|vi> la, €K.|v,)e V}

i=1

¢ um subespacgo de V', denominado subespago gerado por X .

Definigio 4: Dados dois espagos vetoriais, " e W, sobre um corpo K dizemos que uma fungio f°,

fV-w
¢ linear se satisfaz a seguinte propriedade,
S(alvi)+Blva))=as ([v)+ B]v.).
para quaisquer |v,)eVe a, €K .

Na situagio em que os espagos vetoriais V' e W coincidem, chamamos a fungdo f de operador linear.
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A fim de definirmos o produto interno ¢ importante introduzir um outro espaco vetorial

denominado de espaco vetorial dual. Este, é construido de maneira univoca a partir de V', de tal maneira

que para todo elemento em V" associamos um tnico elemento no seu dual (V* ), ou seja,
(Vile—lv,).

com |Vi> eVe <Vi | e V"4 A fim de evitar maiores complicacdes, que fogem ao escopo do texto, postula-

se que dado um espago vetorial sobre o corpo dos complexos a seguinte relagdo ¢ verificada no caso dual

a|v1>+ﬂ|vz><T>a*<V1|+ﬂ* <V2

2

%
onde CD e denotam, respectivamente, correspondéncia dual e conjugado complexo. Um bra pode ser

entendido como uma fungao linear atuando sobre um determinado espago vetorial, de tal forma que o

conjunto de todas as fungdes lineares atuando sobre vetores neste espago vetorial, <0| =f:V—>K,seja

denominada espaco vetorial dual.

Definicio 5: Dado um espaco vetorial }', sobre o corpo dos complexos, definimos o produto interno

como uma fun¢ao
<0|0>:V xV—->C,

que satisfaz as propriedades:

- (v |V2>:<V2|V1>*

. <V1 |0(V2 +,BV3> =0[<V1|V2>+ﬂ<v1 |V3>,paraqualquer |Vl.> eVeaef.

4 Em notagdo de Dirac o elemento <0|é chamado de “bra” e |.> de “ket”.
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. v,

Vl.> > 0, onde a igualdade é apenas verificada para o vetor nulo.

A partir das propriedades acima, ¢ facil verificar que o produto interno ¢ antilinear na primeira entrada,
* *
ou seja, <0£V1 + ﬂVz |V3> =a <V1 |V3> + [ <V2 |V3> . A verificagdo segue da aplica¢do das duas

primeiras propriedades.

Definicao 6: Dado um conjunto de vetores {|V1>,. .|V, >} € V dizemos que eles sdo linearmente

independentes (L.] ) se a unica solugdo possivel para a equagao,

Zn:az‘|vi>:0’
i-1

¢ atrivial, ouseja, &, =...= Q& =0.

A definicdo anterior implica que nenhum dos vetores pode ser escrito como combinagdo linear dos

demais.

Proposicio 7: Dado um conjunto de vetores {| v, > seees|V, >} € V linearmente independentes e um

subespago £ gerado por esse conjunto. Entdo, cada vetor de £ pode ser escrito de maneira iinica como

v}

Demonstragdo: Por defini¢do temos que todo vetor |V> € E pode ser escrito como combinagio linear

combinacao linear dos vetores {| v, > geves

dos {| v, >} . Suponha por exista duas maneiras de escrever a combinag¢do linear, ou seja,

n

-Sal) S0 =Sl -0

i=1 i=1
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utilizando o fato de os vetores serem linearmente independentes temos imediatamente que,

(051'_@):0C:> o, =p,|

implicando que a combinacao linear ¢ Unica.

Defini¢ao 8: Na condi¢do acima, os vetores {| v, > seees|V, >} sdo chamados de base para E .

Uma base gera todos os vetores de um determinado espago vetorial. A dimensao do espago corresponde
ao numero de elementos da base.
Como operadores lineares preservam combinagdes lineares, a verificagdo ¢ imediata a partir da

defini¢do, normalmente trabalha-se com as componentes de um vetor em uma determinada base.

V1
_ V2 _ * * *
|V>— . —)<V|—[V1 v, Vn:|,
_Vn

dessa forma podemos utilizar matrizes quadradas para representar operadores lineares.

Definicio 9: Dado um operador linear 7, que em uma determinada base possui representagio matricial

da forma 7, i podemos definir a matriz que representa o operador adjunto 1’ " como o transposto

i *
conjugado de 7', ou seja, (]:J) =T,.
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A.2 Topicos Matriciais

Uma matriz é uma tabela organizada em 7 linhas e 71 colunas com entradas sobre um corpo K

. O conjunto de todas as matrizes sobre esse corpo ¢ denotada por M (K ) , €10 caso X = /M a matriz

¢ dita quadrada. Um elemento de uma matriz A4 normalmente é representado por [A]l_j, onde I € j

denotam respectivamente a linha e a coluna do elemento.

Coroldrio 1: O conjunto de todas as matrizes M m (K ), com as operagdes usuais de adi¢do entre

matrizes e multiplicagdo por escalar, real ou complexo, formam um espago vetorial.

Com um pouco de algebra ¢ possivel verificar todas as propriedades listadas anteriormente na se¢cao A.1.

Como o resultado ¢ facilmente encontrado em livros de algebra linear, a verificacdo serd suprimida.

Definigiio 2: Dado uma matriz Ae M (K ) ,a transposta de A denotada por A ¢ definida como

Ji

amatriz A" € M. (K) cujas entradas sdo dadas por |:AT :Il_j = [A]

T
Naturalmente (AT) = A . Quando para uma matriz real 4 ¢ verificada a relacio A" =4 , entdo

essa ¢ dita simétrica.

Se a transposicao de uma matriz ¢ seguida da operacdo de tomar o conjugado complexo, a matriz obtida

¢ dita adjunta e representada por A"

Definicdo 3: Uma matriz U ¢ dita unitdria se, e somente se, satisfaz a relacdo,

U'v=U0U"=1,
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onde / denota a respectiva matriz identidade.

Em outras palavras, uma matriz € dita unitaria quando a inversa corresponde a adjunta. Matrizes unitarias

apresentam propriedades interessantes, a saber:

Propriedade 4: Matrizes unitarias preservam normas de vetores.

Demonstragdo: Seja |l//> =U | ¢>, utilizando a defini¢do de produto interno e de matriz unitaria,

(wly)=(8|U'U|g)=(g]1|#) = (4|9).
Propriedade 5: Autovalores de matrizes unitarias possuem modulo igual a um.

Demonstragdo: Seja U |l// > =A l//>, com A € C, utilizando as defini¢des anteriores, temos:

WUUlw)=(wlw) = (]2 2w) =] (w|v).

como a expressdo anterior deve ser verificada para qualquer vetor |l// > segue imediatamente que

O resultado anterior pode ser interpretado de uma outra maneira, ela indica que todo autovalor de uma

matriz unitaria tem a forma 4 = e, € R.

Propriedade 6: Autovetores de matrizes unitarias, que correspondem a autovalores distintos, sdo

ortogonais.
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Demonstragdo: Considere dois autovetores de uma matriz unitaria U , tal que, os autovalores sejam

diferentes, ou seja,

Uly)=e"|v)
Ulg)=e"lg)

segue entao,
(Aly)=(ple ™ e y)=¢"" (gly).

o que implica,

(¢ -1)(glv) =0 gl =0.

Definicao 7: Dada uma matriz quadrada AeM an (K ) , um escalar 4 € C e um vetor ndo nulo |W> ,

satisfazendo a equagao,
Aly)=2ly).
entio A é denominado autovalor de 4 com o respectivo autovetor |W > .

Proposi¢ao 8: Considere uma transformagdo unitaria, ou seja, satisfazendo a definicao 3. Os n

. -1 ~ . ~
autovalores da matriz UAU ™ s3o os mesmos da matriz A e os autovetores sio dados por

U|l//k>,ken.
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Demonstragdo: Seja ﬂk um dos autovalores da matriz 4 associado ao respectivo autovetor |l//k>.

Utilizando a defini¢do 3 e 7, temos:

A|Wk>:2‘k|l//k>c>A EIE |l//k>:ﬂ‘k|l//k>Q(UAUI)U|Wk>:ﬂ“kU|l//k>,
T

0 que conclui a prova.
A fim de completar a discussdo serdo apresentados a seguir dois importantes teoremas
relacionados a matrizes unitarias, onde, a prova pode ser facilmente consultada em literatura de analise

matricial [35].

Teorema 9 (Teorema espectral): Dada uma matriz unitaria A , existe uma matriz unitaria U e uma

matriz diagonal D, tal que,
A=UDU™".

Teorema 10 (Decomposicio em valores singulares’®): Seja uma matriz 4 € M um ((C), entio A pode

ser fatorada em,

A=UzVT,

onde U € Mnn ((C) eV e Mmm (C) s30 unitdrias e a matriz X € Mﬂm (C) ¢ diagonal.

Os elementos da matriz diagonal s3o denominados de valores singulares de A4 e as colunas das matrizes

U e V' sio chamados de vetores singulares a esquerda e a direita, respectivamente.

Do inglés SVD (SIngular Value Decomposition)
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A.3 Refletores de Householder

Ao conjunto de transformagdes lineares que descrevem uma reflexao ao redor de um plano, que
contém a origem, ¢ denominado refletores de Householder. Dado um vetor unitario # perpendicular a
um plano e um vetor X, entdo, o subespago ortogonal a U atua como um espelho para refletir X,

representado pela transformacio H [25].

Definiciio 1: Dado um vetor 4 € C" de norma euclidiana unitaria,

u”:l,entéo H=1-2uu'¢

denominado refletor de Householder (ou transformacao de Householder).
Na defini¢do acima / denota a matriz identidade adequada.

Teorema 2: Seja H um refletor de Householder de acordo com a definigdio 1, entdo sio validas as

relagoes,
a) HH =1
by H=H'

oo HH' =H'H=1
d Hz=z<uz=0

e) Hu=-u
Demonstracdo:
a) HH:<]—2mﬁ)(1—2uuT)=I—4our +duuuu' =1
——

=1
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by H :(I—ZuuT)T :I—Z(uuT)T :I—Z(Lﬁ)TuJr =H

c) Segue imediatamente das anteriores.

d) HZ:(I—ZuuT)Z:Z—Zud_Z‘ z
0

e) Hz:(1—2uu7‘)u=2—2uu*u —u

——
1

E conveniente estender a discussdo para vetores ¥ nao unitarios. A proposi¢ao seguinte, facilmente

verificada a partir do teorema anterior, garante duas propriedades de interesse de um refletor de

Householder.
2
. o ' Ju|
Proposicdo 3: Dado um vetor #, ndo unitario, entdo para H =/ ———, com 7 = ) as
T
relagdes a seguir sdo verificadas,
a) Hu=-u
b) Hz=z<uz=0
Teorema 4: Dados dois vetores X, Y € C" ndo nulos satisfazendo ||x|| = ” y” e X # y, entdo existe um

refletor /1 que satisfaz a relagdo Hx =y .

Demonstragdo: Utilizando a geometria como motivag¢ao, podemos usar como ansatz que existe um vetor

com a forma U =« (x - y) que faz com que o refletor /4 atenda a condi¢io do teorema anterior.

Sendo
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H_]_[a(X—J/)}Z[-a(X—y):r :]—%[xz—xyT—yxT+y2],

temos que a aplicacdo deste refletor produz,

2 2
(04

a
Hx=x ——[xzx —xy x—xx + yzx] =x——| xX’x—xy'x—ypx"x+ y’x |,
T T — -
—(x—y)y'x (x=»)y°

reagrupando os termos,

2

HXZX—aT[yZ —yTx](x—y),

o que permite definir a constante « , tal que,

produzindo, dessa forma, o resultado desejado,

Hx=x—(x—y):y.

O teorema anterior ¢ importante pois garante que existe uma transformacao particular que zere todas as

coordenadas de um vetor, linha ou coluna, X, exceto uma, como segue,
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Hx =

O procedimento ¢ utilizado em algoritmos de algebra linear numérica para zerar elementos, exceto um,

de colunas ou linhas de matrizes [36].

A.4 Determinante de Vandermonde

Completando a discussdo de algebra linear, sera feita uma breve andlise envolvendo importantes
resultados acerca de um determinante recorrente em teoria de matrizes aleatorias, o chamado
determinante de Vandermonde. Esse determinante aparece como Jacobiano de transformagdes de

coordenadas de elementos de uma matriz, de um dado ensemble, para os autovalores e autovetores.

Considere uma matriz tridiagonal 7" com elementos todos positivos nas subdiagonais, escrita na

forma de blocos, tal que no canto inferior direito temos uma matriz quadrada tridiagonal 7' * de tamanho

k . Explicitamente, temos:

a, b, 0 0 01]0 0 0
e 4 b0 0 ][0 0 0
0 b  a, 00 O 0
b, |0 0 0
I'sio o0 0 b, a,|b O 0|
0 0 0 0 b
O 0 0 0 0 T
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essa maneira nos permitird trabalhar com o polindmio caracteristico de maneira mais simples. Nas

condigdes anteriores, podemos considerar uma decomposigdo da matriz 7' em valores singulares na
T . L

forma 7= QX" , onde X ¢ uma matriz diagonal contendo os autovalores de 7' e ¢ representa a

primeira linha da matriz de autovetores (J . E conhecido em literatura que é possivel obter 7 ,de maneira

Ginica, partindo de ¢ e X [37].

Lema 1: Para uma matriz tridiagonal com subdiagonal positiva, o determinante de Vandermonde dos

autovalores ordenados ¢ dado por,

i<j

- . ok k
Demonstragdo: Paraum dado k , considere que os autovalores da matriz 7 seja representado por /7,1.( )

, i=1,...,k. Sabemos que esse bloco de matriz é triangular de forma que podemos escrever o

polindmio caracteristico associado a ela como,

Pk(x):ﬁ(x—ﬂ.i(k)), @)

i=l

onde para esse bloco ¢ valido a formula de recorréncia de trés termos dada por,
2
B (x)=(x=a,) B (x)=bF (%), (2)
com k=1,...,n.
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A partir de (1), podemos calcular Pk (/111.{_1) e Pk_1 (/11./{ ), de forma a estabelecer a seguinte igualde

entre o mdédulo do produto dos polindmios,

1<i<k
1< j<k-1

[T =2 =TTl (2= TT]R ()

Utilizando a equag¢ao (2), e visando a relagdo estabelecida em (3), podemos escrever,

[T[R () =TT(A ~a ) (A7) + Tz A (A7)
i=I =1 T "
[T (2= TR (4)

o . (5)

Aplicando novamente (4) e (3), e assim recorrentemente, temos:

4
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(6)

Para completar a prova € necessario recorrer ao teorema 7.9.2 de Parlett [37], que pode ser simplificado

€ convenientemente escrito como [22],

, 1B (A)

q;, = Pk‘(ﬁik) ) (7)

onde P , denota a derivada do polindmio caracteristico. Trabalhando a tlltima expressio, temos:

k

k 2 (4
R

e
[[]7:(#)

; (8)

i=
i=1 | I

o que implica,

n—1

2 i=1

[14’ = , )

- H(ﬂ'i 4 )2

e conclui a prova.
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Apéndice B
Elementos de Probabilidade

B.1 Introducao a Teoria da Probabilidade

Probabilidade ¢ a parte da matematica que estuda fenomenos, popularmente, conhecidos como
incertos ou aleatorios. Esses termos se opdem a ideia de um fendmeno deterministico. De maneira
simplificada, podemos entender como deterministico aquele que, sob as mesmas condigdes iniciais,

sempre produz o mesmo resultado.

Definicio 1: Ao conjunto (Q) de todos os resultados possiveis em um fendmeno aleatério denotamos

por espago amostral.
Definicio 2: Dado qualquer subconjunto £ < €2 definimos £ como um evento.

Definicio 3: Dizemos que dois eventos quaisquer em €2 sdo disjuntos, ou mutuamente exclusivos, se,

e somente se, satisfazem £ N F =0.

Com as definigdes anteriores, podemos agora formalizar o conceito de probabilidade [38].

Definicio 4: Para todo evento £ < ) denotamos por probabilidade um niimero real P (E ), o qual

satisfaz as seguintes propriedades:
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)
1
1. P(OEij:iP(Ei), ENE =0Vi#]

B.2 Variaveis Aleatorias

Um importante conceito em teoria de probabilidades ¢ o de uma variavel aleatdria, que apesar de

o nome levar a uma inocente confusao trata-se de fato de uma funcgao.

Definicdo 1: Uma variavel aleatoria X ¢ uma fungio X :€QQ—> R, tal que para todo
weQ dxelR onde sz(a)).

Definicio 2: Dado um espago amostral {2 com probabilidades bem definidas P(Q) e considere uma
varidvel aleatéria X com valores no conjunto imagem B =X (Q) Definimos a probabilidade no

conjunto imagem como, P . (B) = P({a) eQ|X (a)) € B}) . Ao conjunto P, (B) chamamos de

distribui¢ao de probabilidades.

Defini¢do 3: Se o conjunto P (B )de valores que uma dada variavel aleatéria X assumir for

enumeravel, a varidvel aleatdria em questdo ¢ chamada de discreta. Por outro lado, se o conjunto for ndo
enumeravel a variavel aleatoria é chamada de continua. Nesse caso, a probabilidade de X assumir um

determinado valor em um intervalo de B1 C B ¢ dado por,
_[ Py (x)dx,
Bl
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com Q, conhecida como fun¢io densidade de probabilidade.

O conhecimento da fun¢do densidade de probabilidade ¢ importante pois a partir dela ¢ possivel obter os
chamados momentos de uma distribui¢do. Os momentos, de maneira simplificada, sdo pardmetros que

permitem caracterizar uma determinada distribui¢io, e no caso continuo, o 7 — esimo ¢é definido como:

Alguns momentos recebem nomes especiais, como por exemplo, o primeiro ¢ conhecido como média de
uma distribui¢do, ou valor esperado.

Os resultados anteriores sdo facilmente generalizados para as chamadas distribuicdes multivariadas.

Dado simultancamente # varidveis aleatorias {X . ¢ n} em um dado espago amostral e
consideremos a probabilidade de ao mesmo tempo {X 1,...,Xn} assumir valores em conjuntos

{Bl yenns B”} , respectivamente. Essas, determinam probabilidades P x,,..x, €m R" através da relagio,

P ﬁX;l (B) |.
i=1

onde de maneira aniloga ao caso continuo de uma Unica varidvel aleatéria, podemos definir uma

distribui¢@o conjunta de probabilidade, o X, X ()C1 yeresX, ) , pela relacao,

P, (B)= j j Px...x. (%50.05x,) ;dxi .
Bl

B

n
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Definigiio 4: Dado um espago amostral ) com probabilidade P, duas variaveis aleatorias X| e X,
sdo ditas independentes se dois eventos £, = X 1_1 (B1 ) ek, =X, ! (Bz) sdo independentes, ou seja,

se qualquer escolha de B, B, € R vale P(E1 ﬁEz) IP(EI)-P(Ez).

Concluindo essa discussdo vale mencionar um procedimento comum, em certas circunstancias,

que consiste em aplicar uma transformagdo bijetora continua ¢ que mapeia uma variavel aleatéria X

em uma outra variavel aleatéria ¥ . Se @ for diferencidvel podemos expressar a nova densidade de

probabilidade, g ( y) , em termos da densidade da varidvel original através do Jacobiano, ou seja,

B.3 Distribuicoes de Probabilidades

Uma das distribuicdes mais conhecidas, e talvez uma das mais importantes, ¢ a chamada

distribui¢do normal, ou gaussiana.

Defini¢io 1: Dizemos que uma variavel aleatéria X possui distribuigdo normal com média 4 e

variancia 0 , denotada por NV ( H, O 2 ), se X possui fungdo densidade dada pela expressio,
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Em particular temos que a distribui¢io normal padrio, denotada por N (0, 1), possui fun¢do densidade

igual a,

Uma das razdes dessa distribuicdo ser considerada importante reside no fato do conhecido Teorema

Central do Limite [38].
No contexto das matrizes tridiagonais, no ensemble f — Laguerre, a distribui¢io chi ¥,
ganha papel de destaque. Dado um conjunto de variaveis aleatorias {X . ¢ n} independentes e

identicamente distribuidas com distribuicdo normal padrdo, definimos uma nova variavel aleatoria

através da relagao,

Nessas condigdes, essa nova variavel possui distribui¢do de probabilidade ( y), n denotando o

ntimero de graus de liberdade de Y, e a fun¢iio densidade pode ser escrita como,

, =0
2, (¥)=1 2(”/2)‘1r("]

| 0, caso contrario
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