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ABSTRACT

In this wonk we genenalize Johnson's method fon the
caleulation of molecularn energy Levels to include the nelativdisdtic
corrections in the framework of the Foldy-Wouthuysen appnoximatian.
The 4Antroduction of the cornrections is made by means of a variational
principle for non-continuous trial functions. The method hene
developed has some advantages when the molecule has not only heavy
atoms, where relativistic corhections are impontant, but also Light

atoms where Such cornections are negligible.

Neste trabalho generalizamos o metodo de Johnson para
0 caleulo dos nlvedis de energia moleculares afim de incluinr cornre-
coes nelativisticas usando o esquema de aproximagdo de Foldy - Wou
thuysen. A introdugao das cornegoes ¢ efetuada atraves de um prin
eipio variacional para funcoed descontinuas., 0 metodo aqui desen-
voluido, possui grandes vantagens quando a molecula e composia, nao
somente poi Etomoa‘peéadoA, onde as cornrecoes relativisticas sao

impontantes, como tambem pon atomos Leves, onde tais corregoes ado

despreziveds.




INTRODUCKO

0 metodo de espalhamento multiplo, na formulacdo de

(1 ; .. a
Johnson ), de mostra muito eficiente no caleulo dos estados. ele

thonicos de molZculas poliatomicas. Nesta formulacdo, as s0fugoes
sao determinadas a partin de um potencial de Hantree-Fock esfenica
mente simeinico. Calculod mais nealisticos que, por exemplo, con-
siderassem potenciais ndo esfenicos ou efeditos relativisticos, deve
riam sen nesolvidos por métodos perturbativos que, no caso, seniam
de grande complexidade.

0 nosso trabalho visa o tratamento de problemas que
incluam corregoes nelativisticas. Para isso, aplicaremos o método
do espalhamento multiplo a partin do prineipio varniacional  para
funcoes tentativas descontinuas, e neobteremos as equagoes secula-
res para 04 niveds de enerngia de um eletron em uma molécula.

Esta abordagem ao problema & muito mais simples que
a por metodos perturbativos, pois, a presenca da'peatunbag&o aparece
ra incluida na propria equacdo secular. Utilizamos a representacao

(z,3) para a hamiltondiana, na qual o0s tenmos de

de Foldy-Wouthuysen
massa e spin-ornbita sao anexados como perturbacac a hamiftoniana

nao relativistica.

——————
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ESPALHAMENTO MOLTIPLO

A técnica do espalhamento miltiplo foi inicialmente for
mulada para a determinagao das bandas de energia em um sélido(4_7).
Posteriormente,Johnson(l) modificou o método, afim de ser aplicado
ao calculo dos estados eletrdonicos de moléculas poliatdmicas.

Para obter a fungao de onda, o espago molecular & decom
posto em um conjunto de esferas pequenas centradas nas posigoes atd
micas, sem regiao suporte comum, e estas envolvidas por uma esfera
grande de raio b_ . As esferas sao todas imagindrias e nao estao
necessariamente relacionadas com os raios das densidades atoOmicas.

As fungaes de ‘onda, solug6es de problemas esfericaﬁente
simétricos,sao inicialmente determinadas nas regioces internas as pe
quenas esferas de raio bp (regiao que denotaremos regiao I) e na
regido externa i esfera envoltdria (regiao III). Na camada intersti
cial (regido II) a solugao é calculada através de uma superposigao
de ondas espalhadas pelas varias esferas.

O potencial na regiao I & tomado como sendoo de Hartree
-Fock esfericamente simétrico. Este potencial incluird, nao somente
a contribuicdo do dtomo p , mas também as médias esféricas das con
tribuigcdes dos outros atomos sobre p . Na regiao III o potencial &
a média esférica em torno do centro da molécula e 3 regiao intersti
cial & atribuido um potencial constante V, ,representado pelo po-

tencial médio dentro do volume II .

Adotaremos a seguinte notagao para as coordenadas:

;0 & 2 sao os vetores de posiqio com origem, respectivamente, no
q
centro da esfera externa (0) e no da esfera (q) .
ﬁ e T s3o os vetores de posigao do centro das esferas pequenas
p

e de um ponto P , com relagdo a um sistema qualquer.
com o fracionamente do espago molecular as fungoes de

onda sao expressas, nas..regides I e III, em termos das fungoes esfe




ricamente simetricas

I = p ..P ¥
em L2 § cy uze(rp) Yk(rp) (1)
_ 0. 0 -
em III T ; Cy u, (rg) ¥, () (2)

onde uie e uge 'sdo as solugOes da equagao de Schrddinger radial,
para momento angular & e energia € . uis(rp) devera ser regular
na origem e uge(ro) regular no infinito; ¥ & um versor e )\ repre
sentara o par (&,m)

Para a regido II buscaremos solugoes Y v superposigao
de fungOes espalhadas pelas diferentes esferas

P P -
n = } Y AY £9(kr ) ¥, (T) (3)
1I e, 1 X A TATTTPT AP

onde cada fz(krp) & combinacdo linear de fungao de Bessel esférica.

A utilizagao do teorema de Green permite escrever a fun-

; (8)
¢ao espalhada wII(f) na forma integral

(z) = [ as' @' [c;(?,‘r") vyE) - v v G(r.r')] (4)

z

onde G(r,xr') & a fungdo de Green solugdo de

) -y

(v2 + k%) G(¥,z") = - §(r - x')

. para um dominio esférico e dada por
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G(;,_fl) = Cos k |-£ = -f'l

an |r - r'|

(5)

V' & o gradiente com relagao i coordenada r' e n' a normal ex-
terna a superficie disconexa I que delimita a regido II. A fungao
de Green pode também ser expandida em fungdes com simetria esférica
G(r,r') = 7§ g, (r,x') YY(¥) ¥, (F') (6)

A
A dependéncia radial deverd satisfazer as condigoes de

contorno na origem e de onda emergente no infinito(g)
gy (xr,xr') = -k jz(kr<) nl(kr>) (7)
sendo jz(kr) e nz(kr) as funcoes de Bessel e de Neumann esféri-

cas. Com isto a fungao de Green do problema fica

G(Y,T') = =k ] jplkry) n,(kr,) ¥, (¥) ¥y(E") (8)
- A
Estudemos, separadamente, a contribuigac em (4) da esfera

externa 0 e,posteriormente,das esferas p . No primeiro caso deve

mos tomar r, = r' e r, = r . Sobre a esfera bo temos
2 (o] . - ' * -y .,
- k by x;- Cyv g (kry) ¥, (E) | d@' Yu(x') ¥, 1)
(o} d - 0 o
- { uR'e(bO) 5;—'n£(kbo) nl(kbo) g;— uz'e(bo) } (9)
o o
ou ainda
O ' -~
§ Ay j g (kry) Y, (%)) (10)

~ o
sendo que a relagao entre Os coeficientes A, e C, e:
o 2 o o

o
o colchete [ﬁl(kbo : uz(bo)] representando o Wronskiano de nﬁ“¢b)

o
.com uztbo) . -

De maneira analoga,podemos calcular a contribuigao das

para o que tomamos em (8) r_.=r e Pt

esferas Pp > <
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A funcao na regidao II serd, em termos das coordenadas rp

centradas nas pequenas esferas, a superposicao

N
b= I I AP fPxkr) v () (12)
I p=0 A A T2 P A'p
il com
[ jg(krp) se p=20
i fl (krp) = (13)
nz(krp) se p#O0
e o0os coeficientes Aim satisfazendo a
A% = k b 2 n, (kb_) uo(b ) c® se =0 (14a)
A o 2 o ' "o A P
P _ 2 p . P
AA k bp [ ul(bp) . jl(kbp) 1 CA se p#O (14b)

Interessa-nos determinar o desenvolvimento da fungao de
onda na regido II em termos de um ponto inico. A translagio das fun

¢Oes serd feita pela aplicagio do operador de translagao na forma
%

.V ik B =y, = v
e YR - ik 3 R * - R
e = e = ; 4m (-1) Jz(krl —;7—) Yl(r) Yl( I; ) (15)

Para a obtengao deste desenvolvimento tomaremos, inicial-

i
mente, o0 desenvolvimento de uma onda plana el (u.v) em harmonicos es
féricos

u.v L * o -
eiu.V = 47 E i jl(uv) Yk(u) Yl(v) (16)
A
>
ou ainda, em termos do vetor v
o> j, (uv) R
etV = 4n ) [ —&_I—_ Y;(u) YA(G) _ (17)
A \4
Como
j v L L ot _1yn '
v 2Yww? § Dt eemr2n e
vl vg n=0 n!(22 + 2n + 1)!

vemos que aparecem somente potencias pares de v . Substituindo U

! por kKT e v por VR/;k a equagao (18) dara o desenvolvimento do
v

R
operador  J( ke - ‘;é )




2
- 2
R [} - -1y i =V
n=0 n!(22 + 2n + 1)! k
(18a)
j Como Jokr) e n (kr) s3o solugdes de
| 2
( -v% + x2 ) £ (kr) = 0 (19)

concluimos que o operador -V2/k2 + quando aplicado a tais fungodes,

Seé comporta como operador identidade e,portanto, o operador .........
-+ 2,2 & -
Jz(krl = VR /k”) ,quando aplicado is mesmas funcoes, pode ser substi -

tuido por

i b 2 2 = > . ‘

| Jg(krl - VK%)= Jokr [ 1) = J 5 (kr) (20)

| ou

| -+

f = 1} v

! R _ PTL * _R

| e | = 47 ; (-1) Jz(kr) YA(r) YA( Th ) (21)

ﬂ ApOs estas consideragoes e lembrando que as translagoes
é de nl(R) devem se restringir a

i

i -r.v

B R +> +>

e ng(R) = n,([R=-T|)

|

& com r < R por causa da descontinuidade de ng(r) na origem, pode

v mos expressar nl(kR) Yg(ﬁ) em termos de no(kR) i Para este fim,

> -
iremos comparar com os desenvolvimentos de n, ( k|[R = r] )

! > >
1 n_( k|[R-Z| ) = °°SklR'f = 4m ] j, (kr) n, (kR) Y;:(?) Y, (R) (22)
-k IR -r A

| provenientes das representagoes (5) e (8) para a fungao de Green do

problema. Como

no(klﬁ-?l) i e-r-vR n, (kR) = 4 § (-1)* j, (kr) Y;(?) YA(;E) n_ (kR)
(23)
i podemos concluir que
) R
* | n, (kR) Y, (R) = (=1)7 ¥, ( T ) n (kR) (24)

] -»> o
5? Transladando,agora,de r ,a expressao acima temos




7 "
>
n,( k[R + x| ) Yx(m) =
- L R v v
= 4m (-i) L 1Y 3, (kR) Y., (F) v* ( R =2
\3 Jgr (kR) ¥, , (E) Yy ( = ) Y, & ) n_ (kR) (25)
que podera ser simplificada pela utilizagao da integral de Gaunt (10)
I, (&'m'[2m) = [ dn Y;,m, (Q) Y, (@) YL,m._m(ﬁ) © (26)
( para [2-2'| <L < [2+2'| , 242" - L par ) e da ortogonalidade
dos harmdnicos esféricos
. v v v
kK, 2+2" _» R R * R ik \L
(T2) Y =) Y, (<) = J I ('m =) (T
T, pm () Yon (D) E d'mimy vy o 7 )
permitindo escrever
- _ - qp
npdkry) Y, (2)) = qu Jgrkry) ¥, (F) G4, (27)
onde r = T + ﬁ e
P q Pgq
‘ eI, = an T i*R 1 ot |gm) v (R_.) n (kR__) (28)
: A'AY I L L,m'-m'"pgq’ "L pq
? Em (28) foi utilizado o fato do operador (-VRz/kz)n ( n inteiro)
agir em ng como a identidade,ou seja,

2+2'-L
2

2 . 2 _
! ( -VR /k° ) = 1

quando 2+2'-L & par e o operador & aplicado sobre no(kR) "

ATA
demos incluir p coincidindo com 0 ,desde que se faga a substitui-

gao nL(kr) por jL(kr) ¥

O resultado geral pode ser assim resumido

- q -
Vpp = ; Ay nz(qu) Yk(rq) +
q gp ; -
+ p£O [ § AA' Gl)\' ] Jﬂ.(qu) YX (rq) (29)
p#di A

As expressoes (1) e (29) resolvem a equagdo de Schr8dinger,respecti-

—

Em qu devemos excluir q coincidindo com 0 , mas po.



-

vamente,dentro das Pequenas esferas "atdmicas" e na regiido intersti

cial. Foi feita a imposigao de que a fungao seja continua na re

giao de separag3o, com o que deduzimos as relagdes (l4a) e (14b) en-

tre os coeficientes do desenvolvimento em cada uma das regidces. A-

lém disso, a imposig3o de continuidade da derivada normal na super-

ficie de separagdo I permite a determinagao dos A, ,a partir

das equagoes seculares

k - 2 ! .
a e h) L, (e) kqu n} (kh) by G R - -
kB Lo(e) - kB2 3kl 0w M A
T "8
p#q
i, kB) T, (e) - kbZ 3! (kh
e e S AP SR
n, (kB) L, (e) - kb nj (k) A"

p#0

Provaremos, mais adiante, que o método de Johnson & va-
riacional,ou seja, (30) e (31) podem ser obtidas a partir de um prin
cipio variacional para fungoes tentativas descontinuas. Esta obser-
vagao nos permite determinar os coeficientes da expansao de fungdes
de onda em casos mais gerais,em que o potencial se desvia do consi-
derado por Johnson, sendo que o0s desvios ou perturbagoes estarao in

cluidos entao na propria equagao secular.



REPRESENTACAO DE FOLDY WOUTHUYSEN

A hamiltoniana de Dirac para um eletron, na auséncia de

campo, pode ser obtida por meio de consideragao de invarianga por

translacao dando (2=3)
->
i om 'a'BC +  Bmc” (1)

->
sendo P O operador momento, .a = (axayaz) e B quatro operado_

res hermitianos, que agem somente na varidvel spin,obedecendo a

k 2
(o) = 1 ukaz + uEak = 0 k # 2

2

B = 1 o8 + 8" = 0 k=1,2,3 (2
Podemos expressar (1) em termos de operadores de E(S) » espago dos
spins 1/2 ,

> >

H = p,Clo.p) + pym (3)
onde foram introduzidos os operadores

e l +x+ . = 1

Lo = 3 o o Py = 0,8, = axayaz

Py = 1plp3=-6axayaz Py = B

O espago E(S) é quadridimensional,sendo que o esta relacionado
com o spin e p com o sinal de energia. O estado do eletron serd

representado pela fungao ¢ de quatro componentes. A representagao

na qual J e o s3o as matrizes de Pauli & chamada representagao

de Dirac.

A partir de (1) ou (3) vemos que
H2 = p%§'+ m%#
ortanto, os dois nicos valores proprios de H sao

E = +E_ = %V p%1+ n%4 " (5)

P

e, p

sendo, cada um deles, duplamente* degenerado.

As autofungOes simultaneas de H e 0.p/2p (componen-
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te do spin i = 4 e
b na diregao p ) possuem os autovalores (E_, +1/2) ;
(E, - 1/2) ; (-E_, + 1/2 i
P p’ /2) ;i | “E,» = 1/2) e podem ser escri-
tas
Ul 1
u
V(E . + 1/2) = B N ° (6)
u
u3 Ep + mé Cp/Ep+ mc
4 0
( 0
2 E 1/2 W
VE, - 1/2) = [—-—P—L] . (7)
E + mé 0
P el
~cp/E_+mc
\~ep/ 5 tme]
-ep/E_+my
(-<p/ pm.-
2 E 1/2 0
Y(-E_, + 1/2) = | . —©PR
p 1 (8)
E + mc
P L 0 )
0 5
2
2 E 1/2 cp/Ep+ m<
V(-E_, - 1/2) = [—P—é] 0 o (9)
’ E + m .
P 1 ’

Relativamente a energia positiva ou negativa teremos, no
limite nao relativistico, uma componente predominante, pois, neste

caso, a energia cinética €&, aproximadamente,

Ep ~ met g

W = a2 5 ¥ << 1

mcz. 2 c2
u~.(E_, + 1/2) _

o 3'"p = of —g— ) << 1 (10)
ul(Ep’ + 1/2)
u,(E_, - 1/2) _

. 4 7p = of —%— ) << 1 (11)
uz(Ep, - 1/2)

Vemos pois que, no caso de energia positiva, as duas Gltimas compo-

nentes sio despreziveis enquanto que,para energia negativa, serdo as

duas primeiras.
O espinor representativo Yy pode ser decomposto em dois

outros de duas componentes. Um deles sera formado pelas componentes
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" d " . .
grandes { ul(Epg + 1/2) , u2 (Ep, + 1/2) } e o outro, pelas compo-

nentes pequenas { u3(Ep, + 1/2) , u4(Ep. + 1/2)-} .

Quando se deseja ir além da aproximagao de primeira or

v
dem em ( ~—- | encontra-se problema. Existe,para tratar estes ca-

sos,a representagao de Foldy-Wouthuysen para a particula de Dirac na
qual, tanto as energias relativistica e nio relativistica, quanto es
tados de energia positiva e negativa sio descritos, separadamente, por

fungao de onda de-duas componentes.

Faqamos,inidialmenteluma analise dos operadores contidos
na hamiltoniana.

Dizemos que um operador P & par se nao possue elemen -
tos de matriz entre componentes "grande" e "pequena", como & o caso
dos operadores 1 , B ,i0 = % [axa] ,Pp e T ; um operador Z &
Impar se os seus elementos de matriz nao nulos ligam, somente, compo-
nentes "grande" com "pequena®", por exemplo, a8 . Ba e Py - Un ope

rador qualquer pode ser decomposto na soma de um operador par com um

operador Impar, da seguinte maneira

0 = %[:Q+soe] + %[o-sos] (12)

A principal razao pela qual a representagao de Dirac ne-
cessita de um spinor de quatro componentes para representar a fungao
de onda & que, nesta representagéo, a hamiltoniana contém operadores
impares.

Foldy e Wouthuysen(Z) mostraram que existe uma transfor-

magdo candnica U , unitiria, que provoca o desaparecimento de opera

dores impares na hamiltoniana.

Para obter U vamos definir, inicialmente,os projetores

r e T que projetam em solugOes positiva e negativa respectiva -

+
mente H 1 +-b-c+B
o ifre—=] = 3[1e akrend (13)
+ 2 Eg Ep
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e B e B

g - due projetam no espago das componentes "grande" e "pe-
guena"
B =l
" 5 (1+g) , (14)
Seé U & unitdrio e independente do tempo, a fungao de

onda e a hamiltoniana ser3o, na nova representagao

V' o= Uy . (15)
H' = unot (16)

O operador U transforma ', em B, e T_ em B_

w' = ofu = 1 | (17)
ri = uvr, vt = B, ‘ (18) -

Para que U seja invariante por translagao, rotagao e reflexao deve

ser
/2E_ 1 H
0 VN - ['1‘+ g —2 (19)
E_ + m&? E
p p
. E + N R Eﬁc_ . (20)
2 E /Y2 E_ (E +m)
p P P

Na representagéo de F.W. a hamiltoniana se transforma em

He = BE, = B(mE*+ pA (L)

e contém somente operadores pares e,portanto, y' pode ser decompos-

T [ ¢ ] (22)

ta em

Xl

onde ¢' & a componente "grande" e X' a componente "pequena" sa-

tisfazendo a

a L]

L (23)

HL ¥ wE _

g 99 - E ¢’ | il
ot

) ' - - pr, (25)
ot

a de um campo eletromagnético externo a equa-

Na preseng
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gao de Dirac toma a forma

2.
H = B+ P 4+ 7 (26)
onde o operador par P = ed (27)
e O operador impar Z = 3.7 = &.(§c~ eK) (28)

. " > '
sendo ¢ o potencial escalar eldtrico e A o vetor potencial magné

Elg0.

Nao existe, neste caso, uma representagao para H onde
ela seja sb par ou sd Iimpar. O que se pode fazer & aplicar,sucessi-
vamente,um operador unitario e eliminar, em cada estagio, os operado
res impares da hamiltoniana até uma certa ordem alta em ( v/c ) .

Se fizermos a transformagao

U = exp{ iS } (29)
com S = - _i8 Z
2me*

a hamiltoniana H se transformara em

et SERVICO DE
' = pHot =4 y & BIBLIOTECA E (30)
ot

e como BZ comuta com (Bméi l) e como

ot = expl - BZ/2md} (31)

temos 2 N
v(pné® ) ut = U%(BmH 2)

O operador S & olhado como pequeno e a hamiltoniana ad

mite,ent3o,a expansao em potencias de ( 1/mc)

is

s . g =
H! = eiS H e 8 _ 3 ei ( %e )
1 ot
= H + 25 4 4 [ s, H + % §§-1 +
ot ot
i 1 3S
+ S , [S,H*l‘a-—] i gy (32)
24 ot
ytilizando a forma explicita para H e retendo termos a
té ordem 1/m2€‘obtemos, se ¢ for independente do tempo, : #‘




H = Bmcz+ P +
| 1 1 Zy (33)
P = P + B_Z.i - m 74 |: Z P 1 z, I 4
1 2me> 8 mc> ' nce’ mc}] - g Bmel mel) *
- H 1 Z P
Z, = mcl 38 [ = ___.] -1 ,3
O termo Impar Z, em H, & menor do que aquele em H
2
por um fator da ordem de P ( ( ut )2 ) se 5 (<) £
mc? mc* m < mzc"*
No limite nao relativistico, —f——-?_ e sao da ordem
5 mc me
de ( v/c) e ( v/c ) respectivamente; Zl é portanto da ordem
3
de ( v/c )~ . Se desprezarmos termos da ordem de ( v/c )3 P Hl é
um operador par dado por
Hy = Bmc+ ed + -;L- B(5.7)2 (34)

Realizando uma transformagao em Hl , semelhante aque foi

feita em H , por meio do operador unitario

u, = exp{ 8Z;/2nc} (35)
temos a partir de (33)
. au]
= - U _—
y Oy fiy Uy U1 %
2 o
_ ek gz _ m&| T [JL. JL] -1 gn&tEt+ o)
= fmer P 2me> 8 [ me2 n mex 8 mc+ Sy
> > 2
i Hy = BmC+ ed + % Blo.m) ™ -
| .
|
e, [ G5, b ] B @Rt ro ) )
8m2 8mc* - cF
H2 & par até ordem ( v/c )5 . Podemos, portanto, rep:_:e—
sentar a solugio para a energia positiva, até esta ordem, pela fun-

a tes grandes, que satisfaz a
gao ¢' do espago das componen g . q

lail s (sz + H;l‘r ) ¢.
ot

2 - .ecao de H, no espago das componentes gran
onde (m+ H! ) & a proJes 2
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des
HY L o= ed + —2— @F.m2% -
2m
(37)
e > > :
= B [(c.n).[(a‘.a?) , ¢]] - Lo@gnt
m 8m
como (3.%)4 = [ “2 - e(g.ﬁ) ]2
+> >
e [ (G.7) , [ (0.7 , ¢ ] } = Aiv E + 25.(E x ™
A hamiltoniana Hﬁr pode ser escrita, no caso em que A=0
2 4 2 2
He o= B 4y - —B_+ B L &G s Foav (38)
nr 2m 3m3cz 4m202 r dr 8m c2

4 - ~ PR
O termo em p corresponde a corregao relativistica pa-
ra a energia, o seguinte ao acoplamento spin-o0rbita e, O dltimo, ao
. . 4
termo de massa ou de Darwin. O carater hermitiano de p permite,

nos elementos de matriz que se seguen neste trabalho, simplificar os

calculos escrevendo

2 2
< ¥, p’ v, > = <PU PV, >
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CALCULO DOS COEFICIENTES DE EXPANSAO DA FUNCAO DE ONDA PARA PROBLE
MAS PERTURBATIVOS

O espago de uma molécula pode ser suposto formado por um
conjunto de pequenas esferas, sem regi3o suporte comum, centradas,ca
da uma delas,na POSigéo'athica e dentro das quais o potencial & to-
mado esfericamente simétrico. Na regiao entre as esferas, o potencial
sera constante e as fungoes de onda serdo a superposicao de ondas es
palhadas pelas pequenas esferas e por uma esfera externa que envolve
todas as pequenas. Esta esfera envoltoria delimita uma regiao exte-
rior onde o potencial &,novamente,esfericamente simétrico. Os coefi
cientes destas expansoes vao ser tais que garantem a continuidade da
funcao de bnda Sobre as superficies das esferas pequenas, mas permi-
tem gradientes descontinuos. Estas fungOes sao as obtidas pela téc-
nica do espalhamento miltiplo de Johnson e oOs coeficientes determina

dos por um principio variacional. As fungoes serao

= P p p - 1
vy < 5 § p Cxo uﬁeo(rp) ¢0/’u260(bp) % Yx(rp) (1)
I 4
na regiao I interna s pequenas esferas, e
- P % (2)
wII = Z Akc nl(krp) YA(rp) ¢o

pillc

. p = ~ -
na regiao II intersticial. ugeo(r) & a solugao da equagao de Schrd

dinger radial para um .potencial esfericamente simétrico e correspon-

3 i . angular, b o raio da esfera ;
dente 3 energia Eg i % o momento ang e by p

2 cial na regiao II; ¢ o iIndice de
k" =¢e -V, onde V, &0 poten g
as fungoes de spin

0, = [1} - = [2]

0

spin; ¢o

a 3 se escreve
proximo 3 esfera 4 @ fungao Yy

A (£y) ¢ (3)
= z o, (kr_ ) Y, g %
wII p,l,d AC q




), T

com
_ .Q
WP A nz(qu) se p=aq
Ao (4)
= P qp ’
[J\):' By GAA') Jﬁ,(qu_) se p#q

Uma a i
€éXpressao variacional para a energia, que permite a

descontinui x .
uidade da fungao e de sua derivada normal em uma determina-

da superficie, & dada por LEigh(ll) e por Schlosser e Marcus (12

€ ‘{ J VI Yy dt o+ [ VI Y dt } = J I Hopp At o+
v

I UII VI

*
* f Vrp f ¥y dr - f 1";(an‘pll"an“"l’ as - ‘ (b = ¥1g) anw;I ds
UII 3 5 (5)

onde VI e UII sao os volumes das referidas regices e a integral
de superficie se extende sobre a fronteira entre os dois dominios;
Bn representa a derivada normal a superficie, WI e wII as fun-
¢Oes tentativas; H a hamiltoniana e € o valor préprio da energia
cuja primeira variacao & nula. Nas integrais de volume e superficie
esti subentendida uma soma sobre as projegoes do spin.

A equagao secular, que ira determinar a relagao entre os

: ~ . *
coeficientes, se forma a partir de variagoes independentes de v e

*
wII
S
IT . .
* —
5¢; (H - e) ¥y dt ~ [ as sy (3 ¥ - 3 v) = 0 (6b)
S
I

- * * i
variagoes arbitririas em Y, e Y, implicam em

WY, = €V (7)
F (8)
Hypp = € VI
= 0 (9)
(4 = Virlg

4ﬂ--_-___________......--llllllllllllllllllllilllllllllllll-
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d =
Pt brpg = 0 (10)

A funcao variaci -
1% Cional deve resolver 4 equagao de Schrbdinger com ener

ia € e deve s z
4 €r continua,com gradiente continuo,na superficie de

separagao.

No procedimento de Johnson parte-se de solugdes quel sa
tisfazem (7) e (8) e a elas se impde que sejam continuas,com deriva-
das continuas,na superficie S de separagdo entre as regides I eII.
Este procedimento & portanto variacional, pois,as equagdes (6a) e
(6b) dizem que se partirmos de vy e ¥, arbitrarios com an;I e

* < ~ -~
wI dados na superficie e se (7) e (8) sao impostas,entao, forgosamen

te, teremos

v = ¥

aanI)S aan)S

e chegamos &s condigoes de Johnson.
O principio variacional pode ser aplicado mesmo quando
ao sa des da hamiltoniana total H =H_+ H' .
Yy e Yyy nao sa? autofung o
Podemos partir de solugoes de problemas nao perturbados e,utilizando

(6a) e (6b),obter as equagoes seculares que irao determinar os coefi

cientes da expansao da fungdo de onda.

As fungoes VY; € V¥rp v utilizadas como fungoes tentati

i 10 iaci 30,para nds,as solucoes da ha-
vas para o principio variacional, serao,par , ¢

. g ~ 1 m cada uma das regioes.
miltoniana nao relativistica Ho , em cC g

A representaqéo mais conveniente para a hamiltoniana, na

abordagem deste problema, & a hamiltoniana relativistica de Foldy-Wou

thuysen que se escreve

2
4 1 av = I VoV (11
& - = g.h + )
HF.W = Ho 3. cf"r dr 2C>

= = C=l
quando adotamos as unidades M = 1 , 2m 1 e

2
com 1 av o4 [ iy ._ ¢ ‘é;= H (12)
* 61‘r dr 2 3




-19-

as correcoes re T s
¢ lativisticas ge Spin-8rbita e de massa. Na regido I,

onde estas corregdes s3o

importantes, a hamiltoniana & Hy = Hop + H°

= _vz

ol + V{(r)

-+
e V(r) esfericamente simétrico.

Na regiao II a hamiltoniana sera simplesmente

= = 2
1 Horx v+ v,

= : = s :
com V, a meédia do potencial V(r) dentro do volume II. Assim,te-

remos
Hot V1 = &5 V1 - (13)
Hep Vpp = Horp ¥pp = € ¥pg | (14)
sendo E, um parametro variacional introduzido para resolver a equa

¢ao de Schrbdinger dentro da esfera atdmica. €, comporta-se  como
um parametro extra que define a fungao g

Como a fungao Y., satisfaz a4 equagao de Schrddinger,en
tao, (6a) impoe que uma variagao arbitraria em W;I acarreta fungoes

coincidentes na superficie de separagac S entre I e II

= ' (15)
b = Vol

Esta igualdade nos conduz a uma relagao entre os coeficientes Co

existentes em Y, com OS A, em Vi1

_ p' ap' _ 4 16
A?d nz(kbq) H Jg(kbq) p'gk' Sy BEL o (160
p'#4d

Sob as condigdes (13), (14) e (15) a expressao variacio-

nal (6b) se transforma em

- | as sy¥ (8 -3 y.) = 0 (17)
‘5111; (Hl + EO - €) ‘pl dat J ‘pI anI wI
s

Y1

inda, tomando a forma explicita para ¢, e ¢, e efetuando ,
Ou ainda,

fericamente simétricas, as integragoes relativas &s
nas parcelas es
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partes angulares .

o= ) 6§ c¥

- J kb_ s cd A .3 ' '
a8 S | M niony s, L, e
pl
P'#q
) 6 . <ogm|-y% 4 Lavy v2y Cirg!
ogr & Clo comml - vt LW gy Wy :
oo cz C°r dr plow W ob)uwW )
q ey q’ Re g
(18)
onde, por brevidade, usamos as seguintes notacgoes
[ciﬂ,m> = u%eo(r) Y;\(I‘) ¢0 i=1, 2 -‘(
com I 01 > = ¢+ ; l 02 > = ¢_
, uEEO(bp)
Ly(e)) = R (19)
(b )
Yoe p )
b
p 2 .2
J r® uy,. (r) dr
0 © d (e ) (20)
I (e ) o = - — L E 20
L0 - w2 (b ) de +a
e P ©

A Qiltima parcela de (18) contém o termo de spin- Orbita,

que pode ser escrito
ate” + oTet

< otm| 3.8 |o'a'm' > = < o&m| o & + = [o'2'm' > (21)

Os operadores assinalados por indices (+) e (-) superiores sao

t o= + i M |
T ’ (22) |
M- = M, - 1M é
Os elementos de matriz nao nulos emﬂi%i) sao
° L e -
< 022, : m+l] G_E*.‘ Idllm > = 2[ (£-m) (R+m+1) ] i (23a,)
3 = [' =1] (Fhml) ]1/2 (23b)
< 012 , m| ) ]022T > 2| (&-m)

! <( +m se 0y =0, o |
s By o« im otz loilm R -m se 0, =0, :
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A + 1 (e q+
Acq A Azq b ) mE 2 C}\
q-, * }
’ zq(dc") (omEg ) o+
+ 1 sc¥hH*® [(E—m L+m+ ]1/2 q-
Aq 2m ) (R+m+1) E,, CR,m+1 +
* (8¢~ * [ - 1/2 -

sendo que, para potencial e densidade de carga p(r) radiais,

b q
Qo = 5 [ p(r) + 2(80 = Vi) ) ] —_— r” dr (25)
ol b))
o o 9
quando se toma 4neo = 1 e portanto V2V = p(r) e
* 4 — _ _ 2 * - 2
J GwI (=V7) wI drt = J (-Vv 5¢I)( v wI> dt
* 2
= - J 61pI [&:O - V(r)] ‘4‘1 dt (26)
pois [- V2 + V(r) ] Vr = &, V1
e ainda b wd (x) 9,
Le
E _X d 2 L & 2 s (27)
L2 c* d (b)) E dE
Bie g
o) (@)

+ -
Os coeficientes de 6C§ e SC% devem ser nulos e os

A se utilizarmos a depen-
C?o podem ser expressos em termos dos Ag ! p

déncia dada por (16) proveniente da igualdade da fungao na superficie

d 3o das regiodes I e II. Temos assim,para cada q ,0 sistema
e separaga

' - A pP- 49P
pt 9P + & ad + d, AP~ ¢ _
0= a" a%* + b} [ RSURIT Y L T, mEl o TR x-zp R VS WX

2 4m L ]
*r ‘ P#q

it (28)

\_-_______—
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= (m+1) B
o a : - (m+1
bymi1 * Py : ] aPT g9 +
A'p A L£,m+1, )"
pP#q
+ ¢ a9t am p+
2 aAPT 9P
sl ;‘Zp A Gl,m,A'] (29)
onde p#q
ag‘:[(EO—E) IQ(EO)+L,Q,(E)+Q +mE-n(kb)—kb2 ' (kb )
o ik 2] g a "ePq
(30)
m -
b, = [(e_ =€) I (e ) + L.(¢ )+ . 2 sy
L~ o 2'%o g(8g) +Qpp+m Egn| Jp(kbgy) = kb, " Jj (kb )
(31)
m_ [ 12
cy = _(2 - m) (2 + m+l)- E,p P tkby) (32)
m 3 q1/2 .
dg, = | (£ - m) (L + m+l) E“‘ jg(kbq) (33)
Eliminando | ] A%, BEE 1 52 ] entre (28) e (29) es-
7 I
crevemos
g+ m ., -(m+l) _ m m | g- m.=-(m+l) _ _-(m+l) .m
Bim l:az Py, dp S | * Ri,mel | 2 P ) dy
+ [ ] P efF . ] [brE p, ™ - (o] )2] = 0 (34)
A'p !
p7d
ou ainda |
m ., ~{m+1l) -(m+1l) .m
[ ? b;(m+l) - d? c? [ cy b‘L - a, dﬁ ]
A%; 2 ¥ A%’m'l'l m , - (m+1) m, 2
[brg b7 (D) (al ] l:bz b, - (@) ]
p+ ~dp _
p7d

2

+ o3P

eliminarmos [ ) Aﬁ. 2, A ] teremos

. L ]
ou, analogamente, Se€
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m m m
a, d - m
29t L% ) gt - g7 (mFl) m
fm + a9 2 "4 2 2
M2 M- (m+]) &, m+1 +
o) 7Ry by a2 _ pn - (mel)
(@? - b2 by
p—
' p>zx' B0 Chime1n = O (36)
P#q

As equagoes (35) e (36) determinam os coeficientes A, ,quando corre

¢oes relativisticas devem ser incluidas no método do espalhamento mal
tipld.
Se, entretanto, a perturbacio H' for retirada, ou me-

lhor, quando as corregSes relativisticas forem despreziveis teremos

m
6 = 0 i 4 =0
e também
m B 7 2
a2 = i (Eo - Eo) IE + LE ] nl(kbq) = kbq nl{kbq) = a (37)
B 7 2
o= - ' -kb? 3'(kb) = b (38)
bl = i (so so) Iz + in_ ]E(kbq) q 32( q)
e as equagoes (35) e (36) se transformam em
t ~dp -
gt _a ;] PTG = 0 (39)
A —_— + ' '
le b p'x' A ﬂtm’A
P#d

a des de Johnson (I-30) para potenciais es-
que sao,exatamente}as equag

fericamente simétricos e nao rel;tiv1st1cos.
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RESUMO E_CONCLUSAO

Propomos
po r nesta tese, uma maneira de modificar o esque

ma de Johnson =
pPara o calculo dos niveis moleculares, quando se faz

necessario inclui = _
cluir corregoes relativisticas. Partimos de um princi

io variaci : A
pio onal que admlte'descontlnuidades da fungao de onda nas

a O -
esferas atomicas e reobtemos as equacdes seculares para os niveis de

energia de um eletron em uma molécula.

O esquema proposto apresenta grande vantagem sobre a so
lugao da equagao de Dirac, fornecida por Loucks(lB), principalmente
no tratamento de moléculas que contenham, concomitantemente, algumas
espécies atOmicas com nimero de protons 2Z alto e outras com baixo
7z . Em tais moléculas, as corregoes relativisticas necessitam ser
efetuadas apenas nos atomos de 2 alto. A vantagem de nosso méto-
do reside no fato do limite nao relativistico ser obtido dentro das

proprias equagOes seculares, conferindo grande flexibilidade no tra

tamento daqueles tipos de moléculas.
Foi introduzido, na solugao da equagdo de Schrddinger

dentro das esferas atomicas, um pardmetro variacional € . Este pa

rimetro nio deve ser confundido com 0S autovalores € procurados.

Os autovalores € Sao determinados a partir das solugoes estaciona

: a = 0 ; no entanto espera - se
rias -decorrentes de variagao de/dao d £ pe

' € e gque possa-
que o autovalor assim determinado difira pouco de € que p
mos simplificar © problema impondo € = €4 ab initio.
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