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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar as reações neutrino–núcleo com o mo-

delo CRISP. Para simular essas reações, o CRISP utiliza o método de Monte Carlo através de un

modelo de cascata intranuclear. Foram implementados os canais quase-elásticos, formação de res-

sonâncias bariônicas e espalhamento inelástico profundo da interação neutrino-núcleon. Também

foi implementado o canal de produção coerente de píons para a reação neutrino–núcleo. Foi atu-

alizada a interação píon-núcleon para uma melhor simulação da cascata intranuclear em relação

a versões anteriores do CRISP. Nesse sentido foram agregadas novas ressonâncias bariônicas e

seus respectivos canais de decaimento, e implementadas as reações de produção direita de píons

NN → NNπ e de absorção de píon por um par de núcleons πNN → NN. Foi mostrada a influên-

cia do meio nuclear nas interações implementadas, como o movimento fermiônico, o bloqueio de

Pauli, as interações 2p2h e a propagação das ressonâncias bariônicas. Foram realizadas compa-

rações com dados experimentais fornecidos pelas experiências MiniBooNE e MINERvA para as

reações νµ(ν̄µ)+
12 C, νµ(ν̄µ)+CH2 e νµ(ν̄µ)+CH, obtendo-se, em geral, uma boa concordância

com os dados experimentais. Também foram realizadas comparações com os geradores de eventos

NUANCE, GiBUU, NEUT, NuWRo e GENIE, obtendo em muitos casos, uma melhor reprodução

dos dados experimentais com o modelo CRISP.

Palavras-chaves: Física Nuclear; Física de partículas; Neutrinos; Reações Nucleares; Simula-

ção.
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ABSTRACT

This research investigates neutrino-nucleus reactions using the CRISP code. To simulate these

reactions, CRISP uses the Monte Carlo method through an intranuclear cascade model. Quasielas-

tic, baryonic resonance formation, and deep inelastic scattering channels of the neutrino-nucleon

interaction have been implemented. The coherent pion production for the neutrino-nucleon reaction

was also implemented. The pion-nucleon interaction has been updated to improve simulation of

the intranuclear cascade when compared to previous versions of CRISP. In this sense, new baryonic

resonances and their respective decay channels were added, and the production NN → NNπ and

absorption πNN → NN reactions of pions by a pair of nucleons were implemented. The influence

of the nuclear medium on the implemented interactions, such as fermionic motion, Pauli blocking,

2p2h interactions, and the propagation of baryonic resonances, was shown. Comparisons were

made with experimental data provided by the MiniBooNE and MINERvA experiments for reacti-

ons νµ(ν̄µ)+
12 C, νµ(ν̄µ)+CH2, and νµ(ν̄µ)+CH, obtaining generally good agreement with the

experimental data. Comparisons were also performed with NUANCE, GiBUU, NEUT, NuWRo,

and GENIE event generators, obtaining in numerous cases a better reproduction of the experimental

data with the CRISP model.

Keywords: Nuclear Physic, Particle Physic, Neutrinos, Nuclear Reactions, Simulation.
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1 INTRODUÇÃO

Os neutrinos são léptons de spin semi–inteiro (s = 1/2) e sem carga. Eles interagem por meio

das forças eletro-fraca e gravitacional. No modelo padrão existem três sabores de neutrinos (an-

tineutrinos): neutrino elétron νe(ν̄e), neutrino múon νµ (ν̄µ ) e neutrino tau ντ (ν̄τ ). Quando fo-

ram descobertos, acreditava-se que eram partículas sem massa [Wilson, 1968], mas experimentos

posteriores comprovaram que eles têm massa não nula e que apresentam um fenômeno chamado

oscilação de neutrinos. A oscilação de neutrinos manifesta–se da seguinte forma: durante o movi-

mento, o neutrino (antineutrino) está em um estado de superposição de três estados νe(ν̄e), νµ (ν̄µ ),

ντ (ν̄τ ), portanto, um neutrino que foi emitido em um ponto A como um sabor, por exemplo νe, tem

a possibilidade de ser detectado em um ponto B como um νµ ou um ντ .

O primeiro sinal da oscilação de neutrinos foi descoberta na medição de neutrinos solares,

onde só eram detetados uma parte dos neutrinos preditos pelos modelos teóricos [Arns, 2001]. A

oscilação de neutrinos foi verificada experimentalmente no experimento SNO (“Sudbury Neutrino

Observatory”), onde foi demostrado que existem neutrinos de todos os sabores provenientes do Sol,

enquanto o Sol emite só neutrinos eletrônicos [Boger et al., 2000].

A oscilação de neutrinos constitui um desafio para a comunidade científica porque, entre outros

motivos, requer que seja modificado o Modelo Padrão através da introdução de valores de massa

não nula para os neutrinos. Para a determinação dos parâmetros que descrevem a oscilação de

neutrinos é muito importante conhecer como eles interagem com a matéria, o que sim pode ser

descrito pelo Modelo Padrão. A detecção de neutrinos só pode ser realizada quando eles reagem

com o núcleo atômico, portanto, é preciso também entender e reproduzir teoricamente a interação

neutrino-núcleo e em particular, a interação neutrino-núcleon. Para tanto é necessário conhecer
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

a estrutura hadrônica do núcleon, a qual é descrita por diferentes fatores de forma e funções de

estrutura. Isso devido a que os núcleons não são partículas elementares do Modelo Padrão e é ne-

cessário modificar a interação neutrino–quark para descrever a interação neutrino-núcleon. Nesse

sentido, por exemplo, a reação elástica de corrente neutra neutrino–núcleon é muito importante

para determinar os fatores de forma estranhos, ou seja, a contribuição do quark “s” à estrutura

nucleônica. Por outro lado, a interação com o núcleo atômico introduz outros fenômenos que

agregam complexidade à detecção dos neutrinos, como são o movimento fermiônico, a correla-

ção entre núcleons ligados, o bloqueio de Pauli e outras reações que contribuem ao estado final

da reação, como a produção e interação de píons no meio nuclear. Até a presente data muitos

experimentos têm sido desenvolvidos para investigar as propriedades dos neutrinos, como MiniBo-

oNE [Ray, 2007], SciBooNE [Alcaraz-Aunion et al., 2007], MINERvA [Gran, 2008], T2K [T2K

Collaboration et al., 2011], MINOS [Evans, 2013] e NOνA [Acero et al., 2019] e novos experi-

mentos estão sendo desenvolvidos, como ANNIE [Back et al., 2017], DUNE [Laboratory, 2022] e

Hyper-Kamiokande [Di Lodovico, 2017].

Todo o anterior, unido à dificuldade de ter feixes mono-energéticos de neutrino e à baixa pro-

babilidade de interação com a matéria, torna o uso do método Monte Carlo indispensável para os

processos experimentais. Por exemplo, no caso específico da experiência MiniBooNE, as simula-

ções de Monte Carlo foram utilizadas para:

• Determinar o fluxo de neutrinos incidentes: no MiniBooNE o fluxo de neutrinos é produzido

mediante o decaimento dos mésons produzidos em colisões de prótons T = 8 GeV em alvos

de Be [MiniBooNE Collaboration, 2008]. A distribuição energética de neutrinos obtida é

indispensável como dado de entrada para as simulações do experimento.

• Eliminar o ruído devido aos canais não desejados: na medição do canal CCQE (quase-elástico

de corrente carregada) νµ +n→ µ−+ p há uma contribuição do canal CC1π (produção de um

píon de corrente carregada), já que no meio nuclear esse píon pode ser absorvido e aparecer

como uma medição CCQE. O procedimento utilizado no experimento consta das seguintes

etapas: (a) medição de uma super-amostra de eventos de corrente carregada (onde é detetado

um múon); (b) separação da super-amostra em eventos CCQE e CC1π; (c) ajuste do mo-
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delo de interação de neutrinos para reproduzir a taxa medida CC1π e estimar a taxa de esses

eventos relatados como CCQE e (d) subtração o ruído CC1π predito da amostra CCQE [Mi-

niBooNE Collaboration et al., 2010].

• Aplicar um método iterativo bayesiano para extrair as variáveis cinemáticas das partículas

detetadas. Este método é conhecido como o “unfolding process” e consiste em relacionar as

variáveis cinemáticas estimadas com as reais através de uma matriz de “unfolding”. Para a

obtenção dessa matriz são utilizadas as variáveis cinemáticas resultantes das simulações de

Monte Carlo.

• Avaliar os modelos teóricos da interação neutrino–núcleo: a partir das simulações de Monte

Carlo, foi constatada a importância dos canais de 2p2h, bem conhecidos nas interações

de eléctrons, mas inicialmente ignorados nos cálculos teóricos do neutrino, o que resultou

na adoção de diferentes parâmetros de massa axial para as interações neutrino-núcleon e

neutrino-núcleo.

O método de Monte Carlo, desde o ponto de vista físico, consiste na simulação de processos

constituídos por uma série de eventos probabilísticos de probabilidade conhecida. A essência do

método de Montecarlo consiste na determinação de cada um desses processos a partir do sorteio de

números aleatórios. Para tanto, é muito importante contar com técnicas de amostragem específicas,

ou seja, com métodos de obtenção de variáveis aleatórias que seguem uma determinada função de

distribuição. Dentro das mais utilizadas temos as seguintes:

• Distribuição uniforme: é a técnica de amostragem padrão e necessária para a utilização dos

demais métodos. Consiste na geração de um número aleatório entre 0 e 1 segundo a função

de distribuição uniforme. O modelo CRISP (Colaboração Rio–Ilhéus–São Paulo) importa

as librarias do ROOT v5.34 [Brun and Rademakers, 1997, Brun and Rademakers, 2018], e

portanto, os geradores de números aleatórios deste. Desta maneira, no presente estudo foi

utilizada a classe “TRandom3” [Matsumoto and Nishimura, 1998] do ROOT para a geração

de números aleatórios.

• Função de distribuição discreta: no caso de n eventos mutuamente exclusivos de probabili-

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

dades p1, p2, ..., pn, o intervalo [0,1] é dividido em subintervalos 0, p1, p1 + p2, ...,1, logo é

sorteado um número uniformemente entre 0 e 1, e em dependência do subintervalo onde o

número cai será o evento selecionado.

• Função de distribuição continua: são utilizados dois métodos fundamentais, a inversão e a

aceitação-rejeição. O método de inversão é utilizado para funções de distribuição continuas

para a qual pode ser calculada analiticamente a integral pelos valores possíveis da variável

aleatória x:
∫ x0

0 f (x)dx = F(x0) = s, onde x0 é a variável sorteada e s é un número aleatório

uniformemente distribuído entre 0 e 1. Além do conhecimento de F(x0), é necessário poder

inverter analiticamente a equação F(x0) = s para determinar x0 = F−1(s), assim, para cada

número s sorteado é obtido um valor de x0. Por outro lado, o método de aceitação-rejeição é

aplicado quando não pode ser aplicado o método de inversão. Consiste em delimitar superior-

mente à função f (x)< Mg(x), com M constante, de forma tal que g(x) seja inversível. Logo

é: (a) sorteada uma variável xg segundo a função de distribuição g(x), (b) sorteado un número

uniforme s entre 0 e 1, e (c) se s < f (xg)
Mg(x) então xg é tomado como resultado do sorteio, caso

contrário ele é rejeitado. Os passos (a)-(c) são repetidos até que seja aceite algum xg.

As reações partícula-núcleo podem ser estudadas através da simulação de todas as interações

possíveis das partículas que constituem o sistema nuclear. Desta forma, a reação completa pode ser

definida como o processo a ser simulado e as interações como os eventos constituintes.

No caso específico das reações induzidas por neutrinos, uma simulação poderia ser a apresen-

tada na figura 1.1. O primeiro passo seria determinar a posição de entrada do neutrino no meio

nuclear, que precisa ser sorteada uniformemente na secção transversal do núcleo. A energia do

neutrino pode ser gerada em função das características do feixe incidente, para o qual é necessário

conhecer a função de distribuição de probabilidade de energia e utilizar o método de inversão ou

de aceitação-rejeição. No exemplo apresentado, o neutrino interage com um próton e forma uma

múon e uma ressonancia ∆. Durante cada interação binária, os canais resultantes são sorteados,

tomando a seção de choque como uma função de distribuição discreta. Da mesma forma, as seções

de choque diferencial são usadas como funções de distribuição contínua para o cálculo das variá-

veis cinemáticas das partículas resultantes. O mesmo é aplicado durante todas as interações até que
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Figura 1.1: Exemplo de uma cascata intranuclear para a reação neutrino-núcleo.

algum critério de parada seja cumprido. Esta forma de simulação de reações nucleares é conhecida

como a cascata intranuclear ou fase de pré-equilíbrio. A cascata intranuclear cumpre os seguintes

requisitos comuns a todos os modelos que a implementam:

• Núcleo alvo formado por um gás de Fermi relativístico.

• Principio de exclusão de Pauli para os férmions, geralmente aplicado só aos núcleons devido

à baixa taxa de formação de outros férmions.

• Consideração de todas as colisões binárias, decaimento e emissão de partículas do meio nu-

clear.

• Propagação das partículas em trajetórias retilíneas e uniformes no meio nuclear. Nos modelos

para as reações de neutrinos só o GiBUU toma um potencial nuclear que depende da posi-

ção. As trajetórias e momentos das partículas são obtidas a partir da solução numérica das

equações de Hamilton.

• Critério de parada da cascata intranuclear.

Uma vez concluída a cascata intranuclear, começa a fase de evaporação-fissão, que também
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

pode ser modelada pelo método de Monte Carlo. Essa fase consiste na simulação da emissão de

partículas quando o núcleo atinge o equilíbrio termodinâmico após a cascata intranuclear. Cada

iteração é formada pelos processos de evaporação de partículas ou de fissão nuclear, cujas probabi-

lidades de ocorrência podem ser determinadas a partir das larguras teóricas de emissão de partículas

e de fissão nuclear. O critério de parada é aplicado quando o núcleo fissiona, ou quando não tem

energia de excitação suficiente para continuar evaporando partículas.

O código CRISP é um modelo de simulação de reações nucleares, que utiliza o método de

Monte Carlo e está baseado nos princípios fundamentais definidos acima de cascata intranuclear

e evaporação fissão. O CRISP surgiu como uma proposta para acoplar os códigos de cascata in-

tranuclear MCMC (“Multicolisional Monte Carlo”) e de evaporação-fissão MCEF (Monte Carlo

Evaporação e Fissão) em um mesmo programa. Em relação a outros modelos, o CRISP oferece

algumas diferenças significativas:

• Usa um potencial quadrado e considera a influência deste na massa dos hádrons ligados ao

núcleo. Para as partículas carregadas é utilizada a barreira de Coulomb para determinar se

pode ser emitida. Também é considerada a probabilidade de que as partículas carregadas

atravessem a barreira de Coulomb devido ao efeito túnel.

• Combina o modelo de gás de Fermi relativístico com uma estrutura de camadas no espaço

de configuração dos momentos. Cada camada tem um número de ocupação que permite a

aplicação do princípio de exclusão de Pauli. Os núcleons de uma camada determinada podem

ocupar qualquer valor de momento entre os valores pmin e pmax, onde pmin e pmax são os

limites inferior e superior de momento da camada em questão. No estado básico os núcleons

são colocados só nas esferas definidas pelos limites inferiores de cada camada. Isso está em

congruência com a definição do estado básico onde, em princípio, se o tempo de vida de esse

estado é infinito então o momento pode ser determinado exatamente.

• Considera a propagação e o posterior decaimento das ressonâncias bariônicas dentro do meio

nuclear. O tempo de propagação das ressonâncias é dado pelo tempo de decaimento delas, o

que é calculado sempre que a ressonância é formada. O único efeito do meio nuclear sobre

parâmetros que definem as ressonâncias é a adoção do valor de massa efetiva para o centro

6
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da distribuição de Breit-Wigner de massas. No modelo CRISP, as ressonâncias se propagam

de forma “off-shell” e não são submetidas ao princípio de exclusão de Pauli.

• Cumpre com o critério de parada da cascata livre de parâmetros: a cascata finaliza quando

não existe nenhuma partícula com a possibilidade energética de sair do núcleo.

O CRISP tem sido extensivamente testado em vários núcleos 12 < A < 240, em reações induzi-

das por fótons [Deppman et al., 2002,Deppman et al., 2004,Deppman et al., 2006], elétrons [Likha-

chev et al., 2003b, Likhachev et al., 2003a], prótons [Pereira et al., 2008, Andrade-II et al., 2012] e

núcleos leves [Abbasi et al., 2020,Perez, 2018]. O modelo pode ser utilizado também para o estudo

de colisões ultra-periféricas de altas energias e produção e decaimento de partículas estranhas.

Devido à importância atual do estudo das reações neutrino–núcleo surge a problemática de

incluir tais interações no CRISP. Baseando-nos nas seguintes motivações:

• a capacidade do CRISP em reproduzir outras reações partícula–núcleo,

• as novidades do CRISP em relação a outros geradores de eventos, principalmente para a

dinâmica da cascata intranuclear,

a hipótese principal deste trabalho é que o CRISP pode efetivamente modelar as reações neutrino–

núcleo para descrever adequadamente os dados experimentais. Para tanto, o presente trabalho

tem como objetivo principal incluir as interações neutrino-núcleo no CRISP e estudar as reações

neutrino–núcleo.

Os objetivos específicos são os seguintes:

• Fazer um estudo teórico da reação neutrino–núcleon na faixa 0 < Eν < 10 GeV.

• Implementar a interação neutrino–núcleon no CRISP para todos os sabores de neutrinos.

• Implementar canais de reações no CRISP relevantes para as reações neutrino–núcleon.

• Fazer um estudo da influência do meio nuclear na interação neutrino–núcleo através de com-

parações com dados experimentais e outros geradores de eventos.
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Parte I

INTERAÇÃO NEUTRINO–NÚCLEON
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2 INTERAÇÃO NEUTRINO–NÚCLEON.

CANAIS QUASE-ELÁSTICOS

A interação neutrino-núcleon é descrita através das interações eletro-fracas do modelo padrão

segundo a simetria local do tipo SU(2)L×U(1)Y [Cheng et al., 1985]. Depois da quebra espontânea

da simetria por meio do mecanismo de Higgs, a parte relevante da Lagrangiana é [Fubini, 1956]:

Lint =− g
2
√

2

(
J C C

α W α† +h.c
)
− g

2cosθW
J NC

α Zα − eJ EM
α Aα . (2.1)

Na Lagrangiana temos os seguintes termos:

• gJ C C
α W α†: acoplamento entre a corrente carregada J C C

α e o campo carregado bosônico

W α .

• g
2cosθW

J NC
α Zα : acoplamento entre a corrente neutra J NC

α e o campo neutro bosônico Zα .

• eJ EM
α Aα : acoplamento entre a corrente eletromagnética J EM

α e o campo fotônico Aα .

As constantes de acoplamento têm a seguinte relação:

e = gsinθW ,

cosθW =
MW

MZ
, (2.2)

GF√
2
=

g2

8M2
W
,

com as constantes físicas

9



10 CAPÍTULO 2. INTERAÇÃO NEUTRINO–NÚCLEON. CANAIS QUASE-ELÁSTICOS

• Constante de acoplamento de Fermi: GF = 1.16637(1)10−5 GeV−2.

• Massa do bóson W : MW = 80.425(38) GeV/c2.

• Massa do bóson Z: Z = 91.1876(21) GeV/c2.

• Ângulo de Weinberg: sin2
θW = 0.23120(15).

Os termos de corrente em 2.1 estão formadas por um termo de corrente leptônica, jα , mais um

termo de corrente de quarks, Jα

Jα = jα + Jα . (2.3)

A corrente leptônica define o acoplamento lépton–lépton–bóson

jCC
α =ν̄lγα(1− γ5)l, (2.4)

jNC
α =

1
2

ν̄lγα(1− γ5)νl −
1
2
(1−2sin2

θW )l̄γα(1− γ5)l,

+ sin2
θW l̄γα(1+ γ5)l, (2.5)

jEM
α =l̄γα l, (2.6)

onde ν e l representam o neutrino e o lépton, respectivamente. por outro lado, a corrente de quarks

define o acoplamento quark-quark-bóson

JCC
α =ūγα(1− γ5)cosθCd, (2.7)

JNC
α =ūγα

[
1
2
− 4

3
sin2

θW − 1
2

γ5

]
u

+ d̄γα

[
−1

2
+

2
3

sin2
θW +

1
2

γ5

]
d

+ s̄γα

[
−1

2
+

2
3

sin2
θW +

1
2

γ5

]
s, (2.8)

JEM
α =

2
3

ūγαu− 1
3
(d̄γαd + s̄γαs), (2.9)

10
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onde u, d, s são os quarks “up”, “down” e “strange”, respectivamente.

No modelo padrão, os neutrinos são considerados partículas sem massa, e também assim des-

crita sua iteração com núcleons. Considerar uma massa não nula para o neutrino é mais importante

para descrever a oscilação de neutrinos, mas para o espalhamento com núcleons, corresponde a

uma contribuição muito pequena para as seções de choque, portanto, a interação neutrino–núcleon

pode ser perfeitamente descrita tomando a massa dos neutrinos como nula.

2.1 Seção de choque

A interação neutrino–núcleon pode ser representada por meio do seguinte diagrama:

Figura 2.1: Espalhamento neutrino–núcleon. O neutrino νl incidente (momento k) interage com o núcleon alvo N
(momento p), por meio da troca do bóson correspondente (momento q). Como partículas resultantes temos o lépton
correspondente ao neutrino ou um neutrino (ambos com momento k′) e o bárion ou sistema hadrônico X (momento
p′). Figura extraída de [Perez et al., 2022].

As reações representadas são

νN −→ l−X e νN −→ νX , (2.10)

ν̄N −→ l+X e ν̄N −→ ν̄X . (2.11)

Usando as regras de Feynman, a matriz de interação para a corrente carregada pode ser expressa

da seguinte forma:

MCC = (
g

2
√

2
)2ūl(k′)γα(1− γ5)uν(k)

i
q2 −M2

W
(−gαβ +

qαqβ

M2
W

)JCC
α , (2.12)

11
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e para a corrente neutra:

M NC = (
e

2sinθW cosθW
)2ūl(k′)γα(1− γ5)uν(k)

i
q2 −M2

W
(−gαβ +

qαqβ

M2
W

)JNC
α , (2.13)

onde ui são os espinores de Dirac. Os quadrimomentos k, k′ e q são definidos na figura 2.1.

Usando as relações 2.2, a matriz M i, (i =CC, NC; MCC = MW , MNC = MZ) transforma-se em

M i =
GF√

2
ūl(k′)γα(1− γ5)uν(k)

i
q2 −M2

i
(−gαβ +

qαqβ

M2
i
)Ji

α . (2.14)

Para uma baixa transferência de momento, os propagadores podem ser aproximados a

i
q2 −M2

W,Z
(−gαβ +

qαqβ

M2
W,Z

)−→ igαβ

M2
W,Z

. (2.15)

A probabilidade de interação depende do quadrado do módulo da matriz M :

|M |2 = G2
F

2
LαβW αβ . (2.16)

Na relação de acima, o tensor leptônico Lαβ é

Lαβ = ∑
spini

∑
spin f

[
ūl(k′)γα(1− γ5)uν(k)

]† [ūl(k′)γα(1− γ5)uν(k)
]

= Tr
[
(��k′+ml)γα(1− γ5)(��k′+ml)γβ (1− γ5)

]
= 8

[
k′αkβ + kαk′

β
−gαβ k · k′+ iεαβρσ kρk′σ

]
. (2.17)

A seção de choque para o diagrama da figura 2.1 pode ser calculada a partir do quadrado do

módulo de M :

12
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d2σ

dΩdEl
=

G2
F

4π2

∣∣∣~k∣∣∣∣∣∣~k′∣∣∣LαβW αβ , (2.18)

onde dΩ é o ângulo sólido do lépton resultante em relação ao neutrino incidente, e El é a energia

do lépton saliente.

A seção de choque pode ser expressa em função do quadrado do momento transferido Q2 =−q2

a partir das seguintes relações:

Q2 = 2EνEl −2|~k||~k′|cosθ −m2
l (2.19)

e

W 2 = M2 +2M(Eν −El)−Q2, (2.20)

onde Eν é a energia do neutrino incidente, θ é o ângulo do lépton l em relação ao neutrino incidente,

M é a massa invariante do núcleon alvo, ml é a massa do lépton produzido e W é a massa invariante

do hádron ou sistema hadrônico produzido.

Portanto, fazendo a troca de variável em 2.18, temos que:

d2σ

dQ2dW
=

πW

M|~k||~k′|
d2σ

dΩdEl
(2.21)

A seção de choque total é resultante da soma das seções de choque das correntes carregada e

nula, e pode ser decomposta em três processos diferentes1:

• (Quase) Elástica (QE) 2: na corrente carregada (CC) o neutrino e o núcleon interagem por

meio do bóson W, produzindo um núcleon e o lépton correspondente ao neutrino. Na corrente

neutra (NC), o neutrino e o núcleon são espalhados elasticamente por meio do bóson Z.
1Os diagramas apresentados foram extraídos de [Leitner, 2005].
2No presente documento utilizaremos os termo “(Quase) Elástic”, para referirmos tanto à interação quase-elástica de corrente

carregada quanto à interação elástica de corrente neutra.
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• Produção de ressonâncias (RES): na CC o neutrino e o núcleon interagem por meio do bóson

W, produzindo uma ressonância bariônica e o lépton correspondente ao neutrino. Na NC, o

neutrino é espalhado com o núcleon alvo, por meio do bóson Z, produzindo uma ressonância

bariônica.

• Espalhamento inelástico profundo (DIS): na CC o neutrino e o núcleon interagem por meio

do bóson W, produzindo o sistema bariônico X e o lépton correspondente ao neutrino. Na

NC, o neutrino é espalhado com o núcleon alvo, por meio do bóson Z, produzindo o sistema

bariônico X .

Pode-se observar que o tipo de espalhamento é determinado pela interação hadrônica, determi-

nada pelo tensor W αβ . Segundo o modelo padrão, temos bem definido o acoplamento quark-quark-

bóson, mas na hora de estudar a interação núcleon–núcleon–bóson será preciso introduzir algumas

modificações que considerem a estrutura hadrônica do núcleon. Um formalismo muito usado na

literatura é o seguinte:

14
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1. Partir do termo de corrente

〈
p′
∣∣ jµ(0) |p〉= ū(p′)Oµ(p,q)u(p), (2.22)

onde u1 e u2 representam os espinores dos núcleon incidente e espalhado, e O é um operador

que define o acoplamento núcleon–núcleon–bóson. O objetivo é encontrar uma expressão

geral para o operador O .

2. Achar o O formado por todas as possíveis combinações dos termos: pµ , qµ , as matrizes

1, γ5, γµ , γ5γµ , σµν , o tensor métrico gµν e o tensor anti-simétrico Levi-Civita εµναβ . O

passo anterior é efetuado de forma tal que a equação 2.22 seja um invariante de Lorentz e que

〈p′| jµ(x) |p〉= 〈p| jµ(x) |p′〉∗ [Nowakowski et al., 2005].

Desta forma, [Nowakowski et al., 2005] demonstraram que da forma mais geral possível pode-

se obter

ū(p1)O
µ(l,q)u(p2) =ū(p1){

qµ

M
f1(q2)+

qµγ5

M
f2(q2)+ γ

µ f3(q2)+ γ
µ

γ5 f4(q2)

+
i

2M
σ

µνqν f5(q2)+
i

2M
ε

µναβ
σαβ qν f6(q2)}u(p2). (2.23)

As funções fi(q2) são denominadas fatores de forma. Elas são necessárias para uma reprodução

acertada dos dados experimentais, levando em conta que o formalismo anterior é uma adaptação

do mecanismo de interação quark–quark–bóson para a interação núcleon–núcleon–bóson.

Em soma, temos que a interação neutrino–núcleon é formada por dois vértices, o vértice do aco-

plamento lépton–lépton–bóson (tensor leptônico) e o acoplamento núcleon–núcleon–bóson (tensor

hadrônico). O tensor leptônico pode ser calculado de forma exata, usando o modelo padrão (equa-

ção 2.17). Para o tensor hadrônico, é necessário introduzir fatores de forma na hora de passar da

interação quark–quark–bóson do modelo padrão para a interação núcleon–núcleon–bóson. Esta úl-

tima determina o tipo de interação neutrino–núcleon: (quase) elástica, ressonante ou espalhamento

profundo.

Na figura 2.2 é apresentada a seção de choque total para a reação neutrino–núcleon calculada

15



16 CAPÍTULO 2. INTERAÇÃO NEUTRINO–NÚCLEON. CANAIS QUASE-ELÁSTICOS

pelo código NUANCE [Casper, 2002] e comparada com os dados experimentais. Pode-se observar

a contribuição e a faixa energética de cada canal da reação analisados anteriormente.

Figura 2.2: Seção de choque total para a reação neutrino–núcleon [Formaggio and Zeller, 2013]

2.2 Canal quase-elástico

É o mecanismo dominante para as reações das energias do neutrino ou antineutrino até 2 GeV.

As reações podem ser representadas da seguinte forma:

CCQE : νl +n = l−+ p

νl + p = l++n

NCE : νl +N = νl +N

νl +N = νl +N.

(2.24)

Um desenvolvimento completo das seções de choque descritas a seguir pode ser estudado em

[Leitner, 2005].

2.2.1 Canal quase-elástico de corrente carregada

Usando 2.7 e 2.22, a corrente carregada para a interação de quarks pode ser expressa:

JCC
α = cosθCū(p′)Oµ(l,q)u(p). (2.25)

16
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Devido à estrutura vetorial e axial da corrente carregada JCC
α = cosθC(VCC

α −ACC
α ), é conveniente

dividir a corrente nestas duas partes

VCC
α = ūp(p′)

[
γαFV

1 (q2)+
i

2M
σαβ qβ FV

2 (q2)+
qα

M
FS(q2)

]
un(p), (2.26)

−ACC
α = ūp(p′)

[
γαγ5FA(q2)+

i
2M

σαβ qβ
γ5FT (q2)+

qα

M
γ5FP(q2)

]
un(p). (2.27)

Os fatores de formas são os mesmos que os da equação 2.23. Desta vez eles estão representando

os fatores de forma vetoriais FV
1,2, escalar FS, axial FA, tensorial FT e pseudo–escalar FP.

Devido à simetria de carga que transforma prótons em nêutrons e vice-versa, FT = FS = 0. Essa

simetria representa uma rotação de 180o no espaço de isospin (C = eiπI2). Sob essa transformação,

C AαC−1 =−A†
α apenas se FT = FS = 0.

Com as equações 2.26 e 2.8 pode ser calculado o tensor hadrônico 3.2, e contraindo ele com o

tensor leptônico 2.17, pode–se encontrar a seção de choque diferencial 2.21

dσν ,ν

dQ2 =
M2G2

F cos2 θC

8πE2
ν

[
A∓ s−u

M2 B+
(s−u)2

M4 C
]
, (2.28)

o sinal negativo de B é para neutrinos, e o sinal positivo, para antineutrinos. Na equação anterior

temos que

s−u = 4MEν −Q2 −m2
l , (2.29)

τ =
Q2

4M2 , (2.30)

A =
m2

l +Q2

M2 [(1+ τ)F2
A − (1− τ)(FV

1 )2 + τ(1− τ)(FV
2 )2 +4τFV

1 FV
2

−
m2

l
4M2 ((F

V
1 +FV

2 )2 +(FA +2FP)
2 − (

Q2

M2 +4)F2
P )], (2.31)

B =
Q2

M2 FA(FV
1 +FV

2 ), (2.32)
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18 CAPÍTULO 2. INTERAÇÃO NEUTRINO–NÚCLEON. CANAIS QUASE-ELÁSTICOS

C =
1
4
(F2

A +(FV
1 )2 + τ(FV

2 )2). (2.33)

2.2.1.1 Fatores de forma

Até então só precisamos dos fatores de forma para determinar a seção de choque diferencial.

Para tanto, vamos considerar que já conhecemos os fatores de forma para a corrente eletromagnética

JEM
α =ūp(p′)

[
γαF p

1 +
i

2M
σαβ qβ F p

2

]
up(p)

ūn(p′)
[

γαFn
1 +

i
2M

σαβ qβ Fn
2

]
un(p). (2.34)

Na equação de acima, F p,n
1 e F p,n

2 são os fatores de forma de Pauli e Dirac. Eles podem ser

expressos em função dos fatores de forma de Sachs [Stoler, 1993]

F p,n
1 =

τGp,n
M +Gp,n

E
1+ τ

, (2.35)

F p,n
2 =

Gp,n
M −Gp,n

E
1+ τ

, (2.36)

onde GM e GE são, respectivamente os fatores de forma magnético e elétrico do núcleon.

O cálculo dos fatores de forma anteriores vai depender das diferentes parametrizações disponí-

veis na literatura. Neste trabalho usaremos a parametrização em forma de dipolo [Leitner, 2005],

onde

Gp
E(Q

2) =
1

1+Q2/M2
V

MV = 0,843 GeV, (2.37)

Gn
E(Q

2) = 0, (2.38)

Gp
M(Q2) = µpGp

E(Q
2) µp = 2.793, (2.39)

Gn
M(Q2) = µnGp

E(Q
2) µn = 2.793. (2.40)
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Nas equações anteriores, MV é o parâmetro de massa vetorial, µp e µn são os momentos mag-

néticos do próton e do nêutron, respectivamente.

Usando a hipóteses de conservação de corrente vetorial (ver Anexo A), pode-se achar a relação

entre os fatores de forma vetoriais e eletromagnéticos

FV
1 (Q2) =

(Gp
E(Q

2)−Gn
E(Q

2))+ τ(Gp
M(Q2)−Gn

M(Q2))

1+ τ
, (2.41)

FV
2 (Q2) =

(Gp
M(Q2)−Gn

M(Q2))− (Gp
E(Q

2)−Gn
E(Q

2))

1+ τ
. (2.42)

Da mesma forma, para obter o fator de forma pseudo-scalar é usada a hipóteses de conservação

parcial da corrente axial (ver Anexo A)

FP(Q2) =
2M2

m2
π +Q2 FA(Q2). (2.43)

Como fator de forma axial não pode ser relacionado com os fatores de forma eletromagnéticos,

é preciso realizar uma parametrização dipolar [Bernard et al., 2001]

FA(Q2) =
gA

(1+ Q2

M2
A
)2
, (2.44)

onde gA =−1.267 e o parâmetro de massa axial é MA = 1.026 GeV.
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Figura 2.3: Seção de choque diferencial dσ/dQ2 para as reações νµ +n → µ−+ p (à esquerda) e ν̄µ + p → µ++n
(à direita).
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Figura 2.4: Seção de choque total para as reações νl +n → l−+ p (à esquerda) e ν̄l + p → l++n (à direita). Os pontos
representam os dados dos experimentos � ANL [Barish et al., 1977], N GGM [Bonetti et al., 1977, Armenise et al.,
1979], H BNL [Baker et al., 1981,Fanourakis et al., 1980], � FNAL [Kitagaki et al., 1983], M Serpukov [Belikov et al.,
1985], ♦ SKAT [Belikov et al., 1985] e O NOMAD [Lyubushkin et al., 2009]. Os dados experimentais são apenas para
reações de neutrino múon.

Na figura 2.3 temos a seção de choque diferencial de transferência de momento para as reações

νµ +n → µ−+ p (à esquerda) e ν̄µ + p → µ++n (à direita), para diferentes energias do neutrino

incidente. Pode-se ver que para cada linha há um limite mínimo e máximo de transferência de

impulso. Estes valores foram calculados a partir das seguintes expressões [Leitner, 2005]
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Q2
min =

2E2
νM−Mm2

l −Eνm2
l −Eν

√
(s−m2

l )
2 −2(s+m2

l )M
2 +M4

2Eν +M
,

Q2
max =

2E2
νM−Mm2

l −Eνm2
l +Eν

√
(s−m2

l )
2 −2(s+m2

l )M
2 +M4

2Eν +M
. (2.45)

A seção de choque total é obtida pela integração da equação 2.28 entre os limites [Q2
min,Q

2
max]

(linha de traço e ponto larga da figura 2.4). Nas reações induzidas por neutrinos (figura 2.3 à

esquerda), a seção de choque diferencial e o espaço de fase [Q2
min,Q

2
Qmax] aumentam com Eν ,

levando a um aumento na seção de choque total (2.4). Por outro lado, nas reações de antineutrinos

(figura 2.3 à direita), a seção de choque diferencial diminui com Eν crescente, de modo que o

crescimento da seção de choque total é mais lento do que nas reações de neutrinos.

A dependência da seção de choque com tipo de neutrino (e,µ ou τ) é dada pelo valor da massa

do lépton correspondente ao neutrino incidente. A figura 2.4 mostra a seção de choque total para

as três famílias de neutrinos. Para os valores Eν mais baixos, a seção de choque é maior quanto

menor a massa do lépton. Para energias muito altas (Eν >> ml), as seções de choque tendem ao

mesmo comportamento, o que é esperado, pois, pode ser assumido que ml = 0.

2.2.2 Canal quase-elástico de corrente neutra

O procedimento para a obtenção da seção de choque é similar ao procedimento usado no canal

quase–elástico de corrente carregada. Vamos começar pela expressão mais geral para as correntes

vetorial e axial, similar às equações

V NC
α = ūN(p′)

[
γα F̃N

1 (q2)+
i

2M
σαβ qβ F̃N

2 (q2)

]
uN(p), (2.46)

−ANC
α = ūN(p′)

[
γαγ5F̃A(q2)+

qα

M
γ5F̃P(q2)

]
uN(p), (2.47)

onde (N = p,n), F̃N
1,2 são os fatores de forma vetoriais, F̃N

A é o fator de forma axial e F̃N
P o
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fator de forma pseudo–escalar. Note-se que da mesma forma que o caso quase-elástico de corrente

carregada, os fatores de forma tensorial e escalar são nulos.

Os fatores de forma vetoriais são

2F̃n,p
1,2 =±(1−2sin2

θW )Fv
1,2 − sin2

θW Fs
1,2 −

1
2

FS
1,2, (2.48)

onde

Fv,s
1,2 = F p

1,2 ∓Fn
1,2, (2.49)

e os axiais e pseudo-escalar são

2F̃ p,n
A,P =±FA,P +FS

A,P. (2.50)

Para os fatores de forma FS
1 , FS

2 , FS
A , vamos usar a parametrização utilizada em [Leitner, 2005]

[Garvey et al., 1993]

FS
1 (Q

2) =− 0.53Q2

(1+ τ)(1+ Q2

M2
V
)2
, (2.51)

FS
2 (Q

2) =
−0.40

(1+ τ)(1+ Q2

M2
V
)2
, (2.52)

e

FS
A (Q

2) =
−0.21

(1+ Q2

M2
V
)2
. (2.53)

Com os fatores de forma pode-se obter o tensor hadrônico (equação 3.2) e a seção de choque

diferencial (equação 2.18)

dσν ,ν

dQ2 =
M2G2

F

8πE2
ν

[
A∓ s−u

M2 B+
(s−u)2

M4 C
]
, (2.54)

A =
Q2

M2 [(1+ τ)(F̃N
A )2 − (1− τ)(F̃N

1 )2 + τ(1− τ)(F̃N
2 )2 +4τF̃N

1 F̃N
2 , (2.55)

B =
Q2

M2 (F̃
N
A )2(F̃N

1 + F̃V
2 ), (2.56)
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e

C =
1
4
((F̃N

A )2 +(F̃N
1 )2 + τ(F̃N

2 )2). (2.57)
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Figura 2.5: Seção de choque diferencial dσ/dQ2 para as reações νµ +n → νµ +n (à esquerda) e νµ + p → νµ + p (à
direita).
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Figura 2.6: Seção de choque diferencial dσ/dQ2 para as reações ν̄µ +n → ν̄µ +n (à esquerda) e ν̄µ + p → ν̄µ + p (à
direita).

Nas figuras 2.5 e 2.6 apresentamos a seção de choque diferencial de transferência de momento

para as reações ν +N → ν +N e ν̄ +N → ν̄ +N. Para obter a seção de choque total (figura 2.7) é

integrada a equação 2.54, entre os valores de Q2 definidos pelas relações 2.45 e considerando ml =

0. Foram obtidos comportamentos similares ao canal CCQE com duas diferencias fundamentais: a)
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Não há dependência com a família de neutrinos, portanto, cada família tem as mesmas expressões

de seções de choque, b) os fatores de forma agora dependem do tipo do isospin do núcleon alvo e

c) os valores de seção de choque são relativamente menores que para o canal CCQE.
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3 CANAIS DE FORMAÇÃO DE PÍONS

3.1 Produção de ressonância

A emissão de píons é dada fundamentalmente pelos canais de produção de ressonâncias ba-

riônicas e posterior decaimento destas. Para formar uma ressonância, o neutrino ou antineutrino

interage com o núcleon alvo e cria o lépton correspondente ao neutrino incidente:

CCRes : νl +N = l−+R

νl +N = l++R

NCRes : νl +N = νl +R

νl +N = νl +R.

(3.1)

Em reações de produção de píons, é comum encontrar o tensor hadrônico

W αβ = ∑
spini

∑
spin f

[
ū(p′)Oαu(p)

]†
[
ū(p′)Oβ u(p)

]
, (3.2)

escrito da seguinte forma [Fubini, 1956]:

W αβ =−gαβW1 +
pα pβ

2M2 W2 +
iεαβρσ pρqσ

2M2 W3 +
qαqβ

M2 W4

+
pαqβ +qα pβ

2M2 W5 +
i(pαqβ −qα pβ )

2M2 W6, (3.3)

onde agora Wi são denominadas como funções de estrutura. As relações Wi são reais e invariantes

de Lorentz, que dependem de q2 e de p ·q. No capítulo 2, foi mostrado que o tensor leptônico é

Lαβ = 8
[
k′αkβ + kαk′

β
−gαβ k · k′+ iεαβρσ kρk′σ

]
. (3.4)
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26 CAPÍTULO 3. CANAIS DE FORMAÇÃO DE PÍONS

Nos tensores hadrônico e leptônico as partes reais são simétricas e as partes imaginarias são

antissimétricas, isso vai ajudar muito para fazer a contração LαβW αβ e calcular a seção de choque

d2σ

dΩdEl
=

G2
F

4π2

∣∣∣~k∣∣∣∣∣∣~k′∣∣∣LαβW αβ . (3.5)

Com efeito, todos os termos resultantes da contração de uma parte simétrica com uma antissi-

métrica e vice-versa, são nulos.

Por fim, efetuando o cálculo 3.5, temos

dσ

dQ2dW
=

G2
F

4π
cos2

θC
W

E2
νM

{
(Q2 +m2

l )W1

+

[
2(k · p)(k′ · p)− 1

2
M2(Q2 +m2

l )

]
W2

M2

−
[

Q2k · p− 1
2

q · p(Q2 +m2
l )

]
W3

M2

+ m2
l
(Q2 +m2

l )

2
W4

M2 −2m2
l (k · p)

W5

M2

}
. (3.6)

Observe que o termo W6 não sobrevive à contração. Para reações de antineutrinos, o termo W3

muda de sinal.

3.1.1 Formalismo de Rein e Sehgal

O seguinte formalismo permite calcular a seção de choque para o canal ressonante para todas as

ressonâncias de massa 1 <W < 2 GeV. [Ravndal, 1973] desenvolveram esse método considerando

nula a massa do lépton produzido, ml = 0. Na presente epígrafe, o momento transferido pelo bóson

de intercambio é q = (ν , ~Q) (note–se a diferença de notação em relação às epígrafes anteriores).

Realizando–se a contração da equação 3.3 com 3.4 em 3.6, chega-se a:
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d2σ

dΩdEl
=

∣∣∣~k′∣∣∣ElMG2
F

π2 {2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2 θ

2
−W3

Eν +El

M
sin2 θ

2

+
m2

l

El(El + |~k′|)
[W1 cosθ − W2

2
cosθ +

W3

2
(
El + |~k′|

M
− Eν +El

M
cosθ)

+
W4

2
(

m2
l

M2 cosθ +
2El(El + |~k′|)

M2 sin2
θ)−W5

El + |~k′|
2M

]}. (3.7)

Pode-se observar que para ml = 0, apenas é necessário o uso das funções W1, W2 e W3, o que

possibilita o uso do tensor hadrônico (equação 3.3) da seguinte maneira

W αβ =−gαβW1 +
pα pβ

2M2 W2 +
iεαβρσ pρqσ

2M2 W3. (3.8)

Para evitar a utilização das funções Wi, [Ravndal, 1973] definiram as seguintes seções de choque

parciais:

σi =
π

2MK
eα∗

i eβ

i Wαβ , (3.9)

onde i = {L,R,S}, K =
W 2

0 −M2

2M2 , W0 é a massa invariante da ressonância bariônica e

eS =−

√
1

−q2 (Q,0,0,ν) ν = El −Eν , (3.10)

eR =

√
1
2
(0,−1,−i,0), (3.11)

eL =

√
1
2
(0,1,−i,0), (3.12)

correspondentes aos vetores de polarização escalar eS, de mão direita eR e de mão esquerda eL

do bóson virtual no referencial de repouso da ressonância.
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Das equações 3.8 e 3.9, pode-se demonstrar que:

σR =
π

K

(
W1 +

Q
M

W3

)
, (3.13)

σL =
π

K

(
W1 −

Q
M

W3

)
, (3.14)

σS =−π

K

(
W1 +

Q2

q2 W2

)
, (3.15)

como θ é o ângulo formado entre o neutrino incidente e o lépton emergente, então

sin2 θ

2
=− q2

4EE ′ , cos2 θ

2
=− E

E ′uv, (3.16)

onde

u = (E +E ′+Q)/2E, (3.17)

e

v = (E +E ′−Q)/2E. (3.18)

Das equações 3.13–3.15 pode-se encontrar as relações Wi(σR,σL,σS) e usando 3.7, 3.17 e 3.18,

chega–se a:

dσ

dq2dW
=

G2
F

4π2

(
−q2

Q2

)
W
M

K
{

u2
σL + v2

σR +2uvσS
}
. (3.19)

Por exemplo, para a reação neutrino + nêutron → lépton negativo + ressonância positiva

ν +n −→ l−+R+, (3.20)

o tensor hadrônico é

Wαβ = 〈n|J−α (0) |R〉〈R|J+
β
(0) |n〉δ (W 2 −W 2

0 ), (3.21)

onde, segundo [Ravndal, 1973], J+
β
= 2W0Fβ e J−

β
= (J+

β
)†.

28



CAPÍTULO 3. CANAIS DE FORMAÇÃO DE PÍONS 29

Definindo

F+ = eµ

RFµ , (3.22)

F− = eµ

L Fµ , (3.23)

F0 =

√
−q2

Q2
W
M

eµ

S Fµ . (3.24)

vamos escrever σR segundo a equação 3.9

σR =
π

2MK
eα∗

R eβ

RWαβ . (3.25)

Substituindo 3.21 na relação de acima temos:

σR =
2πW 2

0
MK

〈n|eα∗
R F†

α |R〉〈R|eβ

RFβ |n〉δ (W 2 −W 2
0 ), (3.26)

portanto, usando 3.22

σR =
2πW 2

0
MK

|〈R|F+ |n〉|2 δ (W 2 −W 2
0 ). (3.27)

Aplicando a propriedade da função delta

δ (W 2 −W 2
0 ) =

1
2W0

[δ (W −W0)+δ (W +W0)] , (3.28)

e desprezando a parte δ (W +W0), que não contribui para a seção de choque total1, obtém-se final-

mente que

σR =
πW0

MK
|〈R|F+ |n〉|2 δ (W −W0). (3.29)

Realizando o mesmo procedimento para σL e σS, somando as contribuições da componente z do

spin jz da ressonância e promediando pelos possíveis valores de spin sz do núcleon, temos

σL,R(q2,W ) =
π

κ

W
M

1
2 ∑

jz

|〈N, jz ∓1 |F∓|R, jz〉|2 δ (W −W0), (3.30)

1O termo δ (W +W0) anula a integral da equação 3.19, ja que W > 0, e, portanto −W0 está fora dos limites de integração.
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σS(q2,W ) =
π

κ

W
M

(
Q2

−q2

)
M2

W 2
1
2 ∑

jz

|〈N, jz |F0|R, jz〉|2 δ (W −W0), (3.31)

onde

κ =
W 2 −M2

2M
. (3.32)

Agora, no referencial onde o núcleon inicial está em repouso

Q =
1

2M

{(
W 2 −M2 −q2)2 −4M2q2

}
. (3.33)

Nas equações 3.30 e 3.31 foram substituídas a massa W0 da ressonância por W e a delta de Dirac

por

δ (W −W0) =
1

2π

Γ

(W −W0)2 +Γ2/4
, (3.34)

isso para considerar a distribuição de massas das ressonâncias bariônicas. A largura Γ da ressonân-

cia depende de W através da seguinte parametrização:

Γ = Γ0

(
qCM(W )

qCM(W0)

)2l+1

, (3.35)

onde

qCM(W ) =

√
(W 2 −m2

π −M2)2 −4m2
πM2

2W
, (3.36)

e l é o momento angular relativo del par πN utilizado na notação da ressonância, ou seja, l =

0,1,2,3 para as ressonâncias S,P,D,F .

Os valores de largura da ressonância Γ0, e de massa central da ressonância W0, são tomados

de [Tanabashi et al., 2018].

No caso de reações com antineutrinos incidentes, usando o tensor leptônico apropriado, pode–se

demonstrar que a seção de choque é 3.19, efetuando a troca σ̄L,R ⇐⇒ σR,L.
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3.1.1.1 Modelo de quark relativístico de Feynman, Kislinger e Ravndal

O modelo de quark relativístico de Feynman, Kislinger e Ravndal [Feynman et al., 1971] per-

mite o cálculo das seguintes grandezas:

f−3 =
〈
N, 1

2 |F−|R,
3
2

〉
f−1 =

〈
N,−1

2 |F−|R,
1
2

〉
f+1 =

〈
N, 1

2 |F+|R,−
1
2

〉
f+3 =

〈
N,−1

2 |F+|R,−
3
2

〉
f0± =

〈
N,±1

2 |F0|R,±1
2

〉
.

(3.37)

O modelo parte do seguinte hamiltoniano (representando um sistema de três quarks):

H = 3(p2
a + p2

b + p2
c)+

1
36

Ω
[
(ua −ub)

2 +(ua −ub)
2 +(ua −ub)

2] , (3.38)

onde pa e ua são os operadores quadri-dimensionais de momento e posição do quark a. Utilizando

as coordenadas relativas e do centro de massa

P = pa + pb + pc, R =
1
3
(ua +ub +uc),

ξ = pc + pb −2pa, x =
1
6
(uc +ub −2ua), (3.39)

η =
√

3(pc − pb), y =
1

2
√

3
(uc −ub),

obtém–se

H = P2 −R, (3.40)

R =−1
2
(ξ 2 +Ω

2x2)− 1
2
(η2 +Ω

2y2)+ const. (3.41)

[Feynman et al., 1971] interpretaram H −1 como o propagador do bárion (sistema de três quarks),

dessa forma, os autovalores R representam o quadrado da massa dos possíveis estados do bárion

em questão.

Considerando que R tem a estrutura do oscilador harmônico em duas dimensões x,y, pode–se
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Ressonância Modelo de quark Ressonância Modelo de quark
P33(1234) 4(10)3/2[56,0+]0 F15(1680) 2(8)5/2[56,2+]2
P11(1450) 2(8)1/2[56,0+]2 P11(1710) 2(8)1/2[70,0+]2
D13(1525) 2(8)3/2[70,1−]1 D33(1730) 2(10)3/2[70,1−]1
S11(1450) 2(8)1/2[70,1−]1 P13(1740) 2(8)3/2[56,2+]2
S31(1620) 2(10)1/2[70,1+]1 P31(1920) 4(10)1/2[56,2+]2
S11(1640) 4(8)1/2[70,1−]1 F35(1920) 4(10)5/2[56,2+]2
P33(1640) 4(10)3/2[56,0+]2 F37(1950) 4(10)7/2[56,2+]2
D13(1670) 4(8)3/2[70,1+]1 P33(1960) 4(10)3/2[56,2+]2
D15(1680) 4(8)5/2[70,1−]1 F17(1910) 4(8)7/2[70,2+]2

Tabela 3.1: Representação dentro do modelo de quarks das ressonâncias nucleônicas para massas menores que 2 GeV.

transformar R usando os operadores de criação e aniquilação a†,b†,a,b

ξ =

√
Ω

2
(a† +a), x =−i

√
1

2Ω
(a† −a)

η =

√
Ω

2
(b† +b), y =−i

√
1

2Ω
(b† −b), (3.42)

R =−Ω(a†
µaµ +b†

µbµ)+ const, (3.43)

onde

[aµ ,a†
ν ] = [bµ ,b†

ν ] =−gµν . (3.44)

O espectro de ressonâncias bariônicas na faixa 1 <W < 2 GeV pode ser calculado usando as au-

tofunções do operador R (tabela 3.1). O parâmetro Ω = 1.05 GeV 2 foi calculado em [Feynman

et al., 1971]. Da equação 3.43 pode-se observar que os valores do quadrado da massa das resso-

nâncias toma valores inteiros de Ω mais uma constante. Desta forma, tomando como exemplo a

ressonância P33, temos que

m2
P33(1640)−m2

P33(1234) = 1.16 GeV 2 ≈ Ω. (3.45)

A diferença anterior não é exatamente igual a Ω devido a que existem acoplamentos spin–órbita

que não são considerados no modelo. Os valores de massa de ressonância usados foram tomados

de [Tanabashi et al., 2018].
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A interação eletro–fraca vetorial é introduzida através do seguinte acoplamento:

�pa → �pa − ea��A, (3.46)

onde ea é a matriz de isospin. No caso da corrente neutra, ea =
1
2τ3 −2sin2

θW · τem, e no caso da

corrente carregada, ea = τ+. Aµ é o campo vetorial que representa o bóson de intercâmbio.

Para a corrente axial, o acoplamento é

�pa → �pa − eaγ5��A. (3.47)

Introduzindo os acoplamentos 3.46 e 3.47 no hamiltoniano 3.38, os termos de interação podem

ser expressos como

FV
± = eµ

R,LJV
µ =−9eae+λa†

z (RV
σ±+TV a±), (3.48)

FV
0 =

√
−q2

Q2
W
M

eµ

S JV
µ = 9eae+λa†

z S, (3.49)

onde
λ =

√
2
Ω

M
W Q,

TV = 1
3

√
Ω

2 GV (q2) = T,

RV =
√

2 M
W

(W+M)Q
(W+M)2−q2 GV (q2) = R,

S =
(
−q2

Q2

)
3WM+q2−M2

6M2 GV (q2)

(3.50)

e

FA
± = eµ

R,LJA
µ =±9eae+λa†

z (RA
σ±+T Aa∓), (3.51)

FA
0 =

√
−q2

Q2
W
W0

eµ

S JA
µ =−9ea + e+λa†

z [Cσz +B(~σ~a)], (3.52)
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onde
T A = 3

2Z
√

Ω

2
M
W

Q
(W+M)2−q2 GA(q2),

RA = Z
√

2
6W

(
W +M+ 2nΩW

(W+M)2−q2 GA(q2)
)
,

C = Z
6MQ

(
W 2 −M2 +nΩ

W 2−M2+q2

(W+M)2−q2

)
GA(q2),

B = Z
3W

√
Ω

2

(
1+ W 2−M2+q2

(W+M)2−q2

)
GA(q2).

(3.53)

Os fatores de forma vetorial e axial são parametrizados da seguinte forma:

GV (q2) = (1− q2

4M2 )
1/2−n(

1

1− q2

m2
V

)2, (3.54)

e

GA(q2) = (1− q2

4M2 )
1/2−n(

1

1− q2

m2
A

)2, (3.55)

onde MV = 0,84 GeV e MA = 0.95 GeV .

3.1.1.2 Amplitudes de transição

Da definição J+
β
= 2W0Fβ = 2W0(FV

β
−FA

β
) e usando as equações 3.48, 3.49, 3.51 e 3.52 é

possível calcular as grandezas fi (i =±0,±1,±3).

Para a corrente carregada obtém-se

FCC
± = FV

± −FA
± = 9τ

+(T±a∓+R±
σ±)e−λaz, (3.56)

FCC
0 = FV

0 −FA
0 = 9τ

+(S+Cσz +B~σ~a)e−λaz, (3.57)

onde

T± =−(TV ±T A) R± =−(RV ±RA), (3.58)

e para a corrente neutra

FNC
± = F I3

± −2sin2
θwFem

± , (3.59)

FNC
0 = F I3

0 −2sin2
θwFem

0 , (3.60)
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onde a parte isovetorial é obtida pela substituição de t+ por τ3
2 em FCC

± e FCC
0

F I3
± = 9

τ3

2
(T±a∓+R±

σ±)e−λaz, (3.61)

F I3
0 = 9

τ3

2
(S+Cσz +B~σ~a)e−λaz. (3.62)

A corrente eletromagnética é:

Fem
± = 9

τ3 +1
2

(TV a∓+RV
σ±)e−λaz, (3.63)

F I3
0 = 9

τ3 +1
2

Se−λaz. (3.64)

Assim é possível calcular a corrente neutra

FNC
± = F I3

± −2sin2
θwFem

± , (3.65)

FNC
0 = F I3

0 −2sin2
θwFem

0 . (3.66)

Cálculo da amplitude da reação 〈N|F |R〉

É conveniente desenvolver os operadores F± e F0 até segunda ordem em a, pois como máximo

foram consideradas as ressonâncias com N = 2 [Ravndal, 1973]:

FCC
± =9τ

−{R±
σ±+T±a∓−λR±

σ±az −λT±a∓az +
λ 2

2
R±

σ±a2
z + ...

}
FCC

0 =9τ
−{S+Cσz +(B−λC)σzaz −λSaz −B

√
2σ+a++B

√
2σ−a− (3.67)

− (Bλ − λ 2

2
C)σza2

z +B
√

2(σ+a+az −σ−a−az)λ + ...
}
.

Como exemplo apresentaremos o cálculo de fCC
+1 = 〈n,1/2|FCC

+

∣∣S+31(1620),−1/2
〉
. Para isso

primeiro há que conhecer como a, σ e τ operam sobre os estados bariônicos construídos. Segundo
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C.18 (página 195) temos que a atua sobre a parte orbital da seguinte forma

|1,−1〉
α
= a†

− |g〉 ,

|1,0〉
α
= a†

z |g〉 , (3.68)

|1,+1〉
α
= a†

+ |g〉 .

Quando L = 2 temos que, por exemplo, a†
+a†

− |g〉 = |1,+1〉
α
|1,−1〉

α
e analogamente para os de-

mais pares de operadores a†
i a†

j , com i, j = {+,0,−}.

Os operadores σ e τ são definidos como

σx = τx =

0 1

1 0

 , σy = τy =

0 −i

i 0

 , σy = τy =

1 0

0 −1

 , (3.69)

com σ± = 1
2(σx ± iσy) e τ± = 1

2(τx ± iτy).

Definindo os estados de spin e isospin do quark como

|1/2,+1/2〉=

1

0

 , |1/2,−1/2〉=

0

1

 , (3.70)

|u〉=

1

0

 , |d〉=

0

1

 . (3.71)

Assim, por exemplo, σ atua sobre o primeiro quark dos estados de spin:

σ+ |+〉= |0〉 , σ+ |−〉= |+〉

σ− |+〉= |−〉 , σ− |−〉= |0〉 , (3.72)

e τ sobre o primeiro quark dos estados de isospin:

τ
+ |u〉= |0〉 , τ

+ |d〉= |u〉

τ
3 |u〉= |u〉 , τ

3 |d〉=−|d〉 (3.73)

τ
− |u〉= |d〉 , τ

− |d〉= |0〉 .
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A melhor forma de calcular fCC
+1 é efetuando o produto 〈n,1/2|FCC

+ e depois multiplicar por∣∣S+31(1620),−1/2
〉
. O nêutron de componente de spin positiva é

〈n,1/2|= 1√
2
〈g|(〈8|

α
〈1/2|

α
+ 〈8|

β
〈1/2|

β
), (3.74)

e como será estudada a interação com a ressonância S31(1620) com L = 1, no desenvolvimento

3.67 precisamos só os termos lineares em a

FCC
+ = 9τ

−{T+a−−λR+
σ+az + ...

}
. (3.75)

Os operadores a− e az atuam sobre o estado 〈g|, o σ+ sobre 〈1/2| e τ− sobre 〈8|:

〈g|a− =(a†
− |g〉)† = (|1,−1〉1

α
)† = 〈1,−1|1

α
, (3.76)

〈g|az =(a†
z |g〉)† = (|1,0〉1

α
)† = 〈1,0|1

α
, (3.77)

〈1/2|
α

σ+ =
1√
6
(〈+−+|+ 〈++−|−2〈−++|)σ+ =

1√
6
(〈−−+|+ 〈−+−|), (3.78)

〈1/2|
β

σ+ =
1√
3
(〈++−|−〈+−+|)σ+ =

1√
3
(〈−+−|+ 〈−−+|), (3.79)

〈8|
α

τ
− =

1√
6
(〈dud|+ 〈ddu|−2〈udd|)τ− =

1√
6
(〈uud|+ 〈udu|). (3.80)

portanto, chega-se a

〈n,+1/2|FCC
+ =

9√
2

{
1√
6

(
〈uud|+ 〈udu|

)[
T+ 〈1,−1|1

α
〈1/2|

α
− λ√

6
R+ 〈1,0|1

α

(
〈−−+|+ 〈−+−|

)]
(3.81)

1√
3

(
〈udu|+ 〈uud|

)[
T+ 〈1,−1|1

α
〈1/2|

β
− λ√

3
R+ 〈1,0|1

α

(
〈−+−|+ 〈−−+|

)]}
.

A ressonância S31(1620) é

∣∣S+31(1620),−1/2
〉
=

1√
2
|10〉S

( 1√
3
|1,0〉1

α
|−1/2〉

α
− 2√

3
|1,−1〉1

α
|1/2〉

α

)
. (3.82)
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Considerando que para essa ressonância

|10〉S =
1√
3
(|uud〉+ |udu〉+ |duu〉), (3.83)

|−1/2〉
α
=

1√
6
(|−+−〉+ |−−+〉−2 |+−−〉), (3.84)

temos finalmente que

〈n,1/2|FCC
+

∣∣S+31(1620),−1/2
〉
=
√

3T+− 1√
6

λR+. (3.85)

O valor de cada uma das amplitudes de transição 3.37, para as ressonâncias da tabela 3.1, são

calculadas e apresentadas no artigo [Rein and Sehgal, 1981]. Uma descrição mais completa da

representação dos estados bariônicos no grupo SU(6) pode ser encontrada em [Feynman et al.,

1971].

3.1.1.3 Generalização para ml 6= 0

Neste caso, o tensor leptônico depende das helicidades λ e λ ′ do lépton resultante: [Berger and

Sehgal, 2007]:

L αβ

λλ ′ =

 jα

λ
( jβ

λ ′)
∗ com jα

λ
= ū(k′,s)γα

(
1−γ5

2

)
u(k) para νl

j̄α

λ
( j̄β

λ ′)
∗ com j̄α

λ
= v̄(k)γα

(
1−γ5

2

)
v(k′,s) para ν̄l,

(3.86)

onde s é o quadrivetor de spin.

As correntes leptônicas anteriores são:

jα

λ
= Nλ

[
k′α(ks)− sα(kk′)− iεαβγδ sβ kγk′

δ
+mlkα

]
, (3.87)

j̄α

λ
= λNλ

[
k′α(ks)− sα(kk′)+ iεαβγδ sβ kγk′

δ
−mlkα

]
, (3.88)

com a constante de normalização Nλ sendo

Nλ =
exp(±iϕλ )

ml

√
El ∓λPl

Eν(1∓λ cosθ)
. (3.89)
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No referencial onde a ressonância está em repouso (RRS), tomando o eixo z na direção inversa do

momento transferido −~q, pode-se demonstrar que

s∗0 =
1

mlW
[MPl +Eν(Pl −El cosθ)] ,

s∗x =
EnuEl

ml|~q|sinθ
,

s∗y = 0,

s∗z =
1

ml|~q|W
[
(Enucosθ −Pl)(MEl −m2

l +EνEl)−EνPl(Enu−Pl cosθ)
]
. (3.90)

Usando 3.87 e 3.88 no referencial RRS, chega–se a

j∗0 = Nλ ml
Eν

W
(1−λ cosθ)(M−El −λPl),

j∗x = Nλ ml
Eν

|~q|
sinθ(Pl −λEν),

j∗y = iNλ mlEν sinθ ,

j∗z = Nλ ml
Eν

|~q|W
(1−λ cosθ) [(Eν +λPl)(M−El)+Pl(λEν +2Eν cosθ −Pl)] . (3.91)

A corrente leptônica, jα

λ
, pode ser expressa em função das componentes anteriores (similar à cor-

rente hadrônica com ml = 0)

jα

λ
= K−1

[
cλ

L eα
L + cλ

Reα
R + cλ

S eα

(λ )

]
, (3.92)

com

eα
L =

1√
2
(0,0,−i,0),

eα
R =

1√
2
(0,−1,−i,0),

eα

(λ ) =
1√
Q2

(Q∗
(λ ),0,0,ν

∗
(λ )), (3.93)
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e

cλ
L =

K√
2
( j∗x + i j∗y),

cλ
R =− K√

2
( j∗x − i j∗y),

cλ
S = K

√∣∣( j∗o)2 − ( j∗z )2
∣∣. (3.94)

As grandezas K, ν∗
(λ ) e Q∗

(λ ) resultam ao relacionar o referencial RRS com o referencial onde o

núcleon inicial está em repouso

K =
|~q|

Eν

√
2Q2

,

ν
∗
(λ ) =

K
√

Q2

cλ
S

j∗z ,

Q∗
(λ ) =

K
√

Q2

cλ
S

j∗0. (3.95)

Para antineutrinos teremos

Q∗ν̄

(λ ) = Q∗ν

(−λ ), ν
∗ν̄

(λ ) = ν
∗ν

(−λ ), (3.96)

cν̄

L(λ ) = λcν

R(−λ ), cν̄

R(λ ) = λcν

L(−λ ), cν̄

S(λ ) =−λcν

S(−λ ). (3.97)

O desenvolvimento do tensor hadrônico é realizado da mesma forma que para o caso ml 6= 0,

considerando que agora as grandezas S, B, e C dependem da helicidade

S = SV = (ν∗
(λ )ν

∗−Q∗
(λ )|~q∗|)

(
1+

Q2

M2 −
3W
M

)
GV (Q2)

6|~q|2
,

B = BA =

√
Ω

2

(
Q∗
(λ )++ν

∗
(λ )

|~q∗|
aM

)
ZGA(Q2)

3W |~q∗|
,

C =CA =
[(

Q∗
(λ )|~q∗|−ν

∗
(λ )ν

∗)(1
3
+

ν∗

aM

)
+ν

∗
(λ )

(
2
3

W − Q2

aM
+

nΩ

3aM

)]ZGA(Q2)

2W |~q∗|
, (3.98)
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onde

ν
∗ = E∗

ν −E∗
l =

Mν −Q2

W
, (3.99)

a = 1+
W 2 +Q2 +M2

2MW
. (3.100)

Dessa forma, a seção de choque é:

d2σ

dQ2dW 2 =
G2

F cos2 θCQ2

2π2M|~q2|

(
Σ+++Σ−−

)
, (3.101)

com

Σλλ ′ = ∑
i=L,R,S

cλ
i cλ

i σ
λλ ′
i , (3.102)

e as seções de choque parciais são calculadas da mesma forma para o caso ml 6= 0 (equações 3.30

e 3.31). A dependência de λ é dada pelas equações 3.98.

A seção de choque total (figura 3.1) é obtida a partir da integração de 3.101 na região no plano

Q2W 2 limitada por [Leitner, 2005]

Q2
min =

2E2
νM−Mm2

l −Eν(W 2 −W 2
0 +m2

l )−Eν

√
(s−m2

l )
2 −2(s+m2

l )W
2 +W 4

2Eν +M
,

Q2
max =

2E2
νM−Mm2

l +Eν(−W 2 +W 2
0 −m2

l )+Eν

√
(s−m2

l )
2 −2(s+m2

l )W
2 +W 4

2Eν +M
, (3.103)

e

W 2
min =(M+mπ)

2,

W 2
max =

1
4s2a2

−

(
m4

l
s2 −2m2

l
s

)
−
(

Q2 +
m2

l
2 a2

+

)2
+ sa−

(
Q2 +

m2
l

2 a+
)

a−(Q2 +m2
l )

, (3.104)

onde a± = 1±M2 − s.
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Figura 3.1: Seção de choque total de diferentes canais de ressonâncias bariônicas para a reação neutrino–núcleon.
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Figura 3.2: Contribuição à seção de choque total de diferentes canais de produção de ressonância bariônica. Duas
figuras superiores: canais de corrente carregada. Duas figuras inferiores: canais de corrente neutra. As ressonâncias
consideradas na classificação de “Outras” são: N(1650), N(1700), N(1675), N(1710), N(1990), ∆(1620), ∆(1700),
∆(1910), ∆(1920), ∆(1905) e ∆(1950).

3.1.2 Formalismo de Rarita–Schwinger de produção da ressonância ∆(1232)

As partículas de espin 3/2 são descritas através da equação de Rarita-Schwinger, cujas soluções

são os espinores de Rarita-Schwinger ψµ

ε
µνρσ

γ
5
γν∂ρψσ +mψ

µ = 0. (3.105)

Para o cálculo do tensor hadrônico sera necessária apenas a seguinte propriedade [Lalakulich

and Paschos, 2005]
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|ψ∆〉〈ψ∆|= Sσλ =
[
�p
′+W0

][
−gσλ +

1
3

γ
σ + γ

λ +
1

3W0
(γσ p′λ − p′σ γ

λ )+
2

3W 2
0

p′σ p′λ
]
.

(3.106)

No caso da ressonância ∆++, a interação hadrônica de corrente carregada é mediada pelo operador

Dβα

JCC
α =

√
3
〈
∆
++|Jα(0)|n

〉
=
√

3cosθCψ̄
β Dβαu(p), (3.107)

de forma tal que o tensor hadrônico resulta em

W αβ =
1

2M ∑〈p|Jα(0)
∣∣∆++

〉〈
∆
++

∣∣Jβ (0) |p〉δ (W 2 −W 2
0 )

=
3
2

cos2 θC

2M
Tr((p/ +M)γ0D†

ασ Sρσ Dσβ ). (3.108)

Similarmente ao efetuado nas interações quase-elásticas, o termo Dαβ pode ser expresso em função

de diferentes fatores de forma vetoriais CV
i e axiais CA

i :

Dαβ = [
CV

3
M

(gαβ q/ −qβ γα)+
CV

4
M2 (gαβ qp′−qβ γ

′
α)

+
CV

5
M2 (gαβ q · p−qβ pα)+gαβCV

6 ]γ5 (3.109)

+
CA

3
M

(gαβ q/ −qβ γα)+
CA

4
M2 (gαβ qp′−qβ γ

′
α)+gαβCA

5 +
CA

6
M2 qβ qα .

As expressões para os fatores de forma CV,A
i são relatadas em [Lalakulich and Paschos, 2005]

CV
3 =

1,95[
1+ Q2

M2
V

]2
1

1+ Q2

4M2
V

, CA
3 = 0,

CV
4 =−M

W
CV

3 , CA
4 =−

CA
5

4
,

CV
5 = 0, CA

5 = 1,2,

CV
6 = 0, CA

6 =CA
5

M2

Q2 +m2
π

. (3.110)

Uma vez mais, similarmente ao modelo de Rein-Sehgal, são contraídos os tensores leptônico (equa-
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ção 3.4) e hadrônico (equação 3.108), e, a seção de choque obtida é comparada com a expressão de

seção de choque dependente das funções de estrutura Wi (equação 3.6), para achar a relação entre

Wi e os fatores de forma CV,A
i . Assim é obtido que

Wi =
1
M

fi(Q2,Eν)δ (W 2 −M2
R), (3.111)

onde fi são expressões relatadas em [Lalakulich and Paschos, 2005] e M2
R é a massa de maior

probabilidade da ressonância com

δ (W 2 −M2
R) =

MRΓR

π

1
(W 2 −M2

R)
2 +M2

RΓ2
R

(3.112)

Para a ressonância ∆+ a seção de choque dupla diferencial fica multiplicada pelo fator 1
3 a partir de

〈
∆
++|Jα(0)|p

〉
=
√

3
〈
∆
+|Jα(0)|n

〉
(3.113)

Para a corrente neutra temos

JNC
α = (1−2sin2

θW )V 3
α −A3

α . (3.114)

O anterior é equivalente a multiplicar os fatores de forma vetoriais de transição do canal ressonante

carregado pelo fator (1−2sin2
θW ) e usar os mesmos fatores de forma axiais de transição. Também

será preciso substituir o lépton saliente por um neutrino, ou seja, considerar mµ = 0. Também temos

que desconsiderar o fator cosθC fazendo cosθC = 1. Neste canal as duas reações possíveis tem a

mesma expressão de secção de choque dupla diferencial, pois

〈
∆

0|JNC
α (0)|n

〉
=
〈

∆
+|JNC

α (0)|p
〉
. (3.115)

Na figura 3.3 temos representada a seção de choque dupla diferencial para a reação νµ + p →

µ−+∆++(1232). Para Eν = 1 GeV pode-se observar que o espaço de fase fisicamente possível

(equações 3.103 e 3.104) é menor que para Eν = 2 GeV . Ambos modelos oferecem uma forma

funcional similar, com a diferença de que com o formalismo de Rarita-Schwinger é obtido um

valor maior de seção de choque na posição do pico. Isso pode ser corroborado com maior detalhe
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Figura 3.3: Seção de choque dupla diferencial para a reação νµ + p → µ− + ∆++(1232) Eν = 1,0 GeV (figuras
superiores) e Eν = 2,0 GeV (figuras inferiores), segundo o modelo de Rein–Sehgal (figuras à esquerda) e de Rarita-
Schwinger (figuras à direita).

nos cortes realizados na seção de choque dupla diferencial nos pontos Q2 = 0,1 GeV (figura 3.4)

e W = 1.232 GeV (figura 3.5). Efetivamente, nessas figuras mostram como a maior diferença nos

dois modelos acontece nas zonas de picos. A queda abrupta observada na figura esquerda 3.5 no

ponto Q2 ≈ 0,8 GeV 2 acontece devido a que para as menores energias, o limite definido pelo espaço

de fase não coincide com os valores onde a seção de choque é nula.

Ao efetuar a integração e obter a seção de choque total (figura 3.6), os dois modelos oferecem

uma boa concordância com os dados experimentais. A seção de choque segundo Rarita-Schwinger

é maior que a calculada por Rein-Sehgal, tal e como é esperado segundo o observado na seção de

choque dupla diferencial.
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Figura 3.4: Seção de choque dupla diferencial para a reação νµ + p → µ− + ∆++(1232), para Q2 = 0.1 GeV 2,
Eν = 1,0 GeV (à esquerda) e Eν = 2,0 GeV (à direita).
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Figura 3.5: Seção de choque dupla diferencial para a reação νµ + p → µ− + ∆++(1232), para W = 1.232 GeV ,
Eν = 1,0 GeV (à esquerda) e Eν = 2,0 GeV (à direita).
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Figura 3.6: Seção de choque total da reação νµ + p → µ− +∆++(1232). Os dados experimentais foram tomados
dos experimentos � ANL [Campbell et al., 1973], N ANL [Barish et al., 1979], × ANL [Radecky et al., 1982], �
FNAL [Bell et al., 1978], H BNL [Kitagaki et al., 1986], 6 BEBC [Allen et al., 1986], ♦ SKAT [Grabosch et al., 1989]
e BEBC CERN WA25 [Allasia et al., 1990].

3.2 Espalhamento inelástico profundo (DIS)

O espalhamento inelástico profundo é importante para energias elevadas, onde o neutrino/anti-

neutrino incidente pode interagir a nível de quark com o núcleon alvo e produzir o lépton corres-

pondente mais um sistema X formado por vários hádrons:

CCdis : νl +N = l−+X

νl +N = l++X

NCdis : νl +N = νl +X

νl +N = νl +X .

(3.116)
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O DIS é dividido em duas etapas:

• Interação neutrino–quark e formação do sistema X: Essa etapa determina a seção de choque

da interação. Tem uma alta dependência da estrutura da composição do núcleon por meio das

diferentes funções de estrutura. Cinematicamente, depende dos quadrimomentos do neutrino

incidente k, do lépton formado k′, do núcleon alvo P e da massa invariante do sistema X, W .

• Hadronização: Formação dos hádrons constituintes do sistema X.

A cinemática do processo pode ser observada na figura 3.7:

Figura 3.7: Diagrama para a dispersão inelástica profunda. O neutrino de momento k interage com um núcleon
de momento P e massa M, mediante a troca de um bóson de momento q. É formado o lépton (com momento k′)
correspondente ao neutrino incidente e o sistema hadrônico de massa invariante W . A figura foi tomada de [Tanabashi
et al., 2018].

3.2.1 Seção de choque

A seguir relatamos as equações usadas para a implementação no modelo CRISP da parte inicial

do processo DIS [Paschos and Yu, 2002]:

d2σν ,ν̄

dxdy
=

G2
F MEν

π(1+Q2/M2
W,Z)

2

{(
y2x+

m2
µ y

2Eν M

)
F1 +

[(
1− m2

µ

4E2
ν

)
−
(

1+ Mx
2Eν

)
y
]

F2

±
[

xy
(

1− y
2

)
− m2

µ y
4Eν M

]
F3 +

m2
µ (m

2
µ+Q2)

4E2
ν M2x

F4 −
m2

µ

Eν M F5

}
.

Na equação anterior, x = Q2

2Mν
e y = ν

E são as variáveis de escala de Bjorken, e ν = Eν −El é a

energia transferida ao bóson de intercambio. No termo que contém F3, o neutrino incidente tem
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sinal positivo, e o antineutrino incidente tem sinal negativo. Para a CC é usada a massa do bóson W

e para a NC a massa do bóson Z. As funções de estrutura do núcleon F1,...,5(x,Q2) são expressas em

relação ás funções de distribuição dos quarks que formam o núcleon,qi(x,Q2), onde qi = u,d,c,s.

As funções de estrutura da corrente neutra são:

FNC
2 (ν p, ν̄ p) = 2x

{
(g2

L +g2
R)[u+ c+ ū+ c̄]+ (g′2L +g′2R )[d + s+ d̄ + s̄]

}
, (3.117)

xFNC
3 (ν p, ν̄ p) = 2x

{
(g2

L −g2
R)[u+ c− ū− c̄]+ (g′2L −g′2R )[d + s− d̄ − s̄]

}
, (3.118)

onde gL =
1
2 −

2
3 sin2

θW , gR =−2
3 sin2

θW , g′L =−1
2 +

1
3 sin2

θW , g′R = 1
3 sin2

θW e sin2
θW = 0.23117

é o ângulo de Weinberg. As funções FNC
2 (νn, ν̄n) e FNC

3 (νn, ν̄n) são obtidas ao fazer u, ū ↔ d, d̄

nas relações 3.117 e 3.118. Por outro lado, para a corrente carregada temos que:

FCC
2 (ν p) = 2x[d + s+ ū+ c̄],

xFCC
3 (ν p) = 2x[d + s− ū− c̄], (3.119)

FCC
2 (ν̄ p) = 2x[u+ c+ d̄ + s̄],

xFCC
3 (ν p) = 2x[u+ c− d̄ − s̄].

De forma similar à corrente neutra, as funções FCC
2 (νn), FCC

3 (νn), FCC
2 (ν̄n) e FCC

3 (ν̄n) são

obtidas ao fazer u, ū ↔ d, d̄ em 3.119.

Os limites de integração de 3.117 são [Paschos and Yu, 2002]:

m2
l

2M(Eν −M)
≤ x ≤ 1, (3.120)

a−b ≤ y ≤ a+b,

onde
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a =
1−m2

l

(
1

2MEν x +
1

2Enu2

)
2
(

1+ Mx
2Eν

) , (3.121)

b =

√(
1− m2

l
2MEν x

)2
− m2

l
E2

ν

2
(

1+ Mx
2Eν

) .

As funções F1, F4 e F5 são calculadas através das relações de Callan-Gross [Paschos and Yu,

2002]:

2xF1 = F2, (3.122)

e de Albright-Jarlskog [Albright and Jarlskog, 1975]:

F4 = 0, (3.123)

xF5 = F2. (3.124)

Neste trabalho, as funções de distribuição dos quarks foram tomadas de [Buckley et al., 2014].

3.2.2 Hadronização

A hadronização foi simulada através do modelo fenomenológico AGKY [Yang et al., 2009],

o qual, dependendo do valor de massa invariante, é baseado no modelo de Koba-Nielsen-Olesen

(KNO) [Koba et al., 1972] ou de PYTHIA/JETSET:


KNO se W < 2,3 GeV

KNO e PYTHIA/JETSET se 2,3 <W < 3,0 GeV

PYTHIA/JETSET se W > 3,0. GeV

(3.125)

Na região de transição 2,3 < W < 3,0 GeV são usados os dois modelos de forma tal que o

peso do modelo KNO (PYTHIA/JETSET) diminui (aumenta) linearmente desde 100% (0%) em
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W = 2,3 GeV até 0% (100%) em W = 3,0 GeV.

No código CRISP só foi implementado o modelo KNO, já que nos experimentos analisados

W < 1,8 GeV. A primeira parte do modelo KNO consiste na determinação das partículas que

formam o sistema hadrônico resultante. A multiplicidade média das partículas carregadas 〈nch〉 é

determinada a partir da relação:

〈nch〉= ach +bch lnW 2, (3.126)

onde os coeficientes ach e bch são representados na tabela 3.2. Logo, a multiplicidade hadrônica

média é calculada como 〈n〉= 1,5〈nch〉.

Tabela 3.2: Coeficientes de multiplicidade hadrônica e de dispersão do modelo AGKY. Tabela e referências tomadas
de [Yang et al., 2009].

ν p νn ν̄ p ν̄n
ach 0,4 [Zieminska et al., 1983] -0,2 [Zieminska et al., 1983] 0,02 [Barlag et al., 1982] 0,8 [Barlag et al., 1982]

bch 1,42 [Zieminska et al., 1983] 1,42 [Zieminska et al., 1983] 1,28 [Barlag et al., 1982] 0,95 [Barlag et al., 1982]

c 7,93 [Zieminska et al., 1983] 5,22 [Zieminska et al., 1983] 5,22 7,93
ahyperon 0,022 0,022 0,022 0,022
bhyperon 0,042 0,042 0,042 0,042

A distribuição de multiplicidade hadrônica n é determinada por sorteio pela função densidade

de probabilidade:

〈n〉×P(n) = f (n/〈n〉), (3.127)

onde P(n) é a probabilidade de ter uma multiplicidade n e f (n/〈n〉) é a função de Levi [Koba

et al., 1972]:

f (z) = 2
e−cccz+1

Γ(cz+1)
, (3.128)

onde Γ é a função Gama e z = n/〈n〉. Os coeficientes c são relatados na tabela 3.2.

O próximo passo é selecionar as n partículas do sistema hadrônico resultante, formado por um

baryon e n−1 mésons. Primeiramente é determinado o baryon resultante, que pode ser um núcleon
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ou um hyperon Λ. A probabilidade da formação do hyperon é dada por

Phyperon = ahyperon +bhyperon lnW 2, (3.129)

onde os coeficientes ahyperon e bhyperon são representados na tabela 3.2. Os núcleons são forma-

dos nas seguintes razões:

Pp

Pn
=


2 : 1 para as interações ν p

1 : 1 para as interações νn e ν̄ p

1 : 2 para as interações ν̄n,

(3.130)

onde Pp e Pn são as probabilidades de formação de prótons e nêutrons respectivamente.

Uma vez determinado o baryon, é criado um méson π de forma tal que sua carga compense a

conservação da carga entre o neutrino incidente, o núcleon incidente, o lépton resultante e o baryon

gerado. Dessa forma, a soma da carga das restantes n− 2 partículas a ser criadas tem que ser

nula. Essas partículas são geradas em pares com as seguintes probabilidades: 31,33% (π0,π0),

62,66% (π+,π−) e 6% para a produção do méson K. No caso que fique uma partícula que não

possa ser associada a um par, então é gerada como um π0.

A determinação dos momentos é realizada no referencial de centro de massa do sistema hadrô-

nico gerado. Para isso é necessário calcular o momento transferido pelo neutrino nesse referencial.

Usando a seção de choque diferencial 3.117, podem ser sorteados x e y, portanto, podem-se calcular

Q2 e W 2. Isso permite a determinação do quadrimomento do lépton e do sistema hadrônico resul-

tantes no referencial do núcleon inicial. Com o quadrimomento do lépton e do neutrino incidente é

calculado então o quadrimomento transferido, também no referencial do núcleon incidente. Logo,

é necessário fazer uma transformação de Lorentz para passar ao referencial do sistema hadrônico.

No referencial do sistema hadrônico, as componentes transversal pT e longitudinal pL do baryon

(em relação ao momento transferido pelo neutrino), são geradas a partir das funções de densidade

de probabilidade f (xF) = (1/N0)dN/dxF e f (pT ) = (1/N0)dN/d p2
T , onde xF = 2pL/W . Essas

funções foram obtidas a partir do ajuste de dados experimentais (figura 3.8). As funções escolhidas
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e os parâmetros ajustados são apresentados na tabela 3.3.
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Figura 3.8: Ajuste das funções de densidade de probabilidade f (xF) = (1/N0)dN/dxF e f (pT ) = (1/N0)dN/d p2
T . Os

pontos experimentais foram extraídos de [Derrick et al., 1978]

Tabela 3.3: Ajuste das funções de densidade de probabilidade f (xF) = (1/N0)dN/dxF e f (pT ) = (1/N0)dN/d p2
T .

Função A x0 σ b χ2/nd f

f (xF) = Ae−
(

x−x0
2σ2

)2

0,082±0,003 −0,389±0,197 0,359±0,026 − 1,54

f (pT ) = Ae−bp2
T 0,851 6,691

A última parte da fase de hadronização consiste na determinação dos quadrimomentos dos n−1

mésons gerados. Como é conhecido o momento total, do lépton e do baryon resultantes, pode

ser determinado o momento do sistema de mésons pm = (εm,~pm), onde, no referencial do centro

de massas dos mésons CMm pode ser expresso como p = (M,~0) através de uma transformação

de Lorentz. Os n− 1 quadrimomentos são gerados de forma isotrópica no referencial CMm pelo

método de Raubold e Lynch [Block, 1992].

3.3 Produção coerente de píons

A produção coerente de píons acontece quando o neutrino interage com o núcleo todo, dando

como resultado o lépton correspondente ao neutrino incidente, um píon e o núcleo alvo (figura 3.9).

54



CAPÍTULO 3. CANAIS DE FORMAÇÃO DE PÍONS 55

Nesse processo, o módulo ao quadrado do momento transferido ao núcleo |t| é muito pequeno, de

forma tal que o núcleo continua no seu estado básico depois da interação.

νl(ν̄l) l−(l+)

π±

A A

k k′

Q2 W+(W−)

|t|

p p′

νl(ν̄l) νl(ν̄l)

π0

A A

k k′

Q2 Z

|t|

p p′

Figura 3.9: Produção coerente de píons de corrente carregada (à esquerda) e de corrente neutra (à direita).

Neste trabalho foi implementado o modelo de Berger-Sehgal [Berger and Sehgal, 2009], o qual

é derivado do modelo de Rein-Sehgal [Rein and Sehgal, 1983]. Esses modelos partem do teorema

de Adler de conservação parcial da corrente axial nas interações eletro-fracas [Adler, 1964] para

relacionar a seção de choque da produção coerente de píons com o espalhamento elástico píon-

núcleo.

3.3.1 Modelo de Rein-Sehgal

No modelo de Rein-Sehgal, a seção de choque para a corrente neutra é expressa como [Rein

and Sehgal, 1983]:

dσNC
coer

dQ2dyd|t|
=

G2
F f 2

π0

4π2
1− y

y
G2

A
dσ(π0A → π0A)

d|t|
, (3.131)

onde fπ0 é a constante de decaimento do π0 e dσ(π0A→π0A)
d|t| é a seção de choque elástica entre o

π0 e o núcleo de número de massa A. O fator de forma GA é:

GA =
M2

A

Q2 +M2
A
, (3.132)
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com o parâmetro de massa axial MA = 0,95 GeV .

A seção de choque diferencial da interação elástica píon-núcleo é:

dσ(π0A → π0A)
d|t|

= A2 dσel

d|t|

∣∣∣∣
t=0

|FR(t)|2 , (3.133)

onde FR(t) é o fator de forma nuclear

FR(t) = e−b|t|Fabs, (3.134)

e b = 1
3R2, sendo R o raio do núcleo A.

O termo Fabs é o parâmetro de absorção do píon, que expressa a probabilidade de que o píon

seja absorvido pelo núcleo em questão

Fabs = exp

{
− 9A1/3

16πr2
0

σ
π0N
inel

}
. (3.135)

Na equação de acima r0 = 1,18 fm e σπ0N
inel é a seção de choque inelástica da interação π0–núcleon.

A seção de choque elástica π0–núcleon, dσ/d|t|, é relacionada com a seção de choque total

σπ0N
t por meio do uso do teorema ótico [Giacomelli, 1970]

dσel

d|t|

∣∣∣∣
t=0

=
1

16π

(
σ

π0N
tot

)2
. (3.136)

No caso da corrente carregada é necessário realizar as seguintes modificações nas expressões

3.131-3.136, em dependência da carga do píon emitido [Berger and Sehgal, 2009]:

• Substituir a constante de decaimento fπ0 → fπ± : fπ± =
√

2 fπ0

• Para as reações em 12C fazer: σπ0N
tot → σ

π+p
tot +σ

π−p
tot

2 e σπ0N
inel → σ

π+p
inel +σ

π−p
inel

2 , onde o índice π±p

representa as interações π±−próton. Essa substituição deve ser realizada também em caso de

núcleos com o mesmo número de prótons e nêutrons. Para núcleos não isoescalares deve ser

calculada a seção de choque média por núcleon.
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• Ao considerar a massa do lépton formado, há que considerar o fator multiplicativo em 3.131

[Adler, 2006]:

C =

(
1− 1

2
Q2

min
Q2 +m2

π

)2

+
1
4

y
Q2

min(Q
2 −Q2

min)

(Q2 +m2
π)

2 , (3.137)

onde Q2
min = m2

l
y

1−y .

Uma dificuldade importante do modelo de Rein-Sehgal é que não pode reproduzir acertada-

mente a seção de choque elástica 3.133, no caso da reação π+ +12 C. Na figura 3.10, pode-se

observar como o modelo superestima de forma notável os dados experimentais na região resso-

nante. Isso acontece devido a que o fator de forma FR não consegue relacionar adequadamente a

seção de choque píon-núcleo com a seção de choque píon-núcleon.
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Figura 3.10: Seção de choque elástica para a reação π +12 C. A linha teórica de Rein-Sehgal foi extraída de [Berger
and Sehgal, 2009].

3.3.2 Modelo de Berger-Sehgal

O modelo de Berger-Sehgal [Berger and Sehgal, 2009] consiste em uma modificação do modelo

de Rein-Sehgal, especificamente no termo de interação píon-núcleo. O modelo parte da equação

3.131, mas valores experimentais da seção de choque para determinar o termo dσ(π0A→π0A)
d|t| . Com
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efeito, a seção de choque diferencial π++12 C é determinada como:

dσ(π0A → π0A)
d|t|

= A1e−b1|t|. (3.138)

A dependência de A1 e b1 (tabela 3.4) com a energia cinética do píon incidente é determinada

[Berger and Sehgal, 2009] a partir de dados de seção de choque experimental. Para os pontos

intermediários, onde não há medições, é realizada uma interpolação linear (linha a traços figura

3.10).

A seção de choque total é calculada segundo os seguintes limites de integração:

Q2
min =−ml +2,0Eν(El − kl),

Q2
min =−ml +2,0Eν(El + kl), (3.139)

ymin =
mπ

Eν
,

ymax = 1− ml
Eν
, (3.140)

|tmin|= 2E2
νy2

{
1+

Mx
Ey

− m2
π

2E2
νy2 −

√
1+

2Mx
Ey

√
1− m2

π

E2
νy2

}
,

|tmax|= 2E2
νy2

{
1+

Mx
Ey

− m2
π

2E2
νy2 +

√
1+

2Mx
Ey

√
1− m2

π

E2
νy2

}
. (3.141)

O modelo de Berger-Sehgal oferece uma boa concordância com os dados experimentais para a

seção de choque total (figura 3.11). No caso de corrente neutra é obtida uma subestimação para

o canal de corrente neutra, em relação aos dados experimentais (figura 3.11, à direita). Como

veremos em próximos capítulos, o aporte principal do modelo de Berger-Sehgal é que reproduz

corretamente as seções de choque diferenciais dσ/dQ2 e dσ/d|t|.
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Tabela 3.4: Parâmetros A1 e b1 utilizados para calcular a seção de choque elástica na reação π +12 C. Tabela tomada
de [Berger and Sehgal, 2009].

Tπ (GeV) A1 (mb/GeV 2) b1 (1/GeV 2)

0,000 0 —
0,076 11600 116,0
0,080 14700 109,0
0,100 18300 89,8
0,148 21300 91,0
0,162 22400 89,2
0,226 16400 80,8
0,486 5730 54,6
0,584 4610 55,2
0,662 4570 58,4
0,776 4930 60,5
0,870 5140 62,2
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Figura 3.11: Seção de choque de produção coerente de píons de corrente carregada (à esquerda) e de corrente neutra
(à direita). Os dados experimentais foram escalados em relação ao 12C, considerando que a seção de choque é propor-
cional a A2/3 [Berger and Sehgal, 2009].
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O MODELO CRISP
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4 O MODELO CRISP

O modelo CRISP é um código computacional escrito em linguagem C++ para a simulação de

reações nucleares usando o método de Monte Carlo. O código tem duas etapas fundamentais, a

cascata intranuclear como mecanismo inicial da reação e a competição evaporação–fissão como

parte da desexcitação do núcleo. Para o desenvolvimento da interação neutrino–núcleon no código

foi necessário trabalhar apenas na parte da cascata intranuclear da forma descrita nas próximas

epígrafes. Ao final do capítulo, é descrita a etapa de evaporação–fissão, para oferecer uma descrição

o mais detalhada possível do código CRISP.

4.1 A cascata intranuclear

A cascata intranuclear consiste na simulação de reações nucleares a partir de uma abordagem

de partículas independentes, levando em conta as colisões binárias entre elas. Todas as partículas

estão confinadas no meio nuclear, podendo ser emitidas se sua energia cinética for maior que o po-

tencial nuclear considerado. A cascata é finalizada quando não há nenhuma partícula com energia

suficiente para sair do núcleo.

A implementação computacional da cascata tem os seguintes passos fundamentais, que serão

explicados posteriormente:

• Preparação do núcleo alvo

• Gerador de eventos

• Cascata intranuclear
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4.1.1 Preparação do núcleo alvo

Para a determinação da energia de Fermi do núcleo alvo, o potencial é considerado como cúbico

infinito, de lado a

U(x,y,z) =



0 se 0 > x > a

0 se 0 > y > a

0 se 0 > z > a

∞ para os outros casos

(4.1)

A solução de Schrödinger para uma partícula de massa m nesse potencial é

Ψ(x,y,z) =C sin(kxx)sin(kyy)sin(kzz), (4.2)

onde

kx,y,z =
nx,y,zπ

a
. (4.3)

e C é a constante de normalização. Os números quânticos nx,y,z = 0,1,2, ... não podem ser zero em

simultâneo.

Assim, os autovalores de energia são

Emx,my,mz =
h̄2

2m

(
k2

x + k2
y + k2

z
)
=

h̄2k2

2m
. (4.4)

Para k grande, o número N de conjuntos de pontos nx,y,z pode aproximar-se ao volume do octante

de uma esfera de raio n = ka
π

, multiplicado por 2

N = 2
1
8

4
3

πn3. (4.5)

O fator 2 aparece como consequência do spin, onde cada conjunto de números quânticos pode

aparecer duas vezes.

Com a equação anterior, o maior número quântico de energia para um gás de Fermi de N

núcleons é

nmax =

(
3N
π

)1/3

, (4.6)
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e a energia para esse nível, segundo a equação 4.4

E f =
h̄2k2

max
2m

=
π2h̄2

2ma2 n2
max =

π2h̄2

2mΩ2/3 n2
max =

h̄2

2m

(
3Nπ2

Ω

)2/3

, (4.7)

onde Ω = a3 representa o volume do núcleo.

Já para o caso concreto de um núcleo esférico, podemos fazer Ω = 4
3πR3, onde R = r0A1/3 é o

raio do núcleo1. Logo, a energia de Fermi EF é

E f =
h̄2

2mr2
0

(
9π

4

)2/3(N
A

)2/3

. (4.8)

No código CRISP, todas as transformações cinemáticas são realizadas considerando dois fluidos de

Fermi independentes, um para Z prótons e outro para A−Z nêutrons, todos submetidos ao seguinte

potencial esférico de raio R = r0 A1/3:

V (r) =


−V0 se r 6 R para hádrons

0 se r > R para partículas não carregadas

Vc se r > R para partículas carregadas.

(4.9)

A profundidade do poço é V0 = E f +B, onde B = 8 MeV é a energia de separação média por

núcleon. A barreira de Coulomb Vc é

Vc =
e2(Z −1)

R
, (4.10)

onde rmax = r0A1/3 e e2 = 1.44MeV/ f m.

A energia de Fermi é calculada pela equação 4.9, e daí o momento de Fermi correspondente

E f n =
h̄2

2mr2
0

(
9π

4

)2/3(A−Z
A

)2/3

, (4.11)

E f p =
h̄2

2mr2
0

(
9π

4

)2/3(Z
A

)2/3

, (4.12)

1No CRISP r0 = 1,18 fm.
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Pf =
√

E2
f +2mE f . (4.13)

Os níveis da estrutura de camadas do núcleo são construídos no espaço de configurações dos mo-

mentos, em forma de camadas de igual espessura e definidas a partir dos números quânticos n, nx,

ny e nz [Deppman et al., 2004]. O número de ocupação de cada camada é definido pelo número

de combinações de números quânticos que cumprem com a condição n2
x + n2

y + n2
z = n2, multipli-

cado por 2, devido ao spin. Por exemplo, para o nível n = 2, teremos as seguintes possibilidades:

22 = 22 + 02 + 02, 22 = 02 + 22 + 02, 22 = 02 + 02 + 22, portanto, o número de núcleons máximo

que esse nível pode ter é 3x2 = 6.

Uma vez conhecidos o número de ocupação de cada nível de energia e o número total de núcle-

ons, o número total de níveis de energia Ni (i=nêutrons, prótons) até o nível de energia de Fermi,

pode ser determinado. Com o anterior é calculada a espessura de cada nível no espaço de momentos

∆pn =
Pf n

Nn
, ∆pp =

Pf p

Np
. (4.14)

O momento pi para os núcleons do nível ni, é atribuído em dependência dessa espessura

~pi = ∆p~ni. (4.15)

Para um melhor entendimento da atribuição do momento para cada núcleon dentro do núcleo, va-

mos considerar o núcleo 56Fe, com Z = 26 prótons e N = 30 nêutrons. Aplicando as fórmulas

4.11–4.13, temos que E f n = 35.30 MeV, Pf n = 253.50 MeV, E f p = 32.13 MeV e Pf p = 241.48

MeV. Aplicando n2
x + n2

y + n2
z = n2, pode-se obter os seguintes números de ocupação para os pri-

meiros cinco níveis de energia: ni = {6,6,12,6,18}. Preenchendo esses níveis com os Z prótons

e os N nêutrons, começando pelo nível mais baixo e colocando o número máximo de núcleons em

cada nível, obtemos a distribuição apresentada na figura 4.1:
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N = 1

nêutrons prótons

Pf

PB

N = 2

N = 3

N = 4

N = 1

N = 2

N = 3

N = 4

Figura 4.1: Estrutura de níveis no espaço de momentos para o 56Fe, para os níveis de prótons (à esquerda) e de
nêutrons (à direita). Os pontos pretos representam a ocupação de cada nível, e os pontos brancos as vacâncias. Pf é o
momento de Fermi e PB é o momento necessário para que os núcleons no nível de Fermi escapem do núcleo.

Na figura anterior os pontos pretos representam os núcleons, e os pontos brancos, as vacâncias

no nível correspondente. Pode-se observar que nas duas distribuições precisaremos de Np = Nn = 4

níveis de energia. Dessa forma, segundo 4.14 temos que ∆pn = 63.37 MeV e ∆pp = 60.37 MeV,

portanto o momento dos núcleons do nível ni será: ~pni = 60.37 ·~ni MeV e ~ppi = 63.37 ·~ni.

Para os núcleos leves, como o 12C e o 40Ar, considera–se que o primeiro nível de energia só

pode ser ocupado por dois núcleons. Isso é realizado para se obter uma estrutura de níveis mais

parecida ao caso do oscilador harmônico.

4.1.1.1 Distribuição geométrica dos núcleons

Geometricamente os núcleons são distribuídos uniformemente numa esfera de raio R = r0A1/3.

Para fazê–lo a partir de uma distribuição uniforme s na faixa [0,1], em coordenadas esféricas

(r,φ ,θ ), sorteiam-se as diferentes componentes da seguinte forma:

φ −→ 2πs,

cosθ −→ 1−2s,

r −→ Rs1/3.

(4.16)
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4.1.2 Conceito de massa efetiva no CRISP

No código CRISP, os núcleons ligados ao núcleo e, em geral, todas as partículas ligadas que

agem mediante a interação forte são consideradas tendo uma massa efetiva me f f = 0,95m0, onde

m0 é a massa em repouso da partícula em questão.

Com efeito, para os núcleons ligados, a energia total

H = T +V =
√

p2 +m2 −V0, (4.17)

pode ser expressa na forma:

H =
√

p2 +m2
e f f =

√
p2 +m2 −V0. (4.18)

Isso significa que a variável me f f tem implícita a informação da profundidade de potencial V0, e

evita o uso de V0 a cada vez que seja preciso calcular a energia da partícula. Dessa forma, aplicando

4.18, a massa efetiva:

me f f (p) =
√

m2 +V 2
0 −2V0

√
p2 +m2. (4.19)

A aplicação da equação anterior não oferece nenhuma vantagem computacional em relação à 4.17,

por outro lado, se considerarmos a massa efetiva como um parâmetro constante igual ao valor

médio da equação 4.19 < me f f >, teremos um ganho de tempo de cálculo ao poder realizar

H =
√

p2 +m2
e f f . No modelo CRISP, como parâmetro de massa efetiva usa–se o valor médio

da equação 4.19 calculado para o 208Pb: < me f f >= 0,950 m0 [Canal et al., 1984].

4.1.3 Gerador de eventos

O gerador de eventos é a parte do código que tem como objetivo colocar o neutrino incidente

de energia cinética T dentro do núcleo alvo e, posteriormente, dar início à cascata intranuclear. O

referencial é assumido de forma tal que o núcleo alvo está em repouso e o eixo z tem a direção do

movimento do neutrino (figura 4.2). O alvo é representado como uma esfera de raio R centrada no

sistema de referencial.
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Figura 4.2: Geometria usada para a simulação das reações neutrino–núcleo. A origem de coordenadas é tomada no
centro do alvo de forma tal que o movimento do neutrino incidente seja na direção positiva do eixo z.

As coordenadas do ponto de entrada do neutrino na superfície nuclear são geradas da seguinte

forma:

• As componentes x e y no plano transversal à direção do movimento são sorteadas uniforme-

mente dentro da circunferência x2 + y2 = R2.

• Uma vez obtidas x e y, z é calculada como: z = −
√

R2 − y2 − x2. O sinal menos aparece

porque o neutrino entra pelo semiplano negativo no eixo z.

Conhecida a posição inicial do neutrino no alvo, é calculado o tempo de interação ti, o parâmetro

de impacto bi e a seção de choque teórica total σi de cada par neutrino–núcleon do alvo.

Considerando que todas as partículas dentro do alvo têm movimento retilíneo uniforme, o pa-

râmetro de impacto entre duas partículas bi j é definido como sua distância relativa mínima, e o

tempo de interação ti j, como o tempo que demoram essas partículas para atingir essa distância

relativa mínima.

Com efeito, para duas partículas n1 e n2 com posições~r01,~r02 e velocidades~v1 e~v2, sua posição
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relativa em função do tempo é

~r12 =~r012 +~v12t, (4.20)

onde~r012 =~r10 −~r20 e~v12 =~v1 −~v2.

Elevando ao quadrado 4.20

d2
12 = r2

12 = r2
012 + v2

12t2 +2~r12~v12. (4.21)

O tempo de colisão é o tempo em que as duas partículas estão mais próximas e d2 é mínimo

d(d2
12)

dt
= 0, (4.22)

ou

t12 =−2~r012~v12

v12
. (4.23)

Da equação anterior pode-se observar que quando duas partículas têm o módulo da velocidade

relativa positivo, o tempo de colisão é negativo, portanto não há possibilidade de interação, pois já

passaram pelo ponto de distância relativa mínima.

Para que alguma reação possa acontecer, a seção de choque geométrica πb2
min deve ser menor

que a seção de choque teórica σi. Do contrário, a reação é rejeitada. O outro critério importante

que pode tornar uma interação neutrino–núcleon impossível é o mecanismo de bloqueio de Pauli.

O mecanismo de bloqueio de Pauli é aplicado para as partículas resultantes das interações dentro

do núcleo. Ele estabelece que se uma partícula cai dentro de uma camada de momento do núcleo,

e essa camada tem o número máximo de partículas permitidas (igual ao número de ocupação do

nível em questão), a interação é rejeitada.

Dessa forma, temos que a probabilidade de interação do neutrino com o núcleo vai depender

dos seguintes fatores:

• Posição das partículas: A distância relativa mínima entre o neutrino e cada um dos núcleons

do núcleo depende da posição inicial do neutrino e dos núcleons (equação 4.21).

• Momento das partículas: A seção de choque teórica do sistema neutrino–núcleo depende do
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momento e energia do neutrino e do núcleon.

• Mecanismo de bloqueio de Pauli: Mesmo que πb2
min seja menor que σii, a interação pode

ainda ser bloqueada, já que as partículas resultantes não encontram vagas dentro da estrutura

de camada do núcleo.

O gerador de eventos descrito acima é o mecanismo padrão usado pelo modelo CRISP no caso

de reações partícula-núcleo. A seguir, estudaremos o que acontece na interação neutrino–núcleon,

considerando a reação νµ +12 C. A seção de choque neutrino–núcleon é da ordem de σi ≈ 10−38

cm2, portanto, a seção de choque teórica σν+12C ≈ 10−37 cm2.

A seção de choque geométrica do 12C é

σG = πR2
12C ≈ 200 mb ≈ 101310−38 cm2, (4.24)

onde R2
12C é o raio do 12C.

A probabilidade de que aconteça πb2
min < σν−Ni , para qualquer núcleon do alvo é

P =
σν+12C

σG
≈ 10−13. (4.25)

Assim, para que um neutrino tenha a possibilidade de interagir com um núcleon do 12C, será pre-

ciso realizar 1013 sorteios da posição inicial do neutrino. Isso é muito custoso computacionalmente,

primeiro pelo longo tempo de cálculo necessário para realizar essa quantidade de sorteios. E se-

gundo, pela necessidade de um gerador de eventos de números aleatórios com uma precisão de

10−13, para assegurar que a condição πb2
min < σi possa ser cumprida.

Para solucionar esse problema é necessário multiplicar a seção de choque neutrino-núcleon por

um fator α > 1, desa forma, aumenta a probabilidade de interação e assim o tempo de simulação

diminui (linha vermelha da figura 4.3). Porem, a adoção de valores de α relativamente altos leva

a uma diminuição do cálculo da seção de choque (linha preta da figura 4.3), isso devido a que as

seções de choque do neutrino com cada núcleon do alvo começam a se superpor dando lugar a um

efeito de sombreamento. Segundo o obtido na figura 4.3, no modelo CRISP é tomado o valor de

α = 0,1 ×1038 mb/cm2.
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Figura 4.3: Seção de choque neutrino-núcleon e tempo computacional de simulação da seção de choque em função
do parâmetro α .

4.1.4 Dinâmica da cascata intranuclear

Durante a fase da cascata intranuclear, é leva-se em conta a seguinte informação de cada partí-

cula:

• Tipo de partícula: No código CRISP as partículas são divididas nos seguintes tipos: bárions,

mésons e léptons. No CRISP são consideradas as seguintes ressonâncias bariônicas listadas

na tabela 4.33, às quais não é aplicado o princípio de Pauli devido à sua baixa taxa de forma-

ção em comparação com o número de prótons e nêutrons no núcleo. Os mésons considerados

são os π , ω(782), ρ(770), φ(1020).

• Posição da partícula: A posição de cada partícula e sua evolução temporal são conheci-

das em cada momento. Entre duas interações consecutivas separadas temporalmente em um

tempo dt o vetor posição será atualizado da seguinte forma:

~r = ~r0 +~vdt, (4.26)

onde ~r0 é a posição inicial e~v a velocidade da partícula.

• Momento e energia da partícula: Possui um tratamento quadri-dimensional, cada partícula
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tem um momento p = {~p,E}. Essa grandeza determina as diferentes seções de choque de

interação na cascata intranuclear e a velocidade~v = ~p
E entre interações.

Na execução da cascata assume–se um núcleo que pode estar constituído, além de prótons e nêu-

trons, por mésons, léptons e ressonâncias. São consideradas três tipos de interações:

• Colisão entre pares de partículas.

• Decaimento de partículas.

• Chegada das partículas à superfície nuclear.

4.1.4.1 Colisão entre duas partículas

A probabilidade de interação entre duas partículas i e j é determinada pela seção de choque

teórica σi j e pelo mecanismo de bloqueio de Pauli. Duas partículas podem interagir só no caso que

em sua trajetória elas fiquem a uma distância bmin tal que

πb2
min < σi j. (4.27)

A seguir, são apresentados os canais de interações binarias utilizados no CRISP para a simulação

das reações de neutrino:

4.1.4.1.1 Espalhamento elástico entre dos núcleons N +N =⇒ N +N

A seção de choque pp e nn é calculada segundo a parametrização [Cugnon et al., 1996]

σ = 34
(

plab

0,4

)−2,104

, plab < 0,4 GeV

= 23,5+1000(plab −0,7)4, 0,4 < plab < 0,8 GeV

= 23,5+
24,6

1+ exp
{
− plab−1,2

0,10

} , 0,8 < plab < 1,5 GeV

= 41+60(plab −0,9)exp{−1,2plab}, plab > 1,5 GeV (4.28)
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e para a interação np

σ = 6.3555p−3,2481
lab exp

{
−0,377(ln plab)

2} plab < 0,4 GeV

= 33+196|plab −0,95|2,5, 0,4 < plab < 1,0 GeV

= 24,2+8,9plab, 1,0 < plab < 2,0 GeV

= 42, plab > 2,0 GeV (4.29)

onde σ está em mb e o momento de laboratório plab em GeV .

Figura 4.4: Seção de choque elástica para a interação núcleon–núcleon. As linhas representam as parametrizações
4.28 e 4.29. Os dados experimentais foram tomados de [Takahashi et al., 1995].

4.1.4.1.2 Espalhamento elástico entre um núcleon e uma ressonância bariônica N +R =⇒ N +R

São utilizadas as expressões 4.28 e 4.29 com a modificação [Buss et al., 2012]

σN+R→N+R(
√

s) = σN+N→N+N(
√

s−MN +MR). (4.30)

4.1.4.1.3 Formação de ressonâncias bariônicas N +N → N +R,N +N → ∆(1232)+N,N +N → ∆(1232)+∆

A seção de choque da formação das ressonâncias ∆(1232) e N(1440) mais um núcleon é obtida

através da parametrização de VerWest–Arndt [VerWest and Arndt, 1982]. Para as demais reações

que incluem as ressonâncias N(1520), N(1535), N(1680), N(1650), N(1675), N(1700), N(1710),

N(1720), N(1900), N(1990), N(2040), N(2190), N(2220), N(2250), ∆(1600), ∆(1620), ∆(1700),
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∆(1900), ∆(1905), ∆(1910), ∆(1600), ∆(1920) e ∆(1930) são utilizados os resultados de [Hernán-

dez, 2018], que utilizou a metodologia de UrQMD (Ultra-relativistic Quantum Molecular Dyna-

mics) [Bleicher et al., 1999, Bass et al., 1998] para o cálculo da seção de choque total.

4.1.4.1.4 Formação direita de um par quase-deutério e um píon N +N → d +π

Essa reação também é descrita pela parametrização de VerWest–Arndt [VerWest and Arndt,

1982].

Figura 4.5: Seção de choque de produção de píons e formação de um par quase deutério. As linhas se correspondem
com a parametrização de VerWest–Arndt [VerWest and Arndt, 1982]. Os dados experimentais foram extraídos de
[VerWest and Arndt, 1982].

4.1.4.1.5 Interação de uma ressonância bariônica com um núcleon e formação de dois núcleons N+R →

N +N

É utilizada a equação de balanço detalhado, que permite obter a seção de choque do processo

cd → ab se é conhecida a seção de choque do processo inverso ab → cd

σcd→ab = σab→cd

(
pab

pcd

)2 (2Ja +1)(2Jb +1)
(2Jc +1)(2Jd +1)

δab

δcd
, (4.31)

73



74 CAPÍTULO 4. O MODELO CRISP

Figura 4.6: Seção de choque total para a interação núcleon–núcleon. As linhas representam a suma dos processos
descritos em 4.1.4.1.1, 4.1.4.1.3 e 4.1.4.1.4. Os dados experimentais foram tomados de [Takahashi et al., 1995].

onde Ji é o espin da partícula em questão, pab é o momento do sistema ab no referencial de centro

de massa e δab é um fator de simetria definido da seguinte forma:

f (x) =

 1 se a e b não são idénticas

0,5 se a e b são idénticas.
(4.32)

Usando esse método no CRISP estão implementadas as reações ∆(1232)+N →N+N e N(1440)+

N → N +N.

4.1.4.1.6 Absorção de um píon por um núcleon e formação de uma ressonância bariônica π +N → N∗

A seção de choque de formação de ressonâncias é calculada através da Breit-Wigner relativística

σ = σ0
M2

0Γ2
0

(s−M2
0)

2 +M2
0Γ2

0
. (4.33)

Os valores de massa M0 e largura Γ0 (tabela 4.1) de cada ressonância foram extraídos dos dados

fornecidos pelo "Particle Data Group" [Tanabashi et al., 2018]. O parâmetro σ0 é ajustado (tabela

4.1) para cada ressonância a partir dos dados experimentais das reações π++ p → ∆++ e π−+ p →

R0 (figura 4.7).
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Figura 4.7: Seção de choque de formação de uma ressonância bariônica pela interação de um píon e um núcleon. As
setas indicam as posições dos máximos das ressonâncias ∆ (à esquerda) e N (à direita) listadas na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores de M0, Γ0 [Tanabashi et al., 2018] e σ0 utilizados pelo CRISP no cálculo da seção de choque 4.33.

Ressonância ∆ M0 (GeV ) Γ0 (GeV ) σ0 (mb) Ressonância N M0 (GeV ) Γ0 (GeV ) σ0 (mb)

1232 1.225 0.117 198.615 1440 1.430 0.250 6.535
1600 1.570 0.250 0.000 1520 1.515 0.110 23.227
1620 1.610 0.130 0.923 1535 1.530 0.175 0.000
1700 1.710 0.300 2.576 1650 1.650 0.125 6.943
1750 1.712 0.643 0.000 1675 1.675 0.145 11.835
1900 1.860 0.250 2.057 1680 1.685 0.115 19.757
1905 1.880 0.330 0.320 1700 1.700 0.200 2.409
1910 1.900 0.300 24.929 1710 1.710 0.140 0.000
1920 1.920 0.300 0.284 1720 1.720 0.250 1.493
1930 1.950 0.300 0.051 1860 1.928 0.376 0.387
1940 2.000 0.400 0.386 1875 1.875 0.200 6.628
1950 1.930 0.285 3.229 1880 1.880 0.300 0.391
2000 2.015 0.500 0.001 1895 1.895 0.120 0.110
2150 2.150 0.200 0.004 1900 1.920 0.200 1.136
2200 2.200 0.350 0.813 1990 2.020 0.300 0.009
2300 2.217 0.300 7.412 2000 2.060 0.390 0.046
2350 2.305 0.300 0.560 2040 2.040 0.230 2.674
2390 2.425 0.300 1.011 2060 2.100 0.400 0.068
2400 2.643 0.895 9.071 2100 2.100 0.260 5.088
2420 2.450 0.500 14.459 2120 2.120 0.300 2.383
2750 2.794 0.350 8.843 2190 2.180 0.400 0.283
2950 2.990 0.330 13.417 2220 2.250 0.400 7.086

2250 2.280 0.500 5.539
2300 2.300 0.340 0.000
2570 2.570 0.250 0.000
2600 2.600 0.650 13.048
2700 2.612 0.350 5.517
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4.1.4.1.7 Absorção de um píon por um par quase dêuteron π +d → N +N

A seção de choque para essa reação foi parametrizada por Ritchie (no referencial de laboratório

do deutério) [Ritchie, 1983] segundo a função

σ =
a

T 1/2
π

+
bΓ2

0

(E −ER)2 +
Γ2

0
4

− c [mb], (4.34)

onde Tπ [MeV ] é a energia cinética do píon e E[MeV ] é

E = [(mπ +Md)
2 +M2

d +2TπMd]
1/2, (4.35)

sendo Md e mπ as massas do deutério e do píon respectivamente. Os parâmetros Γ0 e ER represen-

tam a largura e energia central do pico associado à região ressonante na seção de choque. Em [Rit-

chie, 1983] são utilizados os seguintes parâmetros: a = 3,5 mb MeV 1/2, b = 3,3 mb, c =−1,2 mb,

ER = 2136 MeV e Γ0 = 150 MeV . A relação 4.34 considera a absorção do píon tanto (a) na forma-

ção de uma ressonância e posterior interação dela com um núcleon quanto (b) a absorção direta e

formação de uma ressonância virtual. O processo (a) já é incluso no CRISP, pelo que não é possí-

vel usar os parâmetros de [Ritchie, 1983] direitamente para evitar uma super-absorção de píons. A

inserção do canal 4.34 é realizada através de um novo ajuste dos parâmetros de acima em relação à

absorção de píons do 12C [Ashery et al., 1981].

Uma discussão detalhada sobre o ajuste realizado no modelo CRISP será apresentada no capí-

tulo 6.

4.1.4.1.8 Reações dos mésons vetoriais ρ, ω e φ

Além das reações apresentadas até aqui, é possível a interação dos mésons ρ , ω , φ . Eles são

formados na interação píon–núcleon (equação 4.36) e também no decaimento das ressonâncias

(tabelas 4.2 e 4.3) formadas nos canais ressonantes das reações neutrino–núcleon.
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Dentro deste grupo temos as seguintes interações

ρ +N ⇐⇒ ρ +N ω +N ⇐⇒ π +N

ρ +N ⇐⇒ ω +N ω +N =⇒ π +π +N

ρ +N ⇐⇒ π +N φ +N ⇐⇒ φ +N

ω +N ⇐⇒ ω +n φ +N ⇐⇒ π +N.

(4.36)

Uma descrição completa das reações 4.36 e dos modelos utilizados na obtenção da seção de

choque pode ser encontrada em [Medina, 2014].

4.1.4.2 Decaimento de partículas

Muitas das partículas tem um tempo de vida médio da ordem de duração da cascata intranuclear,

por isso pode acontecer o caso de algum decaimento. Há dois parâmetros fundamentais que as defi-

nem, a constante λ de decaimento e o “branching ratio” para cada canal resultante. A probabilidade

de que uma partícula decaia após um tempo t0 é

p(t > t0) = 1− e−λ t , (4.37)

portanto, para fazer o sorteio do tempo de decaimento é utilizada

t −→− 1
λ
(1− s), (4.38)

onde s é um número sorteado uniformemente na faixa [0;1]. O “branching ratio” é utilizado para

determinar a probabilidade relativa dos diferentes canais de decaimento. Nas reações neutrino–

núcleo é muito importante o decaimento das ressonâncias bariônicas que possam ser formadas.

Nas tabelas 4.2 e 4.3 apresentamos os “branching ratios” utilizados no código CRISP. Eles foram

tomados de [Tanabashi et al., 2018] e normalizados ao 100 % para cada ressonância.

4.1.4.3 Chegada de uma partícula à superfície nuclear

Seja uma partícula com momento p = {~p,ε}, posição e velocidade~r = ~r0 (c = 1) e ~β = ~p/ε ,

respectivamente, e uma superfície esférica de raio R com o centro no centro do sistema de coorde-
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Tabela 4.2: Canais de decaimento das ressonâncias ∆ implementadas no modelo CRISP.

Ressonância Nπ ∆η ∆π Nρ N∗π ∆ρ Nππ

∆(1232) 100
∆(1600) 8 42 8 N(1440) 42
∆(1620) 18 38 4 N(1440) 40
∆(1700) 19 37 4 N(1440) 40
∆(1750) 100

∆(1900) 5 30 12 12 N(1440) 374 N(1520)

∆(1905) 10 3 9 N(1680) 78
∆(1910) 26 10 57 7 N(1440)

∆(1920) 12 10 67
4 N(1440)
5 N(1520)
2 N(1535)

∆(1930) 100
∆(1940) 6 13 70 11 N(1535)
∆(1950) 78 10 12 N(1680)
∆(2000) 100
∆(2150) 100
∆(2200) 7 93
∆(2300) 100
∆(2350) 100
∆(2390) 100
∆(2400) 100
∆(2420) 100
∆(2750) 100
∆(2950) 100
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Tabela 4.3: Canais de decaimento das ressonâncias N implementadas no modelo CRISP.

Ressonância Nπ Nη Nω ∆π Nρ N∗π Nππ

N(1440) 57 13 30
N(1520) 46 22 9 23
N(1535) 40 40 2 9 N(1440) 9
N(1650) 45 19 8 12 N(1440) 16
N(1675) 38 29 33
N(1680) 58 15 27
N(1700) 6 10 31 17 3 N(1440) 33
N(1710) 16 37 7 21 19 N(1535)
N(1720) 6 2 15 37 1 2 N(1520) 37
N(1860) 77 23
N(1875) 12 35 40 9 N(1440) 4
N(1880) 4 20 13 20 6 N(1535) 37
N(1895) 13 37 37 9 4 N(1440)

N(1900) 6 5 6 32 9 N(1520) 384 N(1535)

N(1990) 100

N(2000) 4 34 13 N(1520) 3811 N(1680)

N(2060) 11 5 6 9
13 N(1440)

1719 N(1520)
30 N(1680)

N(2100) 13 17 10 30 N(1535) 30
N(2120) 11 7 35 8 N(1535) 39
N(2190) 27 4 25 44
N(2220) 100
N(2250) 100
N(2600) 100
N(2700) 100
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nadas cartesianas x2 + y2 + z2 = R2. A posição da partícula em relação ao tempo é

~r = ~r0 +~β t, (4.39)

onde t é o tempo. Elevando 4.39 ao quadrado temos

r2 = r2
0 +(β t)2 +2~r0

~β t. (4.40)

Fazendo r = R pode-se encontrar o tempo que a partícula demora para atingir a superfície R ao

resolver a equação quadrática 4.40 para t

t1,2 =
~r0
~β ±

√
(~r0

~β )2 −β 2(r2
0 −R2)

β 2 . (4.41)

Para r < R, a equação anterior terá duas soluções, uma não positiva e outra não negativa. A solução

não negativa representa o tempo que demora a partícula em chegar à superfície nuclear.

Se uma partícula chega à superfície e se sua energia cinética for maior que a profundidade

do potencial, essa partícula é emitida. No caso contrário, se a energia cinética for menor que o

potencial, então a partícula é refletida na parede do núcleo.

4.1.4.4 Cascata intranuclear

A execução da cascata intranuclear acontece da forma apresentada na figura 4.8. Temos um

núcleo composto por prótons e nêutrons. No instante inicial t = 0 calculam–se todos os tempos das

possíveis interações que possam acontecer (partícula–partícula, decaimento e partícula–superfície).

Para as interações partículas–partículas, encontra–se a seção de choque total σr e o parâmetro de

impacto b. Se o tempo de interação for negativo ou πb2 > σr assume–se o tempo de interação

desse evento como infinito. Depois, ordenam–se temporalmente os eventos e os executam um por

um. Em cada execução atualiza–se as posições das partículas, as novas interações e os tempos das

futuras interações. A cascata finaliza quando não há prótons ou nêutrons com energia maior que o

poço de potencial e não existam mésons e ressonâncias dentro do núcleo. Há também um critério

de parada temporal para os casos de que alguma ressonância não possa decair e fique presa no
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Cascata intranuclear

Calcular os tempos
de todos os 

possíveis eventos 

Tomar o evento 
de menor tempo 

Colisão
binaria

Partícula
superfície

Decaimento

Bloqueio
Pauli

 σteo > πb
2

Executar evento

Atualizar posições
de todas as 
partículas 

T>Ef + B

Emitir partícula

Parada

Sim

Sim

Sim

Sim

Não

Não

Sim

Sim

Não

Não

Não

Figura 4.8: Diagrama de blocos representativo da cascata intranuclear no núcleo alvo.
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núcleo. Normalmente a cascata é processada até que t = 2000 fm. Nesse caso as ressonâncias são

obrigadas a decair (figura 4.8).

4.2 Modelo de desexcitação nuclear

Após a cascata intranuclear, nenhum núcleon tem energia suficiente para sair do núcleo, e a

energia de excitação total do núcleo é geralmente maior do que a energia de ligação dos núcleons.

A energia de excitação pode ser redistribuída de forma a possibilitar a evaporação de partículas.

No código CRISP, considera–se o núcleo remanescente da cascata em equilíbrio termodinâmico,

e seguindo o modelo estatístico de Weisskopf [Weisskopf, 1937], calculam–se as probabilidades

relativas de emissão de prótons, nêutrons e partículas alfa. Também encontra–se a probabilidade

relativa de fissão por meio da teoria de Vandenbosh e Huizenga [Vandenbosch and Huizenga, 1973].

As larguras de emissão para prótons e alfas relativas dos nêutrons são calculadas da seguinte

forma:

Γp

Γn
=

E∗
p

E∗
n

exp
{

2a1/2
n

[
(rpE∗

p)
1/2 − (E∗

n)
1/2

]}
, (4.42)

Γα

Γn
=

E∗
α

E∗
n

exp
{

2a1/2
n

[
(rαE∗

α)
1/2 − (E∗

n)
1/2

]}
, (4.43)

onde E∗
i = E∗−Bi −Vi, E∗ é a energia de excitação Vi o potencial coulombiano e Bi a energia

de ligação da partícula i = n, p,α .

Os parâmetros de densidade de níveis são calculados pelas fórmulas empíricas de Dostrovsky

[Dostrovsky et al., 1958]:

an = A
a1

(
1−a2

A−2Z
A2

)2
,

ap = A
a3

(
1−a4

A−2Z
A2

)2
,

aα = A
a5

(
1− a6

A

)2
.

(4.44)
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O modelo CRISP usa os seguintes parâmetros: a1 = 18.81, a2 = 1.3, a3 = 20.07, a4 = 3.84, a5 =

18.68, a6 = 2.02.

A barreira coulombiana para prótons e alfas é

Vp =C

[
Kp(Z −1)e2]

r0(A−1)1/3 +Rp
, (4.45)

Vα =C

[
2Kα(Z −2)e2]

r0(A−4)1/3 +Rα

, (4.46)

com Kp = 0.70, Kα = 0.83, Rp = 1.14 f m, Rα = 2.16 f m. C é uma correção para os núcleos

excitados

C = 1− E∗

Am0 −M(A,Z)
, (4.47)

onde m0 e M(A,Z) são as massas do núcleon núcleo, respetivamente.

A largura relativa de fissão é calculada a partir da teoria de Vandenbosh e Huizenga [Vanden-

bosch and Huizenga, 1973]

Γ f

Γn
= K f exp

{
2
[
(a f E∗

f )
1/2 − (anE∗

n)
1/2

]}
, (4.48)

onde E∗
f = E∗−B f e B f é a barreira de fissão.

Para a obtenção da equação anterior, considera–se que:

Γ f =
D
2π

∫ E∗−B f

0
ρ
∗(E∗−B f −K)dK (4.49)

e

Γn =
D
2π

2mR2g
h̄2

∫ E∗−Bn

0
ερ

∗(E∗−Bn − ε)dε, (4.50)

onde ρ∗ são as densidades de energia para os níveis de fissão e emissão de nêutrons, D é o espaça-

mento médio entre esses níveis, R o raio nuclear e g = 2 a degenerescência de spin para nêutrons.

Partindo da relação Γ f
Γn

de 4.49 e 4.50 de que

ρ(E) ∝ exp
[
2(aE)1/2

]
, (4.51)
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e fazendo a integração, chega-se a 4.48.

Pode–se ver na equação 4.49 que só é considerada a fissão quando a energia de excitação é

maior que a barreira de fissão, desconsiderando–se os casos de fissão por efeito túnel, o que é

muito mais improvável do que a emissão de partículas. O mesmo acontece para prótons e alfa. Se

a excitação é menor que a barreira coulombiana, então não acontece a emissão.

Conhecidas as larguras de emissão e fissão, pode–se calcular as probabilidades de emissão de

nêutron, próton ou partícula alfa, e a probabilidades da fissão nuclear. Por exemplo, a probabilidade

de que aconteça o evento i é (i = n, p,α, f )

Pi =
Γi

Γn +Γp +Γα +Γ f
, (4.52)

dividindo o numerador e denominador por Γn

Pi =

Γi
Γn

1+ Γp
Γn

+ Γα

Γn
+

Γ f
Γn

, (4.53)

onde todos os termos podem ser calculados pelas equações 4.42, 4.43 e 4.48 O funcionamento geral

do MCEF é representado no diagrama de blocos na figura 4.9. Por dados iniciais temos A, Z, E∗ e

o momento angular L. A todo o tempo o núcleo é considerado esférico. Cada iteração corresponde

à determinação da probabilidade de emissão de nêutrons, prótons, alfas e fissão nuclear, sorteio e

seleção de um dos eventos anteriores. Isso é realizado enquanto a energia de excitação for maior do

que o mínimo da energia de ligação do nêutron Bn e a energia de fissão B f . Uma vez determinado o

evento que acontece, no caso de uma emissão, obtém–se a energia cinética da partícula emitida e a

partir daí atualiza–se o núcleo residual. No caso da fissão, detém–se o MCEF e inicia–se o cálculo

dos fragmentos de fissão.

Pela teoria de Weisskops [Weisskopf, 1937], a largura de emissão na evaporação é

Widε =C(ε −Vi)e
− e−Vi

Tf (E
∗−Bi) . (4.54)

Portanto, para a energia cinética das partículas evaporadas, utiliza–se o integrando da equação
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Figura 4.9: Diagrama de blocos representativo da implementação do MCEF no modelo CRISP.
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anterior como função de densidade de probabilidade

f (ε) = (ε −Vc)exp
(
− (ε −Vc)

Tf (ε)(E∗−Bi)

)
. (4.55)

No caso de nêutrons, Vc = 0. Tf é a temperatura no núcleo após a emissão e depende da energia

cinética da partícula emitida.

A relação entre excitação pós–emissão E∗
f = E∗−Bi − ε e temperatura é

Tf =
√

2aiE∗
f (4.56)

Na equação anterior ai são os parâmetros de densidade de níveis definidos em 4.44. Os fragmentos

de fissão são obtidos pelo modelo MM–NRM (multimodal-random neck rupture model) [Brosa

et al., 1989], onde a seção de distribuição de massas é determinada por três modos diferentes e

independentes de fissão:

• Simétrico Superlongo (S): Corresponde à fissão simétrica em que pode ser atingida a maior

deformação do núcleo.

σS =
KS√
2πΓ2

S

exp
(
−(A−AS)

2

2Γ2
S

)
. (4.57)

• Assimétrico Padrão I (S1): Esse modo aparece como consequência da existência de uma

camada fechada esférica para nêutrons N ∼ 82 e prótons Z ∼ 50 em núcleos pesados com A ∼

132. A distribuição de massas dos fragmentos são duas gaussianas simetricamente deslocadas

da posição AS:

σS1− =
KS1√
2πΓ2

S1

exp
(
−(A−AS −DS1)

2

2Γ2
S1

)
, (4.58)

σS1+ =
KS1√
2πΓ2

S1

exp
(
−(A−AS +DS1)

2

2Γ2
S1

)
. (4.59)

• Assimétrico Padrão II (S2): Esse modo aparece como consequência da existência da ca-

mada anterior deformada para nêutrons N ∼ 86−−88 e prótons Z ∼ 52 em núcleos pesados

com A ∼ 138−140. Também na distribuição de massas dos fragmentos temos duas gaussia-
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nas simetricamente deslocadas da posição AS:

σS2− =
KS2√
2πΓ2

S2

exp
(
−(A−AS −DS2)

2

2Γ2
S2

)
, (4.60)

σS2+ =
KS2√
2πΓ2

S2

exp
(
−(A−AS +DS2)

2

2Γ2
S2

)
. (4.61)

O código CRISP deve receber na entrada as intensidades das gaussianas KS,KS1,KS2, suas larguras

ΓS,ΓS1,ΓS2 e o deslocamento em relação à posição AS dos modos assimétricos DS1,DS2

As distribuições de carga para cada núcleo de massa A também são consideradas gaussianas

[Kudo et al., 1998], [Duijvestijn et al., 1999]

σA,Z =
σA√
πΓZ

exp
(
−
(Z −Zp)

2

Γ2
Z

)
, (4.62)

onde, os valores Zp e ΓZ são funções lineares da massa A dos fragmentos

ZP = µ1 +µ2A, (4.63)

ΓZ = γ1 + γ2A. (4.64)

Os parâmetros µ1,µ2,γ1,γ2 também devem ser especificados no arquivo de entrada do código

CRISP. Para o sorteio das massas assume–se a seguinte função de distribuição:

f (A) =
σS +σS1−+σS1++σS2−+σS1+

KS +2KS1 +2KS2
, (4.65)

e para as cargas a equação 4.62.

Uma vez determinados os fragmentos a1,z1 e a2,z2 a energia de excitação E∗ é distribuída como

excitação dos fragmentos dependendo de seus respectivos números de massa

E∗
1(a1,z1) =

a1
A E∗,

E∗
2(a2,z2) =

a2
A E∗.

(4.66)
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Para calcular a energia cinética dos fragmentos, partimos da conservação da energia e momento

linear.

M(A,Z)+E∗ = m1(a1,z1)+m2(a2,z2)+T +E∗
1(a1,z1)+E∗

2(a2,z2), (4.67)

T = M(A,Z)−m1(a1,z1)−m2(a2,z2) = Q, (4.68)

T = T1 +T2 =
P2

1
2m1(a1,z1)

+
P2

2
2m2(a2,z2)

, (4.69)

P1 = P2. (4.70)

Dessa forma, resolvendo o sistema de equações 4.69–4.70 chega-se a:

T1 =
m2(a2,z2)

m1(a1,z1)+m2(a2,z2)
T,

T2 =
m1(a1,z1)

m1(a1,z1)+m2(a2,z2)
T.

(4.71)

Nas equações anteriores os sub–índices 1 e 2 referem-se aos fragmentos 1 e 2 respectivamente, m

é a massa, P o momento, e T a energia cinética.

4.3 Comparação com outros geradores de reações neutrino–núcleo

Um ponto em comum em quase todos os geradores estudados é o núcleo ser construído através

do modelo de gás de Fermi relativístico. Esse modelo considera dois gases independentes, um para

prótons e outro para nêutrons. O modelo pode ser global, onde pF não depende das coordenadas,

ou local, onde para cada núcleon i temos que pF = pF(~ri). Para o estado fundamental do núcleo,

os núcleons são colocados no intervalo [0, pF ], seguindo alguma função de distribuição f = f (~p)

(geralmente f é uniforme).

Para considerar o bloqueio de Pauli, são desconsideradas as reações onde algum núcleon final

cumpra que p < pF . Se essa condição não for aplicada, o núcleo no estado básico poderia evaporar

durante a cascata intranuclear sem a presença de alguma fonte de energia externa. Outra con-

sequência seria que sejam obtidos estados nucleares de energia menor que a inicial, dando como

resultado que a energia de excitação seja negativa.
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O formalismo de Llewellyn-Smith [Llewellyn Smith, 1972] realiza a correção da seção de cho-

que neutrino–núcleon para os canais elásticos e quase-elásticos no meio nuclear da seguinte forma:

σ = (1−D/N)σ f ree, (4.72)

onde σ f ree, N e D são a seção de choque do neutrino no núcleon livre, o número de nêutrons do

núcleo alvo e um fator de correção, respectivamente. O fator D é

D =


Z se 2x < u− v

A
2

{
1− 3x

4 (u
2 + v2)+ x3

3 − 3
32x(u

2 + v2)2
}

se u− v < x < u+ v

0 se x > u+ v

, (4.73)

x =
|~q|

2pF
, u =

(
2N
A

)1/3

, v =
(

2Z
A

)1/3

(4.74)

onde N,Z,A são os números de nêutrons, prótons e núcleons do núcleo e~q é o momento transferido

ao núcleon alvo.

Por outro lado, o formalismo de Smith e Moniz [Smith and Moniz, 1972] também corrige as

seções de choque analiticamente para considerar o bloqueio de Pauli e o movimento fermiônico.

Para tanto utiliza as distribuições de momentos dos núcleons inicial e final na interação neutrino–

núcleon ni(p) e n f (p) para calcular o tensor hadrônico. Para o gás de Fermi puro tem-se que

n(p) = Θ(pF − p).

4.3.1 NUANCE

O NUANCE [Casper, 2002] é o gerador de eventos utilizado para processar os dados do ex-

perimento MiniBooNE [Ray, 2007]. Ele utiliza o gás de Fermi relativístico ( f uniforme) com

algumas correções ad hoc com o fim de reproduzir os dados experimentais dos canais CCQE

νµ(ν̄µ)+CH2 (0−2 GeV ):

• Introdução de um fator multiplicativo κ que modifica a energia El0 → κEl0 que deve ter o

núcleon para que ele, ao ganhar uma energia ω , fique exatamente acima do nível de Fermi. A

energia Elo é utilizada como limite de integração inferior na hora de calcular o tensor hadró-
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nico efetivo W ′
µν , o qual já considera o movimento fermiônico e o bloqueio de Pauli [Smith

and Moniz, 1972]. Desta forma, para um fator κ > 1, o efeito será uma diminuição da seção

de choque diferencial dσ/dQ2 para os menores valores de Q2 [MiniBooNE Collaboration

et al., 2010].

• Ajuste do parâmetro de massa axial MA em relação aos dados de dσ/dQ2 [MiniBooNE Col-

laboration et al., 2010].

• Normalização da seção de choque dσ/dQ2 em relação aos dados experimentais [MiniBooNE

Collaboration et al., 2010].

• Ajuste da interação píon-núcleon em relação para reproduzir os dados da reação π +12 C.

Os canais ressonantes neutrino–núcleon são descritos pelo modelo de Rein-Sehgal [Rein and Seh-

gal, 1981] para um total de 18 ressonâncias bariônicas de massa invariante W < 2 GeV . As res-

sonâncias decaem geralmente em um núcleon mais um ou vários píons. O canal ressonante não é

permitido se o núcleon resultante do decaimento tem possibilidade de estar por embaixo do nível

de Fermi.

4.3.2 NuWro

Similarmente ao NUANCE, o NuWro [Golan et al., 2012] utiliza um gás relativístico de Fermi,

mas com a utilização de funções espectrais P(~p,E). A função P(~p,E) expressa a probabilidade

de encontrar uma partícula com momento ~p e energia de separação E. As funções espectrais são

utilizadas só para a descrição da interação quase-elástica, portanto, são construídos dois estados

fundamentais diferentes, um para a interação quase-elástica e outro para as outras interações [Mo-

sel, 2019].

Para o canal de formação de ressonâncias só é utilizada a ressonância ∆(1232), que descreve a

produção de píons quando W < 1,6 GeV . A largura da ∆ é modificada, incluindo efeitos do meio

como a densidade nuclear e o bloqueio de Pauli.

O canal DIS é estendido progressivamente desde W = 1,3 GeV até W = 1,6 GeV , considerando

assim a produção de píon de fundo não ressonantes e os atribuídos ao modelo de Rein-Sehgal. Para
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W > 1,6 GeV é considerado só o canal DIS.

4.3.3 NEUT

O modelo NEUT [Hayato, 2009] utiliza o modelo relativístico de gás local de Fermi [Smith and

Moniz, 1972]. Não considera a propagação das ressonâncias bariônicas dentro do núcleo, calcula

a seção de choque de produção de píons como o produto da seção de choque ressonante pelas

probabilidades de decaimento de cada ressonância. Calcula a produção de píons através do modelo

de Rein-Sehgal [Rein and Sehgal, 1981]. As interações de píons no núcleo, quando pπ < 500 MeV

dependem da posição e momento do píon, da densidade nuclear e da função de distribuição dos

números de ocupação de núcleons, modificando a largura das ressonâncias similarmente ao modelo

NuWRo. Para pπ > 500 MeV as probabilidades de interação do píon são extraídas de medições

experimentais, e dependem só do momento do píon.

4.3.4 GENIE

Utiliza o modelo de gás de Fermi relativístico de Llewellyn-Smith [Llewellyn Smith, 1972],

com a inclusão de funções de estrutura para os núcleons segundo o modelo de Bodek e Ritchie [Bo-

dek and Ritchie, 1981]. Este gerador é o único dos analisados que não implementa a cascata in-

tranuclear completamente e sim uma cascata intranuclear efetiva. As seções de choque são obtidas

a partir de dados experimentais para um núcleo específico e generalizadas para as interações bina-

rias. O GENIE [Andreopoulos et al., 2009] é optimizado para as reações em Fe. Na cascata cada

partícula só pode interagir uma vez. O efeito das interações que não são simuladas é considerado

mediante parametrizações em relação aos dados experimentais.

4.3.5 GiBUU

A grande diferença do GiBUU [Buss et al., 2012] em relação aos geradores analisados é que

ele considera os núcleons ligados mediante um potencial nuclear e de Coulomb, em função das

coordenadas e momento do núcleon em questão. Esses potenciais são utilizados para determinar as

trajetórias das partículas e calcular as funções de distribuição de cada núcleon f1(~r,~p, t) mediante

a equação de Boltzmann-Uehling-Uhlenbeck BUU [Effenberger, 1999]. O bloqueio de Pauli, por
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exemplo, para a reação do tipo 1+ 2 → 3+ 4, introduze o fator (1− f 3
1 )(1− f 4

1 ) nos termos de

colisão. O núcleo é construído segundo o modelo de gás de Fermi local.

A seguir apresentamos um resumo dos geradores estudados:

Tabela 4.4: Principais propriedades dos geradores de eventos estudados.

Geradores NUANCE NuWRo NEUT GENIE GiBUU

(Quase)-elastic [Llewellyn Smith, 1972] [Llewellyn Smith, 1972] [Llewellyn Smith, 1972] [Llewellyn Smith, 1972] [Llewellyn Smith, 1972]

2p2h - - - - [Martini et al., 2009]

Formação ressonancia [Rein and Sehgal, 1981] [Adler, 1975] [Rein and Sehgal, 1981] [Rein and Sehgal, 1981] [Leitner, 2009]

Píons de fundo - extensão do DIS extensão do DIS [Lalakulich et al., 2010]

DIS [Bodek and Yang, 2003] [Bodek and Yang, 2003] [Bodek and Yang, 2003] [Sjöstrand et al., 2006]

Coerente [Rein and Sehgal, 1983] [Rein and Sehgal, 1983] [Rein and Sehgal, 1983] [Rein and Sehgal, 1983] -

Modelo nuclear [Smith and Moniz, 1972] [Smith and Moniz, 1972] [Smith and Moniz, 1972] [Smith and Moniz, 1972] [Buss et al., 2012]

Funções espectrais - [Benhar et al., 1994] - - [Leitner et al., 2009]

Modificação parâmetros - [Salcedo et al., 1988] [Salcedo et al., 1988] - [Leitner et al., 2009]
∆ no meio nuclear

Cascata intranuclear [Mudan, 1989] [Metropolis et al., 1958] [Metropolis et al., 1958] [Dytman, 2009] [Buss et al., 2012]

Tabela 4.5: Valores de massa axial (GeV) utilizados pelos diferentes geradores de eventos.

Geradores NUANCE NuWRo NEUT GENIE GiBUU

(Quase) elástico 1,35 [MiniBooNE Collaboration et al., 2010] 1,03 [Golan et al., 2012] 1,2 [Hayato, 2009] 0,99 [Andreopoulos et al., 2009] 1,0 [Leitner et al., 2006]
2p2h - - - - 1,03 [Gallmeister et al., 2016]
Formação ressonância 1,10 [MiniBooNE Collaboration et al., 2010] 0,9 [Adler, 1975] 1,2 [Hayato, 2009] 1,12 [Andreopoulos et al., 2009] 1,0 [Leitner, 2009]
Coerente 1,03 [MiniBooNE Collaboration et al., 2010] 1,00 [Rein and Sehgal, 1983] 1,00 [Rein and Sehgal, 1983] 1,00 [Rein and Sehgal, 1983] -

4.4 Comparação com dados experimentais

Numerosos experimentos são desenvolvidos visando determinar os parâmetros que definem a

oscilação de neutrinos. A probabilidade de oscilação νµ → νe, por exemplo, é calculada a partir da

seguinte equação [Smith, 2001]

Posc = sin2(2θ)sin2
(

1,27 ·∆m2 ·L
Eν

)
, (4.75)

onde θ e ∆m2 são o ângulo de mistura e a diferença de massas entre os neutrinos que oscilam, L é

a distância entre a fonte de neutrinos até o detetor e Eν é a energia do feixe de neutrinos.

Como foi descrito nos capítulos 2 e 3, o canal de interação neutrino-núcleon depende da ener-

gia do neutrino, portanto, as partículas emitidas durante a reação neutrino–núcleo. No intervalo
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de estudo, 0 < Eν < 10 GeV, existe uma superposição entre esses canais, dificultando conside-

ravelmente a detecção dos neutrinos. Além disso, a probabilidade Posc tem um valor extrema-

mente baixo (por exemplo, no experimento Los Alamos LNSD [Laboratory, 1993] foi obtido que

Posc(νµ → νe) = 0,26%). Daí que é requerido um conhecimento preciso do fluxo de neutrinos,

da resposta do detetor, da interação neutrino-núcleon e dos possíveis fundos que podem afetar

as medições. Por essa razão, os experimentos cada vez são desenvolvidos de forma tal que seja

possível a medição da forma mais exclusiva possível e com uma alta estatística da iteração que

desencadeia a cascata intranuclear, como, por exemplo, os experimentos MiniBooNE [Ray, 2007]

e MINERvA [Gran, 2008]. Esses experimentos foram selecionados por nós para avaliar a capa-

cidade do modelo CRISP de reproduzir os dados fornecidos por eles. Para nossas simulações é

necessário tomar os fluxos dos neutrinos e antineutrinos incidentes como dado de entrada (figura

4.10), e utilizando-las como funções de densidade de probabilidade sortear a energia inicial dos

neutrinos.
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Figura 4.10: Predição do fluxo de neutrino múon e antineutrino múon nos experimentos MiniBooNE (esquerda) e
MINERvA (direita). O eixo y representa o número de neutrinos por cm2, pelo número de prótons no alvo (POT) e por
unidade de GeV do neutrino incidente. Os dados foram tomados de [MiniBooNE Collaboration et al., 2010], [Aguilar-
Arevalo et al., 2013], [McGivern et al., 2016].

O experimento MiniBooNE está localizado no Fermilab (“Fermi National Laboratory”). Para a

produção de neutrinos e antineutrinos do múon é efetuada a seguinte cadeia de reações:
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• Primeiramente são colididos prótons de 8 GeV em alvos de Berílio para produzir mésons

carregados (káons e píons).

• Os mésons carregados decaem para produzir o neutrino: K+/π+ → µ++νµ

• Os múons produzidos no item anterior, decaem e produzem então os antineutrinos: µ+ →

e++νe +νµ .

• Os neutrinos e antineutrinos viajam aproximadamente uma distância de 450 m para chegar

ao detetor MiniBooNE.

O experimento MiniBooNE estuda as reações νµ +CH2 e ν̄µ +CH2 para 0 < Eν < 3 GeV (W <

1,4 GeV) com < Eν >≈ 0,7 GeV. Para nossas comparações utilizaremos os canais relatados na

tabela 4.6.

Tabela 4.6: Dados do experimento MiniBooNE utilizados para comparação.

Reação Canal Observáveis Referências

νµ +12 C CCQE σ(Eν), d2σ

dQ2 , dσ

dTµ d cosθµ
[MiniBooNE Collaboration et al., 2010]

ν̄µ +CH2 CCQE dσ

dQ2 , d2σ

dTµ d cosθµ
[Aguilar-Arevalo et al., 2013]

νµ +CH2 NCE dσ

dQ2 [Aguilar-Arevalo et al., 2010a]
ν̄µ +CH2 NCE dσ

dQ2 [Aguilar-Arevalo et al., 2015]
νµ +CH2 NC1π0 dσ

d pπ
, dσ

dθπ
[Aguilar-Arevalo et al., 2010b]

ν̄µ +CH2 NC1π0 dσ

d pπ
, dσ

dθπ
[Aguilar-Arevalo et al., 2010b]

νµ +CH2 CC1π+ σ(Eν), dσ

dTµ
, dσ

dTπ
[Aguilar-Arevalo et al., 2011]

O experimento MINERvA produz os neutrinos e antineutrinos a partir da mesma cadeia de

reações que o MiniBooNE, com a diferença de que um feixe inicial de prótons de 120 GeV é

colidido em um alvo de grafito. Neste experimento os neutrinos têm que viajar uma distância

de 734 km até chegar ao detetor. Este experimento estuda as reações νµ +CH e ν̄µ +CH para

1,5 < Eν < 10 GeV (W < 1,8 GeV) GeV com < Eν >≈ 3,0 GeV. As grandezas utilizadas para

comparação podem ser conferidas na tabela 4.7.
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Tabela 4.7: Dados do experimento MINERvA utilizados para comparação.

Reação Canal Observáveis Referências

νµ +12 C CCπ+ coerente σ(Eν), dσ

dQ2 , dσ

dEπ
, dσ

dθπ
[Mislivec et al., 2018]

ν̄µ +12 C CCπ− coerente σ(Eν), dσ

dQ2 , dσ

dEπ
, dσ

dθπ
[Mislivec et al., 2018]

νµ +CH CCnπ± σ(Eν), dσ

d pµ
, dσ

dθµ

dσ

dTπ
, dσ

dθπ
[McGivern et al., 2016]

ν̄µ +CH CC1π0 σ(Eν), dσ

d pµ
, dσ

dθµ

dσ

dTπ
, dσ

dθπ
[McGivern et al., 2016]
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5 INTERAÇÃO QUASE-ELÁSTICA

5.1 Canal quase-elástico de corrente carregada

O canal quase-elástico de corrente carregada é representado pela reação νµ + n = µ−+ p. A

medição deste canal pode ser determinada experimentalmente a partir da detecção do múon emitido

quando não há emissão de píons. Nos dois experimentos estudados para fazer a comparação [Mini-

BooNE Collaboration et al., 2010], [Fields et al., 2013], a energia cinética do múon, Tµ , e o ângulo

de espalhamento do múon ,θµ , são necessários para a determinação da energia do neutrino inci-

dente, EQE
ν , e para a transferência de momento quadri-dimensional, Q2

QE , do neutrino ao nêutron

alvo:

EQE
ν =

2m′
nEµ − (m′2

n +m2
µ −m2

p)

2(m′
n −Eµ +

√
E2

µ −m2
µ cosθµ)

, (5.1)

Q2
QE =−m2

µ +2EQE
ν (Eµ −

√
E2

µ −m2
µ cosθµ). (5.2)

Para as equações anteriores, Eµ = Tµ +mµ , mµ é a massa do múon, mp é a massa do próton,

e m′
n é a massa ajustada do nêutron que depende do valor experimental da energia de ligação do

carbono (Eb = 34±9 MeV ): m′
n = mn −Eb. O termo "QE"é utilizado para diferenciar EQE

ν e Q2
QE

dos valores reais Eν e Q2, pois, para a dedução de 5.1 e 5.2 foi considerado que o núcleon alvo está

em repouso [MiniBooNE Collaboration et al., 2010].

Na figura 5.1, à esquerda, temos a seção de choque por nêutron para a reação νµ +12 C, em

função da energia cinética do neutrino incidente. A linha azul representa o resultado quando a
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98 CAPÍTULO 5. INTERAÇÃO QUASE-ELÁSTICA

primeira interação é νµ + n = µ−+ p, interação essa que pode ser determinada com exatidão a

partir de simulações. A linha vermelha representa a seção de choque, calculada quando na cascata

intranuclear é emitido um múon e não são emitidos píons.
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Figura 5.1: Seção de choque total por nêutron para a reação νµ +n → µ−+ p. Os dados experimentais correspondem
à reação νµ +CH2 e foram tomados de [MiniBooNE Collaboration et al., 2010]. As simulações foram realizadas para
a reação ν +12 C. Figuras publicadas em [Perez et al., 2022].

A diferença entre as duas linhas anteriores é causada pelos processos de produção e absorção

de píons na cascata intranuclear. Por exemplo, se temos a seguinte cadeia de interações

νµ(ν̄µ)+n(p) µ−(µ+)+ p(n)

p(n)+N N +N∗

N∗ N +π,

(5.3)

temos que, se o píon é emitido, o canal CCQE será medido como um canal CCRes. Por outro lado,

se o canal for inicialmente CCRes

νµ(ν̄µ)+n(p) µ−(µ+)+N∗

N∗+N N +π,

(5.4)

98



CAPÍTULO 5. INTERAÇÃO QUASE-ELÁSTICA 99

e o píon é absorvido durante a cascata intranuclear

π +N N∗

N∗+N N +N

π +NN N +N,

(5.5)

então esse canal será detetado como CCQE. Nas relações acima, N∗ representa uma ressonância

bariônica, N um núcleon e π um píon. Segundo a figura 5.1, à esquerda, as interações 5.4-5.5 são

mais importantes que as interações 5.3.

Na figura 5.1, à direita, está representada a seção de choque diferencial ∂σ

∂Q2
QE

, para as reações

νµ +12 C e νµ +n. Foram consideradas duas configurações diferentes para a construção do núcleo

alvo. Na primeira, o 12C é formado por dois níveis de energia, correspondente a um potencial tipo

poço quadrado (com os números de ocupação dois e seis respectivamente). Nessa configuração, o

segundo nível tem quatro vacâncias (duas de prótons e duas de nêutrons). Usando essa distribuição

de níveis (linha vermelha da figura 5.1, à direita), pode-se observar que temos uma boa concor-

dância com os dados experimentais, a exceção da região Q2
QE < 0,2 GeV 2, onde o modelo CRISP

superestima os valores do experimento.

Na segunda configuração considerada, o segundo nível de energia não tem vacâncias, o qual

está em concordância com o modelo de Gás de Fermi de Smith-Moniz [Smith and Moniz, 1972].

Agora temos uma maior influência do mecanismo de bloqueio de Pauli, o que se traduz em uma

diminuição da seção de choque ∂σ

∂Q2
QE

na região Q2
QE < 0,2 GeV 2 (linha azul da figura 5.1, à di-

reita) e numa excelente reprodução dos dados experimentais. Os resultados da figura 5.1, à direita,

demonstram a importância da adoção de um modelo nuclear apropriado para obter resultados sa-

tisfatórios, inclusive para grandezas diferenciais como dσ

dQ2
QE

. Isso é reforçado ao comparar com a

reação do neutrino com um nêutron livre e em repouso (linha verde).

Na figura 5.2 temos uma comparação entre o modelo CRISP e o código NUANCE. Como o

NUANCE utiliza um modelo de Gás de Fermi de Smith-Moniz [Smith and Moniz, 1972], precisa

utilizar parâmetros ajustáveis para poder reproduzir os dados experimentais. O parâmetro κ é um

fator de escala para a energia El0 = κ

√
p2

F +M2
p −ω +EB, onde pF é o momento de Fermi, Mp
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é a massa do próton formado, ω é a energia transferida e EB é a energia de ligação do próton no

12C. Fisicamente El0 representa a energia mínima que pode ter um núcleon para ao adquirir uma

energia ω , fique exatamente no nível de Fermi [Aguilar-Arevalo et al., 2008]. Além do parâmetro

κ , o NUANCE utiliza um fator de 1.08 para normalizar a seção de choque em relação aos dados.

A ventagem do CRISP em relação a modelos que utilizam o Gás de Fermi é que o CRISP consi-

dera uma estrutura de camadas e um bloqueio de Pauli mais realista, evitando a introdução desses

parâmetros ajustáveis para uma correta reprodução dos dados experimentais.
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Figura 5.2: Seção de choque dσ/dQ2
QE por nêutron para el canal νµ +n → µ−+ p (CCQE) na reação νµ +12 C. Os

dados experimentais e resultados do NUANCE foram tomados de [MiniBooNE Collaboration et al., 2010]. Figura
publicada em [Perez et al., 2022].

Outro parâmetro que o NUANCE ajusta é a massa axial, MA. Nos experimentos realizados em

deutério foi determinado que MA = 1.026 GeV [Bernard et al., 2001], para a interação neutrino-

núcleon. Os experimentos mais recentes, para núcleos de maior massa, como o 12C, mostraram que

usando esse valor de MA ainda se subestima os dados experimentais. Para resolver isso o NUANCE

utiliza MA = 1,35 GeV . Pode-se observar que ao tomar MA = 1,35 GeV o modelo CRISP obtém

uma excelente reprodução dos dados experimentais. Como vamos mostrar em próximas seções, a
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necessidade de ajustar MA vem dada pelo fato de que não estão sendo consideradas as interações

do neutrino com dois núcleons em simultâneo (2p2h), portanto, o incremento de MA no modelo

CRISP não significa uma deficiência do modelo nuclear adotado e sim que existe uma interação

não considerada.

Na figura 5.3 temos a seção de choque dupla diferencial dσ/dTµd cosθµ de emissão de µ− para

o canal CCQE, na reação νµ +12 C. Neste caso também o CRISP oferece uma boa concordância

com os dados experimentais. Uma análise mais detalhada dessa grandeza será realizada para o

canal CCQE de anti-neutrinos incidentes (figura 5.5).

Na figura 5.4 temos a seção de choque diferencial dσ

dQ2
QE

por próton para o ν̄µ incidente. As

linhas azul e vermelha representam as reações ν̄µ +
12 C e ν̄µ +CH2, respectivamente. Para simular

o CH2 foram considerados como alvos o 12C e dois prótons livres em repouso. A consideração de

dos prótons livres é imprescindível pára uma correta reprodução dos dados experimentais na faixa

0 < Q2
QE < 0,15 GeV 2. Neste caso o NUANCE precisa usar os fatores κ = 1,007 e multiplicar a

seção de choque por um fator de 1,11, para normalizar em relação aos dados.
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Figura 5.4: Seção de choque CCQE dσ/dQ2
QE por próton para as reações ν̄µ +12 C (linha azul) e ν̄µ +CH2 (linha

vermelha). Os dados experimentais e os resultados do NUANCE foram extraídos de [Aguilar-Arevalo et al., 2013].
Figura publicada em [Perez et al., 2022].
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Figura 5.3: Seção de choque dupla diferencial dσ/dTµ d cosθµ de emissão de µ− para o canal CCQE. Os dados
experimentais foram tomados de [MiniBooNE Collaboration et al., 2010]
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Figura 5.5: Seção de choque dupla diferencial dσ/dTµ d cosθµ de emissão de µ+ do canal CCQE para as reações
ν̄µ +12 C (linha azul) e ν̄µ+ próton (linha vermelha). Os dados experimentais foram tomados de [Aguilar-Arevalo
et al., 2013].

Na figura 5.5 é apresentada a seção de choque dupla dσ/dTµd cosθµ de emissão de µ+ do canal

CCQE para as reações ν̄µ +
12C (linha azul) e ν̄µ+ próton livre (linha vermelha). A seção de choque

em prótons livres é maior que no caso do 12C para os menores ângulos de emissão. Isso acontece

porque o bloqueio de Pauli limita as interações de baixa transferência de momento Q2, onde o múon

é espalhado com um ângulo menor. Para os ângulos maiores sucede o contrário, a seção de choque
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é maior no 12C, como o momento transferido é maior então o bloqueio de Pauli é menos restritivo.

Nesse caso, devido só ao bloqueio de Pauli deveriam ser esperados comportamentos similares, mas

o movimento fermiônico no 12C faz que aumente a seção de choque em relação aos prótons livres.

5.2 Interação 2p2h

Vamos começar esta epígrafe com uma análise das reações π+-núcleo. Na figura 5.6 é apresen-

tada a seção de choque total de π+ de energia T = 165 MeV vs massa do núcleo alvo. As grande-

zas apresentadas são a seção de choque total (TOT), elástica (EL), de absorção (ABS), inelástica

(INEL) e de troca de carga (SCX). Ao compararmos a seção de choque inelástica com a seção de

choque de absorção, observa-se uma diferença notável no coeficiente angular da reta formada no

gráfico log–log. Essa diferença vem dada pela natureza da interação píon-núcleon no núcleo. A

interação inelástica é constituída majoritariamente pela formação de ressonâncias bariónicas, mas

sempre a partir da absorção do píon com um núcleon do alvo. Geralmente a ressonância formada

decai em um píon mais um núcleon, pelo qual esse canal não é suficiente para obter a seção de

choque de absorção.

Para reproduzir a seção de choque de absorção é necessário considerar também a absorção do

píon por um par de núcleons: π +NN → NN. Por essa ração, como com o aumento de A o número

de pares de núcleons aumenta mais rápido que o número de núcleons, o coeficiente angular da

seção de choque de absorção é maior que o da seção de choque inelástica. Nas reações de neutrino

temos uma situação similar, onde, segundo a figura 5.7, ao variar o parâmetro MA é obtida uma

escalação da seção de choque CCQE, mas não uma variação do coeficiente angular que permita

descrever de forma simultânea os dados em deutério e 12C. Isso indica a possibilidade da interação

do neutrino com pares de núcleons (2p2h) no núcleo alvo.
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Figura 5.6: Descomposição da seção de choque total π+-núcleo para 165 MeV. Figura extraída de [Ashery et al.,
1981].

A partir da publicação dos dados do experimento MiniBooNE, numerosos autores começaram a

desenvolver modelos teóricos das interações 2p2h de neutrinos [Martini et al., 2009, Martini et al.,

2011,Nieves et al., 2011,Nieves et al., 2012,Amaro et al., 2005,Amaro et al., 2011], considerando

ademais, o antecedente de que essas interações já foram observadas em reações de píons e elétrons.

Neste trabalho usaremos o modelo TEM [Bodek et al., 2011] ("Transverse Enhancement Model").

Como a seção de choque diferencial pode ser descrita com MA = 1.35 GeV (sem incluir as inte-

rações 2p2h, figuras 5.2 e 5.4), vamos considerar também que a seção de choque 2p2h pode ser

calculada como:

dσ2p2h

dQ2 =
dσ

dQ2 (MA = M′
A = 1.35 GeV )− dσ

dQ2 (MA = 1.026 GeV ), (5.6)
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consecutivos para MA = 1,026 GeV . Os dados experimentais foram extraídos dos experimentos • ANL [Campbell
et al., 1973] e H MiniBooNE [MiniBooNE Collaboration et al., 2010].

onde M′
A representa a massa axial usada no canal 2p2h (para diferenciá-la da MA da interação

neutrino-núcleon). No modelo TEM, a razão de aumento transversal é definida como:

Rτ =
QEτ +T E

QEτ

, (5.7)

onde QEτ é a resposta transversal quase-elástica da reação de elétrons com núcleons livres e T E

é a resposta transversal que aparece quando os núcleons são ligados ao 12C. A partir de observações

experimentais o modelo TEM parametriza a equação 5.7:

Rτ(Q2) = 1+AQ2 exp
(
−Q2/B

)
, (5.8)

com A = 6 GeV−2 e B = 0.34 GeV 2. Nas interações de neutrino, esse aumento é manifesto
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como um ajuste dos fatores de forma magnéticos da forma [Bodek et al., 2011]

Gp,n(nuclear)
M = Gp,n

M (Q2)×
√

Rτ , (5.9)

portanto, a seção de choque 2p2h é calculada como

dσT EM

dQ2 =
dσCCQE

dQ2 (Gp,n(nuclear)
M )− dσCCQE

dQ2 (Gp,n
M ). (5.10)
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Figura 5.8: Seção de choque dσ/dQ2
QE por nêutron (próton) para el canal νµ +n → µ−+ p (ν̄µ + p → µ++n). Os

dados experimentais foram tomados de [MiniBooNE Collaboration et al., 2010, Aguilar-Arevalo et al., 2013].

Na figura 5.8 temos uma comparação dos modelos usados para a implementação das interações

2p2h no código CRISP. Para obter a linha azul, a seção de choque foi calculada segundo a equação

5.6, e para a linha vermelha segundo a equação 5.10. A linha preta a traços são os cálculos obtidos

na seção 5.1, quando não foram consideradas as interações 2p2h. Pode-se observar como com esta

última configuração é obtida a melhor reprodução dos dados experimentais, o que é esperado em

certa medida já que representa um ajuste do parâmetro MA.

Com o modelo TEM é obtida uma subestimação em relação aos dados experimentais, para

Q2
QE > 0.4 GeV 2 no caso da reação do νµ e 0.1 < Q2

QE < 0.5 GeV 2 na reação do ν̄µ . Por outro

lado, ao considerar a relação 5.6 para o canal 2p2h, temos uma melhor reprodução de Q2
QE em
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relação ao modelo TEM. A diferença entre o uso de MA = 1.35 GeV sem o canal 2p2h (linha preta

a traços figura 5.8) e da relação 5.6 para o canal 2p2h (linha azul), é dada principalmente pelo fato

de que na primeira, o momento QE é transferido para só um núcleon do núcleo alvo, e na segunda,

o momento é transferido para dois núcleons. Ao transferir o momento para dois núcleons, há uma

maior probabilidade de que a reação seja impedida pelo bloqueio de Pauli, principalmente para os

menores valores de QE , tal e como é mostrado na figura 5.8.

5.2.1 Correlação entre núcleons

Até agora não temos comentado nada sobre o tipo de correlação que tem que haver entre os

dois núcleons alvos nas interações 2p2h. Para a realização dos cálculos apresentados na seção

anterior, foi implementada a interação do neutrino com dois núcleons não correlacionados, figura

5.9, mas considerando que os núcleons estiverem a uma distância relativa menor que o diâmetro do

deutério (rrel < 4.3 f m). Isso é para garantir que eles tenham a possibilidade de intercambiar um

méson. Nesse caso, a correlação entre os dois núcleons já está contida no valor da seção de choque,

equações 5.6 e 5.10.

A determinação dos momentos das partículas resultantes foi realizada da seguinte forma:

1. O momento do múon é calculado segundo o sorteio de Q2 das equações de seção de choque

diferencial 5.6 ou 5.10.

2. Posteriormente é determinado o momento do núcleon resultante da interação neutrino–núcleon.

3. É realizada uma colisão elástica entre esse núcleon e outro selecionado aleatoriamente de

forma tal que a distância entre eles é menor que 4.3 f m.

A divisão do processo em duas colisões (interação neutrino-núcleon seguida do espalhamento

elástico entre dois núcleons) é uma aproximação, pois o núcleon formado na interação com o bóson

W é um núcleon virtual. Considerando que nas energias trabalhadas é possível a formação de um

núcleon "on-sell", e que a distribuição angular do múon pode ser reproduzida a partir da seção

de choque diferencial dσ

dQ2 , a máxima contribuição para a seção de choque será com o núcleon

"on-sell", portanto, é razoável a divisão nas duas colisões citadas.
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Figura 5.9: À esquerda: interação do neutrino com dois núcleons não correlacionados. À direita: interação do neutrino
com dois núcleons correlacionados formando um par quase–deutério.

Outra forma de tratar a interação pode ser através da reação com o neutrino com um par quase

deutério no núcleo alvo. Esse é um mecanismo conhecido de processos como a absorção fotoelé-

trica, onde o fóton interage com o momento dipolar do par quase-deutério [Levinger, 1951]. Nesse

caso é necessário considerar a correlação entre os pares de núcleons que formam o quase-deutério.

A seguir usaremos o formalismo de Levinger para calcular essa correlação nas interações 2h2h

e comparar com quando os núcleons não são correlacionados. Desde um ponto de vista dinâmico

existe uma grande diferença em relação à interação não correlacionada, agora o neutrino transfere o

momento para o par quase-deutério todo (figura 5.9, à direita), portanto, o momento das partículas

resultantes pode ser calculado assim:

1. O momento do múon é calculado segundo o sorteio de Q2 das equações de seção de choque

diferencial 5.6 ou 5.10.

2. Posteriormente é determinado o momento transferido ao par quase-deutério.

3. É selecionado um par quase-deutério de forma aleatória ao qual é adicionado o momento

transferido.

4. É realizada a transformação de Lorentz inversa do momento dos núcleons do par quase-

deutério, para passar do referencial do quase-deutério ao referencial do núcleo alvo.
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A principal diferença entre as duas aproximações examinadas é que no caso correlacionado

não há ganho de momento na direção transversal do momento transferido pelo neutrino ao par

quase-deutério. Para fazer uma comparação será necessário adotar uma configuração onde as duas

implementações obtenham a mesma distribuição angular do múon, e ver se existe alguma diferença

na distribuição de núcleons resultantes na cascata intranuclear. Para isso vamos aproveitar de que

a relação 5.6 oferece uma boa reprodução dos dados experimentais, mas vamos também ajustar o

parâmetro M′
A com os dados de dσ

dQ2 . O valor M′
A = 1.35 GeV é resultado de um ajuste realizado

com o NUANCE, agora nós vamos ajustar novamente, pois estamos considerando os processos

2h2p que não foram implementados no NUANCE.
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Figura 5.10: Seção de choque dσ/dQ2
QE por nêutron (próton) para el canal νµ + n → µ− + p (ν̄µ + p → µ+ +

n). Valores de M′
A ajustados para a seção de choque 5.6. Os dados experimentais foram tomados de [MiniBooNE

Collaboration et al., 2010], [Aguilar-Arevalo et al., 2013].

A figura 5.10 mostra os valores ajustados de M′
A. Quando consideramos os núcleons como não

correlacionados, temos M′
A = 1,43 GeV , χ2

red = 0,56 para a reação de neutrinos e χ2
red = 1,19 para

os antineutrinos. Por outro lado, para núcleons correlacionados obteve-se que M′
A = 1,36 GeV ,

χ2
red = 0,47 para neutrinos e χ2

red = 0,64 para antineutrinos. Em geral, um ajuste muito semelhante

pode ser observado para as duas correlações consideradas, principalmente na reação νµ +
12C, onde

os valores de χ2
red são quase idênticos.

110



CAPÍTULO 5. INTERAÇÃO QUASE-ELÁSTICA 111

)2 (GeV
QE
2 Q

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

)2
/G

eV
2

 (
cm

Q
E

2
/d

Q
σ

 d

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
39−10×

 + pp-µ →CCQE 

 MinibooNE2CH

  = 1.43 GeV) ,

A
C np não corr (M12

  = 1.36 GeV) ,

A
C np corr (M12

pθ cos
1− 0.8− 0.6− 0.4− 0.2− 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

)2
 (

cm
pθ

/d
co

s
σ

 d

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
39−10×

 + pp-µ →CCQE 

 MinibooNE2CH

 = 1.43 GeV)
A

C np não corr (M12

 = 1.36 GeV)
A

C np corr (M12

Figura 5.11: Seção de choque dσ/dQ2
QE (à esquerda) e dσ/d cosθp para el canal νµ +np→ µ−+ pp na reação νµ +

12

C, onde θp representa o ângulo de espalhamento dos prótons em relação ao momento transferido pelo neutrino. Valores
de M′

A ajustados para a seção de choque 5.6. Os dados experimentais foram tomados de [MiniBooNE Collaboration
et al., 2010, Aguilar-Arevalo et al., 2013].

Para obter um sinal experimental representativo dos processos 2p2h na reação neutrino-núcleo,

poderiam ser selecionados os casos em que apenas um múon e dois prótons são emitidos. A Figura

5.11 (à esquerda) representa os cálculos com o modelo CRISP para este sinal. Pode-se observar

que, embora as duas correlações consideradas ofereçam resultados semelhantes para o canal CCQE,

a seção de choque diferencial difere no caso 2p2h, onde quando os núcleons são correlacionados é

obtida uma seção de choque menor. Isso acontece porque no caso correlacionado o momento trans-

ferido é distribuído de igual forma entre os dois núcleons alvos, levando a uma maior probabilidade

de que a reação não seja permitida pelo bloqueio de Pauli.

Um observável mais sensível à dinâmica considerada é a distribuição transversal do momento

(dos protones emitidos) em relação ao momento transferido pelo neutrino. Além do valor integral

da seção de choque 2p2h, agora pode ser observada uma diferença na forma do choque diferencial.

Para o caso correlacionado temos uma distribuição mais acentuada para os ângulos menores, ou

seja, como indicado, a não transferência de momento transversal leva a uma distribuição angular

menos homogênea em relação ao caso não correlacionado, onde existe transferência transversal de

momento.
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5.2.2 Extensão das interações 2p2h para núcleos com A > 12

Nesta seção, explicaremos como foi implementada a interação 2p2h para considerar núcleos

alvo diferentes do 12C, para reações induzidas por νµ (o caso das reações de ν̄mu é análogo ao

apresentado aqui). Para isso é necessário determinar a seção de choque elementar σ
2p2h
np , pois as

equações 5.6 e 5.10 representam a seção de choque por nêutron do núcleo alvo. Por outro lado,

σ
2p2h
np é a seção de choque para cada par próton-nêutron no núcleo.

O procedimento que utilizaremos serve para simular as reações neutrino-núcleo sem a necessi-

dade de ajustar novamente os parâmetros A, B ou M′
A, independentemente do núcleo alvo conside-

rado. Por exemplo, no modelo TEM e para núcleons não correlacionados, σ
2p2h
np =σ2p2h/<Nnp >,

onde < Nnp > é o número médio de prótons que pode ser encontrado para cada nêutron a uma dis-

tância inferior a 4,3 f m. Para o 12C, com o modelo CRISP determinamos que < Nnp >= 5,59 [Pe-

rez et al., 2022]. Desta forma, para outros núcleos pode-se fazer σ
2p2h
np ×Nnp, onde agora Nnp é o

número de prótons para cada nêutron, a uma distância menor que 4,3 f m no núcleo em questão.

Quando os núcleons estão correlacionados, a seção de choque elementar é calculada como

σ
2p2h
qd =

1
L

(
A

NZ

)∣∣∣∣∣
12C

σ
2p2h, (5.11)

e então a seção de choque para um núcleo A,Z,N = A−Z temos

σ
2p2h = L

NZ
A

σ
2p2h
qd . (5.12)

Por fim, obtivemos a seção de choque total em função do número de nêutrons no núcleo alvo,

para todas as abordagens consideradas até o momento. Este observável também pode ser muito

útil para determinar o tipo de correlação entre o par de núcleons. Por exemplo, ao considerar as

interações 2p2h é possível obter uma variação do coeficiente angular na região N ≤ 6. Por outro

lado, para N > 6 (linhas vermelha e azul da figura 5.12), ao considerar núcleons correlacionados o

comportamento é semelhante ao caso em que não há interações 2p2h com MA = 1,35 GeV . Isso

acontece pelo seguinte motivo: segundo o modelo de Levinger, a seção de choque por núcleon é
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σ/A = LNZ
A2 σ2p2h, onde se tomarmos N ≈ Z ≈ A/2, obtemos que σ/A ≈ 1.6σ2p2h. De acordo com

isso, o formalismo de Levinger é equivalente a dimensionar a seção de choque do neutrino-núcleon,

ou seja, não considere as interações 2p2h e tome MA = 1,35 GeV .

Neutrons on target: A-Z
1 10 210

)2
cm

-3
8

 (
10

C
C

Q
E

σ

39−10

38−10

37−10

36−10

35−10  = 0.6 GeV)
ν

 + p (E-µ → + n µν

 = 1.026 GeV sem 2p2hAM
 = 1.350 GeV sem 2p2hAM
 = 1.43 GeV 2p2h sem correlacão ,

AM
 = 1.36 GeV 2p2h Levinger ,
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Figura 5.12: Dependência da seção de choque CCQE experimental (pontos) e calculada (linhas com pontos) com
o número de nêutrons do núcleo alvo, para a reação νµ +A, T = 0,6 GeV . A linha preta continua é obtida com a
ligação linear de pontos consecutivos para MA = 1,35 GeV . A linha preta a traços é obtida com a ligação linear de
pontos consecutivos para MA = 1,026 GeV . As linhas azul e vermelha representam a inclusão dos canais 2p2h para as
correlações entre núcleons consideradas. Os dados experimentais foram extraídos dos experimentos • ANL [Campbell
et al., 1973] e H MiniBooNE [MiniBooNE Collaboration et al., 2010].

5.3 Canal quase-elástico de corrente neutra (NCE)

A seção de choque "NCE like"desse evento é selecionado quando não há múon e píons emitidos

na cascata intranuclear. Segundo [Aguilar-Arevalo et al., 2010a], para canal elástico de corrente

neutra, a grandeza Q2 pode ser determinada a partir da medição da energia cinética total dos núcle-
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ons emitidos assumindo o núcleon alvo em repouso

Q2
QE = 2mNT = 2mN ∑

i
Ti, (5.13)

onde T é a soma da energia cinética Ti dos núcleons emitidos.

Em efeito, se o núcleon alvo inicialmente tem o momento p1 = (mn,~0), e quando espalhado

pelo neutrino adquire p2 = (ε2, ~p2), temos que, por definição:

Q2
QE =−(p2 − p1)

2 =−(ε2 −mn, ~p2)
2, (5.14)

Q2
QE =−[(ε2 −mn)

2 − p2
2], (5.15)

Q2
QE =−[(ε2 −mn)

2 − p2
2] =−(ε2

2 −2εmn +m2
n − p2

2), (5.16)

como ε2
2 − p2

2 = m2
n:

Q2
QE =−2mn(mn − ε2) = 2mnT2, (5.17)

onde T2 é a energia cinética do núcleon espalhado. Supondo que os núcleons emitidos na cascata

intranuclear são o resultado da transferência de energia do núcleon espalhado na interação neutrino–

núcleon, usando a conservação de energia, pode-se tomar que T2 = ∑i Ti.

Bem como o caso de CCQE, os seguintes eventos do canal NCE serão perdidos e medidos como

NCRes
νµ(ν̄µ)+N νµ(ν̄µ)+N

N +N N +N∗

N∗ N +π,

(5.18)

e os seguintes eventos do canal NCRes serão relatados como NCE

νµ(ν̄µ)+N νµ(ν̄µ)+N∗

N∗ N +π

π +N N +N.

(5.19)

Para obter a seção de choque "NCE"e necessário fazer simulações de Montecarlo e considerar a
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influência dos dois processos relatados (equações 5.18 e 5.19). Na figura 5.13 pode-se observar que

a seção de choque dos processos "NCE like"é maior que os processos "NCE". De forma similar ao

obtido no canal CCQE, a contribuição dos processos 5.19 é maior que os processos 5.18.
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Figura 5.13: Seção de choque por núcleon para o canal NCE para as reações νµ +
12 C (esquerda) e ν̄µ +

12 C (direita).
Figuras publicada em [Perez et al., 2022].

Com o modelo CRISP, já que ele contém a informação dinâmica de todas as partículas, pode-se

obter a grandeza exata Q2 =−(p′ν − pν)
2 (note que a equação 5.17 é uma aproximação), onde p′ν e

pν são os quadrimomentos dos neutrinos espalhado e incidente, respectivamente. A linha vermelha

da figura 5.14 representa a seção de choque diferencial para essa grandeza, para as reações νµ +

CH2 (à esquerda) e ν̄µ +CH2 (à direita). O modelo CRISP pode reproduzir os dados experimentais

para a região Q2 > 0,2 GeV 2, mas no caso do antineutrino, não é obtido a forma de pico esperada

para a região 0 < Q2 < 0,2 GeV 2.

O pico obtido pelo modelo CRISP para 0 < Q2 < 0,2 GeV 2, é menos pronunciado que o obtido

no canal CCQE (figuras 5.2 e 5.4, páginas 100 e 101). Temos que considerar que no canal de

corrente neutra o mecanismo de bloqueio de Pauli é menos restritivo, já que quando um neutrino

espalha um núcleon de forma elástica, o núcleon ainda pode cair no mesmo nível de energia onde se

encontrava inicialmente, onde vai encontrar a vacância que ele mesmo deixou. Isso não acontece

no canal CCQE, por exemplo, na reação νµ + n → µ− + p, o próton formado não pode achar

vacâncias por embaixo do nível de Fermi devido a que eles estão completamente ocupados pelos
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prótons iniciais do 12C.
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Figura 5.14: À esquerda: seção de choque NCE dσ/dQ2
QE por núcleon para a reação νµ +CH2. À direita: seção

de choque NCE dσ/dQ2
QE por núcleon para a reação ν̄µ +CH2. Linha azul: Q2

QE calculado segundo a equação
5.13. Linha vermelha: Q2 calculado como Q2 = −(p′ν − pν)

2 (ver texto). Os dados experimentais foram tomados
de [Aguilar-Arevalo et al., 2010a, Aguilar-Arevalo et al., 2015]. Figuras publicadas em [Perez et al., 2022].

Ao analisarmos a seção de choque calculada segundo a equação 5.17, pode-se observar que o

CRISP não reproduz a forma do pico na região 0 < Q2 < 0,2 GeV 2 (figura 5.14). Antes de tomar

alguma conclusão analisaremos a possível correlação entre os dados experimentais e o gerador de

eventos NUANCE, já que esse modelo foi utilizado durante o processo de “unfolding” para obter

a função de resposta. A função de resposta consiste em uma matriz que correlaciona o espectro de

energia cinética medido pelo detetor MiniBooNE com o espectro que realmente chega ao detetor.

Nessa matriz está contida a informação sobre a eficiência e resolução espacial do detetor. Na

obtenção da matriz de resposta, foi utilizado o modelo NUANCE para calcular o espectro real

que chega ao detetor e não foram considerados os erros sistemáticos dessas simulações de Monte

Carlo [Aguilar-Arevalo et al., 2010a, Aguilar-Arevalo et al., 2015]. Por causa disso, os resultados

obtidos no experimento são dependentes do modelo NUANCE.
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Figura 5.15: Histogramas de energia cinética dos núcleons emitidos do canal NCE, calculados com o gerador de
eventos NUANCE na reação νµ +12 C. Figura extraída de [Perevalov, 2009].

Na figura 5.15 são apresentados diferentes histogramas de espectro de energia cinética dos nú-

cleons emitidos no canal NCE, calculados com o modelo NUANCE. Com uma linha verde é re-

presentada a seção de choque do neutrino com o próton do hidrogênio, onde se observa que essa

curva não tem forma de pico (sempre é monótona decrescente). Esse comportamento é esperado

também para interação do neutrino com núcleons livres e é a forma da seção de choque imple-

mentada no modelo CRISP (ver figura 2.5 na página 23). A linha preta representa o histograma

para a reação neutrino-próton no 12C no início da cascata intranuclear, onde está presente um pico

para T ≈ 90 MeV . Segundo [Perevalov, 2009], o pico se deve principalmente ao mecanismo de

bloqueio de Pauli, que no Modelo de Gás de Fermi adotado pelo modelo NUANCE [Smith and

Moniz, 1972], só permite as interações onde o núcleon resultante tenha um momento maior que o

momento de Fermi p > pF . Porém, a energia cinética de 5.15, é a energia cinética dos núcleons

emitidos, que cumprem com p > pF , portanto não deveriam estar influenciados pelo bloqueio de

Pauli.

No modelo NUANCE, o efeito do bloqueio de Pauli é aplicado através de uma modificação

analítica da seção de choque teórica neutrino-núcleon, que segundo [Perevalov, 2009] pode ser

estimada assim:
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σ = (1−D/N)σ f ree, (5.20)

onde σ f ree, N e D são a seção de choque do neutrino no núcleon livre, o número de nêutrons do

núcleo alvo e um fator de correção, respectivamente. O fator D é1

D =


A
2

(
1− 3

4
|~q|
pF

+ 1
16(

|~q|
pF
)3
)

if |~q|< 2pF

0 if |~q|> 2pF

, (5.21)

onde A é o número de massa do núcleo alvo, ~q é o momento transferido ao núcleon alvo e pF é

o momento de Fermi. Vamos usar a correção acima sobre um núcleon de valência com P = PF =

220 MeV para determinar até qual energia cinética dos núcleons emitidos ela tem influência. O

valor máximo de momento que pode ser transferido é qmax = 2PF = 440 MeV , portanto, o máximo

momento que pode adquirir o núcleon é P = PF + 2PF = 660MeV . A energia cinética para esse

momento, considerando a massa efetiva do núcleon, é T ≈ 208 MeV . Ao subtrair a energia do

potencial nuclear V ≈ 40MeV , obtemos que os núcleons emitidos com T = 168 MeV ainda podem

estar influenciados pelo mecanismo de bloqueio de Pauli. Isso é congruente com a obtenção de um

pico para T ≈ 90MeV (linha preta da figura 5.15), pois o bloqueio de Pauli iria em aumento desde

T = 168 MeV até T = 0MeV .

A seguir vamos estudar diferentes parametrizações dos fatores de forma disponíveis na litera-

tura. A interação NCE depende dos fatores de forma FA, FS
1 , FS

2 e FS
A . Quando calcularmos a seção

de choque segundo a parametrização da tabela 5.1, é obtida uma subestimação importante em rela-

ção aos dados experimentais (figuras 5.16 e 5.17, à esquerda). Semelhantemente ao canal CCQE, é

preciso utilizar outro valor de MA para obter uma boa concordância teórico-experimental. Nas figu-

ras 5.16 e 5.17, à direita, apresentamos o obtido pelo CRISP usando MA = 1.35 GeV , podendo-se

observar uma boa reprodução dos dados experimentais. Esse valor de MA é resultado do ajuste reali-

zado pelo NUANCE a partir dos dados oferecidos pelo experimento MiniBooNE [Aguilar-Arevalo

et al., 2010a, Aguilar-Arevalo et al., 2015]. A parametrização do ajuste I é a que melhor descreve

os dados experimentais, portanto, é a parametrização utilizada pelo CRISP de forma padrão para a
1Ao colocar o 12C na relação 4.73 da página 89.
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implementação do canal NCE, com MA = 1,35 GeV .
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Figura 5.16: Seção de choque NCE dσ/dQ2
QE da reação νµ +CH2, com a parametrização da tabela 5.1. À esquerda:

parâmetro MA segundo a tabela 5.1. À direita: parâmetro MA = 1.35 GeV . Os dados experimentais foram tomados
de [Aguilar-Arevalo et al., 2010a]. Figuras publicadas em [Perez et al., 2022].
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Figura 5.17: Seção de choque NCE dσ/dQ2
QE da reação ν̄µ +CH2, com as parametrizações da tabela 5.1. À esquerda:

parâmetro MA segundo a tabela 5.1. À direita: parâmetro MA = 1,35 GeV . Os dados experimentais foram tomados
de [Aguilar-Arevalo et al., 2015]. Figuras publicadas em [Perez et al., 2022].
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Tabela 5.1: Parametrização dos fatores de forma.

Parâmetros Ajuste I [Garvey et al., 1993] Ajuste II [Garvey et al., 1993] Ajuste III [Leitner, 2005]
∆s −0.21±0.10 −0.15±0.07 0

FS
1 (0) 0.53±0.70 0 0

FS
2 (0) −0.40±0.72 0 0

MA (GeV ) 1.012±0.032 1.049±0.019 1.00
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6 PRODUÇÃO DE PÍONS

6.1 Interação píon-núcleo

Como foi expresso na seção 4.1.4.1.7 (página 76), a equação 4.341 foi ajustada novamente pelo

CRISP e assim evitar a super-simulação dos processos

π +NN → ∆+N → N +N. (6.1)

Similarmente à interação 2p2h do canal CCQE, foram considerados os casos onde o par de núcleons

alvos cumprem que a distância entre eles é menor que 4,3 f m ou que formam um par quase-deutério

segundo [Levinger, 1951]. Na tabela 6.1 apresentamos os parâmetros da relação 4.34 obtidos pelo

CRISP a partir do ajuste em relação à absorção de píons no 12C. Pode-se observar como ambas

aproximações oferecem resultados similares em relação aos dados experimentais (figuras 6.1-6.3),

obtendo uma boa concordância teórico-experimental. Finalmente, no CRISP foi adotado o caso dos

núcleons não correlacionados (r0 < 4,3 f m) e assim aproveitar ao máximo a hipótese de partículas

independentes utilizada na cascata intranuclear.

Tabela 6.1: Parametrização do canal π +d → NN utilizada no CRISP.

Parâmetros r < 2,4 f m Levinger (L = 6,5)

a (mb MeV 1/2) 8,4 31,7
b (mb) 2,6 2,7
c (mb) -3,0 -2.7
Γ (MeV ) 124 116
M0 (MeV ) 2200 2183

1σ = a
T 1/2

π

+
bΓ2

0

(E−ER)2+
Γ2

0
4

− c [mb]
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Figura 6.1: Absorção de π+ em reações π+-núcleo. Os dados experimentais foram tomados de [Ashery et al., 1981].
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Figura 6.2: Seção de choque inelástica da reação π+-núcleo. Os dados experimentais foram tomados de [Ashery et al.,
1981].
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Figura 6.3: Seção de choque de troca de carga da reação π+-núcleo. Os dados experimentais foram tomados de
[Ashery et al., 1981].

6.2 Canal de produção coerente de píons

Para começar com o estudo de produção de píons é conveniente analisar o canal de produção

coerente de píons. Como o núcleo continua no estado básico após a reação, não é necessário fazer a

implementação desse canal dentro da dinâmica da cascata intranuclear. A importância de conside-

rar a produção coerente de píons consiste em que esse canal contribui à produção total de píons e,

por exemplo, no experimento MiniBooNE [Aguilar-Arevalo et al., 2010b], são detetados todos os

píons independentemente de se eles foram formados de forma coerente ou incoerente. Nesta seção

vamos comparar nossas simulações com os resultados relatados do experimento MINERvA [Mis-

livec et al., 2018].
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Figura 6.4: Seção de choque total de produção coerente de píons carregados (corrente carregada), para as reações
νµ +12 C → µ− + π+ +12 C (à esquerda) e ν̄µ +12 C → µ+ + π− +12 C (à direita). Os dados experimentais e as
simulações do GENIE foram tomados de [Mislivec et al., 2018].

No experimento MINERvA é definido o sinal da produção coerente de píons de corrente carre-

gada como as reações onde são emitidos somente um múon e um píon carregado (dependendo da

carga do múon) e o núcleo alvo em seu estado inicial. Esse sinal é usada para fazer as simulações

com o GENIE [Mislivec et al., 2018], que utiliza o modelo de Rein-Sehgal. Por outro lado, no

código CRISP foi implementado o modelo de Berger-Sehgal.
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Figura 6.5: Seção de choque diferencial dσ/dQ2 de produção coerente de píons carregados (corrente carregada), para
as reações νµ +12 C → µ−+π++12 C (à esquerda) e ν̄µ +12 C → µ++π−+12 C (à direita). Os dados experimentais
e as simulações do GENIE foram tomados de [Mislivec et al., 2018].
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A seguir, apresentamos a comparação do código CRISP com os dados experimentais e as si-

mulações do GENIE, para a seção de choque total, diferencial de transferência de momento, de

distribuição de energia do píon resultante e de distribuição do ângulo de emissão do píon resul-

tante, figuras 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7, respectivamente.
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Figura 6.6: Distribuição de energia dos píons emitidos do canal de produção coerente de píons carregados (corrente
carregada), para as reações νµ +

12 C → µ−+π++12 C (à esquerda) e ν̄µ +
12 C → µ++π−+12 C (à direita). Os dados

experimentais e as simulações do GENIE foram tomados de [Mislivec et al., 2018].

 (graus)θ 

0 10 20 30 40 50 60 70

/g
ra

u
s)

2
 (

cm
π

θ
/d

σ
 d

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
39−

10×

 +  A+π + µ → + A µν

C MINERvA12

C CRISP12

C GENIE ReinSehgal12

 (graus)θ 

0 10 20 30 40 50 60 70

/g
ra

u
s)

2
 (

cm
π

θ
/d

σ
 d

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
39−

10×

 +  Aπ + +µ → + A µν

C MINERvA12

C CRISP12

C GENIE ReinSehgal12

Figura 6.7: Distribuição do ângulo de emissão dos píons emitidos do canal de produção coerente de píons carregados
(corrente carregada), para as reações νµ +

12 C → µ−+π++12 C (à esquerda) e ν̄µ +
12 C → µ++π−+12 C (à direita).

Os dados experimentais e as simulações do GENIE foram tomados de [Mislivec et al., 2018].

Na tabela 6.2 temos os valores de chi quadrado reduzido das simulações do CRISP e do GENIE
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126 CAPÍTULO 6. PRODUÇÃO DE PÍONS

em relação aos dados experimentais, onde se pode observar que em todos os casos o modelo de

Berger-Sehgal descreve melhor o experimento.

Tabela 6.2: Valores de chi quadrado reduzido do CRISP e GENIE em relação ao experimento MINERvA.

νµ +
12 C → µ−+π++12 C ν̄µ +

12 C → µ++π−+12 C
CRISP GENIE CRISP GENIE

σ 0,90 1,21 1,81 3,95
dσ/dQ2 0,93 3,02 0,68 3,97
dσ/dEπ 2,85 3,04 2,05 3,24
dσ/dθπ 2,29 4,81 1,95 9,59

6.3 Canal de corrente neutra produção de π0

A fase final da produção de π0 de corrente neutra é selecionada quando há só um π0 emitido e

não há emissão nem de múon, nem de outros mésons. Não é aplicada nenhuma restrição à emissão

de núcleons [Aguilar-Arevalo et al., 2010b]. Na figura 6.8 pode-se observar que temos uma boa

reprodução dos dados experimentais para o momento do π0 emitido, para p0
π < 0,1 GeV/c e p0

π >

0,25 GeV/c. Na região 0,1 < p0
π < 0,25 GeV/c temos uma superestimação em relação aos dados

do experimento. Ao integrar a seção de choque de distribuição de momento, para a reação ν +12 C,

temos segundo o CRISP: σNCπ0

CRISP = 4,87× 10−40 cm2/núcleon; e para o experimento: σNCπ0

exp =

(4,76±0,05stat ±0,76sys)×10−40 cm2/núcleon [Aguilar-Arevalo et al., 2010b]. Igualmente para

a reação ν̄µ +12 C, temos que σNCπ0

CRISP = 1,61×10−40 cm2/núcleon vs σNCπ0

exp = (1,48±0,05stat ±

0,23sys)×10−40 cm2/núcleon.
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Figura 6.8: Distribuição de momento linear do π0 dos canais de corrente neutra emitido na cascata intranuclear.
Os dados experimentais foram tomados de [Aguilar-Arevalo et al., 2010b]. Os resultados dos geradores NuWro e
NUANCE foram extraídos de [Aguilar-Arevalo et al., 2010b].O número entre parênteses na legenda representa o valor
de χ2

red = χ2/nd f . Resultados publicados em [Perez et al., 2022].

No canal estudado, a influência dos núcleos de hidrogênio do CH2 é pequena. Isso pode ser

constatado ao compararmos as reações em 12C e CH2 (linhas azul e vermelhas da figura 6.8, respec-

tivamente). A principal diferença entre essas reações é que no hidrogênio não temos efeito nuclear

quanto no 12C. Na interação inicial temos que σ(νµ p → νµ∆+) = σ(νµn → νµ∆0), mas ∆+ → pπ0

(66,3%) e ∆+ → pπ0 (66,3%), portanto, no 12C temos uma simetria de isospin com relação ao de-

caimento da ∆ formada na interação primaria2,3 em um π0. Na região onde pπ0 < 0,25 GeV a seção

de choque em 12C tende a ser maior que a reação em CH2, indicando que no 12C uma parte dos π0

resultantes da interação primária são absorvidos pelo meio nuclear (É importante lembrar que no

meio nuclear há uma competição entre produção e absorção de píons). Na região pπ0 > 0,25 GeV

acontece o oposto, a seção de choque em CH2 é maior. Agora a absorção é compensada pela

produção de píons desencadeada nos processos mais energéticos na cascata intranuclear.

Foi realizada uma comparação dos resultados com o modelo CRISP e as predições dos gerado-

res NuWro e NUANCE. Pode-se observar como o único cálculo com o χ2
red menor que o CRISP

(χ2
red = 0,94) é o feito com o NuWro (χ2

red = 0,47). Calculando o χ2
red para o conjunto das duas

reações (neutrino e antineutrino) é obtido o seguinte: χ2
red(CRISP) = 0,85, χ2

red(NuWro) = 0,82

2Nos referimos à ∆(1232), o canal ressonante que mais contribui à reação analisada.
3Para anti-neutrinos incidentes o raciocínio é análogo.
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128 CAPÍTULO 6. PRODUÇÃO DE PÍONS

e χ2
red(NUANCE) = 1,15. Em outras palavras, o CRISP e o NuWro oferecem resultados bons e

similares em relação aos dados experimentais.
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Figura 6.9: Distribuição angular do π0 dos canais de corrente neutra emitido na cascata intranuclear. O ângulo de
emissão é tomado em relação ao momento do neutrino incidente. Os dados experimentais foram tomados de [Aguilar-
Arevalo et al., 2010b]. Os resultados dos geradores NuWro e NUANCE foram extraídos de [Aguilar-Arevalo et al.,
2010b]. O número entre parênteses na legenda representa o valor de χ2

red = χ2/nd f . esultados publicados em [Perez
et al., 2022].

6.4 Canal de corrente carregada produção de π+

A fase final desse processo é obtida quanto há um µ−, um π+ e nenhum outro méson emitidos

na cascata intranuclear [Aguilar-Arevalo et al., 2011]. O canal que mais contribui a essa reação é a

produção de uma ressonância bariônica e o posterior decaimento dela

νµ(ν̄µ)+N → µ
−(µ+)+∆

∆+N → N +N +π, (6.2)

podendo ter uma contribuição do canal CCQE:

νµ(ν̄µ)+n(p)→ µ
−(µ+)+p(n)

p(n)+N → N +∆ → N +N +π. (6.3)
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Na figura 6.10 temos a seção de choque para as reações νν +
12 C (linha azul) e νν +CH2 (linha

vermelha). A diferença entre as duas vem dada precisamente pela contribuição dos dois prótons

livres do CH2. Ao comparar com os cálculos do NUANCE pode-se observar um comportamento

similar, ambos modelos (o NUANCE e o CRISP) apresentam uma subestimação da seção de choque

no intervalo 900 < Eν < 1800 MeV . Uma diferença importante entre o CRISP e o NUANCE é

que no primeiro não é aplicado o bloqueio de Pauli às ressonâncias formadas, elas são tratadas

como partículas reais e a probabilidade de achar mais de duas dentro de uma mesma camada de

energia pode ser desprezada. No NUANCE, se a ressonância pode decair em um núcleon que fique

por embaixo do nível de Fermi, então essa ressonância não é formada. Essa diferença entre os

dois modelos poderia estar compensada pelos valores de massa axial adotados, no CRISP MA =

1,05 GeV para a formação ∆(1232) e MA = 0,95 GeV para as demais ressonâncias; e no NUANCE

MA = 1,10 GeV para todas as ressonâncias. O GiBUU considera o bloqueio de Pauli para as

ressonâncias bariônicas mediante a modificação da largura destas em dependência do meio nuclear.

O mesmo acontece com o modelo GiBUU, onde também os canais ressonantes são submetidos ao

bloqueio de Pauli mediante a modificação da largura das ressonâncias em dependência do meio
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nuclear. Além dos canais ressonantes, consideram a produção de píons não ressonantes, chamados

também de produção de pions de fundo (linha preta a traços da figura 6.10). Dentro desses canais

temos, por exemplo, que o canal CCQE forme um núcleon virtual e depois ele forme um núcleon

mais um píon como partículas finais [Sato et al., 2003, Hernández et al., 2007, Gil et al., 1997].

Pode-se observar como com a inclusão dessas interações o GiBUU não consegue reproduzir os

dados experimentais para as energias maiores.

No caso da seção de choque de distribuição de energia cinética para os múons emitidos, figura

6.11, à esquerda, temos uma boa reprodução dos dados experimentais. Igualmente para a emissão

de píons positivos, figura 6.11, à direita, onde a maior discrepância com os dados experimentais é

para os píons de energia cinética Tπ+ > 300 MeV. Observe–se como o CRISP tem a maior concor-

dância com os dados em comparação aos geradores NUANCE e GiBUU.

Figura 6.11: Distribuição de energia cinética dos µ− e π+ de corrente carregada emitidos nas reações νµ +12 C e
νµ +CH2. Os dados experimentais e os cálculos do modelo NUANCE foram tomados de [Aguilar-Arevalo et al., 2011].
Os dados do modelo GiBUU foram extraídos de [Mosel and Gallmeister, 2017]. Resultados publicados em [Perez et al.,
2022].

Por outro lado, no experimento MINERvA, foi estudada também a emissão de π+ para as

reações de neutrinos e antineutrinos múons no alvo CH [McGivern et al., 2016]. Para isso, a

energia do neutrino incidente na FSI é calculada da seguinte maneira:

Eν = Eµ +Ehad, (6.4)

onde Eµ é a energia do múon emitido, e Ehad é a energia do sistema hadrônico emitido. Ehad pode
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ser calculado a partir da soma da energia dos píons emitidos ∑i Eπi e da soma de energia cinética

dos núcleons emitidos ∑i Ti:

Ehad = ∑
i

Eπi +∑
i

Ti. (6.5)

No caso da reação νµ +CH, a FSI é obtida quando há um múon e pelo menos um π+ emitidos. O

momento transferido ,Q2, e a massa do núcleon espalhado ,W 2, são calculados com a energia do

neutrino ,Eν , e o quedri-momento do múon emitido, pµ = (εµ ,~pµ):

Q2 = 2Eν(Eµ −|~pµ |cosθµ)−m2
µ , (6.6)

W 2 = m2
n +2mn(Eν −Eµ)−Q2. (6.7)

No experimento só são processados os casos para a faixa de energia 1.5 < Eν < 10 GeV e valores

de massa hadrônica W < 1,8 GeV. Este último valor foi adotado com o fim de descartar os eventos

DIS de maior energia. A produção de píons foi medida para os seguintes canais:

νµ +CH = µ
−+nπ

±+X , (6.8)

ν̄µ +CH = µ
++1π

0 +X ′. (6.9)
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Figura 6.12: Seção de choque de emissão de π+ de corrente carregada para a reação νµ +CH. Os cálculos foram
divididos em relação à interação que dá início à cascata intranuclear. Os dados experimentais correspondem-se com a
reação νµ +CH e foram tomados de [McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código
GENIE e foi tomada de [McGivern et al., 2016].

O estado final da reação 6.8 é formado por um µ−, pelo menos um píon carregado e o núcleo
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residual X . Não é aplicada nenhuma outra restrição para a emissão de outras partículas. O estado

final de 6.9 é formado por um µ+, só um π0 e mais nenhum méson. Não é aplicada restrição para

o número de núcleons emitidos.

Na figura 6.12 (à esquerda) temos a seção de choque de emissão de π+ calculada pelo modelo

CRISP e decomposta em dependência do canal iniciante da interação. Pode-se observar uma boa

reprodução dos dados experimentais. O nosso resultado está em concordância com o obtido pelo

código GENIE (figura 6.12, à direita). Pode-se observar que a maior contribuição é dada pelos

canais de formação de ressonância ∆(1232) e não ressonantes (CCQE + DIS), más também há

uma contribuição importante das ressonâncias diferentes da ∆(1232). No caso do antineutrino,

temos resultados similares, com a diferença que os canais de ressonâncias não ∆(1232) tem uma

contribuição menor em relação ao GENIE, mas a nossa concordância com os dados experimentais

continua sendo ótima, figura 6.13. No canal de antineutrino não há espalhamento coerente de

corrente carregada, pois estamos analisando a emissão de π0. De qualquer forma, observe-se como

o canal coerente pode ser praticamente desconsiderado na interação de neutrino incidente (figura

6.12).

Na figura 6.14 apresentamos a comparação de nossos cálculos com os geradores GENIE, NEUT

e NuWro. O número entre parênteses na legenda das figuras representa o valor de chi quadrado

reduzido (χ2/nd f ), onde nd f é o número de graus de liberdade. Na reação de neutrinos, o CRISP

(χ2/nd f = 0,70), similar ao obtido por NuWro (χ2/nd f = 0,87) e menor que o NEUT (χ2/nd f =

4,53) e GENIE (χ2/nd f = 4,07). No caso do antineutrino temos um comportamento muito pare-

cido dos quatro geradores: χ2/nd f = 0,58 (CRISP);0,63 (GENIE);0,63 (NEUT );1,09 (NuWro).

Estes resultados querem dizer que o CRISP é capaz de simular acertadamente o número de píons

emitidos através do formalismo da cascata intranuclear, para cada valor de energia do neutrino in-

cidente. Isso é muito importante, pois significa que em média a absorção, criação e espalhamento

de píons é bem simulada pelo CRISP.
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Figura 6.13: Seção de choque de emissão de π0 de corrente carregada para a reação ν̄µ +CH. Os cálculos foram
divididos em relação à interação que dá início à cascata intranuclear. Os dados experimentais foram tomados de
[McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código GENIE, tomada de [McGivern et al.,
2016].
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Figura 6.14: Seção de choque de emissão de π+, à esquerda (π0, à direita), de corrente carregada para as reações
νµ +CH (ν̄µ +CH). Os cálculos foram divididos em relação à interação que dá início à cascata intranuclear. Os dados
experimentais foram tomados de [McGivern et al., 2016]. Os dados dos modelos GENIE, NEUT e NuWRo foram
extraídos de [McGivern et al., 2016].

Na distribuição de momento (figuras 6.15 e 6.16) e angular (figuras 6.18 e 6.19) do múon emi-

tido, também temos uma boa reprodução dos dados experimentais. Observe-se como o CRISP

consegue reproduzir a forma das distribuições analisadas, principalmente os valores menores de

momento para a reação de νµ , a diferença do GENIE que superestima as medições experimentais

no intervalo 0 < Pµ < 1 GeV. Ao compararmos com outros modelos (figuras 6.17 e 6.20) temos o

CRISP apresenta valores de χ2/nd f similar aos modelos que melhor descrevem os dados experi-
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mentais (considerando que χ2/nd f < 1 e um resultado ótimo e que 1 < χ2/nd f < 2 é um resultado

bom). Em todos os casos o χ2/nd f (CRISP)≤ 1.
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Figura 6.15: Distribuição de momento dos µ de corrente carregada emitidos na reação νµ +CH. Os cálculos foram
divididos em relação à interação que dá início à cascata intranuclear. Os dados experimentais foram tomados de
[McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código GENIE e foi tomada de [McGivern
et al., 2016].
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Figura 6.16: Distribuição de momento dos µ de corrente carregada emitidos na reação ν̄µ +CH. Os cálculos foram
divididos em relação à interação que dá inicio à cascata intranuclear. Os dados experimentais foram tomados de
[McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código GENIE e foi tomada de [McGivern
et al., 2016].

Até agora temos que o CRISP reproduze tanto o número de píons emitidos quanto o momento e

ângulo de emissão dos múons produzidos. Isso é importante, porque mesmo o múon seja resultante
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só da primeira interação, a determinação dos canais definidos pelas relações 6.8 e 6.9 depende de

todo o processo da cascata intranuclear.
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Figura 6.17: Distribuição de momento dos µ de corrente carregada emitidos nas reações νµ +CH (à esquerda) e
ν̄µ +CH (à direita). Os dados experimentais foram tomados de [McGivern et al., 2016]. Os dados dos modelos
GENIE, NEUT e NuWRo foram extraídos de [McGivern et al., 2016].

(grau)µθ
0 5 10 15 20 25

/
n
ú
c
l
e
o
n
/
g
r
a
u
)

2
 
(
c
m

µ
θ

/
d

σ
 
d

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

39−10×

 + X+π + n


µ → + CH µν

MINERvA

Coerente

∆Ressonância 

Outra Ressonância

Não ressonante

Figura 6.18: Distribuição angular dos µ de corrente carregada emitidos na reação νµ +CH. Os dados experimentais
foram tomados de [McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código GENIE e foi tomada
de [McGivern et al., 2016].
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Figura 6.19: Distribuição angular dos µ de corrente carregada emitidos na reação ν̄µ +CH. Os dados experimentais
foram tomados de [McGivern et al., 2016]. A figura da direita representa as simulações do código GENIE e foi tomada
de [McGivern et al., 2016].
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Figura 6.20: Distribuição angular dos µ de corrente carregada emitidos nas reações νµ +CH (à esquerda) e ν̄µ +CH
(à direita). Os dados experimentais foram tomados de [McGivern et al., 2016]. Os dados dos modelos GENIE, NEUT
e NuWRo foram extraídos de [McGivern et al., 2016].
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Figura 6.21: Distribuição de energia cinética de π de corrente carregada emitidos nas reações νµ +CH (à esquerda)
e ν̄µ +CH (à direita). Os dados experimentais foram tomados de [McGivern et al., 2016]. Os dados dos modelos
GENIE, NEUT e NuWRo foram extraídos de [McGivern et al., 2016].
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Figura 6.22: Distribuição angular de π de corrente carregada emitidos nas reações νµ +CH (à esquerda) e ν̄µ +CH
(à direita). Os dados experimentais foram tomados de [McGivern et al., 2016]. Os dados dos modelos GENIE, NEUT
e NuWRo foram extraídos de [McGivern et al., 2016].

Na distribuição de energia cinética (figura 6.21) e angular (figura 6.22) dos píons emitidos temos

que o 1 < χ2/nd f (CRISP)< 2. Na reação de antineutrino o CRISP reproduz razoavelmente bem

os dados experimentais, mas, na reação de neutrinos temos uma diferença notável em relação aos

dados. Temos que na distribuição de energia cinética dos π+ o pico está deslocado para a direita

em relação aos outros geradores de eventos e que os dados não apresentam esse pico. Note-se a di-
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ficuldade dos modelos de simulação em reproduzir esses dados χ2/nd f > 2. É importante destacar

a diferença no comportamento experimental para Tπ+ < 150 MeV entre os dados do MINERvA e

o MiniBooNE (comparar as figuras esquerda 6.21 e direita 6.11 da página 130). No MiniBooNE

temos um pico bem definido em T ≈ 100 MeV e bem reproduzido pelo modelo CRISP. Para essa

diferença experimental não foi encontrada uma explicação teórica quando foram relatados os da-

dos do experimento MINERvA. Por outro lado, na emissão de π0, os modelos CRISP e os demais

geradores considerados reproduzem a forma de pico na distribuição de energia cinética.
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CONCLUSÕES

Foi realizado um estudo teórico da interação neutrino–núcleon para as energias 0 < Eν < 10

GeV. Isso possibilitou a eleição dos diferentes canais de interação e das equações adequadas para

o cálculo da seção de choque e as partículas resultantes. Os canais estudados foram os seguintes:

• Canal quase-elástico de corrente carregada: o tensor hadrônico é descrito mediante os fato-

res de forma vetoriais (FV
1,2(Q

2), pseudo-escalar FP(Q2) e axial FA(Q2) [Leitner, 2005]. Os

fatores de forma vetoriais são relacionados com os fatores de forma de Sachs [Stoler, 1993],

mais conhecidos do caso eletromagnético. Os fatores de forma pseudo-escalar e axial são

relacionados a partir da hipótese de conservação parcial da corrente axial. O fator de forma

axial é parametrizado de forma dipolar em função de Q2 e do parâmetro de massa axial MA.

• Canal elástico de corrente neutra: é necessário utilizar, além dos fatores de forma da cor-

rente carregada, os fatores de forma estranhos vetoriais (FS
1,2(Q

2)) e axial (FS
A (Q

2)). Eles são

parametrizados segundo [Garvey et al., 1993].

• Canal de formação de ressonância bariônica: para a ressonância ∆(1232) foi utilizado o

formalismo de Rarita-Schwinger através dos fatores de forma vetoriais CV
1,2,3(Q

2) e axiais

CA
1,2,3(Q

2), os quais são parametrizados segundo [Lalakulich and Paschos, 2005]. Para as

ressonâncias N(1535), N(1520), N(1650), N(1700), N(1675), N(1440), N(1720), N(1680),

N(1710), N(1990), ∆(1620), ∆(1700), ∆(1600), ∆(1910), ∆(1920), ∆(1905) e ∆(1950) foi

utilizado o modelo de Rein-Sehgal [Berger and Sehgal, 2007]. Esse modelo descreve o vetor

hadrônico através do modelo de quark relativístico de Feynman, Kislinger e Ravndal [Feyn-

man et al., 1971], usando os fatores de forma vetorial e axial, este último com MA = 0.95 GeV .
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• Canal DIS: o vértice hadrônico depende das funções de estrutura F1, ...,F5, as quais dependem

das funções de distribuição dos quarks que formam o núcleon qi(x,Q2), com qi = u,d,c,s. A

hadronização é descrita pelo modelo fenomenológico de AGKY [Yang et al., 2009].

• Produção coerente de píons: utiliza o modelo de Berger–Sehgal [Berger and Sehgal, 2009],

que adapta o modelo de Rein-Sehgal [Rein and Sehgal, 1983] para utilizar dados experimen-

tais das interações píon-núcleo. Usa o fator de forma axial com MA = 1,00 GeV .

Os canais anteriores foram implementados no código CRISP com as seguintes considerações:

• Os canais quase-elástico de corrente carregada e elástico de corrente neutra utilizam as seções

de choque diferencial dσ/dQ2 como função de distribuição de probabilidades para determi-

nar Q2, e assim calcular as variáveis cinemáticas das partículas resultantes da interação.

• Os restantes canais de reação neutrino–núcleon utilizam as seções de choque dupla diferencial

como função de distribuição de probabilidades de duas variáveis, e assim calcular as variáveis

cinemáticas das partículas resultantes da interação.

• É muito importante considerar que todas as expressões são derivadas no referencial de labo-

ratório do núcleon alvo. Antes de efetuar a interação é necessário fazer uma transformação de

Lorentz e passar a esse sistema. Após determinados os momentos das partículas finais temos

que voltar ao referencial de laboratório do núcleo alvo e aplicar o bloqueio de Pauli.

• Além das reações neutrino–núcleo, foram implementadas também as reações neutrino-próton,

para a simulação dos alvos de CH2 e CH.

Como interações relevantes para as reações neutrino–núcleo temos principalmente as reações

onde intervem píons. No CRISP foram implementadas as seguintes:

• Canal direito de formação de píons na interação núcleon–núcleon (NN → NNπ), segundo a

parametrização de VerWestArnd [VerWest and Arndt, 1982].

• Canal de absorção de píons por dois núcleons (πNN → NN). Foi utilizada a parametrização

de Ritchie [Ritchie, 1983]. Foi realizada uma nova parametrização visando evitar doble con-

tagem das reações NR∗ → NN já implementadas em versões anteriores do CRISP. Em relação
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aos dois núcleons alvos, foram considerados os casos onde (a) eles não estão correlacionados,

mas a distância relativa entre eles tem que ser menor que 4,3 f m (para segurar que formem o

par quase-deutério) e (b) eles são correlacionados segundo Levinger [Levinger, 1951].

• Foram incluídas as ressonâncias bariónicas N(1880), N(1895), N(2100), N(2300), N(1875),

N(2120), N(1860), N(2000), N(2060), N(2570), N(2600), N(2700), ∆(1750), ∆(2150),

∆(1940), ∆(2000), ∆(2350), ∆(2200), ∆(2390), ∆(2300), ∆(2400), ∆(2420), ∆(2750) e

∆(2950). Foram ajustadas as curvas de Breit-Wigner para a reprodução dos dados experi-

mentais das reações π++ p → ∆++, π−+ p → ∆0 e π−+n → N0.

• Para as ressonâncias do ponto de acima foram implementados os decaimentos relatados no

PDG [Tanabashi et al., 2018].

Do ponto de vista físico, mediante as simulações e comparações com dados experimentais temos

as seguintes conclusões:

• No canal quase-elástico de corrente carregada é obtida uma excelente concordância em re-

lação aos dados experimentais para a transferência de momento Q2 e a distribuição angular

da energia cinética do múon emitido. O mecanismo de bloqueio de Pauli manifesta-se nas

regiões de baixa transferência de momento Q2 < 0,2 GeV 2 como uma diminuição da seção

de choque em relação à interação com núcleons livres.

• Na simulação com MA = 1,35 GeV (sem considerar as iterações 2p2h) o CRISP oferece

uma melhor reprodução dos dados experimentais que o NUANCE. Para reproduzir a data, o

NUANCE precisa de um parâmetro κ ajustável que modifica o espaço dos momentos para

cada núcleon e, portanto, o mecanismo de bloqueio de Pauli. Além disso, os cálculos do

NUANCE são normalizados em relação à seção de choque experimental. O CRISP com

sua estrutura de camadas, onde o bloqueio de Pauli é simulado de forma mais realista, não

necessita ser ajustado em relação ao experimento.

• Nas seções de choque dupla diferencial de antineutrinos em 12C e em prótons livres foi ob-

servado o seguinte: a seção de choque em prótons livres é maior que no caso do 12C para os
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menores ângulos de emissão. Isso acontece porque o bloqueio de Pauli limita as interações

de baixa transferência de momento Q2, onde o múon é espalhado com um ângulo menor.

Para os ângulos maiores sucede o oposto, a seção de choque é maior no 12C, e como o mo-

mento transferido é maior então o bloqueio de Pauli é menos restritivo. Nesse caso, devido

só ao bloqueio de Pauli deveriam ser esperados comportamentos similares, mas o movimento

fermiônico no 12C leva a que aumente a seção de choque em relação aos prótons livres.

• Como o CRISP reproduz bem os dados experimentais com MA = 1,35 GeV (sem considerar

o canal CCQE 2p2h), foi implementada a interação 2p2h como a diferença entre as seções de

choque CCQE neutrino–núcleon com M′
A = 1,35 GeV e MA = 1,026 GeV . Observamos uma

pequena diminuição da seção de choque dado que agora o momento tem que ser transferido

ao par próton–nêutron, que faz que o bloqueio de Pauli seja mais efetivo. Foi implementado

também o modelo fenomenológico TEM, obtendo resultados dentro do esperado de forma

teórica.

• Foi estudada a correlação que poderia haver entre os núcleons alvos na interação 2p2h, pri-

meiramente tomando os pares de próton-nêutron com uma distância relativa menor que o

diâmetro do deutério, r0 < 4,3 f m, e em segundo lugar considerando que eles formam um

par quase-deutério segundo Levinger. Foi ajustado o parâmetro M′
A para obter uma resposta

similar do múon emitido para ambas aproximações. No caso com r0 < 4,3 f m obtivemos

M′
A = 1,43 GeV e no caso de Levinger M′

A = 1,36 GeV .

• A principal diferença entre as duas aproximações do ponto de acima vem dada pela dinâmica

de transferência de momento aos dois núcleons alvos. No caso r0 < 4,3 f m, a interação foi

dividida em duas, primeiramente numa interação CCQE neutrino–núcleon e logo em uma

colisão elástica núcleon–núcleon. Para os núcleons correlacionados segundo Levinger, o

momento é transferido ao par todo no referencial CM deste.

• Essa diferença poderia ser observada na medição do canal CCQE quando são emitidos dois

prótons. No caso r0 < 4,3 f m de Levinger obtém–se uma seção de choque diferencial de

transferência de momento menor e mais homogênea na distribuição angular dos prótons emi-

tidos, com relação ao caso r0 < 4,3 f m.
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• A interação 2p2h foi estendida para núcleos maiores, com o parâmetro M′
A optimizado da rea-

ção em 12C. Na seção de choque CCQE em função do número de nêutrons N do núcleo alvo,

para N < 6 se obtém uma variação do coeficiente angular em relação a quando no foi imple-

mentado o canal 2p2h. Por outro lado, para N > 6, ao considerar núcleons correlacionados o

comportamento é semelhante ao caso em que não há interações 2p2h e MA = 1,35 GeV . De

acordo com isso, o formalismo de Levinger é equivalente a dimensionar a seção de choque do

neutrino-núcleon, ou seja, não considerar as interações 2p2h e tomar MA = 1,35 GeV . Para

os núcleons com r0 < 4,3 f m a seção de choque tem um coeficiente angular maior que nos

outros casos considerados.

• Para o canal elástico de corrente neutra, a seção de choque experimental apresenta um pico

em Q2 ≈ 0,2 GeV 2. Foi mostrado que com o modelo relativístico de gás de Fermi e a cascata

intranuclear esse pico não pode ser reproduzido. Para obter o pico, o NUANCE modifica

a seção de choque neutrino–núcleon para considerar o bloqueio de Pauli e o movimento

fermiônico. É importante dizer que os dados experimentais dependem do modelo NUANCE,

já que ele foi utilizado durante o processo iterativo bayesiano de “unfolding”.

• O ajuste dos parâmetros do Ritchie [Ritchie, 1983] funciona aceitavelmente para núcleos

maiores, para as duas aproximações consideradas na correlação entre o par de núcleons alvos.

Não foi encontrada diferença significativa entre as duas aproximações nas seções de choque

inelásticas, de absorção e de troca de carga para as reações π++A. No presente trabalho foi

adotada a configuração r0 < 4,3 f m nos cálculos realizados pelo CRISP.

• Com o modelo de Berger-Sehgal para a interação coerente foram obtidos os resultados espe-

rados em relação aos dados do experimento MINERvA [Mislivec et al., 2018].

• Na produção de π0 de corrente neutra o CRISP reproduze os dados experimentais similar-

mente a outros modelos como o NUANCE, que foi utilizado no processo de “unfolding”, e o

NuWRo, que implementa funções espectrais para os núcleons ligados.

• Para o canal de produção de π+ de corrente carregada do experimento MiniBooNE, é ob-

tida uma subestimação da seção de choque total no intervalo 1,0− 1,7 GeV . O mesmo é
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obtido pelos modelos NUANCE e GiBUU. No NUANCE é aplicado o bloqueio de Pauli às

ressonâncias bariónicas, mas também utiliza o MA = 1,1 GeV , a diferença do CRISP que usa

MA = 1,05 GeV para a ressonancia ∆(1232). O modelo GiBUU utiliza um potencial nuclear

real, Bloqueio de Pauli para as ressonâncias, funções espectrais e o canal de formação de

píons de fundo. Acreditamos que este último compensa o bloqueio de Pauli para as ressonân-

cias e por isso é obtido um resultado similar ao CRISP. Na distribuição de energia cinética dos

múons e píons emitidos, o CRISP é o modelo que melhor reproduz os dados experimentais.

• No experimento MINERvA, geralmente o CRISP reproduz os dados experimentais aos mode-

los que melhor concordam com os dados, para as seções de choque σ(Eν), dσ/d pµ , dσ/dθµ ,

dσ/dTπ e dσ/dθπ ,.

Com tudo o analisado e apresentado nos resultados consideramos cumprida a hipótese inicial do

presente trabalho: o modelo CRISP pode efetivamente modelar as reações neutrino–núcleo para

descrever adequadamente os dados experimentais. Particularmente, mostramos a superioridade

de combinar o modelo de gás de Fermi com uma estrutura de camadas em relação aos geradores

que só consideram o modelo de gás de Fermi (NUANCE). Isso evitou a necessidade de utilizar

parâmetros ajustáveis para a descrição dos dados experimentais. Por outro lado, na maioria das

vezes obtivemos uma concordância superior com os dados experimentais que os geradores com

implementações mais complexas desde o ponto de vista físico (NuWro, GIBUU, NEUT), como

considerar funções de estrutura ou “Random Phase Approximation”.
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A FATORES DE FORMA DOS CANAIS

(QUASE)-ELÁSTICOS

A.1 Hipótese de conservação da corrente vetorial

Vamos partir das correntes do acoplamento hadrônico (equações 2.7 – 2.9, página 10):

JCC
α =ūγα(1− γ5)cosθCd, (A.1)

JNC
α =ūγα

[
1
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− 4

3
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2

γ5

]
u

+ d̄γα

[
−1

2
+

2
3

sin2
θW +

1
2

γ5

]
d

+ s̄γα

[
−1

2
+

2
3

sin2
θW +

1
2

γ5

]
s, (A.2)

JEM
α =

2
3

ūγαu− 1
3
(d̄γαd + s̄γαs). (A.3)

Tomando o operador de carga do modelo padrão Q = diag(2/3,−1/3,−1/3), a equação A.3

pode ser transformada em

JEM
α = q̄Qγαq. (A.4)

Considerando que

Q =
Y
2
+ I3, (A.5)

Y =
λ8√

3
, (A.6)
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e

I3 =
λ3

2
, (A.7)

a corrente eletromagnética pode ser decomposta em

JEM
α =

1
2

JY
α +V 3

α , (A.8)

onde JY
α = q̄γα

λ8√
3
q, V 3

α = q̄γα
λ3
2 q, I3 é a terceira componente do isospin forte, Y é a hipercarga

e λi (i = 1, ...,8) representam as matrizes de Gell–Mann.

Para a parte vetorial da corrente carregada, equação A.1, considerando que

λ1 + iλ2

2
=


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , (A.9)

e que

q =


u

d

s

 , (A.10)

pode-se fazer

VCC
α = ūγαd = q̄γα

λ1 + iλ2

2
q =V 1

α + iV 2
α . (A.11)

Vai ser útil também expressar a parte vetorial de corrente neutra (equação A.2) como

V NC
α = (1− sin2

θW )V 3
α −2sin2

θW
1
2

JY
α − 1

2
JS

α . (A.12)

A hipótese de conservação de corrente vetorial (CVC) diz que, como as expressões de VCC
α

e V 3
α são equivalentes (podem ser relacionadas por meio de uma rotação de isospin) [Feynman

and Gell-Mann, 1958], portanto, como V 3
α se conserva na interação forte, então VCC

α também se

conserva.
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A.2 Hipótese de conservação parcial da corrente axial

De forma análoga à maneira como foi obtida a equação A.11, podemos usar a seguinte fórmula

para a componente axial da corrente carregada no setor de quarks (equação A.1)

ACC
α = ūγαγ5d = q̄γαγ5

λ1 + iλ2

2
q = A1

α + iA2
α , (A.13)

e para a corrente neutra

ANC
α = A3

α +
1
2

AS
α , (A.14)

A3
α = q̄γαγ5

λ

2
q, (A.15)

e

AS
α = s̄γαγ5s. (A.16)

No limite quiral (massas dos quarks iguais a zero), é conservada a corrente q̄γαγ5
λa
2 q (a =

1, ...,8). Observe–se que ACC
α depende das componentes A1

α e A2
α que também são conservadas. A

hipótese de conservação parcial da corrente axial diz que ACC
α e A3

α são equivalentes, e portanto,

ACC
α se conserva. Essa conservação é parcial porque, na verdade, em geral, temos que

Para a corrente carregada axial temos que [Leitner, 2005]:

∂
αACC

α =
1
2

i(mu +md)ūγ5d → m2
π fππ, (A.17)

onde mπ é a massa do píon, fπ é a constante de decaimento do píon e π é o campo que representa

o píon. Pode-se observar que essa corrente é conservada no limite onde os quarks ou o píon têm

massa nula.

A.3 Canal quase-elástico de corrente carregada

Fazendo o seguinte agrupamento de fatores de forma

Fv,s
1,2 = F p

1,2 ∓Fn
1,2, (A.18)
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e escrevendo a equação 2.34 (página 18) da corrente eletromagnética

JEM
α =ūp(p′)

[
γαF p

1 +
i

2M
σαβ qβ F p

2

]
up(p)

ūn(p′)
[

γαFn
1 +

i
2M

σαβ qβ Fn
2

]
un(p) (A.19)

na forma da equação A.8, obtemos

V 3
α = ū

[
γαFv

1 +
i

2M
σαβ qβ Fv

2

]
τ3

2
u, (A.20)

e
1
2

JY
α = ū

[
γαFs

1 +
i

2M
σαβ qβ Fs

2

]
1
2

u. (A.21)

Note-se que agora u representa o dublete de isospin u =

up

un

, onde up e un são os espinores

do próton e nêutron respectivamente. Portanto, foi necessário substituir a matriz λ3 pela matriz

padrão de isospin τ3, e a matriz λ8 pela matriz de identidade.

Da equação 2.26 (página 17)

VCC
α = ūp(p′)

[
γαFV

1 (q2)+
i

2M
σαβ qβ FV

2 (q2)+
qα

M
FS(q2)

]
un(p), (A.22)

obtém-se

VCC
α = ū

[
γαFV

1 +
i

2M
σαβ qβ FV

2

]
τ+

2
u, (A.23)

onde τ+ = τ1 + iτ2. Usando a hipótese de conservação da corrente vetorial e comparando as

equações A.20 e A.23, chega-se a

Fv
1,2 = FV

1,2. (A.24)

Desta forma, temos que

FV
1 (Q2) =

(Gp
E(Q

2)−Gn
E(Q

2))+ τ(Gp
M(Q2)−Gn

M(Q2))

1+ τ
(A.25)

177



178 APÊNDICE A. FATORES DE FORMA DOS CANAIS (QUASE)-ELÁSTICOS

e

FV
2 (Q2) =

(Gp
M(Q2)−Gn

M(Q2))− (Gp
E(Q

2)−Gn
E(Q

2))

1+ τ
. (A.26)

Assim para a corrente carregada axial temos

ACC
α = ū

[
γαγ5FA +

qα

M
γ5FP

]
τ+

2
u. (A.27)

Para encontrar o fator de forma FP, é assumido que ele é principalmente influenciado pela

seguinte interação [Leitner, 2005, Towner and Hardy, 1995]

Figura A.1: Interação neutrino–núcleon mediada por um π . Figura extraída de [Leitner, 2005].

Para essa interação, temos que

Aπ
α = (−igπNNFπNN(q2)ūγ5τ+u)× (

1
m2

π −q2 )× (i fπqα), (A.28)

onde gπNN é a constante de acoplamento e FπNN é o fator de forma do vértice píon–núcleon.

Com a parte pseudo-escalar da equação A.27, é obtido

FP(q2)

M
=

2gπNNFπNN(q2) fπ

m2
π −q2 . (A.29)

Dessa forma, temos que:

∂
αACC

α = ūp

[
2MFA(q2)+q2 2gπNNFπNN(q2) fπ

m2
π −q2

]
. (A.30)
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Para que a equação A.17 seja válida, é necessário que

MFA(q2) = gπNNFπNN(q2) fπ , (A.31)

e assim é possível obter

FP(q2) =
2M2

m2
π −q2 FA(q2). (A.32)

Como no caso axial não temos uma correspondência com o caso eletromagnético (similar ao

caso vetorial), será preciso realizar uma parametrização dipolar para o fator de forma axial [Bernard

et al., 2001]

FA(q2) =
gA

(1− q2

M2
A
)2
, (A.33)

onde gA =−1.267 e o parâmetro de massa axial é MA = 1.026 GeV.

A.4 Canal elástico de corrente neutra

Vamos partir da expressão das correntes vetorial e axial 2.46 e 2.47

V NC
α = ūN(p′)

[
γα F̃N

1 (q2)+
i

2M
σαβ qβ F̃N

2 (q2)

]
uN(p), (A.34)

e

−ANC
α = ūN(p′)

[
γαγ5F̃A(q2)+

qα

M
γ5F̃P(q2)

]
uN(p), (A.35)

onde (N = p,n), F̃N
1,2 são os fatores de forma vetoriais, F̃N

A é o fator de forma axial e F̃N
P o fator

de forma pseudo–escalar. Note-se que da mesma forma que o caso quase-elástico de corrente

carregada, os fatores de forma tensorial e escalar são nulos. Anteriormente foi demonstrado que

(equação A.12)

V NC
α = (1− sin2

θW )V 3
α −2sin2

θW
1
2

JY
α − 1

2
JS

α . (A.36)

Usando a expressão A.18

Fv,s
1,2 = F p

1,2 ∓Fn
1,2, (A.37)
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as equações A.20 e A.21

V 3
α = ū

[
γαFv

1 +
i

2M
σαβ qβ Fv

2

]
τ3

2
u, (A.38)

1
2

JY
α = ū

[
γαFs

1 +
i

2M
σαβ qβ Fs

2

]
1
2

u, (A.39)

e tomando a corrente JS
α de forma similar às duas anteriores,

1
2

JS
α = ū

[
γαFS

1 +
i

2M
σαβ qβ FS

2

]
1
2

u, (A.40)

é possível relacionar os fatores de forma das equações A.12 e 2.47 com os fatores de forma de Dirac

e Pauli (equações 2.35 e 2.36) e os novos fatores de forma vetoriais FS
1,2. Igualando as equações

A.12 e A.36 e usando as relações A.37–A.40, obtemos

2F̃n,p
1,2 =±(1−2sin2

θW )Fv
1,2 − sin2

θW Fs
1,2 −

1
2

FS
1,2. (A.41)

Para a parte axial, temos a equação A.14

ANC
α = A3

α +
1
2

AS
α . (A.42)

Aplicando a hipótese de conservação parcial da corrente axial e a equação A.42, obtemos

A3
α = ACC

α = ū
[
γαγ5FA +

qα

M
γ5FP

]
τ+

2
u. (A.43)

Para a corrente AS
α , tomamos

1
2

AS
α = ū

[
γαγ5FS

A +
qα

M
γ5FS

P

]
τ3

2
u. (A.44)

Igualando as equações 2.47 e A.42, e usando as equações A.43 e A.44, obtemos que

2F̃ p,n
A,P =±FA,P +FS

A,P. (A.45)

Nas expressões anteriores, os fatores de forma Fv
1,2, Fs

1,2, FA,P são os mesmos que os obtidos na
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interação quase-elástica de corrente carregada.

Para os fatores de forma FS
1 , FS

2 , FS
A , vamos usar a parametrização utilizada em [Leitner, 2005]

[Garvey et al., 1993]

FS
1 (Q

2) =
0.53Q2

(1+ τ)(1+ Q2

M2
V
)2
, (A.46)

FS
2 (Q

2) =
−0.40

(1+ τ)(1+ Q2

M2
V
)2
, (A.47)

e

FS
A (Q

2) =
−0.21

(1+ Q2

M2
A
)2
. (A.48)
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B CORRENTES VETORIAL E AXIAL DO

MODELO DE REIN-SEHGAL

B.1 Corrente vetorial

A interação eletro–fraca vetorial é introduzida através do seguinte acoplamento:

�pa → �pa − ea��A, (B.1)

onde ea é a matriz de isospin. No caso da corrente neutra, ea =
1
2τ3 −2sin2

θW · τem, e no caso da

corrente carregada, ea = τ+. Aµ é o campo vetorial que representa o bóson de intercâmbio. Assim,

substituindo B.1 em 3.38, o termo do hamiltoniano de interação de primeira ordem é

δKV
a = 3∑

a
ea(�pa��A+��A�pa). (B.2)

Tomando o campo vetorial com uma polarização eµ e momento qµ

��A = �eeiqua , (B.3)

obtém–se

δKV
a = 3∑

a
ea(�pa�eeiqua + �eeiqua

�pa) = JV
µ eµ , (B.4)

ou

JV
µ = 3∑

a
ea(�paγµeiqua + γµeiqua

�pa). (B.5)

182



APÊNDICE B. CORRENTES VETORIAL E AXIAL DO MODELO DE REIN-SEHGAL 183

Da propriedade 1

�paeiqua = eiqua(�pa −�q), (B.6)

temos que

JV
µ eµ = 9eaeiqua[2(pae)−�q�e], (B.7)

na equação anterior, o fator 9 aparece devido à simetria do bárion em relação a seus três quarks.

O efeito de aplicar o operador anterior a cada quark do bárion e somar, e o mesmo que aplicar o

operador apenas ao primeiro quark e multiplicar por três.

Usando as matrizes de Dirac

γ0 =

1 0

0 −1

 , ~γ =

 0 ~σ

−~σ 0

 (B.8)

~α = γ0~γ =

0 ~σ

~σ 0

 , (B.9)

pode–se escrever, para q = (ν , ~Q)

�q�e = νe0 −ν~α ·~e+ e0~α~Q+(~γ · ~Q)(~γ ·~e). (B.10)

Na equação de acima podem ser desenvolvido o seguinte termo

(~γ · ~Q)(~γ ·~e) =−(~σ · ~Q)(~σ ·~e) =−(~Q ·~e)− i~σ · (~Q×~e), (B.11)

onde ~σ = (σ1,σ2,σ3) é o vetor das matrizes de Pauli.

Assim teremos

JV
µ eµ = 9eaeiqua[(2εa −ν)e0 −~αa(e0~Q−ν~e)

−(2~pa − ~Q)~e+ i~σa(~Q×~e)]. (B.12)

Para calcular os elementos matriciais da expressão anterior, são usadas as soluções da equação de
1Ao aplicar [A,Bn] = nBn−1C, onde C = [A,B].
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Dirac para os espinores dos núcleons incidente u1 e espalhado ū2:

u1 =

√
E1 +M

2M

 1
~σ ·~P1

E1+M

χ1 =

1

0

χ1, (B.13)

ū2 =

√
E2 +W

2W

(
1, − ~σ ·~P2

E2+W

)
= gχ

†
2

(
1 ~σ~Q

2Wg2 .
)

(B.14)

Na solução anterior utilizou–se o referencial onde o núcleon incidente está em repouso, para o qual

tem-se:

~P1 = 0,

~P2 =−~Q, (B.15)

E2 = (M2 +W 2 −q2)/2M, (B.16)

ν = (M2 −W 2 +q2)/2M, (B.17)

g2 =
E2 +W

2W
=

(M+W )2 −q2

4MW
. (B.18)

A contribuição dos quarks “b” e “c” é

ū2bu1b = g(χ†
2bχ1b), (B.19)

ū2cu1c = g(χ†
2cχ1c), (B.20)

portanto, finalmente obtém–se

JV
µ eµ = 9eag3eiqua χ

†
2a{(2εa −ν − Q2

2Wg2 )e0

−2~pa~e+[~Q~e+ i~σa(~Q×~e)](1+
ν

2Wg2 )}χ1a. (B.21)

O exponente eiqua pode ser transformado utilizando–se a relação ua = R−2x (equação 3.39)

eiqua = eiqRe−2iqx. (B.22)
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Tomando R = 0 e a equação 3.42, chega–se a

eiqua = e

[
−
√

2
Ω
(a†−a)q

]
= e

q2
Ω e−

√
2
Ω

qa†
e
√

2
Ω

qa
. (B.23)

Para colocar o termo e
√

2
Ω

qa no final da matriz de elementos B.21, será preciso trabalhar com o

seguinte termo

e
√

2
Ω

qa2epa, (B.24)

já que 2epa é a parte da matriz B.21 que não comuta com e
√

2
Ω

qa.

O quadrimomento pa depende do momento P1 do núcleon incidente e do momento interno ξ

pa =
1
3
(P1 −ξ ), (B.25)

dessa forma, usando ξ =
√

Ω

2 (a
† +a) e a equação 3.44, chega–se a

e
√

2
Ω

qa
ξ = [

√
Ω

2
(a† +a)−q]e

√
2
Ω

qa
, (B.26)

portanto,

e
√

2
Ω

qa2epa = (
2
3

eP1 −
2
3

e[

√
Ω

2
(a† +a)−q])e

√
2
Ω

qa
, (B.27)

ou

e
√

2
Ω

qa2epa = {(2
3

M+
2
3

ν − 2
3

√
Ω

2
(a†

0 +a0))e0

−2
3
~e(

√
Ω

2
(~a† +~a)− ~Q)}. (B.28)

Assim, obtém–se a expressão para a corrente vetorial

JV
µ eµ = 9eag3e−

q2
Ω e−

√
2
Ω

qa†

{[
2
3

M− 1
3

ν − Q2

2Wg2 −
√

Ω

2
(a†

0 +a0)

]
e0

+
2
3

√
Ω

2
(~a† +~a)~e+ ~Q~e(

1
3
+

ν

2Wg2 )++i~σa(~Q×~e)(1+
ν

2Wg2 )

}
e
√

2
Ω

qa
. (B.29)

No trabalho original onde foi apresentado o modelo anterior [Ravndal, 1971], foi realizada a subs-
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tituição g3e−
q2
Ω pelo fator de forma vetorial de transição

GV (q2) = (1− q2

4M2 )
1/2−n(

1

1− q2

m2
V

)2, (B.30)

onde mV = 0.84 GeV/c e n é o número de excitação da ressonância formada.

Usando as expressões 3.22-3.24 pode-se calcular

FV
± = eµ

R,LJV
µ =−9eae+λa†

z (RV
σ±+TV a±), (B.31)

FV
0 =

√
−q2

Q2
W
M

eµ

S JV
µ = 9eae+λa†

z S, (B.32)

onde
λ =

√
2
Ω

M
W Q

TV = 1
3

√
Ω

2 GV (q2) = T

RV =
√

2 M
W

(W+M)Q
(W+M)2−q2 GV (q2) = R

S =
(
−q2

Q2

)
3WM+q2−M2

6M2 GV (q2).

(B.33)

Para obter as fórmulas anteriores, não se considera o operador a† da exponencial da equação B.29,

pois a† |N ∗〉 = 0. A parte temporal a†
0 e a0 também não são usadas, já que as ressonâncias são

consideradas como excitações da parte geométrica do núcleon. O vetor ~Q é tomado na direção z,

por isso no exponencial temos apenas essa componente do operador a†.

Como exemplo mostraremos como são obtidos os termos FV
+ , T e R. Partindo das definições

FV
+ =

1
2W

eµ

RJV
µ , (B.34)

e

eR =
1√
2
(0,−1,−i,0), (B.35)

temos que

FV
+ =

9τ−

2
√

2W
GV

{
−2

3

√
Ω

2
(ax + iay)+ i~σ(~Q×~eR)

(
1+

ν

2Wg2

)}
e
√

2
Ω

q·a
. (B.36)
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O termo do produto vetorial é

i~σ(~Q×~eR) =−2σ+Q, (B.37)

portanto

FV
+ =

9τ−

2
√

2W
GV

{
−2

3

√
Ω

2
(ax + iay)−2σ+Q

(
1+

ν

2Wg2

)}
e
√

2
Ω

q·a
. (B.38)

Considerando que o termo de corrente vetorial é invariante de Lorentz, pode-se utilizar o referen-

cial de repouso da ressonância RRF , q = (ν∗, ~Q∗). É necessário trabalhar nesse referencial, pois é

nele onde é definido o modelo relativístico de quarks. Para passar ao referencial da ressonância de-

vemos simplesmente efetuar a substituição ν , ~Q → ν∗, ~Q∗. Uma vez determinadas as expressões de

corrente, é preciso voltar ao referencial de laboratório para comparar com os dados experimentais.

A transformação entre as variáveis de laboratório ν , ~Q e as de o RRF é a seguinte

Q∗

Q
=

M
W

, q2 = ν
2 −Q2 = ν

∗2 −Q∗2. (B.39)

Desa forma temos que

e
√

2
Ω

q·a
= e−

√
2
Ω

Q∗az = e−
√

2
Ω

Q M
W az = e−λaz. (B.40)

Como ax + iay =
√

2a−, obtém-se

FV
+ =

9τ−

2
√

2W
GV

{
−2

√
2

3

√
Ω

2
a−−2σ+Q

(
1+

ν

2Wg2

)}
eλaz. (B.41)

Pode-se mostrar que

ν
∗ =

−q2 +M2 −W 2

2W
, (B.42)

e como

g2 =
(W +M)2 −q2

4MW
(B.43)

então

1− ν∗

2Mg2 =
2W (W +M)

(W +M)2 −q2 , (B.44)
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portanto

FV
+ = 9τ

−

{
−GV

3W

√
Ω

2
a−−

√
2GV

M
W

Q
W +M

(W +M)2 −q2 σ+

}
eλaz, (B.45)

onde, substituindo os termos T e R de B.33 é obtida a equação de FV
+ em B.31.

B.2 Corrente axial

Para a corrente axial, o acoplamento é

�pa → �pa − eaγ5��A. (B.46)

De forma tal que a interação no operador hamiltoniano fica 2

δKA = 3∑
a

ea
[
�paγ5�eeiqua + γ5�eeiqua

�pa
]
. (B.47)

Bem como a corrente vetorial, teremos

JA
µ eµ = 9eaeiqua

[
�paγ5�eeiqua + γ5�eeiqua

�pa
]
. (B.48)

Considerando que {γµγ5 − γ5γµ}= 0, e usando a relação B.6 3, obtém-se

JA
µ eµ = 9eaeiqua [γ5(�e�pa −�pa�e)+ γ5�q�e]

= 9eaeiqua [2γ5(pae)−2γ5�pa�e+ γ5�q�e] . (B.49)

Desenvolvendo os produtos γ5�pa�e e γ5�q�e

γ5�pa�e = γ5 [εee0 − (~σa~pa)(~σa~e)]+~σa(e0~pa − ε~e), (B.50)

γ5�q�e = γ5

[
νe0 − (~σa~Q)(~σa~e)

]
+~σa(e0~Q−ν~e), (B.51)

2Considerando �A = �eeiqua

3Relação B.6: �paeiqua = eiqua(�pa −�q)
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e obtendo os elementos matriciais ū2JA
µ eµu1 com os espinores ū2 e u1 das equações B.13, B.14,

encontramos

JA
µ eµ = 9eaeiquaea

{
~σa~Q
2Wg2 [2(e0εa −~e~pa)

−2(εaet − (~σa~pa)(~σa~Q))+νe0 − (~σa~Q)(~σa~e) ] (B.52)

− 2(e0(~σa~pa)− εa(~σa~e))+ e0(~σa~Q)−ν(~σa~e)
}
.

Agrupando os termos similares

JA
µ eµ = 9eaeiquaea

{
(~σa~Q)(1+

ν

2Wg2 )e0

+
~σa~Q
2Wg2

[
2i~σa(~pa ×~e)− (~Q~e)− i~σa(~Q×~e)

]
(B.53)

+(2εa −ν)(~σa~e)−2(~σa~pa)e0

}
,

e usando as seguintes relações

(~σ~Q)[−i~σ(~Q×~e)] = (~σ~Q)(~Q~e)− (~σ~e)Q2, (B.54)

(~σ~Q)[~σ(~pa ×~e)] =−i(~σ~e)(~Q~pa), (B.55)

obtém-se

JA
µ eµ = 9eaeiquaea

{
(~σa~Q)(1+

ν

2Wg2 )e0

+
1

2Wg2

[
2i~pa(~e× ~Q)−2(~σa~pa)(~Q~e)+2(~σa~e)(~Q~pa)

]
(B.56)

+(2εa −ν − Q2

2Wg2 )(~σa~e)−2(~σa~pa)e0

}
.
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Fazendo o mesmo procedimento das equações B.23–B.28 para obter B.29, a expressão final para a

corrente axial é

JA
µ eµ = 9eag3e−

q2
Ω e−

√
2
Ω

qa†
{
(~σa~Q)

[
1
3

e0 +
νe0

2Wg2

]
+(~σa~e)

[
2
3

M− 1
3

ν − 1
3

Q2

2Wg2 −
2
3

√
Ω

2
(a†

0 +a0)−
2
3

~Q(~a+~a†)

2Wg2

]

+
2
3

√
Ω

2
~σa(~a† +~a)[e0 +

~Q~e
2Wg2 ] +i

2
3

√
Ω

2
(~a+~a†)

~Q×~e
2Wg2

}
e
√

2
Ω

qa
. (B.57)

Com a expressão anterior podemos então calcular

FA
± = eµ

R,LJA
µ =±9eae+λa†

z (RA
σ±+T Aa∓), (B.58)

FA
0 =

√
−q2

Q2
W
M

eµ

S JA
µ =−9ea + e+λa†

z [Cσz +B(~σ~a)], (B.59)

onde
T A = 3

2Z
√

Ω

2
M
W

Q
(W+M)2−q2 GA(q2)

RA = Z
√

2
6W

(
W +M+ 2nΩW

(W+M)2−q2 GA(q2)
)

C = Z
6MQ

(
W 2 −M2 +nΩ

W 2−M2+q2

(W+M)2−q2

)
GA(q2)

B = Z
3W

√
Ω

2

(
1+ W 2−M2+q2

(W+M)2−q2

)
GA(q2).

(B.60)

Igualmente à corrente vetorial, substitui–se g3e−
q2
Ω pelo fator de forma axial de transição

GA(q2) = (1− q2

4M2 )
1/2−n(

1

1− q2

m2
A

)2, (B.61)

onde mA = 0.95 GeV/c2
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C ESPECTRO DE RESSONÂNCIAS

BARIÔNICAS

C.1 Estado bariônico dentro do grupo SU(6)

Para completar o modelo só falta determinar como os operadores FCC e FNC agem sob |n〉

e |N∗〉. [Feynman et al., 1971] usaram o grupo SU(6) para a construção dos estados bariônicos

anteriores, de forma tal que um estado |N〉 é formado pela combinação de estados de spin |spin〉, de

spin unitário |spinu〉 e de excitação radial |R〉. Os estados são construídos de forma que apresentem

uma das seguintes simetrias: simétrico (S), simetria mista (α ,β ) e antissimétrico A. Considerando

um bárion onde o primeiro quark está no estado x, o segundo no estado y e o terceiro no estado z,

as simetrias mencionadas são definidas da seguinte maneira:

|S〉= |xyz〉S =
1√
6
(|xyz〉+ |xzy〉+ |yxz〉+ |yzx〉+ |zxy〉+ |zyx〉), (C.1)

|α〉= |xyz〉
α
=

1
2
√

3
(|xyz〉+ |xzy〉+ |yxz〉−2 |zxy〉−2 |zyx〉), (C.2)

|β 〉= |xyz〉
β
=

1
2
(|xyz〉− |xzy〉+ |yxz〉− |yzx〉), (C.3)

|A〉= |xyz〉A =
1√
6
(−|xyz〉+ |xzy〉− |yzx〉+ |yxz〉− |zxy〉+ |zyx〉). (C.4)

Nos estados anteriores, se há dois estados iguais, x = y, a soma |xyz〉+ |yxz〉 é
√

2 |xxz〉. No caso

x = y = z o único estado diferente de zero é |xxx〉S. Na combinação de dois estados |1〉 e |2〉 será
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obtido um estado com alguma simetria descrita anteriormente:

|1〉S |2〉S = |〉S , |1〉S |2〉α
= |〉

α
,

|1〉S |2〉β
= |〉

β
, |1〉S |2〉A = |〉A ,

|1〉A |2〉S = |〉A , |1〉A |2〉α
= |〉

β
,

−|1〉A |2〉β
= |〉

α
, |1〉A |2〉A = |〉S ,

1√
2
(|1〉

α
|2〉

α
+ |1〉

β
|2〉

β
) = |〉S ,

1√
2
(−|1〉

α
|2〉

α
+ |1〉

β
|2〉

β
) = |〉

α
,

1√
2
(|1〉

α
|2〉

β
+ |1〉

β
|2〉

α
) = |〉

β
,

1√
2
(−|1〉

α
|2〉

β
+ |1〉

β
|2〉

α
) = |〉A . (C.5)

Estado do spin

O estado de spin é construído tomando os possíveis valores de componente sz =±1
2 de spin que

pode ter cada quark: x,y,z =±1
2 =±. Para o estado de spin 3

2 temos:∣∣∣∣32 ,+3
2

〉
S
= |+++〉S ,∣∣∣∣32 ,+1

2

〉
S
= |++−〉S ,∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
S
= |+−−〉S ,∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
S
= |−−−〉S . (C.6)
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Para o spin 1
2 temos ∣∣∣∣12 ,+1

2

〉
α

= |++−〉
α
,∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
α

=−|−−+〉
α
,∣∣∣∣12 ,+1

2

〉
β

= |++−〉
β
,∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
β

=−|−−+〉
β
. (C.7)

Para formar os estados de acima, o spin total é obtido como a soma do spin dos três quarks,

ou seja, considerando a soma através dos coeficientes de Clebsch–Gordan. Essa soma é a que

determina a possível simetria do estado spin total, neste caso "S"para o spin 3/2 e "α"ou "β "para o

spin 1/2.

Estado do spin unitário

Para o spin unitário, cada quark pode ter três valores: u,d,s. Usando isso, pode ser demonstrado

que podem ser formado 10 estados simétricos, representados por |10〉S; 8 estados de simetria α ,

|8〉
α

; 8 estados de simetria β , |8〉
β

; e um estado antissimétrico, |1〉A. Da mesma forma que o spin,

o spin unitário dos quarks u, s podem ser representados como

Usando as propriedades C.5, obtêm-se os seguintes estados de combinação de spin e spin uni-

tário:

|56〉S :4 (10) =
∣∣∣∣32

〉
S
|10〉S ,

2(8) =
1√
2
(

∣∣∣∣12
〉

α

|8〉
α
+

∣∣∣∣12
〉

β

|8〉
β
) (C.8)
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|70〉
α

:4 (8)α =

∣∣∣∣32
〉

S
|8〉

α
,

2(10)α =

∣∣∣∣12
〉

α

|10〉S ,

2(8)α =
1√
2
(−

∣∣∣∣12
〉

α

|8〉
α
+

∣∣∣∣12
〉

β

|8〉
β
),

2(1)α =−
∣∣∣∣12

〉
β

|1〉A (C.9)

|70〉
β

:4 (8)β =

∣∣∣∣32
〉

S
|8〉

β
,

2(10)β =

∣∣∣∣12
〉

β

|10〉S ,

2(8)β =
1√
2
(−

∣∣∣∣12
〉

α

|8〉
β
+

∣∣∣∣12
〉

β

|8〉
α
),

2(1)β =−
∣∣∣∣12

〉
α

|1〉A (C.10)

|20〉A :4 (1)A =

∣∣∣∣32
〉

S
|1〉A ,

2(8)A =
1√
2
(−

∣∣∣∣12
〉

α

|8〉
β
+

∣∣∣∣12
〉

β

|8〉
α
) (C.11)

A equação C.8 quer dizer que, tomando todas as combinações possíveis de spin (sz = ±1
2 ) e de

spin unitário (u,d,s), para os sistemas de três quarks, é possível formar 56 estados de simetria S.

Com efeito, multiplicando os 10 estados |10〉S pelas 4 combinações de estados
∣∣3

2

〉
S (equação C.6),

obtém–se 40 estados 4 |10〉S e multiplicando os 8 estados |8〉
α

pelas 2 combinações de estados∣∣1
2

〉
α

, obtém–se 16 estados. Em total obtém–se 40+16=56 estados.

Estado orbital

O estado final do bárion |B〉 é obtido como as combinações dos estados construídos anteri-

ormente (spin e spin isotópico) e o estado orbital |R〉, de forma que o bárion é constituído por

um estado puramente simétrico |B〉 = |〉S [Ravndal, 1971]. O estado básico orbital |g〉 (N = 0) é
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simétrico, portanto, usando as relações C.5 só é possível obter o seguinte estado simétrico total

|B〉= |56,0〉= |56〉S |g〉 , (C.12)

onde |56〉S foi achado em C.8. O primeiro estado excitado (N = 1) é formado da seguintes opera-

ções: a† |g〉 ou b† |g〉. O estado a† |g〉 tem simetria α e o estado b† |g〉 tem simetria β . Com efeito,

usando as relações 3.39 e 3.42 chega–se a

a† =

√
1

2Ω
(pz + py −2px)+

i
6

√
Ω

2
(uz +uy −ux), (C.13)

b† =

√
3

2Ω
(py − pz)+

i
2

√
Ω

6
(uy −uz). (C.14)

Note-se como a† e b† são respectivamente simétrico e antissimétrico em relação à troca dos quarks

y e z. Os estados para este primeiro nível de excitação são representados assim

|1〉1
α
= a† |g〉 , (C.15)

|1〉1
β
= b† |g〉 , (C.16)

onde o número 1 acima do símbolo |〉 que dizer que estamos no nível N = 1.

Usando C.5, C.9 e C.10 é obtido o estado simétrico para |B〉1:

|70,1〉=
√

1
2
(|70〉

α
|1〉1

α
+ |70〉

β
|1〉1

β
). (C.17)

Para esse nível temos que o momento angular orbital L = 1, e que as diferentes componentes Lz

são construídas da seguinte forma:

|1,−1〉
α
= a†

− |g〉 , |1,−1〉
β
= b†

− |g〉

|1,0〉
α
= a†

z |g〉 , |1,0〉
β
= a†

z |g〉 (C.18)

|1,+1〉
α
= a†

+ |g〉 , |1,+1〉
β
= b†

+ |g〉 .

Na equação C.17, a componente Lz a ser usada depende da componente z do spin total Jz de-
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sejada nas relações 3.37. Por exemplo, para o termo f+1 = 〈N,−1/2|F+ |R,1/2〉 da ressonân-

cia S31(1620), temos que Jz = 1/2. Segundo sua nomenclatura 2(10)1/2[70,1−] [Ravndal, 1973]

obtém-se J = 1/2, S = 1/2, L = 1 e P = −1, portanto, será necessário combinar L = |1〉 e S =

|1/2,+1/2〉 para obter J = |1/2,+1/2〉:

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
=

√
2
3
|1,+1〉

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
−
√

1
3
|1,0〉

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
. (C.19)

Dessa forma, usando a relação de acima e as equações C.9, C.10 e C.17 temos que

|S31(1620)〉= 1√
2
〈10|S

[√
2
3
|1,+1〉

α

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
α

−
√

1
3
|1,0〉

α

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
α

+

√
2
3
|1,+1〉

β

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
β

−
√

1
3
|1,0〉

β

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
β

]
. (C.20)

No caso N = 2, teremos duas excitações do tipo C.15 e C.16, que devem ser combinadas utili-

zando as relações C.5 para obter os estados de L = 2,1,0:

|2〉2
S , |0〉

2
S =

1√
2
(|1〉1

α
|1〉1

α
+ |1〉1

β
|1〉1

β
)

|2〉2
α
, |0〉2

β
=

1√
2
(−|1〉1

α
|1〉1

α
+ |1〉1

β
|1〉1

β
)

|2〉2
β
, |0〉2

β
=

1√
2
(|1〉1

α
|1〉1

β
+ |1〉1

β
|1〉1

α
)

|1〉2
A =

1√
2
(−|1〉1

α
|1〉1

β
+ |1〉1

β
|1〉1

α
), (C.21)

onde as componentes em z têm que ser combinadas em dependência da componente Lz total. Por

exemplo, o termo |2,0〉2
S é

|2,0〉2
S =

1√
6

(
|1,+1〉 |1,−1〉+2 |1,0〉 |1,0〉+ |1,−1〉 |1,+1〉

)
. (C.22)
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Substituindo a equação de acima em C.21 obtém-se

|2,0〉2
S =

1√
12

(
|1,+1〉

α
|1,−1〉

α
+2 |1,0〉

α
|1,0〉

α
+ |1,−1〉

α
|1,+1〉

α

|1,+1〉
β
|1,−1〉

β
+2 |1,0〉

β
|1,0〉

β
+ |1,−1〉

β
|1,+1〉

β

)
, (C.23)

ou

|2,0〉2
S =

1√
6

(
|1,+1〉

α
|1,−1〉

α
+
√

2 |1,0〉
α
|1,0〉

α
+ |1,+1〉

β
|1,−1〉

β
+
√

2 |1,0〉
β
|1,0〉

β

)
.

(C.24)

Efetuando todas as combinações de componentes z de momento em C.21, pode ser demonstrado

que só é possível formar as simetrias definidas nessas relações. Por exemplo, mostremos que o

estado |1,+1〉2
S não existe. Com efeito, ao somar dos estados com L = 1

|1,+1〉= 1√
2

(
|1,+1〉 |1,0〉− |1,0〉 |1,+1〉

)
, (C.25)

e, segundo as relações C.21

|1,+1〉2
S =

1
2

(
|1,+1〉

α
|1,0〉

α
−|1,0〉

α
|1,+1〉

α

|1,+1〉
β
|1,0〉

β
−|1,0〉

β
|1,+1〉

β

)
= |0〉 . (C.26)

Finalmente, os estados C.21 são combinados os estados C.8-C.11 para se obter:

|56,2〉= |56〉S |2〉
2
S

|56,0〉= |56〉S |0〉
2
S

|70,2〉=
√

1
2
(|70〉

α
|2〉2

α
+ |70〉

β
|2〉2

β
)

|70,0〉=
√

1
2
(|70〉

α
|0〉2

α
+ |70〉

β
|0〉2

β
)

|20,1〉= |20〉A |1〉
2
A . (C.27)
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C.2 Espectro de ressonâncias bariônicas

Primeiramente é conveniente conhecer o espetro quântico do oscilador harmônico em três di-

mensões (figura), onde n, l e m representam o número quântico principal, de momento angular e da

componente z do momento angular, respectivamente.

Tabela C.1: Relação de números quânticos principal n, de momento angular l e componente z do momento angular m
para o oscilador harmônico em três dimensões.

n l m
0 0 0
1 1 -1,0,1

0 0
2

2 -2,-1,0,1,2
1 -1,0,1

3
3 -3,-2,-1,0,1,2,3

Como foi estudado, o sistema de três quarks que representa o bárion pode ser representado como

dois osciladores harmônicos desacoplados, desta forma, o espectro para este sistema é obtido ao

somar os momentos angulares desses osciladores. O número quântico principal n é obtido ao somar

os números quânticos principais de cada oscilador n = n1 +n2, e o momento angular é construído

segundo a regra l = |l2 − l1|, |l2 − l1|+1, ..., l2 + l1 (tabela C.2).

Tabela C.2: Número quântico principal n e de momento angular l para o sistema de dois osciladores harmônicos
tridimensional de números quânticos principais n1 e n2, e momentos angulares l1 e l2, respectivamente.

n n1 n2 l1 l2 l

0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1

0 1 0 1 1
0 0 0

2 0
2 0 2
0 0 0

0 2
0 2 2

2

1 1 1 1 0,1,2
1 0 1

3 0
3 0 3
0 1 1

2 1
2 1 1,2,3
1 0 1

1 2
1 2 1,2,3
0 1 1

3

0 3
0 3 3
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O próximo é formar o espectro do grupo SU(6), utilizando os dados da tabela C.2 e dos estados

construídos segundo o epígrafe C.1. Por exemplo, para N = 1 temos que |70,1〉 (l = 1) é formado

pelos elementos 1(2), 2(8), 4(8) e 2(10). Se tomamos o termo 4(8), temos que o espin é S = 3/2

e o momento angular é L = 1, portanto pode ter valores de momento angular total J = L+ S =

1/2,3/2,5/2. Assim são formados os elementos 4(8)1/2, 4(8)3/2 e 4(8)5/2, representados em cinza

na tabela C.3. Segundo esse procedimento é possível obter as 6 primeiras colunas da tabela C.3.

Para atribuir as ressonâncias a cada nível, há que tomar os dados de paridade, composição

de quarks (se é uma ressonância N ou ∆), e espin J total relatados pelo “Particle Data Group”

[Tanabashi et al., 2018]. Aqui é importante conhecer que a paridade depende do número quântico

N e que os bárions com os termos (8) e (10) representam as ressonâncias N e ∆ respectivamente.

Com os dados da tabela C.3 é possível construir os estados das ressonâncias em questão para a

determinação dos produtos 〈N |F±,0 |N ∗〉. Por exemplo, o núcleon é representado pelo estado

|56,0+〉= |56〉S |g〉, especificamente pelo octeto 2(8), ou seja

|N 〉= 1√
2
(|1/2〉

α
|8〉

α
+ |1/2〉

β
|8〉

β
) |g〉 , (C.28)

onde a componente positiva de espin é

|1/2,+1/2〉
α
=

1√
6
(|++−〉+ |+−+〉−2 |−++〉)

|1/2,+1/2〉
β
=

1√
2
(|++−〉−|+−+〉) , (C.29)

e a componente negativa é

|1/2,−1/2〉
α
=

1√
6
(|−−+〉+ |−+−〉−2 |+−−〉)

|1/2,−1/2〉
β
=

1√
2
(|−−+〉− |−+−〉) . (C.30)
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De forma similar, os octetos do próton e do nêutron são:

|uud〉
α
=

1√
6
(|uud〉+ |udu〉−2 |duu〉)

|uud〉
β
=

1√
2
(|uud〉− |udu〉) (C.31)

e

|ddu〉
α
=

1√
6
(|ddu〉+ |dud〉−2 |udd〉)

|ddu〉
β
=

1√
2
(|ddu〉− |dud〉) . (C.32)

Com as ressonâncias N > 0 há que considerar que L e S devem ser combinados segundo os

coeficientes de Clebsch-Gordan para obter a componente Jz desejada. Por exemplo, segundo a

equação C.20 a ressonância S(1620) é representada como

|S31(1620)〉= 1√
2
〈10|S

[√
2
3
|1,+1〉

α

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
α

−
√

1
3
|1,0〉

α

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
α

+

√
2
3
|1,+1〉

β

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
β

−
√

1
3
|1,0〉

β

∣∣∣∣12 ,+1
2

〉
β

]
, (C.33)

onde o estado 〈10|S é

|10〉S = |uud〉S =
1√
3
(|uud〉+ |udu〉+ |duu〉) (C.34)

para a ressonância de carga positiva S+31(1620) e

|10〉S = |ddu〉S =
1√
3
(|ddu〉+ |dud〉+ |udd〉). (C.35)
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Tabela C.3: Espectro de ressonâncias bariônicas formadas pelos quarks "u"e "d"e massa invariante W < 2GeV .

N S L J SU(6) SU(6)xg Resonância Notação PDG
1/2 1/2 2(8)1/2 [56,0+] N(938)

0
3/2

0
3/2 4(10)3/2 [56,0+] P33(1234) ∆(1232)
1/2 2(1)1/2 [70,1−]
3/2 2(1)3/2 [70,1−]
1/2 2(8)1/2 [70,1−] S11(1540) N(1535)

1/2

3/2 2(8)3/2 [70,1−] D13(1525) N(1520)
1/2 4(8)1/2 [70,1−] S11(1640) N(1650)
3/2 4(8)3/2 [70,1−] D13(1670) N(1700)3/2
5/2 4(8)5/2 [70,1−] D15(1600) N(1675)
1/2 2(10)1/2 [70,1−] S31(1620) ∆(1620)

1 1

3/2 2(10)3/2 [70,1−] D33(1730) ∆(1700)1/2
1/2 2(8)1/2 [56,0+] P11(1450) N(1440)

3/2
0 4(10)3/2 [56,0+] P33(1640) ∆(1600)

3/2 2(8)3/2 [56,2+] P13(1740) N(1720)
1/2

5/2 2(8)5/2 [56,2+] F15(1680) N(1680)
1/2 4(10)1/2 [56,2+] P31(1920) ∆(1910)
3/2 4(10)3/2 [56,2+] P33(1960) ∆(1920)
5/2 4(10)5/2 [56,2+] F35(1920) ∆(1905)

3/2
2

7/2 4(10)7/2 [56,2+] F37(1950) ∆(1950)
2(1)1/2 [70,0+]

1/2 1/2 2(8)1/2 [70,0+] P11(1710) N(1710)
3/2 3/2 4(8)3/2 [70,0+]

0

1/2 2(10)1/2 [70,0+]
3/2 2(1)3/2 [70,2+]
5/2 2(1)5/2 [70,2+]
3/2 2(8)3/2 [70,2+]

1/2

5/2 2(8)5/2 [70,2+]
1/2 4(8)1/2 [70,2+]
3/2 4(8)3/2 [70,2+]
5/2 4(8)5/2 [70,2+]

3/2

7/2 4(8)7/2 [70,2+] F17(1970) N(1990)
3/2 2(10)3/2 [70,2+]

2

5/2 2(10)5/2 [70,2+]
1/2 2(8)1/2 [20,1+]

1/2
1

3/2 2(8)3/2 [20,1+]
1/2 4(1)1/2 [20,1+]
3/2 4(1)3/2 [20,1+]

2

3/2 1
5/2 4(1)5/2 [20,1+]
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