UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FISICA

CONTRIBUICAQO A TEORIA

HII)IIINNIIPIIIHIIU LT

SBI/IFUSP 305M81003042

CONTRIBUIGAD A TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

A

y

SBI-IFUSp

I

A i

B

COM MASSAS COMPLEXAS

Tese de Mestrado Apresen tada ao
Instituto de Fisica da Universidade
de Siao Paulo

GIL DA COSTA MARQUES

Sao Paulo
1972




G

IL DA COSTA MAR QUES

CONTRIBUIGCOES K TEORIA QUANTICA DE
CAMPOS COM MASSAS COMPLEXAS

TESE DE MESTRADO APRESENTA
DA A0 INSTITUTO DE FISICA
DA UNIVERSIDADE DE S.PAULO

SKO PAULO -'MARGO0/1972




AGRADECIMENTOS.

Ao dedicado prof. J.Swieca pela orientacgao e
valorosas discussoes que possibilitaram a realizagao desse traba-
lho.

A todos os professores e colegas que ﬁe auxi
liaram e incentivaram, especialmente os professores H.Fleming, C.
H. Woo e R.Kdberle e os amigos Humbertaq Franga e Haroldo Azevedo.

Ao prof. J.Goldemberg por ter criado as con-
dicoes necessarias 'a realizag3o déste trabalho.

Ao Instituto de Fisica e ao B.N.D.E. e 3 F.
AxP:E«S.P,

K Renata e Ivone pelo servigo de datilogra-

fia e ao Bruno pelo servigo de impressao.




L -4
&=
<<
=
-
bt
(2]
g




INDICE

INTRODUGAOD....0on.... e eae et ieee e, ceeena
Cap.I - TEORIA DE LEE-WICK........... 5% 5 Sopm i Y
Cap.II- TEORIA DE CAMPOS COM MASSAS COMPLEXAS............29

Cap.III-POTENCIAIS EXTERNOS - EQUACKO DE YANG-FELDMAN MO

DIFICADA......ivvivnnnnnnn. D | 1
Cap.IV- TEORIA TOTALMENTE QUANTIZADA.......... st vEwsens .58
CONCLUSDES ..... CEmE R L T T T .74
APENDICES............ I I &

REFERENCIAS........ TITELIIIEY teeseserttreecenaanan NP R k-




B CE——

1.

INTRODUCAO

Com a finalidade de formular apropriadamente a Eletro
dinamica, foi proposto ha cérca de quarenta anos um formalismo
denominado Teoria Quantica de Campos(ll Néste esquema os campos
quantizados nao sao fungdes numéricas do espago e tempo mas ope
radores.

Para o caso da teoria de campos livres & possivel dig
cutir esta teoria de uma forma matemdtica satisfatdria bem como
interpretar consistentemente seus resultados. A teoria livre nos
fornece automaticamente as propriedades de simetria ou antissime
tria das fungoes de onda descrevendo sistemas de muitas particu
las, bastando para isso efetuar a quantizagao por meio de comuta
dores (bosons) ou anticomutadores (férmions).

O ‘procedimento usual para levar em conta a intéragao/
de particulas, € acrescentar i lagrangeana livre um térmo que
descreve estd interagdo. Assim,por exemplo, na eletrodinimica a
substituigdo ‘mInima nos leva & lagrangeana de interagao (subtral

da a energia de ponto-zerc e a carga do vacuo)
—-— ™ 1 \ u [ -
Ling = © ¢ P(x) vy~ ¥(x) Au(x) : (0-1)

Onde o simbolo : representa ordenagao normal.y & o

campo espinorial do elétron e Au(x) € a campo vetorial do foton.

Dentre outras coisas, esta lagrangeana de interagao
nos permite calcular o Lamb-shift (observado experimentalmente).
Em ordem mais baixa da teoria de perturbagdes nds obteremos os

mesmos resultados para processos de emissido e absorgao de fotons
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por atomos quando tratados pela teoria gemi-ciéssica ( quanto
maior o numero de f&tons melhor serd a coincidéncia), com a ex
cegao de que agora (na teoria quantizada) podemos dar conta
tambem do processo de emissao exponténéa.

No entanto, épesar de alguns sucessos incontestaveis
desse formalismo, a teoria quintica de campos na formulagdo la
grangeana deixa sem resposta diversas questoes de fundamental/
importancia. Por exemplo, para o caso de campos em interagao
como em geral as equagbes nao sdo lineares, o problema de
Cauchy nao pode ser resolvido explicitamente. Alem disso esta
teoria envolve (em interagdo) um nimero alarmante de procedi
mentos obscuros. A tabela I no final dessa segao procura resu
mir os sucessos e insucessos desta te€oria. Esta tabela foi
construida com base na ref(2), capitulo 6.

A dificuldade mais séria da teoria de campo na for-
mulagao lagrangeana & a dificuldade das divergéncias. Assim
quando os efeitos da interagao sao calculados em ordens mais
altas da teoria de perturbagao, a mesma densidade lagrangeana/
de interacao (0-1l) nos leva a respostas sem significado pois
sdo divergentes.

Para localizarmos a fonte dessas divergéncias, lem
bremo-nos de que nesse formalismo a lagrangeana de interagdo &
sempre local (os operadores de campo dependem do mesmo ponto).
O acoplamento local da forma com que o0 escrevemos nao e permi
tido desde que os campos devem ser definidos como distribuigdes
e o produto local de distribuigoes em geral nao & definido.Uma
primeird evidéncia desse fato pode ser obtida ao calcularmos o
valor esperado no vacuo de tais quantidades. Como exemplo po

demos cadlcular o valor esperado no vacuo do produto de dois




campos escalares reais

<0 [¢2(x) | 0> = X J a°k wr = YV, 5
(27) 3 2 wp k k“+m
que € uma expressao quadriticamente divergente.

Por esta razao a formulagdo matemitica da teoria quin
tica de campos em interagdo ndo € satisfatdria. Apesar de estar
mos convencidos de que a causa das divergencias na teoria quanti
ca lagrangeana se deve ao fato de que nesse formalismo a lagran
geana de interagao € local, ninguém foi bem sucedido ainda em
formular uma teoria quantica de campos nao local de uma maneira/
satisfatoria.

Pelo fato da dificuldade mais séria da teoria de cam
po na formulagao lagrangeana ser o problema com as divergencias,
a idéia de construir teorias quanticas de campo finitas tem rece
bido muita atengao nos Gltimos anos.

Um dos procedimentos que tem conseguido lograr mais
éxitos e o menos inconsistente,& a teoria da renormalizagao. A
renormalizagao se baseia essencialmente no fato de que podemos
extrair reSpostas satisfatorias da eletrodindmica quantica. Estas
respostas-sao livres de divergéncias desde gue expressemos as am
plitudes de transigao em térmos da massa "observada" do eletron/
e o valor "observado" da carga elétrica. Esta técnica no entanto
além de ser apenas uma maneira de vivermos em "coexisténcia paci
fica" com as divergéncias, sO se aplica a problemas especiais /
(as interagéeslfracas por exemplo nao sao renormalizaveis).

Uma outra técnica usada para tratar as quantidades di
vergentes € por meio da introdugao de cut-off's. A introdugdo de

um cut-off ultravioleta pode ser realizado ou sob a forma  <de
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uma teoria de campo nao local(3) ou por um procedimento de regu

larizagao invariante(42 Sobre a teoria de campo nao local ja fa

lamos anteriormente. Quanto a regularizaqao, ela consistia, ori

ginalmente, apenas de um método covariante de fazer as integrais
convergentes por meio de um cut-off explicitamente covariante.A:
formulagao matematica precisa do procedimento da regularizagao/

invariante mostra que uma tal teoria de campo assim construida,

perde muitas das propriedades desejaveis de uma teoria quanti-

ca de campos, nao sendo portanto de interésse. Uma formulagao ma
tematica em térmos de campos pode ser obtida por um método de

combinagao de campos esbog¢ado no cap;tulo 2.

Finalmente, relacionado com o método da regularizagao
invariahte existe o método de construir uma teoria quantica de
campos finita baseado numa generalizagao do formalismo matemati
co da mecanica quantica. Esta generalizagao foi descoberta por
Dirac(sg e foi usada com sucesso por Gupta e Bleuaer(s) para
formular a eletrodinamica quantica de uma forma mais elegante .
O método usa'um espago vetorial linear com uma forma bilinear
indefinida para o produto interno de dois vetores e conduz -a
possibilidade de remover os infinitos da teoria quantica de cam
pos relativistica. Uma teoria quantica de campos formulada nes
se espago nds chamamos de uma "teoria de campo com métrica in
definida". Os maiores problemas encontrados na formulagao de
uma tal' teoria sao devidos ao fato dé que nos precisamos ter
cuidado  ao definirmos amplitudes de tgansigio, desde que ampli-
tudes de transigao fisicas devem nos levar a probabilidade de
transigao nao negativas. . |

Tem sido propostas algumas teorias de campo com mé

(3 '11-15)

trica indefinida . Dentre elas destacamos a teoria de
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T.D.Lee e G.C.Wick, pelo fato de que ao teﬁtarmos formular essa

teoria usando uma descrigdo da causalidade mais prdxima de uma/

descrigao do que esta acontecendo em térmos do espago-tempo, fo

mos levados & nossa teoria. Ao nos convencermos de que uma for

mulagao da teoria de Lee-Wick nao pode ter como suporte uma teo

ria quantica de campos Lagrangeana (3 mesma conclusio ja chega
; ra Nakanishi(72 Adotamos um procedimento diferente. Nesta formu
‘ lagao a métrica indefinida n3o desempenha qualquer pépel.

A nossa teoria & uma teoria quantica de campos usan-
do reguladores de massas complexas com uma descrigao, em termos
de espago-tempo, mais completa que os tratamentos existentes.
Além disso & uma teoria unitdria. A unitariedade foi verificada
explicitamente até segunda ordem da teoria de perturbagdes numa
teoria totalmente quantizada, ao passo que para interagao com /
| um potencial externo nossa investigagao & mais completa.

No primeiro capitulo apresentamos a formulagao de
Lee-Wick de uma teoria finita: Chamamos_a atengao para algumas
dificuldades dessa teoria (diagramas nos quais ocorre "pinching")
e como essas dificuldades podem ser contornadas adotando uma
segunda prescrigao. Para finalizar apresentamos a discussio da
causalidade.

No segundo capitulo procuramos falar répidamente sO
bre teorias de campo usando ﬁassas complexas. Como veremos, o
procedimento de quantizagao candnico nos leva a introduzir uma
métrica indefinida no espago de estados. Para o caso de intera-
Gao com potencial externo nds trabalhamos com a funcdo de green
retardada causal dando origem a transigdes entre estados de
energia real e complexa violando a unitariedade fisica. Além

desse defeito a teoria sO & livre de divergéncias para potenciais
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de suporte compacto no tempo. Mesmo para processos fisicos, a
teoria & divergente devido a contribuigoes dos estados interme
diarios com energia complexa.

No terceiro capitulo propomos uma equagao de Yang-
Feldman modificada. Esta € em esséncia a hipdtese basica da
nossa teoria. Uma interpretagao consistente aparece quando nao
procuramos associar as massas complexas a particulas, mas asso
ciamos essas massas complexas com uma modificagao da lei de pro
pagagao do campo.

A seguir investigamos, usando essa equagao de Yang-
Feldman modificada, o caso da interacdo com um potencial exter
no. Mostramos que em teoria de perturbagdes esta teoria & uni
taria até segunda ordem, o que & feito explicitamente no apéndi
ce. Transcrevemos um método usado por J.A.Swieca gue mostra a
mesma propriedade para todas as ordens em teoria de perturbaqao(g)
A seguir tecemos alguns comentarios sobre como a propriedade da
unitariedade pode ser demonstrada usando um método desenvolvido
por J.A.Swieca, R.Seiler e B.Schroer(gz

Finalmente, no quarto capitulo investigamos o caso
de uma teoria totalmente quantizada (¢ %) . N3o surgem dificulda
des com unitariedade ou invarianga de Lorentz. No entanto a con
tribuigao de estados virtuais com energias arbitriariamente al
tas conduz a um realce da acausalidade da lei de propagagao (de
atenuadavexponencialmente passa a cair com uma poténcia)(loz
Além desse defeito o térmo de self-energy torna-se infinito [/
num detérminado dominio de p? tipo espégo, obrigando-nos a de
fini-lo nesse dominio por continuagao analitica a partir do do

minio no qual é€le & bem definido.

No apéndice apresentamos alguns cidlculos mais deta
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lhados para justificar algumas afirmagoes feitas no texto, bem:

como algumas propriedades do espago de estados com métrica inde

finida e a discussao do térmo de self-energy num espago  bidi
mensional usando massas reais (sendo assim apenas um modélo) e

a seguir com massas complexas, onde no uUltimo caso usaremos al

guns desses resultados no texto.

====S==

Dificuldades.

1. NOs éstamos em completa ignordncia com respeito 3 existén -
cia de solugoes com propriedades fIsicamente aceitaveis.Nos

precisamos assumir que todos esses problemas tenham uma so

lugao favoravel.

2. Emergem constantes artificiais e sem significado que final-
mente sao removidas dos resultados, assim que elas sao real
mente redundantes. Quando calculadas em teoria de perturba-

Gao, obtemos para elas tdrmos divergentes.

3. Devemos iniciar os calculos usando uma estrutura explicita/
para a lagrangeana de interagao L'. No entanto nds nao te
mos um numero suficiente de critérios para fixar completa -

mente a estrutura de L',

4. Na teoria lagrangeana exisSte uma correspondencia biunivoca/
entre campos e particulas: para cada particula devemos in

troduzir um campo separado na lagrangeana.

5. Tdo logo estejamos interessados em estudar as interagdes for

tes, a teoria lagrangeana acoplada com expansao perturbativa




€ de muito pouco uso pratico desde que teoria de perturbagao

nao & mais valida para constante de acoplamento maior do que

um.

Sucessos.

l. Uma descrigao completa e absolutamente satisfatdria de partl

culas livres.

2. Um formalismo natural e obvio para formular simetrias do es-

paqo-tempb e simetrias internas.

3. Um sucesso razoavel na descrigdo de interagoes e no calculo/
de amplitudes de transigao, dentro do formalismo de teoria de
perturbacgao.

(extraidos de P.Roman)
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1. Teoria de Lee-Wick

1.1, Introdugﬁo.

Neste capitulo apresentaremos uma teoria "guantica

de campos" finita, proposta por T.D.Lee e G.C.wick (11714)  p
justificativa para apresentarmos essa teoria, & que ela foi a
motivagao para €sse trabalho. Além disso, poderd aclarar al
gumas idéias ja expostas na introdugio.

A idéia basica € construir uma teoria de campos con
vergente usando estados "fantasmas complexos", ou seja, esta
dos de norma:zero com auto-valores complexos. Assim, e uma
teoria de campos com métrica indefinida.

Na segao 1-2 falamos sobre as dificuldades com di
vergéncias nd eletrodindmica quantica. Desde que essa é a di
ficuldade mais séria da teoria quintica de campo local, na se
¢30 1-3 apresentamos uma possibilidade de remover essas diver
géncias. Essa possibilidade consiste essencialmente em consi

~derar propagadores que caem mais rapidamente do que os usuais

no limite k?%». No entanto &sse procedimento nos leva a intro

duzir um espago de estados com métrica indefinida. A principal
dificuldade com teorias de campo com métrica indefinida, esté

relacionada com o© fato de gque, nesse formalismo, a matriz S

nao & unitaria.

A ‘'segao 1-4 mostra como a unitariedade da matriz S
pode ser asségurada guando introduzirmos regularizadores com
massas complexas. isto pode ser ‘feito, desde que, numa teoria
de campos com métrica indefinida podemos ter "estados de'ener

gia complexa“, bem como de energia real. Assim podemos intrg




e =

10.

duzir campos com massas complexas. O argumento usado para garan
tir a upitariedade torna-se plausivel desde que nao haja transi
goes para.eStados'de'energia complexa, a partir de estados ini-
ciais com particulas de massa real. Isto € assegurado pelo prin
cipio da conservagdo da energia.Como éste argumento pode falhar
no sistema particular do sistema centro de massa, & necessario/
gue ele seja excluido a priori.

Um modélo de campos em interagao & apresentado na
segao 1-5. Na primeira parte dessa, mostraremos como obter uma
teoria finita usando regularizadores com massas complexas.Nesse
esquemd' os contdrnos usuais de Feynman devem ser modificados de
maneira a evitarmos as explosoes da matriz S no limite t++<. Na
Ultima parte'dessa segao mostramos como a prescrigao original /
de Lee-Wick, de nao considerar o sistema centro de massa leva a
dificulfades com ndo invarianga de Lorentz. No sistema centro /
de massa temos um corte ao longo do eixo real, nao previsto pé

la condigao da unitariedade, correspondendo a um par de massas

~complexas. O mesmo nao acontece em qualquer outro sistema. A di

—£iculdade com a invarianga de Lorentz apontada por alguns auto

res (16+7) pode ser removida adotando-se uma prescrigao sugerida

por Cutkosky;e colaboradores(l7z

Na segao 1-6 discutimos a ‘questdo da causalidade nes
se formalismo. A descrigido da causalidade & feita por meio do
estudo éo movimento médio de um pacote de ondas. Estabelecemos/
ao mesmo tempo a conexao entre o que & feito na teoria de Lee-
Wick e na nossa formulagdo no que diz respeito i violagio da

causalidade.
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1.2. Dificuldades com divergéncias na Eletrodinamica.

A corregao radiativa de segunda ordem para qualquer

processo

A+ B

onde A e B sao auto-estados quaisquer das interagoes

fortes ou interagoes fracas, tém uma amplitude dada pela inte

gral

_%_ <B | M@ | A »>ad'q (1.1)

q

O grafico correspondente a eésse processo & apresenta

do na fig.(l.1l).

Usando um teorema devido a Bjorken(lal o comportamen

to do operador M(q) no limite em que gq? + = & dado por

> H
1 3 > _dgr | (39" 2 Y - mesmo
M(q) + 1;;‘[d re [at' (Xt) , Juforta 0| comutador |9

(1.2)

E'Ju (x) & a corrente eletromagnética

.Ju (x) = eg wa Yu wu'+ i

o corre sobre todos os campos carregados de spin
1/2 e .... corresponde a correntes devido a campos de outros /

9 -+
5 . 3 ] - mesmo
spins. Operador relevante [Bt Ju(*'t)' Ju(o't) <0|comutador

é,em geral, proporcional & fungao §

0>




fig. (1.1)

pode-se mostrar que ele nao pode ser reduzido a zero por intera

goes fortes(lzz A integral de corregao radiativas (1l.1l) &, as

sim, proporcional a um elemento de matriz apropriado, multipli-

- _%
cado por uma integral logaritmicamente divergente |9 4 q.

1.3. Uma maneira possivel.

A coisa mais notavel acérca dessas dificuldades com
divergencias & a sua total auséncia na natureza. As varias di
ferengas de Massa fracionirias entre Hadrons no mesmo multiple
to de isospin s3o certamente finitas, e sao todas da ordem de a.
Usando a teoria de Cabibbo, a corregao radiativa para Gv/Gu po
de ser deduzida obtendo um resultado finito e = O(a)(lgz Assim,
se nos simplesmente ignoramos as divergencias, uma estimativa/
simples usando sO as consténtes de acoplamento adimenssionais /
dio invariidvelmente a ordem correta de grandeza. O mesmo € ver
dade para todo processo de interagao fraca de ordem mais alta.

Observamos que de maneirg a fazer a integral de cor

regao radiativa Jﬁ%r-<A [M(@)| B> d* g finita para todos

os estados de Lepton ou Hadron A e B, sO existem duas alterna-
tivas:

o : mesmo
1) o operador [?%? I, (r,t), I (O,tﬂ =<0 | comutador |0> sger
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zero

2) para grandes g? o propagador do fdton vai a zero mais rapido
_2
do que q .

& O primeiro método conduz s6 a uma transferencia de
infinitos da eletrodinimica para a interagao fraca, logo € insa-
tisfatério(lzz assim examinaremos a ultima possibilidade.

E verdade que todas as dificuldades com divergéncia/
na eletrodinamica podem ser mais simplesmente removidas se o pro

pagador do foton for

- —_—— (1.3)

ao inveés do termo usual (ﬁ%r)

Igualmente, todas as dificuldades com divergéncias /
nas intéragaes fracas podem serncompietamente removidas se o pro

pagador do wt puder ser

1 .1 invés d 1 or suv + LV
&QX ST .G ao invés do usual grimz —

onde m e m' sao parametros finitos.

Que tais modificagoes sao @ateméticamente possiveis ,
atravées do uso de uma métrica indefinida, tem sido bem conhecido
desde os traPalhos de Dirac e Pauli(?'sz Na verdade, quase to
dos os cadlculos praticos sdo atualmente efetuados com tais propa
gadores modificados em primeiro lugar..Contudo, esses nao sao /
aceitos como uma realidade fisica por causa da crenga comum de
que, como a Hamiltoniana de um tal esquema de métrica indefinida

nao & hermitiana, a matriz S resultante seria necessariamen-
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te nao unitaria. Como veremos a seguir, isso nao & verdade, des
de que se s;crifique alguma propriedade da teoria como por exem
plo a invarianga relativistica ou ainda a formulagao lagrangea-
na da teoria. O que niao se tem conseguido até agqui & uma teoria

onde todas estas propriedades estejam asseguradas.

1.4, Metrica Indefinida e Unitariedade.

Bste topico € introduzido a fim de analisarmos a difi
culdade‘com & unitariedade numa teoria de campos com métrica in-
definidd, bem como as idéias basicas de Lee-Wick para elimina-la.
Discutimos também como ésse argumento depende do sistema de refe
réncia. Assim sendo, teremos uma teoria unitaria, desde que nao

se considere um sistema particular, a saber, o sistema centro de

massa.

! Lee-Wick tentaram provar due uma grande classe de teo

rigé\de campo nas quais a matriz S & unitdria, a lagrangeana nao
@ hermitiana. Isto tornaria possivel construir teorias de campo
satisfazendo 'a condigao de unitariedade e livre de divergencias.

N6s comecamos com uma sugestao dada por Dirac e dis-
cutida por Pduli e outros. Usamos uma Hamiltoniana pseudo-unita-

ria, ou seja’

(/5]
3
2
I
=
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mas com respeito a violagao da unitariedade., Essa dificuldade
pode ser removida observando que os auto-estados de uma Hamil

toniana pseudo-hermitiana podem ser classificados de acordo

com
H| _ > = E_ | v >, E_ real
(1.6)

H| Yo > = E l Vo > + Eg ndo real

Destas relagOes segue que

<y In| vy > =0
<y Inlv.> =0 Se E_ # E_,
<V, In o> =0 Se E, # EZX,

"TEOREMA" : S;Sf= 1l se nao existem estados de métrica negativa

estaveis na teoria, ou seja, se

<y Inl vo> > 0 para todo | y_ > (1.8)
Demonstragao:
t out . .
Sejam: L% >, Jyg m > ) rou d | P> | wim 5

conjuntos de auto-estados que consistem sOmente de ondas planas
mals ondas outgoing (ou incoming). Suponhamos que ambos os con
juntos sejam assumidos completos. A exigéncia basica'l®e as re
lagoes de ortogonalidade nos possibilitam normalizar os estados

| Ibr > de tal forma que < lbr In| u’r' >= Srx!
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Desde que ambos os conjuntos de vetores da base sao
completos, a matriz conectando esses dois conjuntos de vetores

deve preservar a métrica, i.é., S deve ser pseudo-unitaria

A matriz S fisica, € por definigao a matriz

i t
Sg = (Sgpvy) = < ¥y | n | w27 > (1.9)

Que ocupa sOmente o canto esquerdo de cima da matriz

S. Esta matriz S deve ter zeros devido a condigao de ortogonali

out

dade < win | wc > =0 . Assim colocando a ordem das colu-

nas da esquerda para a direita, correspondendo ao conjunto de /

out

vetores da base | V. > e | yOuts

o e das linhas de cima para

baixo na mesma ordeﬁ\pas do conjunto "in".

f A matriz S tem a forma:

L {sf 0
| s

|
1 |/
/
\° |//

anilogamente, por causa das relagOes de ortogonalidade nos temos

g

| _

| 7
| /
. l,//

onde em n a ordem das linhas e.colunas é a mesma de S .  Assim
| a partir de nossa hipotese fundamental(l'a) e da relagao (1.9)

i podemos escrever
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Por uma questao de auto-consistencia, & necessario

impor uma lei fundamental: gue no mundo fisico s6 estados da

forma

lt> =1 c. |r> exp (-iE_.) <r|r> > 0 (1.11)

podem ser realizados. Todos os processos de Colis3o
(fisicos) sdo descritos formando pacotes de onda apropriados/
desses estados.

O espago vetoriai gerado por esses estados fisicos/
€ claramente um subespago do espago de Hilbert inteiro. Para
tecrias désse tipo, como ja dissemos nds, esperamos equagoes de
movimento simples e relagao de comutagdo simples sd no espago/

"grande". A projegao do espago grande para o espago "pequeno" &
em geral complicada. Ela trocarda por exemplo uma relagao de co
mutacao local simples (no espago "grande") em uma aparentemen-
te nao local (no espago "pequeno“)(aoz

| Analisando o modélo de Lee, Lee e Wick verificaram
gque em ambos os setores N6 e N66 a condigao bésica.(l.B)é sa
tisfeita. Assim a matriz S é,unitéria(ll'lzz

Finalisando esta segao queremos tecer alguns comen-
tarios a respeito deésse "teorema". Em primeiro lugar, fica [/

subentendido na demonstragao que

< Uit | 92U s = o (1.12)

Ou seja, que nao seja possIivel haver transigoes en

£ Sg = 1 (1.10)

t
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tre estados de energia real e complexa. Isto € justificavel pe
lo principio da conservagao da energia. No entanto, se quiser
mos formular ésse principio, quando consideramos estados  com
energia complexa, através de um procedimento formal como e fei
to usualmente introduzindo fungoes generalizadas como a " fun
gao" § dirac, entio deveremos generalizar inclusive estas dis
tribuigdes de tal forma a serem definidas também para argumen-
tos complexos. Por meio de uma série de procedimentos formais,
Nakanishi(zo) procura generalizar o conceito de conservagao da
energia, estabelecendo assim de uma maneira formal a hipotese/
(1.12).

Outrossim, o principio da conservagao dé energia /
nao impede que num processo de espalhamento de duas particulas
de massas reais, tenhamos no estado final um par de particulas
de massas complexas, quando vistas do sistema centro de massa.
Donde esse sistema invalidaria o argumento.

Em resumo, conservagao da energia (assumida implici
tamente) e a eliminacdo do sistema centro de massa tornam o"teg
rema" verdadeiro. A segunda hipotese c¥g¥amente nos levara a

problemas cominvarianga de Lorentz.

1.5. Campos em Interacao.

1.5.a - Uma teoria finita.

Nesta secao consideraremos um modélo em teoria quan
tica de campos commétrica indefinida que envolve um campo esca
lar ¢. Dentre as posslveis interagoes desse campo, uma das

mais simples & a que tem uma densidade lagrangeana de interacgao
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da forma f¢?

L int = £f¢? (x) (1.13)

Numa teoria de campo usual, a self-energy I(p) cal-

culada a partir da lagrangeana de interagao (1.13), tem uma in

tegral de Feynman dada por:

m

_i1£2
zop) = Xd’& quo Aé (p-q) 46 (q) (1.14)

Cg

onde & ¢( g ) .8 o propagador de Feynman dado por

A ¢ (q) = —2 (1.15)
g?- m?%+ ie

O grafico de Feynman correspondente a (l1.14) & dado

pela fig.(1l.2)

fig. (1.2)

0 "mass-shift" da particula y devido a esta interagdo

(111}

ém?> = I (p?) para p"==m2 (1.16)

A substituigao de (1.15) em (1.14) nos leva a um ter-
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mo divergenﬁe. Para obter uma teoria finita, Lee explora a pos

sibilidade de usar para Ap(q) a expressao:

8 (q) = -1 (—— - L2 172

(1.17)
q2_m2 qZ_ M2 q2 - M%2

onde M € um nimero complexo conveniente. Este propa
gador cai com (g?) ? para grandes valores de g? e assim nos le

va a convergéncia do térmo de self-energy.

1.5.b. Diagramas de Feynman.

A fungao de Green U(t,t) da equagido de Schroedinger
dependente do tempo, na representagao de interacgao, diverge ex
ponencialmente quando t++«. Assim nao temos a relagdo usual en
tre a matriz S e o. limite de U(t,t) quando t = », No entanto,
& possivel separar U(t,t) em uma soma bem definida‘l1); ( para

casos gerais sO heuristicamente)

U (t,-t) = UTe9(t,-t) + US*P(¢,-t) (1.18)
Com
Sg = lim Ureg(t,-tk . (1.19)
>0

y*P diverge exponencialmente

Como na teoria quantica usual, qualquer elemento de
matriz da matriz S pode ser dado por uma soma sObre um conjun
to apropriado de graficos de Feynman. Cada grafico deve ser sub

entendida uma integral multidimensional integrada sobre um do
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minio D de alguns gquadrimomentos virtuais. A diferenga do caso
usual € que agora o integrando tem singularidades complexas.as
sim em geral o dominio da integragdao sera também complexo. Pa
ra obter o dominio de integragdo correto nos interpretamos as
partes imaginarias das massas como se fOssem parametros. Para

Y, = 0 n0s temos o dominio de integragao usual, ou seja o do

minio de integragao € real. As posigoes das singularidades do
integrando sao determinadas pela regra usual do ie. Quando Yy
varia de zero até o seu valor final essas singularidades se mo
verao continuamente. O dominio de integragao € tal que quando
os y; variam de zero até o valor final, o dominio passa de D
real a D de tal maneira que éste nao intercepte qualguer singu
laridade do integrando. Isto & sempre possivel desde que nao

ocorra "pinching", ou seja, desde que duas singularidades enm

lados diferentes da curva nao se juntem.

1.5.¢c. Self-Energy.

Com a finalidade de ilustrarmos as idéias ja expos-
tas e esbogarmos a estrutura analitica da matriz S da teoria/
de Lee-Wick, consideraremos agora o térmo de self-energy-I (p).
A expressiao para a self-energy € (l1.14) com A¢(g) dado por (1.17).
Assim, o integrando tem doze polos no plano complexo. A integra
c3o em d%q & real, mas o contdrno, de acdrdo com o exposto em
(L.5.b), & dado pela fig.(1.3)

Dentre outros térmos, I(p) € proporcional a

ay %o " . (1.20)
(p-q) 2- M* g?-m*?

c
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O integrando de (1.20) tem dois polos no plano com

plexo q,, dados por

(p-q) 2

-wq
« pewd

pu-vpcu -y b
hJ ¥

= M*z

(1.21)

! ?U'WW_

=Wy

£
=

-
3

L ]
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Para um valor conveniente do momento externo p, pode
ocorrer o pinching desses dois polos. Para as outras cinco par
celas de I(p) nao temos dificuldades com o pinching. A estrutu

ra analitica do térmo de self-energy pode ser esquematizada pe-

la figura (l1.4) (para 5 = 0).

(new)?
(i)Y
em Mem’)
L e S ————
tmnt?
(TN TY
fig. (1.4)

Os pontos (m+mi)2 correspondem a pontos de ramifica
¢ao e as linhas cheias sao os respectivos cortes. Como vemos,

esses resultados nos levam a um ponto de ramificagao em (térmo

pinching).
s = (M+M*)? (1.22)

e uma discontinuidade sObre o eixo real que violaria
a unitariedade. Para remover essa dif¥culdade Lee e Wick propu-
seram a prescrigao nao invariante de Lorentz de que devemos usar
sempre trimomentos virtuais E reals, mas q, pode ser complexo.

Essa formulagao leva a problemas com invarianga de Lorentz como
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ja foi apontado por Nakanishi?) e Sudarshan(gz

Aparentemente existe mais de uma saida para o pro
blema de estados intermediarios "nao fisicos". Essas possibili
dades nao conduzem a um corte com origem em (M+M*)?2, Sudarshan
propoe o método de "estados sombra“(16) ao passo que Cutkosty/

e outros(17l propoem outra prescri¢ao. Lee-Wick adotaram a al

tima possibilidade.

A prescrigao de Cutkosty; Landshoff; Olive e
Polkinghorm consiste em trocar a massa complexa por uma quanti
dade pequena idM. A troca devera ser diferente em cada propaga
dor complexo. Entdo, cada singularidade envolvendo duas massas
complexo-conjugadas & reposta por um par de thresholds, uma
estando abaixo e outra acima do eixo real. Assim teremos dois

pontos de ramificagao estando localizados em
s =p? = (M+ M* + ig)?
e (1.23)

s =p? = (M+ M* - ig)?

Que podem ser representadas no plano p?, para € # 0,

pela fig. (1.5)

| fueRteig)

(Mg pE- (e

fig. (1.5)
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A contribuigao total dessas duas singularidades de
pontos de ramificagao € real; o mesmo acontece quando € + 0,pre
servando assim a unitariedade. O € deve ser feito igual a =zero
depois de efetuada a integragao. Nésse limite os dois cortes se
param o eixo real em dois segmentos. Tal singularidade & deno
minada de singularidade nao analitica. Para essas, os valores/
da amplitude fisica para qualquer lado nao sao relacionados por

continuagao analitica.

1.6. Discussao da Causalidade.

A descrigdo da causalidade usada por Lee e Wick € a
mesma usada por Wigner(21l Essa descricao é feita pelo estudo
do movimento médio de um pacote de ondas. Por exemplo, no caso
do espalhamento em onda s, se o pacote de onda incoming tem uma
posigao média relativa < r,, > = ~Vt para tempo t <<0, entao o
pacote de onda outgoing, para t >>0, tem uma posicao media rela

tiva

< rout > =vt + 1 (1l.24)
.onde
1=-2<38, (1.25)
ak

§ & o phase shift e k o momento relativo. Uma ressonan
cia em =909, contribuiria com um valor positivo para 1, e assim
da origem a um pacote de onda outgoing avangado. Contudo, pode ser

mostrado, sob condigoes gerais(llz que temos a desigualdade
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1<1 =0 (A1)

max (1.26)

onde A representa a largura no momento do pacote de

onda incoming. Como 0 (A !) & a incerteza da posigaoc do pacote

de onda no espago das coordenadas, nds n3o podemos Gnicamente/

} medindo <r> dizer se existe ou ndo violagdo da causalidade.

/ Um comportamento muito pouco usual dessa teoria diz
respeito a forma detalhada do pacote de onda. Considerando a
colisdo elastica de e’ & no S.C.M. a energia da ressonancia

mp e assumindo (apenas para ficar mais claro) a dependéncia

radial da onda incoming ser dada por

in 1 e-A ‘r+t‘

(r,t)a r

¢
a grandes distancias relativas.

Como mostrado em (1ll), a presenga de um polo comple

xo, tal como (mB + i Ip— ) no propagador do foton, implica que
2

a onda outgoing tem uma dependéncia radial dada por

al oA (e
¢out (r,t)a r e 4 (t=r) para t>r (1.27)
mas
% ¢out (r,t)oa r ! { e Alt=r) _. _.8vA & Z(t r)} para t<r
| (2A+y) 2

% A posigao média € dada explicitamente por

a <r> =t para t<-R
| ¢rs = ¢ o+ SLAAE para t>R
z (28+y) 2
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onde a diferenga |<r>-t| & sempre < 4A”! e R um parametro razoa

velmente grande.

A cauda exp {— X (t—r)} em (1.27) & devida ao polo com
2

pPlexo. Ela se tornaria o térmo dominante dando um claro efeito
de avango temporal. Se tivermos um pacote de onda cuja incerteza
original A"'! no espago das coordenadas & muito menor do que Yy !,

e se pudermos medir parametros que s3o sensiveis & cauda

exp { -li y(t-1) }

De maneira a ver a cauda e - 1 (t-r), nos podemos con
2

siderar uma medida gque possg diferenciar a regido avancada tempo
ralmente, digamos (t-r)>f, onde E representa a resoluqéo éxperi—
mental do espago-tempo. Por meio de‘algumas estimativas Lee e
Wick concluiram que & muito pouco provavel que possamos detectar
tal efeito em gualquer futuro proximo (apesar de ser possivel em
principio)(ll‘l42

Em qualquer teoria quantica, o que nds realmente estu
damos sao as correlagoes entre varios eventos ocorrendo em dife-
rentes regioes do espago-tempo. A impossibilidade de construir
durante t<0 uma frente de onda bem definida da onda incoming tor
na assim impdssivel dar uma interpretagao causual estrita de tais
correlagdes, dessa forma, concluem €les, nao existe um principio
de causalidade bem definido. A atribuigao de que um tal efeito /
seria observado como nio causual, tem um certo grau de arbitrarie
dade, exceto no limite classico.

Podemos assim chamar esta cauda pouco usual no pacote

de onda outogoing "acausual". A questao de se'élé existe ou nao
na natureza so pode ser resolvida por experiéncias futuras.

A diferenga essencial com respeito a causalidade nas
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duas teorias, & que nossa teoria permite prever a resposta a
excitagao clissica e sua consequéncia em térmos de acausalida
de (4.47), ao passo que na de Lee-Wick a "acausalidade" se ma
nifesta através do comportamento andmalo do pacote de ondas./
Porisso € justamente na discuss3o da causalidade gque ©¢ nosso
tratamento € mais rico em informagdes do que &ste. Sendo a
nossa formulagao mais completa na descrigao em térmos de espa
go-tempo, nos podemos analisar a resposta do sistema a uma
excitagao clés§ica. Justamente no limite classico, como ja foi

observado acima, € que existe um principio da causalidade bem

definido.

1.7. Conclusoes.

Pelo que acabamos de apresentar, a formulagao da /
teoria de Lee-Wick passou essencialmente por dois estagios.No
primeiro estagio temos a sua formulagao original, onde a uni-
tariedade da matriz S & assegurada, mas com o sacrificio da
invarianca de Lorentz da teoria (o que nao foi reconhecido /
imediatamente pelos autores). |

No segundo estagio introduz-se uma nova prescrigao
para salvar a invarianga de Lorentz e a unitariedade da teo
ria. No entanto a nova prescrigao (bem como a integral de
Feynman modificada) n3o tem sido derivada de uma teoria de /
campo lagrangeana. Assim essas propriedades sao mantidas com/
o prejuizo da formulagao lagrangeana dg teoria, sendo assim/

mais prdximo de uma formulagdo de uma teoria de matriz S.
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2. Teoria de Campos com massas complexas.

2.1. Teorias de Campo convergentes com massas compiexas.

De acordo com o que ja foi discutido na introdugao ,
uma teoria de campo convergente pode ser obtida a partir de um
formalismo que leve a propagadores que decrescem mais rapidamen
te que os usuais. Dentro da formulagao lagrangeana de campos tal
formalismo nos leva obrigatOriamente a um espago de estados com
métrica indefinida.

Em uma teoria de campos convencional as massas das
particulas s3o reais, mas uma teoria com métrica indefinida per
mite a ocorrencia de particulas com massas complexas. Além dis
so]estados constituidos de pares de particulas com massas - com
plexas tém norma positivo definidas.

Tem sido propostas muitas teorias de campo (com mé
trica indefinida) que exploram essa liberdade adicional de in
troduzir particulas com massas complexas(ll'16'22'232 Nessa se
a0 procuraremos indicar como uma teoria de campos convergente,
pode ser obtida usando massas complexas.

O problema de quantizar o campo de massas complexas
ja foi tratado em alguns trabalhos (14,22,24). Aqui procuraremos
mostrar apenas que quando quantizamos esses campos usando o for
malismo candnico somos obrigados a introduzir uma métrica inde
finida.

Consideremos trés tipos de campos: um cujos quantas/
tém massa real e os outros dois tém massas complexas M e M*, on
de M & um nimero complexo. Supondo que &stes campos descreQem /

bosons de spin 0, podemos escrever a densidade Lagrangeana para
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campos livres sob a forma
1

1
t o 0 0y, - 202, (2.1}

As equagoes de Euler-Lagrange nos conduzem is seguin

tes equagOes para os campos:

(O+m2y e, 0 =0

m, =1,2,3 (2.2)
onde
m = m
(2.3)
m, = M
m, = M*

Uma decomposigao de Fourier conveniente para ésses

campos €: '
. AL ax -ik, *x
(x) = (k)e +
¥my (2m) 3/2 vaw %) { 1

+ atielky'® } (2.4)
onde
w, (k) = ng + mi = koi
(2.5)
_# + at 2y = wtk)
¢ (x) = ¢ (x) a (k) = b1
by (X) = 6p (X)) = bye(x) = ¢ (x)
2 3
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A quantizagao desses campos & efetuada usando o for-
malismo candnico. Estabelecemos as relagoes de comutagac entre

OS campos e suas variaveis canonicamente conjugadas a tempos

iguais

[y 00y @] = -1 sGD) (2.6)

Essas relagoes de comutagdo a tempos iguais implicam
nas seguintes relagoes de comutagao entre os operadores de cria

¢ao e aniquilag3o definidos em (2.4).

[a, @) , a" @] = s@kY (2.7)
[a2 x) , ) & = [a3 %), a] &) =0
[a2 ®) , a: (k')]= [aa %), a’; (K'ﬂ =0 ‘

As demais relagOes de comutagao sao nulas.

As relagoes de comutagao (2.7) junto com a interpre-

tagao de az(ﬁ), a3(ﬁ), a;(f), a;(i) como operadores de criagao/

e aniquilagao implicam uma métrica indefinida.

% Agora introduzimos o campo ¢(x) (Real) definido por

b0 =y (0O, 0y 0 4 C, 6 (0 (20

A partir de (2.2) & facil verificar que o campo ¢(x)

satisfaz & equagao de sexta ordem
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3
izl(E] +md) ¢ (x) = 0 (2.9)

O propagador de Feynman (por exemplo) do campo ¢ (x)

(]

<O | T ¢(x)d(y) o> = ci <0| T on(x) o (y) 0> + c? <o|T Oy (%)

oY) ] 0>+ cf <OIT §yy (x) 0y, () | 0>

sendo
O[T ¢, ()¢ (y)|0> = —2 1 o~ ik (x-y)
1. i (2m) " k? - mi2
Assim
<0]T $(x) ¢(y)] 0> = —3 by (ke TRx=Y) (5 44
A F
(2m)
Ce
onde o contorno CF e dado na fig.(A.III.1l) e
2 2
2 C C
2 - Cy + 2 3
AF(k ) k2_m2 kz_MZ kz—‘M*2 (2'11)

Para que a teoria resultante seja livre de divergéncias

ultravioletas, devemos escolher as constantes de tal forma que

lim AF(kz) = L
k2+°° (k2)3

(2.11)
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A condigao (2.11) implica as sequintes restricoes as
constantes Cl, C ;, C
2 3

N T T

cl2 + ¢ +cr? =0

U
(2.12)
c12m2 + czzM2 + c32M*2 =0
Escolhendo cl=l, obtemos
2_..2
Cl e T 02 - M_ C3 = M2-m?
M2=-M* 2 M*2-M2
(2.13)
e
2_m214 2
Ap(k?) = [m” M%) (2.14)

(k2-m?) (k2-M2?) (k2-M*2?)

2.2. Interacoes com Potencial Externo.

Com a finalidade de discutirmos algumas dificuldades
associadas a teoria de campo com massas complexas, analisaremos

a interagdo do campo ¢(x) . O campo ¢(x) satisfaz entdo & equa-

cao:

(Clm2) (D) (] amxy o0 5

= (2.15)
lMa'mZ'Z

, A maneira usual de resolvermos esta equagao & a par-

tir da equagao de Yang-Feldman




$(x) = ¢ (x) + bp(xmy) J(y) dy (2.16)

% onde
in in '
7 (x) = ; Ci ¢mi (x) (2.17)
? 1
e
_ (243-b)

A (x—y) = = Mz d'k e—lk(x-}”

= (2m) (k2-m2) (k2-M2) (k2-M*2)

Cr

O contorno retardado € dado pela figura (2.1)

Ce

$
3

Y

fig.(2.1)

No apéndice & desenvolvida uma teoria de perturbagao
baseada na equacao (2.1). Claramente isto nos levara a resulta-
dos sem significado, desde que ambos: as fungbes de Green e Os

| 'campos "incoming” tem uma dependéncia temporal que explode expo




nencialmente.

Queremos lembrar que foi o mesmo tipo de dificul

dades que levou Lee e Wick a modificarem as regras de Feynman
para a matriz S. No entanto a nossa‘insisténcia em trabalharmos
com os operadores de campo, ao invés da matriz S nos conduzird
a regras diferentes das de Lee-Wick.

Para analisarmos em maiores detalhes o que esta acon
tecendo com a equagao (2.1) nds comegamos com O exemblo parti

cularmente simples de interagao com um potencial externo. Nes

se caso

J(x) = V(x) 6(x) (2.18)

Para o caso do potencial com duragao finita (e SO
nesse caso) nao existem problemas com divergéncias, e nos pode
mos mostrar a existéncia de uma matriz S pseudo-unitaria ad;g
tando os métodos usados em (9). A unitariedade positiva defini
da fisica & contudo violada devido a transigoes entre estados
de energia real e complexa.

Na aproximagéo de Born, por exemplo, temos, como
usualmente a amplitude dé transigao proporcional a transforma-

da de Fourier do potencial. (Ver apéndice A.II).

A(l)i+§' - {é(ﬁ'i')- i Vik'=k) }in<0|0>out (2.19)

(2m) ® V2w(k) Y2w(k")J .

No entanto em segunda ordem de perturbagoes

X

o A
A DRz, - Feologet (=

(2m) ¥ V2W( Ky oW ('Tk-

a4k ¥ AR(K“);}(k'i—k' I){}(kl 1-k)

C; (2.20)

s
R TR S A K

S TR T T G T S e e e

T P P 0 T 11 Y PTR

TSR TR FS I S e O T T TSI

S

T
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onde C'F € o contorno (A-II-1).

Como podemos ver a partir de (2.20) a expressdo para
a amplitude de espalhamento s6 faz sentido para potenciais com
suporte compacto no tempo desde'que envolve expressoes tais co
mo V(k-ki) qué corresponde a transformada de fungdes com argu -
mentos complexos.

De acordo com (A-II-27) transferéncia de energias com
plexas sao possiveis, desde que tenhamos a transformada de Fou-
rier de uma _fungao de suporte compacto no tempo e assim, uma
fungcao inteira da energia. Quando o suporte do potencial no tem
PO vai para infinito, aquelas amplitudes descrevendo transferen
cia de energia complexa se tornam divergentes. Em segunda ordem
mesmo a amplitude par: ;»rocessos de energia real (Fisicos) di
vergem, devido as contribuigdes dos estados intermediidrios com
energia complexa. A divergéncia de amplitudes "Fisicas" nao de
Ve nos surpreender desde que como a teoria e pseudo-unitaria,po
de haver cancelamentos entre probabilidades negativas e positi=-
vas.

Torna-se também claro que a hipétesé simples da Con
servagao de Energia gque para um potencial estadtico, excluiria/
transigoes entre energia complexa e real, & incorreta. Como ja
vimos na segdo (1.4) isto invalida a hipdtese (1.12) que & es

sencial na demonstragao do "teorema".

3. Potenciais Externos - Equagao de Yang-Feldman modificada.

De maneira a sermos capazes de esbogcar uma teoria
com significado baseada na eg.(2.15) nds precisamos modificar .o

contdrno de integrag¢do da fungao de Green retardada de forma a
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evitarmos a explosdo que ocorre no tempo. Ao adotarmos tal pro

cedimento néds forcaremos automaticamente a unitariedade fisica

(de acordo com a discussio na Gltima segdo). Ao mesmo tempo ob

teremos um conjunto de "regras de Feynman" modificadas sem am

biguidades e diferentes das de Lee e Wick.

Para evitarmos o aumento exponencial da funcao de

Green e necessirio introduzir um novo contdrno de integraqao

de forma que

-ikx
L a4k & IME- m?|"

(2m) * (k%= m?) (k?- M2) (k2 - M*2)

(3.1)

Crm

onde o contorno de integracao modificado & dado pe-

la fig.(3.1)

™

Y

fig. (3.1)

A nova fungao de Green Arm nao € mais estritamente
retardada desde que os polos no semi-plano superior introduzi
r3ao uma certa quantidade de acausalidade para tempos da ordem
de 1/ImM (25).

Tanto na teoria de Lee-Wick, quanto nesta & de se
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eésperar uma violagao da causalidade. No caso da primeira, a dis
.Cussao dessa violacao & em té&rmos do comportamento do  phase

shift proximo & ressonancia, sendo assim discutida de uma manei

ra indireta.No nosso caso nds achamos mais vantajoso té-la ex
plicitamente o mais proximo possivel. Resta-nos comentar ainda
que esta acausalidade & do "tipo primitiva" (26), mas se refle
tira na violag3o da causalidade de Einstein (comutatividade 1lo
cal) como pode ser visto a partir de (3.15).

Além de modificarmos a fungao de Green, nos devemos
também eliminar o crescimento exponencial proveniente dos cam
pos "incoming", e isto serd feito simplesmente considerando co

; o~ . . i .
mo configuragao "incoming" apenas o campo ¢mn(x). Fisicamente ,

isto & muito razoavel desde que nds n3o queremos que estas par
ticulas de massas complexas tenham qualquer manifestagao assin-
totica.

Dessa forma, chegamos a uma equagao de Yang-Feldman/

modificada:
p(x) = o (x) + | A (x-y) I(y) d'y (3.2)

Para o caso do potencial externo J(y)=V(y) ¢(y).

E claro gque, desde que 4, € atenuada exponencialmen
te para Xo-yo<0 nds teremos no sentido de L.S.Z.(27).

lim  ¢(x) = lim ¢;n(x) (3.3)

X =0 Xg+—®

o definido ¢°YF(x) por
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out

lim ¢ "7 (x) = lim ¢ (x) (3.4)
Xog+ o Xog++oo
(@ + m®) 2% 00 =0 (3.5)

Pode-se ver prontamente que a teoria de perturbagao

baseada em (3.2) e agora livre de divergéncias em todas as O

dens em teoria de perturbagao, mesmo para potenciais estaticos.

No apéndice apresentamos os calculos explicitamente para poten

ciais externos até segunda ordem. Os resultados desses calculos

s3ao apresentados aqui resumidamente.

Em primeira ordem podemos escrever para O campo bout(x):
o (1) R S
¢out(l)(x) R ¢ v d°k .{ aout(K) e--lkx+ aout(i)elkx}
(2m) ¥ 2 /ZWK
(3.6)
onde (1)
out =1 s T
a (k) = U (Wklk)
(2n)37?/2w£‘
com
3-+
~ —_ iky in X d’k ,
= viy)e T (y) =
Ulk) = |aye TV o (2m) ¥2 | 2wk
in >, o S = & - P ,
{é (k)V(k-k')+a (k") V(k+k )}
e
ko' = wk'

(3.7)
v(k) = eiky v(y) dy




Para a amplitude de espalhamento, obtivemos

A R ke ety -4 T x) ) ingggsout

% (2m) 3

VA e
2wk 2wk (3.8)

AO passo que em segunda ordem obtemos respectivamente

(a- 1L )

¢Out(2)(x) = e
(2m) 3

3

~

a'k' U (x') a(x') | &
Y 2wk

U
CRom

_V(k - k') e RX Gl gy otk

+
4 2wk 4 2wk
(3.9)
in, ,out
A(Z)-}z'*-},(- = N <0 IO > d3izll dk '’
(2m)7 o

2wi ZWE'

V(' - k) V(' = k'')|MP- m?]?

(ktlz_ m2) (k||2_ MZ) (k||2_ M*2)

onde, C_, & o contorno de Feynman usual ilustrado na

F
fig. (A.III-1).
A partir desses resultados (mais a amplitude de es
palhamento 11ﬁ>+|§'§"f"'> até primeira ordemf’mostramos ex
| plicitamente que até segunda ordem a amplitude satisfaz a con
dicao da unitariedade.
No entanto, por um método muito elegante, J.A.Swieca'®)

mostrou gue esta teoria conduz a uma matriz S unitaria em todas

as ordens da teoria da perturbagao. Transcreveremos aqui essen




cialmente sua demonstracio.

Escrevendo a expansio de (3.2)

6(x) = 30 (x) 4 Bam R¥) Vi) 6X7 (y) + ...,

Simbolicamente como

¢ = — = iD= K. (x,x') ¢ P (x')dx"
m R m
1-Ap v

onde o Kernel retardado € definido por

kR(x,x') = ARm(x-x')V(x') + ARm(x—x')V(x") ARm (X'"'=x")V(x') + ....

nos temos entao

(s, ¢] =

=.[kR(x—x') % (x'-y) kp (- (y'-y))ax' dy'

Portanto
1 A 1
[¢(x). ¢(Y)] = —_— -
, l—ARm v i 1-v AAm
Com AAm(x) = ARm(-x)
e
E(x-y) = i [02% (0, 6" ()] = bgy (x=y) < 8y (x-y)

Usando (3.13) podemos reescrever (3.12) como

n
b 1

(o), o]




Conduzindo-nos a

e, s ) = 610 (x) , 010 (y) ] + (3.15)

+ LA VA v vA ya 4., 4 VA, ~A. VA, VA
i (R RmTRmICRm CRm Tt T AanVAanT AV - -

com um significado simbdlico.
Se ARm fOsse um propagador normal retardado, a equa
gao (3.15) implicaria na comutatividade local para ¢, e para

Xos Yo maiores do que o tempo no qual o potencial &€ "desliga-
do" (T)

[eexem] = [ @ ,00" (1]= 220,010 )] 13.16)

Xy ry0>T

No nosso caso, desde que Apo nao & zero, mas atenuado
exponencialmente para X¢<0, a equagao (3.16) ndo & verdadei
ra. No entanto para grandes valores do tempo, em todas as or

dens na teoria de perturbagoes

lim (60,0 ][40 (x) 00 (1) ]=[01" (x) , 917 3.1
X g S

Que deve ser entendido no sentido de L.S.Z.
A partir das observagOes acima podemos agora enten -
der o que ja foi exposto quanto & violagdo da causalidade de

Einstein e com respeito a unitariedade da matriz S.

Com respeito @ unitariedade da matriz S devemos no

tar que.a igualdade (3.17) implica numa &lgebra para os operado
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res aOUt(ﬁ) e a°

Uk 2=, -
(k') que & essencialmente a mesma dos opera-

in ,» +in ,»>
dores a~ (k) e a “"(k'). Mas numa teoria guantica de campos (in

finitos Graus de liberdade) devido ao problema da existéncia /
de representagoes unitariamente inequivalentes da algebra de
operadores (Teorema de Von-Neumann nio mais se aplica) esta

igualdade s6 assequra a unitariedade da matriz S contanto que

possa ser encontrado um vacuo |out> pertencente ao espago  ge

rado pelos vetores |in>.

|0>out . Hin

implicando numa restrigao sobre o dominio espacial do potencial

para evitar criagao de pares catastrficos(g)
A partir de (3.6) e (3.10) podémos calcular amplitu-
des de espalhamentof{uma vez obtido o "campo out" em termos do
"campo in"). Obtendo assim para o caso de interagcdo com poten-
cial externo um conjunto de regras de Feynman modificadas para/
uma teoria unitaria com massas complexas.
Para o caso de uma normalizagao nao covariante dos

estados, obteremos para a amplitude de espalhamento:

out =+ ,>_in _ out in T Ty o ] V(k=k) _ i 1
<k | k> = <0|0> {6 (k-k'") —_—
| | (2m)?  V2wk 2wk’ (2m) 3 YoRkowk'

~ e . [} i
Xv(k'-kl) AFm (kl— kz) Y(k2 k) d k1d kz + vee. }

“ onde o contorno de Feynman modificado & dado pela

fig. (A=1TII-1).

Ao encerrarmos esta segao gostariamos de fazer al

gumas observagdes muito Gteis com respeito ao formalismo ja ex

posto.
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.A rim 1 e - e
Primeira observagdo & a de que nao existe um for-

malismo canoni -
Onico como suporte para a nossa equagao de Yang-

Feldman modificada.

On ;
OSs0 procedimento requer massas complexas, desde

que massas reais, nos conduzem a uma violagao da causalidade /

gue e mais violenta ( a acausalidade cai apenas como uma potén

cia) e também com dificuldades com unitariedade.

As mpdlficagoes que introduzimos para nos conduzir/

d equagao de Yang-Feldman modificadas, procuram colocar as mas
sas complexas apenas como uma parametrizagao de uma nova lei
de propagagao acausal para particulas fisicas. Como as particu
las de massa complexa nao terao qualquer manifestagao, a métri
ca indefinida das teorias de campo usuais com massas complexas

nao desempenharda aqui qualquer papel.

3.2. Unitariedade - Equacao de Yang-Feldman nao modificada.

A seguir procuraremos mostrar que para potenciais /
com suporte compacto no tempo, a equagao do campo classico aco

plado a um potencial externo

(CJ+ m2)y(d+ Mz)_(_g_“;M_*il 6 (x) = V(x)6(x) (3.19)
Im? - M?|?

nos conduz a duas propriedades altamente desejaveis para suas

solugoes

a) Existe a evolugao temporal classica

t

b) Os campos livres A%t (x) (Aout(x) = A(x) quando

£>T) e Ain(x) sao relacionados pseudo-unitaria
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mente.

Antes de atacarmos diretamente o problema queremos

chamar a atengdo para quas observagdes. A primeira & a de que

tanto no caso do campo clissico quanto no caso do campo quan

tizado, nds podemos mostrar a existéncia da solugdo do proble

ma de Cauchy porque para o caso de interagao com potenciais
externos as equagdes sio lineares nos campos. Finalmente nes
ta segao bem como na secao correspondente ao campo quantizado
ndés usaremos bisicamente as mesmas idéias ( e o mesmo método)

exposto na referéncia (9).

Procuraremos agora escrever a equagao (3.19) gue
e uma equagio de sexta ordem em térmos de uma equagao de pri
meira ordem (onde agora o novo campo tem seis componentes).

Uma lagrangeana qgue nos leva a (3.19) é

L = ¢(x)(tj + mz)(E]+-M2)(l l+ M*?) ¢(x) + V(x) ¢?x) (3.20)
lmz_ lez 2

Nota-se no entanto que a lagrangeana:

C,

= 3 1 . F5 i_ 2l 2
L = E — (3u¢’ d ¢ mc¢i)

V® (zcieq? (3.21)

i=1 2

onde os campos ¢i(x) sao definidos por

olx) = 1m (O« m’%‘) ¢ (x)
J#i lmz_lez

(3.22)

o (x) = 3: C: ¢.(x)




os Ci's sao dados por (2.13)

€ uma lagrangeana dinimicamente equivalente a (3.20). Esta la-

r = . - .
grangeana nos leva ds sequintes equagoes para Os Ccampos ¢l(x)

C+md) 620 = veo ¢ cye, ) (3.23)

Vamos introduzir um campo de trés componentes ¢ (X)
definido por

¢l.
¢(x) = ¢2 (3.24)
¢

Entao a equagao (3.23) pode ser escrita sob a forma

92 : (3.25)
(—? +-H') $(x)

at ° =V S

com

HY = MZ - A (3.26)

fc ¢ c)
1 2 3
vtx) = V(x) \ C1 02 C3 (3.27)
C c c
S § 2 3)
A = laplaciano

Retomando a equaq&o (3.23) podemos fazer agora a mes

ma éecomposigao usada na referéncia (9). Assim para cada campo




¢i(x) escrevemos:

ot (x) = L a (x) +
(2ky) ¥ (2k;)

onde

- 3 L7
ky = (m> = A) 72 (3.29)

Introduzimos agora o campo Y (x) de seis compo
nentes (o))

B

y(x) = 8 (3.30)
2

B
\ 4
onde cada componente o,, B, (x) satisfaz a equagao

13 o=
(EE + ki) ai(x) = —;;7 z Cj V(x) ¢j(x)
1
(3.31)
A k) B x) = —E— 1 c V) 4. X
ot 1 i /7EI— j 3j

A partir de (3.31) e (3.28) podemos escrever para VY (x)

a equagao

2 g = (H F VX)) v(x) (3.32)

3t |

[ -k, /

+k, ( )
...].c2
H = +k2
o O -k, (3.33)
+k, .
/

“
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r-C1V11 BV, oY -Cc v -Cc Vv v |
2 12 2 12 3 13 3 13
cCv CvVv
CvVv
1 11 1 11 2 12 C2V12 Csvla C3V13
-C Vv -C Vv -C v -
1 21 1 21 2 22 szzz Csvza C3V23
v(ix) = (3.34)
cv cCv cCv
1 21 1 21 2 22 czvzz C3v23 C3V23
-C V -C Vv -CvVv - - -
1 31 1 31 2 32 szaz Cavaa C3V33
cv cv CvVv v
\ 1 31 1 31 2 32 Cz 32 Csvas C3V33J
Vg o= L oy —L (3.35)
v 2k v 23?3-

Observemos agora a partir de (3.32) que existe uma

corrente conservada e portanto a integral da sua primeira com
ponente soObre todo o espago € uma constante de movimento, de
finindo assim um produto interno que € conservado mas € inde
finido.

Assim

(T, ¥ = W', np) = cte

onde pn € a metrica

, N

, 1 0 0 0 0 0

n= | 0 0 0 0 3 0 (3.37)
‘ 0 0 0 0 0 -1

| g U 1 0 0 0

i 0 0 0 -1 0 0

L /

] et e
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Entao

(w+out

AV

I e O R e R A T3]

Assim o operador de evolugdo temporal (se existir) é

pseudo unitario.

Mostraremos agora que existe o operador de evolugao/
temporal que & dado por

U(t,-T) = e il (t4T) e-iSHint(t‘)dt' (3.38)

onde (t) = e~1H t v (£ SAH t

Hynt v

Em primeiro lugar devemos mostrar que para um poten-

cial de suporte compacto no tempo

0 Xp < =T
Vix) =+« V(x) -T<xo < T (3.40)
0 Xy > T
-iHot 2 j1imitado ou equivalentemente/
O operador € e limitado g

éste operador deve satisfazer para todo Y

| ity || < ¢ Il v 1 i

A métrica conservada introduzida anteriormente nao e
ftil para mostrar a existéncia do Kernel de propagagdo. Uma mé-

£ri Gtil, por ser positivo definida (mas nao conservada), € a
rica ’

métrica numero definida por




2 = | ¢ | £
||¢I|N _? J-|ai(x)|2 dx + .[Iei(x)lz a’x ](3.42)

Para demonstrarmos a propriedade (3.41) wvamos fazer

uma decomposigdo de Fourier do campo ¥ (®,t), na parte espa-

cial apenas.

= -
¥o(x,t) = —% d¥% elkx ¥(k,t
7;;7;7; ')
o -
I v ( x,t) I|; = ak || P&k,e)]]2
- =~ =
e lW‘t ‘i’l(_]z’tﬂ
e1Wit (::::) $2(K,t)
g 1wyt 52 (%, 1)
-iH €0 . 2
e w(x)a——i— d¥%ke 1kex iw,t .
(2m)¥, ©
e-iw3t
V3t Lgs(i,t)
N ‘ !

-+ ]
w.(k) = ¥2 4l

1
4

| |e™tHot w(x)l]; z .Idai (|$x(i,t)|2+|$z(i,t)f2+ei(w3-w2)t|$a(ﬁ,t)|2 +

+

e LI R St Bk L PTe 3] LIPSl il R PG SRSED

¢ 2Im Mt ||w<x>|iN

. - t -
ra tempos finitos e lHo e limitado.

Assim pa




= e-iHot v (t) e1H°t

Como o o erad
| P or Hint (t)
. -tambem e limitado, poig

v(t)

€ limitado, concluimos
assim que o operador de evolugao temporal

t
Vit,-T) = 7iH (t4T) o -4 L Hyng (E1) AL

existe e & limitado na norma ja introduzida.

Em térmos de teoria de Perturbagdo isto & equivalen-
te a dizer que a série de Dyson converge.

.
by

3.3. Unitarjedade - Equacao modificada.

S 1
Para discutirmos a unitariedade no caso da equagao /'

de Yang-Feldman modificada, reescreveremos a equagao do campo /
sob a forma (3.32)

13 X = (Ho + vix) ¥ix)

Com Hy, e v(x) dados respectivamente por (3.33)

e (3.34)

Denominaremos as seis componentes solugoes dessa equa

a % f (.* t) e 9 " ¢§ O e 900 v OV e fG (;'t) para o
gao de f;, (x:t), L2(x,%J«

caso classico. Tanto para O Campo classico, quanto para o quanti

co definimos

\J) (X, ) -
(3»43)

wOUt(§,t) = 1lim ¢ (%, t)
t>T
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c §
- Omo ja dissemos anteriormente, existe um produto in

terno conserv o
ado. Isto nos permite escrever para as solugoes

classicas a condigio

W), i) = (gtout yOUt ()

r N

(3.44)

onde n & dada por (3.37)

O operador de evolugdo & pseudo-unitirio, pois a mé
trica € indefinida.

Observemos agora que a equagao de Yang-Feldman modi-
ficada € equivalente, ao nivel classico, a eliminar as solugoes

que explodem quando t + = ®  Ou equivalentemente

£17 (%,t) = £5™ (X,8) = 0 \3+ 45

\ “out
No entanto, gomo veremos a seguir, os campos ¢ (x).
e ¢ (%) estar3o relacionados (se este for o caso) uni
tiriamente, se for possivel também para t *> .+ = , nao ter
mos soluqSes'que explodem exponencialmente. Ou em outras pala -

vras, se nio tivermos manifestagdo  assintdtica das "particulas

de massas complexas". Dessa forma a outra condigao corresponde/

classicamente a

f?ut (x) - f?l'It (x) = ( (3-46)

Isto implica entdo, que as condigOes iniciais devem/

ser ajustadas de modo a gque satisfagam as condigoes

&> &> '+l - =
Z{Usi (%,x') £; (x',~T) =0

\
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x g Uy KX £, (%',-m) =0 (3.47)

Onde os Uij sdo os elementos de matriz do operador U

(1] =
escritos como "nficleos" no espago das configuragdes, e T & o tem

po no qual foi desligado o potencial.

Poderemos resolver éste sistema de equagoes obtendo/

in

fin :
2 e U, desde que a

i - i
: e £, enm térmos de £, ¢

matriz dessa transformagao seja nao singular. Dessa forma o sis

tema tera solugao se nd3o houver solugdes para o sistema Homoge-

neg:
U U [ o
13 36 ! 3
=0 (3.48)
U U o)
63 66 6
ou, equivalentemente, se o operador
Ly - 2Ly - (3.49)
Upy 3° Ugy 68

nio tiver auto-valores iguais a zero.
A condigao (3.49) € satisfeita pelo menos para poten

ciais fracos. Isto pode ser visto observando apenas que para po

tenciais suficientemente fracos, Os elementos da diagonal de

(3.48) s3o da ordem de 1 e os fora da diagonal sao da ordem de

A %wdé essencialmente a intensidade do potencial. Para casos mais

gerais o problema esta ainda em aberto. Admitindo no entanto que

a restricdo (3.49) seja satisfelta, uma vez conhecidos os ele

mentos de matriz de U: podemos determinar fa(§.'T) e f6(§,-T)
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- - |
- +
em fungao de fl(X, T) e fz(x—T) e dos elementos de U de

form - . - .
eal & que as massas complexas nao tenham manifestagdo assin-
totica.

Antes de tratarmos da teoria quantizada, vamos anali-
sar a inter-relagao exibida na nossa equagao modificada entre a
condigao da unitariedade e a violagao da causalidade. De forma a
que seja preservada a unitariedade, o sistema deve ser ajustado/
de tal forma a que sejam nulas algumas componentes da soluqﬁo fi
nal. Como ésse ajuste depende do potencial (pois depende de U),0
meu sistema respondera a alguma excitagao (ou gualquer perturba-
¢ao) antes que essa tenha se efetivado. Donde a resposta do meu
sistema e acausal.

Consideremos agora o campo quantizado em interagao com
um potencial externo. Mostraremos a sedguir que a pseudo-unitarie
dade do operador de evolugao temporal (3.38) juntamente com  as
condigdes (3.45) e (3.47) sao condigoes suficientes para:ﬁﬁe a
estrutura dos comutadores dos operadores de campo e operadores de
criacdo e aniquilagao "out" e "in" seja a mesma.

Retomemos a expansao do campo (3.27)

I_ gl (x)

Pl = ==& ) +

VZki Zki

Introduzimos ainda o operador de seis componentes

o)
By
3 Q,
p(x) = - ' (3.50)
B2
P
\83.
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Vamos a ~
gora fazer a decomposigdo de Fourier do campo
sob a forma:

+in

P(x) = —L dai{ain

(2m) ¥, ®) £ e +a

%) £ (?c,t)} (3.51)

onde fi e f: 3 ; g
k k Sa0 espinoresde seis componentes, corres

pondendo as solugdes de energia positiva e negativa da equagao /

classica. Dessa forma, a partir das definicgoes

‘Lout(x) o (21)3/ Xd k{ out(k)§++out(x't) + a+out(k)% -out & t)}
. 2 ;

(3.52)

‘I,in(x)

1 ” gdai'{ai“(i') 0% (%, 6) + atiM (k) £7i0R (?c.t)}
(27} %2

de (3.45) e (3.47) devemos ter as seguintes proprie-

dades para as solugaes de energia positiva e negativa:

' ] ( |
e—lkx 0
ikx
0
+in? +in? —ing = |g7ing 3 | 3.53)
f k (x) = f k,x (x) L k(x) = r 3 (%) (3
0 0
0 0
-in
£¥10% 6 (x) £k, 6 ()
| —ikx ] 0
eikx
0
-out> _
g»,out»,(x) _ o % k(x) = ‘; (3.54)
-out
| tfoutﬁ 5(x) §-ou‘t_]€,5
0
0 ¥ “ P
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. tout tout
As fungdes £ k,3, f k,6; k,4 , k,S5 decaem
exponencialmente no limite t +> - e t =+ ; [ respecti

vamente.

Desde que a evolugdo temporal do operador de campo/
e dada pela equagao diferencial clissica (3.31), podemos escre

ver entao para o operador de campo ¥ (x) , no tempo t=T

-
-

v(x,T) = U (T,-T) ¥ (x,-T) (3.55)

onde U € o operador de evolugdo temporal da equagao
do campo classico, cuja existéncia nds ja demonstramos. A par

tir de (3.52), (3.53), (3.54), (3.55) podemos escrever:

+out 4+in N out -in

a®vt (%) = dai'{ (Hi , nu f i') at™ (k') + (E‘i nu £ %-)
+in

& (k')}(3.56)

-out +in o S -out -in

atout () = | a’k! { ({lfc , nU £ B alf@n + (ai. nu £ %')

+in _
a (k") } (3.57)

De acordo com O apéndice (A.XI) a partir de (3.56)e

(3.57) e usando a condigao (3.47) juntamente com a propriedade

a e o fato do campo ser real, no tempo/

+out _out .
pra de comutadores dos operadores a y @ e

de U ser pseudo unitari

t=T a alge
+ +

ey, ] 0 [, ]

-

[0 %), a™% k)] = s kK"
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Sendo .
assim a mesma algebra dos operadores "in" (esta

algebra @ usada na demonstragio)

Assim, a pseudo-unitariedade/
de U e as condigdes assintdticas sio responsaveis pelo fato de /
que © operador de evolugdo temporal di o automorfismo algebrico
por (3.55).
Contudo, a existéncia de um operador unitario

no espago de estados do campo quantizado, que transforma o campo
em um instante de tempo para o campo em outro instante de tempo/
exige outras restrigdes a serem satisfeitas pela interagao. A
‘existéncia désse operador unitario G(t -T) que implementa esta
transformagao canonica & equivalente ao problema de a %%, /

out

(k ) pertencerem a representagao de Fock se éste foi o caso

para os operadores "in".

A existéncia de um operador unitario no espago de Fock

in(+ +1n

de a k) e (k ) que implemente esta transformagao canoni

ca deve nos levar a restrigdes sObre a interagao Hint. O proble

out

ma & equivalente 3 existéncia de um vacuo para os a (X ) no es

pago de Fock dos operadores "in", Seguindo basicamente as mesmas

idéias de (9) chegariamos a conclusao de que essa condigao & equi
10,

11

E valente & condigdo de L = ~ser um operador de Hilbert-

| Schmidt.
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4. Teoria Totalmente Quantizada.

4.1. Equacao de Yang-Feldman modificada.

Vamos i
agora considerar o caso de uma teoria totalmen

te quantizada. i3 di
q da. Como ja dissemos anteriormente, aplicaremos nos

sas ideéias a um modélo. O nosso modélo serd a teoria ¢*. Tomare

mOS Como equagao basica a equagio

(O + ey (e Dv we?) e, 4 ame (D) (e v
,|m2- M? |2 Im2 - M2|2
(4.1)

Onde na equagao (4.1) ji introduzimos o contra-térmo

de massa  (&m*) explicitamente.

A equagdo de Yang-Feldman modificada se escreve

¢ (x) = ¢;n(x) + AR(x—y) J'(y) dy (4.2)
onde agora

| 2y ¢ 1 2
[mz - lez

J'(y) = “a:pi(y):s + 6

Podemos resolver a equagdo (4.2) por um método itera

tivo. Por iteragdo, temos para 4y UERHUG [H.3)

in
: ' . A A - .
6 (x) = ¢;n(x) & AR(x-y) {A.¢(Y){ o, (¥) + r{Y 3)J(z):} }ay

)¢(x)
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+ |Ag(x-y) {ém? (Ejy ’ M)(Dy MY n
M2 = 22 o (y) + A AR(y-3)J'(z)) }ay

Assim, ate segunda ordem em A encontraremos

¢ (x) = ¢;n(x) + A XAR(X-Y):¢in(y)‘dY + J‘AR(x-y)énﬁ {(£J+M2)(E3+M*2)

|m2- M2 | 2

.
1

¢;n(y) J

2 2 0
+ A2 SX dydz AR(x—y)AR(y—z) {I: ¢;n(y)::¢ln(z): + :¢£n(z):¢;n(y): }

Escreveremos uma série perturbativa para o campo ¢ (x)

s =+ e e+ o

onde cada Indice corresponde a ordem da série pertur-

bativa (poténcia de }A). Assim

¢(°)(x) _ ¢in(x)

m

i
o

) 0 = AJAR'(x-y): o (¥): dY (4.5)

i §
6 x) = ﬁH b (xY) bg (¥72) { (iR (v) seop " (2) s + 107 (2) 020 ‘Y“}

zS (x-y) { ay, + My o ¢1n(y)}
+ 6m?| Ap(x7¥ m

M2 - m? |2




60.

Usando a 3] :
. gebra de Wick, podemos escrever o produto

de operadores d
4 € campo (usual) em térmos de produtos de operado

res de campo orde
P nados sob a forma normal, usando como coeficien

tes as fungoes de a
¢ contragao, que, como mostraremos em seguida ,

-

s3o as fungdes AT e 2",

Para dois campos podemos escrever

¢(x) o(y) = : ¢(x) o(y): + £(x,y)

f(x,y) € uma fungdo usual (nimero c). Pelo fato do va
lor esperado no vacuo de campos ordenados sob a forma normal /

ser zero, obtemos entao

£(x,y) = <0]6(x) ¢(y)|0> = ia*(y-x) (4.6)
se)e - (x), 6 (y)
1A (y=-x%x) = ¢(x),¢
Y |_;L_¥
Donde
$(x)0(y) = :0(x)¢(y): + ¢(x) ¢ () (4.7)
Generalizando (4.7) obtemos

; . .l
6(x) 6ly) 6(z) = : () oly) o2+ (X bly) 6(z) (4.8)

+ o(x) oly) o(z) + ¢ (x) ¢S¥) ¢ (2)

A partir de (4.8) & facil obter

2 .
3" (y) s ¢i“<z>= . o302 oy =

=

= B N TR
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in

) )
= "M yel(z) + ¢%?z)¢in(y)'

+ 2i ¢1P(z) {A+(y—z) + A*(z-y)} (4.9)
Sendo

A+(x) = ~A7 (-x)

e definindo a fungao & de Schwinger atraves de

1
A )(x) = i (at) - AT X)) (4.10)

Podemos escrever para o ultimo térmo de (4.9):

(1)
A+(y-z) + A+(z—y) = % (y-2z)

A partir dessa igualdade e usando (4.9) obtemos pa-

ra ¢(2)(X) definido em (4.5).

2
¢(2)(x) = AZXJ.AR(x-y) Ap(y-z) dy dz { : 67" (2) o™ (y) + o7y

2

sit(z) : + 2017z 2 (y-2) } (4.11)

(Oy + ¥ Dy + ¥ 40

|mz - M2I2

+ 6m? Kd‘; Ag (x-2)

Agora esbogaremos uma representagao grafica para o

campo ¢ (x). Seja

6 (%) = Ap(x-y)

<

= @in(x)

b

m

>
~
[
~

~

X
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fig. (4.1)
Neste ponto, vamos considerar de agora em diante ape

nas o térmo em ¢¥

que corresponde 3 renormalizagao da massa.
Graficamente éste térmo corresponde ao terceiro grafico do  se

gundo membro da fig.(4.1). Tomando apenas ésse térmo gue nos in:

teressa e denominandb-o de ¢§I (%) , temos
¢g (x) = H’AR(x-y) dy dz ¢, (2) F(y-2) (4.12)
: = 2 (1) -
onde Fly-z)= 22 Ap ly-2) A (y = z) (4.13)

F (y - 2 ) corresponde ao-gréfico da fig;(4.2)
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A parti 3
. T de (4.13) Podemos escrever as expressées de

(1)
AR(X) e & (x) no espago dos momentos, obtendo entao para
E (Y_Z) = 2 Az dkk d“kl E (k) d(k.z_ 2) i(k'-k)(y-Z)
(2“)3 R = e
C
R (4.14)

Para chegarmos a (4.14) a partir de (4.13) usamos (3-)

- 1
e a expressao de Al )(x-y)

A(l)(x-Y) = 1l d“kl 6(kl2_m2)eik'(y-z)
(2m)?

4.2. Renormalizacao da massa.

As amplitudes do campo interpolante A¢= <0[¢ (x) [1p>

onde |lp > & um estado arbitrdrio de uma particula, devem

obedecer 3 equagao de Klein-Gordon:

(O + m?) <o0f ¢ (x) |1p> = 0 (4.15)

im, ainda que © operador de campo nao satisfaga a
Assim,

Klein-Gordon, ©8 elementos de matriz do operador de
equacao de Klein~= )
N 3cuo e uma partIcula devem satisfaze-la. A condi
campo entre © va

ica
cao (4.15) até segunda ordem impl




64.

(0 + m?) <o ¢(* (r)
L6270 + 6Ny + ¢ (%) [1p> =0 (4.16)

Calculos explicitos, usando (4.5), (4.11) e (4.14) le

varam-nos ao resultado

-ipx
(D + mZ) <0| ¢(°) (X) |1p > = e P (mz_pz)

3/
(2m) 2 2wp

((J+ m ) <0] o) 1p> =0 (4.17)

e'ipx : M2 m? | 2

(] + m?) <0] ¢(2)(X)|lp>= # N
(2m) ¥, 2wp (2 * (p?- M?) (p?-M*?)

{ ém? -~ jd"k"G (k'*-p,k'") }

onde

22" §x?em?) by (k') (4.18)

k') =
Gk (2n)‘

Como estamos considerando uma particula fisica, temos
o

p? = m?. Assim a condigao (4.15) implica
sm? = J a'k G(k-p,k) (4.19)
2
para p2 =M
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4.3. 0 termo de Self-Energy

.Como ja vi s _
! 1MOS na segao precedente, a renormalizagdo
da massa € dada em segunda ordem por:

8 (m2) =F (mZ)

(4.20)
com
F(p) = a|M2- m?|2 d'k §(k%-m?)
( (p-1) 2m? ) (p-k) 2o M2 ) ((p-k) 2-1#?)
(4.21)
e
o = 222
(2ﬂ)3 (4.22)

Désse ponto em diante nOS nos preocuparemos com a
integral de Self-Energy (4.21). Camo a integral de Self-Energy
contribuird, em ordens mais altas, para a corregao radioativa/
ao espalhamento nos estaremos interessados no seu comportamento

para p? arbitrario. A assimetria entre a fungao de contragao e

a funqao de Green, vem do fato de exigirmos gue as massas com=

plexas nao tenham manifestagoes agsintoticas de particulas, e

terd um papel importante na estrutura analitica de F(p?). Ela

nos conduzird 3 unitariedade (desde que nao existem pares de

g - s no nosso formalismo). No entan
"particulas" conjugado complexa

- io muito mais serio da causa
to ela nos levard tamb

cial.
lidade do que no espalhamento POT um poten

30 (4.21). Fazemos agora a
ora a expressa
Retomemos a9

decomposigao
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M2-m?]?
k' 2=m2) (k' Z=M2) (k' 2-pMw2 . B2, A, (4.23)
. =M ) k!2_m2 klz_MZ klZ_M*Z *
onde
2
A=l , Ap= M:_:mi e A,= M%-m?
M2 -pM*?2 M*2-p2 (4.24)
Assim (4.21) podera ser escrita sob a forma
F(p) = o | d'k & (k?*-m? L ,
P U - (4.26)
(p-k) z_miz
Usando agora a identidade
> >
5 (k2-m?) = S (k0+wi(kn + 8 (ko’Wi(k» (4.27)

2wi(k)

E adotando a prescriqﬁo usual de integrarmos primei

ro em Ko obteremos para (4.26)

F(p) = z d’k A{ 1 = 5. T +1 -+ >
IR 2wi(f) 3\ (potwy (kD)2 - w, ? (p=k) (po-wy (k) 2=w, * (p=k)

(4.28)

A 1ntegral.acima se torna uma integral absolutamen-

2 2
te convergente nas variaveis restantes, para 0<p <im (A.X)

Além disso, por meio de uma série de manipulagOes podemos es =
[ 4

: rente seu carater de in
z ue fique transpa n
crevé-la de uma forma q )

variante de LorentZ assegurando agsim a invarianga de Lorentz
riante de '} I

e dominio de p*.

tamos alguns calculos mostfag
angice A.X apresen
No apéndice

da integral para &s8

}
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do gue num determinado'dominio de p tipo-espago a integral di

vide c¢
verge ( dlculos detalhados € mais resultados no apéndice).

NOS redeflnlremos éste térmo de Self-Energy por continuacido ana
litica a partir do dominio no qual ela & bem definida. Nos pode
mos calcular a integral (4.28) conm mais facilidade no sistema /
centro de massa, e obteremos entdo o F(pz), invariante de Lorentz,

: Syd 2 i =
para arbitrario p® por continuagao analitica do dominio 0<p?<um?

No sistema centro de massa

F(p)=-°-‘}:§d3ic*A.{l_>+ & } 1 +{wl+-11 L
2 wy (k) w, (R Po’=dwr+w;)? e, (k) wi(?{boz(wt'wi)

(4.29)

Ao inves de usarmos coordenadas cartesianas, usaremos

coordenadas esféricas polares. O elemento de volume & d% =
k?sen © d6d¢dk . Devido a simetria existente ( o que justifica a
nossa escolha de variaveis) podemos integrar sobre 0 e ¢ dan

do um fator de 4Il. Assim

«©

i1, 11
F(p)= 2anI | k¥dkaA, {— F S
& w1 W I;

T ety s |
-(w1+wi)2 Wy wiIPuzf(W1'Wi)2 ‘ r
0
(4.30)

Consideraremos agora o primeiro térmo do segundo mem-

bro de (4.30). A menor de constantes o iésimo térmo & dado por

(4.31)

(7]
1l
Sdk kz {WI (k) w (k’)r (w1+w

o .ridvel s, definida por
; imos a variave 7 ; <
Agora introduz
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S = (it w)? o ( /K77 + /KE F m %) 2 (4.32)

ds _ ( 1 1
ST 4 —
dk I vy (0 ) 2k /s

A transformagdo inversa nos leva a

kK = —&
2vs

/(S-(m1“mi)ﬂ(5'(m1+mi)7) (4.33)

onde sO consideramos a raiz positiva. Assim sendo, em

térmos da nova variivel s, o térmo (4.31) se torna

2

1 ” ds . (s=(m -m.)*) (s=(m +m.)?) Y
s po2-8

+m, ) 2
(m ml)

A segunda parte de F(p) se constitui de uma soma de
trés térmos. De uma maneira and)}oga podemos considerar cada um

désses térmos, obtendo finalmente para F(p)

0

= 3
am |3 ds A pls,m M) _ g p, L{s,mem) ds}
F(p) = — {2 i 2 j=2 i 2-g
2 li=1 - pits £
(m, +mi) 2 (mi-ml )

. 2 2
+ am [ -1 u?-m?) ® 109{3 . }] (4.30)

p2 MZ'M*z *2-M2

onde

p(s,ml rmi) 2

]

. J'(sy (uom) s= (m¥m) ) (4 35
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do u 3 -
) sustificance det ltimo térmo ser o mais misterioso, nos
® no apéndice (A
LJIV).

A partir de
tica de F(p?)., F(p? (4.34) podemos esbogar a estrutura analil
J - F(p®) @ analitica no plano complexo p?, com cor
tes indo de 4m2 = ’ I
r

a (M-m)* e de 0 = 2
=EE =) e tendo um polo na origem. A estru

tura analiti
ica de F(p?) pode ser representada pela fig.4.3

%Imp2
(m+M) 2
7 (m-M) 2
4am?
ITTIIEI R S BE IR
\isssaasonnasamssing
Rep?
(m-M*) 2
(m+M*) 2
(fig.4.3)

Os trés ultimos cortes correspondem aqueles que obte

mos usando as regras de Lee-Wick. Intuitivamente €les correspon

dem a "estados intermediérios“ formados de pares (m,m), (m,M) e

(m,M*) . Nao existem contud

que nos conduziri

tada apropriadamente)-

2 dissemos anteriormente, a assimetria entre a

como J

o cortes correspondendo a um par (M,M¥)

a a uma singularidade ndo analitica (quando tra




70.

fungao de Green e 3
fungao ge contragao acarreta importantes con

sequencias sob
q Te a estrutura analitica de F(p?). Devido i assime

tria da nossa
integral de Self-Energy aparecem agora dois cortes

xtras (os . .
e ( dois primeiros), Devido ao ponto de ramificagao desses

es :
cortes estar na origem, estes dois cortes extras niao podem ser

deformados por continuagao analitica de tal forma a gue sejam co

locados paralelamente ao eixo real.

Passaremos a mostrar a seguir que aste ponto de rami-
ficagao e, do ponto de vista de comportamento acausal da teoria,
a singularidade mais importante., De acdrdo com o apendice A.V ..,

esta singularidade & dada por

2_.2
F(p?) - (polo) = 2L {M* mt (M%+m?) log ip? + c.c. } (4.35)
M2-M*2 (M?-m?)

A relagdo entre problemas de causalidade e a estrutu-
ra analitica de F(p?) se torﬁa bastante clara nesse formalismo /
desde que a fungao de Green exata-aqul representada por G'Rm(x)

& essencialmente a fungdo resposta linear a uma perturbagao ex -

terna. Em ordem mais em Jc(x)

o) (x) = ?i—y J G' g (XY) (T (y) + Azd(y)o(y):)dy

Assim em primeira ordem em Jc (x) , 0 valor es-

2 ador de campo induzido por uma fonte extexr
perado no vacuo do oper

na classica &

| L ' =~ d 4.36
¢(1) (X)>4na = E;Tuj G' o (X-¥)I (y)dy ( )




da por

G'Rm(pz)

De acordo com o apéndice (A.VII), G'
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l(P) = -i__ ipy
C J
(2“)2J’ c(y) e dy (4.37)

Entao podemos escrever para (4.36)

!
(2m) 2

[G'm(p’) I (p) e 1PX gup (4.38)

2 -
rm(P) e da

- (M2-m2)2
2 2 2_m2 2 2 (4.39)
(p2-mo?) (p2-M?) (p?-M*?)-F (p?) (M2-m?) 2 +0(1")
= m?-§m?
Vamos agora escrever G'Rm(pz) sob a'forma/
de uma representagao de Lehman modificada
o () = |Hel as (4.40)
Rm pZeg

nés usamos o teorema de cauchy.

da fig.4.4 e

2
Para escrevermos G'Rm (p*)

sob esta forma
Assim s corre sobre os cortes /

tem singularidades tipo § correspon-

2
dentes aos polos de G'pn(P )

de F(p?) que é contr

gem = log (ip?)

Consideraremos sO 0 C
olado pela singularidade logaritmica na ori

ituindo (4.40) em

omportamento acausal dominante/

dada por (4.35).

(1),

(4.38) obtemos para <¢ 'l
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(4.41)

(fig.4.4)

_r(s) consideramos apenas a singu

para o calculo de
ig
e

escrevemos M2 = (M%) e

laridade logaritmica na origem,

supondo que [M%] > > m? , obtivemos (ver apéndice A.VII

o cilculo de T(s)) entao

(2
1 QiB__ a* -ip (x-y) }
dlx)>, 4 = G s?ds {(Zn)“ e (Y (4.42)

)
v
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Onde T (S)

é
. dado por A.vII- -4 foi substituido
em (4.41) e a constante c, & definiqg

a por

F(s) = C182 = Sen § e—ie

. 8 (4.43)
4Tiq [M2I292

Além disso nds deformamos o corte na vizinhanga da
origem de tal forma a estar compreendido ao longo do eixo ima
ginario. O termo complexo conjugado corresponde ao corte abai
xo0 do eixo real cuja integragdo deverd ser de 0 até-ie.

A partir de (4.42), basta usarmos a expansao assin-

tdtica deduzida em A.VIII, o resultado & que no limite

EXQ"x2>0 e § >0 (4.44)

vale a expansao

- 1(16)172(x2) 172
1 e ipx 5 /2_ (iﬁ)l/“ e (4.45)

2y 3/4
(2“)“ p2_16 8T 3/2 (x2)

No limite 4.44 podemos usar a expansao assintdtica/

(4.45) (4.42). Uma vez efetuada a integragao e consideradas
. em [ ] L ]

esse limite, obtivemos

algumas aproximagoes validas n

-iev+
12 |” senfe J 0 . c.c.
. (x2)*

[~ (l’i) 4A2 62|M212

lim <¢(x)>ind

Xg+=—o
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- JE' L_ﬁ ) (sene cos(e+¢J)J (0)
2

82 |M2|2 (x2) " (4.46)

CONCLUSODES

A partir do que foi exposto neste trabalho, concluimos
que logramos éxito em formular uma teoria completamente satisfatd
ria para o caso de interagao com um potencial externo. A nossa /
teoria, usando a equagdo de Yang-Feldman modificada ( 3.1) é
uma teoria ‘unitdria (o que foi verificado independentemente do
uso da teoria de perturbagao) e tem um comportamento acausal ate-
nuado exponencialmente. Observemos que, COmo Vimos no capitulo 2,
as dificuldades com a formulaqao de uma teoria usando reguladores

com massas complexas, NnoO formalismo de Yang-Feldman usual, ja apre

senta muitas dificuldades mesmo nesse estagio.

Com respeito 3 teoria totalmente quantizada, a nossa /

teoria nao foi igualmente Satisfatoria em todos os aspectos. Para

o caso da teoria totalmente quantizada o comportamento acausal da

tante insatisfatério. como vemos a partir de (4.47) ,
a .

um comportamento acausal atenuado exponencial

teoria e bas

ao invés de obtermos
nuado com uma p
aesinteressante, ainda que possamos tomar

oténcia. Bsse comportamento da acau
mente, éle € ate

salidade torna-seé muito

T, _ 20+l
g © valor (e“l"lo) s (‘J—z—) n fazendo com que

para o parametro
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o térmo "mais acausa]" Se anul
S/ OU tomar o parimetro |M| muito

rande amenizando o
g Comportamentg acausal. Na referéncia 10 apon

tamos a razao para a
P este realce na acausalidade. Em esséncia 1is

to se de a [ V i i e n T t Iri e .

verificada explicitamente até segunda ordem da teoria de pertur

bagoes, no entanto, esta Propriedade deve ser esperada para qual

quer ordem tendo em vista que na nossa formulagdo n3o temos pa

res de massas complexas. Assim obtivemos &xito em qualquer caso

no gque diz respeito ad unitariedade.

Outra caracteristica apresentada pela nossa teoria é
a de que mesmo para reguladores de massas complexas grandes o]
comportamento a béixas energias da teoria -sera bem diferente da
teoria renormalizada usual sem reguladores. Esta & outra conse-
quéncia da estrutura analitica do térmo de Self-Energy F(p). Ou
mais precisamente, da singularidade do térmo de Self-Energy prd
ximo a origem, observe-se que esta mesma singularidade ja desem
penhou um papel muito importante no comportamento acausal da

teoria (4.III). De certa forma, tarna=se bastante tentader pro

curar nessa teoria, a interelacdo entre a analiticidade da ma

triz s e a causalidade.

A utilizagao de reguladores com massas reais (M--my
u

evara obrigatdriamente, em ambos os casos analisa-

olenta da causalidade no nosso forma

M*sm, ) nos 1

dos, a uma violagdo mais Vi

irio anterior e da estrutu
; - tir do comentar u
lismo., Além disso, @ Par

(fig- (4-3)) [
1dades com a unitariedade.

vemos que essa substituigao /
ra analitica de F(p)

= é dificu
nos levara tambem & y
t queremos apontar que, de acordo com a

Finalmente,

x), nao nos livramos inteiramente das
e (Ao '

discussio no apéndic
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dificuldades com divergéncias P
. ara

X Um determinado dominio &
tipo—espago o térmo ge Self—Energ 8 o
Yy €

divergente, obrj -
redefini-1lo ’ igando-nos a

POr meio ge -
| . UR processo de continuagao analitica. /
Assim continuamos gaj

ainda conm Problemas de divergéncias mesmo n

uma
teoria usando reguladores ge massas complexa
S.

A razao para isto
é essencialmente o fato ge que nds sd removemos

] d - Lol
Assim 0(111'0 uto de Bem (%) com a fungdo de contra
(;50 A ) (x)

nos leva novamente a trabalharmos com produtos

de quantidades (distribuicdes) que nado sao bem definidos (os pro

dutos) .

Estes defeitos, ‘em particular o comportamento acausal
da teoria, levaram-nos a olhar com pessimismo teorias de campo
com massas complexas. Onde por isso queremos dizer teorias com
uma dada equagao de movimento e uma descrigdo detalhada em  tér

mos do espago-tempo, usando reguladores de massas complexas.

as singularidades
da funcao de Green retardada que estavam na ponta do cone de luz.

AR
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p.1. Espago dos V —=> _de E
0 etores (e Estado con Metrica Indefinid
a.

constituido dog elementos |A> , |B>...
é um espago vetorial com métricg indefinida se:

(a) & linear

(b) a ¢ A i
) ada par [a> ¢ | B> fazemos corresponder

um numero < A| B > com as propriedades.

i) <A|B>= <BIA>*

ii) <A (e |B>+B8 | Cc>)=a<a| B> + B <A 1 c >

iii) Podem existir elementos |A> com <A|A>>0e elementos | B> com
<B|B> <0 e elementos |C> com <C|C> =0 |c> #0) . Se
o espago for decomponivel, de tal forma que | A > ¢ H  exis

te uma decomposigao tnica.

> =

Nos introduzimos um novo produto escalar

: - >-<A | B_>
<A | B>oy ° Ay By CT

escalar, convergéncia,com

e o
Através desse novo produt

r definidos:
Pleteza, separabilidade, etc, podem s€

Leto com respeito ao novo produto esca
comp

(c) H €
OPERA 22 sse espago possue a propriedade usual
P neé

tado uns nos outros. Os operado-

Um operador

de €s
de transformar os vetores

¥es devem ser lineares-
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ggerador Adjunto,

Designemcs
POx P o OPerador adjunto de p definido
por

<A | px | B >

= <Alp|B> =« (A.I-1)

Se P* = e di
e P e dito Pseudo-auto-

Hermitiano onde a palayrg ®

adjunto ou Pseudo-
Pseudo” e

Hllbert

Se p for um auto-valor de um operador P, teremos

(p*-p)<p|p> = 0

Donde p nao & necessiriamente real

Operador Unitario.

Um operador satisfazendo
U*U = UU* = 1 (A.I-2)

& denominado pseudo-unitario.

As transformagdes unitdrias tém as propriedades /

usuais.
Antes de encerrarmos esta segao vamos falar alguma

i >
coisa sobre elementos de matriz de operadores.'Se |i

-

€ 0 sistema da base ortonormal e definindo o produto

dade &
da maneira usual, o operador Mk

4 . (A.i-4)
1=z |1><i M

com Ni=<if i

presentar |A > e P pelas matri

; e
Isto nos permlte r
2es

ci = Ni<i | A > (A.i-4)

pij=Ni < 1 | Pl3e

¥ iz i

i
|
i
[
]




fungoes de
um operador pseudo- itj 3
Hermitiano n3g forme um conjunt let
| o completo &
que exista pelo menos um auto-vetor com norm
a zero,
O operador 4 jeca
& Projegao para o subespago de auto-veto-

res COM NOXma nao zero € a soma dos térmos

<p: | pi>

(A.I-5)

Consideremos agora um dos auto-vetores tendo norma ze

ro

(P - pj) |p3,1> =0 <pj,llpjl> =0

No caso de auto-valor nao degenerado e métrica nao
degenerada existe um | pj,2 > tal que

® - pj) |pj, 2> =Ipis1>

Por causa da nao degenerescéncia da teoria

<Ppj,1| pj,2> #0 e Ipj . 2> pode ser normali

CPOR orma
zada a zero. Assim o operador de projegao possue a f

|pi,l >.< pis2 >
< pj,z I Pjrl >

|pj,2 > < pitl. o+
< pi.l | pj.2 2

(A.I-5) +

0 Formalismo N

50 anterior & frequentemente repcs

do no qual um operador métricor. &
&to ‘

to na literatura

definido sdbre um €sPa¢

L kg o s ey

ot M - e it ey SO e e e e

e

ST

I T N TR T




L 4
Nilvoca entre os vetores de es

L do espaco H de
Hilbert H. Consideremos ests Correspondéncia como

. sendo uma cor
respondencia linear,

1]

i .
l >+|.A> a |B>+|B>

a|A>+B|B>+a]A>+BI£>

Por causa desta correspondéncia, a forma bilinear /

define um operador n no espago de Hilbert:

<A | B>= <a|n] é 5

-

O operador P correspondendo ao operador linear P e

definido por:

<a|P|B>= <A|neP | B >
<§lP+]A>=<A|P|B>*
Assim p* = "t et

' : o+
onde para chegarmos & expressao acima usamos a igualdade n=n .

Ou seja n deve ser Hermitiano desde que a guantidade

|a> = < Alnl|a> deve ser real.
< A = _

hermitiano enm H (P=P*) segue que P

[ P, N ] = 0.
podemos usar um sistema ortonormal

Assim, se P €
& hermitiano em H SO se

para ¢erar H nos
= Ni 6iJ ;

> —
ez fixada construimos o espa

NOs podemos esco -

| i»> , <1 |

v
mas uma

. ++ariamente

S A arbltrati e € gerado pelo sistema ortonormal

- , : ue el
¢o de Hilbert H - Assim d




- : ' 81.

A condigao de Unitariedade implica

*] = _ + -
U=t vl = ( A.i-

A motivagdo para introduzirmos a métrica n no espago/
de Hilbert & que agora trabalhamos em um espaco de Hilbert, para

o qual temos muitos resultados conhecidos sobre éste espago.

Interpretacao Probabilistica.

O maior problema quando trabalhamos com teorias quan
ticas com métrica indefinida claramente € com a interpretagao/

probabilistica. A ésse respeito temos duas possibilidades de en

carar a questao, ou procuramos modificar

lismo de uma interpretaqao probabilisticar o0 que claramente nao/

€ um programa modesto
uwantica. Assim somos forga

sy anica
dos principais conceitos da mecanica d

| tacdo probabilistica /
forma a interpre
dos a preservar de algumd
Para os processos fisicos.
ido a possibil

um sub-espago com me

jdade mais simples & restrin-

ent : _

GeREe = trica nac nega-
: rem
gicos sé€ it
a indefinida (
em ser representados por opera

9ir os estados fl sendo assim mais amplo) .

. ; atric
tiva do espago com metr

dev
rvaVEis fiSicos . . " "
Obse dew que, contudo deixam O pequeno
"
gran

o
dores lineares no espag

(30)
e€spago invariante

o bem estabelecido forma

e nem factivel sem uma profunda modificagao

W L
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A.IIl. Potencial Externo,

Quando congj
ideramos a interacdo com um potencial ex
terno a corrente J(x) & dada por ]

J(x) = V(x) ¢(x) (A.II-1)

Substituindo (A.II-1) em (2.16), a equagdo de Yang-

Feldman se escreve entiao

o(x) = ¢""(x) + JAR(X-Y) V(y) ¢(y)dy

Usando (2.17-b)

i 2o w22 [ 73X g g
o(x) = ¢ (x) - Im?- M7] J = - - (2) ; . C(A.II-2)
|2m]|" (k%= m?) (k%= M?) (k?- M*?)

Cr
onde

5 k) = Jeiky 3 (y)dy B30

out’ drdo com o procedimen
\ (x) de acor =
pDefinido o campo ¢

to usual, ou seja

out = 1im ¢ (x)
) (x) gt

JITs2)
Podemos escrever qsando (A

40Ut Xo++e®

- —ik0x0~‘
o [ et AR J e 3 (k) dk

(2m) "

B

- . = . e b‘
. _:. de notagad ¥j* I
0BS: Por conveniencid '

(k2-m?) (k2-M?) (k2-4¥]
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Depois de
um c3lcoy -
ulo Yazoavelmente simples, obtemos
r

out (y) =

©-
-

n
B0 E AR (o By ok

e Kipiz W, (k)
e
Ulegek) = - » ngj & (A.II-6)
(2m) * 2w, (X) W(m 2= n2)
> kA

Escrevendo a expansao de Fourier do operador de cam

po ¢iut(x) da maneira usual

%Ht 1 (iﬂ? { %Bt > -ik. +6Ht lk.%}
¢ (x) = — — {A; (k) € o (k) e**i
- (2m) ¥ /Zwilki % .

(A.II-7)
De acdrdo com a notagao introduzida no capitulo 1II,

e usando a mesma decomposigao (2.17)

O (x) = 3 € 095 ) (A.II-4)

i 2.13
Com oOs coeficientes Ci dados por ( )

igualdade (A.II-5) em térmos

Podemos agora escrever a 1

-~ out in ,>
.3 ; %9t (k) e A7 (k) usando
dos operadores de criagad e aniQU1la?a°

lacao €
(A.II-7) e (A.II-8). Esta relagac

_mu(wi-,ic')_ (A.II-9)

: o
in gy + (2m°
AU () = ALK c:

k - _-')'
sout 3y. ptin + @07 AT otwy
Biou (k)= By Cy

1% 4 Ul-w, ) %1% (a.11-5)

'
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Em teoria de rturb ‘ e; ”1'
e v ‘ P
P rbagao Podemos escrever. uma a

gio para U(k)

= il

(K} + covennnns (A.II-10,

Onde cada indice corresponde a ordem considerada em
teoria de perturbagao. Andlogamente podemos escrever uma série

para os operadores de criagao e aniquilagio.

aJUE(R) = a0MEIO) @) 4 AU gy 4 A0 Ry 4 L
(A.II.11)
com
out ,#, _ xin
), > \
A?“t(l’(i) _ L 1K) (om ¥2 o )(wik.k)‘ (A.II.12}

Ci

(2) >
out (2) @y = (2m ¥/? Ph-EE U (wy (KK

A = i
L L 6, |
: ; ’ té segunda
) slculos explic1tos apenas a
Como faremos calcu

- ARUN IR
ordem vamos exibir as expressoes para Uttt (W (k) k) e

A l . _( .) L4 (y)
. 2. dy e 1 Viy ¢
.U(l)-( '-+) i{M m Y

(2m) * 2w T (w5 3 (A.II.13)
C3
1k, ¥y () | Ao (y=2)V (201" (2)dz
(2) uz-m?)? J gy & ATHTLTR
U Ty 2_

A

r—-—wwv""— e ST i S : ‘ ~

A

T




se tornam

(1) Fy o
U (wi'k) - ( R 1 ke
2m) ° 2w, (m2-m .2 S —
iTmyT) (2m) % /B TRTY 3
JAL
{ a3 xyvix, -k, + v
3 1% ﬁj (k)V(ki+kj)} (A.IT-14)
p(2) (w, k) = ~i(m?-M?)* ;| % o {
(2m) 3 2wiH(miz-mj2)(2w)12 JijZk') j
jA1
d"kuAR(k")V(k-k")(V(k"-kj)Aén(fEH;(k"-+k'j)§§n(i))w‘.
ta )
- _ ' (A.II-15)
nde v(kl_kj) = JV(Y) el ‘ki—kj) dy

A partir de (A.II.14) e (A.II.12) podemos calcular /

émplitudes de transigao péra processos do tipo |3 > + |i > onde

3> e |i > s3o estados de uma particula (inclusive os de massa
as particulas de massa complexa

mmplexa). No entanto, desde que
omo nos podemos selecio-

Nap 2 _
%0 sao observadas experimentalmente ecC
os interessaremos PO

em particulas com energia real

nar 5 3 r transicoes /
0s estados "in", nos so T

t i ¢ - [}
s que no estado inicial 89 exist

T consideraremos apenas transigoes de
/

Massa real), Em particuld

i u

*Mde |1>
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. un estado de uma Particula com
massa reg] e dado por:
» .. _Out v
Ard(k:k'): < iizlll k> = OUt<OIAout k') kin g : |
(k") AP (%) |0>1n (A.II-16)

Onde os vacuos |g»°ut

e [0> g3, definidos a partir
de
ou
A t |0>out =0
in in
A -
| 0> =0 (A,II.17)
ou out
ln<o|o> =1

Até primeira aproximagio essa amplitude ser3 dada por

Ail? (Rk1y= O%%<o| (a[O0U &) 4+ a2 (1)) atinggy|osin
+1

Os calculos explicitos usando (A.II.14) e (A.II.12)e

as felaqées de comutagao (2.7) levaram-nos ao resultado

l i % v . yout in
/2w11k)
+ oy, (kDI Ak ¢ V(k '+k ")°“t<o|3k..lk>i
ond . ) ¢2W§-- 3L , (A.II-18)
nde
Y, (k) =
1 a C.
/Zw lk'iﬂ(m i
o d ug estamos considerando (como veremos adian
Até a ordem g
te)
demos escrever para (A.II-18
ut in e portanto PO
IO>O = l0>

e ))out<0|g>in‘} (A.II-20)

(1 gy - Yk
Ay @ % = {611 8 (kK" Wf‘fl_- ;
k.' 0 2Wl(_k) ~
317y analisando a expressao

om frisarmos dues

Nesse ponto ép
s aificuld

des com divergéncias, desde que
ade

(A.II.ZO), nio teremo

e B« i e alis ! S TR ot I AR AR By s]

T i A R g iae e T

——— v o T
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mos apehas am 1i -
Considere P ltuaes flsic
a5 - mesmo re]

" - axando a nos-
ga hipdtese SObre o potencial - 4 Primes s
ra ordem

- de aproximal-
gao. Outra observagao & com respeito ao fato d
- eq

. ue transicoes/
entre estados fisicos e njo-

a2 (& k") = %U< (Aimout"f"+Ai(l)°“t(i')+Ai(2)°“t(i-))

A" (k) | o>
Calculando explicitamente obtivemos

out in

Al aim 611 8(R-K") % <0]0>™ + v  (B1)c) ik, -k O <005
: V2wl(f)
+ oy, (k") ng—k—'—'— c, ViK' g+ky O R
* LR (A.II-21)

| ' o - out in.
-l ! LI R 0>
+ Yl(k') Cljdkk” ARtkil)V(kil k'")V(k k) <0|

. C ?
Yow, () N |
.
3 FELIE Q' Ve TRIOVERTHRET)
ty K0 T == | :r
: LR IRCTL S co| 3k 1 ik>tP
d
i s ) A
. neiros podem s€I jdentificados com OS PIri ‘
Os dois prim , o or :
a de primeira x ;
m ' ge (r-I1.18), sendo assim eexme .
elros térmos de (A=1°- =eg do ultimo termo B
tribuigoes .
o teremos contk: A b
dem. Em segunda ordem nao tros dois ter .
) s dos ou L i
aremos apena
de (A.I11-21). Porisso ok S minados de A(II)1+j.
| Go denomih 5 5 4
MOs restantes que assim S€F2 30 quanto & notagdo. SO {

convenG 1
. ir uma ' -
vamos jntroduz ey rado N0 e5pago quadrimen :
grando € inted ‘
. te
Mente o Indice cujo if

. ~onen
Sional n3o tem a compor

. o e e T T
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REEETe R I ENGIPY, J WAk

i
A €. V( ! out -+ ]
Comgtirny 1 O3 ol in
(k") ! J;“k
+Y3 (k" "YWL
' Ve '2w,(_—-"}E) (k k")V(kn_k)Ou‘t<0l0>1n (A II-22)'

Para escrev
ermos (A,
11-22) sob uma forma mais convenient
e
precisamos determinar as amplitudeg ©OUt

< ' . 1SS0 va
(o} >
; | l] b ) Ik I J 23 * 00

(A.II-23) §

Onde as funcgo (2n)
ngoes f (kl’ «++) podem ser determinadas em

fungao de ap do potencial e outras constantes a partir da condi-

cdo (A.II.17). Esta constante as pode ser determinada a partir

da condigdo de normalizagdo do vacuo | e SNE

out

No6s calculamos o vacuo |0> usando a expansdo (A.II-23)

e usamos a condigao (A.II-17). Como sO estamos interessados em

(g) em primeira ordem, usamos AEUt (k) em primeira ordem que € da
do por
(1)out . 3 : -
AT ® = At +Yi<k)§J§_E'_—-— s Aj%nu‘z'>vd€i-i5) +
i —
2wj(i')

+ B;fl“(k')\”z(k.+kz)}
i ]

- z £ & %,)

Obtemos entdo a equagao para 13 '™

I e T R I T PR e AR T L e

ey o Tt b

v, (k)Cs
2f§§)(kak') = Ii————l aoV(k +k')+ﬂ (k) ao ZJ

—— k" ;
2wj(k) {

26, (K11 KV (ks =ky ")
%] K f(.2>)samen-te em pfimeira or
Desde que precisamos calcular i3 8

m, podemos entaoc (¥)C

. ; 70k, +ks) (A.II-24)
(2 (LED = ;.—-—::-f: e
l:] ij(k')
btemos i
f‘tuindo em (A.II- -22) © ;
Substl dsk" IC Izv(ku-k ')VGk'-k")
akl

(I
AL I)(k Jk')E {v <k'”1(k) jj R
j




P ®D === | a0y s
1 Y ' v )
2wy (k) REC DTkt 1) (k1150)}0UE 5 ggim

Observen (A.II.25)
OS agor
90ra que enm Segunda ordem mesmo os proces

/

ia compl .
com energ PléXa. Assim mesmo Para processos fisicos devemos

nter .a condigao de "po
5 ¢ Potenciais com Suporte compacto no tempo".

Finalmente, se quisermos escrever a expressio acima

usando o contdrno de Feynman (Cp)

tidade valida para uma fungao que tem os mesmos polos do propaga

dor retardado. Seja f£(k,k',k"'') uma tal fungao. Entdo vale:

Flk,k',k"")d*k"" = |flk,k',k"")d k"' - £ @ f(k,k',k'") d*k"’
=
) Cw T
b [ ‘ (A.TI-26)
Cq .

Y

fig. A-I171

.25
1I.26) obteremos para (A.II.25)

Usando (A« ‘
a RSN (klr_k)}OUt<0|0>ln
I Y-(E')Cl dkkitbR(k')V(ki k! )
AL (R = ——
S K (A.II-27)
Vow (k)

basta usarmos a sequinte iden

e




escreve nesse caso .

o(x) = in L |
*m, (XD + 8p (x=y) V(y) ¢(y) dy (A.III-1%

Definimos o campo ¢°ut(x) atraves de

out !
¢ 2 1ime(x) (A.TIT-2}

X o |
0 -

Usamos ainda as decomposigdes de Fourier para os cam- il

pos ¢°°F(x) e 1" (x)

Sout) o out +out _
6" (x) = 1 Ak a0 (fy o7TRX QI (Fy iK%y (a.TTI-3)
(2'")3/2 V?Wi § |

Agora podemos usar OS mesmos metodos de (A.II), encon-

T e

¥rreT

tramos em ptimeira ordem da teoria de perturbagdes
gout (1) =i J k' LINENTK-KD) + atIPENDT k"))
-) - — g
Y 3| Vowk' . |
(o) 2wk (2m)d T I :
atQut(1) o (Ut (A.ITI-4)
(k). (k) 5
i
o
e para a amplitude de espalhamento E'
y : . 4
v (k'- k) jyouteg|g>t" (A.III-5)§
-—d——-_ -

TUDLI T > >y o L =
A Tkt = (8(k-k") (2m)? /5557;5;-

convengoes s3o as mesmas ja usadas

L= S B

e turbagdo obtivemos /
teoria de per
rdem da

em (A.IT). Em segunda © out(i)(Z) . a amplitude de espa - ﬁ

-~

: N ao @
Para o operador de aniquila?

; e
lhamento, respect;.vament

: d’i/"{ainc'i"’ gd“k'wk'_k")AR‘k')V‘k‘k“ ‘
B = k2R e

¢ P T T TTEIS

e 1




+in T e s N
b a J y k'v(k'+kr')AR(k' 7 :

)V(k—k') } (A.IIT-6)
JDFakr = X PW<0]o>in L e .
™ Pl UL :
/m' (2'rr)3J 2R Y V(k'+k")v(-k'r_k)
¥ te oy -
+ |d'k! V(k'"-k)AR(k"')V(k'_k.,,)

(A, III_?)
SR

Onde o coﬁté ' 2 |
tno Cp @ dado pela figura (3.1). O térmo B

A.III.7 pode ainda ser escrito de uma forma diferente. Para isso

basta considerarmos a seguinte igualdade valida para uma fungao

genérica qualquer G(k,k') que tenha os mesmos polos que AR(k)

P > . “

f
i |
glk,k') d*k' + Tg(k,k')d"k' = |glk,k") d*k! . f
C; i C: .
Sendo CR’ Y e C;'_. os contornos dados pela figura (A.III.1)

| .
* c'a ‘. E ‘
4 A ]
F ) ]
| |
|
_ x :
% .
| é;
fig. (A;III-l) %
vk vinyy(k'-k''") P
para g(k.k''') = vk’ ‘—k)AR(k ) | §
g 'xe o |

A
Encontraremos para

PE—

in Fd“k"G(k"'k)AF'(k")V(k'_k1|)

_ Y, -outl, .|0> R .

pre
(2m) 7Y 545 (%) (k) Jo

R L Y G BT Ty e

oy e g

e

b |




92,
Usando ga identidade:
K- mtie k2ap2 e (A.IT1-9)

Chegamos facilmente 3 (A.IT1-10)

(2)> bl B 1 1 A ~ :
Im T 'ksk' = Qs gl W L {V(k"k)ﬁ(k' ik
= -k'') &+
2(2m) = 2wl 2w(k'") - -
+ V(-k"-k)V(k‘+k")}
Onde T € definida atraves de

S =1+iT (A.III.11) i -
Obtivemos assim: 5
r D = 2!k e TH Mg WK (4 1y1oag
| S _ ¥/ o i
(2m)? 2wk 2wk ' ! (2m) 2wk 2wk ! - ¢
¥
e i
£
) V(k: + ki) (A.TII-13) 1
(1)> > > » o 80k-ki)  Vlki + ki 4
= z 0
.13) che A
A partir de (A.III.10), (A.ITI.12) e (A.III.13) che i
gamos a S
()2, = (DR TH DR ke - (A.III-14) i
Q;HM %k, Tt Dkekkoks
¥ 3 - té k
g ieiificagao explicita da Unitariedade ate / U
Donde a
Aficamente a
segunda ordem (A.III.14) corresponde grati

o B B
-y \\‘\ h e

D
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A IV. Térmo de Se]f—Energ!.
De acordo cop (4.30)
®©
fpy = O 3 { A; | dkx? (& , 1 d
2 0 w1 ;i) 2 A l')—-_l—_—_
Po = (wi+wy) B po-(wy-w; ¥

bro diverge quando k-++e, Consideremos entdo o i-8simo térmo e

o invés de inte s
a grarmos de 0 ate ®, vamos introduzir um limi-

te superior de integragdo dado pelo parimetro A, Dessa forma/

consideremos a integral F(z)i(p) definida por

A
2 - s '
F§ )(p) = %l dkk? (2 -1 - L (A.IV-1)
W : - - 2
0 1 Yi Pq (wl wi)
Introduzimos agora a variavel s'
&' = (w,—wi)2 (A.IV.2)

O comportamento assintdtico de s' (A>>>1) & dado /

por

’ 2_I . 2 e
lim §(A) » (mimmit) ye (A.IV-3)
A 2 A

| (2) :
Dessa forma ©O comportamento de F i(p) para N\+= &

es ’
sencialmente _ (Eii—%i13
2

p(s,m,mi)ds

(2) -~ _ ' -
BT 7 2 A1 (m-mj)? p‘- s
2 os analisar o comportamento do

smo tempo podem
muito pequeno

b g de 8. Para s muito pe

integrando para valores

Tuenoc vale a aproximagac
) 57 +I£:__+__rm_;__,__1_; (A.IV-k)
o(s,mmg) - mi-my |2+ 55 o -m" P
B e St N
P°=- s

T R T T =

T TR T R
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Considerando aPenas o tg3,
P Mo dominante
(——5X'l) p(s,m,m;) :
, __-—;-?--—l ds = <A, &EL;LEQ. Ei:_ii
o Pl P~ s s+0 1 17 toe ZAZ !

gJundo membro de F-(p), Aqui

SimMplesmente a soma de F(Z)i(p) .Entao
s .

(2) _ (2)
F (P) = I Fi (p)

(2) | ~ T 12, 2 2_ .2 2
F (p) = ‘_ il z Ai (El_pz__m_) log (m mlz)
assintotico 2Aa
(A.IV=-5)
Assin. \ - ) \
F(2) . -2om  |M?- m?] 168 (mi- M2,
2p2 MZ_ M*Z m2_ M*Z
2 2
_ -am  [M?- m?|® 1op Bt
p?  M2- M#? m?- M*?

A:V. Singularidade na origem.

em, &, do onto
de raudficaGaO na origem, ’ P
Como © ponto

1l da teorial, a singularidade/

causa
de vista do comportamento & de F(p?) dado em

tir
13-1a a par
fais importante. Vamos caiCel (m; -m)? :
o (T2 pteumami) 4
(p ) = 9% hX Ai p2.. s
0
(m*'mi)2
4 M- m
g 2 (= 2
- M2- m log M#Z- m




)
Mi2. 2 .

A . s (M2 2 i
p?- s T + m2) 2]

| : p? . p?
MEIn?) (w2ine) M2_ 2 ie
+ 2 -
M2 —M#2 (Mz_mz)log ip?- A, ? 3log(_%_2)
P S=p ’
sendo , ;
: Ai (ml - m) =0 s
Podemos escrever
2_ " \
F(p?) ~ am [M* m (M2+ m?) » -
log i + C. C. i
P 0 2 [ M2 mez ey T J (A.V-2)

Onde os cortes proximos a origem foram deformados de

tal forma a estarem ao longo do eixo imaginario.

-ipx
e 1P

ALVI. Comportamento Assintotico de e " 4
(2m)* p* - is
-ipx
g 4
: - d (A.VI-1)
Consideremos a integral v | piois P
- ite
Queremos calcular (a.N] - 1) no limi
o Xz - ;2> 0 $>0 (A-VI-Z)
x +* - -
° . -1)
Assim podemos escrever para (a. VI
>
. 4> _—iWgXo o 1PX
s> i g
\1___,‘ oiPX -iPo¥o | f?zn)“ e
(
M) | (pg-wg) (py*¥s)

ig= 2 wind ]
HE- WAL Ty los” SRy )log,—sfp_i’)! Bk

iy e

R o

&
3

_;.q?\
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: ~1px .
- a’p & T RSP ‘
* 0m)? 2w (x,i6)
6 (A.VI—S)
P = wg = Y=
Donde ° ° Pt +i6
-ipx
i - e 7P = -t (2.
(am)* pi- is X > y 283 (A.VI-u)
onde A% (x2,m?2) & dada por: A*(x? g2y ._m

J,(mvYx%)+i N, (m/%2
811»/;{ 1 L X }

Usando o comportamento assintotico das fuaneé de
Bessel (J ) e das fungdes de Neuman (N,)
J (x) - Y 2 cos (x-2L-T )
v e 2 Yy

X - @ T X

(A.VI-6)
Ny ()~ Y_2_  sen (x--\z)—‘rT -+ )

X + o T X
Assim, a partir de (A.VI-4), (A.VI- 5) e (A.VI-6).
Concluimos

~ipx 1(i8) % (x5-x2) Y%

1 d*p & V2 (58) W - e (A.VI-T)
(gmy® I p2-ié A ol a%h
m & %
Em (4.40) r(s) € dado. po
(A.VII-1)

)
1 pisc Ggp(P
F(S) = oMl D Rm
demos calcular
A.VI.6) PO
do por {

2y da
Sendo G'Rm‘P )

1dade fac
T(s) usando (A.vII-1) & @ 1g§a

ilmente verificavel




(A.VII-Q)

Cc(z) - Clx)
pisc = T ;
A(z) + B(z)  A(x) . T Cx) . __C(x)Disc B(x) §

A(X) + Bt(xsig) |A(x)+B(x) |2

Sendo A(x),B(x & |
l B(x),C(x) fungdes analiticas mas B(x) tem

un corte ao longo do eixo rea;, Usando (A.vII 2) (A.VII.1) /
. - em .VII, :
obtemos 1‘
+|m?2- M?]*Digc F(p?) 5:

2_ 2 =
(P mn )(pz_ MZ)(pz_ M*z))2+lM2+ mZ]"Fz(p) (AnVII 3)

Disc GRm(p) =

No limite s+0 (p?s0) , consideraremos apenas o térmo

. . o . P
dominante do denominador¥e o t&rmo (A.IV.5).obteremos |

. 1 - disc F(s)
Disc GRm(s) = + o .
’ polo

Para o numérador o térmo dominante & o térmo logarit
mico (A.V-3) e para o denominador usamos (A.IV.5), obtendo para
G(s) uma vez consideradas as aproximagOes resultantes da esco =
lha |M?|>> m2.

i0

r+(5) . sen 0 e g2 g‘

——————————————

yma M| 2024

i8
onde 6 & tal que M2 = |M?e

r*(s) = mi  (AVII-W)

AVIII. O Propagadw'

través do sifbo
. s O propagador exato a
emo
Represent&r a identificado com

; - : éle sera
lo G o (%) Graficamente




ney
A
‘1\%

V)
4
"

n

Self-Energy Proprias

(p) +
R Bp(p){z(p);
que correspongde 9r5fiCament: . P }Aép){z(p)}AR(p) + ...

O =— o oo |

il
Ié
ML
i
il
i

ST e

Sendo
bo(p) = - [M?- m2]2 .
°R _ i
(p?-m2) (p2-M2) (p2-M#2) A AL :
s
A‘ib\ ‘
t(p) = = <;_;) + 0(x%) (A.VIII.3) i
b i
Resolvendo (A.VE.1l) para Gy (p) obtemos
AR(p) ;?
Crm(P) = A.VITI- 13
Rm 1 - I(p). AR(p) (A.VIII-4) Le
A partir de (A.vm.3) temos. _ r
: (A.VIII-5) il
5(p) = - F(p) + 0(x") . it
Substituindo (A.VE-2), (A.ViI-5) em (A.VD-4) obtefnos: ’&
1
G, ( -|M2 - m?]|? _ (A.VIII-6) i
Rn'P) = 2_m2|2 (") ' i
2_Mk2) -|M%-m ] F(p)+0(A ik
(pz-mé)(pz-Mz)(P M*%) l ,LF
' n? (A.VIII-7) i
2 = m°- on ' 7
i = T - b
1"*4
i
i




A'”.(. ﬂVARIAN_QA DE LORENTZ- Mode)
%= Modg1 o,

-1. Modelo Bidimens;i
p X1 €nsional - p,
SSas reais

e a

termo de Self-Energy, Procurarempg estudar ;
mesma integral

em
A principi

i .

PLO consideraremos apenas massas reais

juas dimensoes.

da mesma integral no espago a quatro dimensdes

Consideremos o problema de calcularmos a integral /

I(p) definida por

§ (k2-m
P J( -1<)r;l ", dtk (A.IX-1)
P "mb

Onde p e k sao bivetores no espago de Minkowski a

duas dimensdes. Cada bivetor (V) tem um"comprimento"dado por

Quanto 3 questdo da invarianca de Lorentz, © Pro

blema que gostariamos de resolver é o seguinte: consideremos/

? integral de uma funcao f(p,k) (duas ou guatro dimensoes) .
& entz

Dentro ge que condigdes a integral e jnvariante de Lor

ral seja jnvariante de Lorentf_z /

Para gue uma integ
condigoes:

leven - eguintes
O8 ter igfeitas as 8 |
sartet invariante de /

er
a) O integrando (F(p/k)) Qeve B

Loxentz. it s 3
1 deve independer da prescrigao P
b) A integra

seu calculo:

o S ]

Pelo fat

o

£ 2

?

SR

e

e s T S

RS S e 3 S e e T e TR S

T SRR
R e i

=

T




Consideremos agora a integral (A.IX.1).

Usando a pro
priedade (A.III-9) da funcao § e adotada a pPrescrigao usual de

integrarmos primeiro em Ko, chegamos, depois de algumas manipulg

goes a (A.TX-2)

I(p’ma,mb) = dkl { 1 + 1 . } 1
2w, (k1) 2wb(pi-k) 'pé' (‘¥'\-’O(P1-k)+wa(kl)32

1 1 1
+ |dk : :
] { 2_ (ky) 2wb(p1-k)} Y - (up (py-k1)=w, (k1))?
.7/

Por uma questao de conveniéncia, quanto @ notagdo,usa

remos daqui em diante

walky) = vmg™+ k1

|

Wa (A.IX-3)

wp(p1-k1) = Ymp *(pp-k1)

Wp )
em d 'mplificaq:'éio exposta acima nds designaremos/
Alem da si
a .IX.2) de Il (p)
O primeiro tarmo do lado direito da expressao (A

o térmo
€ e de I, (p) primeiramente analisaremos /
O segundo térmo 2 (p) .

0
Li (p). De acdrdo com o expost

@ 1’ 1 1 (A.IX-Y4)

s definida.por
840 -

-0

Agora introdu

BIELIOTECA E

2
2 -

(A.IX.5)

INFORMACAO -

INSTITUTO DE FIS|CA
Servico de Biblloteca e

Infqrm
Tombo:_éo ?\‘;a-;‘!)_




sl

riavel de Mandelstap"

s' = (qu + qlu)z

onde LI
q ( W or k)
'U_
q‘(Wb:pl—kl)
ds' [ 1 1
= 2 = + =
dk | wg wa (kal & (kl-pl)wa) (A.IX-6)

Introduzindo o tensor de Levi-Civita EUV :[ 0 1] €ol= 1

podemos mostrar a igualdade 1 0§ epl= &

1
- v
wpky W Ceypy) = e a b (A.IX-7)

Donde ésse térmo & explicitamente invariante de [/

Lorentz. Assim esse térmo pode ser escrito sob a forma

lp 'V_ .
euvq q = f(s')

logo

ds' - s F = ]
f(s') =2 dq [ Wa ¥b

A transformagao inversa nos da (A.IX-8)

2 3523 (s -(m_-m,_)2)(s"-(m_+m, _)2)
pl (s' + m; o mb) * /T§7+pl a' b a b

K, =

1 2s!

Nesée sistema particular (A.IX-8)

No S.C.M. (p1=0)-
Sse torna /Z;s:—':-map.- mb.)z)x(s.'.-_.-(mafm.b)z
1
Kq = % E "_—___—7;7

TR
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Como f(s') g

inVarian -
te nog O calculamos no S.C.M.

tendo ok

f(s') = + _];
2

(s'e(m -
m, mb)z)(sr_(ma+mb)2—)1

Um estudo g e
‘ ) a transformagao (A.IX-5), nos leva a um es
bogo do grafico s k, que e dpresentado na fig. A.1x-1 } ;

A 5

T A S T T R

i o he

(m +mb)

fig., (A.IX-1) i
s de efetuadas as devidas substituigbes obtivemos §.

Depoi :
para (A.IX-1) a expressao: (A.IX-9) é
oo ) ds I 1 i

; 2y 2 o

I (0om, omy) = /—?S"(ma'mb)z)(slp(ma+mb) ) p=E

(ma+mb)2 )
Consideremos agora © sequndo térmo, a saber I2(p,m,m)

definido por ,,;e

11 -1 dky ) (A.IX-10) |
IZ(Psma,mb) 2 Wa W Pé-(wa-wb)_ ' %
. do uma nova nyaridvel de Mandelstan
Introduzindo W

: ; ) . Y e
: 2 = ((k}* mg)‘/z- ((ky=Py) +mp)¥ad%- p] (A IX-11)
st = - 2 _ = 1 B
(Wa wb) Pl : de ser escrita como O quadrado do ; j
' po h

&
observemos que€




"momento trasferjgg"

2
s' = (q=q'") com qY 3
L.
qV {wb’kl Pq)
A partir de (A°IX-13)
ds' 4 1
—= B-2(= 2 ) kg~ f
= k - - l I
(A.IX=-12) g
dzs’, :_-92("1""'-"1; )[W l l i
ax? wa o wp LDt Ky (kg Ry ) (G - ;a)] (A.TX-13) . §
A transformagao inversa nos leva a (A.IX-14) é
Ky - p, (s’ +m; - mé) % /(S'+Pi)(s'-(ma- mb)z)(s'-(ma+mb)2)

2s!

A partir de (A.IX.14) podemos calcular o térmo inva -

:
riante e"V q"“q? no sistema centro de massa i

EUV

N |+

qQ''q, = ¢

H v /z;'-(ma-ﬁb)z)(S'-(ma+mb)2) (A.IX-15)

Os pontos criticos da funcao s'(ky) podem ser determi i

terminacdo desses pontos criticos podemos tragar a forma /

e o 2 2 2
aproximada do grafico s'yki. Fard p? no doniniolm, my,) % <py < (mydmy,)
mada X

& la fig.(A.IX.Z)
a rafico e dado pe

e ma>mb este g

A S

-4 ——
(ma-mb)

-
-— -
- -

|

Beg - i

] ;gg
: |
‘i

2 em-mTT i

-pl il
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Efetuando’ ag devidag Substj
uicoe
1, (pemy M) e
(rna_-]’nb)2
IQ(P’ma’mb) L ds' 1
\/\
(s'-(m_-
0 S ‘(ma mb)z)(s‘—(ma+mb)2) P - s

exibem o caracter de/

invariante de Lorentz, desde que o integrando & invariante

de Lorentz e os térmos (A.IX-9) e (A.IX.16) se tornam inte

is absolutame .
gra nte convergente uma vez intégrado numa dire

gao tipo tempo. Assegurando assim o caracter de invariante/
de Lorentz - do térmo de Self-Energy 'a duas dimensoces e com

massas reais I (p).

A.I1X-2. Modelo bidimensional com massas complexas.

Vamos fazer agora a discussao da mesma integral a duas

dimensdes mas usando uma massa complexa que sera aqui repre

‘sentada por M.

§(k2-m?) g2y (A.IX-17)

M
I(p,m,M) (p-k)szZ

Novamente podemos escrever I(p,m,M) sob a forma de/

. ] rmos em Ky
uma soma de dois térmos, depoils de integra

I(plmrM) = I (p;m;M) + IZ(PrmrM)

- A.IX.10).
onde I € definido em (A.IX-4) e I» em ( )
d 1
a ref.
- 1, (p,m,M) & discutido por sudarshan n
O termo I, (p.M/

ges) onde & mos :
arianga relativistica. Assim /

trado que cCOm O MEeSmO.
(16) (em quatro dimens

2 5 inv
ndo h3 problemas quanto .
penas com © we

1l1s definida por -

rmo Iz (p,m/M)e.
nds nos preocuparemos 2 '

jave
Introduzimos @ var

2
2 ]
s = (w, ~ wy) P

g

TR

T iy
ek
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]
i
!
|

S = ReS + iIms

A parte imaginaria de s & dada por

Ims= B{l-»/z (k1 “+m?) /{B‘+(a+(p1-k1)‘)‘}”‘ = (a+ (p1- kl)‘)}(A.IX-19)

onde M?= a + iR
(A.IX-19-a)

Enquantc que a parte real & dada por

ReS = (ki%+m %+ (ki-p1)? + a -p,2) ( )
A.IX-20

-v2(k; “+m*) /AR +{a+(ki-p1) *) 17 + (o +(p1-k1)“)

A partir de (A.IX.19) e (A.IX.20) inferimos que

lim Ims -B(El) + ; 0
k;+t ki
(A.IX-21)

1im ResS = -EL (p12+ o) + 0
kl"'i‘x’ kl

para p1>0

Os pontos para 0S quais Ims =0 satisfazem a condigao:

¥
82 + g_'l"(_k_l_'_'ﬁt_)__ =1 (A.IX-ZZ)
4(k12+m2)2 (kp 2+ m°)

(A.IX 22) concluimos que teremos a curva s (k) cor
De . IX-

o cinco vézes. Duas solugoes de

axim
tando o eixo real no maxi ]
' k=t Além disso, quando s € - pura
(A.IX-22) correspondem & %177 : ot matd
deve ser obrigatariamente negativo (o .
mente real, s dev , |
i base nessas
tard O eixo real negativo.Com Dase 7
L corta :
°9e & owE car uma forma aproximada da curva.
g tra

consideragdes podem

.d s diversas possibi
ag traceld

as representam @

As linh a0 passo que as 1linhas cheias

lidades para @ form 2+ico de s que é dado por




(A.1X-20) e (A.Ix-21y.

/ ‘
Il ]
l F)
I
/ ’
r /
/
/
’ -
A)
¢ » L,
T "
"y A
! d id ' 4
.~ ‘-J- -~
] ¥
N

(a) fig.(A.IX-3) (b)

Os graficos da fig.(A.IX.3) correspondem a curva /

s = (wm(—}z)—wM(E—-}E)z- p? um grafico semelhante serd ob

tido quando considerarmos a curva s = (w_(k) -wa(p‘-ki))z— 'plz

(os w. sio definidos a partir de (A.IX.18) . Com a Qinica di

3. .
ferenga que agora as linhas cheias estarao no segundo e quar

to quadrantes. De acdrdo com a fig. (A.IX.4) (ou possiveis /

variantes como (A.IX.3b)

e e e = i e o A e -}
e e T

TR e e e




& Para o caso de R<<<l on
de B e definido em (a,1x 19.a). Na 4
© NeéSse caso (A.IX-19) se es
creve = 1
ImS = g { 1= &f%-m\z k
: A.IX-23 {
o+ (kl"Pl ) 2 ( ) :
i
A Passo que para (A.IX-20) temos ats ordem B2 E1I
I
i
Res= (K1 *+m 2+ (k1=p;) 2+a=p, 2) ~a/K  Tom?2 %2~ B2 YR TmT
pl 1 m ./CH'(PI le 4 (u+(pl—kl)z)—¢;:
2 T2 I
s s'(ky,m ,7a I | k;“+m _
( 1 r IPI) 4 (a+(p1_k1)7)- a+(p1-k1)2 (A.IX 24)
O ponto de ramificagao sera denominado sq. Assim
So = (m-M)? (A.IX-25)
g
Até ordem B? sua parte real e imaginaria sera dada/ iL |
n:
' i
BBl b
By | ~ :
InS, = 8 ( 1= g (A.IX-26) |
ReS, (m 4o /a- .I
Existem valdres de ki para os quais Ims>Ims,. Desde L
que existem valdres de ki paxd Ds HHA _ ¢
— m (A.IX-27) [
24m? > B (1-=—) ' s
(1~ |5 ;! /s -
existem soluqoes para a desigual
Para mostrarmos que 4
dade Res>Res,. Consideremo= ™ i
| (A.IX-28) |
k1M = = ll(
IX-28) N
. r Aok i
para k; dado P° 4
. - b
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M, _ 2
reS(k1 )= (Vo -myz - B2 m [ |
do /g %;;E;::;:I) (A.IX~29)
Yo

Comparando (A.IX-29) c

Oom (A.IX~26) notamos que pon-

=kM .
1 Ssatisfazen

2
S'(klrmr"/a-rpl) - & -——l.______ k;2+m2

tos na vizinhanga de kK,

2
>(m -/g) 2~ 8- M
4 (o+(p;-k,)? a+(py=k; )2 (m -/a) o I
Concluimos assim que ata ordem g2 (A.IX-30)

a curva pode con-
tornar O ponto de ramificagdo. Isso serd verdade se o conjun

to intersecgao de (A.IX-27) e (A.IX-30) £0r diferente de ze

ro.

Para mostrarmos que a curva contorna o ponto de ra
mificagao, iniciaremos pela analise do comportamento de cur
va somente até ordem B. Nessa ordem

ReS=S' (k;,m,vo,p1)
k12+m2

L= g b= d+(P1-k1)Z) (A.IX-31) I
ReSo=(m -/a)* .
m

Usando (A.IX-23,24) tragamos um graﬁico AR eSS D it
‘ lguns pontos no gra K

de s no plano complexo, representando 219 F Et
fico da fig. (A.IX-5) i
b Res o

; i

L

(A

1 i

L

3 "‘

//// Ins B

i
®
I i
H
L
gig ATXS i



Sl= SO:((m _‘/a)z ) -
r B(1- M
%) (. pm
Sr= ((m -/avpT) 2 m-vYa
DB L] Tm
53——— ((W_ /-
o )?, _1m5+ 2
nT T k.= P12te-m?
1= 2p

de ramificacao. Ate segunda ordem, a parte imaginaria Sy

se altera mas introduzimos uma Pequena corregao a parte real.
Essa pequena COrregao nao altera a estrutura geral da curva,
mas ela € suficiente para fazer com que no ponto de ramifica
gao a curva o contorne como pode ser concluido a  par
tir de consideracgoes anteriores. Como a curva contorna o pon
to de rami ficagao para valdres pequenos de B, resta verifi -
car gque O mesmo ocorre para qualquer B.

Verificaremos agora que para qualquer M (sem a condi

cao Im M2<<1l) o contdrno rodeia o ponto de ramificagao.

Aqui usamos um argumento sobre invarianga de Lorentz.

o =ImM? pode-se con
Como jia vimos, para pequenos valores de B P

tornar o ponto de ramificagdo. Vamos supor que para um detex

minad lor de M? (ou de M) atingimos o ponto de ramifica-
o va ; :

¢ao. Assim supomos que

s = (M-m)?
=0 [fwi=n
No S.C.M. isto implica ki
W2=M*
. | ' A.IX-32
wi= vk ZFm®
o /(kl—pl)‘ﬂr‘- do de Lorentz
' ado
K= k,-p) o ¢ ransorm |
Num outro sis . )z-plz
M*V g = (w1=W2
- /
k= mv Ky =~




gevido ao fato ge

N? Re
- al (Pojig © B3o k, ¢ K,

mas

M
—~ = N? Com

Donde para '
P qualquer M o contdrno rodeia o ponto de ra
mificagao.
Levando em conta os cilculos das duas primeiras

par

tes dessa segao, uma rapida substituigdo nos leva finalmente/

& seguinte expressao para o térmo I, (p,m,M).

I,(p,m,M) = 2 os L A.IX-33
Y(s- (m-M)J(S~ (m¥M) ?) p2- s

&

onde C & o contorno da fig. (A.IX-6).
A

(nn)?

/
O

fig.A.IX-6

esent
i desse trabalho apre . -
o onde em cada uma varia,

amos alguns graficos

da curva sxk;. Fizeme

- e P1°
mos os parametros o, B

———




e 111.
p.X. 0 termo de Self-gpe, .
' ——_xhergy,

ratorio P tal forma GJue p (0 0 ).

e COIlSldeI axemos de = /P3 Nesse
t ConSideIe"lOS a inte ra m, m defllll
Sls ema . g l quadrimensional I(p )

.
dl’k G(k -m )

J (P'k) 2'11‘\12

[
S
I

- ( 6(k2—m2) d'-lk
J (p"—k")2'(P73“k3)2ki-ky2-m .

i

Introduzimos agora coordenadas cilindricas

kx= 1l cosé¢ ky= 1l sen¢ k= k3

Entao devido & simetria podemos integrar (A.X.l) em

¢ obtendo
s 0]

I(p.m,mi)= 27 J 141

.0

§ (ko2-ka?-m® (1)) dcodk s
(po—ko) 2= (pa-ks) 2"miz (1)

Integrando agora em ko, , obtemos para (A;Xfl)

w ;
(1) +Iz(p,m (1) ,my (1))
I = 41 (I (p,mi (1)
(Prm,mi) 27 J 1l 1
0

1

'mi)- e .12 (pr

em (A.IX-4) e (A.IX-10)/, © a

mi(l) _ /azfi‘TT

e I2 © térmo de S

Em térmos de I

A ” (1) ,m
(p,m 1y
ZJ 1dl 5 Ai{Il- p
v}

F(p) = 2ma ‘mz—M2|

I'a o0 sistema do labo

(A.X-2)
ml,mi) sao definidas

(a.X-3)

elf-Enerdgy se escre-

(1)]+I2 (pom(1) oy (1D}

(A.X-4)

e

e T e e
e

THE L G

B




Devido ao fato ge existj
r

- . uma a -
neiro termo (integral ge I (o Nalise detalhada do pri

vm(R.) I (2))
; ; na referénci

mos a estudar i : = L8 vpas
sare Penas o Segundo termo a :
) | que serj denominado de
(¥ (p
2 w
pre(p) = 20mm?-M2)2 | 147 5

i AiIa(p.mcl),mi(l) (A.X-5)

De acordo ; -
Com a discussdo feits no apendice (A.IX), o

' do I - ,
IREEgERR 2 (p/m(1) 'mi(l)) € definido através de uma integral ao

longo de uma curva no plano complexo. fig, (A.IX-6). Bste contdrno

de integragao depende das "massas" que variam de m, ate o, bem
como do momento P,- Podemos recapitular suas caracteristicas prin
cipais: €le passa pela origem, contorna o corte de ramificagcao /
m(l) - m, (1))% e o respectivo corte da raiz quadrada. Nao corta
0 eixo real positivo, mas corta o eixo real negativo para um va-
lor de s<-52 e volta novamente a passar pela origem, O pénto /

s = -p? g6 & cortado pelo contdrno com l+=.
Para p tipo tempo (p*>0) nds podemos deformar o contdr

no de integragao de tal forma a integrar a variével_ s definida em

A.IX-18 e r (1) dado por A.X-6. Isto éera ilustrado pela fig.A.X-1l.
i

fig.AX-1




Assim,

Usand
. ado
F(z)(p)- 2na(m’-M’I’I£ A, 141 4 Al por
o = ds b
onde T (1, I () an)Tmi(T?)z(s—(ml (D+m, (1) ¥}
1 n +1 - m)z i
llo
um F (1) = = (L _1,, -1, 78
1+0 4 LI L i (A.X-6)
2 2y2 u
lin Fy (1) = mm
. 412 (A.X-7)
Definindo
Rl(l) = (/r_n7'+_17 + m)z (A.X-8) ‘t
teremos ' ‘
lim Ri(1l) = 12 (A.X-9)
1>
Em termos de ]"i(l) e Ri(l) (4-53) se escrever _
- ) ) %
P2 (p)= 8 ma(m2-M?)? I a, | 1dl — L
| . /ls—r, (M1 (s-RL(1)) p*-s A
0- 0
(A.X-10)

o )
Analisemos agora O comportamento de F( )(p) apenas

Para valores muito grandes de 1. Introduzindo um parametro / : g

h>>>1 e usando as expansaes A.X-7.e A.X-8 e efetuando aproxi

Magdes teremos nesse limite )
dl . (A.X-11) ;
(2) 2 _(m, 2_m?) - ‘:]
F‘assint,(P)= g T& (m2-M?) E By(m 1 E

erm da -
tir de A x-11 vemos que cada termo separa
A partir . : s e
: fA,(m -m)=0,P
omo 1
Mente e divergente, no entanto € i i

T0s escrever

R itOSo
_ rérmos fin
F (%) (i =0 *

assint.




| 114.
Concluimos asgip que r(2)

. ( ) n a - .
te para P tipo tempo (0 < p? a0 e um térmo divergen-

rar
|pl>>> 1

-5
b) |P| Pequeno

No caso
(a) valem as massas consideragdes do caso on-

de p € tipo tempo. No entanto para o caso (b) ao modificarmos o

contorno de integragao de tal maneira que os limites de integra- 3
¢ao estejam sobre os cortes (comc fizemos no caso anterior) deve
mos nos lembrar de levar em conta a singularidade dentro do con

torno de integracgao de acordo com a figura A.X-2.

b
A

®-

%

.fig.:ALX-Z . ;
Entao podemos escrever:

F(2) (p) = (termO

do polo) * (térmo da eq.A.X-10)
gundo t&rmo, passaremos a con- :

o do polO que

Siderar o térm 2ds 1 \
141 I B¢ _7;:;7—1 SRi(1)) Pp>-s ;
i

2
72 (poro)= 27afm’ ! [ 71

2
_ —(zmiafm ™ 7 0



(A.X-13)

. Portan

fiqg.

fig.A.X-3
A maneira mais natural para efetuarmos essa continua-

¢ao analitica & por meio da extensdo dos resultados obtidos para

P tipo tempo (ou p tipo espago com |p|>>> 1|. Esta & uma continua
¢ao analitica por meio de uma extensao natural dos resultados.

A natureza dessa divergéncia ndo & de todo desconheci
e de conclusoes.

da. Maiores detalhes sao dados na part

' +out
eradores a0ut gy e ATOUH(T).

A.XI. Relacdes de Comutagao dos OF

. de (3.52)¢ (3.53), (3.54) e (3.57) obtemos pa
A partir . et
o do operador a%"" (k)

rYa a relagao de comutaga _
" (A.XI-1)

0 it
BV ) a0 o] B b
5 vy (£, UE k') (E7k,MUE k") }
J Rk 'Uf*i')(fko'"Uf k=52
d¥%'{ (& k.
33 foram definidas no capitulo 3.

- T ik A

i
i
i
w
E
:.v
1
i‘
i




(ERK,mUue*kry = = (620 <1 4n (A.XI-2)

kl ' = - -

Podemos escrever pPara (A.XI-1)

[Aout (E) 'Aout (Eo)_] =Jd3;ds;,dafg,{w_
£ % .aG’c;—T)mxB w ek (3?,'1.'))B
S HERE T A nate e PR g G-
£ ()% ya (X' y-T)nas (ULER, (X /) g

Efetuando agora as reposigoes

-ikx : Y
g gikx
(43 | T 0 (=), 70 0-
&k » £k (x) = £F (x) £ e TR0 = £ (x]
£1.(x) £ (x]
0 0

£ ot i { g
Onde agora as fungoes £T ,f5 devem ser tais que satis

fagam a condigao (34%) no sistema que sofreu a inversdo temporal/

i ico atisfeitas:
- OU seja devemos ter as seguintes condigoes s

-17,(%) (A.XI-4)
-y - v g =0 .
ZJ'U L E}_éi? =0 y 51 K,i
U 4i 'l
. £)>
: oes £ 'k
Anidlogamente introduzimos as fung | omikx
0
( oikx £ Mgk |0
£ =)> -(=)>_ 0
RsE %= o =
0 0
0
0

1.4 =)
&k, (') % natsr e TR &,




C : :
1as fungoes f k(x), a saber OMpleteza satisfeita pe-

a%kre By, | "
r (X,"T (i)*'
J ) (£ BXY =Ty r= w{F) gas (220

onde
(A.XI-5)
10
+
M = - 00
00 M( ) - 0
W 0 7//
obteremos para (A,XI-3)
out aout - - -1 -
|a (ko) | = = (U Le%,not )y nu Lei,)
-1, +> e B
= - (U “Ek,nU “&ky)
' (A.XI-6)
= - (E%,novtERe) = - (£FnEKY)
=0
Analogamente seguindo o mesmo proce@imento obteremos
> =
out ,», .+out _ (g ko) = 63%(k-ko) .
(A7 ) A (ko)] = (Ekimt Ko (A.XI=7)

EK+°ut(i),A*°ut(Eo)}= 0
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