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Resumo

O efeito magnético quiral é um efeito quântico macroscópico em que se observa a

geração de uma corrente elétrica induzida pelo desequilíbrio da quiralidade de férmi-

ons na presença de um campo magnético externo. Este efeito já foi observado experi-

mentalmente e tem atraído grande interesse. Sua teoria e aplicações estão em fase de

desenvolvimento.

Neste trabalho construímos um modelo pseudoclássico de um sistema de interesse

para o estudo do efeito magnético quiral, composto por férmions quirais massivos que

interagem com um campo eletromagnético externo e com um campo de matéria atra-

vés de interação eletrofraca. Para isso, o sistema é descrito por uma equação de Dirac

modificada e é aplicado o método de representação por integrais de trajetória de uma

função de Green desenvolvido por E. S. Fradkin e D. M. Gitman [1]. Para compro-

var a validade do modelo obtido, verificamos que a quantização de Dirac do modelo

recupera o sistema inicial.

Além do modelo pseudoclássico, foi possível também obter outros resultados iné-

ditos para esse sistema, como a representação da função de Green causal por integrais

de trajetória (formulação de Feynmann da mecânica quântica) e a teoria Hamiltoniana

com vínculos do sistema.

Palavras-chaves: Efeito magnético quiral, modelo pseudoclássico, integrais de trajetó-
ria.



Abstract

The chiral magnetic effect is a macroscopic quantum phenomenon in which the ge-

neration of an induced electric current is observed due to the imbalance of the chirality

of fermions associated with the presence of an external magnetic field. This effect has

been observed experimentally and has been attracting great interest. Its theory and

applications are still currently in development by the scientific community.

In this work we built a pseudoclassical model of a system of interest to the study

of the chiral magnetic effect, composed of massive chiral fermions that interact with

an electromagnetic field and with a matter field through electroweak interaction. For

this study, the system is described by a modified Dirac equation and the method of

representation by path integrals of a Green function developed by E. S. Fradkin and D.

M. Gitman [1] is applied. To prove the validity of the model, we verified that the Dirac

quantization recovers the original system.

Besides the pseudoclassical model, other unprecedented results were possible to

obtain about this system, such as the representation of the causal Green function by

path integrals (Feynmann’s formulation of quantum mechanics) and the Hamiltonian

theory with constraints to the system.

Keywords: Chiral magnetic effect, pseudoclassical model, path integral.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A construção de modelos pseudoclássicos começou em 1975, quando F. A. Berezin

e M. S. Marinov, com o objetivo de encontrar uma maneira de formular a mecânica

Hamiltoniana para sistemas que possuem spin, investigaram o uso da álgebra de Gras-

smann. Os elementos desta álgebra anticomutam, com eles formamos variáveis que

comutam (variáveis de Grassmann pares) e variáveis que anticomutam (variáveis de

Grassmann ímpares). As variáveis pares e ímpares de Grassmann são elementos de

uma outra álgebra, formulada posteriormente por F. A. Berezin e chamada de álgebra

de Berezin. Usamos essa álgebra para descrever sistemas com spin semi-inteiro [2].

Ao encontrarmos a ação de um sistema temos o seu modelo clássico, no entanto,

quando obtemos a ação de um sistema escrito com as variáveis de Grassmann, esse

modelo é chamado de pseudoclássico.

No ano seguinte, Berezin e Marinov desenvolveram essa teoria e a aplicaram em

alguns sistemas [3]. Obtiveram a ação do sistema composto por uma partícula não re-

lativística com spin 1/2 e a quantizaram, a quantização forneceu a eles a teoria usual

de uma partícula não relativística com spin 1/2, confirmando a validade da ação ob-

tida. O mesmo foi feito com o sistema descrito pela partícula relativística com spin 1/2.

Outros autores também investigaram este último sistema [1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

Outros sistemas foram propostos, como a generalização da ação pseudoclássica de

uma partícula com spin semi-inteiro e com momento magnético anômalo, desenvol-

vida na Ref. [12], e uma versão não comutativa da ação de Berezin-Marinov, que foi

construída na Ref.[13].

Na referência [14] é apresentado um modelo pseudoclássico cuja quantização re-

produz a teoria das partículas de Weyl; além disso, neste mesmo trabalho, foi anali-

sado também um modelo pseudoclássico para partículas relativísticas com spin 1, no

caso de uma ação com o termo de Chern-Simons e para os casos com e sem massa. Ao

final, esta referência mostra que a mecânica quântica construída para o caso massivo é

equivalente à teoria da Proca e à teoria de Maxweel no caso sem massa.

O modelo pseudoclássico para uma partícula de Dirac massiva em 2 + 1 dimensões

foi construído na Ref.[15] e generalizado para os casos de dimensão par e ímpar nas
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Ref.[16, 17, 18, 19]. Ações pseudoclássicas de partículas com spin semi-inteiro em um

background não-abeliano e em um campo de torção foram propostas nas Refs. [20] e

[21], respectivamente.

Nos trabalhos citados acima é possível observar diferentes formas de se obter e

quantizar modelos pseudoclássicos. Dentre elas esta o método de E. S. Fradkin e D.

M. Gitman, usado neste trabalho, onde a função de Green causal do sistema é repre-

sentada através de integrais de trajetórias, as integrais também são feitas ao longo das

trajetórias associadas com as variáveis de Grassmann [1]. Ao final do processo é obtido

o modelo pseudoclássico e a sua representação por integrais de trajetória. As repre-

sentações por integrais de trajetória são frequentemente um método eficiente para o

cálculo de propagadores, veja por exemplo [22, 23]. Elas também fundamentam o cha-

mado método da linha de universo na teoria das cordas e na teoria quântica de campos,

veja por exemplo [24].

Outra linha de pesquisa relacionada a esta, é a construção de modelos de partículas

relativísticas, ainda representadas por integrais de trajetória, porém escritas exclusiva-

mente com variáveis bosônicas. Estes modelos são capazes de descrever efeitos físicos

mais claramente, no entanto, a sua estrutura, como regra, é tecnicamente mais compli-

cada que a estrutura dos modelos pseudoclássicos.

O trabalho [25] mostrou que é possível obter uma quantização que reproduz a me-

cânica quântica de partículas com spin semi-inteiro por meio desses modelos que usam

variáveis bosônicas. E, recentemente, a referência [26] mostrou que trajetórias bosô-

nicas de um modelo clássico que descreve férmions quirais sem massa em um campo

magnético externo podem ser usados para calcular o efeito magnético quiral.

O EMQ é um efeito quântico macroscópico que ocorre em sistemas que possuem

férmions quirais carregados e que interagem com o campo magnético. Ao expormos

estas partículas a um campo magnético ocorre uma quebra da invariância por rotação

destes férmions, criando uma orientação preferencial para seus spins semi-inteiros, o

que gera uma diferença no número de partículas de mão-direita e de mão-esquerda do

sistema, induzindo a geração de uma corrente elétrica anômala na direção do campo

magnético.

A primeira descrição teórica do EMQ foi feita, aparentemente, por A. Vilenkin em

1980 [27]. Neste artigo foi estudada a interação entre partículas de mão-esquerda

carregadas, sem massa, e o campo magnético; foi obtida uma corrente de partículas

carregadas na direção do campo magnético. Outro sistema estudado neste trabalho foi

o dos férmions massivos e carregados que interagem por meio da força eletrofraca. No

entanto, na ordem mais baixa da teoria de perturbação, a análise realizada indicou a

ausência de uma corrente anômala gerada no sistema.

Nos anos de 1978 e 1979, Vilenkin já havia obtido, teoricamente, a geração de uma

corrente anômala para o caso de partículas sem massa e de mão-esquerda, mas, di-
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ferentemente do trabalho de 1980, elas estavam em rotação, o que gerou uma cor-

rente paralela ao vetor da velocidade angular [28, 29]. Esses trabalhos despertaram

um grande interesse no estudo do efeito magnético quiral - veja, por exemplo, as refs.

[30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

Uma revisão histórica mais detalhada do EMQ pode ser encontrada na ref. [41], na

qual destaca-se a observação deste efeito nos semimetais de Weyl [42, 43, 44, 45, 46,

47, 48] e a relação do efeito com a anomalia de Adler-Bell-Jackiw [51, 52].

O efeito magnético quiral foi observado experimentalmente, pela primeira vez, no

semimetal de Dirac ZrT e5, por meio do experimento [49]. Os autores mostraram que a

observação do efeito se torna possível devido a uma transformação efetiva do semime-

tal de Dirac em um semimetal de Weyl quando exposto a campos magnéticos e elétricos

paralelos. Existem também hipóteses sobre a ocorrência deste efeito na cosmologia, a

saber, nos processos associados à supernovas [50], e nos processos de colisões de íons

pesados [53].

Além disso, o trabalho [26] também estudou o comportamento semiclássico de lí-

quidos de Fermi próximo à superfície de Fermi [54]. A análise deles é baseada na ação

clássica de partículas de Weyl carregadas e de spin 1
2 . Um dos resultados obtidos é o de

que as trajetórias da ação clássica do sistema podem ser usadas para calcular a corrente

de férmions carregados, já que elas fornecem o valor exato da corrente gerada. Este é

mais um exemplo da importância do estudo de modelos clássicos e pseudoclássicos.

A referência [55] obtêm as soluções exatas de uma série de equações de Dirac que

incluem o potencial efetivo responsável pela interação das partículas com o campo de

matéria. Para estudarmos o efeito magnético quiral usamos a seguinte equação retirada

do artigo [56]: [(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m−γµ

(
V
µ
L (x)PL +V

µ
R (x)PR

)]
Ψ (x) = 0, (1.1)

onde V
µ
L,R(x) são os potenciais efetivos da interação eletrofraca entre o campo de maté-

ria e os elétrons de mão direita e de mão esquerda respectivamente. PL,R = (1∓ γ5)/2

são as projeções quirais, e γµ com µ = 0,1,2,3 e γ5 = iγ0γ1γ2γ3 são as matrizes gamma

de Dirac.

A equação de onda relativística acima descreve férmions quirais que interagem com

o campo de matéria, através da força eletrofraca, e com o campo eletromagnético. A

referência [56], estudou o comportamento das partículas quirais expostas ao campo

magnético, e se podemos esperar, no limite quiral, o aparecimento de correntes anô-

malas devido à interação com o campo da matéria. O estudo da geração desta corrente

pode ser feito de modo similar ao feito por Vilenkin [27], onde foi feita a análise das

soluções da equação de Dirac modificada, ou como foi feito no trabalho [26], onde foi

usado a ação clássica. No entanto, neste trabalho vamos focar na construção do modelo
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pseudoclássico e na sua quantização.

Divisão do trabalho

No capítulo 1, introdução, foi feita uma revisão de alguns dos modelos pseudoclás-

sicos já desenvolvidos e do Efeito Magnético Quiral.

Nos capítulos 2 e 3 estudaremos o artigo de Fradkin e Gitman que inaugura o mé-

todo aqui usado para obter modelos pseudoclássicos [1]. As contas deste artigo são

refeitas com o objetivo pedagógico de compreender o método. Vale lembrar que este

método parte da equação quântica do sistema e ao final do processo obtemos a sua

função de Green causal escrita como uma integral de trajetória.

No capítulo 4 aplicamos o método aprendido nos capítulos anteriores em um novo

sistema: o sistema de férmions quirais que interagem com o campo de matéria, o que

nos fornece o seu modelo pseudoclássico. Na segunda parte do capítulo 4 quanti-

zamos o modelo pseudoclássico obtido, com o objetivo de verificar se o resultado da

quantização de Dirac nos fornece a equação quântica com que iniciamos o processo de

construção do modelo pseudoclássico do sistema, usamos a referência [57]. E por fim,

no capítulo 5, apresentamos a conclusão do trabalho.

Nos próximos parágrafos detalho os modelos estudados em cada um dos capítulos.

No capítulo 2 refazemos as contas do artigo [1] que constroem o modelo clássico

de uma partícula escalar relativística que interage com um campo eletromagnético

externo e é descrita pela equação de Klein-Gordon modificada para incluir o potencial

eletromagnético: [(
i∂µ − gAµ(x)

)2
−m2

]
Ψ (x) = 0.

No capítulo 3 também refazemos as contas do artigo [1] que constroem o modelo

pseudoclássico de uma partícula com spin semi-inteiro, massiva, que interage com o

campo eletromagnético externo e é descrita pela equação de Dirac modificada para

incluir o potencial eletromagnético:[(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m

]
Ψ (x) = 0.

E no capítulo 4, aplicamos o método apresentado nos capítulos anteriores ao sis-

tema descrito pela eq.(1.1). Este sistema e o sistema do capítulo 3 são descritos por

equações de Dirac modificadas, quando aplicamos o método nestes dois sistemas ve-

mos muitas semelhanças nos processos que devem ser feitos, por isso, muitos dos re-

sultados usados no capítulo 3, são usados no capítulo 4 e estão melhor detalhados no

capítulo 3.
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CAPÍTULO 2

Modelo clássico de uma partícula de Klein- Gordon que

interage com o campo eletromagnético

Neste capítulo iremos reproduzir as contas da referência [1]. Este passo é impor-

tante para que possamos ter uma visão geral do método desenvolvido por Fradkin e

Gitman. Vamos obter, como na referência estudada, a ação clássica para a seguinte

equação de Klein-Gordon modificada:[(
i∂µ − gAµ(x)

)2
−m2

]
Ψ (x) = 0, (2.1)

onde utilizamos que a métrica ηµν = diag(1,−1,−1,−1), Aµ(x) é o potencial eletromag-

nético externo, com µ = 0,1,2,3, e g é a carga elétrica.

Esta equação descreve o sistema composto por uma partícula escalar relativística

que interage com um campo eletromagnético externo. Nas contas seguintes usaremos

que |x〉 e |y〉 são os autovetores dos operadores posição Xµ e Y µ, respectivamente, que

Pµ é o operador momento linear e que estes operadores e autovetores satisfazem as

seguintes relações:

Xµ|x〉 = xµ|x〉, 〈x|y〉 = δ4(x − y) ,
∫
|x〉〈x|dx = I, (2.2)[

Pµ,X
ν
]
−

= −iδνµ , Pµ|p〉 = pµ|p〉, 〈p|p′〉 = δ4(p − p′),∫
|p〉〈p|dp = I, 〈x|Pµ|y〉 = −i∂µδ4(x − y), 〈x|p〉 = (2π)−2eipx,[

Πµ,Πν

]
−

= −igFµν(X), Πµ = −Pµ − gAµ(X).

2.1 Ação clássica

Para iniciarmos este processo devemos primeiro escrever a eq.(2.1) em função da

sua função de Green causal Dc(x,y), que satisfaz a equação abaixo:[(
i∂µ − gAµ(x)

)2
−m2 + iε

]
Dc(x,y) = −δ4(x − y), (2.3)
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De acordo com Schwinger [58], podemos escrever a função Dc(x,y) como um elemento

de matriz do operador Dc,

Dc(x,y) =
〈
x |Dc|y

〉
.

Usando a equação acima, temos que
∫
|z〉〈z|d4z = I e 〈x|y〉 = δ4(x − y). Assim, a eq.(2.3)

pode ser escrita como∫ [(
i∂µ − gAµ(x)

)2
−m2 + iε

]
〈x |z〉〈z|Dc

∣∣∣y〉d4z = −〈x
∣∣∣y〉 .

Definindo os termos
(
i∂µ − gAµ(x)

)
como o operador Πµ = −Pµ−gAµ(X), podemos obter

que ∫
〈x|

(
Π2
µ −m2 + iε

)
|z〉〈z|Dc

∣∣∣y〉d4z = −〈x
∣∣∣y〉 ,

〈x|
(
Π2
µ −m2 + iε

)
Dc

∣∣∣y〉 = −〈x
∣∣∣y〉 .

Do resultado acima, podemos escrever(
Π2
µ −m2 + iε

)
Dc = −I,

e, assim, obter o valor de Dc,

Dc =
(
−Π2

µ +m2 − iε
)−1

.

Dc, por sua vez, é um operador de Bose e pode ser escrito como

Dc = i
∫ ∞

0
e−iĤ(λ,X,P )dλ,

onde Ĥ(λ,X,P ) = λ
(
−Π2

µ +m2 − iε
)

e λ é o tempo próprio.

Os passos feitos até agora podem ser resumidos em

Dc(xout,xin) = 〈xout |Dc|xin〉

=
〈
xout

∣∣∣∣(m2 −Π2 − iε
)−1∣∣∣∣xin

〉
=

〈
xout

∣∣∣∣∣i∫ ∞
0
e−iĤ(λ,X,P )dλ

∣∣∣∣∣xin

〉
,

onde xin e xout são, respectivamente, as posições iniciais e finais de Dc(xout,xin).

O próximo passo é escrever a última linha da equação acima como uma integral de
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trajetória. Para isso, vamos provar que

Dc(xout,xin) =
〈
xout

∣∣∣∣∣i∫ ∞
0
e−iĤ(λ,X,P )dλ

∣∣∣∣∣xin

〉
(2.4)

pode ser escrita como

Dc(xout,xin) = i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπexp

[
i

∫ 1

0

[
−Ĥ (λ,x,p) + pẋ+πλ̇

]
dτ

]
.

Começamos escrevendo a eq.(2.4) como

Dc(xout,xin) = i
∫ ∞

0
dλ

〈
xout

∣∣∣∣∣[e−iĤ(λ,X,P )/N
]N ∣∣∣∣∣xin

〉
,

assim:

Dc(xout,xin) = i
∫ ∞

0
dλ

〈
xout

∣∣∣∣e−iĤ(λ,X,P )/N e−iĤ(λ,X,P )/N · · ·e−iĤ(λ,X,P )/N
∣∣∣∣xin

〉
.

Agora é preciso transformar a integral sobre a variável λ em uma integral sobre

a trajetória λ(τ), parametrizada pelo parâmetro τ ∈ [0,1] e satisfazendo as condições

de contorno λ(0) = λ0, x(0) = xin e x(1) = xout. Para isso, devemos inserir N vezes a

equação I =
∫∞
−∞dλmδ (λm −λm−1) eN −1 vezes a equação I =

∫∞
−∞dxl |xl〉〈xl | na equação

acima, com m = 1,2, . . . ,N e l = 1,2, . . . ,N − 1. Com isso, obtemos que

Dc(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
−∞
dx1 . . .dxN−1dλ1 . . .dλN (2.5)

×
〈
xout

∣∣∣∣e−iĤ(λN ,X,P )/N
∣∣∣∣xN−1

〉
δ (λN −λN−1)

× 〈xN−1|e−iĤ(λN−1,X,P )/N |xN−2〉δ (λN−1 −λN−2)

× . . .〈x1|e−iĤ(λ1,X,P )/N |xin〉δ (λ1 −λ0) ,

onde xout = xN e λf = λN .

Para cada um dos termos 〈xk |e−iĤ(λk ,X,P )/N |xk−1〉 da equação acima, a exponencial

pode ser expandida em série de Taylor:

〈xk |e−iĤ(λk ,X,P )/N |xk−1〉 ≈ 〈xk | Î − iĤ(λk ,X,P )/N |xk−1〉 . (2.6)

Através do ordenamento de Weyl, transformamos o operador Ĥ(λk ,X,P ), no símbolo

de Weyl H(λ,x,p). Para esse sistema o símbolo de Weyl é escrito como

H(λ,x,p) = λ
(
P 2 −m2 + iε

)
, (2.7)

onde Pµ = −pµ −Aµ(x).

7



O elemento de matriz da eq.(2.6) pode ser escrito em termos do ponto médio (xk +

xk−1)/2 do símbolo de Wey - veja a ref. [59]. Com isso, obtém-se que

〈
xk

∣∣∣Î − iĤ(λk ,X,P )/N
∣∣∣xk−1

〉
=

1

(2π)4

∫ [
1− iH

(
λk ,

xk + xk−1

2
,pk

)
/N

]
ei(xk−xk−1)pkdpk .

O termo entre chaves da equação acima pode ser escrito como uma exponencial apro-

ximada:〈
xk

∣∣∣Î − iĤ(λk ,X,P )/N
∣∣∣xk−1

〉
=

1

(2π)4

∫
e−iH

(
λk ,

xk+xk−1
2 ,pk

)
/N ei(xk−xk−1)pkdpk +O

(
∆T 2

)
.

Desse modo, cada um dos termos da equação (2.5) com a forma
〈
xk

∣∣∣Î − iĤ(λk ,X,P )/N
∣∣∣xk−1

〉
pode ser substituído pela equação acima. Obtém-se, assim, que

Dc(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
−∞
dx1 . . .dxN−1dλ1 . . .dλN

dp1

(2π)4 . . .
dpN

(2π)4

×
[
e−iH(λN , xN +xN−1

2 ,pN )/N ei(xN−xN−1)pN δ (λN −λN−1)

× . . . e−iH
(
λ1,

x1+xin
2 ,p1

)
/N ei(x1−xin)p1δ (λ1 −λ0)

]
.

A partir daqui será usada a notação
∫
DxDλDpDπ em substituição a∫ ∞

−∞
dx1 . . .dxN−1dλ1 . . .dλN

dp1

(2π)4 . . .
dpN

(2π)4

dπ1

2π
. . .
dπN
2π

.

Inserindo a relação

δ (λk −λk−1) =
1

2π

∫ ∞
−∞
eiπk(λk−λk−1)dπk

na equação acima, obtém-se que

Dc(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπ

× exp
(
−iH

(
λN ,

xN + xN−1

2
,pN

)
/N

)
exp[i(xN − xN−1)pN ]exp[iπN (λN −λN−1)]

× . . .exp
(
−iH

(
λ1,

x1 + xin

2
,p1

)
/N

)
exp[i(x1 − xin)p1]exp[iπ1(λ1 −λ0)] ,

que pode ser escrita como
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Dc(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπexp

[
−iH

(
λN ,

xN + xN−1

2
,pN

)
/N + i(xN − xN−1)pN

+ iπN (λN −λN−1) + . . . −iH
(
λ1,

x1 + xin

2
,p1

)
/N + i(x1 − xin)p1 + iπ1(λ1 −λ0)

]
,

e, então, reescrita novamente como

Dc(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπ

× exp

i N∑
k=1

[
pk

(xk − xk−1)
∆τ

−H
(
λk ,

xk + xk−1

2
,pk

)
+πk

(λk −λk−1)
∆τ

]
∆τ

 .
No limite em que N →∞ (e, portanto, ∆τ→ 0), a equação acima se torna, finalmente:

Dc(xout,xin) = i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπexp

[
i

∫ 1

0

[
pẋ −H (λ,x,p) +πλ̇

]
dτ

]
.

Finalizamos com isso a prova de que a eq.(2.4) pode ser escrita como uma integral de

trajetória.

Aplicando este resultado ao nosso sistema e usando a eq.(2.7), encontramos:

DC(xout,xin) =i
∫ ∞

0
dλ0

∫
DxDλDpDπ (2.8)

× exp
[
i

∫ 1

0

[
pẋ+λ

(
P 2 −m2

)
+πλ̇

]
dτ

]
.

Para obter a integral de trajetória em sua forma Lagrangiana, é necessário, na equação

acima, integrar sobre o momento p. Para isto, é feita uma translação no momento,

pµ→ pµ + p̃µ, onde p̃µ é o momento clássico.

O momento clássico, por sua vez, é obtido a partir da equação

∂H
∂pα

= ẋα = −2λ [pα + gAα(x)] .

Com isso, obtemos

p̃µ = −gAµ(x)−
ẋµ
2λ
.

Com estes resultados vamos realizar as seguintes substituições na eq.(2.8):

pµ→ pµ − gAµ(x)−
ẋµ
2λ

, λ = e/2.

A substituição correspondente à translação no momento nos fornece uma integral em
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que é possível separar o termo do momento do restante dos termos:

Dc(xout,xin) =
i
2

∫ ∞
0
de0

∫
DxDλDpDπ (2.9)

× exp
[
i

∫ 1

0

[
ep2

2
− ẋ

2

2e
− em

2

2
− gẋA(x) +

πė
2

]
dτ

]
.

Com isso, a integral acima pode ser separada em três partes. A primeira parte é a

medida de integraçãoM(e),

M(e) =
∫
Dpexp

[
i
2

∫ 1

0
ep2dτ

]
,

a segunda parte é a ação invariante por calibre da partícula,

S = −
∫ 1

0

[
ẋ2

2e
+
em2

2
+ gẋA(x)

]
dτ,

com as transformações de calibre na forma:

x(τ)→ x(f (τ)), e(τ)→ e(f (τ))ḟ (τ), f (0) = 0, f (1) = 1,

as quais, em termos infinitesimais, podem ser escritas como:

δx = ẋε, δe =
d
dτ

(eε), ε(0) = ε(1) = 0.

A terceira parte é um termo de fixação de calibre,

SGF = −
∫ 1

0
πėdτ,

que fixa ė = 0.

A obtenção da eq.(2.9) e a sua separação em três termos encerra este capítulo, no

qual apresentamos o método para obter a ação clássica de um sistema relativamente

simples. Nos próximos capítulos realizaremos essencialmente os mesmos processos

aqui realizados. Entretanto, por se tratarem de sistemas fermiônicos serão necessárias

algumas adaptações, conforme serão discutidas a seguir.
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CAPÍTULO 3

Modelo pseudoclássico de uma partícula de Dirac que in-

terage com o campo eletromagnético

Neste capítulo também reproduzimos as contas da referência [1]. Este passo é im-

portante para que possamos saber aplicar o método de Fradkin e Gitman em sistemas

de férmions. Alguns dos processos do capítulo anterior devem ser modificados e ou-

tros são acrescentados. Como já feito no artigo [1], vamos obter a ação pseudoclássica

do sistema descrito pela seguinte equação de Dirac modificada:[(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m

]
Ψ (x) = 0. (3.1)

Ela descreve o sistema composto por uma partícula relativística com spin 1/2 que

interage com um campo eletromagnético externo. A métrica que usamos é a ηµν =

diag(1,−1,−1,−1), Aµ(x) é o potencial eletromagnético externo, com µ = 0,1,2,3, g é a

carga elétrica e γµ são as matrizes de Dirac que satisfazem a relação [γµ,γν]+ = 2ηµν .

Além disso, usamos também a matriz γ5 definida como γ5 = γ0γ1γ2γ3. Neste capí-

tulo são usados os mesmos operadores e autovetores definidos nas equações (2.2) do

capítulo 2.

Diferentemente do sistema do capítulo anterior, a partícula tratada neste capítulo

possui spin e é um férmion. Por essas razões, utilizaremos a álgebra de Grassmann e

dessa forma, o modelo que iremos obter ao final do método é chamado de modelo pseu-

doclássico. Os geradores dessa álgebra serão chamados de a1, . . . , an. Eles anticomutam

e o quadrado de um gerador é igual a zero:

akal + alak = 0, akak = 0, k, l = 1, . . . ,n.

Estes geradores formam polinômios, os quais, quando são compostos por um nú-

mero ímpar (par) de geradores da álgebra de Grassmann, são denominados variáveis

de Grassmann ímpares (pares). Variáveis ímpares anticomutam com variáveis ímpares;

por outro lado, variáveis pares comutam com variáveis pares e ímpares.

A derivada parcial de uma variável ímpar pode ser feita de duas formas. Supondo
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que χ seja uma variável de Grassmann ímpar, uma das formas de se realizar uma

derivada em χ é a chamada derivada pela esquerda, ∂l
∂χ , caracterizada pelo subíndice

l. Neste caso, a variável que será derivada deve ser deslocada para a posição mais

à esquerda do termo do qual ela faz parte e só então derivada. Esse deslocamento

pode ou não gerar uma mudança no sinal do termo que está sendo derivado, devido a

anticomutatividade das variáveis ímpares. A segunda forma de se realizar a derivada

é a derivada pela direita, ∂r∂χ , caracterizada pelo subíndice r. Nesta derivada, a variável

que será derivada deve ser deslocada para a posição mais à direita do termo do qual

ela pertence antes de ser derivada.

Estas são as propriedades da álgebra de Grassmann que serão utilizadas neste ca-

pítulo. Outras propriedades podem ser encontradas no capítulo 6 da referência biblio-

gráfica [60]. Variáveis pares e ímpares são elementos da álgebra de Berezin, F. A. Bere-

zin estendeu a álgebra de Grassmann nos fornecendo importantes resultados, alguns

deles serão usados na segunda parte do capítulo 4. A referência [57], e em especial o

seu apêndice D, trata da álgebra de Berezin.

3.1 Ação pseudoclássica

Para obtermos a ação pseudoclássica do sistema, iniciamos escrevendo a eq.(3.1) em

termos da função de Green causal do sistema, SC(x,y),[(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m

]
SC(x,y) = −δ4(x − y). (3.2)

É conveniente, no entanto, usarmos S̃C(x,y) = SC(x,y)γ5 no lugar de SC(x,y). Para isso,

multiplicamos a equação acima por γ5, da seguinte maneira:

γ5
[(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m

]
SC(x,y)γ5 = −γ5δ4(x − y)γ5.

Além disso, no lugar das matrizes γµ e γ5 usaremos as matrizes Γ n, com n = 0,1,2,3,4:

Γ µ = γ5γµ, Γ 4 = γ5, µ = 0,1,2,3.

Estas matrizes satisfazem a relação:

[Γ n,Γm]+ = 2ηnm, ηnm = diag(1,−1,−1,−1,−1).

Com essas transformações, a eq.(3.2) é escrita como[(
i∂µ − gAµ(x)

)
Γ µ − Γ 4m+ iε

]
S̃C(x,y) = δ4(x − y).
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Segundo [58], é possível escrever a função S̃Cαβ(x,y) como um elemento de matriz do

operador S̃Cαβ ,

S̃Cαβ(x,y) = 〈x|S̃Cαβ |y〉,

onde os subíndices α,β são índices espinoriais e serão desconsiderados a partir daqui.

De forma semelhante ao feito no capítulo anterior, obtemos o valor de S̃C :

S̃C =
(
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)−1

,

onde
(
i∂µ − gAµ(x)

)
é escrito como o operador Πµ =

(
−Pµ − gAµ(X)

)
.

S̃C é um operador de Fermi por conter variáveis de Grassmann. Consideramos que

as matrizes Γ n também são operadores de Fermi. Gitman e Fradkin desenvolveram

uma fórmula para escrever um operador de Fermi como a integral de uma exponencial:

A−1 =
∫ ∞

0
dλ

∫
ei[λ(A2+iε)+χA]dχ,

onde A é um operador de Fermi ímpar, λ é uma variável par e χ uma variável ímpar

que, por definição, anticomuta com A - veja a Ref. [1]. Mesmo que uma variável de

Grassmann elevada ao quadrado seja igual a zero, podemos elevar A ao quadrado já

que ela é uma combinação de operadores escritos com as variáveis de Grassmann e

essa combinação elevada ao quadrado não é necessariamente zero. Os passos feitos até

agora podem se resumir em:

S̃C(xout,xin) =
〈
xout

∣∣∣S̃C ∣∣∣xin

〉
(3.3)

=
〈
xout

∣∣∣∣(N − Γ 4m
)−1∣∣∣∣xin

〉
=

〈
xout

∣∣∣∣∣∫ ∞
0
dλ

∫
e−iĤ(λ,χ,X,P )dχ

∣∣∣∣∣xin

〉
,

onde

−iĤ (λ,χ,X,P ) = i
[
λ
(
A2 + iε

)
+χA

]
= i

[
λ
((
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)2

+ iε
)

+χ
(
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)]

= i
[
λ
((
ΠµΓ

µ
)2
−m2

)
+χ

(
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)]

= i
[
λ
(
Π2 −

ig

2
FµνΓ

µΓ ν −m2
)

+χ
(
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)]
.

Para obter o resultado acima usamos [Γm,Γ n]+ = 2ηnm, ε = 0 e Fµν = ∂µAν −∂νAµ.

Tal como no capítulo 2, vamos provar que a última linha da equação (3.3) pode
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ser escrita como uma integral de trajetória. Muitos dos passos que devemos fazer são

semelhantes aos passos da prova do capítulo anterior. No entanto, neste caso temos

uma integração sobre a variável χ e, devemos reescrever a Hamiltoniana de modo que

as matrizes Γ n não nos atrapalhe.

Primeiro provaremos que

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ

∫
〈xout|e−iĤ(λ,χ,X,P ) |xin〉dχ (3.4)

pode ser escrita como

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν

× exp
[
i

∫ 1

0

[
−Ĥ (λ,χ,x,p) + pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ

]
.

O primeiro passo será escrever a eq.(3.4) como

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ

∫ 〈
xout

∣∣∣∣∣[e−iĤ(λ,χ,X,P )/N
]N ∣∣∣∣∣xin

〉
dχ.

Assim,

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ

∫
dχ

〈
xout

∣∣∣∣e−iĤ(λ,χ,X,P )/N e−iĤ(λ,χ,X,P )/N . . . e−iĤ(λ,χ,X,P )/N
∣∣∣∣xin

〉
.

Para que a integral sobre as variáveis λ e χ se tornem integrais sobre as trajetórias λ(τ) e

χ(τ), parametrizadas pelo parâmetro τ ∈ [0,1] e satisfazendo as condições de contorno

λ(0) = λ0, χ(0) = χ0, x(0) = xin e x(1) = xout., inserimos na equação acima as equações

I =
∫∞
−∞dλmδ (λm −λm−1) e I =

∫∞
−∞dχlδ (χl −χl−1), l,m = 1,2, . . . ,N , e I =

∫∞
−∞dxl |xl〉〈xl | ,

l = 1,2, . . . ,N − 1. Obtemos, com isso,

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫ ∞
−∞
dx1 . . .dxN−1dλ1 . . .dλNdχ1 . . .dχN

×
〈
xout

∣∣∣∣e−iĤ(λN ,χN ,X,P )/N
∣∣∣∣xN−1

〉
δ (λN −λN−1)δ (χN −χN−1) (3.5)

× . . .〈x1|e−iĤ(λ1,χ1,X,P )/N |xin〉δ (λ1 −λ0)δ (χ1 −χ0) ,

onde xout = xN , λf = λN e χf = χN .

Para cada um dos termos 〈xk |e−iĤ(λk ,χk ,X,P )/N |xk−1〉 da equação acima, expandimos

a exponencial em série de Taylor,

〈xk |e−iĤ(λk ,χk ,X,P )/N |xk−1〉 ≈ 〈xk | Î − iĤ(λk ,χk ,X,P )/N |xk−1〉 . (3.6)
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O operador Ĥ(λ,χ,X,P ) possui o seguinte símbolo de Weyl:

H(λ,χ,x,p) = −
[
λ
(
P 2 −

ig

2
FµνΓ

µΓ ν −m2
)

+χ
(
PµΓ µ − Γ 4m

)]
, (3.7)

onde Pµ = −pµ −Aµ(x).

O elemento de matriz da eq.(3.6) é escrito em termos do ponto médio (xk + xk−1)/2

do símbolo de Weyl- veja a ref. [59]:

〈
xk

∣∣∣Î − iĤ(λk ,χk ,X,P )/N
∣∣∣xk−1

〉
=

1

(2π)4

∫ [
1− iH

(
λk ,χk ,

xk + xk−1

2
,pk

)
/N

]
ei(xk−xk−1)pkdpk .

O termo entre chaves da equação acima pode ser escrito como uma exponencial:

〈
xk

∣∣∣Î − iH(λk ,X,P )/N
∣∣∣xk−1

〉
=

1

(2π)4

∫
e−iH

(
λk ,χk ,

xk+xk−1
2 ,pk

)
/N ei(xk−xk−1)pkdpk +O

(
∆T 2

)
,

e a sua substituição na eq.(3.5) nos fornece

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫ ∞
−∞
dx1 . . .dxN−1dλ1 . . .dλNdχ1 . . .dχN

dp1

(2π)4 . . .
dpN

(2π)4

×
[
e−iH(λN ,χN , xN +xN−1

2 ,pN )/N ei(xN−xN−1)pNδ (λN −λN−1)δ (χN −χN−1) . . .

× . . . e−iH
(
λ1,χ1,

x1+xin
2 ,p1

)
/N ei(x1−xin)p1δ (λ1 −λ0)δ (χ1 −χ0)

]
.

Os termos

δ (λk −λk−1) =
1

2π

∫ ∞
−∞
eiπk(λk−λk−1)dπk ,

δ (χk −χk−1) =
1

2π

∫ ∞
−∞
eiνk(χk−χk−1)dνk ,

nos permite escrever S̃C(xout,xin) como o produto de exponenciais:

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν

×
[
e−iH(λN , xN +xN−1

2 ,pN )/N ei(xN−xN−1)pN eiπN (λN−λN−1)eiνN (χN−χN−1) . . .

× e−iH
(
λ1,

x1+xin
2 ,p1

)
/N ei(x1−xin)p1eiπ1(λ1−λ0)eiν1(χ1−χ0)

]
.
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Dessa forma, podemos reordenar S̃C(xout,xin) como uma única exponencial:

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν

× exp
[
−iH

(
λN ,χN ,

xN + xN−1

2
,pN

)
/N + i(xN − xN−1)pN

+ iπN (λN −λN−1) + iνN (χN −χN−1) . . .− iH
(
λ1,χ1,

x1 + xin

2
,p1

)
/N

+i(x1 − xin)p1 + iπ1(λ1 −λ0) + iν1(χ1 −χ0)] ,

e em seguida, juntar todos os termos da exponencial em um somatório:

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν

× exp

i N∑
k=1

[
pk

(xk − xk−1)
∆τ

−H
(
λk ,χk ,

xk + xk−1

2
,pk

)
+πk

(λk −λk−1)
∆τ

+ νk
(χk −χk−1)

∆τ

]
∆τ

 .
Tomando o limite em que N →∞ (e, portanto, ∆τ→ 0), obtemos:

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν

× exp
[
i

∫ 1

0

[
pẋ −H (λ,χ,x,p) +πλ̇+ νχ̇

]
dτ

]
.

Concluímos com isso a prova de que a eq.(3.4) pode ser escrita como uma integral de

trajetória. Este resultado também será utilizado no capítulo 4.

Aplicando este resultado ao nosso sistema, e usando a eq.(3.7), obtemos que

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν (3.8)

× exp
{
i

∫ 1

0

[
−λ

[
m2 −P 2 +

ig

2
FµνΓ

µΓ ν
]
−
(
PµΓ µ − Γ 4m

)
χ+ pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ

}
.

A equação acima depende das matrizes Γ α, para que isso não ocorra, usamos que

Γ α pode ser escrita como:

δl
δρα

T (
exp

∫ 1

0
ρn (τ)Γ ndτ

)∣∣∣∣∣∣
ρ=0

 = Γ α

T (
exp

∫ 1

0
ρn (τ)Γ ndτ

)∣∣∣∣∣∣
ρ=0

 = Γ α,

onde T
(
exp

∫ 1
0
ρn (τ)Γ ndτ

)
é uma exponencial ordenada no tempo, esse ordenamento

é necessário porque ρn (τ)Γ n não comuta com ρn (τ ′)Γ n quando τ , τ ′. Essa forma de

escrever Γ α foi pensada por Fradkin e Gitman. Escrever Γ α dessa forma na equação
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(3.8) resulta em:

S̃C(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDν (3.9)

× exp
{
i

∫ 1

0

[
−λ

[
m2 −P 2 +

ig

2
Fµν

δl
δρµ

δl
δρν

]
−

(
Pµ

δl
δρµ
− δl
δρ4

m

)
χ+ pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ

}
T exp

[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
,

onde ρn(τ), com n = 0, . . . ,4, são cinco fontes ímpares que anticomutam com as matrizes

Γ α por definição.

No apêndice provamos que o último termo da equação (3.9):

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
, (3.10)

pode ser escrito como

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
= exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
×
∫

exp
[∫ 1

0

(
ψnψ̇

n − 2iρnψ
n
)
dτ +ψn(1)ψn(0)

]
Dψ

∣∣∣
θ=0

.

Aplicando este resultado na eq.(3.9) e escrevendo a exponencial como produtos de

exponenciais, obtemos que

S̃C(xout,xin) = exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]∫ ∞
0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDνDψ

× exp
{
i

∫ 1

0

[
−λ

(
m2 −P 2

)
dτ

]}
exp

[
i

∫ 1

0

(
ig

2
Fµν

δl
δρµ

δl
δρν

)
dτ

]
× exp

[
i

∫ 1

0

(
−Pµ

δl
δρµ

χ

)
dτ

]
exp

[
i

∫ 1

0

(
δl
δρ5

mχ

)
dτ

]
× exp

[
i

∫ 1

0

(
pẋ+πλ̇+ νχ̇

)
dτ

]
exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
×

∫
exp

[∫ 1

0
ψnψ̇

ndτ +ψn(1)ψn(0)
]∣∣∣∣∣∣
θ=0

.
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As exponenciais que possuem derivadas funcionais são expandidos em série de Taylor:

S̃C(xout,xin) = exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]∫ ∞
0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDνDψ

× exp
{
i

∫ 1

0

[
−λ

(
m2 −P 2

)
dτ

]} ∞∑
m=0

[
1
m!

(
−i

∫ 1

0

ig

2
Fµν

δl
δρµ

δl
δρν

dτ

)m]
×
∞∑
n=0

[
1
n!

(
−i

∫ 1

0
Pµ

δl
δρµ

χdτ

)n] ∞∑
p=0

[
1
p!

(
i

∫ 1

0

δl
δρ4

mχdτ

)p]

× exp
[
i

∫ 1

0

(
pẋ+πλ̇+ νχ̇

)
dτ

]
exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
×

∫
exp

[∫ 1

0
ψnψ̇

ndτ +ψn(1)ψn(0)
]∣∣∣∣∣∣
θ=0

,

para que seja possível aplicar cada uma das derivadas funcionais no termo

exp
[∫ (
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)]
.

A seguir, mostro os resultados dessas derivações:

∞∑
p=0

[
1
p!

(
i

∫ 1

0

δl
δρ4

mχdτ

)p]
exp

[∫ (
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)]

= exp
(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

(
i

∫ 1

0
−2imψ4(τ)χdτ

)
,

∞∑
n=0

[
1
n!

(
−i

∫ 1

0
Pµ

δl
δρµ

χdτ

)n]
exp

[∫ (
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)]
= exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

(
i

∫ 1

0
2iPµψµ(τ)χdτ

)
e

∞∑
m=0

[
1
m!

(
−
∫ 1

0

g

2
Fµν

δl
δρµ

δl
δρν

dτ

)m]
exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
= exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

(
i

∫ 1

0
2igFµνψ

µ(τ)ψν(τ)dτ
)
,

sendo δl
δρµ

e χ ímpares. Os cálculos acima são similares aos cálculos feitos para provar
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a eq.(6.5), presente no apêndice. É possível generalizar este resultado:

∞∑
n=0

[
1
n!

(
−i

∫ 1

0
a
δl
δρq

dτ

)n]
exp

[∫ (
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)]
= exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

(
i

∫ 1

0
a(−2iψq(τ))dτ

)
,

onde a derivada parcial δl
δρq

deve ser deslocada para a direita e todas as outras variáveis

e funções, representadas por a, devem ser deslocadas para a esquerda.

É possível também generalizar o resultado para o caso com mais de uma derivada

funcional dentro da somatória:

∞∑
n=0

[
1
n!

(
−i

∫ 1

0
a
δl
δρq
· · · δl
δρr

dτ

)n]
exp

[∫ (
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)]
= exp

(
−i

∫
ρn (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

(
i

∫ 1

0
a(−2iψq(τ)) · · · (−2iψr(τ))dτ

)
.

Com a substituição dos resultados, encontramos que

S̃C(xout,xin) = exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]∫ ∞
0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDνDψ

× exp i
∫ 1

0

{[
−λ

(
m2 −P 2

)
+ 2iλgFµνψ

µψν − 2i
(
mψ4 −Pµψµ

)
χ

−iψnψ̇n + pẋ+πλ̇+ νχ̇
]
dτ +ψn(1)ψn(0)

}∣∣∣∣
θ=0

, (3.11)

que pode ser reescrito como

S̃C(xout,xin) = exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]∫ ∞
0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDνDψ

exp i
∫ 1

0
{[−H(λ,χ,x,p) +pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ +ψn(1)ψn(0)

}∣∣∣∣
θ=0

,

onde

H(λ,χ,x,p) = λ
[
m2 −

(
−pµ − gAµ

)2
− 2igFµνψ

µψν
]
+2i

(
mψ4 −

(
−pµ − gAµ

)
ψµ

)
χ+iψnψ̇

n.

Para que a integral de trajetória esteja em sua forma Lagrangiana, é necessário, na

equação acima, integrar sobre o momento p. Como no capítulo anterior, realizamos

uma translação no momento, pµ→ pµ + p̃µ, onde p̃µ é o momento clássico.
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O momento clássico é obtido a partir da equação

∂H
∂pα

= ẋα = −2λ (pα + gAα) + 2iψαχ .

Com isto, vemos que p̃µ = − ẋµe + 2i ψ
µχ
e − gAµ. Portanto, na eq.(3.11) fazemos a seguinte

substituição no momento, acompanhada da substituição em λ:

pµ→ pµ −
ẋµ

e
+ 2i

ψµχ

e
− gAµ, λ = e/2.

Obtém-se, assim, que

S̃C(xout,xin) = exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]∫ ∞
0
dλ0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DxDλDχDpDπDνDψ

×M(e)exp i
∫ 1

0

{[
− ẋ

2

2e
− e

2
m2 − gAµẋ+ iegFµνψ

µψν + 2i
(
ẋ
ψµ

e
−mψ4

)
χ+

−iψnψ̇n +π
ė
2

+ νχ̇
]
dτ +ψn(1)ψn(0)

}∣∣∣∣∣
θ=0

,

onde foi usado que ψ e χ são variáveis de Grassmann ímpares, e com isto, ψ2 = χ2 = 0.

A equação acima pode ser dividida em três partes: a primeira, é a medida de inte-

gração,

M(e) =
∫
Dpexp

[
i
2

∫ 1

0
ep2dτ

]
;

a segunda, é a ação lagrangiana do sistema, invariante por transformação de calibre

S =
∫ 1

0

[
− ẋ

2

2e
− e

2
m2 − gAµẋ+ iegFµνψ

µψν + 2i
(
ẋ
ψµ

e
−mψ4

)
χ − iψnψ̇n

]
dτ ;

e a terceira, é o termo de fixação de calibre,

SGF =
∫ 1

0
(πė+ νχ̇)dτ,

que fixa ė = 0 e χ̇ = 0.

Com isso finalizamos o capítulo 3. Neste capítulo obtivemos a ação pseudoclássica

de um sistema muito semelhante ao sistema que trataremos no próximo capítulo, e por

isso, parte dos resultados demonstrados aqui serão utilizados a seguir.
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CAPÍTULO 4

Modelo pseudoclássico de uma partícula de Dirac que in-

terage com o campo eletromagnético e interage, através da

interação eletrofraca, com o campo de matéria

Este é o principal capítulo deste trabalho, nele, obtemos novos resultados. Vamos

obter o modelo pseudoclássico do sistema composto por férmions quirais que inte-

ragem com um campo de matéria, através da interação eletrofraca, e com o campo

eletromagnético. Em seguida, na segunda parte do capítulo, vamos quantizar o novo

modelo obtido.

Com os capítulos anteriores foi possível entender como usar o método de Fradkin

e Gitman em sistemas fermiônicos, possibilitando a realização deste capítulo. Este sis-

tema e o sistema do capítulo anterior possuem uma importante semelhança: os dois são

descritos por equações de Dirac modificadas. Dessa forma, parte dos procedimentos

que devemos aplicar aqui são os mesmos que aplicamos no sistema anterior. Como es-

ses resultados já foram provados, ou melhor detalhados, no capítulo 3, vamos somente

indicar que estamos usando eles novamente.

Para este sistema, partimos da seguinte equação retirada do artigo [56]:

[( i∂µ − gAµ(x)
)
γµ −m−γµ

(
V
µ
L (x)PL +V

µ
R (x)PR

)]
Ψ (x) = 0, (4.1)

onde V
µ
L,R são os potenciais efetivos da interação eletrofraca entre o campo de matéria

externo e os elétrons de mão direita e de mão esquerda, respectivamente. PL,R = (1∓
γ5)/2 são as projeções quirais, e γµ, com µ = 0,1,2,3, e γ5 = iγ0γ1γ2γ3 são as matrizes

de Dirac que satisfazem a relação [γµ,γν]+ = 2ηµν .

Usaremos neste capítulo variáveis pares e ímpares da álgebra de Grassmann, cujas

propriedades relevantes a este trabalho foram descritas no início do capítulo anterior.

Usaremos também alguns resultados da álgebra de Berezin, eles serão apresentados no

decorrer do capítulo.
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4.1 Ação pseudoclássica

Para obtermos a ação pseudoclássica reescrevemos a Eq. (4.1) da seguinte forma:{
γν

[
P̂ν − iγ5Kν(x)

]
−m

}
Ψ (x) = 0, (4.2)

onde

P̂ν = i∂ν −Aν , Aν(x) = gAν(x) +Vν(x),

V µ(x) =
(
V
µ
L (x) +V

µ
R (x)

)
/2, Kµ(x) =

(
V
µ
R (x)−V µ

L (x)
)
/2.

Utilizando que

γργ5 =
i
3!
ηραεαβµνγ

βγµγν , (4.3)

onde εαβµν é um tensor completamente antissimétrico, e adotando a normalização

ε0123 = 1, a equação (4.2) torna-se:[
P̂νγν −m−

i
3!
Kα(x)εαβµνγ

βγµγν
]
Ψ (x) = 0. (4.4)

A equação acima pode ser escrita em termos da função de Green causal, Sc(x,y), que

satisfaz a equação não-homogênea abaixo:[
P̂νγν −m−

i
3!
Kα(x)εαβµνγ

βγµγν
]
Sc(x,y) = −δ(4)(x − y). (4.5)

É conveniente multiplicarmos a equação acima por γ5, da seguinte forma:

γ5
[
P̂νγν −m−

i
3!
Kα(x)εαβµνγ

βγµ(−γ5γ5)γν
]
Sc(x,y)γ5 = −γ5δ(4)(x − y)γ5, (4.6)

para usarmos uma notação na qual S̃c(x,y) = Sc(x,y)γ5. Além disso, no lugar das ma-

trizes γµ e γ5 usaremos as matrizes Γ n, com n = 0,1,2,3,4:

Γ µ = γ5γµ, Γ 4 = γ5, µ = 0,1,2,3.

Estas matrizes formam uma representação da álgebra de Clifford em cinco dimensões:

[Γ n,Γm]+ = 2ηnm, ηnm = diag(1,−1,−1,−1,−1).

Com essas mudanças, obtemos a equação[
P̂νΓ ν −mΓ 4 − i

3!
Kα(x)εαβµνΓ

βΓ µΓ ν + iε
]
S̃c(x,y) = δ(4)(x − y). (4.7)
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Seguindo Schwinger [58], podemos escrever a função S̃c
αβ(x,y) como um elemento de

matriz do operador S̃c
αβ :

S̃c
αβ(x,y) = 〈x|S̃c

αβ |y〉. (4.8)

Os subíndices α,β são índices espinoriais e serão desconsiderados a partir daqui.

|x〉 e |y〉 são os autovetores dos operadores posição Xµ e Y µ, respectivamente, e Pµ é

o operador momento linear. Estes operadores e autovetores satisfazem as seguintes

relações:

Xµ|x〉 = xµ|x〉, 〈x|y〉 = δ4(x − y) ,
∫
|x〉〈x|dx = I,[

Pµ,X
ν
]
−

= −iδνµ , Pµ|p〉 = pµ|p〉, 〈p|p′〉 = δ4(p − p′),∫
|p〉〈p|dp = I, 〈x|Pµ|y〉 = −i∂µδ4(x − y), 〈x|p〉 = (2π)−2eipx,[

Πµ,Πν

]
−

= −iFµν(X), Πµ = −Pµ −Aµ(X).

Como nos capítulos anteriores, encontramos o valor de S̃c com as transformações das

funções em operadores. Dessa forma, podemos escrever a equação (4.7) como:

S̃c =
[
ΠνΓ

ν −mΓ 4 − i
3!
Kα(X)εαβµνΓ

βΓ µΓ ν
]−1

. (4.9)

O operador S̃C é um operador de Fermi, por possuir variáveis de Grassmann. As

matrizes Γ n são consideradas operadores de Fermi. Gitman e Fradkin desenvolveram

uma fórmula para escrever um operador de Fermi como a integral de uma exponencial:

A−1 =
∫ ∞

0
dλ

∫
ei(λ(A2+iε)+χA)dχ ,

onde A é um operador de Fermi ímpar, λ é uma variável de Grassmann par e χ uma

variável de Grassmann ímpar que, por definição, anticomuta com A - veja a Ref. [1].

Mesmo que uma variável de Grassmann elevada ao quadrado seja igual a zero, pode-

mos elevar A ao quadrado já que ela é uma combinação de operadores escritos com as

variáveis de Grassmann e essa combinação elevada ao quadrado não é necessariamente

zero. Podemos resumir o que foi feito até agora como:

S̃c(xout,xin) =
〈
xout

∣∣∣S̃c
∣∣∣xin

〉
(4.10)

=
〈
xout

∣∣∣∣∣∣[ΠνΓ
ν −mΓ 4 − i

3!
Kα(X)εαβµνΓ

βΓ µΓ ν
]−1

∣∣∣∣∣∣xin

〉
=

〈
xout

∣∣∣∣∣∫ ∞
0
dλ

∫
e−iH(λ,χ,X,P )dχ

∣∣∣∣∣xin

〉
,
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onde

−iH (λ,χ,X,P ) = i
[
λ
(
A2 + iε

)
+χA

]
.

O cálculo de A2 nos fornece

A2 =
(
ΠνΓ

µ − Γ 4m
)2
−ΠνΓ

µc − cΠνΓ
µ +m

(
cΓ 5 + Γ 5c

)
+ c2,

onde c = i
3!K

α(X)εαβµνΓ βΓ µΓ ν , e

(
ΠµΓ

µ − Γ 4m
)2

= Π2 −m2 − i
2
FαβΓ

αΓ β ,

−ΠµΓ
µc − cΠµΓ

µ = ∂µK
µΓ 0Γ 1Γ 2Γ 3 +

i
2
εαβµν

[
Πα,Kβ

]
+
ΓµΓν ,

cΓ 5 + Γ 5c = 0,

c2 = −K2.

Portanto,

A2 =Π2 −m2 − i
2
FαβΓ

αΓ β −K2 +∂µK
µΓ 0Γ 1Γ 2Γ 3,

+
i
2
εαβµν[Πα,Kβ]+ΓµΓν , Fαβ = ∂αAβ −∂βA.

Com isso, obtemos que

Ĥ(λ,χ,X,P ) =λ
{
m2 −Π2 +

i
2
FαβΓ

αΓ β +K2 − i
2

[Πα,Kβ]+ε
αβµνΓµΓν + (4.11)

−∂µKµΓ 0Γ 1Γ 2Γ 3
}
+
(
ΠνΓ

ν −mΓ 4 − i
3!
KαεαβµνΓ

βΓ µΓ ν
)
χ.

Utilizando o resultado acima, junto com o resultado já provado no capítulo 3 que

nos diz que

S̃c(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ

∫
〈xout|e−iĤ(λ,χ,X,P )|xin〉dχ

pode ser escrito como a integral de trajetória

S̃c(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0dχ0DxDpDλDπDχDν

×
∫

exp
{
i

∫ 1

0

[
−H (λ,χ,x,p) + pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ

}
,

ondeH(λ,χ,x,p) é o símbolo de Weyl do operador Ĥ(λ,χ,X,P ), eq.(4.11). Substituindo
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o símbolo de Weyl na equação acima obtemos:

S̃c(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0dχ0DxDpDλDπDχDν (4.12)

×
∫

exp
{
i

∫ 1

0

[
λ
(
P 2 −m2 − i

2
FαβΓ

αΓ β −K2 + iεαβµνPαKβΓµΓν

+∂µK
µΓ 0Γ 1Γ 2Γ 3

)
+
(
mΓ 4 −PνΓ ν +

i
3!
KαεαβµνΓ

βΓ µΓ ν
)
χ

+pẋ+πλ̇+ νχ̇
]
dτ

}
,

onde Pν = −pν −Aν(x); x(τ), p(τ), λ(τ) e π(τ) são trajetórias pares; e χ(τ), ν(τ) são

trajetórias ímpares. Todas as trajetórias obedecem os limites de integração x(0) = xin,

x(1) = xout e λ(0) = λ0, χ(0) = χ0.

Como no sistema anterior, a equação acima depende das matrizes Γ α, para que isso

não ocorra, usamos que Γ α pode ser escrita como:

δl
δρα

T (
exp

∫ 1

0
ρn (τ)Γ ndτ

)∣∣∣∣∣∣
ρ=0

 = Γ α

T (
exp

∫ 1

0
ρn (τ)Γ ndτ

)∣∣∣∣∣∣
ρ=0

 = Γ α,

onde T
(
exp

∫ 1
0
ρn (τ)Γ ndτ

)
é uma exponencial ordenada no tempo, esse ordenamento é

necessário porque ρn (τ)Γ n não comuta com ρn (τ ′)Γ n quando τ , τ ′. Escrever Γ α nesta

forma foi pensada por Fradkin e Gitman. Aplicando este resultado na (4.12) resulta

em:

S̃c(xout,xin) =
∫ ∞

0
dλ0dχ0DxDpDλDπDχDν∫

exp
{
i

∫ 1

0

[
λ

(
P 2 −m2 − i

2
Fαβ

δl
δρα

δl
δρβ
−K2

+iεαβµνPαKβ
δl
δρµ

δl
δρν

+∂µK
µ δl
δρ0

δl
δρ1

δl
δρ2

δl
δρ3

)
+
(
m
δl
δρ5
−Pν

δl
δρν

+
i
3!
Kαεαβµν

δl
δρβ

δl
δρµ

δl
δρν

)
χ+ pẋ+πλ̇+ νχ̇

]
dτ

}
×Texp

∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

∣∣∣∣∣∣
ρ=0

,

onde introduzimos cinco fontes ímpares ρn(τ), que, por definição, anticomutam com

as matrizes Γ n.
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Utilizando o resultado provado no apêndice, que nos diz que

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
=exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
×
∫
Dψ exp

[(∫ 1

0
ψnψ̇

n − 2iρnψ
n

)
dτ +ψn(1)ψn(0)

]∣∣∣∣∣∣
θ=0

,

onde ψn são variáveis ímpares, obtemos que

S̃c(xout,xin) = exp
(
iΓ n

∂l
∂θn

)∫ ∞
0
dλ0dχ0DxDpDλDπDχDν

×
∫
ψ(0)+ψ(1)=θ

Dψ
∫

exp
{
i

∫ 1

0

[
pẋ −H (λ,χ,x,p) +πλ̇+ νχ̇

]
dτ

}
× exp

(
−i

∫
Γ n (τ1)2ψn(τ1)dτ1

)
exp

[∫ 1

0
ψnψ̇

ndτ +ψn(1)ψn(0)
]∣∣∣∣∣∣
θ=0

.

Tal como no capítulo anterior, os termos exp
[
i
∫ 1

0

[
pẋ −H (λ,χ,x,p) +πλ̇+ νχ̇

]
dτ

]
devem ser expandidos em séries de Taylor. Com isso, as derivadas δ

δρµ
podem ser apli-

cados na exponencial exp
(
−2i

∫
ρnψndτ1

)
, o que nos fornece a seguinte representação

da função de Green:

S̃c(xout,xin) = exp
(
iΓ n

∂l
∂θn

)∫ ∞
0
dλ0

∫
dχ0DxDpDλDπDχDνDψ (4.13)

×
∫
ψ(0)+ψ(1)=θ

Dψ exp
{
i

∫ 1

0

[
λ
(
P 2 −m2 + 2iFαβψ

αψβ −K2

−4iεαβµνPαKβψµψν + 16∂µK
µψ0ψ1ψ2ψ3

)
+ 2i

(
Pαψα −mψ4 +

2i
3
Kαεαβµνψ

βψµψν
)
χ

− iψnψ̇n + pẋ+πλ̇+ νχ̇
]
dτ +ψn(1)ψn(0)

}∣∣∣∣∣
θ=0

.

A Hamiltoniana H(λ,χ,x,y) é extraída da equação acima:

H(λ,χ,x,y) = −λ
(
P 2 −m2 + 2iFαβψ

αψβ + 16∂µK
µψ0ψ1ψ2ψ3 − 4iεαβµνPαKβψµψν −K2

)
+ 2i

(
Pµψµ −ψ4m+

2i
3
Kαεαβµνψ

βψµψν
)
χ.

Para que a integral de trajetória esteja em sua forma Lagrangiana, é necessário, na

equação acima, integrar sobre o momento p. Como no capítulo anterior, realizamos

uma translação no momento, pµ→ pµ + p̃µ, onde p̃µ é o momento clássico.
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O momento clássico é obtido a partir da equação p′α, a partir de ∂H
∂pζ

= ẋζ :

∂H
∂pζ

=
∂
∂pζ

[
−λ

(
P 2 − 4iεαβµνPαKβψµψν

)
+ 2iPµψµχ

]
.

Resolvendo a derivada acima, obtemos que

p′ζ =
−ẋζ − 4λiεζβµνKβψµψν + 2iψζχ

2λ
−Aζ .

Em seguida, fazemos a substituição do momento pα, presente em Pα = −pα −Aα(x),

por pα→ pα + p′α, acompanhada de substituições em χ e e:

pα→ pα + p′α, χ→ χ/2, λ→ e/2.

Assim, obtemos que

S̃c(xout,xin) = exp
(
iΓ n

∂l
∂θn

)∫ ∞
0
de0

∫ ∞
0
dχ0

∫
DeDχDxDπDνDψ (4.14)

×M(e)exp
{
i

∫ 1

0

[
− ẋ

2

2e
− e

2

(
M2 − 2iFαβψ

αψβ
)
− ẋα (Aα − dα)

+i
(
ẋαψ

α

e
−mψ4 − 2

3
ψαdα

)
χ − iψnψ̇n +πė+ νχ̇

]
dτ +ψn(1)ψn(0)

}∣∣∣∣∣∣
θ=0

,

onde

M2 =m2 +K2 − 16∂µK
µψ0ψ1ψ2ψ3, dα = −2iεαβµνK

βψµψν .

Esta é a forma final da integral de trajetória do nosso sistema. Ela pode ser dividida

em três partes, a primeira delas é a medida de integraçãoM(e):

M(e) =
∫
Dpexp

[
i
2

∫ 1

0
ep2d τ

]
.

A segunda é a ação lagrangiana

S =
∫ 1

0

[
− ẋ

2

2e
− e

2

(
M2 − 2iFαβψ

αψβ
)
− ẋα (Aα − dα)

+i
(
ẋαψ

α

e
−mψ4 − 2

3
ψαdα

)
χ − iψnψ̇n

]
dτ, (4.15)

invariante às seguintes transformações de calibre, que representam uma reparametri-

zação no tempo:

δxα = ẋαξ , δe =
d
dτ

(eξ) , δχ =
d
dτ

(χξ) , δψn = ψ̇nξ, (4.16)
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sendo ξ um parâmetro par.

E por último, o termo de fixação de calibre

SGF =
∫ 1

0
(πė+ νχ̇)d τ,

que fixa ė = 0 e χ̇ = 0.

Finalizamos, assim, esta seção com a obtenção da ação peseudoclássica do sistema

estudado. Na próxima seção iremos quantizar o modelo aqui obtido.

4.2 Quantização da ação pseudoclássica

Nesta seção partimos da ação lagrangiana da equação (4.15) e obtemos a Hamil-

toniana correspondente. A Lagrangiana é singular e, em decorrência disso, o sistema

possui vínculos que são obtidos através do algoritmo de Dirac-Bergmann. O sistema

será quantizado com a quantização de Dirac, para isso, devemos obter os vínculos da

teoria e classificá-los em vínculos de primeira e segunda classe; a referência [57] foi

usada. No final do processo, obtivemos um sistema quântico que equivale ao nosso

sistema inicial: o sistema descrito pela eq.(4.1).

Equações de Euler-Lagrange

Na álgebra de Berezin, as equações de movimento da teoria obedecem a seguinte

equação:
δrS

δqi
=
∂rL

∂qi
− d
dt
∂rL

∂q̇i
= 0,

onde qi são as coordenadas generalizadas do sistema, q = (x,e,χ,ψn).

As equações de movimento da ação (4.15) são da seguinte forma:

δS
δe

=
1
e2

(
ẋ2

2
− iẋαψαχ

)
− 1

2

(
M2 − 2iFαβψ

αψβ
)

= 0, (4.17)

δrS
δχ

=
ẋαψ

α

e
−mψ4 − 2

3
ψαdα = 0,

δrS
δψα

= 2iψ̇α + 2e
(
iFβαψ

β +
2
3
∂σK

σεβµναψ
βψµψν

)
+ 2idαχ−

i
ẋα
e
χ − 4iεµνβαẋ

µKνψβ = 0,

δrS

δψ4 = −2iψ̇4 + imχ = 0,

δS
δxα

=
d
dτ

(
ẋα − iψαχ

e
+Aα − dα

)
+ 8e(∂α∂µK

µ)ψ0ψ1ψ2ψ3 + ieFµν,αψµψν−

ẋµ(∂αAµ) + ẋµ(∂αdµ)− eKµ(∂αKµ) +
2i
3
χψµ(∂αdµ) = 0.
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Algoritmo de Dirac-Bergmann - Hamiltoniana e vínculos primários

O primeiro passo do Algoritmo de Dirac-Bergmann é obter a Hamiltoniana do sis-

tema a partir da Lagrangiana da equação (4.15). Escrevemos H como

H =
(
∂rL
∂q̇

q̇ −L
)∣∣∣∣∣∣∂rL

∂q̇ =P

,

onde q = (x,e,χ,ψn) são as coordenadas generalizadas e P = (p,Pe, Pχ, Pn) são os momen-

tos conjugados.

Os momentos conjugados podem ser calculados através da equação Pi = ∂rL
∂q̇i

:

pα =
∂L
∂ẋα

= −1
e

(ẋα − iψαχ)−Aα − dα,

Pe =
∂L
∂ė

= 0, Pχ =
∂L
∂χ̇
, Pn =

∂rL

∂ψ̇n
= −iψn. (4.18)

Das equações acima, obtemos que

ẋα = −epα − eAα − edα + iψαχ

e substituímos em H ,

H = − e
2

(
P 2 + 2Pαdα + 2iFαβψ

αψβ −M2
)
− i

(
Pαψα −mψ4 +

1
3
ψαdα

)
χ

onde Pα = −pα −Aα.

Como não foi possível obter as velocidades generalizadas ė, χ̇ e ψ̇n em função dos

momentos conjugados, este sistema possui vínculos primários, aqui representados por

Φ
(1)
A = 0. Tais vínculos primários podem ser obtidos a partir das equações em (4.18):

Φ
(1)
A =


Φ

(1)
1 = Pχ,

Φ
(1)
2 = Pe,

Φ
(1)
3n = Pn + iψn.

(4.19)

A Hamiltoniana com o acréscimo dos vínculos é chamada de Hamiltoniana modi-

icada e será representada por H (1). Os vínculos são incorporados a esta Hamiltoniana

através dos multiplicadores de Lagrange λA.

Usaremos a notação do livro [57]:

H (1) =H +
∑
i

λAΦ
(1)
A

=H +λ1Pχ +λ2Pe +λ3,n (Pn + iψn) .

29



Algoritmo de Dirac-Bergmann - vínculos secundários e multiplicadores de Lagrange

Os vínculos secundários e os multiplicadores de Lagrange são obtidos com o uso

da condição de consistência, ela nos diz que todos os vínculos do sistema possuem a

derivada total em relação ao tempo igual a zero: Φ̇ = 0.

Uma forma muito útil de calcular a derivada total de uma função F(qi ,pi), depen-

dente das coordenadas e dos momentos generalizados do sistema, é usando a seguinte

equação:

Ḟ = {F,H (1)} = {F,H}+
∑
i

λi{F,Φ
(1)
i }.

onde H (1) é a Hamiltoniana modificada e {F,H (1)} é o parênteses de Poisson entre F e

H (1). O parênteses de Poisson na álgebra de Berezin, das funções F(qi ,pi) e G(qi ,pi) é

definido como:

{F,G} = ∂F

∂qi
∂G
∂pi
− (−1)PFPG

∂G

∂qi
∂F
∂pi

onde PF depende da paridade da função F(qi ,pi). Se F(qi ,pi) for par, PF = 0. Se F(qi ,pi)

for ímpar, PF = 1. O mesmo vale para PG, que depende da paridade de G(qi ,pi).

Para as coordenadas e momentos do nosso sistema, o parênteses de Poisson é da

forma:

{F,G} = ∂F
∂xµ

∂G
∂pµ
− (−1)PFPG

∂G
∂xµ

∂F
∂pµ

+
∂F
∂e
∂G
∂Pe
− (−1)PFPG

∂G
∂e

∂F
∂Pe

+
∂rF
∂ψn

∂lG
∂Pn
− (−1)PFPG

∂rG
∂ψn

∂lF
∂Pn

+
∂rF
∂χ

∂lG
∂Pχ
− (−1)PFPG

∂rG
∂χ

∂lF
∂Pχ

,

vale lembrar que x,p,e são variáveis pares, χ,ψn são variáveis ímpares e a Hamiltoniana

H (1) é par.

Ao aplicarmos a condição de consistência em um vínculo, três resultados são pos-

síveis:

1. A condição de consistência nos fornece 0 = 0, e não obtemos novas informações

sobre o sistema;

2. A condição de consistência nos fornece algum dos multiplicadores de Lagrange;

3. A condição de consistência resulta em uma função dependente das coordenadas

e dos momentos generalizados qi e pi . Essa função é um novo vínculo da teoria e

devemos aplicar a condição de consistência em todo novo vínculo obtido.

Vamos primeiro aplicar a condição de consistência nos vínculos primários, eq. (4.19):
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Φ̇
(1)
1 = {Pχ,H (1)} = −∂rH

(1)

∂χ
= −i

(
Pαψα −mψ4 +

1
3
ψαdα

)
= 0,

Φ̇
(1)
2 = {Pe,H (1)} = −∂rH

(1)

∂e
= − e

2

(
P 2 − 2Pαdα + 2iFαβψ

αψβ −M2
)

= 0,

o que nos fornece os vínculos secundários:

Φ
(2)
1 = Pαψα −mψ4 +

1
3
ψαdα = 0, (4.20)

Φ
(2)
2 = P 2 + 2Pαdα + 2iFαβψ

αψβ −M2 = 0. (4.21)

Podemos ver que a Hamiltoniana pode ser escrita em termos dos vínculos Φ
(2)
1 e

Φ
(2)
2 :

H = iχΦ (2)
1 −

e
2
Φ

(2)
2 ,

tal como deve ser no caso de uma teoria invariante por reparametrização. Usaremos a

Hamiltoniana nesta forma para facilitar as contas.

Aplicando a condição de consistência em Φ
(1)
3,n:

Φ̇
(1)
3,n = {Pn + iψn,H

(1)} = i ∂lH
(1)

∂Pn
− ∂rH

(1)

∂ψn
,

obtemos o multiplicador de Lagrange λ3,n:

λ3n = − ie
4
∂rΦ

(2)
2

∂ψn
− 1

2
∂rΦ

(2)
1

∂ψn
χ. (4.22)

Ao aplicarmos a condição de consistência nos vínculos secundários não encontramos

mais vínculos ou multiplicadores de Lagrange. Assim, λ1 e λ2 continuam indetermi-

nados.

A Hamiltoniana modificada H (1), com o uso da nova forma do multiplicador de

Lagrange λ3,n é escrita como

H (1) = iχΦ (2)
1 −

e
2
Φ

(2)
2 +λ1Φ

(1)
1 +λ2Φ

(1)
2 +

−1
2
∂rΦ

(2)
1

∂ψn
χ − ei

4
∂rΦ

(2)
2

∂ψn

Φ (1)
3,n

= − e
2

Φ (2)
2 +

i
2
∂rΦ

(2)
2

∂ψn
Φ

(1)
3,n

− i
Φ (2)

1 +
i
2
∂rΦ

(2)
1

∂ψn
Φ

(1)
3,n

χ+λ1Φ
(1)
1 +λ2Φ

(1)
2 .

Usando

T1 =

Φ (2)
1 +

i
2
∂rΦ

(2)
1

∂ψn
Φ

(1)
3,n

 e T2 =

Φ (2)
2 +

i
2
∂rΦ

(2)
2

∂ψn
Φ

(1)
3,n

 ,
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ou , de forma mais compacta,

T = Φ (2) +
i
2
∂rΦ
∂ψn

(2)

Φ
(1)
3n , (4.23)

a Hamiltoniana modificada se torna

H (1) = − e
2
T2 − iT1χ+λ1Φ

(1)
1 +λ2Φ

(1)
2 .

Com isso, o conjunto inicial de vínculos
(
Φ (1),Φ (2)

)
é equivalente ao conjunto de vín-

culos
(
Φ (1),T

)
.

Para continuarmos com a quantização é importante dividirmos os vínculos do sis-

tema em vínculos de primeira classe e vínculos de segunda classe. Um vínculo é de

primeira classe se o seu parêntese de Poisson, com todos os vínculos do sistema, é zero

ou fracamente zero, ou seja, zero na superfície de vínculos. Se o vínculo possuir al-

gum parêntese de Poisson diferente de zero, ele é um vínculo de segunda classe. O

novo conjunto de vínculos pode ser dividido em um conjunto de vínculos de primeira

classe, o conjunto
(
Φ

(1)
1,2,T

)
, e em um conjunto de vínculos de segunda classe, Φ (1)

3n .

Fixação de calibre, parênteses de Dirac e quantização de Dirac

Para seguir com a quantização do sistema, vamos fixar parcialmente o calibre da

teoria impondo as condições de calibre suplementares ΦG
1,2 = 0 aos vínculos primários

Φ
(1)
1,2 ,

ΦG
1 = χ, ΦG

2 = e − 1/m. (4.24)

Para estes vínculos também devemos aplicar a condição de consistência Φ̇G
1,2 =

{ΦG
1,2,H

(1)} = 0, que nos fornece os multiplicadores de Lagrange λ1 = 0 e λ2 = 0.

Com os novos vínculos, a classificação entre vínculos de primeira classe e de se-

gunda classe mudou: T é o conjunto de vínculos de primeira classe e ϕ =
(
Φ (1),ΦG

)
o

e conjunto de vínculos de segunda classe.

O próximo passo para a quantização do sistema será usar o método de Dirac para

o caso em que o sistema possui vínculos de primeira e segunda classes [61, 57]. Os

passos que devemos seguir são os seguintes:

1. Calcular os parênteses de Dirac entre as variáveis do sistema. Eles fornecem

as relações de comutação ou anticomutação entre os operadores do sistema. A

relação de comutação ou anticomutação de dois operadores η̂ e η̂′ do sistema

quântico se relaciona com os parênteses de Dirac da seguinte forma:

i
{
η,η′

}
D(Φ) = [η̂, η̂′] = η̂η̂′ − (−)P (η)P (η′)η̂′η̂.
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O parêntese de Dirac de duas funções F(qi ,pi) e G(qi ,pi) na álgebra de Berezin é

definido como

{F,G}D(Φ) = {F,G} − {F,Φl}
(
Cll

′)−1
{Φl′ ,G},

onde {F,G} é o parêntese de Poisson na álgebra de Berezin das funções F(qi ,pi)

e G(qi ,pi), e
(
Cll

′)−1
é o elemento ll′ da matriz inversa da supermatriz cujos ele-

mentos Cll
′

= {Φl ,Φl′ } são os parênteses de Poisson entre todos os vínculos de

segunda classe do sistema.

2. Os vínculos de segunda classe devem ter as suas variáveis substituídas pelos seus

respectivos operadores e, em seguida, o vínculos devem ser igualados a zero:

ϕ(η̂) = 0,

onde ϕ(η̂) são os os vínculos de segunda classe escritos em termos dos operadores

η̂. Estas são outras restrições, além das relações de comutação, que são impostas

aos operadores η̂.

3. Os vínculos de primeira classe também devem ter as suas variáveis substituídas

pelos seus respectivos operadores. No entanto, eles não são iguais a zero, eles

devem restringir os estados vetoriais:

ξ(η̂)|Ψ 〉 = 0,

onde ξ(η̂) são os os vínculos de primeira classe escritos em termos dos operadores

η̂.

Antes de começarmos a quantização do sistema, observamos que o conjunto de víncu-

los de segunda classe, ϕ =
(
Φ (1),ΦG

)
, possui um subconjunto

(
Φ

(1)
1,2,Φ

G
)

na chamada

forma especial - para mais detalhes veja o capítulo 2 da referência [57] -, o que nos

permite eliminar as variáveis e,Pe,χ,Pχ da Hamiltoniana. Assim, as únicas variáveis

que restam são x,p,ψn. Com isso, os parênteses de Dirac com respeito aos vínculos do

conjunto ϕ se reduzem aos parênteses de Dirac com respeito aos vínculos Φ (1)
3n .

Podemos, então, iniciar o primeiro passo do procedimento descrito acima. O cál-

culo dos parênteses de Dirac nos fornece que

{
xα,pβ

}
D(Φ (1)

3n )
= δαβ , {ψn,ψm}

D(Φ (1)
3n )

=
i
2
ηnm.

Os outros parênteses de Dirac zeram. Com isso, as relações de comutação e anticomu-

tação para os vínculos x̂, p̂ e ψ̂n, que correspondem respectivamente às variáveis x,p e
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ψn, são: [
x̂α, p̂β

]
−

= i
{
xα,pβ

}
D(Φ (1)

3n )
= iδαβ ,[

ψ̂n, ψ̂m
]
+

= i {ψn,ψm}
D(Φ (1)

3n )
= −1

2
ηnm. (4.25)

Para o segundo passo, escrevemos os vínculos de segunda classe em termos dos opera-

dores do sistema:

Φ̂
(1)
3n = P̂n + iψ̂n = 0, (4.26)

onde as relações de comutação (4.25) e a equação (4.26) podem ser realizadas no es-

paço de 4-colunas Ψ (x) que dependem de xα. Definimos que x̂α são os operadores de

multiplicação pela variável xα e que p̂α = −i∂α, ψ̂α = i
2γ

5γα, e ψ̂4 = i
2γ

5, onde γn são

as matrizes de Dirac γ , (γα,γ5), definidas no início deste capítulo.

Por fim, no último passo, devemos escrever os vínculos de primeira classe como

operadores e aplicá-los nos vetores físicos. Lembramos que T é o nosso conjunto de

vínculos de primeira classe, vide eq. (4.23). Como Φ̂
(1)
3n = 0, T̂ se reduz aos operadores

Φ̂
(2)
1 e Φ̂

(2)
2 . Aplicando estes operadores em um estado físico, obtemos que

Φ̂
(2)
1,2Ψ (x) = 0. (4.27)

Para a construção do operador Φ̂ (2)
1 , realizamos as transformações

xα→ xα, pα→−i∂α, ψα→ 1
2
γ5γα,

o que nos fornece

Pα = −pα −Aα(x)→ i∂α −A(x) = P̂α,

dα = −2iεαβµνK
β(x)ψµψν → i

2
εαβµνK

β(x)γµγν .

Assim escrevemos a função Φ
(2)
1 , da eq. (4.20), como

Φ
(2)
1 = Pαψα −mψ4 +

1
3
ψαdα→

i
2
γ5

(
P̂αγα −m−

i
3!
Kα(x)εαβµνγ

βγµγν
)
.

Substituindo o operador Φ̂
(2)
1 na primeira equação de (4.27) obtemos a equação de

Dirac (4.4).

A construção do operador Φ̂
(2)
2 com o uso da função Φ

(2)
2 , eq.(4.21), gera um pro-

blema de ordenamento, já que o vínculo Φ
(2)
2 possui termos que são o produto de mo-

mentos com funções das coordenadas. Para tais termos escolhemos a simetrização de

Weyl para operadores, que nos fornece operadores hermitianos Φ̂
(2)
2 . O principal mo-

tivo que nos levou a utilizar essa simetrização é que ela torna as equações em (4.27)
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consistentes. Com esse ordenamento obtemos que

Φ̂
(2)
2 =

(
Φ̂

(2)
1

)2
,

ou seja, a segunda equação de (4.27) é consequência da primeira equação de (4.27). Ao

aplicarmos o operador Φ̂
(2)
2 em um estado vetorial, seguindo a eq.(4.27), não obtemos

novas equações. Dessa forma, as restrições que os vínculos de primeira classe colocam

aos estados do sistema estão de acordo com o sistema inicialmente estudado, o que

confirma a forma da ação obtida na seção anterior.
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CAPÍTULO 5

Conclusão

Dividimos este trabalho em três partes:

1. Revisão do trabalho de E. S. Fradkin e D. M. Gitman [1], com o objetivo de com-

preender o método de construção de modelos clássicos e pseudoclássicos ali de-

senvolvido.

2. Aplicação do método de Fradkin e Gitman ao sistema que descreve uma partí-

cula fermiônica quiral que interage, através da força eletrofraca, com o campo de

matéria e interage com o campo eletromagnético. Este é um resultado novo.

3. Quantização do modelo pseudoclássico obtido no item anterior, para mostrar ex-

plicitamente sua relação com a teoria quântica original e sua consistência.

Na primeira parte do trabalho, fizemos a revisão da referência [1], que desenvolve

um método para a representação da função de Green causal através de integrais de

trajetória para as equações de Klein-Gordon (partícula escalar) e de Dirac (partícula

fermiônica). Ambas as equações foram acrescidas do termo que descreve a interação

da partícula com o campo eletromagnético:[(
i∂µ − gAµ(x)

)2
−m2

]
Ψ (x) = 0, (5.1)[(

i∂µ − gAµ(x)
)
γµ −m

]
Ψ (x) = 0. (5.2)

A partir dessas integrais de trajetória, pudemos extrair as correspondentes ações in-

variantes por transformação de calibre, e dessas ações pudemos extrair um modelo

clássico para a partícula escalar e um modelo pseudoclássico para a partícula fermiô-

nica, semelhantes ao modelo de Berezin-Marinov [3]. Esse último modelo é chamado

pseudoclássico por conter variáveis de Grassmann associadas aos graus de liberdade

de spin semi-inteiro.

Na segunda parte do trabalho aplicamos o método de Fradkin e Gitman em um

sistema que está relacionado com o efeito magnético quiral. Este sistema é descrito
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pela equação de Dirac modificada para incluir a interação da partícula com o campo

de matéria, através da interação eletrofraca, e com o campo eletromagnético externo:[(
i∂µ − gAµ(x)

)
γµ −m−γµ

(
V
µ
L (x)PL +V

µ
R (x)PR

)]
Ψ (x) = 0. (5.3)

Existe uma grande semelhança entre os passos realizados no sistema da eq.(5.2) e os

passos realizados neste sistema. A diferença entre estes passos está na maior complexi-

dade das contas decorrente do termo de interação com o campo de matéria. Como nos

casos anteriores, obtivemos, ao final do método, a representação da função de Green

por integrais de trajetória e o modelo pseudoclássico do sistema.

Na terceira e última parte deste trabalho, utilizamos o modelo pseudoclássico da

teoria descrita pela eq.(5.3) para realizarmos a sua quantização seguindo a referência

[57]. A Hamiltoniana e os vínculos da teoria foram obtidos pelo método de Dirac-

Bergmann. Através da fixação de calibre, foi possível encontrar um conjunto de víncu-

los de segunda classe. Com a aplicação da quantização de Dirac para o caso de siste-

mas com vínculos de primeira e segunda classe, obtivemos os parênteses de Dirac e as

relações de comutação entre as variáveis do modelo. Essas relações de comutação per-

mitiram encontrar a realização correta dos operadores correspondentes às variáveis.

Esses operadores correspondentes às variáveis foram então usados para quantizar os

vínculos de primeira classe, o que nos forneceu a equação de Dirac com que iniciamos

o estudo deste sistema: a eq.(5.3).
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CAPÍTULO 6

Apêndice

Neste apêndice provaremos que

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
= exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
×
∫

exp
[∫ 1

0

(
ψnψ̇

n − 2iρnψ
n
)
dτ +ψn(1)ψn(0)

]
Dψ

∣∣∣
θ=0

.

Iniciamos com o uso do teorema de Wick na sua versão que nos diz que o ordena-

mento temporal de um funcional F(φ̂), sendo φ̂(τ) um conjunto de operadores, pode

ser escrito como:

T F(ϕ̂) = Symexp
[
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

]
F(ϕ)

∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

, (6.1)

onde K(τ1, τ2) = T ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2)−Sym ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2). Para este caso usaremos ϕ̂(τ) = ρn(τ)Γ n

e F(φ̂) = exp
∫ 1

0
φ̂(τ)dτ .

O ordenamento temporal T satisfaz as condições:

T {ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2)} =

ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2) se τ1 > τ2,

(−1)P (φ̂(τ1)P (φ̂(τ2))ϕ̂(τ2)ϕ̂(τ1), se τ2 > τ1,

sendo P (φ̂ (τ)) a paridade do operador φ̂(τ).

Sym, o produto simetrizado, é calculado como

Symϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2) =
1
2

[
ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2) + (−)P (φ̂(τ1)P (φ̂(τ2))ϕ̂(τ2)ϕ̂(τ1)

]
.

Para esta prova usaremos que φ̂(τ) = ρn(τ)Γ n, um operador par, já que ρn(τ) e Γ n

38



são variáveis de Grassmann ímpares, o que nos fornece que

K(τ1, τ2) = ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2)− 1
2

[ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2) + ϕ̂(τ2)ϕ̂(τ1)]

=
1
2

[ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2)− ϕ̂(τ2)ϕ̂(τ1)] , se τ1 > τ2

e

K(τ1, τ2) =
1
2

[ϕ̂(τ2)ϕ̂(τ1)− ϕ̂(τ1)ϕ̂(τ2)] , se τ2 > τ1.

Os resultados acima podem ser reescritos como

K(τ1, τ2) =
1
2
ε(τ1 − τ2) [ϕ̂(τ1), ϕ̂(τ2)]− , com ε(τ) = sgnτ .

Usando que ϕ̂(τ) = ρn(τ)Γ n, e que ρn(τ) anticomuta com Γ n,

K(τ1, τ2) =
1
2
ε(τ1 − τ2) [−2ρn (τ1)ρn (τ2)ΓnΓ

n] .

A partir de [γ̃m, γ̃n]+ = 2ηmn, obtemos que

K(τ1, τ2) = −ε(τ1 − τ2)ρn (τ1)ρn (τ2) . (6.2)

Voltando para a eq.(6.1) e fazendo a substituição F(φ̂) = exp
∫ 1

0
φ̂(τ)dτ obtemos que

Symexp
[
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

.

A primeira exponencial pode ser expandida em série de Taylor. Com isso, a equação

acima se torna

∞∑
n=0

1
n!

(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)n
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

.

O primeiro termo da equação acima, referente ao caso em que n = 0, é exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

.

O segundo termo, para n = 1, é, a menos de uma constante, igual a(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
=

(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
dτ1dτ2

)
,
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onde,

δr
δϕ(τ2)

exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
= exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∫ 1

0

δr
δϕ(τ2)

ϕ(τ)dτ

= exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∫ 1

0
δ(τ − τ2)dτ

= exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
.

O termo δr
δϕ(τ1) exp

[∫ 1
0
ϕ(τ)dτ

]
é calculado da mesma forma. Temos, então, que

(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
=

(
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

)
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
.

O terceiro termo da expansão, a menos de uma constante, é igual a(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)2

exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
=

(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)(
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

)
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
=

(
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

)(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
=

(
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

)2

exp
[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
.

É possível notar que

∞∑
n=0

1
n!

(
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

)n
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

pode ser escrita como

∞∑
n=0

1
n!

(
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

)n
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

= exp
[
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
.
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Com isso, obtemos que

Symexp
[
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

= exp
[
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
, (6.3)

usando a eq.(6.2),

exp
[
1
2

∫
K(τ1, τ2)dτ1dτ2

]
= exp

[
−1

2

∫ ∫ 1

0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
.

A seguir, utilizamos a equação (1.159) da referência [63]:∫
Dξ exp

[
1
2

[∫ ∫
ξn(τ1)K−1(τ1, τ2)ξn(τ2)dτ1dτ2 +

∫
ξn(τ1)An(τ1)dτ1

]]
= εdet

(
K−1

2π

)1/2

exp
(

1
2

∫ ∫
An(τ1)K(τ1, τ2)An(τ2)dτ1dτ2

)
, (6.4)

onde

εdet
(
K−1

2π

)1/2

=
∫
Dξ exp

[
1
2

∫ ∫
ξn(τ1)K−1(τ1, τ2)ξn(τ2)dτ1dτ2

]
.

ξn(τ), com n = 0, . . . ,4, são trajetórias ímpares.

Vemos que a última exponencial da eq.(6.4) pode ser escrita como

exp
[
−1

2

∫ ∫ 1

0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
,

se An(τ1) = iρn(τ1) e K(τ1, τ2) = ε(τ1 − τ2).

K(τ1, τ2) eK−1(τ1, τ2) devem satisfazer a relação
∫
K−1(τ1, τ2)K(τ1, τ2)ξ(τ2)dτ2 = ξ(τ1),

esta relação é satisfeita se K−1(τ1, τ2) = −1
2
d
dτ2
, já que

−
∫

1
2
d
dτ2

ε(τ1 − τ2)ξ(τ2)dτ2 =
∫
δ(τ1 − τ2)ξ(τ2)dτ2 = ξ(τ1),

onde foi usado que d
dyε(x − y) = −2δ(x − y).
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Utilizando essas substituições, vemos que∫
Dξ exp

[
−1

2

∫ ∫
ξn(τ1)

1
2
d
dτ2

ξn(τ2)dτ1dτ2

]
× exp

[
−1

2

∫ ∫ 1

0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
=

∫
Dξ exp

[
1
4

[
−
∫ ∫

ξn(τ1)
d
dτ2

ξn(τ2)dτ1dτ2 + i
∫
ξn(τ1)ρn (τ1)dτ1

]]
.

A exponencial exp
[
−1

2

∫ ∫ 1
0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
pode então ser escrita como

∫
Dξ exp

[
−
∫ ∫ 1

0
1
4ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2 + i

∫
ξn(τ1)ρn (τ1)dτ1

]
∫
Dξ exp

[
1
4

[
−
∫ ∫ 1

0
ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2

]] =
J(ρ)
J(0)

,

onde

J(ρ) =
∫
Dξ exp

[
−
∫ ∫ 1

0

1
4
ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2 + i

∫
ξn(τ1)ρn (τ1)dτ1

]
.

Assim,

J(0) =
∫
Dξ exp

[
1
4

[
−
∫ ∫ 1

0
ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2

]]
.

A próxima igualdade que será provada é:

exp
[∫ 1

0
ρnΓ

ndτ

]
= exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

]
. (6.5)

Para isso, a exponencial exp
[
iΓ n ∂l

∂θn

]
é expandida em série de Taylor:

exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

]
=
∞∑
m=0

1
m!

(
iΓ n

∂l
∂θn

)m
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
.

O primeiro termo do somatório acima, referente a m = 0, é exp
[
−i

∫ 1
0
ρn(τ)θndτ

]
. O
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segundo termo, com m = 1, é da forma(
iΓ n

∂l
∂θn

)
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

]
= iγ̃n exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][
−i

∫ 1

0

∂l
∂θn

(ρn(τ)θn)dτ
]

= iγ̃n exp
[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][
i

∫ 1

0

∂l
∂θn

(θnρn(τ))dτ
]

= iγ̃n exp
[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][
i

∫ 1

0
ρn(τ)dτ

]
= i exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][
i

∫ 1

0
Γ nρn(τ)dτ

]
= i exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][
−i

∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
= exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
.

Para o cálculo do terceiro termo é usado o resultado acima:(
iΓ n

∂l
∂θn

)2

exp
[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

]
=

(
iΓ n

∂l
∂θn

)
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
= exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

][∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]2

.

Com isso, pode-se ver que os outros termos da expansão de Taylor também devem

seguir o mesmo padrão dos termos acima:

∞∑
m=0

1
m!

(
iΓ n

∂l
∂θn

)m
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
=
∞∑
m=0

1
m!

exp
[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

][∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]m
= exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
exp

[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
= exp

[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
.

Desse modo, a eq.(6.5) está provada.

Pra finalizar, vamos organizar os resultados obtidos neste apêndice. Mostramos
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que

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
= Symexp

[
1
2

∫
δr

δϕ(τ1)
K(τ1, τ2)

δr
δϕ(τ2)

dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]∣∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

= exp
[
−1

2

∫ ∫ 1

0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
exp

[∫ 1

0
ϕ(τ)dτ

]
,

onde:

ϕ(τ) = ρn(τ)γ̃n;

exp
[
−1

2

∫ ∫ 1

0
ρn (τ1)ε(τ1 − τ2)ρn (τ2)dτ1dτ2

]
=
J(ρ)
J(0)

;

J(ρ) =
∫
Dξ exp

[
−
∫ ∫ 1

0

1
4
ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2 + i

∫
ξn(τ1)ρn (τ1)dτ1

]
;

exp
[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
= exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

]∣∣∣∣∣∣
θ=0

.

A junção das expressões acima, resultou em

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
=
J(ρ)
J(0)

exp
[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
=
∫
Dξ exp

[
−
∫ ∫ 1

0

1
4
ξn(τ1)ξ̇n(τ2)dτ1dτ2 + i

∫
ξn(τ1)ρn (τ1)dτ1

]
× exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
.

A seguir, foi feita a mudança de variáveis ξ(τ) +θ = 2ψ(τ):

T exp
[∫ 1

0
ρn(τ)Γ ndτ

]
=

∫
Dψ exp

{[∫ 1

0

1
4

(
4ψnψ̇

n − 2ψnθ̇
n − 2θnψ̇n+θnθ̇

n
)
+

−2iρnψ
n + iρnθ

n]dτ
}
exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
exp

[
−i

∫ 1

0
ρn(τ)θndτ

∣∣∣∣∣∣
θ=0

]
,

onde θ̇n = 0, e o termo −1
2

∫ 1
0
θnψ̇

ndτ pode ser simplificado para

−1
2

∫ 1

0
θnψ̇

ndτ = −1
2
θn [ψn(1)−ψn(0)] .

Usando que ξ(0) = −ξ(1), obteve-se que θ = ψ(1)+ψ(0). Como ψ(0)ψ(0) = ψ(1)ψ(1) = 0,

o resultado da integração acima se torna ψn(1)ψn(0). Com isto, foi provado que

44



T exp
[∫ 1

0
ρn(τ) Γ ndτ |ρ=0

]
= exp

[
iΓ n

∂l
∂θn

]
×
∫

exp
[∫ 1

0

(
ψnψ̇

n − 2iρnψ
n
)
dτ +ψn(1)ψn(0)

]
Dψ

∣∣∣
θ=0

.
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