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Resumo

O efeito magnético quiral é um efeito quantico macroscépico em que se observa a
geracao de uma corrente elétrica induzida pelo desequilibrio da quiralidade de férmi-
ons na presen¢a de um campo magnético externo. Este efeito ja foi observado experi-
mentalmente e tem atraido grande interesse. Sua teoria e aplica¢oes estao em fase de
desenvolvimento.

Neste trabalho construimos um modelo pseudoclassico de um sistema de interesse
para o estudo do efeito magnético quiral, composto por férmions quirais massivos que
interagem com um campo eletromagnético externo e com um campo de matéria atra-
vés de interagao eletrofraca. Para isso, o sistema é descrito por uma equagao de Dirac
modificada e é aplicado o método de representacao por integrais de trajetéria de uma
funcao de Green desenvolvido por E. S. Fradkin e D. M. Gitman [1l]. Para compro-
var a validade do modelo obtido, verificamos que a quantizagao de Dirac do modelo
recupera o sistema inicial.

Além do modelo pseudocléssico, foi possivel também obter outros resultados iné-
ditos para esse sistema, como a representacao da funcao de Green causal por integrais
de trajetoria (formulacao de Feynmann da mecanica quantica) e a teoria Hamiltoniana

com vinculos do sistema.

Palavras-chaves: Efeito magnético quiral, modelo pseudoclassico, integrais de trajeto-
ria.



Abstract

The chiral magnetic effect is a macroscopic quantum phenomenon in which the ge-
neration of an induced electric current is observed due to the imbalance of the chirality
of fermions associated with the presence of an external magnetic field. This effect has
been observed experimentally and has been attracting great interest. Its theory and
applications are still currently in development by the scientific community.

In this work we built a pseudoclassical model of a system of interest to the study
of the chiral magnetic effect, composed of massive chiral fermions that interact with
an electromagnetic field and with a matter field through electroweak interaction. For
this study, the system is described by a modified Dirac equation and the method of
representation by path integrals of a Green function developed by E. S. Fradkin and D.
M. Gitman [1]] is applied. To prove the validity of the model, we verified that the Dirac
quantization recovers the original system.

Besides the pseudoclassical model, other unprecedented results were possible to
obtain about this system, such as the representation of the causal Green function by
path integrals (Feynmann’s formulation of quantum mechanics) and the Hamiltonian

theory with constraints to the system.

Keywords: Chiral magnetic effect, pseudoclassical model, path integral.
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CAPITULO 1

Introducao

A construcao de modelos pseudoclassicos comecou em 1975, quando F. A. Berezin
e M. S. Marinov, com o objetivo de encontrar uma maneira de formular a mecanica
Hamiltoniana para sistemas que possuem spin, investigaram o uso da algebra de Gras-
smann. Os elementos desta algebra anticomutam, com eles formamos variaveis que
comutam (variaveis de Grassmann pares) e variaveis que anticomutam (variaveis de
Grassmann impares). As variaveis pares e impares de Grassmann sao elementos de
uma outra algebra, formulada posteriormente por F. A. Berezin e chamada de algebra
de Berezin. Usamos essa algebra para descrever sistemas com spin semi-inteiro [2].

Ao encontrarmos a acao de um sistema temos o seu modelo classico, no entanto,
quando obtemos a acao de um sistema escrito com as variaveis de Grassmann, esse
modelo é chamado de pseudoclassico.

No ano seguinte, Berezin e Marinov desenvolveram essa teoria e a aplicaram em
alguns sistemas [3]]. Obtiveram a agao do sistema composto por uma particula nao re-
lativistica com spin 1/2 e a quantizaram, a quantizacao forneceu a eles a teoria usual
de uma particula nao relativistica com spin 1/2, confirmando a validade da agao ob-
tida. O mesmo foi feito com o sistema descrito pela particula relativistica com spin 1/2.
Outros autores também investigaram este altimo sistema [1},[3} 14} (5, |6}, (7}, (8, [9}, [10], 1.

Outros sistemas foram propostos, como a generalizagao da agao pseudoclassica de
uma particula com spin semi-inteiro e com momento magnético anémalo, desenvol-
vida na Ref. [12], e uma versao ndo comutativa da acao de Berezin-Marinov, que foi
construida na Ref.[13]].

Na referéncia [14] é apresentado um modelo pseudoclassico cuja quantizagao re-
produz a teoria das particulas de Weyl; além disso, neste mesmo trabalho, foi anali-
sado também um modelo pseudoclassico para particulas relativisticas com spin 1, no
caso de uma acao com o termo de Chern-Simons e para os casos com e sem massa. Ao
final, esta referéncia mostra que a mecanica quantica construida para o caso massivo €
equivalente a teoria da Proca e a teoria de Maxweel no caso sem massa.

O modelo pseudoclassico para uma particula de Dirac massiva em 2+ 1 dimensoes

foi construido na Ref.[15] e generalizado para os casos de dimensao par e impar nas



Ref.[16] 17,18}, 19]. A¢des pseudoclassicas de particulas com spin semi-inteiro em um
background nao-abeliano e em um campo de tor¢ao foram propostas nas Refs. [20] e
[21], respectivamente.

Nos trabalhos citados acima é possivel observar diferentes formas de se obter e
quantizar modelos pseudoclassicos. Dentre elas esta o método de E. S. Fradkin e D.
M. Gitman, usado neste trabalho, onde a funcao de Green causal do sistema é repre-
sentada através de integrais de trajetorias, as integrais também sao feitas ao longo das
trajetdrias associadas com as variaveis de Grassmann [1]. Ao final do processo é obtido
o modelo pseudoclassico e a sua representagao por integrais de trajetoria. As repre-
sentagoOes por integrais de trajetéria sao frequentemente um método eficiente para o
calculo de propagadores, veja por exemplo [22},23]. Elas também fundamentam o cha-
mado método da linha de universo na teoria das cordas e na teoria quantica de campos,
veja por exemplo [24].

Outra linha de pesquisa relacionada a esta, € a constru¢ao de modelos de particulas
relativisticas, ainda representadas por integrais de trajetdria, porém escritas exclusiva-
mente com variaveis bosonicas. Estes modelos sao capazes de descrever efeitos fisicos
mais claramente, no entanto, a sua estrutura, como regra, é tecnicamente mais compli-
cada que a estrutura dos modelos pseudoclassicos.

O trabalho [25] mostrou que é possivel obter uma quantizacao que reproduz a me-
canica quantica de particulas com spin semi-inteiro por meio desses modelos que usam
variaveis bosonicas. E, recentemente, a referéncia [26] mostrou que trajetérias boso-
nicas de um modelo classico que descreve férmions quirais sem massa em um campo
magnético externo podem ser usados para calcular o efeito magnético quiral.

O EMQ é um efeito quantico macroscopico que ocorre em sistemas que possuem
férmions quirais carregados e que interagem com o campo magnético. Ao expormos
estas particulas a um campo magnético ocorre uma quebra da invaridncia por rotagao
destes férmions, criando uma orientacao preferencial para seus spins semi-inteiros, o
que gera uma diferenca no numero de particulas de mao-direita e de mao-esquerda do
sistema, induzindo a geracao de uma corrente elétrica andomala na dire¢ao do campo
magnético.

A primeira descrigao tedrica do EMQ foi feita, aparentemente, por A. Vilenkin em
1980 [27]. Neste artigo foi estudada a interacao entre particulas de mao-esquerda
carregadas, sem massa, e o campo magnético; foi obtida uma corrente de particulas
carregadas na direcao do campo magnético. Outro sistema estudado neste trabalho foi
o dos férmions massivos e carregados que interagem por meio da forga eletrofraca. No
entanto, na ordem mais baixa da teoria de perturbacao, a analise realizada indicou a
auséncia de uma corrente andomala gerada no sistema.

Nos anos de 1978 e 1979, Vilenkin ja havia obtido, teoricamente, a geracao de uma

corrente andmala para o caso de particulas sem massa e de mao-esquerda, mas, di-



ferentemente do trabalho de 1980, elas estavam em rotagao, o que gerou uma cor-
rente paralela ao vetor da velocidade angular [28], 29]. Esses trabalhos despertaram
um grande interesse no estudo do efeito magnético quiral - veja, por exemplo, as refs.
(30},131,132, 33}, 134}, 35,136, 37,38}, 139, [40].

Uma revisao historica mais detalhada do EMQ pode ser encontrada na ref. [41], na
qual destaca-se a observacao deste efeito nos semimetais de Weyl (42, (43| (44} 45, 46,
47,148]] e a relagao do efeito com a anomalia de Adler-Bell-Jackiw [51},52].

O efeito magnético quiral foi observado experimentalmente, pela primeira vez, no
semimetal de Dirac ZrTes, por meio do experimento [49]. Os autores mostraram que a
observacao do efeito se torna possivel devido a uma transformacao efetiva do semime-
tal de Dirac em um semimetal de Weyl quando exposto a campos magnéticos e elétricos
paralelos. Existem também hipoteses sobre a ocorréncia deste efeito na cosmologia, a
saber, nos processos associados a supernovas [50], e nos processos de colisoes de ions
pesados [53].

Além disso, o trabalho [26] também estudou o comportamento semiclassico de li-
quidos de Fermi proximo a superficie de Fermi [54]. A analise deles é baseada na agao
classica de particulas de Weyl carregadas e de spin % Um dos resultados obtidos é o de
que as trajetdrias da agao classica do sistema podem ser usadas para calcular a corrente
de férmions carregados, ja que elas fornecem o valor exato da corrente gerada. Este é
mais um exemplo da importancia do estudo de modelos classicos e pseudoclassicos.

A referéncia [55] obtém as solu¢des exatas de uma série de equagdes de Dirac que
incluem o potencial efetivo responsavel pela interagao das particulas com o campo de
matéria. Para estudarmos o efeito magnético quiral usamos a seguinte equacgao retirada
do artigo [56]:

[(IOM —gAH(x))y/” —m— yy(VL’l(x)PL + VI’;(x)PR)]\I’(x) =0, (1.1)

onde VL’T r(x) sdo os potenciais efetivos da interagao eletrofraca entre o campo de maté-
ria e os elétrons de mao direita e de mao esquerda respectivamente. P = (1 ¥ y°)/2
sd0 as projecdes quirais, e y# com u=0,1,2,3 e y°> = iy°y19?y3 sdo as matrizes gamma
de Dirac.

A equacgao de onda relativistica acima descreve férmions quirais que interagem com
o campo de matéria, através da forca eletrofraca, e com o campo eletromagnético. A
referéncia [56]], estudou o comportamento das particulas quirais expostas ao campo
magnético, e se podemos esperar, no limite quiral, o aparecimento de correntes ano-
malas devido a interagao com o campo da matéria. O estudo da geracao desta corrente
pode ser feito de modo similar ao feito por Vilenkin [27], onde foi feita a analise das
solucdes da equagao de Dirac modificada, ou como foi feito no trabalho [26]], onde foi

usado a acao classica. No entanto, neste trabalho vamos focar na constru¢ao do modelo



pseudoclassico e na sua quantizagao.

Divisao do trabalho

No capitulo 1, introdugao, foi feita uma revisao de alguns dos modelos pseudoclas-
sicos ja desenvolvidos e do Efeito Magnético Quiral.

Nos capitulos 2| e 3| estudaremos o artigo de Fradkin e Gitman que inaugura o mé-
todo aqui usado para obter modelos pseudocléassicos [1]. As contas deste artigo sao
refeitas com o objetivo pedagodgico de compreender o método. Vale lembrar que este
método parte da equacao quantica do sistema e ao final do processo obtemos a sua
funcao de Green causal escrita como uma integral de trajetoria.

No capitulo[4]aplicamos o método aprendido nos capitulos anteriores em um novo
sistema: o sistema de férmions quirais que interagem com o campo de matéria, o que
nos fornece o seu modelo pseudoclassico. Na segunda parte do capitulo |4 quanti-
zamos o modelo pseudoclassico obtido, com o objetivo de verificar se o resultado da
quantizagao de Dirac nos fornece a equagao quantica com que iniciamos o processo de
constru¢ao do modelo pseudoclassico do sistema, usamos a referéncia [57)]. E por fim,
no capitulo |5, apresentamos a conclusao do trabalho.

Nos proximos paragrafos detalho os modelos estudados em cada um dos capitulos.

No capitulo 2| refazemos as contas do artigo [1] que constroem o modelo classico
de uma particula escalar relativistica que interage com um campo eletromagnético
externo e ¢ descrita pela equacao de Klein-Gordon modificada para incluir o potencial

eletromagnético:
. 2
[(zay - gA,,(x)) - mz] W(x)=0.

No capitulo [3| também refazemos as contas do artigo [1] que constroem o modelo
pseudoclassico de uma particula com spin semi-inteiro, massiva, que interage com o
campo eletromagnético externo e é descrita pela equacao de Dirac modificada para

incluir o potencial eletromagnético:

[(i(?y —gAM(x))y” - m]‘l’(x) =0.

E no capitulo [4, aplicamos o método apresentado nos capitulos anteriores ao sis-
tema descrito pela eq.(L.1). Este sistema e o sistema do capitulo [3| sdo descritos por
equacoes de Dirac modificadas, quando aplicamos o método nestes dois sistemas ve-
mos muitas semelhangas nos processos que devem ser feitos, por isso, muitos dos re-

sultados usados no capitulo (3| sao usados no capitulo |4/ e estao melhor detalhados no
capitulo



CAPITULO 2

Modelo classico de uma particula de Klein- Gordon que

interage com o campo eletromagnético

Neste capitulo iremos reproduzir as contas da referéncia [1]]. Este passo é impor-
tante para que possamos ter uma visao geral do método desenvolvido por Fradkin e
Gitman. Vamos obter, como na referéncia estudada, a acao classica para a seguinte

equacao de Klein-Gordon modificada:

[(iay —gA(x) - mz] W(x) =0, (2.1)

onde utilizamos que a métrica 1, = diag(1,-1,-1,-1), A,(x) € o potencial eletromag-

H
nético externo, com y =0,1,2,3, e g é a carga elétrica.

Esta equacao descreve o sistema composto por uma particula escalar relativistica
que interage com um campo eletromagnético externo. Nas contas seguintes usaremos
que |x) e |y) sdo os autovetores dos operadores posicao X* e Y¥, respectivamente, que
Pﬂ € o operador momento linear e que estes operadores e autovetores satisfazem as

seguintes relacoes:
X0y =271, (o) =34 ), [ b)aldx =1, 2.2)
[P, X¥]_==i5), Bp) = p,lp), (plp") = 8*(p—p),

j|P><P|dP =1, (x|P,ly) = —id,5*(x - ), (x|p) = (2m) 2e'P%,

|11, 11, | = —igl,,(X), TT, = =P, - gA,(X).

2.1 Acaoclassica

Para iniciarmos este processo devemos primeiro escrever a eq.(2.1) em funcao da

sua funcao de Green causal D¢(x,y), que satisfaz a equagao abaixo:

[(iay —gAl,(x))2 —m?+ ie] D¢(x,v) = —0*(x —v), (2.3)



De acordo com Schwinger [58]], podemos escrever a fun¢ao D(x,y) como um elemento

de matriz do operador D¢,
D¢(x,y) = {(x|Dp).
Usando a equagao acima, temos que f|z>(z|d4z =T e (xly) = 6*(x — ). Assim, a eq.

pode ser escrita como
. 2 . .
J [(zay —gA(x)) —m+ ze] (x |2)¢2| DE |y dz = — (x ).

Definindo os termos (iay - gA,,(x)) como o operador I1, = -P,—gA,(X), podemos obter

que
j<x| (H}% —m?+ ie) |z) (z| D¢ |y>d4z =—(x |y),
(x| (Hﬁ —m? + ie)DC |y) =—(x |y>
Do resultado acima, podemos escrever
(Hﬁ —m?+ ie)DC =-I,
e, assim, obter o valor de D¢,

D¢ = (—Hi +m? - ie)_1 .

D¢, por sua vez, ¢ um operador de Bose e pode ser escrito como
o) .
D¢ = iJ e LX),
0

onde H(A, X, P) = /\(—Hft +m? - ie) e A é o tempo proprio.
Os passos feitos até agora podem ser resumidos em

Dc(xoutrxin) = <xout|DC|xin>

<x0ut (m2 ~T1% - ie)_1|xin>

= <xout Xin> ’

onde x;, e x,,; S20, respectivamente, as posicoes iniciais e finais de D(xqy¢, Xin)-

A

ijoo o~ HAXP) 1)
0

O proximo passo € escrever a ultima linha da equagao acima como uma integral de



trajetoria. Para isso, vamos provar que

Z-J‘Oo e—iﬂ(/\,X,P)d/\
0

xin> (24)

D¢ (xoutr xin) = <xout

pode ser escrita como

co 1
D(Xout, Xin) = iJ. dAOJDxDADpDn exp lzf [—7:{(/\, X,p)+px+ ni] dTl.
0 0
Comegamos escrevendo a eq.(2.4) como

. &0 s A N
Dc(xoutl xin) = ZJ‘ d/\<xout [e IH(/\'X'P)/N]

0

xin>r

e~ IHLXPYN —~iH(AX,PY/N _ ,~iH(ALX,P)/N

assim:

dl <xout

xin> .

Agora ¢ preciso transformar a integral sobre a variavel A em uma integral sobre

Dc(xoutf xin) =1 J

0

a trajetoria A(t), parametrizada pelo parametro 7 € [0,1] e satisfazendo as condi¢oes
de contorno A(0) = Ay, x(0) = x;,, e x(1) = x,,;. Para isso, devemos inserir N vezes a
equagao I = f_ozo dA,0(A,, —Ay_1) e N—1vezes aequagao I = I_O; dx;|x;)(x;| na equagao
acima,comm=1,2,...,Nel=1,2,...,N —1. Com isso, obtemos que

Dc(xout,xin) Zlf d/\()f dxlde_ld/\ld/\N (25)
0 —00
X <Xout e_iH(AN'X'P)/N‘XN—l > O(An—ANn-1)
X (xn-1] ¢ HAN-L X PYN |Xn_2) 0 (AN-1—AN_2)

LA

X .. (x| e THALXPYN 10 35 (A) = Ag),

onde X,y =Xy € Af = An.

iH(ApX,P

Para cada um dos termos {x;|e” VN |x;_1) da equacdo acima, a exponencial

pode ser expandida em série de Taylor:

(x| e THMXPYN |y~ (| T —iH(Ag, X, P)/N 1) (2.6)

Através do ordenamento de Weyl, transformamos o operador 7'A£(/\k, X, P), no simbolo

de Weyl H(A, x,p). Para esse sistema o simbolo de Weyl é escrito como
H(A,x,p) = A(P> = m? +ie), (2.7)

onde P, = —p, — A,(x).

U



O elemento de matriz da eq.(2.6) pode ser escrito em termos do ponto médio (x; +
Xk_1)/2 do simbolo de Wey - veja a ref. [59]. Com isso, obtém-se que

<xk |f iRy, X,p)/N|xk_1> - (2711)4 f [1 - iH(,\k, szk_l,}?k)/N] e k=X P

O termo entre chaves da equagao acima pode ser escrito como uma exponencial apro-

ximada:

<Xk|f_i7'z(/\kzX;P)/N|xk—l>: (21)4 J‘e_m()\k,xk+’;k1,pk)/Nei<xk_xk1)pkdpk+O<ATz)_
TC

Desse modo, cada um dos termos da equagao 1) com a forma <xk |f —iH(AL X, P)/Nl xk_1>
pode ser substituido pela equagao acima. Obtém-se, assim, que

D (Xoutr Xin :1J ar J dxy...dxn_1dA...dA
( out ) 0 0 - 1 N-1 1 N(zn)4 (27_()4

% I:e—l‘H(/\N,XNH;Nl’PN)/Nei(xN_xN1)pN6 (Ay —An_1)

X1+x;5

x...e M 2ln’p1)/Nei(x1_xi“)p15(/\1 - o) |-

A partir daqui sera usada a notagao fDxD/\DpDn em substitui¢do a

* dpy  dpy dmy  dny
dxq...dxy_1dA...d) .
J:OO 1 N-14A4 N(2n)4 (2n)? 27 e

Inserindo a relacao

1 (> .
6(/\k - /\k—l) = ZJ eznk(/\k_/\k_l)dT(k

-0

na equagao acima, obtém-se que

D(Xouts Xin) :iJ; dAg f DxDADpDTt

. XN + XN . .
X exp (_ZH(AN: %:PN)/N)GXP [i(xn —xn—1)pNn]exp [inty (AN — An-1)]
. X1 + Xin . i
X...exp (—ZH(?\M . 5 rpl)/N)exp[l(xl —Xin)p1]exp [iTt1 (A1 — Ag)],

que pode ser escrita como



Dc(xout,xin) :lf d/\oJDXD/\DpDTCGXp [—iH(/\N, W%:PN)/N + i(XN _xN—l)pN
0

X1 + Xin

+ Z.TCN(/\N _/\N—l) +... _iH(/\l’ »P1 )/N + i(xl _xin)pl + inl(/\l - /\0) ,

e, entao, reescrita novamente como
o0
D(xout, Xin) =1 J dl f DxDADpDmn
0

al (X —Xk_1) Xk +x (A — A1)
XeXp[iZ[pk—k ATk_l —H(/\k,—k zk_l,pk)+7(k—k ATk_l lAT
k=1

No limite em que N — oo (e, portanto, AT — 0), a equagao acima se torna, finalmente:

1) 1
D (Xouts Xin) = i J dldy f DxDADpDrexp [i j [pfc -H(Ax,p)+ ni] d’(l .
0 0

Finalizamos com isso a prova de que a eq.(2.4) pode ser escrita como uma integral de
trajetoria.

Aplicando este resultado ao nosso sistema e usando a eq.(2.7), encontramos:
D (Xoutr Xin) :zf d/\oijD/\DpDn (2.8)
0
1 .
X exp lzj [px + /\(772 - mz) + n/\]d'cl.
0

Para obter a integral de trajetéria em sua forma Lagrangiana, é necessario, na equagao
acima, integrar sobre o momento p. Para isto, é feita uma translacio no momento,
Py = Pu+ Py onde p, € o momento classico.

O momento classico, por sua vez, é obtido a partir da equacao

oH
dpy

x* = =2A[p* + gA%(x)].

Com isso, obtemos .
X

~ K

Pp=-8Au(¥) =5 T

Com estes resultados vamos realizar as seguintes substitui¢cdes na eq.(2.8)):

X
H —
pyep#—gAy(x)—ﬁ , A=e/2.

A substituicao correspondente a translacao no momento nos fornece uma integral em



que é possivel separar o termo do momento do restante dos termos:
D€ (Xgutr Xin) :%f deOJDxDADpDn (2.9)
0
1,2 .2 2 ;
X exp iJ 2—x——%—gaéA(x)+E dt|.
ol 2 22 2 2

Com isso, a integral acima pode ser separada em trés partes. A primeira parte é a

medida de integracao M(e),

. A1
M(e) = J‘Dp exp l%J; epzdrl,

a segunda parte é a acao invariante por calibre da particula,

x(1) > x(f(1)), e(t)>e(f(r)f(r), f(0)=0, f(1)=1,
as quais, em termos infinitesimais, podem ser escritas como:

d

ox =xe, oOe=—
X = X€ edT

(ee), €(0)=¢€(1)=0.

A terceira parte é um termo de fixagao de calibre,

1
SGr = —J Tédr,
0

A obtencao da eq.(2.9) e a sua separagao em trés termos encerra este capitulo, no

que fixa é = 0.

qual apresentamos o método para obter a acao classica de um sistema relativamente
simples. Nos proximos capitulos realizaremos essencialmente os mesmos processos
aqui realizados. Entretanto, por se tratarem de sistemas fermionicos serao necessarias

algumas adaptagdes, conforme serao discutidas a seguir.
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CAPITULO 3

Modelo pseudoclassico de uma particula de Dirac que in-

terage com o campo eletromagnético

Neste capitulo também reproduzimos as contas da referéncia [1]]. Este passo é im-
portante para que possamos saber aplicar o método de Fradkin e Gitman em sistemas
de férmions. Alguns dos processos do capitulo anterior devem ser modificados e ou-
tros sao acrescentados. Como ja feito no artigo [[1], vamos obter a acao pseudoclassica

do sistema descrito pela seguinte equagao de Dirac modificada:

[(iaﬂ—gA#(x))y"—m]\I/(x) =0. (3.1)

Ela descreve o sistema composto por uma particula relativistica com spin 1/2 que
interage com um campo eletromagnético externo. A métrica que usamos € a 17, =
diag(1,-1,-1,-1), A,(x) € o potencial eletromagnético externo, com p=0,1,2,3, g éa
carga elétrica e ¥ sdao as matrizes de Dirac que satisfazem a relagao [y*,y"], = 21yH".

1,,2,,3

Além disso, usamos também a matriz y° definida como y°> = »%y!y2y3. Neste capi-

tulo sao usados os mesmos operadores e autovetores definidos nas equagoes do
capitulo

Diferentemente do sistema do capitulo anterior, a particula tratada neste capitulo
possui spin e é um férmion. Por essas razoes, utilizaremos a algebra de Grassmann e
dessa forma, o modelo que iremos obter ao final do método é chamado de modelo pseu-
doclassico. Os geradores dessa algebra serao chamados de ay,...,a,. Eles anticomutam

e o quadrado de um gerador é igual a zero:
akal+a1ak:O, akak:O, k,1=1,...,n

Estes geradores formam polindmios, os quais, quando sao compostos por um nu-
mero impar (par) de geradores da algebra de Grassmann, sao denominados variaveis
de Grassmann impares (pares). Variaveis impares anticomutam com variaveis impares;
por outro lado, variaveis pares comutam com variaveis pares e impares.

A derivada parcial de uma variavel impar pode ser feita de duas formas. Supondo

11



que x seja uma variavel de Grassmann impar, uma das formas de se realizar uma
derivada em x é a chamada derivada pela esquerda, g—)’(, caracterizada pelo subindice
I. Neste caso, a variavel que sera derivada deve ser deslocada para a posi¢ao mais
a esquerda do termo do qual ela faz parte e s6 entdo derivada. Esse deslocamento
pode ou nao gerar uma mudanca no sinal do termo que esta sendo derivado, devido a
anticomutatividade das variaveis impares. A segunda forma de se realizar a derivada
¢ a derivada pela direita, g—)’(, caracterizada pelo subindice r. Nesta derivada, a variavel
que sera derivada deve ser deslocada para a posi¢ao mais a direita do termo do qual
ela pertence antes de ser derivada.

Estas sao as propriedades da algebra de Grassmann que serao utilizadas neste ca-
pitulo. Outras propriedades podem ser encontradas no capitulo 6 da referéncia biblio-
grafica [60]. Variaveis pares e impares sao elementos da algebra de Berezin, F. A. Bere-
zin estendeu a algebra de Grassmann nos fornecendo importantes resultados, alguns
deles serao usados na segunda parte do capitulo 4. A referéncia [57], e em especial o

seu apéndice D, trata da algebra de Berezin.

3.1 Acao pseudoclassica

Para obtermos a acao pseudoclassica do sistema, iniciamos escrevendo a eq.(3.1) em

termos da fungio de Green causal do sistema, S¢(x, ),

[(i&F—gA”(x))y"—m]SC(x,y) = -5%x-v). (3.2)

E conveniente, no entanto, usarmos S¢(x,v) = S¢(x,v)y> no lugar de S¢(x,y). Para isso,

multiplicamos a equagio acima por y°, da seguinte maneira:
Y [(10) = gAu(0) 7 = m| SC(x,9)y° = =y H(x - p)y°.
Além disso, no lugar das matrizes y* e 7/5 usaremos as matrizes ', comn=0,1, 2,3, 4:
TH =95y TH=9° 1=0,1,2,3.
Estas matrizes satisfazem a relacao:
[[”,T™], = 2¢™", 5™ = diag(1,-1,-1,-1,-1).
Com essas transformagoes, a eq.(3.2)) é escrita como

[(ia,, - gAy(x))l“" —T*m+ ie] SC(x,v) = 6% (x - ).
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Segundo [58]], é possivel escrever a fun¢ao Saﬁ(x y) como um elemento de matriz do
operador Saﬁ,

$$p(x,9) = (IS Sl),

onde os subindices &,  sao indices espinoriais e serao desconsiderados a partir daqui.

De forma semelhante ao feito no capitulo anterior, obtemos o valor de S¢.
§€ = (M, I =T*m)

ond~e (iaﬂ —gAﬂ(x)) € escrito como o operador I, = (—Pﬂ —gAH(X)).
SC¢ é um operador de Fermi por conter variaveis de Grassmann. Consideramos que
as matrizes I'" também sao operadores de Fermi. Gitman e Fradkin desenvolveram

uma férmula para escrever um operador de Fermi como a integral de uma exponencial:

-1 _ fmdAJei[A(A2+ie)+xA]dX,
0

onde A é um operador de Fermi impar, A é uma variavel par e x uma variavel impar
que, por defini¢ao, anticomuta com A - veja a Ref. [1]. Mesmo que uma variavel de
Grassmann elevada ao quadrado seja igual a zero, podemos elevar A ao quadrado ja
que ela é uma combinagao de operadores escritos com as variaveis de Grassmann e
essa combinacao elevada ao quadrado nao € necessariamente zero. Os passos feitos até

agora podem se resumir em:

Sc(xoutlxin) = <xout|§c|xin> (3-3)

= <x0ut (N—I“4m)_1|xin>
xin>:

- <x0utf d)\J‘e‘iﬂ("'X'X'P)dx
0

—iH (M x, X, P) =i (A2 ie +)(A]

onde

=i [A((I1rr = rhm) i)+ (T - )|

:i—/\ nyr# )+X(H T*—T*m )]

i /\(H2 ’2gIP THTY — m )+X(nyrﬂ—r4m)].

Para obter o resultado acima usamos [[",T"], =2n"", e =0eF,, =d,A, - d,A,,.

Tal como no capitulo |2, vamos provar que a altima linha da equacao (3.3) pode
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ser escrita como uma integral de trajetéria. Muitos dos passos que devemos fazer sao
semelhantes aos passos da prova do capitulo anterior. No entanto, neste caso temos
uma integragao sobre a variavel x e, devemos reescrever a Hamiltoniana de modo que
as matrizes I'" ndo nos atrapalhe.

Primeiro provaremos que

5 (Xoutr Xim) = f dAf<xout|e—f“<*fX’X’P> i) dx (3.4)
0

pode ser escrita como

S (Xout, Xin) = dl dxo | DxDADxDpDmnDv
p
0 0
1
xexp[iJ [—7:(()\,)(,x,p)+px+n/\+v;'(]drl.
0

O primeiro passo sera escrever a eq.(3.4) como

gc(xout: Xin) = J d/\f <x0ut [e
0
Assim,

Sc(xout'xin) = J d/\fd)( <xout € xin>-
0

Para que a integral sobre as varidveis A e x se tornem integrais sobre as trajetorias A(7) e

Xin>d)(.

—IHA XX PYN =i HAXX PN =iH(AXX,P)/N

x(7), parametrizadas pelo parametro 7 € [0, 1] e satisfazendo as condi¢des de contorno
A(0) = Ay, x(0) = xo, x(0) = x;,, e x(1) = x,,;., inserimos na equagao acima as equagoes
I=[" d\o(Ay=Ap)el= [T dxo(xi-xi-1), Lm=1,2,...,N, eI = [" dx|x;)(x,
I=1,2,...,N —1. Obtemos, com isso,

S;C(xout'xin):J d/\of d}(oJ dxl"'de—ld/\l"'d/\NdXI"'dXN
0 0 —00

e-muN,xN,X,P)/N‘ >5(/\N AN-1) (XN = Xn-1) (3.5)

(g | e XL XPUN |y 5 (41— Ag) 6 (X1 — Xo)

X <x0ut

onde xout = XN, Af = Ay € X = AN-

Para cada um dos termos (x;|e” (A X

XPVN |x,_1) da equagdo acima, expandimos
a exponencial em série de Taylor,

(xple! H(Xioxi X PN Ixk_1) = (x| T = iH(Ag, x50 X, P)/N [x5_1). (3.6)
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O operador H(A, x, X, P) possui o seguinte simbolo de Weyl:
HO X%, p) = — [/\(PZ -2, T - m2) +x (Pt - F4m)], (3.7)
onde P, = —p, — A, (x).

O elemento de matriz da eq.(3.6]) é escrito em termos do ponto médio (x + xx_1)/2
do simbolo de Weyl- veja a ref. [59]:

PO 1 - ;
<xk |I - iH(/\k:Xk;X;P)/N| xk_1> = (27_()4 f [1 — iH(/\k, Xkr %,pk)/z\]] ot (k=X )Pkdpk_

O termo entre chaves da equagao acima pode ser escrito como uma exponencial:

(x| = iH(Ag, X, P)/N | x-1 ) = (21 . Je—iH(Ak’Xk"‘" FLPEN i pk g, O(AT?),
TC

e a sua substituicao na eq.(3.5) nos fornece

5 “ « ® dp; dpn
$C(x ,xm):f A j dx J dxy...dxn_1d ;... dAndxy...dx
(Xout R R N-14A41 NaX1 N(2n)4 (270)]

. [e_iH(AN,XN!Wle’pN)/Nei(xN_xN1)pN5(/\N —AN-1) 0 (XN = XN-1) ---

X1 +xin

x...e_iH(/\l’Xl’ 2 ’pl)/Nei(Xl_xi“)plé()\l—/\0)5()(1—Xo)-

Os termos

(S0]

1 .
5= A ) = EJ oA ) g,

—00

1 oo
S v )= — Vi (Xk=Xk-1) g ,
(Xk = Xk-1) an e Vi

—00

nos permite escrever S (x,y, Xin) como o produto de exponenciais:

S (Xout> Xin) :J d/\OJ. dXOJDxDADxDpDan
0 0
x [e_iH(/\N'XNHCzN_lrpN)/Nei(xN_xN—l)pN e TN (AN=AN-1) pi VN (XN=XN-1)

X1+X5

. 1 . . )
x e_lH(Al’Tm’pl)/Nel(xl_xin)plelnl(/\l_AO)elvl(Xl_XO) )
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Dessa forma, podemos reordenar S (xy, Xi,) como uma tnica exponencial:

§C(xout,xin)zj d/\oj dXOJDxDADxDpDan
0 0

. XN+ XN .
X exp [—zH(AN,)(N, %,pN)/N +i(XN —XN_1)PN
X1+ Xin

> ’Pl)/N

iy Oy = Ano) + v = )= (A 2,

+i(x) —Xin)p1 + 1101 (A — o) +ivi(x1 — X0)],

e em seguida, juntar todos os termos da exponencial em um somatorio:

§C(x0ut,xin):J d/loj dXOJDxDADxDpDan
0 0

N
) (Xk - xk—l) Xk + Xk (Ak = A1) (
x exp |i E pkA—T_H /\k’Xk'T’pk T AT T

Xk‘Xk—l)]AT _

At
k=1

Tomando o limite em que N — o (e, portanto, At — 0), obtemos:
S (Xouts Xin) = j dAOJ d)(OJDxD/\D)(DpDan
0 0
1 .
X exp lzj [pX—H(/\,)(,x,p)+ A+ vx]drl.
0
Concluimos com isso a prova de que a eq.(3.4) pode ser escrita como uma integral de

trajetoria. Este resultado também sera utilizado no capitulo 4.

Aplicando este resultado ao nosso sistema, e usando a eq.(3.7)), obtemos que

Sc(xout,xm) = f dAOJ dXOJDxDADxDpDan (3.8)
0 0
1 .
X exp {zj [—)\ [m2 ~-Py %IFWI“"I"V] - (PP,F” - F4m))( +px+ A+ v;&] dT}.
0

A equacao acima depende das matrizes I'“, para que isso nao ocorra, usamos que
I'“ pode ser escrita como:

1 1
T(expfO On (T)I‘”dr) ] =T T(expf0 On (T)F”dT) } =T,
p=0 p=0

1 , .
onde T (exp fo On (T)F”dr) € uma exponencial ordenada no tempo, esse ordenamento

o
0pa

é necessario porque p, (t)['" nao comuta com p, (7)I"" quando 7 # t’. Essa forma de

escrever ['* foi pensada por Fradkin e Gitman. Escrever I'* dessa forma na equagao
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(3.8) resulta em:

S (Xout» Xin) :J d/\of d)(OJDxD)\D)(DpDan (3.9)
0 0
1
: 8p O o l
X exp4 i -A -P?+
p{ J:) [ [ 2 Wbpyépv
Pi—im +px+md+vy|dryTex fl (t) T"d|
yépy 6() X+p X P 0 Pn p=0|"
onde p,,(7), com n =0,...,4, sdo cinco fontes impares que anticomutam com as matrizes

I'“ por definicao.

No apéndice provamos que o tltimo termo da equacao (3.9):

1
T exp lJ(; Pn(T) F”d’[lpzol, (3.10)

pode ser escrito como

1
T exp [J; 0n(7) I‘”d”c|pzol =exp lirn 82”]
1
X n‘n_zlnnd n1 "(0)| D =0
xJ-e pljo (1#110 1P¢) T+, (1) )l ’Me_o

Aplicando este resultado na eq.(3.9) e escrevendo a exponencial como produtos de
exponenciais, obtemos que

Sc(xout,xin) = exp lzf —]J d/\of d)(OJDxD/\D)(DpDanng
1
o o
X expq i ~A(m?-P?)dr }ex [ZJ (ng v S )dTl
1 6 1 6
x exp |1 ~Pu— dt|ex j (—m)()dTl
pl 0 ( Fopy ) l pl 0ps

r1
(px +1d+ VX)dTleXp (—in” (Tl)Zz,bn(Tl)dn)

C

X exp li

JO

[ 1
< fexp fo z,bnnb”drwn(l)w”(m]

6=0
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As exponenciais que possuem derivadas funcionais sao expandidos em série de Taylor:

SC(xout,xin) =exp [ﬂ“”%lj dAOJ d)(OJDxD/\D)(DpDanng
0 0
! = [ 1 ig o 0 "

- _ 2 2 L 1 9]
xexp{l—[ [ /\(m P )dT]}Z[m'( zL 2F;, 6py5pvd ) ]
L[l g L[ L e
Tl' | 5p4

xexpl Jo (px+n/\+vX)dT exp(—ijp”(rl)an(Tl)drl)

1
x fepr0 tpnt,b”dwwn(l)w”(m]

para que seja possivel aplicar cada uma das derivadas funcionais no termo

exp U(—ijp” <n>2%<n>dn)].

A seguir, mostro os resultados dessas derivagoes:

ST [ R

1
= exp(—i f p" (Tl)2z,bn(rl)drl)exp (iJO —2im1,b4(”c))(dr),

o) 1 n
Z[%(_iL PM%XGZT) lexp[J(—ijp"(T1)2¢n(Tl)dT1)l
: Iz
1
= exp(—ifp”(Tl)21,bn(11)(/1f[1)exp(ij0 2iP,,gby(T))(dT)

. & o\ (.,
Zlml( L 2 WéplybplvdT) leXP(_lJP (T1)2¢n(T1)dT1)

m=

1
= exp (—i J p" (Tl)zﬂbn(Tl)dTl)eXP(ijo ZigPng”(T)gbv(T)dT),

’

0=0

5 . . . N , .
sendo ﬁ e x impares. Os calculos acima sao similares aos calculos feitos para provar
#
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a eq.(6.5), presente no apéndice. E possivel generalizar este resultado:

@11/ s n ' )

;«[E (—ZJ; aé_plda) lexp[f(—sz (11)2¢n(11)dT1)l
1

:eXp(—iJP” (Tl)zwn(Tl)dTl)exp(iJ;) a(_2i¢q(T))dT),

) ) S .. e
onde a derivada parcial ﬁ deve ser deslocada para a direita e todas as outras variaveis
q
e fungoes, representadas por a, devem ser deslocadas para a esquerda.
E possivel também generalizar o resultado para o caso com mais de uma derivada

funcional dentro da somatodria:

S R [ e

n=0

1
=exp (—i J p" (1) 21,[1”(T1)d11)exp (iJ; a(=2ith,(7))--- (_2i1,b,(”c))d’c).

Com a substitui¢ao dos resultados, encontramos que

§C(xout,xin):explir”aaelnlf d/\of dXOJDxDADxDpDanD¢
0 0

1
xexpzf {[-A(m? = P?) + 2iAgF,, prp” - 2i (mp* ~ Pyp) x

0

—i¢n¢”+px+ni+vx]d1+¢n(1)¢”(0)}‘620, (3.11)

que pode ser reescrito como

_ a o (o0]
SC(xout,xin):explif”aénlﬁ) dAOJO dXOJDxDADxDpDanD¢

1
expifo (=R xx,p) +pi+devi]dT+ g, (g o))

onde
HA x,x,p)=A [m2 - (—p# —gAy)2 - 2igIFW1,b”1,DV]+2i (mz,b4 - (—py —gA“)z,b”))(HgbngD”.

Para que a integral de trajetéria esteja em sua forma Lagrangiana, é necessario, na
equacao acima, integrar sobre o momento p. Como no capitulo anterior, realizamos

uma translagao no momento, p, — p,, + p,, onde p, € o momento classico.
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O momento classico é obtido a partir da equagao

IPa

: ~ - K .
Com isto, vemos que p, = —% + 211P_ex —gA,. Portanto, na eq.(3.11) fazemos a seguinte

substitui¢ao no momento, acompanhada da substituicao em A:

Pu —>pﬂ—?+2z1’bx A, A=e/2.

Obtém-se, assim, que

_ 0 00 00
SC(xout,xin) =exp [1rn a@l”ljo d/\oJ; dXQJDXD/\DXDpDﬁDVD¢

. ! xz € v . -llbl/l 4
x M(e)expi ———m? —gA % +ieglF,, PrY + 2i [ x— —my™ | x+
0 2e 2 e

i 4 S +vi|de g (197(0))

4

0=0

onde foi usado que 1 e x sdo variaveis de Grassmann impares, e com isto, > = x> = 0.

A equagao acima pode ser dividida em trés partes: a primeira, é a medida de inte-

Mle) = jDP exp l% J: epzdrl;

a segunda, é a acao lagrangiana do sistema, invariante por transformacao de calibre

gracao,

%2 e

1
= T TP A X / )2 2 llb
SJ;lze S A X +ieglF, ¢¢+1x

mip ) B i'abn'u[)nl dt
e a terceira, € o termo de fixacao de calibre,
1
SGr = f (ré+vy)dr,
0
que fixaé=0e xy =0.
Com isso finalizamos o capitulo 3. Neste capitulo obtivemos a a¢ao pseudoclassica

de um sistema muito semelhante ao sistema que trataremos no préximo capitulo, e por

isso, parte dos resultados demonstrados aqui serao utilizados a seguir.
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CAPITULO 4

Modelo pseudoclassico de uma particula de Dirac que in-
terage com o campo eletromagneético e interage, através da

interacao eletrofraca, com o campo de matéria

Este é o principal capitulo deste trabalho, nele, obtemos novos resultados. Vamos
obter o modelo pseudoclassico do sistema composto por férmions quirais que inte-
ragem com um campo de matéria, através da interagdo eletrofraca, e com o campo
eletromagnético. Em seguida, na segunda parte do capitulo, vamos quantizar o novo
modelo obtido.

Com os capitulos anteriores foi possivel entender como usar o método de Fradkin
e Gitman em sistemas fermionicos, possibilitando a realizagao deste capitulo. Este sis-
tema e o sistema do capitulo anterior possuem uma importante semelhanca: os dois sao
descritos por equagoes de Dirac modificadas. Dessa forma, parte dos procedimentos
que devemos aplicar aqui sao os mesmos que aplicamos no sistema anterior. Como es-
ses resultados ja foram provados, ou melhor detalhados, no capitulo 3, vamos somente
indicar que estamos usando eles novamente.

Para este sistema, partimos da seguinte equacao retirada do artigo [56]:
[(id, —gA,(x) )7/” —m— yy(VL”(x)PL + VI’;(x)PR)]\I’(x) =0, (4.1)

onde VK r 530 o0s potenciais efetivos da interagao eletrofraca entre o campo de matéria
externo e os elétrons de mao direita e de mao esquerda, respectivamente. Py g = (1 ¥
1°)/2 sdo as proje¢des quirais, e y*, com u=0,1,2,3,e > =iy’y!y2y3 sdo as matrizes
de Dirac que satisfazem a relagao [y, y”], = 2n*".

Usaremos neste capitulo variaveis pares e impares da algebra de Grassmann, cujas
propriedades relevantes a este trabalho foram descritas no inicio do capitulo anterior.
Usaremos também alguns resultados da algebra de Berezin, eles serao apresentados no

decorrer do capitulo.
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4.1 Acao pseudoclassica

Para obtermos a acao pseudoclassica reescrevemos a Eq. (4.1)) da seguinte forma:
[P -iy°Ky ()] - mpw(x) =0, (4.2)
onde

751/ = iav _Aw Av(x) = gAv(x) + Vv(x)1
VH(x) = (V] (x) + VR (x))/2, K'(x) = (V§ (x) = V]'(x)) /2.

Utilizando que
5 1
Yoy = 51" eapmy Yy, (4.3)
onde ¢4p,, € um tensor completamente antissimétrico, e adotando a normalizagao
€0123 = 1, a equagao (4.2) torna-se:

A i
[Pyt ==K ety | Wi =0 (+4)

A equacgado acima pode ser escrita em termos da fun¢ao de Green causal, S¢(x, ), que

satisfaz a equagao nao-homogénea abaixo:

A i
[Py == 5K Weagunyy"y” | $5(e.9) = =W y) (45)

E conveniente multiplicarmos a equagdo acima por >, da seguinte forma:

. i
a [PVVV —m- ;K“(X)eaﬁwyﬂy"(—ySyS)V”] $(x,9)y° =—p°5W(x-p)y°,  (4.6)

para usarmos uma notagio na qual S¢(x,y) = S¢(x,p)y°>. Além disso, no lugar das ma-

trizes y* e y° usaremos as matrizes I'", com n=0,1,2,3,4:
TH=95yH, T4 =95 1=0,1,2,3.
Estas matrizes formam uma representagao da algebra de Clifford em cinco dimensoes:
(T, 1™, =2¢"", n™" =diag(1,-1,-1,-1,-1).
Com essas mudangas, obtemos a equagao

P,IY —ml* - LK“(x)

30 saﬂWFﬁI’”I‘V +ie|S(x,p) = s (x —-7). (4.7)
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Seguindo Schwinger [58], podemos escrever a fun¢ao §;ﬁ(x,y) como um elemento de

matriz do operador 5;[5:
Se.p(%,9) = (IS5 41p). (4.8)

Os subindices a,  sao indices espinoriais e serao desconsiderados a partir daqui.
|x) e [y) sdo os autovetores dos operadores posicao X¥ e Y, respectivamente, e P, €
o operador momento linear. Estes operadores e autovetores satisfazem as seguintes

relagoes:

X0y =12, (x) = 04 9), [ ol = 1,
[P X¥]_==i5), Bp) = p,lp), (plp") = 8*(p—p),
[ opldp =1, (18,15) = =10, ), i) = (2 2,

11,11, | ==iF,,(X), TT,, = =P, — A,(X).

Como nos capitulos anteriores, encontramos o valor de S¢ com as transformacgodes das
func¢oes em operadores. Dessa forma, podemos escrever a equagao (4.7) como:

: -1
§e= [HVFV -l - LK (X PTITY| (4.9)

O operador S¢ é um operador de Fermi, por possuir variaveis de Grassmann. As
matrizes I'" sdo consideradas operadores de Fermi. Gitman e Fradkin desenvolveram

uma féormula para escrever um operador de Fermi como a integral de uma exponencial:

Al :J dAJei(A(A2+ie)+XA)dX )
0

onde A é um operador de Fermi impar, A € uma variavel de Grassmann par e y uma
variavel de Grassmann impar que, por definicao, anticomuta com A - veja a Ref. [1]].
Mesmo que uma variavel de Grassmann elevada ao quadrado seja igual a zero, pode-
mos elevar A ao quadrado ja que ela € uma combinacao de operadores escritos com as
variaveis de Grassmann e essa combinagao elevada ao quadrado nao é necessariamente

zero. Podemos resumir o que foi feito até agora como:

S (Xout Xin) = <xout|§c|xin> (4.10)

= <xout xin>
<xout

, -1
[HVFV ) %K“(X)eaﬁwl“ﬁl“"r"]

J dAfe_iH(A'X'X'P)dX xin>,
0
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onde
—iH(\x,X,P)=i [A(A2 +ie)+ )(A].

O calculo de A? nos fornece
2
A% = (IT,I* =T*m)" =TI, T¥c - cIT,I* + m(cI° + T¢) + 2,

onde ¢ = £K*(X) TPTHTY, e

Eapuv

4. \2 _ 2 ook
(TL,0#=T*m)” =11 - m —EIFaﬂF“Fﬂ,
_ Orly2y3 i
~T1, I — eI, = 9,K'TT'T?T° + 2P [T, Ky | LT,

I +T2¢c=0,

c? = -K>
Portanto,
i
A? =TT = m? = S FogT°TP — K2 + 9, KT T,
i
+ Eeaﬁ”V[Ha,Kﬁ]JrI},Tw IFO([)’ = aaAlg - aﬁA

Com isso, obtemos que

A

H(A x, X, P) :/\{m2 T2+ %maﬁrarﬂ K2 - %[na,Kﬁ]ﬁaﬁwryn + (4.11)
~9,KMTOrr2rs} + (HVFV —mT* - %K%aﬁwrﬁrﬂw) X

Utilizando o resultado acima, junto com o resultado ja provado no capitulo |3| que

nos diz que
SChourin) = [ 1 [ Grde 5Py
0

pode ser escrito como a integral de trajetoria

S (Xouts Xin) :f dAod xoDxDpDADnDxDv
0

1
xJexp{iI [—H(/\,)(,x,p)+px+n/\+vx]df},
0

onde H(A, x, x, p) é o simbolo de Weyl do operador 7:((/\, X, X,P), eq. 1) Substituindo
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o simbolo de Weyl na equacao acima obtemos:

S (Xoutr Xin) = J dAyd xoDxDpDADrDxDv (4.12)
0

1 .
x Jexp {i f [/\ (P2 —m? - %lpaﬁr“rﬂ - K?+ie*P P KL T,
0

i
+OKITOTITZE) 4 (104 - PIY 4 LK TPV ) 1
+pxX+ 1A+ vx]dr},
onde P, = —p, — A, (x); x(1), p(7), A(T) e 7t(T) sao trajetérias pares; e x(7), v(7) sao

trajetorias impares. Todas as trajetérias obedecem os limites de integracao x(0) = x;,,

x(1) = xout € A(0) = A9, x(0) = xo-
Como no sistema anterior, a equagao acima depende das matrizes I'*, para que isso

nao ocorra, usamos que I'* pode ser escrita como:

1 1
T(epr; On (T)F”dT) ] =r¢ T(epr; On (T)F”dT) } =Te,
p=0 p=0

1 , . ,
onde T (exp fo 0 (7) F”dT) € uma exponencial ordenada no tempo, esse ordenamento é

0Pa

necessario porque p, ()" nao comuta com p, (t')I'"" quando 7 # t’. Escrever I'* nesta
forma foi pensada por Fradkin e Gitman. Aplicando este resultado na (4.12) resulta

em:

S (Xout Xin) = L dAodxoDxDpDADrDxDyv

jex {iJIlA(PZ—mZ—im ii—K2
P 0 2 aﬁépaépﬁ

O O o pu 0 01 9 51)+( O _p O

+iePH P Ky — ‘ "m— —
"o, 0py M 5po dp1 5p2 63 ops " opy
1 a 51 51 5] . : .
+§K gaﬁwaé_()yépv X+px+mA+vyldr
1
xTexpf pn(0)Mdr|
0 p=0

onde introduzimos cinco fontes impares p,(7), que, por defini¢ao, anticomutam com

as matrizes I'".
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Utilizando o resultado provado no apéndice, que nos diz que

1
n _ .~ al
T exp U; pn(T)I dTl =exp lzl’ 86”]

1
X JDlPeXP [(J; Put" — 2ipn¢”)df + lpn(l)w”(o)l

4

6=0

onde " sao variaveis impares, obtemos que

0"

1
xj Dwfexp{ij [pa’c—H(/\,)(,x,p)+7zi+vx]dT}
P(0)+(1)=6 0

1 .
X exp (—iJT” (1) Z%(Tl)dﬁ)eXP U; pupdr + %(U'P”(O)l

~ 0 i
S(Xoutr Xin) = €XP (zT” l )J dModxoDxDpDADTD xDv
0

0=0

Tal como no capitulo anterior, os termos exp [i jol [px ~H(A x, %, p) + A+ VX] dr]

devem ser expandidos em séries de Taylor. Com isso, as derivadas % podem ser apli-
[z

cados na exponencial exp (—Zifp”gbndfrl ), o que nos fornece a seguinte representacao

da funcao de Green:

3 9 oo
S (Xout Xin) = €Xp (11“” ag)ln )J; ddg f dxoDxDpDADnDxDvDy (4.13)
1
xf ngexp{ij [A(P? = m? + 2iF, g pF — K2
»(0)+(1)=6 0
—4ie* PP, K, 1p, + 163,,Kﬂ¢0¢1¢2¢3) +2i (Paz,b“ —mip* + %K“eaﬁwgb’gyb“gbv)x

—ih, " + pxX + A+ V)'(] at + ¢n(1)¢”(0)}

9:0.
A Hamiltoniana H(A, x, x, ) é extraida da equagao acima:
H(A x,x,9) =-A (7?2 —m® + 2iFopp® PP + 160, KFp°plp®yp° — 4ie* PP P Kgip,1p, — KZ)
) 21
+2i (wa —tm+ ?Kaeaﬁwgbﬁgb”gb”)x.

Para que a integral de trajetoria esteja em sua forma Lagrangiana, é necessario, na
equacao acima, integrar sobre o momento p. Como no capitulo anterior, realizamos

uma translagao no momento, p, — p, + p,, onde p, € o momento classico.
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O momento classico é obtido a partir da equagao p,,, a partir de g—g = xC:

OH 9

dpc  Ipc [-A(P? - 4ie®P " P Kgpyp, ) + 2P0 x |-

Resolvendo a derivada acima, obtemos que

o —XE—ANieP Ky, + 20  x )

- AC,
p 21

Em seguida, fazemos a substitui¢ao do momento p,, presente em P, = —p, — A, (x),

pOr py — Pa + Pa, acompanhada de substituicoes em x e e:

Pa = Pa+Pow X—Xx/2, A—e/2.

Assim, obtemos que

5 a (0o (o]
S (Xoutr Xin) :exp(il“” 861”)[ deoj d)(OJ-DeD)(DanDvDI,D (4.14)
0 0

1 .
X M(e)exp{iL [—x—z - g (M2 - 2i]Faﬁ1,b“z,bﬁ) —%% (A, —d,)

2e
x o
e

’

0=0

- m11b4 - %’l’ada)?( - i¢n¢n +7é + VX] T+ ¢n(1)¢n(0)}

onde
M2 =m? + K2 -169,KFp 9?93, d, = —2ieqpn KPpryY.

Esta é a forma final da integral de trajetéria do nosso sistema. Ela pode ser dividida

em trés partes, a primeira delas é a medida de integracao M(e):

M(e) = JDp exp [% Jol epd ’L’l.

A segunda é a acao lagrangiana

1 .2
S =L [—x— — 2 (M2 - 2iF, p yf )~ 5% (A, —dy)

2e 2
+i(#—m¢4—§¢“da)x—i¢n¢”ldz, (4.15)

invariante as seguintes transformacoes de calibre, que representam uma reparametri-

Zagao no tempo:

a _ o _i _i n_ ,n
ox* =x 6,5e—dT(e£),6x—dT()(£),5gb =¢"¢, (4.16)
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sendo & um parametro par.

E por ultimo, o termo de fixacao de calibre

1
SGr :J (mé+vy)dr,
0

que fixaé=0e x =0.
Finalizamos, assim, esta secao com a obtencao da acao peseudoclassica do sistema

estudado. Na proxima segao iremos quantizar o modelo aqui obtido.

4.2 Quantizacao da acao pseudoclassica

Nesta secao partimos da agao lagrangiana da equagao e obtemos a Hamil-
toniana correspondente. A Lagrangiana é singular e, em decorréncia disso, o sistema
possui vinculos que sao obtidos através do algoritmo de Dirac-Bergmann. O sistema
sera quantizado com a quantizacao de Dirac, para isso, devemos obter os vinculos da
teoria e classifica-los em vinculos de primeira e segunda classe; a referéncia [57] foi
usada. No final do processo, obtivemos um sistema quantico que equivale ao nosso

sistema inicial: o sistema descrito pela eq.(4.1).

Equacoes de Euler-Lagrange

Na élgebra de Berezin, as equagdes de movimento da teoria obedecem a seguinte

equagao:

0,S arL_iarL 3
oqi  dq'  dtag
onde qi sao as coordenadas generalizadas do sistema, g = (x, ¢, x, ").

As equagdes de movimento da acao (4.15) sao da seguinte forma:

g:61—2(%2—ixagb“x)—%(Mz—zi]Faﬁgb“z,bﬁ):0, (4.17)
B gt Zytd, =0,

sfa = 2ith, + 2e(i1Fﬁa¢/5 + %a(,K%ﬁngﬁww) +2id, x—

i’%“x — dig), o XKV PP =0,

2;}84 =2ipt+imy =0,

= g = | Bel0u3, KN W €Ty

2i
#(Da ) +5(9d;) = eKHDKy) + T xH(Dad,) = 0.

28



Algoritmo de Dirac-Bergmann - Hamiltoniana e vinculos primarios

O primeiro passo do Algoritmo de Dirac-Bergmann é obter a Hamiltoniana do sis-
tema a partir da Lagrangiana da equagao (4.15). Escrevemos H como

onde q = (x,¢, x, ") sao as coordenadas generalizadas e P = (p, P, P, P,) sao os momen-

tos conjugados.

Os momentos conjugados podem ser calculados através da equacao P, = ’Z{qL
1

JdL L. .
Pa = oxc —_z(xa_1¢aX)_Aa_da;
oL oL oL .
Pe—g—(), PX—a—X; P”_a¢n__117b . (4.18)

Das equagoes acima, obtemos que
Xo =—epy—eA,—edy +ihyx
e substituimos em H,
H = =2 (P24 2P + 2oy p P = M?) =i (Pap” = myp* + %gb“da))(

onde P, = —p, —A,.
Como nio foi possivel obter as velocidades generalizadas é, ¥ e 1)" em fungao dos

momentos conjugados, este sistema possui vinculos primarios, aqui representados por

@21) = 0. Tais vinculos primarios podem ser obtidos a partir das equagoes em (4.18|):

1)
1) i =l
o, =! o =p, (4.19)

1 .
o) = p, +iy,.

A Hamiltoniana com o acréscimo dos vinculos é chamada de Hamiltoniana modi-
icada e sera representada por H!). Os vinculos sao incorporados a esta Hamiltoniana
através dos multiplicadores de Lagrange A 4.

Usaremos a notacao do livro [57]:

H(l) =H+ Z/\ACD(AI)
i

=H+ 1P, + AP, + A3, (P, +i1D,,).
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Algoritmo de Dirac-Bergmann - vinculos secundarios e multiplicadores de Lagrange

Os vinculos secundarios e os multiplicadores de Lagrange sao obtidos com o uso
da condicao de consisténcia, ela nos diz que todos os vinculos do sistema possuem a
derivada total em relacio ao tempo igual a zero: ® = 0.

Uma forma muito atil de calcular a derivada total de uma funcio F(g;,p'), depen-
dente das coordenadas e dos momentos generalizados do sistema, é usando a seguinte

equagao:
E=(FHY) = (FH}+) A(Fo)
i

onde H) é a Hamiltoniana modificada e {F,HV} é o parénteses de Poisson entre F e
HW. O parénteses de Poisson na algebra de Berezin, das fungoes F(g;,p') e G(g;,p') é

definido como:

a_EaG — (=1 PFPGa_Ga_F
dq' Ip; dq' dp;

{F,G}:

onde Pr depende da paridade da funcao F(q;,p’). Se F(q;,p') for par, Pz = 0. Se F(g;,p’)
for impar, Pr = 1. O mesmo vale para Pg, que depende da paridade de G(g;, p?).

Para as coordenadas e momentos do nosso sistema, o parénteses de Poisson é da

forma:
_OF 0G| p G IF JFIG o, G IF
G = oo, Y aiap, Yaean, T G0 ap,
9" o, 9y ap, " 9 P, ox 9P,

vale lembrar que x, p, e sao variaveis pares, x, " sdo variaveis impares e a Hamiltoniana
HW ¢ par.
Ao aplicarmos a condigao de consisténcia em um vinculo, trés resultados sao pos-

siveis:

1. A condi¢ao de consisténcia nos fornece 0 = 0, e nao obtemos novas informacoes

sobre o sistema;
2. A condigao de consisténcia nos fornece algum dos multiplicadores de Lagrange;

3. A condicao de consisténcia resulta em uma funcao dependente das coordenadas
e dos momentos generalizados g; e p’. Essa funcao é um novo vinculo da teoria e

devemos aplicar a condigao de consisténcia em todo novo vinculo obtido.

Vamos primeiro aplicar a condi¢ao de consisténcia nos vinculos primarios, eq. (4.19):
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. o.HL) 1
o\ = (P, HV) = - E =—i(7’a¢a‘m"”4+§‘bad“):

/(1) 1 9, H" € (p2 - 2
oy = (P, HY) = - = _5(77 = 2P%d, + 2iF, g pF - M?) = 0,
o que nos fornece os vinculos secundarios:
1
= Patp® = mypt + 29%dy =0, (4.20)
@Y = P2+ 2P%d, + 2iF, gp*F - M> = 0. (4.21)
Podemos ver que a Hamiltoniana pode ser escrita em termos dos vinculos CD(12) e

®(22):

. 2) € (2
H:Z)(CI)(l)—ECD(Z),

tal como deve ser no caso de uma teoria invariante por reparametrizacao. Usaremos a
Hamiltoniana nesta forma para facilitar as contas.
. . A 1
Aplicando a condi¢ao de consisténcia em CDé ,z:
0 HY 9. HWY
1 - ’
dPp, P

(1 .
DLy = B+ ithy H) =
obtemos o multiplicador de Lagrange Aj ,:

e = zeacl) 18@ (4.22)
WETL g 2 g X '

Ao aplicarmos a condi¢ao de consisténcia nos vinculos secundarios nao encontramos
mais vinculos ou multiplicadores de Lagrange. Assim, A; e A, continuam indetermi-
nados.

A Hamiltoniana modificada HY), com o uso da nova forma do multiplicador de

Lagrange A3, € escrita como

12,0 eig,0”)

o2 € (2 (1) (1) (1)
H( ):1)(CI)1 _Eq)z +/\1q)1 +/\2CD2 + —Ea—l)bn 4 a¢n q)3,n
. (2)
e o i0,®) 0 2 19D 1) (1) (1)
=5 % o P | 1[0+ 5 éeb” DOy, X+ 4D + 0,0,
Usando
(2) (2)
2 9P ) 2 19D 1)
T =9y 2 ;t,b” 3,11] T, =|®; 2 ;t,b” D3 |




ou , de forma mais compacta,

id,o?
2 Jyr

oY (4.23)

3n ’

T=02 4
a Hamiltoniana modificada se torna
H(l) = —gTz — lTl)( + /\1@{1) + /\ch§1)

Com isso, o conjunto inicial de vinculos ((D(l),®(2)) é equivalente ao conjunto de vin-
culos (CD“), T).

Para continuarmos com a quantizac¢ao é importante dividirmos os vinculos do sis-
tema em vinculos de primeira classe e vinculos de segunda classe. Um vinculo ¢ de
primeira classe se o seu paréntese de Poisson, com todos os vinculos do sistema, é zero
ou fracamente zero, ou seja, zero na superficie de vinculos. Se o vinculo possuir al-
gum paréntese de Poisson diferente de zero, ele é um vinculo de segunda classe. O
novo conjunto de vinculos pode ser dividido em um conjunto de vinculos de primeira

. 1 . , 1
classe, o conjunto (CD{J), T), e em um conjunto de vinculos de segunda classe, CDén).

Fixacao de calibre, parénteses de Dirac e quantiza¢ao de Dirac

Para seguir com a quantiza¢ao do sistema, vamos fixar parcialmente o calibre da
teoria impondo as condig¢oes de calibre suplementares CI)1G,2 = 0 aos vinculos primarios
Pl

DS =y, DS =e—1/m. (4.24)

Para estes vinculos também devemos aplicar a condi¢ao de consisténcia bez =
{@fz,H(l)} =0, que nos fornece os multiplicadores de Lagrange A1 =0e A, =0.

Com os novos vinculos, a classificagao entre vinculos de primeira classe e de se-
gunda classe mudou: T é o conjunto de vinculos de primeira classe e ¢ = (CD(l),CDG) 0
e conjunto de vinculos de segunda classe.

O préximo passo para a quantizagao do sistema sera usar o método de Dirac para
0 caso em que o sistema possui vinculos de primeira e segunda classes [61}, [57]. Os

passos que devemos seguir sao os seguintes:

1. Calcular os parénteses de Dirac entre as variaveis do sistema. Eles fornecem

as relagoes de comutacao ou anticomutagao entre os operadores do sistema. A

A

relacdo de comutagdo ou anticomutacao de dois operadores #j e 7" do sistema

quantico se relaciona com os parénteses de Dirac da seguinte forma:

Al

i{n, 1" p) = (1,11 = 11

= ()PP,
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O paréntese de Dirac de duas funcdes F(g;, p') e G(g;,p’) na algebra de Berezin é
definido como
n-1
(F,Glp@) ={F,G} - (F,®}(C") " {®y,G),

onde {F,G} é o paréntese de Poisson na algebra de Berezin das fungdes F(q;,p’)
/ 4 _1 7 . . . .

e G(g;,p'), e (C” ) é o elemento /I’ da matriz inversa da supermatriz cujos ele-

mentos C!'' = {@;, D) sdo os parénteses de Poisson entre todos os vinculos de

segunda classe do sistema.

2. Osvinculos de segunda classe devem ter as suas variaveis substituidas pelos seus

respectivos operadores e, em seguida, o vinculos devem ser igualados a zero:

(P(ﬁ) =0,

onde ¢(1]) sao os os vinculos de segunda classe escritos em termos dos operadores
1j. Estas sao outras restri¢oes, além das relagoes de comutacao, que sao impostas

aos operadores 7.

3. Os vinculos de primeira classe também devem ter as suas variaveis substituidas
pelos seus respectivos operadores. No entanto, eles nao sao iguais a zero, eles

devem restringir os estados vetoriais:
M) =0,

onde &(1]) sao os os vinculos de primeira classe escritos em termos dos operadores
7.
Antes de comecarmos a quantizagao do sistema, observamos que o conjunto de vincu-
los de segunda classe, ¢ = (qD(l),CDG), possui um subconjunto ((1);’12),(1)(;) na chamada
forma especial - para mais detalhes veja o capitulo 2 da referéncia [57]] -, o que nos
permite eliminar as variaveis ¢, P, x, P, da Hamiltoniana. Assim, as Unicas variaveis
que restam sao x,p, ¢". Com isso, os parénteses de Dirac com respeito aos vinculos do
conjunto ¢ se reduzem aos parénteses de Dirac com respeito aos vinculos CD&).
Podemos, entao, iniciar o primeiro passo do procedimento descrito acima. O cal-

culo dos parénteses de Dirac nos fornece que

3n

i
{xa'p/f}mcpé?) =% WL e, = 2

Os outros parénteses de Dirac zeram. Com isso, as relagoes de comutagao e anticomu-

tacao para os vinculos %, p e ¥", que correspondem respectivamente as variaveis x,p e
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", sao:

[ﬁa'pﬁ]_ - "{xa’l’ﬂ}p@g}j) =10,
[’P"’J’mL =P ") ) = —%17”’”. (4.25)

Para o segundo passo, escrevemos os vinculos de segunda classe em termos dos opera-
dores do sistema:

A (1) . A PN _

O, =P, +ip, =0, (4.26)

onde as relacoes de comutagao (4.25) e a equagao podem ser realizadas no es-
paco de 4-colunas W(x) que dependem de x*. Definimos que £ sao os operadores de
multiplicagdo pela variavel x® e que p, = —id,, P& = %ySy“, e Pt = %7/5, onde y" sao
as matrizes de Dirac y, (¥, y°), definidas no inicio deste capitulo.

Por fim, no altimo passo, devemos escrever os vinculos de primeira classe como

operadores e aplica-los nos vetores fisicos. Lembramos que T é o nosso conjunto de

vinculos de primeira classe, vide eq. (4.23)). Como qAD;) =0, T se reduz aos operadores

CIADiz) e Cﬁéz). Aplicando estes operadores em um estado fisico, obtemos que
d2w(x) =0 (4.27)
12 =0. .

~ - (2 ) -
Para a construcao do operador CD; ), realizamos as transformacoes

1
x* > x%,  py—o-id,, P o 57/57/“,

(6] que nos fornece
Py = —Pa _Aa(x) - iaa _A(x) = 7500

| i
do = =2ieapn KPP = ZeapnKP (x)y"y".

)

Assim escrevemos a func¢ao q)iz , da eq. (4.20), como

1 ' A ]

Substituindo o operador qADiz) na primeira equagao de (4.27) obtemos a equagao de

Dirac (4.4).
A construcgao do operador (IA)éz) com o uso da funcgao (Df), eq.(4.21)), gera um pro-

s , 2 . ~
blema de ordenamento, ja que o vinculo CDé ) possui termos que sao o produto de mo-

mentos com fung¢oes das coordenadas. Para tais termos escolhemos a simetrizagao de

(2)

s 5 (2 o
Weyl para operadores, que nos fornece operadores hermitianos ®,”. O principal mo-

tivo que nos levou a utilizar essa simetrizagao é que ela torna as equagoes em (4.27))
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consistentes. Com esse ordenamento obtemos que

2
d? = (cbfz’ ) ,

ou seja, a segunda equacao de (4.27) é consequéncia da primeira equacao de (4.27). Ao

aplicarmos o operador CIA)éz)

em um estado vetorial, seguindo a eq.

4.27

, nao obtemos

novas equacgoes. Dessa forma, as restricoes que os vinculos de primeira classe colocam

aos estados do sistema estao de acordo com o sistema inicialmente estudado, o que

confirma a forma da acao obtida na se¢ao anterior.
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CAPITULO 5

Conclusao

Dividimos este trabalho em trés partes:

1. Revisao do trabalho de E. S. Fradkin e D. M. Gitman [1]], com o objetivo de com-
preender o método de construc¢ao de modelos classicos e pseudoclassicos ali de-

senvolvido.

2. Aplicagao do método de Fradkin e Gitman ao sistema que descreve uma parti-
cula fermionica quiral que interage, através da forca eletrofraca, com o campo de

matéria e interage com o campo eletromagnético. Este é um resultado novo.

3. Quantiza¢ao do modelo pseudoclassico obtido no item anterior, para mostrar ex-

plicitamente sua relagao com a teoria quantica original e sua consisténcia.

Na primeira parte do trabalho, fizemos a revisao da referéncia [1l], que desenvolve
um método para a representacao da funcao de Green causal através de integrais de
trajetoria para as equagoes de Klein-Gordon (particula escalar) e de Dirac (particula
fermionica). Ambas as equagoes foram acrescidas do termo que descreve a interagao

da particula com o campo eletromagnético:

[(i&M—gAﬂ(x))z—mz]\I’(x) _0, (5.1)

[(iay—gAy(x))y"—m]‘I’(x) =0. (5.2)

A partir dessas integrais de trajetoria, pudemos extrair as correspondentes agoes in-
variantes por transformacao de calibre, e dessas a¢oes pudemos extrair um modelo
classico para a particula escalar e um modelo pseudoclassico para a particula fermio-
nica, semelhantes ao modelo de Berezin-Marinov [3]. Esse altimo modelo é chamado
pseudoclassico por conter variaveis de Grassmann associadas aos graus de liberdade
de spin semi-inteiro.

Na segunda parte do trabalho aplicamos o método de Fradkin e Gitman em um

sistema que esta relacionado com o efeito magnético quiral. Este sistema é descrito
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pela equagao de Dirac modificada para incluir a interagao da particula com o campo

de matéria, através da interacao eletrofraca, e com o campo eletromagnético externo:

[(iay —gAy(x)) yi-m-y, (VL”(x)PL + Vlél(x)PR)]\I’(x) =0. (5.3)

Existe uma grande semelhanga entre os passos realizados no sistema da eq.(5.2) e os
passos realizados neste sistema. A diferenga entre estes passos esta na maior complexi-
dade das contas decorrente do termo de interacao com o campo de matéria. Como nos
casos anteriores, obtivemos, ao final do método, a representagao da funcao de Green
por integrais de trajetoria e o modelo pseudoclassico do sistema.

Na terceira e ultima parte deste trabalho, utilizamos o modelo pseudocléassico da
teoria descrita pela eq.(5.3) para realizarmos a sua quantizacao seguindo a referéncia
[57]. A Hamiltoniana e os vinculos da teoria foram obtidos pelo método de Dirac-
Bergmann. Através da fixagao de calibre, foi possivel encontrar um conjunto de vincu-
los de segunda classe. Com a aplicagao da quantizacao de Dirac para o caso de siste-
mas com vinculos de primeira e segunda classe, obtivemos os parénteses de Dirac e as
relagdes de comutacao entre as variaveis do modelo. Essas relagoes de comutacao per-
mitiram encontrar a realizagao correta dos operadores correspondentes as variaveis.
Esses operadores correspondentes as variaveis foram entao usados para quantizar os
vinculos de primeira classe, o que nos forneceu a equagao de Dirac com que iniciamos
o estudo deste sistema: a eq.(5.3).
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CAPITULO 6

Apéndice

Neste apéndice provaremos que

1
n R (91
Texle; pn(t)T dTlp:Ol = exp [11‘ 96”]

1
xfepro (w"—Zipnab“)drwn(l)w"(m] Dy|,_,-

Iniciamos com o uso do teorema de Wick na sua versao que nos diz que o ordena-

mento temporal de um funcional F(¢), sendo ¢(t) um conjunto de operadores, pode

ser escrito como:
or
op(Ty)

K(ty,12) dTldelp((P) , (6.1)

TF(¢)=Symexp [%f
P=¢

_or
o0p(1)

onde K(71,1;) = T@(11)@9(12) —Sym ¢(71)@(7,). Para este caso usaremos @(7) = p, ()"

e F() = exp fol P(r)dr.

O ordenamento temporal T satisfaz as condigoes:

T{(ﬁ(r[l)(p('fz)} _ f(Tl)(p(Tz) se 7| > T,

_1)P((ﬁ(Tl)P((ﬁ(T2))(p(T2)¢(T1 ), se TZ > Tll
sendo P(¢ (7)) a paridade do operador ¢ (7).
Sym, o produto simetrizado, é calculado como

Sym(11)P(12) = = | @(71) (1) + (—)PPEPO@D () (7)) |

[\

Para esta prova usaremos que (f)(’c) = p,(T)I'™, um operador par, ja que p,(t) e I'"
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sao variaveis de Grassmann impares, o que nos fornece que

(€)P(12) = 5 [9(r)p(r2) + P(r2)p(T)]

[@(11)@(12) - P(T2)P(11)], se 11 > 1,

K(t, 1) = —[(P T)P(11) — P(11)P(T2)], se 1 > 1y.

Os resultados acima podem ser reescritos como
1 R A
K(ty, 1) = Ee(Tl - 1) [@(11), ¢(12)]_, com €(7) = sgnr.
Usando que ¢(71) = p,,(7)I'", e que p,,(7) anticomuta com I'”,
1 n n
K(t1, 1) = se(t1 = 1) [=2p, (1) p" (T2) L]
A partir de [y™,7"], = 21n™", obtemos que

K(t1,75) = —€(11 = 12)pn (1) p" (T2).

(6.2)

Voltando para a eq. 1) e fazendo a substituicdo F(¢) = exp fo T)dT obtemos que

1 5, 5, !
Symexpl J5¢( )K( 1 2)5(19( )drldrzlepr; (p('c)d'cl

A primeira exponencial pode ser expandida em série de Taylor. Com isso, a equagao

acima se torna

[o0]

(1 Oy 5, " 1
ZO’E(EJ.5¢(T1)K(T1’T2)deldT2) explj0 (p(T)dTl

n=

. . ~ . , 1
O primeiro termo da equagao acima, referente ao caso em que n = 0, é exp [Io ot

O segundo termo, para n = 1, é, a menos de uma constante, igual a

1 5, 5, !
(EJ 5(p(rl)K(T1' Tz)mdrldrz)exp [I (p(T)dTl

10 5,
- (EJ St (s
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onde,

6r lJ‘l l alt ‘Jl 6r
ex T)dT|=ex T)dt T)dt
so(r,) P, P Pl ], (1) 1o 505y PP
1 1 1
= exp p(t)dt J o(t—1y)drt
JO 1J0
r1 ]
= exp p(t)dt|.
[ J0 )
O termo —— 6 5 exp [Jo d’[] é calculado da mesma forma. Temos, entao, que

1 5, 5, !
- K _r
(2 J So(T) (11,72)6¢(T2)d11d12)exp “; (p(T)dT]
1 1
:(EJK(Tl,TZ)dTldTZ)eXp[j (p(T)dTl.
0
O terceiro termo da expansao, a menos de uma constante, é igual a
] 2 1
1 O, o, J‘
— K(ty,7))——dt;d1,| ex T)dT
(Jéwl) (125 2) p[ pl) ]

~ 1
6@5(1:1‘1)K(T1’ 2)—6 5(7: )dTldTZ)(;JK(TlITZ dTlde)eXp[J; (P l

- . 1
K(t1,75 d’[ld’[z)( 1,12)5(;( dTlde)GXPlJ olgs l
0
2

K(Tl,Tz)dTldTQ) exp [L (p(”c)drl.

€

€

r

N = = N -

C

E possivel notar que

= 1 , 5, " !
nZE(—jWK(Tl,Tz)MdTld’LQ) epr; (P(T)d’[l

pode ser escrita como

1 1
_OE (EJK T, T d’l’ld’tz) exp [j l

1
l K(t1, 75 dTlde]eXp lj (p(r)d'c].
0

P=¢

o=¢

N =
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Com isso, obtemos que

1 5, 5, !
Symexp[ J&P( )K(Tlsz)WdTldeleXPU; (p(’[)d’(l -

1
:exp[%jK(Tl,Tz)drldrzlepr; (p(T)dTl, (6.3)

usando a eq.(6.2),

1
exp [% JK(Tl, Tz)dTldel = exp l—% JJ; Pn(T1) (11 = T2)p" (Tz)dTldel-

A seguir, utilizamos a equagao (1.159) da referéncia [63]:

jDé exp[ lffffn )K (11, 1) E" (Tz)dTldT:Z‘i'fén 7)A (Tl)dﬁH
1/2
= €d€t( oy ) exp( JJ Tl Tl,Tz (Tz)d’l’ld’l'z) (64)

K_l 1/2
€d€t(ﬁ) jDEeXpl JJ‘En ’L'l Tl,TZ)En(TQ)dTldTQl.

&'(t),comn=0,...,4, sao trajetorias impares.

onde

Vemos que a ultima exponencial da eq.(6.4) pode ser escrita como

1
exp l—% jJ; Pn(T1)€(T1 —T2)p" (Tz)dTldel:

se Ay(11) = ipy(11) € K(11,72) = €(11 — 1)
K(ty,7,) e K~'(1q,7,) devem satisfazer a relacao fIC‘l(Tl, T)K(11,13)E(1)d Ty = E(17),
esta relacao é satisfeita se K™ 1(1y, 1) = —%dirz, ja que

_J %%e(f[l 7)é(1y)dT, = Jé(’fl - 1)&(12)dT, = &(11),

onde foi usado que d%e(x -p)=-20(x—-y).
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Utilizando essas substitui¢des, vemos que

d
fDéeXPl—%Jjén(Tl)%d—Tzén(Tz)dTldel
1
X exp [—%JJ Pn(T1)€(Ty —Tz)Pn(Tz)dTldT:zl
JDéeXp[ [ ”5 0 mdndwzfan Tp m)dnH

A exponencial exp [—% f fol pn(t1)e(ty —10)p" (12)d Ty d”cz] pode entao ser escrita como

[peesp|-[f Hlmeeyindn | Emp" (m)dn] )
fDEexp| ][ [ enménmdndn]| o)’

1
1= [ eexp|- [ [ Jeutmermnan i | e man
J(0) = jDéexpl [ JJ. En(T1)E (Tz)dTldTQH

A préxima igualdade que sera provada é:

exp l-[ pnl“”dr] = exp [zf” ]exp [—z J- Pn(T ”drl (6.5)

Para isso, a exponencial ex iT" 2 -| é expandida em série de Taylor:
P P 50 P y

onde

Assim,

o

O primeiro termo do somatodrio acima, referente a m = 0, é exp [—1 fo pn(T)QndT]. @)

n 9 (! n L[ 9 " (! n
exp[zl" aen]exp[—zfo pn(7)0 drl_ Zé%(zr 89”) expl—zjo pn(t)0"dT

m=
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segundo termo, com m =1, é da forma

1 r ol i 1
(il’”aieln)exp [—ij pn(T)G”dTl:ifnexp —i | pu(r)0"dT||-i i(‘r)n(T)Q”)dTl
0 L JL 0

Jo 90"
T ol 1. 9,
=iy"exp|—i | pu(r)0"dr||i W(Q”pn(r))drl
L JO 1L Jo

r ol 1 !
=iytespl-i [ pumorac]fi puoiar]
Al
_zexpl—zj pn(1)0"dT [i [ F”pn(r)dTl
JO
1
:iexp[—ij pn(1)0"dT [—iJ pn(r)T”dTl
0 ] 0
1 r 1
=exp l—ZJ; pn(7)0 drl _J; pn(T)T d’L’].

Para o calculo do terceiro termo é usado o resultado acima:

0 2 1 0 1 1
(il’” 861”) exp l_iL pn(r)Q”d”cl = (ZT” 891" )exp [—iL pn(T)Q”dTl [L pn(’[)r”d’[]
1 1 2
= exp [—if pn(T)Q”dTl [I pn(r)l“”dr] .
0 0

Com isso, pode-se ver que os outros termos da expansao de Taylor também devem

o
1 m
”J pn(T)F”dTl
6=0 0
1
X AT l
ezole pU; on(T T

seguir o mesmo padrao dos termos acima:

i%( )mexpl—iJ;l pn(7)0"dT

m=0
= Z%exp[—ij pn(7)0"dT
m=0 0
1
:exp[—ij pn(1)0"dT
0
1
:expl.[ pn('c)F”drl.
0

Desse modo, a eq.(6.5) esta provada.

Pra finalizar, vamos organizar os resultados obtidos neste apéndice. Mostramos

43



que

1 (5 S !
Texplj pn(T) Id ] - Ol Symexp[ Jé(P(Tl)K(Tll 2)6(p( drld@lexp[J; (T l

1
= —— " ydt,d
eXP[ JI on (1) €(T1 —12)p" (1) d T Tz]eXPU; P(T ]

onde:

n

(P(T) = pn(T)f ;

1
exp [_%JL pn (1) €(T) — T2)p" (TZ)drldel ) %;

r r1 1
J(p) = Déexp[—f 45 (11)&" (T2)dT1dT2+ZJEn T)p (Tl)dTll:
JO

. ) 1
=P J pu(mdT| = explirnilexpl—ij Pn(T)G”dT]
[Jo ] 00" 0

A jungao das expressoes acima, resultou em

1 1
T exp U; pn(T)F"dT] = %exp [iF” aaénlexp[—ijo pu(1)0"dT
1
- [pee|- [ [ eamerimiandn i [ et wan]
1

— l [ J l
x exp i exp| —i 2(1)0"dT :
p[ 507 |P| 1) P (7) -

A seguir, foi feita a mudanca de variaveis £(7) + 0 = 2¢(7):

0=0

o

T exp Uol pn(r)F”dTl = Jng exp {Uol i (4¢n¢” ~2¢,0" - 20, n+ (9”9”)+

=2ip, " +1pn9”]dr}explzl“”a% ]exp[—z—[ pu(1)0"dT

|
6=0

onde 0, =0, e 0 termo —3 fol 0,¥"dt pode ser simplificado para

I . 1 n n
‘EL 0" dT = —=0,[$"(1) =" (0)].

Usando que £(0) = —&(1), obteve-se que 6 = 1(1)+1(0). Como 1(0)1p(0) = (1)y(1) =0,
o resultado da integragao acima se torna 1,,(1)1"(0). Com isto, foi provado que
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' )
0

! n
x JeXP UO (Pt = 2ip,p")d + P, (1)1 (O)l Dy|,_,-
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