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Abstract

We consider 2+1 dimensional noncommutative models of scalar and fermionic fields
coupled to the Chern-Simons field. We show that, at least up to one loop, the model
containing only a fermionic field in the fundamental representation minimally coupled to
the Chern-Simons field is consistent in the sense that there are no nonintegrable infrared
divergences. By contrast, dangerous infrared divergences occur if the fermion field belongs
to the adjoint representation or if the coupling of scalar matter is considered instead. The
superfield formulation of the supersymmetric Chern-Simons model is also analyzed and
shown to be free of nonintegrable infrared singularities and actually finite if the matter
field belongs to the fundamental representation of the supergauge group. In the case of
the adjoint representation this only happens in a particular gauge.

By analyzing the odd parity part of the gauge field two and three point vertex func-
tions, the one-loop radiative correction to the Chern-Simons coefficient is computed in
noncomimutative Chern-Simons-Higgs model at zero and at high temperature. At high
temperature, we show that the static limit of this correction is proportional to 7" but the
first noncommutative correction increases as T logT. Our results are analytic functions
of the noncommutative parameter.
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Resumo

Consideramos modelos nao-comutativos de campos escalares e fermionicos acoplados
com um campo de Chern-Simons em 2+1 dimensoes e mostramos que, pelo menos em
um laco, o modelo contendo somente um campo fermiénico, na representagdo fundamen-
tal, minimalmente acoplado ao campo de Chern-Simons, é consistente no sentido que
ndo ha divergéncias infravermelhas nao-integraveis presentes no modelo. Contrariamente,
divergéncias infravermelhas perigosas ocorrem se o campo fermidnico pertence a repre-
sentacao adjunta ou se consideramos o acoplamento com a matéria escalar. A formulagéo
do modelo de Chern-Simons supersimétrico em termos de supercampos também é ana-
lisado, sendo livre de singularidades infravermelhas nao-integraveis e, na verdade, finito
no caso em que o campo de matéria pertence a representacao fundamental. No caso da
representacao adjunta, isso ocorre somente para uma particular escolha de calibre.

Analisando a parte de paridade impar das funcoes de vértice de dois e trés pon-
tos do campo de calibre, calculamos, em um lago, as correces ao coeficiente do termo
de Chern-Simons no modelo de Higgs-Chern-Simons nao-comutativo no caso de tempe-
ratura zero e no limite de altas temperaturas. A altas temperaturas, mostramos que
o limite estatico desta correcao é proporcional a 7' mas a primeira correcgéo devida a
nao-comutatividade aumenta como 7'logT. Nossos resultados sdo fungoes analiticas do
parametro nao-comutativo.
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Introducao

A fisica envolvida nas interacoes entre os constituintes fundamentais da matéria é
descrita atualmente por meio de um esquema teérico conhecido como Teoria Qudntica de
Campos (TQC). O sucesso da TQC é evidente tanto pelo seu poder preditivo quanto pela
precisdo com que quantidades fisicas (que podem ser medidas em laboratério) sdo obtidas
a partir da teoria. Um exemplo é o cdlculo do momento magnético do elétron (na fé6rmula
abaixo e, m e S representam carga, massa e o operador de spin, respectivamente)

. e
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em que a quantidade medida envolve o fator g e é dada por [1]

—2
(9_2_> = 1159652153.5 (1.2) (28.0) x 107'2.

Os valores entre paréntese indicam as incertezas devido a integracdes numeéricas a ao valor
experimental da constantes de estrutura fina utilizado . Esse resultado estd em excelente
acordo com os dados experimentais [2]

(9—_2> = 1159652188.4 (4.3) x 10712,
2 experimental

O resultado tedrico foi obtido pela primeira vez por Schwinger no contexto da Fletro-
dinamica Quantica, a TQC que permite descrever a interacdo entre fétons e elétrons no
nivel de uma teoria quantica relativistica.

A utilidade da TQC vai além da descricao da interacao eletromagnética entre elétrons,
permitindo tratar as interacoes fraca e forte de forma andloga ao eletromagnetismo. As
interacoes sao introduzidas exigindo-se que a teoria seja invariante por transformagdes de
calibre locais, elevando esta simetria a condicdo de um principio que deve ser satisfeito
pelas TQC’s que descrevem a fisica de particulas elementares.

Além da simetria de calibre, um outro critério restringe fortemente a classe de teorias
de campos que possuem significado fisico: a teoria deve ser renormalizdvel. Isso significa
que todos os infinitos que aparecem no calculo de observaveis podem ser eliminados por
meio de uma redefinicdo dos parametros que compode a teoria (massas, constantes de
acoplamento e campos). Em geral, simetrias e renormalizabilidade constituem principios
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revisao contendo os principais aspectos fenomenolégicos de teorias nao-comutativas, além
de vérias referéncias, veja [7].

Um outro aspecto em que supersimetria e nao-comutatividade do espago estao en-
volvidas é no que diz respeito ao comportamento ultravioleta de uma teoria quintica
de campos. Como ¢ sabido, teorias supersimétricas possuem um melhor comportamento
ultravioleta e podem, inclusive, tornar finita uma TQC. Isto ocorre, por exemplo, no
caso da teoria de Yang-Mills com supersimetria estendida [8]. Originalmente, espagos
nao-comutativos também foram introduzidos como uma possivel forma de tratar as di-
vergéncias ultravioletas em TQC [9]. No entanto, como veremos em detalhe adiante,
as interagoes introduzidas nesse ultimo caso podem, em geral, implicar no aparecimento
de um comportamento infravermelho que impossibilita, em algumas situagdes, um trata-
mento perturbativo. Este problema estd associado ao que é conhecido na literatura como
mistura ultravioleta/infravermelho (UV/IV) [10]. O procedimento de renormaliza¢do ndo
pode eliminar as divergéncias associadas a mistura UV /IV, introduzidas pela presenca
de singularidades nao-integraveis em diagramas contendo lagos. Quando isso ocorre, um
mecanismo que elimine a mistura deve ser elaborado se desejamos dar algum significado &
teoria. Uma maneira de implementar essa idéia é por meio de uma teoria supersimétrica.
A introducdo de supersimetria parece ser “natural” pelo fato de que estas teorias pos-
suem um melhor comportamento ultravioleta podendo, em principio, ter também um
melhor comportamento na regido do infravermelho. De fato, existem exemplos concretos
de modelos em que esse resultado foi verificado e a mistura UV/IV eliminada [11].

De modo geral, saber como o problema da mistura pode ser eliminado é, sem divida,
uma parte importante da andlise de uma TQC construida em um espaco nao-comutativo.
Nesse sentido, o estudo das versoes nao-comutativas das teorias renormalizaveis conhe-
cidas, em diferentes dimensdes do espaco-tempo, é um caminho a ser seguido. Além
disso, vale lembrar que as técnicas desenvolvidas em TQC tem extrapolado o campo da
fisica de particulas e tem se mostrado uteis no estudo de sistema de matéria condensada.
Um exemplo de teoria de campos que tem atraido grande interesse, tanto do ponto de
vista matemdtico quanto de aplicagdes fisicas, é o da teoria de Chern-Simons em (2 + 1)
dimensoes. Isso porque elas apresentam aspectos peculiares, ausentes nas formulagoes
usuais no espaco de (3 + 1) dimensdes. Citamos, por exemplo, a possibilidade de que,
no plano, o spin ndo esteja restrito a valores inteiros e semi-inteiros mas possa assumir
valores fracionarios. Aplicacoes importantes ocorrem no estudo da supercondutividade e
do efeito Hall quantico [12]-[16]. Do ponto de vista perturbativo, teorias contendo o termo
de Chern-Simons possuem propriedades interessantes. No caso ndo-abeliano, quando so-
mente o termo de Chern-Simons estd presente (além de possiveis interagdes com campos
“fantasmas” ), a quantizagdo ndo introduz nenhum tipo de efeito sobre pardmetros da teo-
ria (coeficiente do termo de Chern-Simons [17], por exemplo) e a agao efetiva coincide com
a acao classica. Essa propriedade segue do cardter topoldgico da teoria. Quando existe
interacao com a matéria, vemos que, no caso abeliano, a correcdo ao termo de Chern-
Simons ¢ finita e provém, exclusivamente, de graficos com um lago [18]. A influéncia da
nao-comutatividade do espago em teorias contendo o termo de Chern-Simons tem sido
estudada sob vérios aspectos [19]-[30]. E nesse contexto, de teorias em (2+1) dimensdes



descritas em um “espaco nao-comutativo”, que serd desenvolvida esta tese.

O objetivo do primeiro capitulo é introduzir algumas idéias e conceitos envolvidos
na construcao de uma teoria de campos nao-comutativa e mostrar como se obtém uma
formulacio adequada ao estudo perturbativo. O conceito de mistura UV/IV também
sera discutido por meio de um exemplo que ilustra, de forma concreta, como o problema,
aparece na teoria de perturbacoes.

O estudo perturbativo da teoria nao-comutativa da interagdo do campo de Chern-
Simons com a matéria é abordado, pela primeira vez, no capitulo 2. Discutimos, siste-
maticamente, as situacoes em que o campo de calibre interage com férmions ou bdsons
e, posteriormente, analisamos a teoria em que os dois setores, bosonico e fermidnico,
estao presentes. Consideramos duas situacoes distintas que estdo associadas a diferen-
tes possibilidades de implementar transformacgoes nos campos de matéria (representacao
fundamental e adjunta). Em cada situacdo, estudamos a possivel ocorréncia de singu-
laridades que possam introduzir a mistura UV/IV e a constru¢do de um procedimento
que possa elimind-las. Na representacao fundamental, mostramos que a teoria de um
campo fermibnico interagindo com o campo de Chern-Simons ndo apresenta singulari-
dades infravermelhas, porém, na teoria de interacdo entre um bdson escalar e o campo
de calibre, ainda na representacdo fundamental, verificamos a ocorréncia de uma singu-
laridade perigosa, isto é, que pode produzir singularidades nao-integraveis, em um laco.
Essa singularidade pode ser eliminada se consideramos interacdes adicionais entre cam-
pos bosonicos e fermidnicos. A aplicacdo deste procedimento ao caso da representacio
adjunta néo soluciona o problema e uma outra abordagem deve ser utilizada: a descri¢do
da teoria no contexto de um superespaco fornece uma possivel construcao onde a mistura
nao ocorre. Motivados pelos resultados citados anteriormente, apresentamos no capitulo
3 a teoria de Chern-Simons nao-comutativa supersimétrica e mostramos que, em um laco,
ndo existe contribui¢des que possam introduzir o problema da mistura UV /IV. Conforme
veremos, o resultado é valido para uma escolha especifica do parametro de calibre.

O capitulo 4 contém um estudo sobre os efeitos da ndo-comutatividade do espago no
contexto da teoria de Chern-Simons abeliana em que simetria de calibre é espontane-
amente quebrada. Particularmente, estudamos as correcoes ao coeficiente do termo de
Chern-Simons por meio do cdlculo explicito da funcdo de dois e trés pontos do campo de
calibre. Efeitos provenientes de uma temperatura finita também sao considerados. A mo-
tivacao para esse estudo vem do fato de que, tanto a nao-comutatividade do espago quanto
temperatura podem modificar o comportamento infravermelho de uma teoria quantica de
campos, constituindo situacoes em que nao se aplica o teorema de Coleman-Hill [31]-
[33], que afirma que, na auséncia de singularidades infravermelhas (no caso do teorema,
associadas a particulas com massa zero), ndo existem corregdes ao coeficiente do termo
de Chern-Simons além de um laco. Além disso, com a nao-comutatividade, o termo de
Chern-Simons possui uma estrutura diferente do correspondente caso abeliano comuta-
tivo. Mostramos que, também na teoria nao-comutativa, o efeito da quebra espontinea
de simetria é introduzir uma correcao ao coeficiente do termo de Chern-Simons. Esta
correcao é analitica no parametro que introduz a nao-comutatividade.

Finalizamos o trabalho com uma colecao dos principais resultados e algumas possiveis



extensoOes. Dois apéndices foram introduzidos com o objetivo de complementar o capitulo
3. No apéndice A apresentamos algumas identidades tteis no cédlculo de propagadores e
supergraficos. Exemplos do procedimento de céalculo sdo dados no apéndice B.



Capitulo 1

Alguns Aspectos (zerais de Teorias
de Campos Nao-Comutativas

1.1 Introduzindo efeitos da nao-comutatividade do
espaco-tempo em teorias de campos

Iniciamos a descricao dos temas que constituem o corpo central deste trabalho: teorias
de campos em espacos nao-comutativos, a mistura UV/IV e procedimentos para elimi-
nar a mistura. Isto é necessario quando ocorrem singularidades nao-integraveis na série
perturbativa associada a uma ou mais fungoes de Green.

Ao longo deste capitulo discutiremos os dois primeiros itens mencionados acima. Inici-
almente, mostraremos como obter a versdo nao-comutativa de uma TQC. Um aspecto im-
portante esta no fato de que o procedimento que implementa os efeitos da nido-comutativi-
dade permite obter regras de Feynman de forma andloga as definidas nas teorias comu-
tativas. Desse modo, efeitos quanticos podem ser convenientemente identificados no con-
texto de uma teoria de perturbacoes, sendo representados por graficos contendo lacos. O
préximo passo é identificar os graficos que podem conter a mistura UV/IV e elaborar um
mecanismo para solucionar esse problema. Tal mecanismo serd discutido nos préximos
capitulos. A metodologia adotada nesta secao serd a de apresentar exemplos que realizem
os conceitos e idéias que sdao importantes para o trabalho, A conexdo com os resultados
encontrados nos capitulos seguintes serd indicada.

1.1.1 Espacgos nao-comutativos e teorias de campos

O termo espaco nao-comutativo significa, ao longo deste trabalho, que existem opera-
dores de posicdo g, satisfazendo a algebra

[Qy,QU] = ie;wa (]1)



em que 6, = —8,,. Os indices podem assumir os valores 4 = 0,1, ...,D, em que D é um
inteiro positivo. No caso candnico, considerado neste trabalho, 8, é constante.

Uma algebra nao-comutativa, como a definida acima, pode ser relacionada com uma
geometria nao-comutativa. Tal tipo de “geometria” pode ser pensada como uma genera-
lizacdo da estrutura algébrica relacionada a uma geometria definida por uma variedade
diferencidvel. Tal generalizacao é implementada substituindo a estrutura algébrica comu-
tativa, gerada pelos observaveis, por outra nao-comutativa resultando no que podemos
chamar de um “espaco ndo-comutativo”. Do ponto de vista matemadtico, a dlgebra (1.1)
pode ser vista como uma realizagdo deste procedimento (para uma revisao contendo uma
breve introdugdo aos aspectos matemadticos de teorias ndo-comutativas veja [6]).

Uma relagao do tipo (1.1) surge também, dentro do contexto da fisica, como uma
possibilidade de descrever um espago-tempo quéntico onde as coordenadas sao represen-
tadas por operadores. Foi mostrado em [34] que a introdugdo de uma relagido do tipo
(1.1) implica em relagdes de incerteza entre as coordenadas, ou, em outras palavras, a
algebra implementa limitagbes na precisao com que pontos no espago podem ser locali-
zados. Este é um aspecto importante em teorias quanticas que envolvam a gravitagao.
Heuristicamente, a idéia de localizacdo deve perder o sentido em escalas de comprimento
da ordem da escala de Planck (10733¢m). Num processo de medida de posi¢io com in-
certeza a, uma quantidade de energia da ordem de i deve ser transferida e acumulada
numa regiao em torno do ponto o qual desejamos localizar. Esta quantidade de energia
aumentars conforme aumente a precisio da medida da posi¢do, podendo criar um intenso
campo gravitacional capaz de capturar, definitivamente, qualquer tipo de sinal utilizado
no processo de medida. Isso faz com que nao exista nenhum significado operacional para
localizagéo de pontos. Desse modo, modelos de espago-tempo quéntico baseados em (1.1)
contém em sua estrutura matematica limites sobre os quais medidas de posi¢do podem
ser realizadas.

1.1.2 Procedimento de quantizacao de Weyl, o produto Moyal
e teorias de campos

Teorias de campos construidas de modo a conter propriedades devidas a dlgebra de-
finida em (1.1) tem sido chamadas na literatura de teorias de campos nao-comutativas
(TCNC) [35]. As teorias de campos usuais serdo chamadas ao longo do texto de teorias
de campos comutativas (TCC). Os efeitos de (1.1), podem ser introduzidos no formalismo
lagrangeano da teoria de campos por meio do procedimento de Weyl! [36].

Considere o mapa que associa a toda fungao real ¢(z) um operador ® como?

1Vamos apresentar o caso envolvendo campos escalares, no entanto, o procedimento pode ser genera-
lizado para o caso de férmions e campos vetoriais

2Lembre que o objeto ¢# em (1.2) é um operador, definido pela algebra (1.1), que representa uma
coordenada do espaco nao-comutativo.
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P[g] = / dP ke §(k) (1.2)

em que a transformada de Fourier de ¢ é dada por ¢(k) = [ dPze*+** ¢(z). Definindo o
traco como uma operacao ciclica com a normalizagao

D-1
Tr (e%0") = / dz e = (2m)” [ (k)
u=0
a inversa de (1.2) é dada por
_ 1 D —ipuq¥ —ip,xh
) = o7 [ @ T (P afgl) e (1.3)

Assuma que os operadores ®[¢] formam uma dlgebra ndo-comutativa onde estd definido
um produto ”-”. Desejamos determinar qual o analogo de (1.2) para o caso de um produto
®[¢1]- D[p2]. Tal mapa é definido por um isomorfismo entre a algebra dos ®[¢] e a dlgebra
definida pelas fungoes ¢

®1[¢1] - 2[¢o] = D[y * B2], (1.4)

em que o simbolo “x” representa o produto nao-comutativo definido na algebra das funcoes
classicas ¢, sendo conhecido na literatura como produto estrela.

Em resumo, o produto envolvendo operadores (1.2) definidos no espaco nao-comutativo
estd associado ao produto de fungdes, definidas num espago comutativo, por meio de (1.4).
O ponto importante é que essa construgao substitui o produto usual de funcoes reais por
um produto ndo-comutativo, o produto estrela. Temos portanto

[¢1 % ¢2](x) = (2;)[, / dPp Tr (679" B[ B[gy]) e~ P+%". (1.5)

Usando a férmula de Campbell-Baker-Hausdorff

eheB = A+B+3[ABI+(14,B),Bl- 5[4, Bl A+ (1.6)

em que A = ik,q" e B =ip,q¢”, com 6, constante, obtemos

a8

61 % do)(z) = lim e2am ™ 57 3(1)) b (x)

— 61(2)bla) + goﬂ"[am(x)][ayqs?(x)] P (1.7)

Note o carater nao-local do produto Moyal: o valor do produto num ponto envolve um
numero arbitrario de derivadas. Na ordem mais baixa em # o produto Moyal coincide



com o produto usual de fun¢des. A partir de agora utilizaremos a expressao ¢;(x) * ¢o(x)
para representar o produto Moyal [¢) * ¢»](z) obtido em (1.7) .

O procedimento descrito anteriormente permite estabelecer uma regra para obter a
densidade de lagrangeana de uma TCNC a partir de sua andloga TCC. Dada a densidade
de lagrangeana que define uma TCC, a substitui¢ao do produto entre campos pelo produto
Moyal nos fornece a correspondente TCNC. A TCNC obtida por meio dessa regra serd
tratada como uma teoria de campo usual (sujeita as propriedades do produto Moyal) e
estudada com as técnicas perturbativas conhecidas. Teorias de calibre merecem atengao
especial. De fato, a extensao ndo-comutativa dessas teorias nao sugerem esta regra. Como
veremos a seguir, a teoria de Chern-Simons é um exemplo onde isso ocorre.

Uma propriedade importante é obtida quando o produto Moyal é integrado

/ P61 (2) * ¢o(x) % . % Gul®) = T, [ / (‘;Z')“;] (2m) 8 (ky + by + . k)

X ¢1(k)2(ka)...on(kn)exp(—i Y ki Akj), (1.8)

1<J

em que definimos k; A k; = %kﬁ‘ k%6,,. Note que, no espago de momentos, o produto entre
os campos (transformadas de Fourier) é dado pelo produto usual entre fungdes. O efeito
da nao comutatividade do espaco estd contido nas exponenciais presentes em (1.8). Um
caso particularmente importante ocorre quando o integrando em (1.8) envolve o produto
de dois campos. O vinculo k; + k3 = 0 conduz a

/dD:E &1(x) * da(x) = /dD:E d1(z)p2(x). (1.9)

No estudo de teorias de campos, esta propriedade assegura que os propagadores livres
associados aos campos nao sao alterados pela nao-comutatividade do espago-tempo.

Como exemplo de aplicacdo, seja apresentar a versio ndo-comutativa de uma, teoria,
de campos em (2+1) dimensées (D = 3 nas equagoes anteriores). Dentro deste contexto,
estamos particularmente interessados em teorias contendo o termo de Chern-Simons que,
no caso de uma TCC, é definido por

2
Scs = /dsxgeupuT‘r(A“a”A" + gZ'A#APA")’ (1'10)

onde A* = ART, com T, sendo uma matriz de ordem N. O traco é tomado sobre os
indices das matrizes T,. A acdo (1.10) corresponde a versdo ndo-abeliana da teoria de
Chern-Simons. Se o grupo de calibre é o U(1), entdo N = 1 e (1.12) é escrito como

Ses = / dsa:geup,,A“a”A". (1.11)

No caso da TCNC associada a (1.10), a utilizacdo da regra enunciada anteriormente
fornece (no caso onde o grupo de calibre é o andlogo do grupo U(1) do caso comutativo)



2
S., = /d?’xgeﬂpy(A" o° AY + gz’A" x AP x AY). (1.12)

Note que a teoria de Chern-Simons acima possue um termo de auto-interacido contendo
o produto A* x A x AY. A existéncia a deste vértice faz com que graficos de Feynman,
ausentes na teoria comutativa, estejam presentes no caso nao-comutativo. Um exemplo é
a contribuicdo de um lago para a funcio de dois pontos do campo de calibre proveniente

do grafico

Todas as linhas do gréafico estao associadas ao campo de calibre. Além disso, os fantasmas
de Faddeev-Popov nao desacoplam do campo de calibre no. Analisaremos explicitamente
estas contribuigOes nos préximos capitulos.

Agora vamos exemplificar o procedimento de calculo para obter a modificacdo, de-
vido a nao-comutatividade, da regra de Feynman associada a um vértice de interacao.
Escolhemos o vértice 3

S = g/dg’xcp(x) * At (z) x Au(z), (1.13)

em que ¢ é um campo escalar real e A, é um campo de calibre.
Nosso objetivo é escrever (1.13) no espago de momentos. Para isso, utilizamos (1.8) e
obtemos que a expressao analitica para o vértice é dada por

S =g, [ / (d;Tk)Q] (27 )36(ky + ks + k)

x exp[—i(ky A ky + ko A ks + ky A ks)|@ (k1) A, (ko) A* (ks). (1.14)
O vinculo &y + k2 + k3 = 0 conduz a

_ .13 & )3 o= ik2Aks i A
S = gII2| [/ (%)QJ (2m)38 (ky + ks + ks) x B(k) A (k) AF(k3).  (1.15)

Fazendo a mudancga de varidvel ky <> k3 em (1.15), obtemos

e 3 & P 3 eisz\ks ~ 1 AL
§ = g, [ / (%)2} (216 (ks + iy + ks) x R G(k) A, (k) A (ks).  (1.16)

De (1.15) e (1.16) obtemos a expressdo que serd utilizada nos calculos perturbativos

30 vértice utilizado no exemplo ser4 utilizado no estudo da quebra espontanea de simetria na teoria
da interagdo do campo de Chern-Simons com a matéria escalar.
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S =gl [ / (‘;jr’“);] (270)36 (ky + ko + k3) x

X Pg (k1) A, (ko) A* (k3) cos(ky A k3). (1.17)

De posse de uma expressdo analitica para o vértice no espaco de momentos podemos
introduzir uma representacao grafica tal como é feito usualmente: a descri¢do perturbativa
em termos de graficos de Feynman pode ser implementada no caso nao-comutativo.

1.1.3 A mistura ultravioleta/infravermelho (UV/IV)

Na secao anterior, discutimos como efeitos da ndo-comutatividade podem ser intro-
duzidos no formalismo langrangeano da teoria de campos e verificamos como as regras
de Feynman devem ser alteradas. No exemplo dado em (1.13), o vértice (1.17) contém
um cosseno que nao esta presente no caso comutativo. As modificacoes introduzidas pela
nao-comutatividade nas regras de Feynman de uma teoria de campos podem alterar as
propriedades de convergéncia da teoria quantica. Em alguns casos, o estudo perturbativo
da teoria pode nao ser possivel. Isso ocorre devido ao problema da mistura UV/IV [37].

Matematicamente, a mistura ocorre devido a presenca de singularidades ndo-integraveis
na série perturbativa. Para ver como isso é possivel, considere uma integral tipica que
aparecerd nos proximos capitulos

cos(2k A p)
BPk——"—" 1.18

/ (k? + m?) (1.18)
em que p € um momento externo e m a massa de uma particula. Esta integral aparece, por

exemplo, no calculo da correcdo quéntica ao propagador fermidnico, que serd analisado
na secao 2.2.1 do capitulo 2. Neste caso, o grafico a ser considerado é

k

A

P k-p P'

em que as linhas onduladas representam o propagador associado ao campo de calibre de
Chern-Simons enquanto linhas sem ondulagao representam o campo fermio6nico.

Note que, se tomarmos o limite p — 0-em (1.18), a integral resultante serd linearmente
divergente: o limite de pequenos momentos (limite infravermelho) resulta numa integral
divergente no regime ultravioleta. Apesar do tipo de integral obtida apds o limite de
pequenos momentos ter a forma de uma integral comumente encontrada nas teorias de
campos comutativas, o procedimento de renormalizagao nao poderd ser utilizado para
eliminar divergéncias desta natureza. De fato, a integral (1.18) é finita e pode ser calculada
exatamente. O resultado é proporcional a

11



e P

- (1.19)

4
em que introduzimos a notagao p; = 6;;p' com p =| p |- Vemos que existe em (1.19)
uma divergéncia introduzida por um comportamento infravermelho singular do tipo 11—3. A
presenca dessa singularidade é a razao da divergéncia encontrada ao tomarmos o limite
p — 0. Em geral, verificamos que para cada grafico divergente (no regime ultravioleta) em
uma teoria comutativa, corresponde uma singularidade infravermelha no grafico anélogo
da versao nao-comutativa. Vale lembrar que parte das divergéncias ultravioletas persistem
no caso nao-comutativo e o procedimento de renormalizaciao deve ser implementado.

Como préximo passo, vamos mostrar como a presenca de uma singularidade do tipo

apresentado anteriormente pode ocasionar um problema “desastroso” no estudo perturba-
tivo de uma TCNC. Para isso, considere a seguinte generalizacdo do grafico apresentado
no inicio desta segao

Este gréfico contém singularidades do mesmo tipo apresentado em (1.19), no entanto,
essas singularidades sdo ndo-integraveis. Isto ocorre devido a presenga dos subgraficos
contidos no retdngulo definido pelas linhas tracejadas. O problema piora para graficos
contendo um nimero maior de inser¢oes de subgréficos do tipo (1.1.3). E importante
notar que a presenca de singularidaes infravermelhas ocorre mesmo quando as particulas
envolvidas possuem massa diferente de zero. Tal comportamento é exclusivo de teorias
definidas em espacgos ndo-comutativos e tem sido chamado na literatura de mistura ultra-
violeta/infravermelho (UV/IV).

Concluimos este capitulo com o conhecimento de que a presenca de singularidades
infravermelhas nao-integraveis em graficos contendo lagos podem tornar impraticdvel o
estudo perturbativo de teorias de campos nao-comutativa. Um procedimento que elimine
termos do tipo (1.19) da série perturbativa deve ser implementado se desejamos dar algum
significado a essas teorias.

12



Capitulo 2

Teoria de Chern-Simons
Nao-Comutativa e a Interacao com a
Matéria

Neste capitulo iniciamos o estudo de teorias nao-comutativas em que o campo de cali-
bre, descrito por um termo de Chern-Simons, interage com a matéria. Analisamos alguns
aspectos perturbativos relacionados com o fato de que a ocorréncia de singularidades ultra-
violetas, da mesma natureza encontrada na correspondente teoria comutativa, implicam
no aparecimento de um comportamento singular na regido do infravermelho. Este efeito,
ocasionado pela nao-comutatividade do espaco, é conhecido na literatura como mistura
ultravioleta/infravermelho (UV/IV). Introduzimos aqui a primeira parte do estudo que
constitui o objetivo central deste trabalho, a saber, analisar as possibilidades de construir
um modelo em que o campo de Chern-Simons interage com a matéria e determinar em
que circunstancias a correspondente teoria quantica de campos pode ser consistente! do
ponto de vista perturbativo.

2.1 Campo de Chern-Simons acoplado minimalmente
a matéria

Nesta secao apresentamos a versao classica de dois modelos de teorias de campos nao-
comutativas em que a matéria interage com um campo de calibre A, descrito pelo termo
de Chern-Simons

K

Ses = 5

;
/ e, [ AP0 A” + %A“ £ AP % AY]. (2.1)

YPor consistente queremos dizer livres do problema da mistura UV/IV.
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Embora a agao definida acima nao seja invariante por uma transformagao de calibre finita

Ay U A+ U+ %(auU—l) U, (2.2)

em que U € U, (1) (andlogo do grupo U(1) da teoria comutativa), a simetria de calibre é
recuperada para os observaveis da teoria impondo que e’ é invariante pela transformacio
(2.2). Esta condigdo implica que as constantes x e e estao relacionadas por [21, 22, 23, 24]

k=Sn (2.3)

sendo n um nimero inteiro. Mesmo quando (2.3) ndo é satisfeita, o modelo é invariante
por transformagoes infinitesimais decorrentes de (2.2) quando definimos U = 1 + ie(x) e
U~! =1 — ie(x) obtendo

1 :
A, — A+ =04 —ile, Auls (2.4)
e
em que introduzimos a notacao [a, b], = a*xb—bxa. Termos da ordem ¢? foram omitidos.
A matéria fermidnica, descrita pelo campo v, interage com o campo de calibre segundo
A 2
a acdo

Su="Se— [ @l + (D) + M) (2.5)

enquanto a matéria descrita pelo campo escalar ¢ interage com o campo A, de acordo
com

&z%—/&WMwuwwﬂmww. (2.6)

Os parametros M e m sao as massas associadas ao férmion e ao campo escalar respectiva-
mente. D, indica a derivada covariante, cuja expressao depende da lei de transformagao
adotada para os campos ¥ e . Devido a presenca do produto Moyal, dado U € U,(1),
os modelos definidos por (2.5) e (2.6) sdo invariantes pelas seguintes transformagoes:

A) representagao fundamental:

0O —-0xU, (2.7)

sendo que a derivada covariante é dada por

D,0 = 8,0 —ieO * Ay; (2.8)

2Neste e no préximo capitulo vamos utilizar a métrica gi1 = ga» = —goo = 1. As matrizes de Dirac
sao escolhidas de modo a satisfazer a identidade y#v" = g*¥ — e#*”%y,, em que €*¥® representa o simbolo
de Levi-Civita, normalizado tal que €g12 = 1.

14



B) representagao anti-fundamental:

& 5Ux0O (2.9)
e
D,0 =3,0 +ieA, + O; (2.10)
C) representagdo adjunta:
O-UxOxU? (2.11)
e
D,O0 = 0,0 + ie[A,, O], . (2.12)

O campo O deve ser identificado com os campos ¢ ou 9. Qualquer que seja a representacao
escolhida para o campo de matéria, o campo de calibre se transforma de acordo com (2.2).

Para que o modelo seja quantizado da forma correta, devemos adicionar a (2.5) e
(2.6) a contribuicdo proveniente do termo de fixacao de calibre Sy, e dos fantasmas de
Faddeev-Popov Stantasma, que neste caso sao dados por

Sfc + Sfantasma = /dsx {—21?(8#14#)2 + ayé * [8“0 + ie(c *x AF — A* « C)]} .

Como o produto Moyal nao altera a parte quadratica da ac¢ao, os propagadores sao os
mesmos da teoria comutativa. Temos

campo : .
—1
Ay(k) = :
olk) = = (2.13)
campo : '
—1
‘P( ): k2+m27 (214)
campo A,:
’ 1 kok,
A (k) = ﬁeﬂ/wk Zf(lﬁ)? (2.15)
campo c:

15



i
Ack) = 2k (2.16)
Por simplicidade iremos trabalhar no calibre de Landau o qual é obtido fazendo £ = 0.
As regras de Feynman para os vértices de interacao sao dadas por

k ’IJ-\ k+p " I‘I\ k+p
I
Hvp 1y L n v L,

em que linhas continua, tracejada, ondulada e pontilhada representam os propagadores dos
campos ¥, ¢, A, e cdados em ( 2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), respectivamente. Momentos
entrando nos vértices nas linhas cheia ou tracejadas devem ser associados aos campos ¥
ou ¢! respectivamente. As expressdes analiticas associada aos vértices sio dadas como
segue:

Lup = 2ieey, sin(k Ap) (2.17)
'y = —2ek,sin(k Ap). (2.18)

A correspondéncia gréafica para os outros vértices depende da representacao adotada. Para
diferenciar o mesmo vértice nas representagoes fundamental e adjunta nds introduzimos
os Indices F' e A respectivamente. Deste modo, para a interacao trilinear envolvendo os
campos ¢ e A,, indicado por I'y,, fazemos a associagao

Ly, = —ie(2k +p), e *" (2.19)

para a representacao fundamental e
Ty, = 2e(2k + p),, sin(k A p), (2.20)

para a representaciao adjunta. Usando esta convencao, para os demais vértices nés temos

I, = —2ie*gue 1" cos(py A py), (2.21)
I‘;‘U = 4i62g#,, sin(k; A p1) sin(ka A p2) + (p1 < p2), (2.22)
T3, = —eve*”, (2.23)
1“;,‘# = 2jey,sin(k A p). (2.24)

Na préxima se¢do vamos iniciar o estudo das versdes quinticas de (2.5) e (2.6) no
contexto da teoria de perturbagoes.
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2.2 Divergéncias UV e a mistura UV /IV

A expressdo perturbativa associada a uma particular funcao de Green estard determi-
nada, até a ordem de um lago, se desenhamos todos os graficos de Feynman compativeis
com a ac¢ao que descreve a teoria até esta ordem. Um grafico G possuindo Ny linhas
associadas ao campo X e vértices com dimensao d, associados a interacgdo I, tem, no caso
em que o espaco tempo é tridimensional, um grau de divergéncia superficial dado por?

d(G)=3-Y (Dim[X|Nx) = > (3 - da), (2.25)

X a

em que Dim[X] representa a dimensao de X e
d,=D,+ Y _ Dim[X]Lx (2.26)
X

é a dimensao de um vértice com Ly linhas associadas a X e um numero D, de derivadas.
Em nosso caso, todos os vértices possuem dimensdo d, = 3 de modo que o ultimo termo
em (2.25) ndo contribui.

Gréficos com d(G) > 0 podem conter integrais divergentes que devem ser tratadas por
meio de um esquema de renormalizacdo. Em particular, estaremos interessados nos casos
em que d(G) = 1 (divergéncia no maximo linear) ou d(G) = 2 (divergéncia no méaximo
quadratica). Graficos desta natureza podem introduzir singularidades ndo-integraveis
que podem invalidar a série perturbativa em ordens mais altas. A seguir vamos identificar
todos os graficos divergentes em um lago.

2.2.1 Campo de calibre interagindo com um campo fermiénico

Nesta secdo vamos considerar a teoria especificada em (2.5) indicando as fungoes de
vértice que contém divergéncias ultravioletas. Particular atencio serd dada aos casos
em que ocorrem divergéncias quadréticas e/ou lineares. Graficos desta natureza serdo
analisados em detalhe.

O grau de divergéncia superficial é dado neste caso por

d(G) =3 — Ny, — Ny, (2.27)

~em que Ny, e Ny indicam o niimero de linhas externas associadas aos campos A, e 9
respectivamente. Vejamos quais sdo as funcoes de vértice divergentes na correspondente
teoria quantica na ordem de um laco.

3No caso geral em que férmions e escalares esto presentes temos a = 1,- - -,5 correspondendo aos
cinco vértices definidos anteriormente.

17



Tensor de polarizagao

Fazendo N4, =2 e Ny = 0 em (2.27) obtemos d(G) = 1. Os gréficos sao dados por

k+p k+p
.” . .‘-
~N N ~ N\ N\
p p p “ p
k k
) (2)
k+p
p p
k

3

Um resultado importante é que, de forma analoga ao que ocorre na correspondente teoria
comutativa, a soma dos graficos 1 e 2 é igual a zero [29]. Para obter este resultado,
considere inicialmente as expressoes analiticas?

I, (p) = 2¢? / (ZBTk)gfauﬁAﬁ'\(k + D)ero A% (k) sin’(k A p) (2.28)
I, (p) = ~4¢* | (Z;’;B Ack)Ack + D)ku(k + p)usin®(kAp),  (2:20)

associadas aos gréficos (1) e (2) respectivamente. Apds algumas simplificagdes obtemos

sin?(k A p)

00 / &k 2k,k, + kupy + puks
(2m)? (k4 p)*k?

— 462/ (d3k bu(k +p), sin?(k A p). (2.30)

11, (p) + IT2, (p)

2m)® (k + p)2k?

Note que por simetria

sin?(k A p) sin®(k A p)

/ &k k,(k+p),

[ &k k(k+p),
(27)3 (k + p)*k? Bl /

(27)3 (k + p)2k?
1 [ &k 2k, + kup + piks
2] @) (k+p2k

4Considere que em todas as integrais divergentes existe uma regularizagio que faz com que possamos
manipular os termos no integrando.

sin®(k A p)(2.31)
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em que

I, (p) + 1T, (p) = 0. (2.32)

Concluimos que a soma dos graficos 1 e 2 ndo introduz nenhum tipo de corre¢ao (divergente
ou finita).

A possibilidade da ocorréncia da mistura UV /IV provém exclusivamente do gréfico 3
e depende da representacao escolhida. A expressao analitica para este grafico é dada por

o d3k , i L
1% (p) = _62/ (27T)3Tr{'y e g }6+M} Y (2.33)

em que

V=1 (2.34)

para representaciao fundamental e

V = 4sin®(k A p) (2.35)

quando adotamos a representacdo adjunta. No primeiro caso, o resultado é idéntico ao
encontrado na teoria comutativa devido ao cancelamento das exponenciais provenientes de
cada um dos vértices do tipo (2.23). Procedendo da forma usual, utilizamos a identidade

1 1 1
AB /0 dx[A:It + B(1 —z)]2’ (2.36)

fazemos a mudanca de varidvel ¥ — &k — px e observamos que, para a particular repre-
sentacao das matrizes de Dirac que estamos utilizando temos®

Tr(y#v*y") = 2t

Obtemos o resultado (o indice F indica a representagao fundamental)

Y [t -1z Meé S|
M5p(p) = ——W(g“”p"’ —p'p )/0 dz X )z - eﬂ””p,,/o do, (2.37)

em que definimos A = /M2 + p?z(1 — ).

Na representacdo adjunta podemos isolar a contribuicdo que contém a dependéncia
da ndo-comutatividade, responsdvel pela introdugdo da mistura UV/IV, por meio da
identidade

SEm 2+1 dimensdes as matrizes v de Dirac podem ser representadas por matrizes 2 x 2. Existem
duas representacoes inequivalentes, uma delas cujo elemento tipico é {yy = 03,71 = i01,7v2 = 02} serd
adotada neste trabalho. A outra representagio tem um elemento tipico que difere do anterior pelo sinal
de uma das matrizes 7.
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sin®(k A p) = % [1 — cos(2k A p)]. (2.38)

Quando substituimos (2.38) em (2.33), obtemos uma expressdo contendo dois termos.
A contribui¢do que nao depende da funcao cosseno é chamada de parte planar e possui
o mesmo resultado encontrado em (2.37) multiplicado pelos fatores 4, que aparece em
(2.35), e 5 da férmula (2.38). O outro termo, contendo o fator trigonométrico dependente
da varidvel de integracdo, é finito e chamado parte nao-planar. A expressdo analitica
neste caso é dada por

3k i ?
Ny — 2 I v
L (p) 2e /(27r)3Tr{7 ik p’)+M7 = }6+M}COS(2kAp)
d*k cos(2k Ap) .,
= —4¢? / d:v/ 3 k2 4 A2 g, (2.39)

em que utilizamos a notacao

G" = 2kPk” + (2p"p” — g p")a(x — 1) + i€ Mpo — g*' (K* — M?).

Para obter a expressdo (2.39) procedemos da forma andloga ao caso da representagio
fundamental. As integrais que devem ser calculadas sao da seguinte forma (lembrando os
i€ nos denominadores)

_ [ Pk cos@REAp) i s
I(p) - / (27’(’)3 [k? + A2 + ’iE]Q - 87”\6 R (240)
&k kuk, cos(2k A p) i (9w 1 5.7
= v _ v A vl —Ap '
1. (p) / (27)3 [k2 + A2 + 4€]? g&r | p 5 =+ 7 ] e (2.41)
e

&k k2 i (2 .

= v 2 A
J(p) / (27)3 [k2 + A? + i€ cos(2k A p) . (ﬁ A) e (2.42)

Como estamos analisando somente nao-comutatividade espacial (escolhemos 6y = 0)
temos p =| P |.
Utilizando as integrais acima, o resultado da parte nao-planar é dado por

v v v p*p¥ y
% (p) = 1,5, (p) (¢*P* — p*p”) + 11,2, (p) 5 o (D)DeH”, (2.43)
em que
2; 1
1 _ et (1 - I)(L‘ —Ap
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2

et 11 _
H,fp(p) = 7/0 af:z:(l-3 + A)e 7 (2.45)
) eM (1 _.s
Hng‘p(p) =5 i d:EKe_A”. (2.46)

O coeficiente I, (p) em (2.45) contém uma parte proporcional a , introduzindo uma

singularidade em p = 0 (esta varidvel foi definida na pagina 12).

Finalizando a andlise do tensor de polarizagao, devemos exibir um exemplo concreto
indicando que a singularidade presente em (2.45) pode, de fato, conduzir a uma teoria
quantica inconsistente. Um exemplo é o grafico®

- T—
P

b
P k-p

possui severa divergéncia infravermelha ndo-integravel (neste exemplo para a funcio de
dois pontos do campo %, que denotaremos por I';,). Como veremos a seguir, ,existe uma
singularidade adicional em um lago, também do tipo %, proveniente de I'y,,. E claro que
podemos generalizar o grafico apresentado anteriormente introduzindo novos subgraficos
contendo singularidades do tipo apresentado em (2.45). O problema infravermelho piora
quando seguimos para ordens mais altas de perturbacao.

Funcao de dois pontos do campo ¢

Escolhendo N, = 2 e Ny, = 0 obtemos o grau de divergéncia superficial d(G) = 1.
Em um lago, o grafico que fornece a contribui¢ao para a funcao de dois pontos do campo
1 é dado por

k

AR

I” k-p P'

e a expressdo analitica correspondente é

. [ Bk ke
Ly = i€ €up7™y / (27)3 K2(—i(f— §) + M)V- (2.47)

60 contetido do circulo hachurado, presente no grafico, é arbitrério. Esta notagdo serd utilizada
novamente quando tratarmos da func¢io de quatro pontos do campo .
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O fator V assume os mesmos valores dados em (2.34) e (2.35). Como ocorre para, o tensor
de polarizacdo, a escolha da representacao fundamental fornece o mesmo resultado do
caso comutativo. Desenvolvendo (2.47), vemos que termos logaritmicamente divergentes
sao nulos (por integracdo simétrica) restando

d*k 1
F _ o2 :
T = 2 / G I + parte finita (2.48)

No caso em que a regularizagdo dimensional é empregada, a integral em (2.48) fornece
um resultado finito obtido de

1
/ d’k = — = 27’ M. (2.49)
(=K% + k2 4+ M2 +ic)e

A mistura UV/IV surge quando adotamos a representacao adjunta. Neste caso, a
expressao analitica para parte nao-planar do grafico é dada por
el @) Bk —p) + M)
O termo que forneceria uma divergéncia infravermelha logaritmica é igual a zero e a funcao
de dois pontos do campo ¥ em um lago é dada por

cos(2k A p). (2.50)

d*k cos(2k A p) , i€ s
A = 2 = —— —Mp 1
(L lnp = 4e / G (R + parte finita Wﬁe + parte finita.  (2.51)

Note a presenca de uma singularidade em p = 0 em (2.51). Vemos que na teoria onde
o campo de Chern-Simons interage com a matéria fermidnica, somente na representacao
fundamental obtemos uma descricdo consistente do ponto de vista perturbativo. Na,
representacao adjunta, a singularidade nao-integravel presente nas funcoes de dois pontos
do campo de calibre e do campo ¥, introduz o problema da mistura UV/IV. Neste caso,
a série perturbativa em ordens mais altas esta infestada de singularidades infravermelhas,
invalidando a expansao perturbativa.
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2.2.2 Campo de calibre interagindo com um campo escalar

Nesta secdo iniciamos o estudo da teoria descrita em (2.6). Contrariamente ao caso
estudado na se¢ao anterior, mesmo na representacio fundamental a teoria quantica possui
mistura UV/IF. Vejamos onde ocorrem as divergéncias.

Tensor de polarizagao

Além dos graficos 1 e 2, ja apresentados, temos que considerar os graficos

I,,\\ /1(;;p\
[} \ ’ N
' , ’\N"\ A
’WW\ p \\_*r’ p
P P k

&) (6)

A expressdo analitica correspondente a soma dos dois graficos acima é dada por

o [ Pk (2k + p)(2k + p). 29,
Nuw(p) =e /(%)3 [[(k+p)2+m2](k2 ) " 4 o) 1% (2.52)

Como nos casos anteriores temos V = 1e V = 4sin2(k A p) para as representacoes
fundamental e adjunta, respectivamente. Os graficos sdo planares na representagao fun-
damental. Particularmente no caso do grifico 5, que nao possui andlogo no caso da
teoria fermionica desenvolvida anteriormente, este resultado ocorre devido ao fato de que
os fatores de momento que aparecem em (2.21) sdo tais que os argumentos das func¢oes
exponencial e cosseno sdo iguais a zero. No caso desta representacdo temos o mesmo
resultado da teoria comutativa

e’ (22 -1)?
HF — i (V2 iV d .
w(p) =t (g"p" — pp )/O T, (2.53)

em que a = /m?2 +p2z(l — z). O procedimento para obtencdo do resultado acima é
analogo ao desenvolvido no caso da teoria fermionica.

No caso da representacdo adjunta, as integrais que devem ser calculadas sio as mesmas
que em (2.40)-(2.42). Obtemos

DuPv

I () = Moy (p) (9 — pub) + Ty (P) =5~ (2.54)
27 1 -—aij
1 e?1 e )
== 2 2.
) = -5 [ 4 o - (2.55)

23



> et (1 1 o5
W(p)=—— [ dz(z+a)e . (2.56)
T Jo p

O comportamento singular é o mesmo encontrado em (2.45) no caso da teoria fermionica,
existindo uma singularidade (linear) em p = 0 contida no coeficiente (2.56).

Funcao de dois pontos do campo escalar

A funcao de Green I';, contém, em um lago, os graficos

k
K 7\
_,,K:V__})_,,_- __,E“_}Ji__
p k+p p p p

) ®)

os quais tem grau de divergéncia superficial d(G) = 2, implicando, a primeira vista, no
aparecimento de divergéncias quadraticas. No entanto, a escolha do calibre de Landau
(€ = 0) faz com que o propagador do campo de calibre (2.15) possua apenas uma parte
proporcional ao simbolo de Levi-Civita €,,,, resultando que os graficos sao iguais a zero.
Isto pode ser visto diretamente da expressao analitica correspondente aos graficos 7 e 8

o 3k ket (k + 2p),(k + 2p), _
e
9 ppv Bk k° 5
F7@p =117 Guy Wﬁc =0 (258)

Note que os resultados acima ndo dependem da representagdo adotada, ou seja, nao
dependem dos valores de C e C.
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Func¢ao de quatro pontos do campo escalar

Para fungao de quatro pontos do campo escalar ¢ existem trés diagramas em um lago.

q q-k § q s q s
Y Al . T “,

k k+p-r k+p-r k
k+p-r
e il LS “ SN SR R SO S i
p k+p r p k+p r p r

) (10) (1

No calibre de Landau, os diagramas 9 e 10 sdo finitos mas o gréafico 11 apresenta uma
sigularidade perigosa, do tipo %, nas duas representacoes. A expressdo analitica é dada
por

d*k €,,,kP€"* (k +p—T)a -
1 _ g 4/ ppv @y .
=2 | s ™ e Y (2.59)

onde
V = @A) cos?[k A (p — 1)]

na representacdo fundamental e

V = 4{ sinfk Agq+ (p—7)Ag]sin(k A s) +sin(k Ag)sinfkAs+ (p—r1) /\3]}
x{sin(k Ar+pAT)sin(k Ap)+sin(k Ar)sin(kAp+pA r)} (2.60)

na representagio adjunta. O comportamento singular de (2.59) pode ser obtido de forma,
mais simples no caso da representacdo fundamental por meio da identidade cos?’z =

%[1 + cos(2:r)]. Para a parte planar do grafico temos

dk k-(k+p—r)
(2m)3 k2(k+p—7r)?°
Quando empregamos a regularizacao dimensional obtemos uma contribuicao finita pro-

veniente de (2.61). Deste modo, ndo é necessario introduzir um termo do tipo ()2 na
acdo (2.6). Para parte ndo-planar temos

[P};;F]p _ _264ei(q/\3+p/\f)/ (2.61)

dck k-(k+p—r)
(273 k2(k+p—1)?

cujo comportamento dominante para p — 7 é dado por

L], = —2etei@nsto) / cos[2k A (p — 7)), (2.62)



iet

2n(p —7)’
A presenca da singularidade infravemelha em p = 7 introduz severos problemas em ordens
maiores de perturbacao. Um exemplo de gréfico onde isto ocorre é dado por

(2.63)

Mais adiante continuaremos com a andlise da representagao adjunta.

Correcgao para o vértice

No caso da fungdo de trés pontos I' 1,4, 0s diagramas sao representados em um laco
por

(16)

Os gréficos 12 e 13 possuem no méaximo divergéncias infravermelhas logaritmicas (in-
tegraveis). Quanto aos demais gréficos, verificamos que fornecem contribuigées finitas.
Como exemplo, considere o grafico 16, cuja expressao analitica é dada por

. 3 _—ighr @k (k= p)°k o o
Pgipn, = —2iee™ /(27r)3 Ek—pi'zkfﬂp Cau€ p COS(k A\ p)

Ca i o [ B €PHEP
= 2ie’e /(27r)3 = D)k cos(k A p). (2.64)

Vemos que a parte logaritmicamente divergente é nula (obtida colocando p = 0 no
denominador) restando somente uma contribuicdo finita.
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2.3 Eliminando as divergéncias infravermelhas

Nas segoes anteriores estudamos efeitos quanticos presentes nas fungoes de vértice (po-
tencialmente divergentes) associadas com dois modelos em que o campo de Chern-Simons
interage com a matéria. Particularmente, identificamos a presenca de singularidades nao-
integraveis em alguns casos. O objetivo desta secdo é mostrar como podemos construir
uma teoria quantica de campos nao-comutativa em que tais singularidades ndo estejam
presentes. Como vimos, isto ocorre naturalmente até um lago na teoria definida por (2.5)
quando adotamos a representacao fundamental. Os resultados obtidos coincidem com os
da teoria comutativa nesta ordem de perturbagdo. No entanto, existem situacoes em que
a singularidade nao-integravel persiste, a saber, nos seguintes casos:

A) no modelo (2.5) quando adotamos a representagdo adjunta. Surgem singularidades
no tensor de polarizacao e na func¢iao de dois pontos do campo ¥;

B) no modelo (2.6), ocorrendo uma singularidade tanto na representa¢ido fundamental
quanto na adjunta. No primeiro caso o comportamento singular estd presente somente
na funcdo de quatro pontos enquanto que no segundo caso o problema também ocorre no
tensor de polarizagao.

Seguindo nossa andlise, vejamos como os modelos (2.5) e (2.6) podem ser combinados
com a intenc¢do de eliminar as singularidades infravermelhas. Faremos isso separadamente
para cada uma das representacdes. Neste sentido, a teoria considerada nas seguintes
subsecoes ¢ definida por

S = Scs + S¢ + SLp + Sfc + Sfantasma' (265)

Como veremos a seguir, novas interagdes devem ser introduzidas com a finalidade de
eliminar todas as singularidades nao integraveis da teoria.

2.3.1 Representacao fundamental

Note que na representacdo fundamental nao existem singularidades nao-integriveis
além da que ji foi mencionada em (2.63). A mistura UV/IV surge na func¢do de quatro
pontos I" ;4 e provém do setor bosonico da teoria (ou seja, somente de S,). Verificamos,
contudo, que é possivel eliminar este comportamento singular introduzindo novos termos
em (2.65). Vejamos como esta idéia pode ser implementada

Considere a possibilidade de interacao entre o campo escalar e o fermidnico descrita,
por

Sew :/dzx[a@*w*w* %0 = agth * @ * ! x 1), (2.66)
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Nesta expressdo, introduzimos as constantes a, € a, para indicar a possibilidade de di-
ferentes ordenamentos que, em principio, podem ter pesos arbitrarios. De fato, existem
seis ordenamentos possiveis mas somente os descritos em (2.66) satisfazem a condicéo de
serem invariantes pela tranformacao de calibre (2.7). A presenca dos dois termos também
indica que os campos @ e 1 satisfazem o vinculo de que suas respectivas cargas devem
ser iguais; caso contrario, somente o termo associado com a, estaria presente o que nao
permite eliminar a singularidade infravermelha presente em I' ;4. A razdo disso é que o
novo grafico

candidato a eliminar a singularidade presente em (2.63), é planar se as possibilidades
de ordenamento associadas a a; e ap ndo estdo ambas presentes em (2.66). O vinculo
cargas iguais para ¢ e i permite eliminar a singularidade nao-integrével de I' ,« quando
escolhemos a) = ay = e?. Note que o sinal relativo entre os coeficientes em (2.66) fornece
uma contribuicio ndo nula proveniente desta interacdo no limite comutativo’ . Por meio
desta escolha, a regra de Feynman para o vértice (2.66), representado graficamente por

~
N

. 7
p P

1 2

-

¢ dada por

Lpyp = 2ie? cos(ky A ko + p1 A pa), . (2.67)

Na figura acima, os momentos p; e p, devem ser associados a % e 3 enquanto que os
momentos k; e ko estio associados a ¢! e ¢, respectivamente.
A expressdo analitica para parte nao-planar do gréafico 17 é

Bk [~k-(k+p-—r)+ M?]
1‘\17F ny = -9 4/ )
Lo by = =26 | Ttk p = )2 D)0 + 0T (268)
X cos2kA(p—7)+pAT—qANs],
que tem a parte divergente dada por
. 4
ie
R (2.69)

"Na representacdo fundamental, isto ocorre com todas as demais interacdes presentes na teoria.
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E evidente que esta contribui¢do elimina a singularidade em (2.63). Com isso, construimos
uma teoria sem a presenca de singularidades infravermelhas perigosas, em um laco, para
0 caso em que os campos de matéria se transformam de acordo com a representacdo
fundamental.

2.3.2 Representacao adjunta

Na representacao adjunta, a singularidade presente no tensor de polarizagao é elimi-
nada quando escolhemos as massas dos campos de matéria iguais. Este resultado fica
claro quando adicionamos as contribuicoes provenientes dos setores fermiénico e bosénico
dados em (2.45) e (2.56) respectivamente.

Resta a divergéncia associada a fungao de dois pontos do campo 9, e aquela obtida
no calculo da funcdo de quatro pontos do campo . Neste ultimo caso, a estrutura
proveniente dos vértices conduz a uma expressao diferente e bem mais complicada que a
encontrada em (2.63), vélida no caso da representacao fundamental. Uma possibilidade
de interacao entre ¢ e ¥ que fornece uma chance de eliminar as singularidades existentes
em I'y, e T'ys € dada por

Seo =1 [ Eo{le!, 1. lo, B~ 6!, Tl o, v, (2.70)
Esta interacdo introduz um novo vértice que possui a expressao analitica

Dipyw = 4igi[sin(ky A pr) sin(ks A p2) + sin(ky A pr) sin(ka A po)]. (2.71)

A correspondéncia entre momentos e campos € andloga a apresentada na pagina anterior.
A interagdo (2.70) também acrescenta o seguinte gréfico na fungao de dois pontos I'g,,

A expressao analitica associada a este grafico é dada por

d*k sin®(k A p)
g , .
Ly =801 / (27)% k2 + m? (2.72)

de onde podemos extrair a parte nao-planar, dada por

@’k cos(2k Ap) iﬂe‘mﬁ.

[Fgw]nz} = —491/ (2)% (k2 — m?) = - (2.73)

Vemos que a singularidade infravermelha de (2.51) sera cancelada se escolhemos
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g =€ (2.74)

O vértice (2.71) também introduz um gréfico como o da figura 17 (pdgina anterior)
que, assim como no caso da representacao fundamental, é o candidato natural a eliminar
a singularidade proveniente de (2.59) na representacdo adjunta. A expressdo analitica do
grafico é dada por

d3k _
U = gt [ ARk +p =)V
_ 2/ d*k k-(k+p—r)+m? N
B IO [ e e

(2.75)

em que V é o mesmo dado em (2.60). O cancelamento da parte singular deve vir de

A _ Bk e? B 297
Lo = 4/fﬁwv[w+p—rv (+p—rP _ma]| (276)

em que somamos as contribuicoes dos graficos 11 (na pagina 25) e 17 (na pdgina 28). Note
que o valor de g¢; ja foi fixado quando escolhemos eliminar a singularidade presente em
['zy. Comparando com expressao acima, verificamos que tal escolha, adequada & funcao
de dois pontos de 1, ndo elimina e singularidade infravermelha presente em I',4. Assim,
a teoria quintica em que bosons e férmions podem interagir entre si, além de interagir
com um campo de calibre, persiste com uma divergéncia infravermelha perigosa em um
lago quando adotamos a representacao adjunta.

Os resultados encontrados nesse capitulo estdo resumidos nas tabelas abaixo, onde
representamos quatro situacoes em que o campo de Chern-Simons inerage com amatéria:
Sy representa a teoria em que somente um campo fermiénico estd presente, S, quando
somente existe um campo escalar, a presenca dos dois setores, bosonico e fermidnico, é
indicado por Sy + S, existindo ainda uma situacdo em que adicionamos uma interacdo
entre os campos de matéria, indicado pela presenca do termo Sy,. Como ji discutimos,
a forma do termo de interacdo depende da representagido adotada (veja (2.66) e (2.70)).

| Fundamental | 2 pontos A, | 2 pontos ¢ | 4 pontos ¢ |

Sy Planar Planar ok
S Planar ok UV/IV
Sy + S, planar planar UV/IV
Sy + Sy + Sy, planar planar | Sem UV/IV

‘ Adjunta ‘ 2 pontos A, ‘ 2 pontos ‘ 4 pontos @ ‘
Sy Uv/IvV UV/IV ook
Sy UV/IV Rorkk UV/IV
Sy + S, Sem UV/IV | UV/IV UV/IV
Sy + S, + Syp | Sem UV/IV | Problema! | Problema!
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No final das duas tltimas colunas da tabela contendo os resultados na representacio
adjunta, introduzimos a palavra “Problema” para chamar atengdo de que nao é possivel
eliminar simultaneamente a singularidade perigosa das funcoes de dois pontos do campo
¥ e quatro pontos do campo . associadas a mistura, indicada na tabela por UV/IV.
Entretanto, é possivel contruir uma teoria livre da mistura UV/IV no contexto de um
modelo supersimétrico. A implementacdo deste caso serd o tema do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Teoria Nao-comutativa
Supersimétrica da Interacao do
Campo de Chern-Simons com a
Matéria

No capitulo anterior estudamos alguns exemplos de teorias de campos ndo-comutativas
em que a matéria fermidénica ou bosonica interage com um campo de Chern-Simons. Na
teoria em que estes dois setores estdo presentes (caso estudado na segdo 2.3) verificamos
que a introducdo de novas interagdes, convenientemente escolhidas, permite construir uma
teoria livre de singularidades perigosas no caso da representagao fundamental. Este pro-
cedimento, embora melhore o comportamento singular da teoria, nao resolve o problema
no caso da representacdo adjunta. Isso ocorre devido a impossibilidade de ajustar as cons-
tantes de acoplamento associadas as interagoes de modo a eliminar, simultaneamente, as
singularidades presentes nas fungdes de Green de dois pontos do campo ¥ e de quatro
pontos do campo .

Embora o esquema desenvolvido anteriormente nao solucione completamente o pro-
blema na representagdo adjunta, a presenca dos setores contendo bdsons e férmions parece
ser fundamental se desejamos construir uma teoria perturbativamente consistente. Resta
saber se existe alguma forma de implementar esta idéia de modo a obter uma teoria li-
vre da mistura UV/IV. O objetivo deste capitulo é mostrar que isso é possivel em um
modelo supersimétrico. Nesse contexto, definir o0 modelo em um superespago conduz a
uma estrutura divergente distinta daquelas tratadas nos capitulos anteriores. Singulari-
dades que eram lineares, por exemplo, tornam-se logaritmicas, ocasionando um melhor
comportamento infravermelho da teoria no que diz respeito a mistura.

32



3.1 Teoria de Chern-Simons supersimétrica e a in-
teracao com a matéria

O objetivo desta secao é apresentar o modelo de campos classicos que a seguir sera
analisado no contexto de uma teoria quintica. A agdo de Chern-Simons é definida em
termos do superpotencial A# por !

' 1
S = m/d5z (A" * W, + %{A“, APY, x DgAq + E{A",Aﬁ}* * {Aa,Aﬁ}*> . (3.1)

em que

1 1 1
Ws = §D°'D5Aa - a[Aa,DaAﬁ]* - E[Aa’ {As, A}l (3.2)
Nas expressoes acima introduzimos a notacdo {a,b}, =axb+bxae[a,b]. =axb—bxa.
O objeto W, é, no superespago, o andlogo do tensor do campo eletromagnético. Podemos
escrevé-lo em termos dos campos fisicos da teoria como

Wy = Ao + 0P fop — 16020,50°, (3.3)

em que fop = %([am,a"])aﬁan é o dual do tensor do campo eletromagnético Fy,, =
Om Vs — OnVim. O objeto Vi, é o campo de calibre (o campo A, do capitulo anterior) e
A é o correspondente parceiro supersimétrico, ou seja, o férmion correspondente a V,,.
Analogamente, o supercampo espinorial A, é dado por

1
Ao = Xa(z) — 0,B(z) + 10° Vs, — 267 [/\a + §aaﬁxﬁ] , (3.4)

em que VA = V™(y,,)%% e 8% = 0™(y,,)?*. Para obter a forma explicita das matrizes
(Ym)?®, além de mais informagdes sobre a notagdo, consulte o apéndice A. Os campos
Xa(z) € B(z) correspondem a um férmion e um bdson respectivamente. Embora néo
estejam associados a particulas fisicas, a presenca desses campos é necessiria para que
a teoria seja supersimétrica. Mais detalhes sobre a construcao de lagrangeanas super-
simétricas podem ser encontrados em [38, 39, 41, 40].

O termo de Chern-Simons pode ser escrito em termos das componentes de A,. Em
geral, embora o procedimento seja simples, o calculo envolve um grande nimero de ter-
mos, fazendo com que a lagrangeana final possua vérios termos de interacdo. Quando
introduzimos a interacdo entre o supercampo espinorial A, por meio da prescrigao

1Um estudo detalhado de teorias supersimétricas e a notacao utilizada neste capitulo podem ser encon-
trados na referéncia [39]. No apéndice A apresentamos um resumo contendo as defini¢des e identidades
importantes em nossa analise, particularmente no calculo de supergréficos.
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Do® — Dod — ig[Aa, 3], (3.5)

por exemplo, obtemos

Se = - / %df’zv“ci) *V,®
= — / &z B(D’@ + ig[®, A*],) * (D*® — ig[A*, ®],) + M PP
= [ #:[8(07 - )@ - L9(8, 4], x D,® - DB+ 48]
- 501D, 47). 5[4, 0L, (36)
em que ® é complexo conjulgado do supercampo ® que em componentes é dado por

®(z,0) = p(a) + 0%, — 6°F(z). (3.7)

Os campos fisicos sdo o campo escalar ¢(z) e o férmion, decrito pelas componentes .
O campo escalar F' deve estar presente para que a teoria seja supersimétrica. Em (3.6)
estamos considerando que o supercampo pertence a representacio adjunta. A presenca
dos comutadores nos termos de interagdo faz com que 15 termos associados a interagdes
estejam presentes quando escrevemos a acao em termos das componentes dos supercampos
[41]. O conteddo de particulas fisicas da teoria fica explicito quando fazemos a escolha
Xo(z) = B(z) = 0, correspondente ao calibre de Wess-Zumino que, no entanto, quebra a
supersimetria da teoria. Desse modo é mais simples analizar a teoria em um superespago,
onde a teoria é explicitamente supersimétrica e todos os campos e suas interagoes estao
contidos em um menor numero de termos, descritos por meio dos supercampos e suas
interacoes.

A fim de obter a correspondente teoria quantica, devemos adicionar a (3.2) as contri-
buicgdes associadas ao termo de fixacao de calibre e aos fantasmas de Fadeev-Popov dados
por

Spe = —% &2(DAq)(DP Ag) (3.8)
e
Sfanta.sma = QLgQ / dSZ(CIDaDaC + ic x DO‘[AO” C]) (39)

Os propagadores para os campos ®, A, e c sao obtidos da correspondente parte
quadratica da acao e sao dados, no espaco de momentos, por 2

2No apéndice B apresentamos o calculo do propagador associado ao campo de calibre.
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« Z (8] o
< A%(k,0,) AP (—k,0,) >= Yy [DPD* + ¢€D*DP] 6y, (3.10)

_ D?*+m
< <I>(k,91)<1>(—k, 92) >= Zm

612

D2
k2
em que 015 = §(0, — 6,), aos quais estdo associados linhas onduladas, cheias e pontilhadas
respectivamente. Todas as derivadas nos propagadores atuam na variavel 8;. No calculo
dos supergraficos faremos g = 1.

Em relacao as regras de Feynman correspondentes aos vértices de interacao, chamamos
atencdo para as auto-interacoes presentes no termo de Chern-Simons que sdo, no caso
supersimétrico, distintas do caso tratado nos capitulos anteriores. A interagio trilinear
possui uma derivada e existe um termo quadrilinear que nao possui andlogo na situacao
em que o modelo ndo é descrito em um superespago (ver (2.1)). A expressdo analitica
para as auto-interagdes com trés e quatro campos A, sao dadas por

< C’(gl, k‘)C(BQ, —k’) >= ng d12 , (311)

2
Vi = gmAﬁ(kl)Aa(kg)DaAﬁ(ks) sin(ky A k3) (3.12)

‘/2 = %mAﬂ(kl)Aa(kQ)Aa(k‘3)Aﬁ(k4) sin(k1 A kQ) Sin(k3 A k4) (313)
No caso da interagao do campo de calibre com os fantasmas temos
1. .
‘/3 = _?C (kl) [DaAa(kQ)c(kS) + Aa(kQ)DaC(kg, Sln(kQ A k3)] . (314)

As interacoes entre o campo de calibre e a matéria possuem a mesma estrutura que
nos casos descritos no capitulo anterior e nao introduzirao nenhuma diferenca em relagao
aos fatores trigonométricos associados aos vértices dos graficos descritos anteriormente.
As correspondente regras de Feynman siao dadas por

Vy = —sin(ky A ky) A%(0)[Da®(—k2)@(k1) — ®(—k2) D@ (k1)] (3.15)

Vs = [sin(k, Apy) sin(ky Apy) +sin(k, Apy) sin(ka Ap,)]® (k1) A% (D)) Aa(p2) @(—k2) . (3.16)

Passemos ao estudo da teoria quintica associada a

S = Scs + Sfc + Sfantasma + Sfb (317)

analisando as divergéncias contidas no modelo e a presenca da mistura UV/IV.
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3.2 Divergéncias do modelo e a mistura UV /IV

Nesta secdo vamos mostrar que, na ordem de um lago, a teoria de Chern-Simons nao-
comutativa na presenca de matéria, definida em (3.17), ndo possui singularidades que
possam introduzir a mistura UV/IV sendo, deste modo, consistente do ponto de vista
perturbativo. Iniciando nosso estudo, vamos identificar as fungoes de Green que podem
conter singularidades perigosas. Para isso, necessitamos do grau de divergéncia superficial
d(G) de um gréfico G. Para a teoria em questdo temos

Np

d(G) =2 %(EA# +Es)— 2. (3.18)

em que B4, e Ep indicam, respectivamente, o nimero de linhas externas associadas ao
campo de calibre e ao supercampo ® e Np é o nimero de derivadas espinoriais atuando
nos campos externos. O comportamento singular provém das fungbes de Green de dois
pontos com campo A, ( E4, =2e Es =0 ) e do campo ® (E4, =0e Eg = 2). Nos
dois casos as divergéncias sao lineares. Note que o comportamento ultravioleta da teoria
supersimétrica é melhor que o das teorias apresentadas no capitulo anterior. O grau de
divergéncia superficial de algumas funcoes de Green sao menores quando analizamos a
teoria no superespago. Para facilitar a comparacdo entre os dois casos apresentamos a
seguinte tabela

| | Supersimétrico: 2 — 2(Na, + No) | Usual: 3— Ny, — Ny — 2N, |

2 pontos: matéria 1 1 para ¥ e 2 para ¢
2 pontos: gauge 1 1
4 pontos: matéria 0 1 para @

onde na primeira linha temos o grau de divergéncia superficial e na primeira coluna as
fungGes de Green que podem introduzir singularidades perigoras associadas a mistura
UV/IV.

Na teoria supersimétrica, a expressdao associada ao grau de divergéncia superficial é
obtida, como na teoria de campos usual, fazendo a contagem de poténcia nos momentos
internos do grafico. Temos a seguinte correspondéncia

i) para cada propagador = poténcia —1 no momento interno;
ii) para cada superderivada em um vértice => poténcia % no momento interno;
iii) para cada lago = poténcia 2 no momento interno.

Nos dois primeiros itens, usamos o fato de que a superderivada espinorial, associada a um
propagador com momento k, possui dimensao % A dependéncia da superderivada com o
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momento aparece em’

D, =08, +0ky,. (3.19)

0 Desse modo, se k representa um momento interno, a presenca de um produto da forma

DuDu = k;w - C;wD2 (320)

tem dimensao de momento e contribuird com uma unidade na contagem de poténcia. Por
consisténcia, a derivada espinorial deve ter dimensao % Isso é compativel com a defini¢ao

dada em (3.19), ja que a varidvel # tem dimenséo (massa)™3.

Quanto ao dltimo item, indicado em iii, vale mencionar uma diferenca importante em
relagdo a contagem de poténcias feita usualmente, onde associamos uma poténcia trés
para cada lago. Quando escrevemos a expressao analitica de um supergrafico, obtemos,
em geral, um produto de fatores contendo aplica¢oes sucessivas das superderivadas D,,
proveniente de vértices ou propagadores, em d;o. Um exemplo de expressao desse tipo é

d’p &k sin?(kAp) .
/ (27r)3d291d292Aa(p7 Bl)Aﬁ(_p, 92)/ (27.‘.)3 kQ(kE_i_p)Q)D D2512D‘2Dﬂ512, (321)

em que as derivadas atuam na varidvel associada ao primeiro indice. Note que uma con-
tagem de poténcias fornece o resultado de que a integral é quadraticamente divergente.
No entanto, para simplificar a expressao analitica do grafico, o procedimento adotado
usualmente consiste em realizar uma série de operacoes algébricas envolvendo essas deri-
vadas utilizando as identidades listadas no final do apéndice A no espago de momentos.
A implementacao dessa algebra permite obter termos que podem ser de dois tipos: d;2 ou
512 D?612. No exemplo dado anteriormente, a expressao final é da forma

d3k sin’(k A p)
(27)® k2(k + p)?

d3k sin’(k A p)
(2m)* (k+p)?

d®k sin®(k A p)
27)* (k+p)

d3
/ (27;))3 d*0,d*0, Aa(p, 1) As(—, b2) / 012D*(D 2y’ D61,

d°p 20 12
(27r)3d 6 d 92Aa(10, 91)A3(—Pa 92)

d*p 20 120 4B
= (27r)3d 010, A" (p, 61) As(—p, b2)

610D DP 614

612D%615. (3.22)

Para obter a tltima férmula realizamos integragdes por partes (ver apéndice A) e utiliza-
mos a identidade

D2Da :_DaD2

em (3.21), obtendo a primeira linha na expressdo acima. Posteriormente, fizemos a subs-
tituicao

3Esta identidade aparece no apéndice A, férmula (A.38), no espaco de configuracdes.
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(DQ)Q — —k2

e aplicamos

D*DP = k™ — C**D?.

Essa tltima identidade fornece dois termos, no entanto, somente aquele indicado em (3.22)
contribui. Isso segue de

512 512 = 0,

2

que ¢ consequéncia da defini¢do 6(9) = —6* = —16*6,. Particularmente importante é a

identidade

512D2612 = 5127

que permite escrever a expressao do exemplo acima como

d3 d*k sin®(k A
/ @—W%dQOAﬁ(p, 0) Ag(~p,6) / O k;p),f’). (3.23)
Apds a manipulacao algébrica das superderivadas, temos uma expressao que é linearmente
divergente, em contraste com a aparente divergéncia quadritica encontrada em (3.29).
Dado um grafico, é sempre possivel implementar um procedimento desse tipo, de forma
que associamos uma poténcia 3 — 1 = 2 para cada lago. A férmula dada em (3.18) fornece
o grau de divergéncia superficial depois da 4lgebra envolvendo as superderivadas ter sido
implementada.

Outro fator que pode ocasionar um melhor comportamento ultravioleta ocorre quando
alguma das superderivadas nao dependem do momento interno. Isso ocorre quando exis-
tem Np superderivadas aplicadas em campos externos. Nesse caso, ao calcular o grau de
divergéncia superficial, devemos adicionar um termo —% para cada uma dessas superde-
rivadas. Para obter o grau de divergéncia superficial correto, devemos contabilizar uma
poténcia 2 — %N p, que leva em conta o fato de que Np das derivadas que aparecem no
grafico dependem, exclusivamente, do momento externo.

O préximo passo é considerar a contribuicdo proveniente dos propagadores internos
e vértices do grafico contendo uma superderivada. Os vértices trilineares do modelo que
estamos estudando sdo deste tipo. Considere um gréifico arbitrario com Py, Py e P,
linhas internas associadas, respectivamente, aos progadores internos

NN N — [ - —— —

P P P
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além de n; vértices

n9 vértices

ns vértices

Do que discutimos anteriormente, concluimos que o grau de divergéncia superficial asso-
ciado a um grafico arbitrario G é dado por

1 1
d(g):2L+§(n1+n2+n3)—PAu —P¢—Pc~§ND (324)
Agora seguimos o procedimento usual: aplicamos as identidades
L:1+(PA“+P¢+PC)—(n1+n2+n3+n4), (325)

em que n4 representa o numero de vértices quadrilineares do gréfico, e

2(Pa, +Po+ F.) + (Ea, + Es + E;) = 3(n1 +ng2 + ng) +4ny, (3.26)

em que representamos o nimero de linhas externas pela leta E com o correspondente
indice associado ao campo. Aplicando as duas dltimas relagoes em (3.24), omitindo a
contribuigdo de possiveis vértices quadrilineares (esses vértices melhoram o comporta-
mento ultravioleta de modo que nao serdo considerados) e eliminando graficos contendo
linhas externas essociadas a fantasmas obtemos a expressao

d(G) =2 %(EA# 4 Ey) - % (3.27)

apresentada no inicio dessa secao.

Uma diferenca marcante em relagao ao capitulo anterior, é o fato de que a funcéo
de quatro pontos com E4, = 0 e EFp = 4 possui divergéncia no maximo logaritmica.
Conforme vemos na tabela apresentada no inicio dessa se¢do. quando nao hé supersi-
metria, vimos que a correspondente divergéncia é linear, e a singularidade presente nao
pode ser eliminada quando os campos de matéria se transformam de cordo com a repre-
sentacdo adjunta. Como veremos a seguir, no modelo supersimétrico as funcoes de dois
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pontos do campo de calibre A, e do supercampo ® (para uma escolha conveniente do
parametro de calibre) ndo contém singularidades perigosas, sendo a teoria quantica de
campos perturbativamente consistente. Esta andlise sera feita através da determinacao
das correspondentes contribuigoes para a acao efetiva.

3.2.1 Calculo da contribuicao do tensor de polarizagao para agao
efetiva

Os graficos sao dados por

k+p

k k+p
0‘.* ..-
/\_/)\_/-\:. m
p . . p p |y
gl e
k p p k
T, Iy
a Kk b r;.
N’Q’\( k+p
P : : P
p p v

€

Como temos E4, = 2 e Ep = 0, o grau de divergéncia superficial ¢ dado por

d(G)=1- - (3.28)

As singularidades perigosas ocorrem nos termos em que ndo hd superderivadas (Np = 0)
aplicadas em campos externos.

O célculo destes graficos é feito de forma analoga ao usual, apresentado nos capitulos
anteriores. O fato que deve ser observado é a presencga das superderivadas. No apéndice B
deste trabalho apresentamos uma aplicagao explicita envolvendo o cédlculo de um gréfico
de Feynman. O cdlculo dos graficos apresentados a seguir pode ser feito de forma andloga.
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Grafico I',

Primeiramente devemos escrever a expressao analitica associada ao grafico. Devemos
considerar o produto de dois vértices de interagdo do tipo contido em (3.9). Existem
seis possibilidades de contragtes que fornecem diferentes gréficos, no entanto, somente o
grafico

k+p
Lo
97 7 ..091
Y Ya , m
P e P
k

pode originar uma singularidade perigosa (do tipo %) O corte na linha interna serve

para indicar a posi¢do em que atua a superderivada. Os demais graficos possuem pelo
menos um corte em uma linha externa o que significa que existe pelo menos uma derivada
espinorial atuando em um campo externo. Conforme indicado em (3.28), a singularidade
que ocasiona a mistura surge de termos onde ndo ha derivadas nos campos externos, o
que permite concluir que somente o grafico acima pode introduzir a mistura UV/IV. A
expressao analitica associada ao grafico I', é dada por

1 d3p 2 2 d3k o =
B = =5 [ st 0 [ oDt <ot hO)el-lp+ .0 >

x DE < &(—k, 0)c(k, 85) > sin(k A p) Aa(p, 1) Ag(—p, 62)
1 [ & o, » Bk sin®(k A p)

= 5/ Gy 01 92/ 2r) K2k & py o P 0 As (=P, 0a)

X Dsz(SlngDz&lg (329)

Os indices inferiores 1 e 2 indicam que as derivadas estdo sendo aplicadas nas varidveis 6, e
05, respectivamente. A fim de utilizarmos algumas identidades satisfeitas pelas derivadas
espinoriais, fazemos com que todas as derivadas estejam aplicadas na mesma varidvel
utilizando Dg 019 = —Df 012. A menos de um sinal introduzido por essa identidade, note
que a expressao analitica do gréfico corresponde ao exemplo utilizado na segdo 3.2, pagina
(41). Desse modo, o procedimento de cdlculo que conduz a uma expressdo simplificada
do grafico é o mesmo.
A contribui¢ao para parte divergente (com p = 0) de (3.29) é

1 [ d d®k sin?(k A p)
[y=—= d*0 AP (—p, 0) Ag(p, 0 / : 3.30
5 | Gt oA p.0Ane.0) [ G (3.30
Fica evidente de (3.30) que a parte nao-planar da integral no momento interno &, obtida
por meio de sin®(k A p) = 1[1 — cos(2k A p)], introduz uma singularidade perigosa do
mesmo tipo encontrado nos modelos estudados em capitulos anteriores.
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Grafico I

Este grafico possui somente um vértice em que nao hd presenca de derivadas. Neste
caso, temos que considerar os diferentes tipos de contragoes possiveis entre os campos nos
vértices. A expressdo analitica é dada por

im dp ek,
Iy = T/(Qﬂ)3d 9/(27r)3sm (k Ap)
x [ < A%(=k,0)Aa(k,0) > 4°(p,0) A5(~p,0) +

— < AP(—k,0)Ag(k,0) > A%(p,0) Aa(—p,0) +
+ < A%(=k,0)As(k,0) > AP(p,0)Aa(—p,0) +
— < A%(—k,0)Au(k,0) > AP(p,0)As(—p,0)]|. (3.31)

O sinal menos no segundo e ultimo termo entre colchetes provém do fator trigonométrico
associado aos vértices quando consideramos o sinal dos momentos que se propagam nas
linhas do grafico.

Note que ao propagador da linha interna estd associado uma tnica varidvel 4. A
expressao correspondente a esta situagao pode ser obtida diretamente de (3.10) utilizando
a identidade (3.20) como segue

< A%k, ) AP (=k,0) > = 4Wik2 (D?D* + £D*DP) 6y,
i .
= I [(1 = &)C D%y +i(1 + €)0% 615]
i
= = (1 — €)CED26,,, (3.32)

que para #; = 6, é dada por

¢

pEE CP(1 - ¢). (3.33)

< A%(k,0,) AP (<K, 0,) >=

Para obter a identidade acima utilizamos D?812]g,—g, = 1 € d12]g,~9, = 0.
Substituindo (3.33) em (3.31) e utilizando a identidade (A.10) do apéndice A obtemos

n= 500 [ 55t [ G T A 0Me0, 63

que contém o mesmo tipo de divergéncias que I',.
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Gréfico I,

O calculo deste grafico oferece maior complicacdo que os anteriores. Cada vértice
possui trés campos sendo que uma derivada espinorial atua em um deles. Assim como
no caso do grafico Iy, termos contendo pelo menos uma derivada em um campo externo
serao ignorados. Os termos que podem introduzir singularidades infravermelhas perigosas
podem ser representadas graficamente por

k+p k+p

Cada um destes gréaficos possui quatro contribuicoes associados a diferentes contracoes.
A expressao analitica para o grafico 'y, é dada por *

2m? [ d&®p ,, o 3k,
Flc = T/-(—‘2—7‘T—)3d 91d OQ/WSIH (k/\p)

| < DaAp(k,01) Dot Ap (—k,85) >< A(p+ , 61) A% (—(p + k), 85) >

A®(—p,01) A" (p,67)
< DoAp(k,0) Doy Agi (—k,0,) >< A%(p + k,0)A? (—(p + k), 62) >
AP(—p,6,)A% (p,6,)
< DoAp(k,01) Do Agi (—k,05) >< AP (p+ k,0:) A% (= (p + k), 62) >
A%(—p,61)A% (p,6>)
< DaAg(k,01) Do Ag (—k,02) >< A*(p+ k,0:1)A% (—(p + k), 62) >

AP(=p,0:) A% (p,6)| - (3.35)

X

X 4+ X 4+ X + X

A expressao para I'y. é andloga, aparecendo desta vez uma derivada em cada propaga-
dor interno. O calculo explicito envolvendo a dlgebra das superderivadas espinorias é
apresentado no apéndice B. O resultado para a parte divergente do gréfico I', é dada por

l—‘c - l—‘1c'+'l—‘2c

- %5/ ((217:))3 on/ (gwl;s - (:QAP) AP(—p,0)As(p, 0). (336)

Com o resultado dos trés primeiros graficos, obtidos da soma S¢; + S¢c + Stantasmas
podemos verificar que

10 procedimento que permite obter a expressio analitica dos graficos é descrito no apéndice B.
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[T+ T + I‘c]parte divergente — 0. (3.37)

Concluimos que as contribuigoes divergentes provenientes dos setores associados ao campo
de calibre quando combinadas com as contribuicoes envolvendo os fantasmas de Fadeev-
Popov fornece o resultado de que as divergéncias ultravioletas (da parte planar) e as
singularidades ndo-integraveis (da parte nao-planar) sdo canceladas qualquer que seja o
valor do pardmetro de calibre £. O resultado (3.37) indica que a teoria de Chern-Simons
puro em (2+1) dimensbes ndo possui divergéncias lineares na regido do ultravioleta além
de ser livre da mistura UV/IV.

Graficos I'y

Nesta e na proxima secdo introduziremos os efeitos quanticos devidos a interacdo do
campo de calibre com a matéria. Primeiramente consideramos o grafico I'; que possue a
seguinte expressao analitica

dk (D? + m)
_ 2 af 2
Fg= z/d 0/—(27r)3A (—p,0) [7]& 512] oo 0Aa(p, g) sen®(k A p).

Por conveniéncia, vamos fazer uma mudanca de varidvel k& — &k + p na férmula acima
obtendo, ap6s manipular algebricamente as superderivadas D, o resultado

3k sen’(kAp)
/d2 / k_|_p _|_7312A (——pae)Aa(pae)' (338)

Vemos que (3.38) possue uma d1vergenc1a linear associada a integracdo no momento
interno k.

Grafico T,

A expressdao analitica para o grafico I', é dada por

3
L= [ @0, [ G540 0) 4% 0sen( A

D2+ m D} +m

X |:Da1k2—612 B?m 12
D? 4+ m D? +m
sy b DaDen 512] (3.39)

Note a presenca de termos contendo uma e duas derivadas atuando nos propagadores.
Estas duas possibilidades sao obtidas quando consideramos as diferentes contracoes entre
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os campos presentes em cada um dos vértices de interagdo. Em (3.39), podemos aplicar
as derivadas em 6, nas funcoes 412 e entdo usar a identidade Dgy = —Dp; obtendo

_ 29 72 d’k sen®(k A p)
T, = / ¢0d°0, / (2m)® (k2 + m?)[(k + p)? + m?]

X [ — Dal(D% + m)(512(Df + m)D51512

+ (D2 +m)812D1 (DF + m) Dynba| A°(~p,61) 4 (p, 62) (3.40)

Fazendo uma integracdo por partes no primeiro termo dessa expressio obtemos uma
contribuicao igual ao segundo termo além de uma contribuigdo contendo uma derivada
aplicada no campo externo A%*(p, 6,). O resultado obtido é dado por

_ 20 12 d*k sen?(k A p)
T, = /d brd 92/ (27)? (k2 + m2)[(k + p)? + m?]

X [Q(Df +m)812De1 (D7 + m) Dp1812A%(—p, 61) AP (p, 65)
+ (DF+m)8a(DF +m)Dynba(D Aa) (-1, 0) A (p,0)| . (3.41)

Como ja mencionamos anteriormente, divergéncias lineares devem surgir do termo em
que nao hé derivadas aplicadas no campo externo. De fato, manipulando as derivadas de
forma conveniente (a dlgebra é andloga a desenvolvida no célculo dos graficos anteriores)
obtemos

d*k  sen?(k A p)
Ie zv *2 d2 / A%(— ,9 Aa ,9, 3.42
oulp) =2 [ T T TP OAR),  (B42)

que fornece uma divergéncia linear (e consequentemente a mistura UV/IV), além de uma
contribuicao finita dada por

/d2 / d*k sen?(k A p)
Ferin(p 3 (k24 m2)[(k + p)? +m?|

x| 2(kag - mcaﬁ)w?A“)(p, 6) A% (~p,0)

+(kys = mCy3)(D7D* As) (~5,0)4° (5, 6) . (3.43)

Somando o resultado dado em (3.38) para o grafico I'y com a contribuicdo divergente do
grafico I, dada em (3.42) obtemos

1—\d + 1—\eDiv = 0. (344)

Dos resultados apresentados em (3.37) e (3.44) concluimos a acao efetiva ndo contém
divergéncias infravermelhas, associadas a mistura IV/IV, provenientes de correcdes radi-
ativas a funcao de dois pontos do campo de calibre A4,.
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3.2.2 Calculo da contribuigao da fungao de dois pontos do campo
® para acao efetiva

Outra possivel fonte de mistura UV/IV provém de corre¢des quanticas associadas a
termos quadréticos no campo de matéria ®. Neste caso, escolhemos em (3.18) E4, =0 e
Es = 2 e o grau de divergéncia superficial é dado por d(G) = 1. Em um lago, os graficos
sao dados por

TN A

r r
p k+p p p p
1y Yo

Nesta se¢do mostraremos que, quando consideramos a soma dos gréaficos 'y e 'y, é possivel
escolher o pardmetro de calibre £ de modo a eliminar as divergéncias infravermelhas
lineares presentes neste caso.

Gréfico I'f

Considerando todas as contragoes possiveis entre os campos presentes em cada um dos
vértices do grifico obtemos termos em que

1) uma derivada atua em cada um dos campos externos;

2) uma derivada atua em um campo externo e uma derivada atua no propagador interno
associado ao campo @ e

3) as duas derivadas atuam no propagador interno associado ao campo ®.

Das trés possibilidades listadas acima somente a nimero 3 pode conter singularidades
infravermelhas perigosas. De fato, conforme podemos ver em (3.28), os casos com Np #
0 melhoram o comportamento divergente no nivel quintico. Considendo na expressao
analitica correspondente a [’y somente os termos linearmente divergentes obtemos

-'i d3k sinQ(k /\p)
Iy = 5 [ o3 %6, d%0 DB D~ a8
f 2 /(27r)3 /d 1d 24mk2[(p+k)2+jv_/2]( + ED*DP)b,4 x

Do1Dga(D? + M)612(®(—p, 61)®(p, 2) + @(—p, 61)®(p, b)) (3.45)

X
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que depois de alguma manipulacao algébrica assume a forma

_ ®(—p,0)®(p, 9)/ d*k sin®(k A p) :
— 2 ?
I'y= zf/d 7 O 12 + parte finita. (3.46)

Griéfico I'y

O gréfico I'y constitui o dltimo caso em que ocorre uma divergéncia ultravioleta capaz
de introduzir uma singularidade infravermelha perigosa na teoria quantica desenvolvida a
partir do modelo (3.17). A presenga de uma unica linha interna e a auséncia de derivadas
nos vértices faz com que a respectiva expressao analitica seja dada por

. 9
T, =i - 1) / 29 2P (2@(1) .0) / (;i:;z Sin(EAP) | parte finita. (3.47)

k?

Note que o propagador interno sé pode ser obtido pela contracdo dos dois campos de
calibre presentes na interacdo associada ao vértice do grafico. A correcdo para parte
divergente funcao de dois pontos do campo ¢ em um laco serd dada pela soma

®(—p,0)®(p,0) / @’k _sin®(k Ap) (3.48)

(Ff + Fg) div. = (2§ - 1) /d20 - (27‘(‘)3 2
Da férmula acima vemos que a escolha & = % resulta em uma correcdo finita (omitida na
férmula acima) e livre de singularidades infravermelhas perigosas. Neste ponto, chegamos
ao resultado central deste capitulo: a teoria em que o campo de Chern-Simons interage
com a matéria, no caso da representacdo adjunta e no calibre definido por & = %, nao
introduz singularidades perigosas em um lago, sendo livre da mistura UV/IV.

Um comentédrio sobre o caso da representacao fundamental. Lembramos que quando
a teoria ndo é descrita em um super-espaco (estudo desenvolvido no capitulo anterior) os
gréficos associados ao tensor de polarizacao e a funcao de dois pontos sdo todos planares.
Esta propriedade também é mantida quando existe uma supersimetria envolvida. Lembre
também que no caso usual existe uma singularidade infravermelha nao integravel na funcgao
de quatro pontos do campo escalar. No presente caso, a respectiva singularidade pode ser

no méximo logaritmica (basta fazer E4, =0 e Eg =4 em (3.18)).
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Capitulo 4

Correcoes radiativas ao termo de
Chern-Simons no modelo de
Higgs-Chern-Simons abeliano
nao-comutativo

Neste tltimo capitulo vamos analisar as corre¢oes radiativas ao termo de Chern-Simons
no contexto de um modelo em que a simetria de calibre é espontaneamente quebrada.
Neste sentido, calculamos as funcées de dois e trés pontos do campo de calibre na ordem
de um lago e procuramos identificar os efeitos da nao comutatividade do espago subjacente.
A anélise serd feita no caso em que existe uma temperatura finita associada ao modelo.

O interesse no estudo das corregoes quanticas ao coeficiente do termo de Chern-Simons
em modelos nos quais exista quebra da simetria de calibre é motivada pelo fato que, nestes
casos, nao se aplica o teorema de Coleman-Hill que afirma que, na auséncia de particulas
com massa zero, nao existem corregoes radiativas ao termo de Chern-Simons alem de
um laco. O resultado foi demonstrado para uma grande classe de teorias de campos
abelianas com invariancia de Lorentz e de calibre. A hipdtese de que todas as particulas
possuam massa nao nula é necessaria ja que a ausencia de divergéncias infravermelhas é um
requisito fundamental na prova do teorema. Neste capitulo analisaremos uma situacao
em que existe outra fonte de introducao de singularidades infravermelhas, a saber, a
mistura UV/IV devida a ndo-comutatividade associada ao espaco. Isso pode, em principio,
modificar o resultado do correspondente caso comutativo.
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4.1 Modelo de Higgs-Chern-Simons nao-comutativo

Iniciando nosso estudo, vamos partir da acao

0
S = /d3x {%6‘“’)‘ [A,, x 0, Ay + %Au x A, * AA]

b Dup)r (D) - [t =12 (4.)

onde v é uma constante e D,p é a derivada covariante, definida de tal forma que a acéo
(4.1) seja invariante de calibre. Neste capitulo utilizamos a representacdo fundamental
em que D,p = 0,0 —igpx A,.

Quando a simetria de calibre é espontaneamente quebrada temos () = v # 0. Nesta
situacdo podemos utilizar a decomposicio ¢ = v + %(o +1X) e escrever a equagao (4.1)
como

S = /d3;1: {%euu)\ (Au x 0,Ay + 2L3gA” x A, * A)‘) + %Au x A* — ;—é(auA“)*(auA")
1 2 1 2
+ 5((3“0) % (O0) — %a x 0 + 5(aux) x (0) — %X % X

- gAu * (U * é_’ix — X * éTI‘O’ — i[o, %ol — i[x, 0" X]*)

2
+ %A”*A“*(0*0+X*X+2\/§va+i[a,x]*)

) A
_ 2:\/51; {0', (U*U;X*X) + %[X,a]*} — E(o*o+x*o+i[x,o]*)f}, (4.2)

em que escolhemos o calibre definido por

*

Sop = —% &'z (9, 4" + §\/§vx)i. (4.3)

A escolha deste calibre é adequada pelo fato de que permite eliminar os termos nao-
diagonais presentes na parte quadrética de (4.2). Também definimos

m = 2(ev)?, m2 = v, m? = &m. (4.4)

Para completar a acao que descreve o modelo, deve ainda ser incluida a contribuicao
dos fantasmas de Faddeev-Popov

S, = /d3x [0,€ % OFc+ 10, % (cx Ay — Ay x ¢) +1€uT * x * ], (4.5)

onde € e ¢ s@o os campos fantasmas. Em um lago, ndo hd contribuicao para parte de
paridade impar proveniente de (4.5).
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Os propagadores dos campos A, e ¢ serdo representados por linhas onduladas e cheias
sendo que as correspondentes expressdes analiticas sao dadas respectivamente por

1 m — 5 . A
Dy (p) = P —m? MGy +Pupum + 2€uAp (4.6)
e
D, (p) = i/(p* — my). (4.7)

No caso T # 0 temos p* = (p°, p) = (27nT1, p).
Os vértices de interacao sao representados por

INFORMAGAO

E é p B
v 2 .
p P p p SERVICO DE
AN A% /N’ |Z| BIBLIOTECAE
L.

uvp

e as correspondentes expressoes analiticas sao dadas por

1A, * Ay x A, “ Loy = 2ig€,p sin(p; A p2), (4.8)
A, x Ay o YRS L= 2\/§inggu,, cos(py A pa2), (4.9)

e
iA* [0,0,0]. « Ty =2gps,sin(p, A ps) (4.10)

4.2 Introduzindo efeitos de temperatura em teorias
de campos

Primeiramente facamos uma andlise a respeito da expansdo perturbativa na teoria
com temperatura finita [?, 43]. O ponto importante é que, também neste caso, é possivel
utilizar uma representacao em termos de gréficos de Feynman. Para ver como as regras
de Feynman sdo modificadas, adotamos como exemplo a teoria de um campo escalar
(inicialmente livre) com densidade de lagrangeana definida por

£ = oup(@)pla) - m*d(z). (411)

O funcional gerador pode ser escrito como
ZJ =p / [Dyple~td ¢'also@D7 o) +T0(=)] (4.12)
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em que D~! = O+ m? e p é uma constante de normaliza¢io. Por meio de uma escolha
conveniente de p a integragao em ¢ resulta em

Z[J] = o3 [ d*z [ d*y J(2)D(z~y)J(y) (4.13)

Como sabemos, a expressdo (4.13) fornece uma expansio perturbativa para as fungoes
de Green em termos de graficos de Feynman. Até aqui, nao foi introduzido nenhum efeito
de temperatura em (4.13). O primeiro passo neste sentido é lembrar que o funcional
gerador nao estard bem definido até que condi¢des de contorno satisfeitas pelo propagador
D sejam dadas. No caso usual, em que nao existe temperatura envolvida, estas condicoes
sao escolhidas de modo que o principio de causalidade seja respeitado. No caso de uma
teoria quintica de campos com temperatura nao nula, as condi¢oes de contorno devem
ser escolhidas convenientemente. De fato, em ambos os casos o propagador é uma funcio
de Green satisfazendo

(Oz + m?)D(x — y) = —id(z — 7) (4.14)

com condi¢oes de contorno apropriadas. Vale lembrar que a férmula (4.13) também é
valida para temperatura nao nula, levando a uma expansao perturbativa em termos
de graficos de Feynman andloga a encontrada usualmente. Passemos a discussao das
condicoes de contorno adequadas ao problema da teoria de campos com temperatura
finita. Vamos trabalhar no formalislmo do tempo imaginério.

A mecénica estatistica, formulada por meio de uma teoria de campos, é obtida quando
identificamos a funcdo de parti¢do com o funcional gerador (4.12), ou seja, consideramos
o objeto fundamental como sendo

ZIN=Tre P = 3" <plePp>
72}

L[ peetesebme sl (g
periddico

obtido a partir de (4.12) definindo os limites de integracdo na a¢do como

—if
/ / Az
0

e fazendo a mudanca de varidvel 7 = it. Devemos lembrar que com este procedimento
Oy = i;—T. O simbolo f,, i D] indica que a integragdo é implementada somente sobre
configuragoes periodicas do campo ¢. Esta condicdo é “natural” ja que a fungao de
particao é definida por um traco. Esta construcdo implica que as fun¢des de Green sao
periddicas.

A propriedade de periodicidade também pode ser verificada no formalismo de opera-
dores. Na teoria com temperatura, as funcdes de Green de N pontos sdo definidas pela

média térmica
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rle PETu(x)o(xs)...0(x
(Tolan)ptas)-olom) = TN 0(on) (419

num ensemble particular definido por H. Vamos considerar a funcdo de dois pontos,
(To(z)p(y)) = Ds(x — y), no caso em que os campos envolvidos sao escalares (bdsons).
A ordenacao temporal é definida como segue

il

(To(z)py)) = (p(z)e(y)) = Dz (z - y)

S€e Ty > Yo €

(To(z)e(y)) = (p(y)p(z))

se Yo > To. Desta definicio é claro que

Dg(z—y)

Dg(x = y) lag=0= D5 (& = ¥) |zo=0

Dﬂ(x - y) |Io=—i/3: D;({L‘ - y) |IO:—i/3 . (417)

Considerando incialmente zy = 0 em (4.16) obtemos

rle PH o(—iyo, ¥ z
Dp(z = y) |zo=0= Trie ﬁi[e?ggﬁ)w(o’ s (4.18)

Devido a ciclicidade do traco o numerador pode ser escrito como

Trlp(0, B)e " o(—iyo, )] = Trle "’ (0, Z)e "M p(—iyo, P)]- (4.19)
Fazendo uma analogia entre o operador de evolucdo e a matriz densidade obtermos o
operador
o(—iB,T) = 7 (0, )e PH. (4.20)
Substituindo (4.20) em (4.19) obtemos

Trle " o(—iB, 2)o(yo, ¥)] (4.21)

e concluimos que

D/a(:L‘ - y) |Io=0: D; (:L‘ - y) |Io=—i/3: Dﬂ (:L‘ - y) |Io=—i/3’ (4'22)

em que vemos a condicao de periodicidade satisfeita pela funcao de Green de dois pontos.

E importante obter a representacio das funcdes de Green no espaco dos momentos.
Para isso, devemos escrever Dg(z — y) em termos da série e transformada de Fourier.
Vamos utilizar notagao compacta

Ds(z —y) = / e~ Dg(p) (4.23)

P
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com

Ds(p) = / €7 Dy (z) (4.24)
onde . 7
_ D
/,,— —i8 Z/ (2m)?
e

—ip
/ - / dz, / .
T 0

Como no caso de temperatura zero, utilizamos a notacio
. uo_ 0 - -
pT = pur* =pr’ —p- I

s6 que com zy assumindo valores imaginarios. Devido a condi¢ao de periodicidade, a série
de Fourier cobre somente as frequéncias

2mn

O propagador é obtido, como no caso de temperatura zero, utilizando a representacdo de
Fourier da fungao delta de Dirac

Sz —y) = /e‘i”(’”_y) (4.26)
p
e a (4.24) em (4.14), obtendo

i
Dy(p) = o (4.27)
onde p? = p2 — p.p. Observe que para m? > 0 sempre temos p? — m? # 0.
O caso de uma teoria envolvendo férmions é desenvolvida de forma completamente
analoga lembrando apenas que, neste caso, temos regras de anti-comutacdo entre os cam-

pos. A funcdo de dois pontos é dada por

(TY(2)d(y)) = ((@)P(y)) = S5z~ y)
se g > Yo €

(TY(x)P(y) = —((y)d(z)) = S5(z — y)
se Yo > xy. Da definicao de ordenacgao temporal
Sﬁ(x - y) |$o=0: Sﬁ< (I - y) |:vo=0
Sp(z = Y) lao=—is= S5 (T = Y) lzo=-i5 - (4.28)
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Este gréfico fornece uma corre¢ao para massa do campo ¢. No caso usual, as regras de
Feynman no espaco dos momentos conduzem a seguinte expresasao analitica

SN [ d
o= / S (4.33)

A introducéo dos efeitos da temperatura no calculo do gréfico acima é obtido quando

fazemos a substitui¢ao
d*k 1 [ &k
/ (2n)p BZ/ (21)?

2imn

B

kg — kg Wy, =

3

o que nos levaré ao cdlculo da corregao

$Be 1
Z / T R (4.34)

com k* = k§ — k- k e ko = 2. A varidvel ko é imagindria e discreta, porém, podemos
utilizar o teorema dos residuos e introduzir uma varidavel continua escrevendo o somatério

] 1
D

como uma integracdao no plano complexo. Para isso, observamos que os valores de kq sao
polos da funcao

1
ebko — 1°
Assim, podemos escrever (4.34) como
A d*k dky 1 1
Ce=3 / (27)® }é 21 (k2 — m2) (efko — 1) (4:35)

Ut
Ut



O simbolo §c indica que a integracao é calculada ao longo de um contorno fechado. Os
pdlos do integrando estao localizados sobre o eixo imagindario de forma que uma escolha
de contorno adequada é dada por

Rek

Y

|
2

Adotando este contorno, a integral complexa pode ser colocada na seguinte forma

100+€ 100—¢€
[ S [ g SO [ g Sl

ebko —1 efko — 1 e~Bko — 1

—io0+e —i00—¢

+ / ik £ (ko) (4.36)

100

onde
1

é analitica no interior do contorno considerado. Da equacdo (4.36), podemos ver que o
problema foi separado em em duas partes. A correcao de um lago pode ser escrita como

f(ko) =

Cr=A+B (4.37)
onde
A—i/ &k /iwdk; (4.38)
Tan | @n)? ) (K2 —m2) '
€

A d3k 100-+€ k2 21 100—¢€ k2  m2)-1
/— [/ dkoﬂqt/ ar =) (4.39)

a E (27T)3 —100+¢€ efko — 1 —joo—€ e—Pko — 1

Como o integrando em (4.38) é uma fungao analitica (para m? # 0) obtemos a mesma
correcao da teoria euclidiana no caso em que nao existe efeitos de temperatura. No
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contexto que stamos considerando tal contribuicao é associada com o caso em que T = 0.
Os efeitos da temperatura sao provenientes de (4.39). As exponenciais no denominador
garantem que as integrais sao finitas.

Do que foi discutido acima, vemos que o comportamento ultravioleta da teoria ndo é
modificada pelos efeitos da temperatura. Os contratermos exigidos para tornar a teoria
finita no ultravioleta sao os mesmos que na teoria de campos usual. Intuitivamente,
podemos associar este resultado com o fato de que o comportamento ultravioleta esta
associado a curtas distancias, propriedade que nao foi alterada com a compactificacao
do tempo. No entanto, esperamos que modificacdes na regido do infravermelho sejam
introduzidas ja que estao associadas a longas distancias.

O problema se reduz ao calculo das integrais

100+€ (k2 __7n2)—1
J = /_ . dko~—gp—— (4.40)
e
i0o—€ (k2 __7n2)—1
JQ = /_ioo_6 dkom. (441)

Isto pode ser feita utilizando o método dos residuos. Contornos adequados para o calculo
sdo dados por (os semicirculos sao fechados no infinito)

Imk
0

—y

t Re k0
o,
A
em que ]
W = (2% + B*m?)z.
A corregdo dependente da temperatura é dada entao por
—iA
B=-—-I 2 :
e (0m) (442)
em que
2 * z?
I = de——m———. 4.
B = [ (4.43)
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De forma genérica, dado um grafico em um lago, a parte dependente da temperatura
é obtida por meio da seguinte identidade

g . omin, [ dko f(E, ko) 0= dko f(k, ko)
E;ﬂk’k‘)" g = / ﬁeﬂko—ﬁ/_m_f%e-ﬁko—l

+ / - dkof (k, ko). (4.44)

—100

—1i00+€

Os dois primeiros termos de (4.44) contém a dependéncia com a temperatura enquanto
que o ultimo termo nao possui dependéncia com a temperatura e coincide com a o caso
usual em que ndao ha temperatura envolvida. Por simplicidade, usaremos a notacao

3 2 100
/ a’k E/dk/ dk;o’ (4.45)
7=0 (27)3 (2m)? J oo (2)

Bk Ak [ [ dky 1 20 dky 1 6

/m oy = | oy Um a1t [ e )

No que segue, vamos aplicar a técnica apresentada nesta segdo ao estudo da teoria em que
o campo de Chern-Simons interage com a matéria (representada por campos escalares).
Estamos particularmente interessados nas propriedades perturbativas da teoria. Neste
aspecto é importante, por exemplo, o estudo de correcoes radiativas ao coeficiente do termo
de Chern-Simons [44, 45, 46]. As préximas se¢oes deste trabalho estdo relacionadas com
esta questao na situacdo em que o espago subjacente é nao-comutativo. Como ji vimos, a

teoria de Chern-Simons, mesmo no caso abeliano, é bem distinta do correspondente caso
comutativo.

4.3 Calculo em um laco

Para obter a corre¢cdo ao termo de Chern-Simons na teoria nao-comutativa devemos
calcular as contribuicdes das fungoes de dois e trés pontos do campo de calibre. Vamos
considerar cada um destes casos separadamente.

4.3.1 Funcao de dois pontos do campo de calibre

O tensor de polarizacao pode ser separado em duas partes

1T, (p) = M (P)]sar + [T (P)] impar (4.47)

em que os indices par e impar indicam, respectivamente, as partes par e impar de II,,
pela troca de p e v. Neste capitulo vamos no concentrar no célculo de [I1.,(p)]ump- j&
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que esta contribuicdo pode fornecer uma corre¢cdo para parte quadrédtica do termo de
Chern-Simons. Os graficos relevantes, neste caso, sdo dados por

p—k
p K p
a
k+p
p p
k

Passemos a andlise de cada um dos graficos.

Calculo do grafico a

O gréfico a existe devido ao aparecimento do vértice (4.9), proveniente da quebra
espontanea da simetria de calibre. A expressio analitica é dada por

na()—/ Lk g (Ek)+/ Lk o Foko) (4.48)
ny p) = o (27()3 pr\fvy 0 (27T)3 pv\iv, M0/, .
em que
- —8(vg?)? cos?(k A p) m-§
Fu(k ko) = 5= p)2 = mZ] (k% — m?) —mg,, + kuk, k2 em +t€u,k” | .

A correcdo para o termo de Chern-Simons vira do termo de paridade impar (pela troca
dos indices p e v) que, neste caso, é dado por

[HZ.L/(p)]fmpar = A;w + Bp.ua (449)
em que a parte independente da temperatura é dada por
d3k k” cos (k A D)
A, = =84 y d ; 4.

em que A2 =m?—(m?—m,)z+p x(a: 1)}, enquanto a dependencia com a temperatura,
Bk
definida pelo termo B,,, é obtida de A, pela substitui¢ao [,._, 27r Lk fT;éO -

1Nos célculos que faremos a seguir vamos considerar que o termo contendo p? pode ser desprezado
para momentos suficientemente baixos.
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Fazendo uma mudanca de varidvel k£ — k+pz em (4.53) obtemos duas integrais sendo uma
delas igual a zero. A outra parte fornecerd uma correcao para o termo de Chern-Simons
e ¢ dada por

d*k cos®(k A p)
Ay = —8i(vg°) € o / dxx/T NS (4.51)

Das definigdes dadas em (4.46), vemos que integral deve ser calculada ao longo do
eixo imaginario onde nao existem singularidades. Como fizemos no primeiro capitulo,
é conveniente separarmos (4.51) em partes planar e ndo-planar por meio da identidade
cos?(k A p) = z[1+ cos(2k A p)] e depois resolver separadamente as integrais no momento
interno. O resultado final é dado por

. (Ug2)2 p ' z —Ap
Ay = 5 €vpD ; dxA(l + e P)
29° (mg/2m+1)  (vg?)®
~ o |29 _
Cup {37r (1+ mg/m)? an Pl (452)

Na tltima linha em (4.52) consideramos a aproximacdo p — 0. Nesse limite, a contribuicdo
independente do pardmetro € coincide com o resultado obtido para o caso comutativo.
Além disso, o resultado é uma funcao analitica em p nao ocorrendo nenhuma singularidade
infravermelha devido a nao-comutatividade do espaco.

Como proximo passo, vamos calcular as correcoes introduzidas por efeitos da tempe-
ratura. Esta contribuicao pode ser obtida de

9 3k k*cos?(k A p)
B,, = —8i(vg?)%¢,, / dr / )
o = B Ve | a5 | Gr P [k pe)? — AT

Vamos efetuar uma mudanca de varidvel £k — k + px e escolher o caso particular em que
po = 0. Isso garante que somente a parte correspondente k ¢ alterada pela mudanca de
varidvel. Esta escolha é interessante por simplificar a integracdo na varidvel k3. A parte
dependente da temperatura pode ser escrita em termos de integrais complexas como

d’k ote dky cos?(k A p) 1
By = — drr——
0: 82(Ug foz][ﬁ/ $$8A2 /( )2 |:/—ioo+e (27r) (k? - A2) (eﬁko — 1)

(4.53)

/1°° € dko cos®(k A p) 1 (4.54)
Cico—e (21) (K* =A%) (e7Po —1)] '
Seguindo a escolha fy; = 0 e calculando as integrais na varidvel ky temos
1 8 d2k [1+ cos(k - p)]
B ;g - —4 22 i7 / d / . .
0 (Ug ) €0 ]pJ o xxaAQ (271')2 wA(eB‘*’A _ 1) (4 55)
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em que estamos usando a notacao 2k Ap = Eﬁ No célculo da parte nao-planar de (4.55)
devemos utilizar as integrais

2
/ df cos(a cos ) = 2nJy(a) (4.56)
0

/ dre™® Jy(bvVz? — 1) = \/7 @ (4.57)

1 m 2 4 b2

em que J,(z) e K, () representam as fungoes de Bessel de primeira e segunda espécie.
Obtemos o resultado

o 0 ~BAVAITT
By, 601]1)]/ dwxw In(l —e ; n2+72 , (4.58)

onde definimos 7 = %. Note que a férmula (4.58) é vilida para qualquer valores de 6 e S.
O resultado do caso comutativo é recuperado para § = 0. De fato, vemos que esta

escolha fornece
—5A\/W oo e—BAn
Z —In(1 — &%) (4.59)

n=1

n=1 [TLQ + 7—2]2
que, para o limite de altas temperaturas, resulta em

4(vg*)2€u,p? O [mZln(m/m,)
vis om?2 ’

[Boilg_o = — (4.60)
que coincide com o caso comutativo.

Agora seja obter a corre¢ao dependente da nao-comutatividade, ou seja, dependente de
p. Podemos fazer isso verificando como o resultado comutativo é modificado para p — 0.
Neste caso

o e—ﬁ/\\/—i—f-‘r—z . 1 N o )
2 T 2 + 7] = —In(1—e")~ = [PLog(3,¢™"") + BAPLog(2,e™"*] *+O(r*), (4.61)
n=1

em que as funcoes da forma

PLog(a, z) = vy (4.62)
n=1
sao conhecidas como polilogaritmos. Podemos proseguir o cdlculo considerando uma ex-

pansdo de altas temperaturas para as funcdes PLog(3,e7) e PLog(2,e7?") e depois
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aplicar a derivada 3 2 ou entdo primeiramente aplicar a derivada e posteriormente con-
siderar o limite de altas temperaturas. Em qualquer caso, o resultado obtido é dado
por

By, = (Zgﬂ gz]p’/ drzln By/m? — (m? — m2). (4.63)
Separando de (4.63) a parte dominante no limite 5 — 0 obtemos
N“(U92)2~2 N 4 92, 2

By, = 2B Preoi’ [m* In(Bm) + mi In(Bm,) — 2mZm?In(Bm,)] . (4.64)

Vemos que a nao-comutatividade introduz uma correcao da ordem de #? na funcio de
dois pontos do campo A,. O resultado é uma funcao analitica do pardmetro §. A partir
deste ponto, todos os outros graficos aparecendo na funcgao de dois ou trés pontos podem
ser calculados de forma andloga, embora o cdlculo no ultimo caso seja bem mais longo.
Por esta razao vamos apresentar os resultados de forma resumida.

Calculo do grafico b

A expressao analitica é dada por

em que

Gk, ko) = 2¢%€8,0 D (k + D)€ pe D7 (k) sin®(k A p).
Considerando somente a parte de paridade impar do diagrama a contribuicao relevante é
dada por

[ - ] _ 2ig? sin’(k A )
mpar (k2 +m2)[(k + p)? + m?]

x {mp’\—(m—é)k-(k—l—p) K (k+p) ”.(4.66)

k2+&m  (k+p)*+Eim
A partir deste ponto podemos seguir os mesmos passos desenvolvidos no cdlculo do
gréafico a. No limite em que p — 0 e § — 0 obtemos o seguinte resultado para o grafico b

2

[Hb,Oi(Po =0T = 0)];mpa, 167 ——(@38m - &)p 602]177 (4.67)
para a contribui¢do com temperatura zero e
. 6Oz]pjg 72
[Hp.0:(po = 0; T)],,mpar ~— 6r T [2mlog(m/T) + (m — &) F] (4.68)

para a contribuicao associada ao regime de altas temperaturas.
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4.3.2 Funcao de trés pontos do campo de calibre

Embora bem mais extenso, o cdlculo dos graficos da funcao de trés pontos pode ser
feito de forma andloga ao caso do tensor de polarizacao. Os graficos, em um laco, sdo
dados por

Figura 4.1: Gréficos de um laco que contribuem para parte de paridade impar da funcao
de trés pontos de A,.

Os gréficos de 1 laco sdo mostrados na figura 4.1. A expressao analitica para cada
grafico é dada por:
(1) Grafico da figura 4.1a

3k
rile = —gg° / =D (k + p1)D”" (k — ps) D (k)€avpenuorpeSt, (4.72)
T#£0 (27)

onde
Sy = sin(k A py)sin(k A ps)sin(k +p1) Ap2

1 . . .
= —3 [sin(pl A D2) +sin(2k + po) A py + sin(2k + p1) A pa +sin(2k + p) A p;;] :

(2) Gréfico da figura 4.1b

—112422¢5 d3k o
rip = 12 /T oy D 2Dl — ps) Ay (K)e. 525, (4.73)
£0

onde

Sy = cos(k A py)cos(k Aps3)sin(k +p1) A po

1 ) ) .
= 3 sin(p; A pg) — sin(2k + p2) A p1 + sin(2k + p1) A pe — sin(2k + py) /\pg)] )

(3) Gréfico da figura 4.1¢
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_ Bk
[l = _80in?g? / (P2 + ) D) A (k + 1) A (k = p5) S5, (4.74)
T#0 (2m)

onde

S3 = cos(k A pa)cos(k A ps)sin(k + p2) Apy

17 . ] . .
= 3 [sm(pQ Ap1) — sin(2k + p1) A pa +sin(2k + p2) A py — sin(2k + p2) A ps3)|.

Inicialmente, calculamos as correcdes para parte de paridade impar provenientes dos
gréaficos 4.1b e 4.1¢ na aproximacao de baixos momentos. Finalizando esta se¢ao, vamos

mostrar que nesta aproximacao o grafico 4.1a nao contribue. Como ja mencionamos nos
relatérios anteriores, escolhemos 6, = 0.

3.1 Grafico 4.1b e 4.1c:

A parte de paridade impar é dada por

[F4.1b

uvp

]T _ —1120%ge / d3k Sy
odd 3 20 (27)* [(k + p1)? — m?] [(k — p3)? — m?] [k* — m?]
€pvak®ky €uvak®kp

k+p)2+&m]  [(k—ps)?2+E&m|

X [_mQEﬂpu +m’ [[( — €upakk,]

para o gréfico 4.1b e

[F4'1C]T _/ d3k fpa”kaku S
welodd = [0 (2m)3 [(k + p1)2 — m2][(k — p)? — m2] [k2 — m?] ">

para o grafico 4.1c.

Com a ajuda dos parametros de Feynman, podemos escrever as integrais acima como
termos contendo um unico denominador. Usando o limite estdtico, as integrais em kg
podem ser calculadas fechando adequadamente o contorno de integracao e utilizando o
teorema do residuo (primeiro relatério). Posteriormente, efetuamos as integrais em k
considerando o limite de altas temperaturas. Finalizando, todas as integrais paramétricas
devem ser calculadas. Apresentamos a seguir os resultados para cada um destes passos.

A) Juntando os denominadores

A expressao para o grafico 4.1b pode ser escrita como
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T —112v2g
[Fi'vlg] odd sin(p1 A pe)

d3k§ m2€ + € kok
d.’L‘/ 1 —z)z [ kov ppa V]
{ / 70 ( ) (k2 — A2)?
oo [ [ / Gl - (1~ oy Sl R
o 8

onde A? = mZ(1 — ) +mxandA2—yA e para o grafico 4.1c

X

Bk eypak®k,
20 (27m)3 (k2 — A%’

1
[F?wl;] = 160iv°e’ sin(p, /\P2)/ dzz(l + g)/
0 T

onde A2 = m*(1 — z) + m2z.

B) Calculando a integral em k;, e tomando o limite g — 0:

Vamos desenvolver uma integral tipica entre aquelas que ocorrem no calculo das ex-
pressOes acima. As outras integrais seguem de forma analoga. Escolhemos

;o / Bk €upak®k,
P Jrpo (2m)F (R — A2)3

_ / &k [goVeWokéﬂLgujéppikikj (4.75)
70 (

27)3 (k7 — A2)3 ’

onde A é uma constante. Note que os termos que contém o produto kgk;, com i = 1,2,
sdo nulos por integracao simétrica. Apds calcular a integral em kg obtemos

) d2k -
Lo = —2i / 00 L) + sty () (4.76)
onde
> —1+e¥0 (-1 — Bwp + Bw) + P (2 + Buwy + BPw])
Fl(k ) = 3 3
16w3 (ePwr — 1)
B£—0 1
~ 1 OB }
e
- 3 + e28ur(3 + 3Bwy + B2w?) + ePr (=6 — 3Bwy + B2w?)
Fz(k ) =
165 (eBon — 1)3
1 3
S B 1Y 1 (4.78)

2088 32w}
Nés utilizamos a notacao wy = Vv k2 + A2,
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3. Integrando em k:

Utilizando coordenadas polares e observando que |k|d|k| = wpdwy, efetuamos as inte-
grais em k. O resultado obtido é

—1 1 1 i 3
Iupl/ = ﬁ [ﬁeupu - Wgyeupiil + (ﬁ ) (479)

O procedimento descrito acima é o mesmo para todas as integrais que aparecem no céalculo.
Ap6és calcular as integrais paramétricas, o resultado final para os graficos 4.1b e 4.1¢ é
dado por

. 2 5 .
11T —w?g°sin(py Aps) [ 1 : : :
T = i {21 2 [ e = g = ) + Ao

+ A3eﬂ,,,,}, (4.80)

onde

[mam? —m* + (m* + m?m?) In(24)]

A =2 ot , (4.81)
my —m?* +4m*m? In(-)
Ay = T , (4.82)
e
28 2 2 ~
A3 = W(ma —2m° + 3mmg) (483)
para o grafico 4.1b e
T —80iv%g° sin(py A p2) B,
[Pijp]odd = . 9y €upm F + Ba€up (4.84)
com
B, = - [5m4 — 12m?m?2 + Tm* — 4(2m®m? — 3m?) ln(&)] (4.85)
! 32(m? —m2)3 v v o m :
e
1 2 2
B, = 240(m T )P (13m7 + 39mm, + 28m*) (4.86)

para o grafico 4.1c. Note que o ultimo termo encontrado em cada uma das expressoes
(4.80) e (4.84) sdo independentes da temperatura e coincidem, a menos de um sinal, com
o resultado encontrado no célculo com T = 0.
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Grafico 4.1a:

Vamos verificar que na aproximacao de baixos momentos o grafico 4.1a ndo contribue
para correcdo que estamos interessados. A parte de paridade impar do gréfico é dada por

d3k S
réleT - _ g, 3/ 1
[Tz loaa 9 0 (21)3 [(k + p1)? — m2][(k — ps)? — m?] [k2 — m?]
3 3 | €upakky B €pak®k, €vpak®kp
X { mfup,p'i'm l:k2+m§ (k—p3)2—{—m§+(k—{—p1)2—{—m§
M [€upak®ky — €1pak®ky + €,uak®k),)]

kk €pakk Cvpakk
k2 €ppaR” Ry vpalt Ky vpa® Tp 4.87
+om [k2+m§ (k—p3)2+m§+(k+p1)2+m§J} (4.87)

O fator S; foi definido em (4.72). Vamos escolher um tipo de integral que aparece
no calculo deste grafico para exemplificar como ocorre o cancelamento da contribuicao
planar com a nao planar, fazendo com que o grafico ndo forneca correcdo para parte de
paridade impar. A conservacao do momento tem um papel importante na verificacdo deste
resultado. Vejamos como isto ocorre. Utilizamos pardmetros de Feynman para escrever
todas as integrais em termos contendo um unico denominador. Uma integral tipica a ser
calculada é dada por

d3k S1
I- | G (459)

onde q = q(p1, o, p3) € % sdo constantes. (2 depende de m?, dos momentos externos e
dos pardmetros de Feynman.
A integral (4.88) pode ser separada em duas partes

1
J = _Z(Jp + Jnp) (4.89)
onde
_ d*k 1 .
Jp = sin(p; /\pg)/ @2r) (= () (4.90)
e

_ / d*k [sin(2k + p2) A p1 + sin(2k + p1) A py + sin(2k + p;) A ps]
) ()3 [(k+q)? — Q72
~ [sin(py A p2) + sin(pz A p1) + sin(p1 Aps) — ¢ A (p1 + p2 + ps)]

d’k 1 A
| oy

X
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Para obter (4.90) e (4.91) efetuamos uma mudanca de variavel. Além disso, em (4.91)
fizemos uma aproximacao de baixos momentos no argumento das func¢oes trigonométricas.
Utilizando a conservagdo do momento vemos que

Jop = —J, (4.92)

implicando que este tipo de integral nao fornecerd contribuicdo para parte de paridade
impar na aproximacao que estamos considerando. Este mesmo tipo de situacido ocorre
para todas as integrais que aparecem no céalculo do grafico 4.1a.

Juntando os resultados para funcao de dois e trés pontos, apresentados separadamente
nas secoes anteriores para os casos T = 0 e T # 0, obtemos a acdo efetiva na ordem de
um laco. Lembramos que o resultado foi obtido empregando as aproximacoes de baixos
momentos e altas temperaturas. Os resultados sao:

1) Caso T = 0:
21 . )
Ser =7 / Breg;; [AOB’AJ 2391 A° % Az*AJ}, (4.93)
em que
236m? + 231mm, + 77m?
g = z 4.94
n=9 60(m + mg)(2m + m,) (4.94)
e
_ 2¢%* (2m+m,)
1= o (m + my)? (4.95)
2) Limite de altas temperaturas:
B0 K)Q ; 210, ; -
S5 g | daens [A"a W+ BN A AJ} , (4.96)
em que
o o= s
2 24(m? — m2)
Tm* — 96m>mZ + 89m? — 4(24m* — 65m>m?) In(;2)
X o (4.97)
mZ —m? +2m? In(;t)
e
. 2v%g* 2 2 27,.¢ ™
Ko = W[mg —m“+2m ln(m—g)] (498)
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Obtivemos, assim, o resultado interessante de que o termo de Chern-Simons mantém
sua forma na ordem de um laco e recebe uma correcao finita que é analitica no pardmetro
6 (que caracteriza a nao-comutatividade). E importante ressaltar que este resultado foi
obtido no limite de pequenos momentos. Fora desta situagao, a corre¢ao é nao local, no
entanto, a acao é invariante por uma transformacao de calibre “pequena”.
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Conclusoes

Nesta tese estudamos, até um lago, alguns aspectos de teorias de campos nao-comutati -
vas envolvendo a interacdo do campo de Chern-Simons com a matéria. Na primeira parte
apresentamos um estudo perturbativo, abordando, particularmente, a ocorrécia de singu-
laridades infravermelhas associadas & mistura UV/IV. Posteriormente estudamos o efeito
de temperatura sobre as corregdes radiativas ao coeficiente do termo de Chern-Simons na
teoria de Higgs-Chern-Simons nao-comutativa. Nas duas situagoes consideramos a teoria
abeliana.

Iniciamos com um estudo em que campos fermidnicos ou bosdnicos interagem isolada-
mente com a campo de Chern-Simons. Quando consideramos um campo fermionico que se
transforma segundo a representacdo fundamental, vimos que as fungdes de Green de dois
pontos do campo de calibre e do campo associado ao férmion (linearmente divergentes)
s&o planares, existindo apenas as divergéncia ultravioletas, tipicas das teorias comutativas,
que podem ser tratadas pelo procedimento de renormalizacao. Porém, quando adotamos a
representacao adjunta, divergéncias lineares presentes nessas funcoes de Green introduzem
a mistura UV/IV.

A teoria de interacdo de bdsons escalares com o campo de Chern-Simons é mais deli-
cada, ocorrendo a mistura tanto na representacdo fundamental, proveniente de uma sin-
gularidade infravermelha introduzida pela fungao de quatro pontos do campo de matéria,
quanto na representacdo adjunta. Nesse ultimo caso, existe uma singularidade adicional
oriunda da funcao de dois pontos do campo de calibre.

Quando consideramos a teoria em que campos escalares e fermionicos interagem com o
campo de Chern-Simons, na situacao em que ambos os campos se transformam de acordo
com a representacao adjunta, nao ocorre a singularidade na fungdo de dois pontos do
campo de calibre, mas aquelas existentes na fungdo de quatro pontos do campo escalar
e na fungdo de dois pontos do campo fermiénico persistem. Mesmo na representacio
fundamental, uma singularidade perigosa, proveniente da funcdo de quatro pontos do
campo escalar ndo pode ser eliminada.

Com o objetivo de eliminar as singularidades ainda persistentes na teoria, introduzimos
interacoes do tipo Yukawa entre os campos de matéria. Quando construidas de forma
conveniente, essas interacoes solucionam o problema na representacao fundamental (em
que a singularidade provém somente da fungio de quatro pontos) mas nao elimina todas
as singularidades existentes na representacao adjunta. Contudo, a presenga dos dois
setores (bosonico e fermiénico) e dos vinculos de que as cargas devem ser iguais sugerem
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buscar uma solucao no contexto de uma teoria supersimétrica. De fato, verificamos que
¢ possivel obter uma teoria livre de singularidades infravermelhas perigosas quando a
teoria é formulada em um superespaco. Esse resultado é obtido para as funcoes de Green
da teoria por meio de uma escolha especifica do parametro de calibre. Essa restricao
nao representa nenhuma limitacao ja que, como sabemos, os observéiveis da teoria devem
ser invariantes de calibre e portanto, como decorréncia de nosso resultado, ndo devem
apresentar o problema da mistura UV/IV.

Os resultados obtidos na descricdo supersimétrica da interacdo do campo de Chern-
Simons com a matéria sao validos na ordem de um lago. Uma possivel extensao dessa
andlise é a investigacao de ordens superiores de perturbacdo no que se refere a presenca da
mistura UV/IV. Note que a auséncia de singularidades perigosas em um lac¢o néo depende
de nenhum ajuste de constantes de acoplamento (a menos da constante associada a escolha
do calibre) e ocorre de forma “natural”. Em dois lacos, a anélise envolve um nimero maior
de graficos, ndao sendo 6bvio que persista o cancelamento das divergéncias.

Um outro aspecto abordado foi o estudo de modificagbes no coeficiente do termo
de Chern-Simons e sua relagdao com a nao-comutatividade do espago. Esse problema é
interessante ja que as possiveis divergéncias infravermelhas associadas a mistura podem,
pelo menos em principio, modificar os resultados da teoria comutativa. Em nosso trabalho
analisamos a situacdo em que existe uma quebra espontanea da simetria de calibre.

Estudamos efeitos provenientes da temperatura e da nao comutatividade no contexto
da teoria de Higgs-Chern-Simons, por meio do calculo explicito da parte de paridade
impar das funcoes de dois e trés pontos do campo de calibre em um lago. Obtivemos
uma renormarlizacdo finita das constantes de acoplamento associadas ao termo de Chern-
Simons e a correspondente contribuicio para agao efetiva. Vimos que, pelo menos no que
diz respeito & parte de paridade impar, os resultados sdo funcdes analiticas no pardmetro
€ que introduz a ndo comutatividade. Verificamos que o coeficiente do termo de Chern-
Simons varia linearmente com a temperatura 7. Também computamos correcbes na
ordem de #%, proporcionais a T'InT, associadas & funcdo de dois pontos do campo de
calibre. Essas correcoes dependem explicitamente do parametro de calibre. Contribuicdes
associadas com T = 0 também foram obtidas a partir da teoria a temperatura finita.
Todos os resultados sdo funcoes analiticas em @ e as correcoes obtidas s@o invariantes por
transformacoes de calibre infinitesimais.

O estudo dos efeitos da ndo-comutatividade sobre a quebra espontinea da simetria de
calibre, no que diz respeito a presenca da mistura UV/IV, é outra extensdo natural desta
tese. No estudo apresentado no capitulo 4, focalizamos somente as contribuigcoes proveni-
entes da parte de paridade impar. Lembramos que vérios novos graficos sao introduzidos
pela quebra espontanea de simetria. Desse modo, é importante fazer uma anélise andloga,
a realizada no capitulo 2, onde identificamos todos os gréficos que, potencialmente, podem
introduzir a mistura UV/IV. Termos que possam introduzir singularidades infravermelhas
nao-integraveis na série perturbativa devem ser eliminados.
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Apéndice A

Definicoes e identidades tuteis no
estudo de teorias supersimétricas em
2 4+ 1 dimensoes

Nesse primeiro apéndice vamos introduzir alguns objetos importantes em nosso estudo.
Primeiramente, considere a regra que associa a cada coordenada z™ = (z°,z!,z2%) do
espaco-tempo o objeto

Tz = T (Y™ (A.1)

Os indices espinoriais p e v assumem valores 1 e 2 e as matrizes (y™)*” (a posicao dos
indices u e v é importante) sao dadas por

() = (Lo, (Y)W = (), () = —(a" ). (A.2)
Na expressdo acima estamos considerando somente as componetes das matrizes, de forma

que, por exemplo, (7°)!? corresponde a primeira linha e a segunda coluna de 1545.
Podemos levantar ou baixar os indices utilizando

wa - Caﬁwﬁ , wa = wﬁcﬁa (A3)
em que o andlogo do tensor g é o objeto
Cap = ( S _5 ) = —C°. (A.4)

Apés substituicdo das componentes (y™)* obtemos

o = ( To+ o o ) . (A.5)

I Tog — T2

Note que as matrizes em (A.2) sdo simétricas.
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Prosseguindo nosso estudo, considere o grupo de Lorentz préprio L, em (2 + 1) di-
mensoes, cujos elementos, representados por A, transformam as coordenadas do espaco-
tempo z¥ como

ok = Atg”, (A.6)

em que os indices assumem os valores 0, 1, 2. E possivel estabelecer um homomorfismo
entre L, e o conjunto das matrizes 2 x 2 reais e com determinante igual a unidade. Esse
conjunto constitui um grupo que recebe o nome de SL(2, R).

Um espinor com duas componentes reais (¢*,%?) é um objeto que por uma trans-
formacao A € SL(2, R) muda como

P — A%y (A7)

Os indices em %® podem assumir os valores 1 e 2. Como ja vimos, podemos levantar ou
baixar indices utilizando (A.3). O “quadrado” de um espinor é definido por

¥ = 4y, (4.8)
E importante notar que
V* = Cap O g 9 = = Y5 ¢, (A.9)
Para obter a tultima identidade utilizamos
CouCP =6 65 — 0, 88, (A.10)

No superespaco, a operagao de derivacao pode ser de dois tipos

00" = {0,,0"} =4, (A.11)

1
Oua” = (O™ = 58,787 = 6,75,7+6, %5, (A.12)

A definicdo da derivada 0, é satisfeita se a regra de derivagdo do produto (regra de
Leibniz) for definida de modo que

{0,,0"}F(z,0) = 0,[0°F(x,0)] + 0%0,F (z,0) = 5, (A.13)
ou seja,

8, (0°F) = (8,0%) F(z,0) — 6°8,F(x,9), (A.14)

em que F'(z,6) é uma fungao arbitriria das coordenadas do superespaco. Além disso, a
defini¢do acima implica que a identidade
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0, [0°0°] = —9, [0°6°]

consequéncia direta de {#%, 6%} = 0, seja satisfeita.
A regra da derivada do produto pode ser generalizada para o produto de duas fungoes
espinoriais arbitrarias como

au [,(/}a,(/}ﬁ] == (aﬂ,(/}a),(/}ﬁ - ,(/}aaﬂ,(/}ﬁ, (A15)

que permite obter a derivada do produto de n campos espinoriais

3a [1/11111/}#2 . ,(/}ﬂn] — (8(1,(/}#1)1/}#2 .. ,,(/}un _ 1/,#1 (801'(/1”2) e 1/,#71 + ..
coe A (1) pRR L pRGD (OppH ) - P
(L) - (D). (A.16)
Completando o “cdlculo diferencial” no superespaco, passemos a discussao da operagao

de integracdo nas coordenadas €. A integral de uma coordenada de Grassmann serd
definida por

/ db, 0° = 6F, (A.17)

que satisfaz a propriedade de invariancia translacional

/ dfy (6% +)) = / db, 6°, (A.18)

com A constante, se definimos

/ b, A = 0. (A.19)

Note que pelas defini¢oes (A.11) e (A.17) as operagoes de derivacao e integragdo de uma,
coordenada 0% sao equivalentes.

No estudo desenvolvido em nosso trabalho, integrais de uma func¢ao ®(z, ) (que pos-
teriormente serdo identificadas com supercampos) sdo de grande umporténcia ja que apa-
recem na, definicdo da acdo no superespaco. Convém lembrar que, devido a propriedade
(61)? = (6?)2 = 0, o supercampo deve ter a forma

®(z,0) = folz) + fE(z) 0o + fo(z) 62, (A.20)

em que empregamos a notagiao 62 = % 0#0,. As funcgdes fy, fI* e fo sdo arbitrarias e
seus argumentos sao as coordenadas do espago tempo (usuais). A expansio de Taylor de
uma funcdo contendo uma tnica varidvel § é dada por f(0) = f(0) + f(0) 6, em que [’
representa a primeira derivada da funcdo f em relacdo a coordenada 6, que resulta em

/ do £(6) = f'(0). (A.21)

75



Para teoria de campos em 2+1 dimensoes, a agdo é escrita como uma integral em 6 (além
da integral espacial) da forma

/ d*0 F(z,0) = / do* / db, F(z,0)

_ /dea/do F(2,0)[o—o + 0"F(2,8) |00 0, — 0°F(z,0)|o—o &°]

= —8*F(, 9)|0:0/d0°‘/d0a 6*

= 0*F(z,0)|p=o- (A.22)

Para obter a identidade acima utilizamos a expansao de Taylor da fungdo F(z,0) em
torno de §' = 2 = 0, a defini¢do (A.17) além da identidadee

/ do® / df, 6% = (A.23)

Note que a presenca do termo 62 na expansio de F(z,6) equivale a considerar um termo
da forma 6'6? ja que de 6, = 67 Cp, obtemos 0; = 1% ¢ 6, = —if'. A iltima identidade
permite definir a “funcdo delta” como

/ d*0 §*(9) = 1 (A.24)
com 62 = —0?. Por defini¢do, a func¢ao delta satisfaz a propriedade usual
/d29’f(9’)5(9’ —0) = f(8). (A.25)

A integracdo por partes é uma opera¢ao importante no calculo de supergraficos. Para
obter a férmula correta, para integracoes envolvendo quantidades espinoriais ¥y, s, - - -,
¥y, devemos considerar a regra da derivada do produto dada em (A.16). Como exemplo,
considere a integral

/ 4650n (1 92%55) F (A.26)

em que F' representa uma funcdo arbitraria das coordenadas do superespaco. Da regra
da derivada do produto temos

Ou (01023 F) = (Oath1) Yo tbs F — 11 (Out2) Y3 F
+ o (Oats) F 4+ (—1)% ¢y tho 3 (8o F)
= O, (V1 that3) F + (1)) vy 93 (0uF). (A.27)

Integrando esta tltima expressdo em 5 vemos que a integral (A.26) pode ser escrita como

76



/ 0850 (rapas) F = / 085 B (r s F) — (—1)° / 05, s s (uF).  (A.28)

Note o sinal proveniente de (—1)%, em que o niimero 3 no expoente indica o ntimero de
espinores que aparece no parénteses do lado esquerdo de (A.28). A fémula acima pode
ser facilmente generalizada. No cdlculo de supergraficos as “quantidades” espinoriais
aparecem como superderivadas covariantes. A regra de integracao por partes, dada acima,
continua sendo vélida. Nessa situacao, desprezaremos o termo de “superficie”.

Supercampos sao fungdes das coordenadas do superespago z = (z, §) que transformam-
se segundo o grupo de Poincaré, cujos geradores de translagdes e rotagoes (transformagoes
de Lorentz) sdo reprentados por P, e M,g respectivamentee, estendido de modo a conter
um novo gerador @), satisfazendo

[Qus Pyl =0 (A.29)

{Qua Qu} - 2Ppu7 (A30)

fornecendo o que é chamado, usualmente, de uma superdlgebra. O objeto @, ¢é dito ser
um gerador de supersimetria. Estamos considerando um espaco de 2+ 1 dimensdes. Uma
representacdo dessa algebra pode ser realizada utilizando as derivadas definidas em (A.11)
e (A.12) como

Pp,u = iap,u (A31)
e
Qu = (au - 9"@'8,,#), (A32)
que permite definir o gerador
E¥ Py + € Q) (A.33)

responsavel pela implementagdo de uma translacao no superespaco. Note que o primeiro
termo no operador definido acima translada de £** as coordenadas do espaco tempo,
enquanto que o segundo termo realiza uma translacio de €* nas coordenadas de Grass-
mann. O parametro €* é uma quantidade da mesma natureza que as coordenadas § do
superespaco.

No entanto, quando atua sobre um supercampo, o segundo termo em (A.33) introduz
uma modificagdo na parte correspondente as coordenadas do espago-tempo, além daquela
implementada por P,,. A algebra atua sobre os supercampos ®(z*¥,6*) por meio da
transformacao supersimétrica
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(z* + & — %6(“0"), 0" + €*) = exp[—i(£Y Py, + € Q))] ®(z, 6%), (A.34)
em que usamos a notacdo e#g¥) = e#” + ¢“f*. Mesmo quando £* = 0 temos

B — £ 9,0 + ) = expl—ie Q3] (s, 0¥), (A.35)

que para uma transformacao infinitesimal se reduz a

6® = —ie* Q) ®(z*, %), (A.36)
As derivadas covariantes
D,, =0u (A.37)
e
D, =0, +10"0,, (A.38)

sao definidas de modo que D,,® e D,® se transformem como supercampos. Para trans-
formacoes infinitesimais, como a apresentada acima, isso significa que

6D, ® = —ie*D,, Qy® = —ie*Qy D, ® (A.39)

6D,® = ie*D, Q\® = —ic*Qy D, ®. (A.40)

As identidades acima sdo vdlidas ja que das defini¢des de @, D, e D, temos [D,, , Q)] =

Oe {Dll-’ Q/\} =0.

A regra do produto e integragdes por partes continua véalida para as superderivadas
D, = 0, +16”0,,. No caso de um produto envolvendo duas quantidades espinoriais
(anticomutam com as coordenadas 6,) ¥4 temos

0, [¥°¢°] = (8, y™)%’ — ¥*,y°, (A.41)

10”0, [vovP] = (10" 0,,0°)W° + i0"4°9,, "
= (10”0, 9 )W’ — iy*0"9,,,(A.42)

ou seja,

D, [4°4"] = (Dy™)¢° — v*D,y*, (A.43)
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de modo que, em geral, as superderivadas D, atuam como as derivadas d,,. Na integracio
por partes temos, simbolicamente,

/ d0Dq [D1D; - - - DuF(8)] G(6) = —(~1)" / d8[D\D; - - D,F(8)] DaG(8), (A.44)
em que D;Ds--- D, representam n superderivadas com indices arbitrarios. Para projrtar

a acao no superespaco em termos das componentes dos supercampos integramos em 6.
Como ja discutimos anteriormente

/ 26 F(z,0) = 0°F(z, 0)o. (A.45)

A acdo é dada por uma integral

/ d*r / d*0 F(z,0) = / d*28*F(z,0)|s=0 F(z,0)

_ / BxD?F(z,0)|0zs F(z,0). (A.46)

A substituicao 2 por D? na tltima igualdade da férmula acima é possivel j4 que os termos
dependentes de § em D? nio contribuem.

Algumas identidades uteis no cédlculo de supergraficos sdo listadas e demonstradas
abaixo.

11) {Dq, Ds} = 2i0ag

Essa identidade pode ser demonstrada utilizando a defini¢gdo D, = 9, + i0°03,. O
canticomutador é dado por

{Da, D} = {0a, 08} + {0, 0"Bys} + 1{60"0par 05} — {0"0pa, " Bys}.  (A.4T)

Aplicando cada um dos termos acima numa func¢do arbitraria F' = F(z, 6)

{0y 05} F =0, {04,0"0p}F = OupF , {6"0ua,08}F = 0paF , {0"00,6"0,5} F = 0.
Os comutadores acima sao obtidos pela aplicacdo da regra de Leibniz e utilizacdo da
simetria de Onp pela troca dos indices além de {0,, 05} = 0 € [Oxa, Ous] = [Oa, Ous] = 0.

Adicionando as contribuicoes obtemos a identidade desejada

{Dq, Dg} = 2i8,5. (A.48)
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12) (Do, D] = —2Cas

Essa identidade pode ser obtida por meio de um procedimento andlogo ao apresentado
na demonstracdo da identidade anterior. A diferenca é que os anticomutadores em (A.47)
devem ser substituidos por comutadores que depois de calculados fornecem o resultado

O, O] F = 20005F , [0y 0" 0ys]F = OapF — 200,004 F

[0#0,a, Os|F = —0po F + 2040,a0sF , [0*0ua,8”0,8]F = 260”000, F.
Utilizando os resultados acima, verificamos que o comutador é dado por

[Da, Dg] = 20085 + 28" (8,500 — 0uads) — 206" 0,u00,p. (A.49)

Calculando explicitamente o produto D* = 1D*D, = 1C* DD, utilizando a defini¢do
de D, e comnparando com o resultado acima, vemos que a seguinte relacado é satisfeita

1
D*F = ZC“"[Dﬁ, D,). (A.50)

O comutador [D*, D] é obtido simplesmente multiplicando ambos os lados da ultima
identidade por C*? e utilizando a relagao (A.10), resulltando na idenntidade

[Da, D] = —2C1g (A.51)

A identidades I1 e I2 permitem demostrar a seguinte identidade, muito imnportante no
calculo de supergraficos.

13) DD, = id,, — C,, D?

Essa identidade é obtida simplesmente somando os membros dereito e esquerdo das
identidades 11 e 12.

14) DD,D, =0
Para demonstrar a identidade 14 podemos utiizar uma propriedade geral de um objeto
da forma C,p, quando os indices assumem somente os valores 1 e 2. A identidade

Capp + Cppa + Cpap — Caps — Coppa — Cpap = 0 (A.52)

é sempre valida para qualquer escolha dos indices. Isso ocorre pelo fato que dois dos indices
serdo, necessariamente, iguais para todos os termos. Nos interessa aplicar a identidade
acima ao caso em que Cog, = Dy DgD,. Desse modo temos
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DoDgD, + DsD,Dg + D,DoDs — DyD,Dg — D,DsDy — DgDoD, =0.  (A.53)

Se agora multiplicamos a expressio acima por C?? obtemos

DoDsgD? + DgD?D, + D°D, Dy = 0. (A.54)
Se no primeiro termos utilizamos D,Dg = —DgD, + {D,, D} e no segundo termo
DED, = —~D,D? + {D*, D,} obtemos o cancelamento dos dois termos contendo os anti-

comutadores restando somente

DPD,Ds =0, (A.55)

que prova a identidade desejada. Esta é uma relacdo muito importante no cédlculo de
supergraficos. Outra relacdo, também bastante utilizada, é obtida quando escrevemos
(A.54) como

DPD.Ds = 2{D? D,)}, (A.56)
que devido (A.55) implica em

{D?* D} =0. (A.57)

I5) (D?)? =0
O objeto (D?)? é dado por

(D22 = %D"D,LD"D,,

1
= —;D*({Dy, D} = D,D,) D"

1. v
= —52Du8l“,D
1
= —5ii0" — C" D)3,
= 0, (A.58)

que é a identidade que desejamos provar. Para obté-la utilizamos (A.9), as identidades
I1, I4, I3, além de (A.60) e [Dy, 0] = 0. Esse tltimo comutador é facilmente obtido
como segue

[Day 0 |F = (Oa +10°8050)0u F ~ 0, (O + i60°0pa) F
= i0P0500, F — 0,, (0705, F) = 0. (A.59)
16) 0+70,, = 6“0
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Com esta ultima relacao terminamos nossa discussao sobre as principais identidade
utilizadas no célculo de suergraficos. Temos

0" 8, = 0" (¥a)" (Ym)ow- (A.60)

Ao escrever explicitamente 0s termos no somatério acima obtemos nove termos, dentre os
quais, somente trés fornecem uma contribuicao diferente de zero. Esses termos sdo dados
por

()7 (7)o + (V)7 (1) 0] + (v (¥*)0 B3] = 8510, (A.61)

Para obter a férmula acima utilizamos a identidade (A.2), de onde obtemos (y™),, =
(—12x2,0%,0'). Os termos envolvendo derivadas com diferentes indices sao todos nulos.
Como exemplo, considere os termos

(71)#0(72)01/8182 + (72)#0(71)01/8281 - — (0301 + 0'10'3) 8182 = 0. (A62)

De forma andloga, o mesmo resultado pode ser demonstrado para os termos contendo 00,
e 0p0>, restando somente a contribuicdo correspondente a (A.61), o que prova a identidade
I6. Note que, como 4} = 2, temos

1
5070, =0 (A.63)

No calulo dos supergraficos convém utilizar as identidade acima no espac¢o de momen-
tos. Para obter a correspondencia fazemos a substituicao usual 0, — —ik,,.
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Apéndice B

Calculo de propagadores e
supergraficos

A agao de Chern-Simons no superespaco foi dada no capitulo 3 na férmula (3.1). Neste
apéndice vamos apresentar

1) o célculo do propagador associado ao campo de calibre e
2) o calculo do gréfico

k+p

B.1 Calculo do Propagador

Para obter o propagador associado ao campo de calibre devemos acrescentar a (3.1) o
termo de fixacao de calibre. Assim, a parte quadrédtica da acdo é obtida de

S = m/d5z <A" s« Wy — %(D“’Aa)(DﬂAﬁ)> : (B.1)
em que
; 1
Wj = %D"‘DﬂAa _ %[Aa, DaAg] = 2[4°, {Aa, 45}], (B.2)

e é dada por
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S, = % / dz (A"DﬁDaAﬁ - %(DGAQ)(DﬁAﬁ)) : (B.3)

Integrando por partes obtemos

1

5= / B2A%(2)A P Ay (2) (B.4)

em que
AP =m (DﬁDa + %DaDﬁ> . (B.5)

A férmula (B.4) também pode ser escrita como

5= / & / B A% (1) A Lz — ) Ag(2) (B.6)

em que

8 _ 8 15 ps

Aa (Zl - 2,'2) =m|D Da + EDQD (5(2’1 - 22) (B?)

O funcional gerador ¢ definido por

Z0) = p / DAexp [z <sq + / d5zA°‘(z)Ja(z)>] (B.8)

Nesta primeira parte do apéndice B estamos interessados no cilculo a funcio de dois
pontos do campo A, que serd, nesse caso em que nao hd interagao, o propagador da teoria
livre. O objeto que desejamos calcular é

a _ L0 )

<)) >= | (-5 (05 Z(J)]JZO. (B.9)

Fazendo em
S=25,+ /dsz A%(2)Ja(2)

a mudanca

A“(zi) = /i"(zi) + / dsyi J7(y1) [A_l],ya (yz - Zi), (BlO)
onde

/d522 [A‘l]; (z1 — z2)A7ﬁ(22 — 23) = =6,28(21 — 23), (B.11)

vemos que
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7(1 (11 — y2) Jaly2)

1 _ -
S=3 /d5y1 /d5y2 [Aa(yl)Aaﬂ(yl —y2)As(y) + J (1) [A7]
se a identidade

/dy2 T (y2) [A7] 5 (2 — 22) = /dy2 [A7],° (22 = v2) Ja(1) (B.12)

é satisfeita. Vamos verificar que isso ocorre adiante. O propagador livre é obtido aplicando
derivadas funcionais no funcional gerador, conforme especificado em (B.9). O resultado é
dado por

ca@a)> = Ghetsets [en [@nre) 571, - )
— i [A7) (- 2) (B.13)

A identidade (B.12) pode ser verificada lembrando que [A™'];; (y2 — 22) é 0 “Kernel”
de um operador da forma

Lag =L D, Dﬂ + Lo Dﬂ D,

ou seja,

[A“l]aﬂ (21 — 22) = [L1 Dy Dg + Ly Dg D, | 6(21 — 23). (B.14)

O préximo passo é substituir a expressao acima nos dois lados de (B.12), multiplicar
ambos os lados por uma funcdo arbitraria F'(z;) e integrar em z,. Esse procedimento
fornece

(B.12) gireito = / dys dzs F(22) (L1Dsz, D2y + L2Dg2y Dssy) 6(22 — y2) J° (y2)
(B-12) esquerao = / dy; dzy F(25) J*(y2) (L1 Dsy, Dgy, + L2 Dgy, Diy,) 6(y2 — 22)  (B.15)

As férmulas acima representam os lados direito e esquerdo da identidade (B.12). A
igualdade entre essas duas expressoes pode ser verificada de forma mais simples no espaco
dos momentos. Assim, utilizando a representacdo de Fourier das fung¢des J(y2), F'(29)
d(z2 — y2) e as identidades

DgyDsy = kps — CpsD?,
DsyDgy = kps + Cps D?,
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Dg,Ds, = —kgs — Cps D?

Ds,Dg, = —kgs + Cs;D?

em que usamos D2 = D? = D?, obtemos

(B 12) esquerdo == (B-]-2) direito

d3k .
- / (Qﬁ)sdwydwzﬂ(—ka 0)[—L1(kgs — CpsD?) — Lo(ksg + Cs3D%)] Oy, (B.16)

0 que prova a identidade (B.12).

Provamos que invertendo a parte quadritica da acdo (B.6), ou seja, o objeto defi-
nido em (B.7), obtemos o propagador para o campo de Chern-Simons, que deve ser da
forma dada em (B.14). O préximo passo é determinar os coeficientes L; e Ly em (B.14)
satisfazendo (B.11). Isso é feito de forma mais simples no espaco de momentos, onde

DoDjp = kog — Cog D>

Os coeficientes sdo obtidos de

ALIAT T = =5, (B.17)

Utilizando a expressao para D,Ds dada acima e as relacoes

DODﬁDa = 0 ) ,l/}a = wﬁcﬁa ) ,l/}a = Caﬁwﬁ ) kaﬁkﬁ7 = k25a7 € Caﬁcﬁh’ - —5a7

em (B.17) obtemos

—m [LQ(/% — CP*D?) (k" — C,3D?) + %(kaﬁ — Co3 D) (K — CPD?)

L L
= -m {Qk’ﬁsg (L2 + f) + 2k, D? (?1 - Lgﬂ =-6,, (B.18)

que fornece

(%—Lg) =0 e m2k® (L2+%> =1,

de onde podemos determinar os coeficientes

3 1
:4mk2 € L2:4mk2' (Blg)

L
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Desse modo, levando em conta (B.13), o propagador livre associado ao campo de calibre,
no espaco dos momentos, é dado por

)
4mk?

< A%(k,0))AP(—k,0,) >= [DPD* + £D°D*] 6,5 (B.20)

B.2 Calculo de um supergrafico

Nessa secao vamos mostrar de forma detalhada o procedimento de calculo de um
supergrifico. Escolhemos para isso uma contribuicao proveniente do tensor de polari¢do.
Os graficos foram mostrados no capitulo 3.1 na segao 3.2.1. O grafico escolhido é

k+p

k

Primeiro devemos verificar quais as diferentes contragées possiveis e os tipos de termos
obtidos. Lembramos que os vértices qua aparecem no grafico sao da forma

2 .
VG] = gmAﬂ (kl, el)Aa(kQ, HI)DQA[; (kg, 01) SlIl(kQ A kg)

Vi, = %mAﬂ (ky,02) A% (ky, 02) Dy Ay (ks 02) sin(ky A k),
em que &, e f, indicam os diferentes vértices, conforme indicado na figura acima. Neces-
sitamos atribuir valores aos momentos em cada vértice obedecendo a convencido adotada
no grafico.

Dos diferentes termos gerados pelas distintas possibilidades de contracoes entre os
campos, existem dois tipos que podem introduzir singularidades perigosas que poderao,
em ordens mais altas, ocasionar a mistura UV /IV. Vamos usar a seguinte representagao
grafica para esses termos:

e Caso 1
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em que existe um propagador interno obtido a partir da contracao entre os campos com
momento k3 e k. Nesse caso, as duas superderivadas provenientes de cada um dos vértices
estdo atuando no propagador com momento k (indicado pelas duas linhas cortando o pro-
pagador);

e Caso 2

em que o campo contendo uma superderivada, presente em um vértice, deve ser contraido
com um dos campos sem uma superderivada, do outro vértice. Os campos externos devem
depender do momento externo, que sera p ou —p.

Vejamos um exemplo de contracao em cada caso indicada acima. Escolha nas férmulas
(B.21) e (B.21) k; = —pe k; = p. Por meio dessa escolha fixamos os campos externos como
sendo A?(—p,6;) e A? (p,6;). As linhas internas para o grafico do caso 1, representado
acima, sera obtida da contracdo entre os dois campos contendo as superderivadas, ou seja,
escolhemos k3 = k e k; = —k. Com isso, a outra linha interna fica determinada, j4 que
a Unica possibilidade é fazer ko = —(k — p) e k, = k — p. Note que essas escolhas de
momentos determinam o fator trigonométrico proveniente do vértice como sendo igual a
—sin?(k A p).

Para o grafico do caso 2 utilizamos a mesma convencao anterior para os campos ex-
ternos. A linha interna superior pode, por exemplo, ser obtida pela contracao do campo
com momento k3 = p— k com o campo com momento k, = k —p. A outra linha interna é
obtida pela contracdo dos campos restantes. O fator trigonométrico também é dado por
—sin?(k A p).

Se escrevemos a expressao analitica do gréfico, considerando as diferentes possibilida-
des de contracoes obtemos

d*p &k .
((I) = m2a§/ (27r)3d291d292/wsm2(k/\p) < D]aAﬁ(k,91)D2alAﬁl(—k,92) >
x < Aﬁ(p - k,el)Aa’(—(p - k)792) > Aa(_p7 91)Aﬁ,(p, 92)7
2

m d? k.
0 = S / (%Z)’Sd“’eld“‘@a / I sin?(k A p) < DiaAg(k,01)Daw Ag (—k, 05) >

X < Aﬂ(p— kael)Aﬂ/(_(p - k)792) > Aa(_pa el)Aa,(pv 92)7

m? d3p k|
(c) = 7(1%/ (27r)3d291d292/ (27{')3 s1n2(k /'\p) < DlaAg(k,Ol)Dga:Aﬁ:(—k,92) >
X < A%p—k,0:)A% (—(p — k), 02) > AP(~p,6,)A7 (p,8,), (B.21)
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para o grafico do caso 1, enquanto que as contribuicoes para o grafico do caso 2 s&o

(a,’) = m2a2/ d3p d291d292/ d3k sin2(k/\p) < DlaAﬁ(k 01)14&,(—]{,' 92) >
°J (2n)3 (2m)3 ’ ’
(

x < AP(p—k,00)Diw Agp (—(p — k), 82) > A%(—p, 61) A (p, 62),
) = m 2/ D29, i /ﬁsinQ(k/\ ) < DiaAg(k, 01) AP (—k, 6) >
= 5 as E 10702 (27)? p 1aAp\K, U1 ) U2
x < Aﬁ(p - k,el)DQQ’Aﬁ’(_(p - k)702) > Aa(_p7 OI)AQI (pa 92)7
(¢) = m’ 2/ a’p d20 d29/ &k sin?(k A p) < D1, Ag(k,01)A% (=k, 65) >
c) = 5 as (2n) 10702 (27)° p laAg\ K, U1 » V2
X < A%(p—k,0;)Dow Ag (—(p — k),02) > AP(—p,0)) A (p, 6,), (B.22)

em que os indices 1 e 2 indicam que as superderivadas atuam sobre as varidveis 0; e 0
respectivamente. O coeficiente a3 = % ¢é o fator numérico proveniente do vértice.

O préximo passo é substituir a expressao do propagador do campo de calibre e mani-
pular algebricamente as superderivadas. No espaco de momentos temos

1
4mk?

O procedimento de célculo é andlogo para todas as contribui¢cbes acima. Para exem-
plificar escolhemos

< A%(k,00)AP(—k,0;) >=

[DPD* + ¢D°D*] 6y (B.23)

d3 Bk
(a) = m?a / (%ﬁsd?eldi’o? / e sin?(k A p) < DiaAg(k, 01) Doo Agi (—k, 05) >
x < AP(p—k,00)A% (—(p — k), 02) > A%(—p, 1) A (p, 6,). (B.24)

Substituindo o propagador na ultima expressdo, utilizando a identidade Dy,d10 =
—D14012 € fazendo integragdes por partes (veja apéndice A) para que todas as superderi-
vadas atuem em somente uma 12, a dlgebra das superderivadas deve ser implementadas
em quatro diferentes termos dados por

[(512 Dy Dﬁ Dﬁ’ D, Da’ D? d12 + 5512 Dy Dﬁ Dﬁ’ D D* Dal 12

+ €812 Do Dy Dy Do D* DP 615 + €261 Doy Dy Dg Dy DP DY 512] . (B.25)

Na expressao acima, o termo independentes de & e o termo contendo £2 sio iguais a zero.
A verificagdo pode ser feita como segue:

e termo independente de &
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612 Doy Dg Dgr D D¥ DP 615 =

= 019 [kws — CarpD?] Dy Do D¥ DP 6,

= kyp 12 Dy Dy D¥ DP 815 — D? Dy Dy, Dy DP 61
= kopk¥P813 Dy Dy 613 + 2612 (D?)? Dy Dy 619

= —2k%019 D Dy 15— 2k* 012 Dy Dy 612 =0,

em que usamos as identidades
Dy Dg = kog — CorgD?;
D, = DPCg,,
D DP = —DP Dy,

1
2

D? = -DP Dy,
D.,D? = -D?D,,
kM kg, = 6H k?

(D2)2 — 2

e termo proporcional a &2

812 Do Dy Dg D, D D 615 = 0,

em que usamos

D*D,D, = 0.

A contribuicao vird dos termos lineares em &, dados por

812 Doy Dg Dy Do D? D¥ 615 + 613 Dow Dgr Dg Do, D¥' DP 555

(B.26)

(B.27)

(B.28)

Lembre que os termos que contribuirdo serdo, necessariamente, da forma 6,,D%8;5 = §15.

Para o primeiro termo na expressao acima temos
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T, = 619Dy Dg Dy D, DP D% 6,5
= 619Dy Dg (kgra — CpraD?) DP D¥5)9
= 2k a019Do DD 815 — 2Cp14619 Dy (D?)2D% 615
= —4kpok®01901y — 4Cs4 k2619 D%61;
= —4Cpok*615. (B.29)

O segundo termo nao contribui pois temos

Ty = 613Dy Dg Dg Dy D% DP 51
= 019Dy Dg (ko — CpaD?) D¥ DP5yy
— —619Dy Dy D¥ D? DP5,5 = 0. (B.30)

Para obter os resultados (B.29) e (B.30) utilizamos as identidades da pagina anterior.
Quando levado a expressdo analitica do gréfico, o termo T'1 é multiplicado por % proveni-

ente dos propagadores. Além disso a constante Cpgro atua de modo que Cprq A%(—p, 61) AP (p, 6,) =

Aa(_pa Ol)Aa(p7 02)

Apés a manipulagao algébrica das superderivadas o resultado para cada uma das
contribui¢Bes apresentadas em (B.21) e (B.22) é dada por (o procedimento é andlogo para
todos os termos)

d*pd3k
3¢ [ 0 [ Tt T A .0) A, 0),

Bpdk
§€/d29/ (;;)6 Jk? AP (—p,0) As(p, 6),
d

3od3k
2 - &) / &0 / o A, 0)45(9,0),

1 d3pd3k
@) = la / £ / o T A (.05 (p.0),

a
a

1
4
1
4
1
8

4
! 1 d3pd3k
0) = aie [ 0 [ “Grg 7 p 0143000,
' 1 d*pd3k
) = §a§f2/d29/ 7(2];-)6 Tk*AP(—p,0)As(p, 9), (B.31)
em que
sin?(k A p)
= Ty (B.32)

A contribuicao do gréfico é dada por

91



r = (a)+(b)+(c)+(a’)+(b’).+ (<)
= gt [ e [T DA A0, (B3

Substituindo o valor do coeficiente proveniente do vértice, a3 = % obtemos

=5 ot AP 48(5,0) At 0), (B.34)

que é o resultado apresentado em (3.36).
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