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Resumo

Em 1972 Roman Jackiw apresentou, restringindo-se ao espago-tempo
de Minkowski, uma formulagio do Teorema de Noether de grande simpli-
cidade e clareza. Isto sugeriu a reformulagao desse teorema em situagdes
mais complicadas, como a Relatividade Geral, com ou sem férmions, e a

teoria de Einstein-Cartan, que usa espagos com torgao. Ha consideraveis
vantégens pedagbgicas no método usado. Dentro deste espirito, a tese trata
de obter leis de conservagio associadas a grupos de movimento em espagos
com torgao, com um transporte paralelo que conserva comprimentos, e 0
faz no caso mais simples possivel com acoplamento nao trivial: o campo de

Proca.




Abstract

ed, for Minkowski space times, & formu-

lation of Noether’s Theorem of great simplicity and neatness. This suggested
the reformulation of the theorem :n. more complicated situations, a8 General
Relativity, with or without fermions, and Einstein-Cartan theory, which uti-
lises spaces with torsion. The method has several pedagogical virtues. In
this spirit, the thesis obtains conservation laws asaociated to groups of mo-
tion in space with torsion, with lenght-preserving connection, in the simplest

non trivial case: Proca’s vectorial field.

In 1072 Roman Jackiw introduc




Introdugao

O teorema de Emy Noetherl®) nos dé de forma clara e limpida a cone-
xa0 entre Simetrias e Leis de Conservagao. Podemos encontrar sua aplicagao
implicita (ou explicitamente) em tratados modernos da Fisica Teorica, como
por exemplo Landau-Lifshitz[3), na definicdo de quantidades conservadas
como energia ou momento em termos das simetrias as quais estas estao

agsociadas.

Neste trabalho nés estendemos o tratamento dado a este teorema no
espago de Riemann para o espago de Riemann-Cartan. A motivagao original
veio do fato de que na teoria da Relatividade Geral de Einstein o conceito de
momento angular intrinseco nao parece splr t40 natural como na Relatividade
Restrita, onde a invaridncia com respeito ao grupo de Poincaré naturalmente
nos condus ao conceito de spin. Na Relatividade Geral, o tinico conjunto
de identidades obtidas da covariancia da Lagrangeana é a conservagao da
energia e do momento. O spin contudo, é uma propriedade fundamental
de uma particula e ndo deveria ser perdida simplesmente porque a teoria é
covariantemente desenvolvida com respeito a transformagoes mais gerais de
coordenadas. Uma maneira natural de se transpor esta dificuldade é usar
uma geometria mais geral. Desde que o espago de Riemann-Cartan nao é
portador unicamente de curvatura mas também de torgao, outra quantidade
din4mica em adi¢ao ao simples tensor simétrico momento-energia, conhecida

como momento angular de spin, participa na formagao da geometria.

O trabalho esta dividido em trés partes bem distintas:

Na primeira parte, para que o contelido seja auto-consistente, damos
um resumo das partes relevantes do formalismo matematico no espago de
Riemann-Cartan. Nessa 8egao também mostramos que a conexao, sob certas
circunstancias, pode ser considerada como fungdo da torgao, da metrica e de
suas derivadas. Usando 0 principio de acoplamento minimo, obtemos uma
Lagrangeana da matéria que difere da Lagrangeana da Teoria da Relati-




vidade convencional (como ¢ dada por Landau-Lifshitz®l), uma ves que ¢

também fungao da torgao.

Na segunda parte reproduzimos a prova de Jackiwl® para o teorema no
espago-tempo plano, que possui notéveis virtudes pedagdgicas. Em seguida
gsando o tratamento de Flemingl!?], estendemos esses resultados a espagos-
tempo curvos.

Na terceira parte dedusimos as'leis de conservacio que decorrem da
invariancia da métrica e da torgao por transformagdes infinitesimais (gru-
pos de movimento). Com a ajuda dessas identidades, mostramos que O
tensor momento-energia e o tensor de spin dinamicamente definidos, sao
idénticos a8 quantidades candnicas que seguem do formalismo. Estas iden-
tidades também mostram que a parte antissimétrica estd relacionada com o
spin. 0

Usamos o formalismo matematico ¢ as convengoes de Schoutenld. A

abordagem da Teoria de Einstein-Cartan segue 0 tratamento de Hehl et al(*!]
e, no que 3¢ refere a campos de Killing, estéd de acordo com Weinbergl*2l.




Capitulo [

i

TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN
(SCIAMA-KIBBLE)

I-1 Introducéo

/

A Teoria da Relatividade de Einstein foi originalmente formulada em
nivel macroscopico. A unica propriedade da matéria que serve como fonte
nesta teoria € a distribuicao de energia-momento no espago-tempo. Se qui-
sermos estudar a gravitagido no dominio microscépico, devemos extrapolar
noeeos conhecimentos a respeito do mundo macroscopico uma veg que se tem
pouco conhecimento exper{menta] do assunto. A teoria que discutiremos ¢
uma tentativa de encontrar a teoria de campo gravitacional correta para a
microfisica. Entretanto, ainda nos restringiremos a uma Teoria de Campo
Classica com o campo da matéria dado por 9(z#), que sao fungdes, e nao

operadores que nao comutam.

Na microfisica, no que diz respeito A estrutura da Teoria Cldssica de
Campo, suporemos valida a Teoria da Relatividade Restrita. Assim, os
campos que, numa futura versao quéantica estarao associados as particulas
sao caracterizados por “m” e “8”, “m” sendo a massa conectada a parte
translacional e “s” o spin, ligado a parte rotacional do grupo de Poincaré.
Assim sendo, tanto “m” como “s” estao sistematicamente relacionados com
o espago-tempo continuo de Minkowski na Relatividade Restrita. Devido
ao fato de os spins das particulas que compoem os corpos macroscépicos.
estarem orientados em geral aleatoriamente, dando como resultado um spin
total médio iqual a sero, o tensor de spin dos corpos é nulo. Isto ex-
plica porque as propriedades dos corpos macroscépicos sao satisfatoriamen-
te descritas unicamente pelo tensor momento-energia e justifica porque a

descri¢ao macroscépica do espago-tempo pela geometria Riemanniana per-
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manece valida.

Quando nos aventuramos pela microfisica, pode nao ser suficiente co-
RNCCErINNS apenas o tensor momento-energia para uma interpretagao dos

fendmenos fisicos. Pode ser necessiria a inclusao do tensor de spin, ja

que o momento angular de spin também caracteriza a matéria cinemati-
camente, Podemos assumir por hipdtese que ele também é fonte do campo
gravitacional. Por campo gravitacional entendemos aqui um campo insepa-
ravelmente acoplado & geometria do espago. Esperamos que, analogamente
ao acoplamento entre o tensor momento-energia e a métrica, tenhamos um
acoplamento entre o spin e uma quantidade geométrica do espago-tempo.
| Esta quantidade estaria relacionada com os graus de liberdade de rotagao
no espago-tempo. De acordo com isto, iremos procurar as manifestagoes
dindmicas do spin de maneira anéloéa ao que 6 feito para o momento-energia
na Relatividade Geral de Einstein. Esta teoria deve ser tal que, levada i
aos seus limites, ou seja, ao dominio macroscépico, dé os mesmos resulta-
dos da Teoria da Relatividade Geral. Desta forma somos conduzidos a um
espaco-tempo mais geral que o espago-tempo de Riemann da Relatividade
Geral, conhecido como espago-tempe 4-dimensional de Riemann-Cartan Us.
A parte nao Riemanniana da conexéo afim que caracteriza um Uy é o tensor
de contorgao K,,» definido em (1.15), o qual é acoplado ao spin. Algumas
veges a teoria U da gravitacao é também chamada de Teoria de Einstein-
Cartan-(Sciama-Kibble) em homenagem a Einstein, Cartan, Sciama e Kib-
ble. Estes dois dltimos autores chegaram a esta teoria por outro caminho, a

procura de uma teoria de “gauge” do grupo de Poincaré. r
I-2 O Espaco-Tempo de Riemann - Cartan U,

A - Variedade diferencidvel

Suporemos quo o espago-tempo tem as propriedades de um continuo,
ou seja, de uma variedade diferencidvel 4-dimensional X,. Um ponto neste
continuo pode ser rotulado por coordenadas reais ¥ comk =0,1,2¢3, onde




“0” refere-se & coordenada temporal e 1, 2 e 3 referem-se as coordenadas
espaciais. Uma mudanca de coordenadas, ou seja, uma troca de indices
dos pontos (ou transformagao de coordenadas), nao altera o continuo sob
consideragao. Isto implica que se 1 for uma fun¢do em X, entio, num novo
sisterna de coordenadas, tem-se uma nova fungao ¢’ agora definida no ponto

z'A de tal forma que
V() = (") B
Esta € a lei de transformagiao de um escalar.

Da mesma forma que na Teoria Geral da Relatividade de Einstein, pode-
se definir também campos vetoriais e tensoriais, contra e covariantes, ten-

sores mistos e densidades tensoriais, ou seja, existe um célculo tensorial em

Uy.

B - A Conexao Afim

Para alcangarmos a mesma riqueza de estrutura da Relatividade Geral,
devemos acrescentar a X, uma estrutura adicional: a nogao de transporte
paralelo. Consideremos inicialmente um campo vetorial. Se seu valor num
ponto z# € A, entao no ponto viginho z* + dz¥ serd A* .| dA#, onde dA¥
¢ determinado pela fémula dos acrécimos do Célculo Diferencial. Disemos
que A¥ foi transportado paralelamente de z# para z# -+ dz*, quando sofrer

uma variagao § A# dada por
6A* = —T4 3 (z) AV dz? (1.2)

O conjunto das sessenta e quatro componentes I'¥,, é a conezao afim ou
‘afinsdade. Uma variedade X4 equipada com “T" ¢ chamada de espago-tempo
com conexao linear ou Lyq.
A parte antissimétrica da conexao afim

1 ma A :

E (F Hy - F uu) (1.3)
ao contrario da parte simétrica, transforma-se como um tensor de terceira
ordem; tendo portanto 24 componentes independentes. E uma quantidade

A
Suy -




puramente afim conhecida como tensor das torcoes de Cartan. Se tentarmos
construir paralelogramas infinitesimais utilizando campos vetoriais em um
L4. nota-se que eles nao se fecham em geral. Esta falha no fechamento €
proporcional ao tensor de torgao. Em outras palavras, a torgao quebra os
paralelogramas infinitesimais tornando portanto impossivel sua construgao

em L4. Vejamos como ficam:

Consideremos inicialmente dois campos vetoriais infinitesimais linear-
mente independentes em uma vizinhanga de um ponto “P”. Seja dz¥ e éz#

as componentes desses campos no ponto “P”.

dxH /

Mais precisamente, vamos construir o campo “z” por transporte paralelo
de dz* ao longo de PRy e o campo “¥”por transporte paralelo de 6z ao
longo de PHo. Portanto

—

R B = dzP + §dz# = de# — T#,,(2) dz¥ 62>
BoP'y = bzt 4 dézb = 6P — T#,,(z) b2V dz?
Para que seja formado um paralelograma devemos ter entao,

Sdz# — dbzh = — [r“,,A(x) - P“,\y(x)de”(S:r’\
= —28,, *dz¥ §z?
=0

Porém isto somente sera satisfeito se S,\#* = 0, ou seja, sem a presenga de

torgao.

C - Métrica




{

Vamoe introdugir agora uma hipétese motivada pela Teoria da Relativi-
dade Especial: Em L, existe para cada ponto um campo tensorial métrico
independente g,,, (z) = guu(z), de tal forma que nos € permitido medir lo-
calmente distincias e Angulos. Tal variedade recebe o nome de (L4yg). O
quadrado do intervalo infinitesimal entre z# e z# 4 dz# é determinado por:

ds? = g, dz dz” (1.4)

Podemos construir o tensor métrico contravariante g#¥ correspondente
a guv usando-se a definigio

g*¥ gy = 60,

Suporemos que g, localmente e em coordenadas apropriadas, sempre po-
dera ser expresso na forma da métrica de Minkowski

Quv = (11_1)“13_1)

Uma veg introduzida uma métrica na variedade odemos analizar qual
y P q
a relagao desta métrica com a conexao afim associada a esta variedade, Para

isto recorremos 4 definicio de derivada covariante do vetor covariante 4, e

do vetor contravariante A4*

Ak = G Ak L TE A% (1.5)
Apm =084, - TP A (1.6)

Serd 0til conhecermos também a expressio para a derivada covariante

de um tensor de segunda érdem A,
Ay = a/A,uA _ ropuAa). = PUAVA,M (1.7)

Por outro lado, o intervalo definido em (1.4) se tornard invariante sob
transporte paralelo e, portanto, um conceito fitil na fisica do espago-tempo

* Com o objetivo de ssmplificar a notsgdo, ¢ comum a substituigio do
: o~ o “ . » 14 b
simbolo de devivagao covariante “;v ” por “V 7,




ordindrio. somente quando adotamos uma jdéia adicional da Relatividade
Geral: Lixigimos que o campo métrico g,, seja covariantemente constante,
vincuiando desta forma a conexio afim. Assim da | imposigao '

Jusix = 0 (19)

ity i S e
tonaecida como condiqao de metricidade, podemos, com o uso de (1.7), de-
duzir que®

8-\9#1/ = ]i‘g,\pgm.' 7 I‘U,\ug;‘g (19)

frzendo-se uma permutacao ciclica dos {ndices de (1.9), tem-se que

—8!/9:\# - "'Iwukgrrp i Fnuygd,\ (1- [O)

“aﬂguz\ = _[V'\T;a,\gcv T I\a;wgo,'\ (111)

Somando estas tréa equagoes obtemos:

8,\{{;1./ dvy N p.E/u\ = (F = Pa,u,\)gau - (Fﬁ,\u = I‘UL.',\)S’G;J
7 (Fa;u-' i FOU}L)gU/\

Usando a definicao (1.3) encontramos:
BPG(WI) :; (-'a/\gl“’ T allgA;L Ei augu)«) + 25)\;;0’901/ - ES/\u"y,_-,# (112)
Aplicando-se g*? a ambos os membros, teremos

0(-acrgp.u = 31;90;; i i C'?ugw) = SV'\.U + S'X‘w -+ Suu'x (113)

| )

i
e —

onde
j L8 :
== 0] ("'a:rgu,u + dugau s a,ugucr) (114)

e} 2

© o simbolo de Christoffal computado com a métrica g, o qual é familiar e
bem estabelecido na Relatividade Geral de Einstein, ¢ o termo

K,uuk P "'SuuA e SuAu - S/\uu (1.15)

ref. [3]




¢ a contorgao (a parte nao Riemanniana). Ela tem 24 componentes ¢ depende
r'd . ~ ' . . o~ .

da métrica e da torgao. Os {ndices tensoriais sio abaixados e levantados por

meio da métrica.

Uma variedade Ly dotada de conexio afim compativel com a métrica
(9uv;x = 0), é um Espago-tempo de Riemann-Cartan U,. Se a torgao € anu-
lada, recobramos o espago de Riemann V, da Relatividade Geral e se a cur-
vatura for igual a zero (R,,,7 = 0), caimos no espago-tempo de Minkowski

R4 da Teoria da Relatividade Especial,
(L.(,g) aui{-}:o U* gi? V4 &-:;[E R4

A condigdo (1.8), também chamada de “postulado de metricidade”,

preserva produtos escalares, portanto a invariincia dos comprimentos e an-
gulos sob transporte paralelo. Ela nos garante uma estrutura localmente
Minkowskiana do espago-tempo. Dizemos entio que a conexao ¢ compativel
com a métrica se (1.8) é satisfeita. A conexdo de uma variedade de Riemann-
Cartan Uy é dada entdo por

A
2= { } - K, (1.16)
v

a qual difere da variedade riemanniana V; somente pela presenca da torgio.

D - Variagao da Curvatura Escalar

Vamos definir o tensor densidade métrica contravariante g#¥ por

ghY = egh” (1.17)

onde“e ” € dado por ¢ = [dct(—gw)} e a densidade de curvatura escalar

“R”, dada por
& — g"pr,y (1.18)

onde R,, é denominado na Relatividade Geral de Einstein por tensor de
Ricci, resultante da contragao de “o” com “4” no Tensor de Riemann,

Rp,\ua = aura)w = a.\ra;w o Founpn)w 77 PaAnPnpu (1.19)




portanto

o — aul-‘“,\u G &Fuuu + P#,unrn,\v il Pu/\nrnl-w (120)

s A . . ~ . » o
Por conveniencia, iremos usar a notagao A|uy) para indicar que a relagdo
entre p e p é antissimétrica, ou seja

A[;w] = (Apu i Au,u) (1.21)

B2 | st

6 & notagao A, para indicar que & relagao entre “u” ¢ “u” ¢ simétrica.

Se aparecer por exemplo a notagdo Al B,

subentende-se que o indice
“U” ndo sofre alteracio na expansao. Assim

1
A[ur,,B],\] =5 (AWB), ~ AyuB,) (1.22)

Além disso faremos uso também do simbolo de derivagao 6‘, definido por

V= Vi + 25,32 (1.23)
Usando essa notagao podemos escrever (1.20) da seguinte forma
Ruy =20pT%), + 21‘*“,01‘0,,,]1, (1.24)
Voltando a (1.18), tem-s¢ que “6R ” ¢ dado por:
§R = 6(g" Ry ) = 6(8*)R,, + ghin,., (1.25)
Através de (1.24) encontramos que
6 Ryy = 2036T% ), + 2672 3o ), + 2T MobT ), (1.26)

Como 51“)‘,,,, € um tensor, embora I"\w nao seja (sera visto com detalhes
no capitulo IT), teremos com o uso de (1.7) que

V[‘\&.Pijy = 8IA6PA“]U + P’\[.\’darﬂlylu s PG[A]V‘sI‘Al}«L]d b Pal,\}.&]é‘l’-‘ﬁy




Donde se concluj de (1.26) que

SRuy = 2V 36T ), + 28,76TA,, (1.27)
Substituindo-se (1.27) em (1.26), obtém-se
6R = §(g")R,, + 28" (V(p6T, + SuT)  (1.28)

E interessante observar que o termo g*V[16I'* ), que aparece em (1.28)
tem a forma PVSQ o qual deve ser uma densidade escalar, enquanto que
o termo P6Q), uma densidade vetoria] contravariante. Para uma densidade
ve*boria.l contravariante, a divergéncia em L, pode ser calculada com “8” ou
“V” alternativamente*. Agsim

8(P8Q) =V (P6Q) = PV6Q + (¥ P)sQ (1.29)
Como a variagio se anula na superficie, obtém-se a relaio
PVéQ = —(V P)sQ (1.30)
De (1.28) tem-se portanto,
§R = 6(g"*)R,,, - z(ar*[plu V) ~ 53,76 N ) gk

v

Usando-se (1.23) encontramos

bk = 6(guy)}€;w T Q(VIAg“V)‘SFAulU = 4S[f\fﬂag#V5FAf#]U 3 Zg'\wshuap'xuu
= 0(8" ) Ry — 2{(5"hVA]g”’“) — 46¥[,8)).787" + 25»,“3"’”}51"},,,
= R.,08" + Z{g'V“(SM“ - 25"“5.,](,") . 6”‘|7V),]g”“}51‘"#,, (1.31)
Vamos definir o termo

Dy — Sy L2005 P (1.32)

* ver Apéndice
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como sendo o tensor de torcao modificado. Finalmente

SR — Rwﬁg“" & Z(T)..,“g'f" i 5;shv/\]g1u)5rz\pu (1.33)

Esta relacao ¢ vilida em I, pois g#¥ poderia ser arbitrario ¢ também
assimétrico. Em momento algum foi necessério usar a simetria de g#¥ nem
abaixar ou levantar os indices de g+V.

Calculemos a variagao de gtV

ogh’ = b(eg) = (6e)g" + ebgh¥ (1.34)
Como* o
se = 6(~g) = Y- lgg = L egrsg,, (1.35)
2¢ 2
e
bgt = glop ol (1.36)
tem-se que
Sghv = % eg” 895 29"" — €97 9”69,
1
= 6(59“9‘“’ - g‘“’g“")t?gu (1.37)

Além disso, levando-se em conta a definigao do tensor de Einstein da Rela-

tividade Geral 1
Gpu " Rpu g g;w-R (1.38)

mostra-se com uma simples aplicacao de (1.37) a (1.38) que

R, 6% = —eGF g,y (1.39)

Considerando-se a condi¢ao de metricidade (1.8), temos que se g, € a

métrica de Uy, entao

portanto
Vo (g*) =0 (1.40)

* ref.(3); eq.(86.4)

—
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Usando-se (1.39) ¢ (1.40) em (1.33) encontra-se
1 .
—6R = —~GMg,, + AT, VH 6T, (1.41)

Uma variagao infinitesimal da métrica ndo pode alterar a natureza do espago,
portanto deve levar a uma conexio que continua obedecendo o postulado

métrico
I'+ér
% A (gp.v 2+ ég;f,y) — (1_42)
Dai surge

[46T !
v MO+ 69u) = B (g, + OGuu] = (P 5u 607 3, (g + Gz
= (%3 + 817 30 ) (e + 890} = 0

Conservando-sc apenas os termos até primeira ordem em §, teremos
V,\ Juy - 8,\59#” o PU,\uégau = Pax\ufggou 5P0Augau =5 M—wz\uggu =0

Como o primeiro termo é nulo devido a (1.8), surge com o uso de (1.7) a
expressao

v)\‘sguu == 51‘0)44901/ 5 bTaAu 9oy (1~43)

Fazendo-se a permutacao dos {ndices A, it € v teremos:
VU‘SgAp = 61-‘0141,90')\ +6PDuA dou (1.44)

Vubgaw = 6T7ux gow + 6T 4, gy (1.45)
De (1.44)-+(1.45)-(1.43) encontramos
Vp5g;;; o Vugg)«u - VAaguu = zgua‘ssu,\a - 29;;055://\0
+ 617 uugor + 6T, ug0
= 26T 4y gos + 29,065,,°
+2u065,)% — 220685,,°  (1.46)

Introduzindo-se o tensor

ASET = 628067 + 626{63 — 656867 (1.47)

Vi
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que produs combinagoes lineares como as que aparecem no simbolo de
Christoffel, obtemos de (1.46)

1
g/\LTﬁFapu = é Agﬁ:{va6gﬁq i 6SllquAf) S 68#)\”9]/” + 55‘AUngﬂn

1
= Aﬁi;(g Vabgay — 5Saﬁng’m)

finalmente

1

A — OAA® \
6T = 72 A58 (5 Vobor — 8Sap"gn) (1.48)

Iistudemos agora em detalhes as consequéncias providas do tensor de
curvatura de Riemann da Relatividade Geral (1.19). Para simplificar, é

conveniente escreve-lo numa forma mais condensada
R;w).a " a[uPJu]A + FG[;LHFI\!]V}A (1'49)
Primeiramente notemos que
Aluva] = Allpea] = Afpoan) = Ajfula] = — A
Assim
Rin)” = 2 (Ol upag + a7y
e A )
=2 (3,“1‘ Al + T gl 'Yllw\H)
= 2(8[,,5,,,\]" +F“‘p],,5"|,;\]) (1.50)
Por outro lado, a derivada covariante do tensor das torgoes ¢ dada por:
VuSy.la = BuS’uA“ 5 ]—‘A;msu,\q = Ivf;,wsq,\a e I"’u,\Sw,“ (151)
Antissimetrizando com relagao a p, v e A

ViuSun” = 01uSun)” + T lupySua)” = T Syia” = T 1uaSup”

Portanto
K =2 (Vlusuxf’, + ISy + 1 ”’luxsuh")
=2 (VI»SVA}" =TS, - T "’{wSAh").
— 2 (leSW\]" - zsﬂwsmf’) (1.52)




Em Vj esta identidade corresponde s
Ruun” + Bap,” + Ryp? = 0 (1.83)
Contraindo-se “u” e “¢ ” em (1.52) teremos:
R[,\uu]'\ == R[“UA]A == ZV{“SU,\]A 4 45{“[“751,],\}’\ (1.54)

Congiderando-se que S,,7 = - Sy,?, teremos
45 1S A 4 Ta A 5 b Rl
[pa| BalA] = 5 (S!W Oya” -+ Sf\p S"(u 3 ‘911/\7’5'7;). )

4 3
= ELngA‘gkda

assim
: 2
By =2 (V[Ab,w]* + gSﬂ,y*SA.ﬁ) (1.55)

Por outro lado, com o uso de (1.32) ¢ (1.283)
ol e R
4 25»,'7(5;,/‘ g s 5*,,3,,,00)
= WS + Vo8 + V.8,
+ 2 (S,\f,"SW" S 18 SU»,“’SW")
= AW R 25,98, (1.56)

Logo temos a seguinte identidade
3 *
'?‘ R[)_u,yj)\ =V,\ TI_;UA (1.57)

Por outro lado, considerando-se que RAW’\ ¢ antissimétrico com relagdo a
“Ww" e “A?, obtemos
3 A A
o le\;w]/\ = (Rf\fw + Roau’ + RMVAA)
A A
(R/\#V = Ry )

(Buv = Bup)
) = G|

I I

o o | ST K [ NS R

i
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portanto
Gluv)~ Vs Tpu* = 0 (1.58)

Por meio de (1.58), (1.48) e (1.47) podemos chegar a seguinte forma para
(1.41)

I
=R =-GW&g,, + 215 e,

€
= ~GH 80w + T g™ SRR Vabgp, — 212740 " ASEY gy 65 0p"

o 7 * = 5 vo A
= =G bgus —~ ASLN(Va T7")igay — 0T, 4. ALSES,,

= =G 80 — ATY(G TOM)Sg,,, — 2T, %Py Mg, ARL 55,
= (—G’“‘— Va Tk §, T T"’“’) 69,

- z(T,, e LT g Tn”"g""gaz)ésuu*
- [ﬁc:wwf Vs (T34 4 Td _ T4%) | S

- Z(T,\’“’+T“,\"-—T’“’A)6S,,,,* (1.59)

Visto que de (1.58) tem-se GI#] =y, Teed fu Va T#* = 0. Portanto o
seu sinal em (1.59) nao faz diferenca. Bacolhe-se “ + ” no ltimo membro

por conveniéncia.

I - Principio Variacional e defini¢éo dindmica de momento-energia e spin.

A Lagrangeana da matéria na Relatividade Dspecial em coordenadas
cartesianas L(y, d¢, n), é dependente da métrica constante de Minkowski
“n” , do campo da matéria ¢ do gradiente do campo da matéria. Quando a
interagao gravitacional é introdusida, essa Lagrangeana deve ser generaliza-
da de modo a se transformar num escalar sob transfomacdes de coordenadas
gerais. Isto podec ser feito de acordo com o principio de acoplamento mfnimo,
substituindo-se a métrica g(z) de Uy no lugar da métrica de Minkowski e as
derivadas parciais no lugar das derivadas covariantes. Assim

N s (1.604, 6)
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nos condus do universo do espago-tempo de Minkowski ao espago-tempo Uy

COM a CONnexao (1.13).

Apos o procedimento de acoplamento minimo, a fungéo agio do campo

28 v ] . A
da matéria i interagindo com a gravitagao se torna

pvm":/d‘lir'\/——g]‘)(gb,e’tp,g):/dqx\/——gL(!ﬁ,atA,g,ag,S) (1'61)

onde d*z,/=¢ € o elemento de volume.

Quando variamos a métrica e a torgao independentemente, podemos
definir o tensor métrico energia-momento “c ” e pseudo tensor de spin

« n ' ’ ’ ’ .
M” que tem o significado de energia potencial de spin como segue:

com = 2 {ly=3L) (1.62)

Fuv

e My Vi = f%g——_g)\—ll) (1.63)
T

Observe em (1.62) que o# deve ser calculado mantendo-se S,.* constante.

Para que possamos definir o tensor de spin [,¥# de forma semelhante
a (1.62) para 0¥, é conveniente escrevermos a Lagrangeana da matéria em

funcao da contorgdo K,,* (1.15). Portanto
L = L(y,0¢,9, K,0K)

Dai teremos em Uy, por definicio

e Tyve = 2ly/9L) (1.64)

L

Podemos ainda escrever “Ty“#” em funcao do pseudo-tensor de gpin “M” |

Para isto devemos tomar (1.13), (1.63), (1.61) e a regra da cadeia*

MP = TR i | e (1.65)

* FEsta combinagdo linear especial do spin € bem conhecida do processo de
simetrizagao para o tensor candnico momento-energia como foi desenvolvido

por Belinfantel®] ¢ Roscnfeld!®.




Aseim obtemos

Teod — pivul) (1.66)

De forma analoge a Relatividade Geral. a fungao agao total (agao da
matéria mais agao do campo) é dada por

Vo [ a0, 30,0,00,5) + ol Rle,00,5,05)] (1o
g l

1
167k
Onde "k " é a constante gravitacional de Newlon. Porém, ja vimos que

- /g R, entdo

+ - i 1 /
W — (i‘;._ ; i I, 3 b Q i e IS' 9. "
/ T i (1, 3¢, 9, 0y, S) + T R(q, dg, ,()S’)J (1.68)

i sle Sm i . v i
{+0In0 a tor¢ao "5 e uma variavel independente da acao. uma das condicoes

impostas pelo prineipio de Hamilton é dada pela equagao do campo:

AT

| = 1.69
iy 167k 65, e

laciimente deduzida de (1.68). Por meio de (1.63) e (1.66) obtemos para

['l.ﬁm 1 formma

i [ gy e :
bl e T (1.70)
Por outro tado, de (1.39) tem-se que
1 Oe r mn i Al \
;FS]—{ =5 "'2([‘,\‘“/—'[;“,,\‘5‘[l/,\“) “71)
- I,,W \. J ;

Portanto, tem-se de (1.70) que

g(ri;:.;' (Tﬂ !V}-}\ i T!V}Aa + Txniv]> == T[f“’]’\ 4 T["'IA]P] = TAIPV}
: . Terd L pAval ey

- T,uu}\

Assim

TN = gk T (1.72)




F - Campos da Matéria no Espago-tempo U,

Iremos agora examinar as consequéncias do acoplamento minimo da

torgao em um Uy para os campos da matéria.

F.1 - Campo Escalar

Como este campo nao tem spin, ele nao pode sentir os efeitos da tor¢ao.
As derivadas covariantes no espago-tempo afim sio identicas as derivadas

parcials.
F.2 - Campo de Maxwell

A tentativa de aplicar o acoplamento minimo ao campo cletromagnético
da como resultado o tensor momento angular de spin Tavd = Al
qual nao ¢ gauge invariante. A nio preservacio da invariincia de gauge nos
proibe de aplicar o procedimento de acoplamento minimo neste caso.

Devido ao fato de a Lagrangeana de Maxwell nao ser acoplada minima-
mente a geometria, os fotons na teoria Uy nio sao afetados pela presenca da

torgao.
F.3 - Campo de Proca

O campo de Proca (campo de Maxwell com massa) tem spin uml?l,
Desde que ele tem uma massa, o problema da nao invaridncia de gauge pre-
sente na eletrodindmica nao aparece aqui. O procedimento de acoplamento

minimo aplicado a este campo produz a seguinte densidade Lagrangeana
1
L= ;e |V V9" — my,q] (1.73)

De outra forma

L= 5 e[} 040N (Tt = Vo) (Tt = Vath) = mpup] - (174)

Com o uso da definicao de derivada covariante (1.6) ¢ da definigao de torgao
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(1.3), tem-se que

]
R L Lt FICR P R ICR NS

i
T ‘)(O}‘?’)U A 1][1 )k'.]'r,\rl')‘/,f?
1

b 3(%‘1)/\ 5 (DAtl)(,}bpy”‘i,L"n

+ Spv P4 Sen nd’nJ
- m"w,,w"} 2
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Capitulo 1]

O TEOREMA DE NOETHER NA
TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

I1-1 Espago-tempo Plano

A agao que descreve o comportamento de um sistema classico ¢ usual-
mente escrita como

5= [ daLp.a) (2.1)

onde a densidade Lagrangeana do sistema L(¢,d,%) é fungao dos campos
escalares “¢” e de suas derivadas d,. A uma variagdo infinitesimal nos

campoe da forma

P(z) > P'(z) = ¥(z) + 6¢(z) (2.2)

a Lagrangeana corresponde da seguinte forma.:

L(s) = L'(2) = L{z) + 61(a)

Definicéo: Diremos que a transformagao (2.2) é uma simetria (continua),

quando pudermos mostrar sem o uso das equagoes de movimento que
6L(z) = duAH (2.3)

onde A* ¢ algum 4-vetor.
Em outras palavras, a variagao 6L induzida na Lagrangeana pela trans-

formagao (2.2) deve ter a forma (2.3) para todas as configuragoes dos cam-

pos, ndo apenas para aqueles que 320 solugdes das equagoes de movimento.

Consideremos os seguintes exemplos:

Translagoes:

_—




i ; n \
Uma translacio se caracteriga pela relagao

3 i . e . . . :
sendo ¢* um 4-vetor constante. A mesma sera infinitesimal s¢ ¢* for infini-
tesimal. Esta translacao irs induzir em ¥(z) uma transformacao &y com-
putada da seguinte forma: Considerando-se um campo escalar 1(z) temos
que

V' (z') = ¥ (z) (2.5)

Por outro lado, uma expansio em série de Taylor de #(z) nos conduzira a

V(e') = 9'(z) + (&' ~ 5)*ht!(3)
=¥'(a) + ¥ (2) 29

De (2.5) e (2.6) temos que a variagao 6(z) = ¢'(z) - ¢(z) induzida em o
é dada por

b (z) = —e* A\ (z) (2.7}

Suponhamos inicialmente a Lagrangeana dada por

e, e '
l = ;2‘8 ¢(I)3u1b(z) i -"2—1,/-"' (28)
temos portanto que,

8L = L(v)+ &), utp + 68,9) — L(v, 9uh)
R e G IRAC)

1“ me o
oAy Y

= 3PP, 69 — mEiysy

Usando-se (2.7) crnicontramos finalmente

6L = 0 [30*0(@)ab(z) = 5 ¥?] = -8l




Como ¢* é constante nas translagdes podemos escrever
5L = & (- L) (2.9)

Portanto as translagoes sio simetrias do sistema descrito pela Lagran-
geana (2.8). Neste exemplo de simetria no espago-tempo, o tipo de variagao
6y mostrado é denominado de variagio de forma do campo. Observe que

chegamos a (2.9) sem fazer uso das equagoes de movimento.

A -0 Teorema de Noether

O teorema de Noether estabelece que a cada simetria continua corres-
ponde uma corrente a qual satisfaz a equagao da continuidade ou, equiva-
lentemente, nma quantidade que é conservada. Além disso ele d4 de forma

cxplicita a expressao para esta corrente.
Suponhamos que 61 seja uma transformagao de simetria, entao por
hipotese, existe um A¥ tal que

5L = 9,A¥ (2.10)

Obteremos agora uma outra expressao 6L, com o uso das cquagoes de movs-

menlto: L ol
%)

3%~ o)

=0 (2.11)

Como L = L(¢, ),

dL dL
De modo que, com o uso de (2.11) podemos escrever
§L =9 haﬂ}&w 7——53 6
ou :
oL
2,13
el -
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Subtraindo-se (2.10) de (2.13), teremos

al
Ou{ A¥ — o~} =0
(2 - an)
Definindo-se

. oL
R s (2.14)

tem-se que J* € a corrente conservada associada & simetria 8¢ (corrente de
Noether), ou seja

8,J" = 0

Vejamos agora quais as grandezas que se conservam devido ao fato das
translagoes (2.4) serem simetrias da Lagrangeana (2.8). De (2.9) tem-se que

A# = —¢t], (2.15)

Por outro lado inserindo-se (2.7) e (2.15) em (2.14) surge

ol
B o A s
JH = —e*L + ¢ 0,\1!16(8“!!’)
ou ol
B — v . — &k
J ¢ [a(aplb oY -6 ,L} (2.16)

Uma vez que ¢ é uma constante arbitriria, a lei de conservagao 6,J# =0

pode ser escrita como

Ay =10 (2.17)
onde
b . :
71“y e ST : i 5”1;11 2.18
330 e

¢ o tensor momento energia candnico da Lagrangeana (2.8).

Eletromagnetigmo:

A Lagrangeana do campo eletromagnético é dada por

7 %ILUFF“’ (2.19)
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cotn

Fip =dgdy = 6,4, (2.20)

Xo tormalismo canénico as varidveis sio os A, e sob as translagbes (2.4) elas
se transformam como escalares, pois

ozV iz o)
! b .‘ £ b z c
A aulat) = 3;5’1“‘"(1) T Dgl#

Portanto a transformagae de forma 64, (z) é dada por:
eA ) = —f_'xc'}\/\u(:n) (2.22)
Como a Lagrangeana por si mesma ¢ um escalar, tem-se que
6l = —rh ] = h(~-e*L) = HhA' (2.23)

Assim, de (2.14) surge que a corrente de Noether pode ser escrita como:

dL
S e D 2.24

Por outro lado de (2.19) e {2.20) verifica-se que

oL
= — R 25
A o
portanto
JB = —eb[ ~ PP AR A, (2.26)

Assim a lei de conservagao d,J# = 0 pode ser escrita como

a,J* = fABP(—F"”(?).A,, - 6*‘;,1,) =0 (2.27)

\ ‘

()“(143 o ltensor (]f—‘. Slr’gu n(]a. Order”

TH, = ~FFY A, - 0¥, L (2.28)

¢ o lensor canonico momento-energia.

|
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Uma ves que este tensor nio é simétrico, sua utilidade, sobretudo na
Relatividade Geral, é reduzida. Podemos porém obter um tensor simetrico

que nos conduz as mesmas quantidades conservadas dadas por cle. Para isto

consideremos novamente a, relagao
§A,(z) = —E')‘aAAy($) (2.29)

De modo que somando e subtraindo o termo —¢* d,Ax(x) encontramos
) R :
--¢" Iy no segundo membro. Assim

6A,(z) = —c*Fy, — '0, A (2) (2.30)

Reconsiderando (2.26) para a corrente de Noether conservada usando

este valor para 6A,(z), encontramos
Jh= gL ¢ pre [qu—% (9,,44,\(22)} (2.31 ]
A lei de conservagao d,J# = 0 nos condus a
BT = eAB“(—-F”‘“FA,, - 6“,\L) — 8,(F*8,A)
Nesta expressao o ltimo termo do segundo membro é nulo, vejamos porque:
A (FPY 3, Ay) = (8, F* ), Ax + F¥Y 3,0, A,

Nota-se facilmente que JyF#” = 0 é uma das equagoes de Maxwell e que

Fi+3,8,A, = 0 pois F#” é antissimétrico em “u” e “v . Portanto o tensor

Thy = =1 e, - o0yl

satisfaz
OuTHy =0 SEQVICO DE

B lLIOTECA E

11-2 Espacos-tempo Curvos

4
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Uma tran 30 infinites;
‘ sformagéo infinitesimal de coordenadas em um espago-tempo
curvo dada por

' = gk 4 h(g) (2.34)

60 (2) = —£* (2)Ohp (2.35)

-1 L] ~ . . o
(Computemos agora a variagao de forma indugida no tensor métrico g (z).
Temos inicialmente que, como g*¥ é um tensor de segunda ordem, sua lei de
transformagao é dada por

dz'P dz'Vv
gy =0 58 nf
g (17 ) dz0 GnP g (’C)

Segue-se da transformagao infinitesimal (2.34) que

glp.ll(I’) - (6“05 L 8&6“) (5uﬁ -+ Bﬂf”)g“ﬁ(_z)
IR AT (2.9

Por outro lado, expandindo-se g#¥(z) em série de Taylor
g'# (') = g (z) + £ () Brg™ (=) (2.37)
¢ levando-se em conta (2.36) e (2.37), teremos
§gu¥ (z) = g®¥ 0, 64 () + gM495¢¥ () — €2 (z)hg™ (2) (2.38)

Da definicao de derivada covariante (1.6) € da validade da relagao

LUV = gVO LR (2.39)

surge entao
EBV = graQ £k 4 Vo (2.40)
£k = gRIBEY 4 T 008 (241

Finalinente

G g £ = B € F 9B F (97T + 9T e )6
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L. : _ .
Considerando-se apenas Blstemas de coordenadas galileanas, aqueles para os
quals R — F“a_x = 0 tem-se

fuiu & fu;u — guaaaeu + g’“"@afu (2.42)

T uiv TR - s
Uma vez que {#¥ + €¥38 ¢ ym tensor, a equagao (2.42) é valida em qualquer
sistema de coordenadas. O mesmo argumento aplicado a (2.38) nos faz

concluir apés comparagao com (2.42) que
S (z) = €MV 4+ gvin (2.43)

Os campos vetoriais £#(z) que satisfazem 6g»*(z) = 0, ou seja, aqueles em
que a transformacao geral (2.34) nio muda a forma da métrica do campo,
sao chamados de campos de Killing. Portanto um campo de Killing é carac-
terizado por

UiV 4 gVik = g (2.44)

Uma transformacao do tipo (2.34) com é#(z) Killing é chamada de isometria
do espago-tempo.

Tomando-se uma Lagrangeana a qual é um escalar sob transformagao
geral de coordenadas e considerando que para espagos curvos o elemento de
volume invariante € \/—gi:r,id%, podemos construir a agao invariante

g [ 'z TGL(g", g, b, Auth) (2.45)

Dai temos que a variagao do campo nos conduz & seguinte variagao da agao:

6S:[d4x{\f_<aw5¢+ 10 w)d &p)

oly/ UL Sleg THLL, o
~ w g 2
t Bl 9t g } 2

Empregando o Teorema de Gauss e supondo que nos limites de integragao

sgh¥ == 0, encontramos 65 sob a forma

55:]"’4“{‘/— 59°0 * 57 Y]

{ (5§;L) aif\g(}gf))]}ﬂ i (2.47)

-, ..




¢S tomara 4 torma

! oL ‘ P
65 - / riqzr\/ q[(}‘[j by + 7%5() m'[)l o /rf,é:r\/ Ql'uu He 1249]

/sando-se (2 35) teremos:

/ d‘i,rv/_q{ ;i [ §\(\3;)()/\w} e éfg%ﬁd“[_fk('f)dm] }

i /d‘*xvf--“*gTwagw (2.50)
iFinalmente
ol gl
0 . Yo/ =gl —€* — —c MY
S5 / d*xy/ _q{ £ () 59 o + (,?(.@‘u,-l)du,c \t/l
1 ¥4 o Al . o
—lgien L gk Lol il
2!. f E ;! (a“’d)) At I
l L
s [ dteyZi T, bem (2.51)
o

O ultimo termo entre chaves foi simetrizado devido a simetria de Wg'%iﬂ Ay

para Lagrangeanas cuja parte envolvendo derivadas coincide com a La-
grangeana (2.11).

Podemosg mostrar que o termo T}, definido em (2.48) pode ser identifi-
cado como o tensor momento-energia, pelo menos com um grau de precisao
de até o fator constante. O fato de que este fator é igual 4 unidade se ve-
rifica facilmente cfetuando-se por exemplo o calculo de (2.48) para o campo

elctrornagnético, quando
j‘ I 1 s A "y
L= "quy[”‘u 2 "]Fpu F\af]” {]nu (?.)2)

Vejamos porque: Para isto, analisemos com detalhes o dltimo termo de (2.51)

usando ('..7.43). Assim teremos

; 1 e e . ,
; /d%\/—g’-”wég““ =3 /dq“\F'g-Iﬂ-m“'“ se o (2.53)
) -l




: m - . "
30

Considerando g simetria de T

l S .
:)- /[ dql'\,-"*gf,w(f“’” i fb’“ /d4T[,,1r ;___:,}f/t;n

o] ‘/
—:/\ddxvc?T#lffP;u
/d".r THTL R,
—/d4$\/—97bf’u£“ (2.54)

Fagamos uma anglise detalhada do termo (0.7 C%). 0, pars lsto suponhamos
que
Eieaaba B (2.55)

Da definigao de derivada covariante (1.6), temos
A% = 8 A% 4 Yy 4 -

Visto que na Relatividade Geral a torcao ¢ nula, a conexao I'“4a € apenas
o simbolo de Christoffel dado por (1.14), portanto

/{ L ] l—‘y ] (IL’U (0 g‘x i (':}Aq (9 g A\
= Lk = HiAo T Uxfop — og,,
e )

Podemos encontrar T¥,, fazendo- 8¢ /L =V e trocando de lugar os indices

"0 ¢ " " do primeiro ¢ terceiro termo entre parénteses, assim

"f vl//\ }) & '\pyx - %guaa\glm (

[
(@]
~1

Podemos simplificar esta XPressao se levarmos em conla que
0
dg = gg* a9y = ~ 99uvdg (2.5%)
i’ §7y)
Lorcuanto gy, 94" = 0%, = 4, entao g dglw Guuidg ) Dai tem-sc de

{2.07) que i« L dg _ 4(in/=y) 2,59
YA = r)g. 83-/\ ; _—‘(91"\ | )




Assim de (2.66) surge

AY =0 A% o 4}‘8(‘3/__9)

ou definitivamente

v 1 d(/~g4%)
‘oltando a (2.55) podemos agora escrever
P, el St o (2.61)

= oy
Dei, temos que a integral que aparece no ultimo membro de (2.54)
fddx ~g(T, ¢4, (2.62)

e transformada numa integral na hipersuperficic. Como nos limites de inte-

gragao onde os M se anulam esta integral desaparece, tem-se como resultado
] 4 R 1% 4 Vv gy !
§ d I\/'—ngl/(gg == d 5[\/—‘(JT“‘;I’,§ (263)

Fazendo-se uso das equagoes de movimento (2.11) e novameunte do Teo-

rema de Gauss, encontramos de (2.49), igualando 65 a zero que

5 [ B /gT, ¢ = (2.64)

lvi

IEm vista da arbitrariedade de £¥, temos conseqlentemente que
Ty =0 (2.65)
Comparando com & equagiol®!
g1, =0

verificada em coordenadas galileanas, vemos que 7, definido por (2.48) ¢é

o tensor de momento-energia.




Sc toma s £A e e =eilp
SAIMOS G 8iem i(2.51) como um campo de Killing, entao ég4¥ = 0,

s A S
4 f'). 'z
0Nl ne (& 1?3),

A gL 1 e EALY
L 0 s g

(5} .
Portanto, (_-.51) pode ser eacrito como

o | f"—f\’aL. oL I oL
\/.'.\_7 = T Gl .:-\,"".ﬁ § ‘j =Sl C)' ’L"'—L ._._"._,.,.m__(r‘} a‘ 4/!_1... ._8 bV _____.-_,.....-‘ / ] (‘) 66
oA e e O S bt e g G
L O (j(ap.z/;j A d{dr) f )
ol alnda,
iy T e i
aRe, /I rlqm\./—g'q’\c?)lﬁ (2.67)
Jas equagoes de Kiiling EHY 4 EVik = () tem-se
&, =0 (2.68)
gy Hor {:'J.GU} ttplica en
% (v=3€") = 0 (2.69)

ile owira forma sabemos que

8 (V=7 €L) = 8,(F )L + Y=g ¢ (a,L)

Usando-se (2.69) temos entao
f}v(\/c‘? EVL} == \/——gé"og,[;

(13 2r7 L
ASsiM DOGemaos escrever I'-"-(‘H) como

~

. { diim oy
el — /d'l?d;(
/

o Jegei (2.70)

w

Analopamente ao que foi feito na seqao (II.1) para o espago-tempo plano,
vodemos também definir simetrias para espagos-tempo curvos. Uma trans-

formacio infinitesimal do campo do tipo

$a) = () = ¥la) + 59(a)




9" (z) — gt = 9" (z) + 8¢*¥(z)

é uma simetria i e : i :
(contmua), S€ & variagao indueida na agao 6S puder se escrita

sem 0 Uso das equacdes de movimento como
b f d2d), 4K (2.71)

onde A* ¢ algum vetor densidade. Nota-se em (2.70) que todos os campos

de Killing da métrica Yuv(2) geram simetria da agao “S ” provido do fato
de que “L” é um escalar.

O caso mais geral é obtido adicionando-se a contr ibui¢ao do campo
gravitacional. Dali,

1 :
'S = d4‘ —_ el 4 e
[ xﬁ{lﬁwk}a HJ] (2.72)
Sua variagao ¢ dada por
55:/ d%—{ 6(\/~_gR)+5(\/:§L)}
/d“ {16 ; ( “”Ruu\/‘g% 5(\/*91-3)}
[d4 16 k RW"/_Q,@W - Rungé(/~9)
-t-g,urf\/_._(SRp,,] . 5(\/":511)}
Substituindo-se aqui, segundo (2.58),

; 1 I
= 2»/:@'59 = 5y Samig” (2.73)

encontramos

: / dw.{-l-é};k-[(}f.w = %9u~3)59””\/—_§+g““\/—_g&RWJ
6(‘/:51’)} (2.74)

Para calcularmos a variagio 8R,,, notemos ainda que embora as gran-

: : suas variacoes 6I'H
dezas T'#,, nao constituam um tensor, suas variagoes oI'#,, formam um
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tensor. Com cfcito, F“u}\riudx'\

SR C & variagao de um vetor em um transporte
paraicio desGe um ponto “pP *

. = ate um ponvo infinitamente proximo “/' %,
Portanto 1'%, 4, d?

o ¢ a diferenca de dois vetores obtidos respectivamente
ae 01§ Transpories paraielos (com as I'Y ) ndo variadas e variadas), a partir

e um ponto “P 7 até 4P e : : :
Ge um ponto “F " até o ponto *I' . Considerando que a diferenca de dois

LOreB nu , : . - ; .
ve Unl ponto e um vetor, tem-se portanto que ¢I'¥ ;) e um tensor.

Unilizando. : Lt
Ail17ando-se um sistema de coordenadas localmente geodesico, temos
a garantia de que it

iieei Hy (1.20),

/ i s 5
ud = U no ponto dado. Logo com o auxilio do tensor de

g e \A oy \ 1 4 oy
M= G - Bl T B

£ recordando que as derivadas primeiras de ¢/ sao agora iguais a zero,

WeTOCTNGOY

hy ¢ S0 /' ¢ A ARt
g élRu]_} 5 gr“u,\d,\ﬂr uy UVOJ"- P/\)

i g/.wa}‘ Mu‘xﬂy - gu,\a\ﬂ'ww} - ‘d’l\w"‘

onde
w = guutgr.\uu gu.\ﬂ:‘u)w

‘ g . ; .
& um vetor. Por outro Jado %%r ¢ a expressao, no sistema geodésico de

1
L

Vv -y

A (\"—_:1— w‘\) = g ‘A

ST
1
2

pelin =t (v=gw?)
v

em gualquer sistema. Consequentemente podemos escrever a regunda inte-

r . . . i
}f ddzg#uéR;dL"\/-g: /démd)‘(\/—g‘wl\) (2‘5)

- Lk o - - = 3 (SR . i lllld(la . ]l[l 4 t 3 -
e “‘ oy (:r. ?,"\ “Qt‘(‘“ld’(l"' ‘l [11:)("”3”]‘)(:I“]c1r| (1 wl - tv_. l ‘0 .Odo \ 'i 1 .
tda lv‘]i‘_la.'(; va R .ba sl -~ L], ok 1 - L X]ll' (.] ( ( _\r() ]]In(\




DPorém, oste & i
- ey Lvermo desapgy : . - : e sy
) ; Paraece, porque na fronteira de INiegracac a variagao
Gou Campo ¢ nulg,
Retornando (2.7
a 2.14) e fazerd e 4 ) . i
~ 1do-se uso de (2.38) e (2.51 a ol /~ql
CHCONLra-se Gue ( ) {a ) i ( g )’
;
AN S i I’it;J [ J 1 1 3
{ : ' ( —_— 4 L
J \ Ji }6”‘/{:(1?“1/ zyu_bﬂl’?) ! :)‘ pis )I\e\glclb
[‘ s s
1 4 dty /17{_4:.\ L. dL
VI =S 2) 2= Y+ e G, 0|
J‘ L & (9idﬂ¢'} ’ |
| ‘_Il:bg,uk_?_ '”:I:Ei 'uxrl\-] (]L ’ 11
‘ ‘3L k)l’g \)ja((?“@[' Awf
= fd‘ij: ] : '-]) ] 3 lon A
v 91 TETI—’.L:'( Lypw = ;gpul{g) -+ ;)'Ypu ;—t)g'"“'
; i = L e )
r /qu :_‘I.-—i__.f)_,___a .)5 ,u\]
J \/ 1 ’Zdtaur/;) AV by f
- / e il aL :
' e U0 g (I)l-—d\l/l-r —~ J (3\'{1)
{ L Oth aa,w) "
i o dl, i
= h gt
: a{d“”;’l\ I .‘: ’(
A ultima interral coincide com (2.66). Dai
i oo ] 1
5o e g :
'," q — ‘:\‘ - ; (9L B }{ ‘0 = o
e e e (2.78)
2 A dugh)
Assim, se £' ¢ um vetor de Killing (6g47 = 0), portanto
68 = ‘[ dizd\(—\/~g€*L) (2.77)
f
¢ a transformacao
g!h =gt + EH(z) ; EHY L EViIF = (2.78)
¢ uma simetria da acao completa. Como nenhuma outra transformacio
node ser simetria da parte gravitacional, estas transformagoes esgotam as
3 r‘ v l‘. : [ v‘ =
simelrias do espago-iempo de qualquer acao que inclua a gravitagao.




Velamos como &
on e
J 10 1ica a corrente de Noether. Reescrevendo 65 como

: {
A e d‘l.'c f_“_'“"{ 1 { 1 N
J-’ Vi "‘r k\R'Uu—— 5{}'“‘;]?} L zpuuj'éguu
’
i_ i a'*,r /:__"{ 5 HL -~ 1 s —h
V P+ a,6 2.78
. j aqh L)(C) (/ H wJ { )
¢ nnaimente ugando ag equacoes de movimento
_ 1 _ :
Sy = sUull = Bk T, (2.80)
i
i ] e Gl 1] ) &1
= - SOOI ) e 58]
i g LY g(’)(é’#z,/- . Bl
WeTT-me (!IHI
P HT L [i d‘} r—{ ]' y r 34l 1
R R L S e
. e e i
8 : I :
{ (147'\ —‘(]J _l___(r/"f!..{ i ‘.—IQ—.L—r)(SLIJ
J ‘ \/, q - (i{('jj‘f“)
aL
i O
d(duy) J
| iy e e |
— ‘ ‘iI ,L ‘ _q , - »d) {2.82
SR )
Subtraindo-se (2.82) e (2.77) teremos com o use de (2.35) que
2 {vie W 5
"‘T_'()\? . ‘ L 1 { I?ubtg
VI gy e - L)) el
Londe surge que a corrente de Noether ¢ da.da por
J* = f:ﬁ"‘( el R L) (2.84)
v 5 a ‘5 A / | e
Q abjeto cntre parénteses € o tensor momento-energia associado ao campo
W,
Pudemos entao escrever (2.83) como
3“{\/ ’C\! =y
Com
f,\;u | fu:'\ = 0




Capitulo JII

O TEOREMA DE NOETHER NA | :
TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

1I1-1 Espacos-tempo Curvos

Calculemos Iniclalmente g variagao de forma induzida no tensor meétrico

‘J,u s ) g, -~ . ) . . k £
g"*(z), quando consideramos a tranformacao infinitesimal de coordenadas i
no espago-tempo curvo

’ L
TR = gl £H (=) (3.1)
Da lei de transformacao para tensores contravariantes de segunda érdem

!

J

|

/ . . -~ I

temos que o tensor métrico ghr (:c) tem a seguinte transformagao: i
i

i

|

(9 I,u.a Iy
g (2) = S %8 (a) (3.2)

Logo, usando-se (3.1) e desprezando os termos de ordem superior a primeira,

obteremos

|
g (z') = g () + g (0n€H) + gy (95¢") (3.3) F
Por outro lado, da expansao de ¢/#*(z') em série de Taylor, encontramos |
7' (&) = g (2) + € () g™ B

De (3.3) e (3.4) surge
o' () = g (x) = ~€) (D) g™ + g aE 4 gPaper  (35)

ou seja

b9 (z) = —£*(2)rg"" (2) + g Bu ¥ + g+, €" (3.6)

Usando-se (2.40) ¢ (2.41), temos que

gYOB M = EMY — g¥OTH o\ 8 (1) (3.7)




u .
Tl = v — guapw e (5) (3.8)
Assim (3.6) se torna

Ul Oe e pens o e o (3.9)

De outra forfna, da condigio de metricidade (1.8) ¢ de (1.7), podemos ex-
pressar a derivada do tensor métrico 9" em fungao das conexdes. Assim

By \ = ag"“’ U ov v
970 = o F %0 +TY5,9% =0 (3.10)
ou
G = Ty T, o (3.11)

Da expressao (3.9) surge
Ll e ey
+ g (P’Aa - P“QA)J (3.12)
portanto, da definigao de tor¢ao (1.3), temos
aght¥le) = ghiv o EVID o z[g"'"S,\a“ + g"“S),c,“} £*(2) (3.13)
finalmente*
fg™ () = LR £ g0 4 Z(SA"'“ e SAW) & (z) (3.14)

Como a Lagrangeana por si 86 é um escalar sob uma transformacio

geral de coordenadas, temos que sua variagéo de forma é dada por

6L = —€£49,L (3.15)

Por outro lado, a agao da matéria é dada por

oo / ke (3.16)

* Observe em comparagdo com (2.43), o aparecimento do termo da torgdo.

U NS e e R T
= N N S TN




6 8UA Varlagao corresponde g

85m = 5fd“x(\/?gL) =~ /d“m(a\/——gu \/:§5L) (3.17)

Usando-se (3.15) e (2.73), podemon escrever (3.17) como

5n =8 [ dta-1 =gy, 501 4 V-] (s

Tomando-se os campos vetoriais §“(z) para os quais §g#* = 0, isto &, aqueles
em que a transformacgio nig muda a forma da métrica, temos:

6S,, = —/d‘z\/?gf“au[, (3.19)
Por outro lado, sabemos que

%lv/=9€"L) = &u(\/=g€*)L + \/=g€+,L (3.20)

Considerando o primeiro termo do segundo membro, temos com o uso de

(2.73) € (2.58) que

u(v=9€¥) = Bu(y=g)¢" + /=g8,¢"

= VT[50" (Bun )" + 8.6 (3.21)

Vejamos agora como podemos expressar 9,¢# em funcao de E8, gAY e
suas derivadas. Aplicando-se a condigao de isometria a (3.13) encontramos

uv g g = =Sy 51 4 o) (3.22)

. ’ ' » 1 3
Podemos abaixar o indice “v” com a aplicagao de g, a ambos os lados de

(3.22), assim
o + &iF = ——2(3,\“,; ar S)w“) £ (z) (3.23)

Além disso, fazendo-se

&% = guaghP €%, (3.24)

tit




€ ¢t = ¥, encontramos parg, (3.23)

Ze = *2(3,\“,. + S,\,‘“) £ (z) (3.25)

Consideremos agora, g definicao (1.3) para a torgao

Sat = - (Tk,, - I%,.) (3.26)

RO —

Dal,
1
SA”# = Eguagpﬁ (Pﬁ,\a i Pﬂu)\) (3'27)
Fazendo-se u = v em (3.26) e (3.27), encontramos que

St = 84, (3.28)

portanto,
{5 = ~29) 4,60 = _pg, ) (3.29)

Tomando-se a defini¢ao (1.5) & novamente aplicando-se a condi¢ao =1 tem-
se que

6#3# = aﬂfu + Puuufu (330)

Por sua vez, impondo-se a condigo pu=X nas identidades (1.16) e (1.15),
surge

g —{ﬂ }—K . (3.31)

py = . -
iy

onde

1:(;1.1/’J & "Spu'u + Supp ol S'u;w (332)

Fagamos agora uma anilise em cada um dos termos do segundo membro de
(3.32).

By = %(I‘f‘,w - I‘*w) B2 Suuk = %(I““w = P“yu) (3.33)

O termo Sy 4, pode ser obtido de (3.27) fasendo-se A=y e v = #y assim

Spby = ’21'(“"# i F“‘“") e

e
N
-
3 - R R e T O L T o T N o Py Yo P = ey v P ES



\h’%

(icaindio i o0 Seu— .

De (3.33) e (3.34), vé-se que

z»is
g
5 ~
5 ‘s;w'u = _Su“ﬁ (535)
Por outro ]ado,
‘f‘ ,\ s A ~
S uy = ¢ pbnuu (3'36)
Para A = i surge
‘1[_", e ~ /
SPuu = g#*8, ,, (3.87)
Notemos porém que
S i & oA 1 WA A
ppr = Guidpu” = igu,\ (I P T r ,up) (3'38)

: : Q‘ 4 3 : & < y ’ . 4 . o
Uma vez que 5., € antissimétrico nos dois primeiros indices (p, ) ¢ g*# é

simetrico nos mesios, conclui-ge que
¥ =10 (3.39)
De (3.35) e (8.39), temos que (3.32) pode ser escrita como
Kot = 080 (3.40)
Logo, de (3.31) surge

r“w/ = J 7 o+ 25‘;41/“ (34})

et dlehd o ; .
5"‘”‘ = a”sfy "*‘ f _{' ZS;LU#E (3.42)
uov
Por outro lado de (2.57) temos que
7 = _l_g“AB,,gp__x (3.43)

g v
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Dal,
&p 1
S — g, Lk S0\
* st 5g! (Gug,;,\)f“+'zs,“,’*§“ (3.44)
Usando-se (3.29) encontrameg entao
!’36‘“:‘:.—2 H'U_] A
B Suubg? - 5_(}“ (d,g,t,\)fu o (3.45)
De (3.33) ¢ fécil ver que
Sl = o5 (3.46)
Portanto,
1
doen . st i Lo 5
o 29(&wu£;~ﬂ%@mﬁw (3.47)
Voltando a (3.21) teremos entio
Iuly/~g€") =0 (3.48)
Finalmente de (3.20),
UVETEL) = g ena L (5.49)
Logo (3.19) pode ser escrita como
e / 4420, (- /¢4 1) (3.50)

Usando a definicao de simetria (2.71) para espacos-tempo CUrVOS, vemos
através de (3.50) que todos os campos da métrica “9.," geram

simetrias da agao “S,,"” devido ao fato de “L” ser um eacalar.
O caso de interesse fisico é obtido adicionando-se a contribuicio da agao

gravitacional. Isto nos condug a
ip /—q 3.51
f e / i g Ib k ) Ll
Analisemos separadamente a variagao da agao do campo gravitacional
5/ d*zR/=g = 6/(1459“”&11\/@
:/dix(pry/_:g5g#V
+ Ry, 9o /=g + 9"/ -9 5R;W) (3.52)
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Uaando-se (2.73) no
r ( ) segundo membro desta, equagao, teremos

diz 4 !
f Ve /d /=g ( ay :)-g“uR)ﬁg“"
9“”512“,,} (3.53)
De (1.17), (1.18) e (2.78), verifica-se que
Jav o BT ot L A f
g bRW\/ g = &R - 6( /~g gt “l?;w = LegR
= 6R + J“‘égﬂ"( G- B, ) (3.54)
Levando-se em conta a expressao para “6R” dada por (1.59), encontra-se
glwéﬁ;tu \[:E - {—'C?’W i ﬁ’-l\ (T’W’\ e T'h\“ " TM“‘ )} V":;-aég"”"
- Z(TAPV — THEv L Ty,\p) \ﬁ-'bé'suuA
1 el
| (e - By 055
Substituindo-se agora esta relagao em {3.53), encontraremos entao
FRENCT B /d%“—cﬂu Vy (T} = T 4 T gk,

[ ,2(111\ HU T.uu\ e rrlu .u) 9 g{qL ;;u‘ } (356)

Voltando a (3.51) e usando-se (3.55) e (3.18), obteremos que a variacao

da agao total {agao do campo mais agao da matéria), é dada por:

. l 3 Y Y S ¥ (o4
88 = [ d'zs 7= 8(y/=98) +6(/~gL) (3.57)
167k
Portanto,
S q ! e S ThvA _ TvAp +T,\,uu
O'Q’_—“/dr“’ ol ekl )
= Sﬂk g“yL) 69“1}
2(T,\ A T“U,\ 2l TU.\“) 5*9#LJA} 'fua,u]' } (358)
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Se estabelecermos as condigoes §g,, = 0 e §9

(3 3.49) que a variagao da agao 8.5

uy = (), teremos com o uso de
O passa a ser dada por

6S = [(l‘*:u) (—v/=gémL) (3.59)
Portanto a traneformacio

h w -
EOE T O o e gt )

é wina simetria da a¢io completa. Da mesma forma como fol visto na Re-
latividade Geral, aqui também podemos garantir que como nenhuma outra
tranrformagao pode ser uma simetria da parte gravitacional, a transformagao
(8.60) esgota todas as simetrias do espago-tempo de qualquer agao que inclua
a gravitagao com spin,

ftesta-nos agora construir a corrente de Noether, Considerernos inicial-

mente a expressao geral
L= L(Tiz"u, Ny, Tuvs NGuv, szf\) (3'6])

Donde se tira que

5, /o 4 [8L
5/d Iog /dz{v g[&/)pa
dL dL
< O\, + 505
(8\1,0”) e BSW J

3(y/=9L) gl e 11
*[ Yo b + i o]} (062

A menos de uma 4-divergéncia, teremos

6jd“x\/_—_gb= fd4${\/:§[;¢é“6¢10 ; (gl:pu)(}z\b’v‘u]
Hﬁa{;’) (T Yoo (39




- i) ’ Reads oo P9 . 3
l - Tyt sy ey v, e
! 45
]

O Gltimo termo entre colchetes Pode ser denotad
O o) por
(:6: ) _ 3|, /~gL) —gL |
Guy 99, ( 6(0,xgp,u) ) o
Usando-se as definicoes (1.62) e (1.83)

. podemos escrever (3.63) da seguinte

/d«ix\/—L /44 sz 6¢u 7%&5%]

FVIMES0 4 L (o)) (366)
De (3.57), (3.56) e (3.65), tem-se finalmente

1 *

1
o [l 1 o sy,

[;Tj;u i igﬁ’mj a'\w“] H} 58}

Devido as equagoes de movimento, o scgundo termo entre colchetes em (3.66)
¢ nulo. Para isto consideremos (1.65) e (1.72)

L]
87k

De (1.66) vemos que T#¥* é antissimétrico nos dois primeiros indices, logo

L T+ F s hE T T (3.67)

MAvk — _TAvs g Tvud _ THA (TuAu — THYA 4 TJ\W) (3.68)

Dai
Myve = (Ta# = Ty + TV ¥) (3.69)

Portanto de (3.67) e (3.69) tem-se que

—ElE(T B B =0
T

ryg I 4 uy .
Por outro lado. se definirmos o tensor métrico momento-energla o+ por:
?

Lgme § (o =T+ 7] (a0

o = ~fer




¢ levarmos em conta (1'72) o (1'65): € possive] dehmr o) scgumbc (cm gcr&]

assimétrico), tensor de Momento-energig

“*
A, e ( M A Vi U ; # : i
S + V. \T — TVPA r\uu) — gkt _ Ty MH A (3.[00,)

Dal obtemos a seguinte equagao alternativa

GHY = gk puv (3.70 6)

Isto nos conduz a seguinte €Xpressao para (3.66),

&9:f/lﬂxvf“{ 6P, + it NbY, J (3.71)

Ty (d Yu)
Ueando-se as equagdes do Movimento
JdL 1 AL
‘*f==—;:&{/c“h—~—j 3.72)
()1/1# v 48 . ga(a.\d}u) (
encontra-se facilmente,
of | .
S fdhedi g 3.78
05 —/d ZEC),\ \/ ga(a\wu) 1/)#1 ( )
Subtraindo esta wltima de (8.59) teremos,
o 1 3.74
My om0} = i
Vejamnos como fica a variagao de forma induzida no campo vetorial 4.
Da relacao G
Jz Q7
fule )= et an
L W DI
segue-se, levando em conta a transformagao infinitesimal no espago-tempo
curvo .
g;’u = ;IV L f”(x) = xu - :E,V - SV(I) ("76)
que, G e 9e¥ (')
ar'e kT o
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Despresando-se og termog dg

de €°(2'), obtemos Segunda drdem pg eXpansao em série de Taylor
dzV > LV
g = 0% - 20 (377
Portanto de (3.75) temos,
!
Vul') = 9, (z) - 34, (z) (3.78)
Por outro lado da expansig em Taylor de ¥L,(') sabe-ge que
Yule') = g (z) + £(2)a,9,(a) (3.79)

Como resultado encontramog

OPu(z) = $i,(2) ~ P () = -

$y(2) - ‘9;&5‘/(2)’»[’1/(5) (3.80)
Voltanto a (3.74) teremos

i \/—*g{a{fgbj (€ @abu(e) - A el a) + 1]} =0 (3.1)

Considerando a Lagrangeana de Proca, (1.75)

31'5%77 nos conduz a
U

, verifica-se que o calculo de

L __1 Rellh - Ou X Auv . :
o] = 2{(a¢ d4yt) + 28 ¢} (3.82)

onde o tensor F'*# é dado por
Fru = §Aypk — gry (3.83)

Portanto, i

1 Apv
= [P 28k gbu} (3.84)
3(0ryu 2{

r
Definimos o termo entre chaves como sendo o tenso

T — pru 4 28Mvy, (3.85)

4 "

!
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Assim teremos finalmente

oL

kol 2y
(?(m~- 55"‘ (3.86)

Podemos entao escrever (3.81) como

1
3;{\/79[—-57/\#(__6:;(&’)3”0#(&7) = 8ufu(m)¢u(z)) + (;"\LJ} =0 (3.87)
ou,
%a*{\/?f”'\“f“(w)au%(m)} + %ai{\/:?f’\“ayﬁ“(m)gbu(m)}
+ SA{FE‘( )L} =0 (3.88)

Por conveniéncia, facamos a seguinte mudanca no segundo termo da dltima
eXpressao

MV ) = a e, VI () ()]
—aA{ “(2)8 [rww,,(m)”(a.sg)

Considerando que 724 ¢ antissimétrico em ) p” (FAB e S 536 antissimé-
tricos em “A p”), e que A8, = 8,0, temos que o primeiro termo do segundo

membro de (3.89) é nulo. Portanto,
aA{ ,/‘—g}"\“ﬁpf"(z)w,(z)} = —3,\{ ¢*(2)8, [ﬁfw.,(x)” (3.90)
Voltanto a (3.88) teremos entao
1 1
5 {8 (e) [5v=97 B %u(z) - 50u(V7 40 (2))
4 \/—_gé’\,,L]} =0 (3.91)
Fagendo uma andlise detalhada do segundo termo desta equagao levando-se _
em conta (3.86), as equagdes de movimento (3.72) e o fato de que FA# &
antissimétrico, surge
A
_3 ( —gF Moy (o ) 3,;[ (—-—f»“ )sby ]
= VTl + GV} (22)

t %
\

T ——— X
)
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Da Lagrangeana de Pr ica
oca e da deﬂmga,o (3.85), encontramos tro 1
e P por outro lado

BtrpliBend :
8¢A 2 {Fpusu A + ZSPU/\S“Vﬂwn A 2m2,¢)/\} (3'93)

Portanto podemos escrever (3.92) da seguinte form
a:

%au(\/?g:“u%(m)) - ‘%\/?g{FwSWA
+ 2s»axs,,,w,, 1 stw}#,u(m)
" %\/?W“Bu%(w) (3.04)
De (3.94) e (3.91) teremos entio
) {fV(x)\/?g[-;-ﬂquu +- % (Fw,gua)«
| 2BkaAR oy 2m2¢")¢,,(x)
+ 6*yL] } (3.95)
Usando-se a definigio (3.85) para 7,, teremos finalmente
& () V=g (5 7P = PS4,
+ 5 Ta SR, — mA,
+ 5“‘,,L” (3.96)

O termo entre chaves é a corrente de Noether e o termo entre colchetes é
A
reconhecido como sendo o tensor momento energia ) ",. Assim

A {f“(m)\/——gz;\u} =0
it 1 g = (7% 1 5y (3.7

68, =0

E interessante comparar (3.97) com o esilindy angaeg da Nielabividans

~ ’
Geral, onde nao existe a torgao. Temos, ai,

N s




AEAVTT?) = ey VIR 6T =0

. 4 & L3 Vi .
pois £u;x € antissimétrico ¢ T

. i Simétrico. H v ~
xiste na teoria de Einstein.Ca Este argumento simplificado nao

tan, e a obtencs
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deve seguir o caminho forma] apontado por Emy Noetcljrrentes it
ther,
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Conclusso

A extensao do Teorema de Noether ao Espago-
Cartan usando o formalismo de Jackiw % mostroy-ge
sem comp}icagées no formalismo, Obtivemos, como fo
conservagao associadas a grupos de movimento em esp
um transporte paralelo que conserva comprimentos e dngulos, caracteristica
esta provinda da imposi¢ao da condigao de metricidade. O’ponto alto do
trabalho estd na possibilidade de obtermos estes resultados para um acopla-
mento nao trivial com a tor¢io, o campo de Proca. Este é o campo mais
simples que interage com a torgao. No caso do campo de Maxwell o acopla-

mento miniro, que daria uma interagao da tor¢ao com o eletromagnetismo,
viola a invariancia de Gauge.

tempo de Riemann-
naturalmente obtida
1 proposto, as leis de
agos com torgao, com

Com relagao ao Teorema de Noether, ele nos di a possibilidade de
definirmos quantidades conservadas (como energia e momento), através de
suas conexoes com certas simetrias. A energia por exemplo, pode ser definida
como uma quantidade cuja conservagao é conseqiiéncia da invariincia sob
translagao temporal. Desta forma podemos construir a densidade de energia
diretamente, por exemplo, do campo eletromagnético, sem que haja necessi-

dade desta ser inferida de casos particulares no qual hd troca de energia do
campo com sistemas mecanicos.
Por outro lado, uma grande virtude do tratamento apresentado, o qual

usa a relagio fundamental 6L = 8,A* para definir uma simetria (quase-

invariincia da Lagrangeana), é que se consegue uma unificagio entre o

Primeiro Teorema de Noether (para grupos de simetria com um numero
finito de parimetros - simetrias globais) e o Segundo Teorema de Noether

(para, grupos com um ntmero infinitamente grande de pardmetros - ssmetrias

locais).




Apéndsce

Densidade Vetorial Contravariante

Se “Y” € um escalar

4 .
» V=9% € uma densidade escalar pois,
é um escalar (

o V—gtdz?
g € 0 elemento de volume invariante). Analogamente,
B /g é : : i

A*\/—g € uma densidade vetoria] contravariante se “A” & um vetor con-
travariante. Seja

A4 — A#v'”__g'

porianto de (1.23) temos que,

*
Vi A# = U, 48 4285, 4

Porem, para uma densidade vetorial € valida a relagaol!?l

V Ak = 8, 4F + T4, 48— L(g,0) 4¥

2
L’Og()
-  p s Pl A i 5.0} A# Lo 4H
\'p_ }\y = (9“:4 T r p,\-’q '.)g (dﬂ-‘g) g 1A ,\.u,.
= GuAF - o (Bug) A"+ T k"
29
Por outro lado, de (1.16) e (2.57), temos que
) fed o g
PA\“:‘{/\ }_I{;t.\/\:{u\}:?’—daﬂg
L A 2 l 4

pois de {1.15), K3t = 0. Assim

%;t A == G A¥
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