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Resumo

Estudamos as principais caracteristicas das teorias de Chern-Simons, Maxwell e
Férmions em 2 + 1 dimensdes, como simetrias C,P, T e invariancia de gauge. In-
troduzimos conceitualmente o formalismo de Matsubara para cdlculos a tempera-
tura finita em teorias de campo. Estudamos as correcoes de ordens mais altas da
QE D, a temperatura finita, obtendo a parte da agao efetiva que viola paridade
usando o método de expansodes derivativas em um limite que generaliza o estatico.
Do célculo explicito dos termos quadratico, ciibico e de quarta ordem nos campos
e linear no campo magnético nés encontramos que essas contribuicoées podem ser
somadas em todas as ordens nas derivadas. E entdo mostramos que para cada
ordem nas derivadas a acdo efetiva pode também ser somada em todas as ordens
nos campos Ay, sendo expressa em fungdo do termo dominante da agao efetiva
no limite estdtico. Provamos a invariancia de gauge ‘grande’ e ‘pequena’ da acao

efetiva resultante, no contexto das expansdes derivativas.
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Abstract

We study the main features of the Chern-Simons, Maxwell and Fermion theories
in 2 + 1 dimensions, C,P, T symmetries and gauge invariance. We conceptually
introduce the Matsubara formalism in finite temperature field theory computations.
We study the higher order corrections in thermal QE D, of effective action parity
violating part in a limit that generalize the static one. From explicit calculation
of the quadratic, cubic and the quartic terms in fields and linear in the magnetic
field we find that these contributions can be summed to all orders in derivatives.
And then we show that at every order in the derivatives the effective action can
also be summed to all orders in the 4y fields, which is expressed in terms of the
leading order effective action in the static limit. We prove the both ‘small’ and
‘large’ gauge invariance of the resulting effective actions, within the framework of

derivative expansion.
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Introducao

A fisica moderna do nosso mundo em 3 + 1 dimensdes espaco-temporal é bem en-
tendida em um certo sentido, ja que muitos dos fendmenos conhecidos podem ser
explicados e calculados com bastante precisdo, seja na drea da cosmologia como na
drea da teoria quantica. Claro que em muitos aspectos estas teorias ainda apresen-
tam muitos problemas, mas sao geralmente problemas especificos, aos quais ainda
se tenta aplicar as mesmas teorias de maneiras diferentes, a fim de se obter resulta-
dos compativeis com os observados na natureza. A fisica de particulas elementares
tem seus pilares na teoria quantica de campos, onde a “Eletrodindmica Quéantica”,
a “Teoria das Interagoes Fracas” e a “Cromodinamica Quéantica” sdo seus princi-
pais alicerces. Na tentativa de se unificar essas teorias, surgiu o que conhecemos
hoje como “Teorias de Gauge”, que basicamente tentam relacionar e agrupar aque-
las trés em um modelo mais sélido e 1inico. Um dos sucessos foi conseguido com
a unificagao da Eletrodinamica com as Interagoes Fracas, no modelo de Weinberg-
Salam, ou “Teoria Eletro-Fraca” . Muito se tem feito para tentar incluir também a
Cromodinamica Quéntica, mas as dificuldades ainda sao grandes e maiores ainda
quando se tenta incluir também a Teoria da Gravitacdo. Na verdade, nem se sabe
se tais modelos podem ser unificados de maneira consistente, e essas questdes estao
mesmo muito além do que discutiremos aqui.

O que é importante disso que foi dito é que as teorias de gauge sao de extrema
importéncia no mundo das particulas elementares. Sabemos que um férmion (um
elétron por exemplo) estd envolto numa nuvem de fétons, particulas sem massa, que
¢ a maneira como os elétrons interagem entre si, por exemplo se repelindo. No caso
da interagao forte da Cromodindmica Quantica também sabemos que os quarks sao
rodeados por uma nuvem de glions, particulas ndo massivas, responsdveis pela in-

teragao entre eles. No caso da interacao Fraca, responsavel pela interacdo entre os



léptons, também existe um conjunto de particulas mediadoras, os chamados bdsons
vetoriais, que sdo massivos. Essas particulas mediadoras das trés interacoes, Ele-
tromagnética, Forte e Fraca, sdo particulas de spin 1. A origem delas pode ser
entendida no contexto das teorias de gauge. Quando impomos a condicdo de que
a lagrangeana de uma teoria seja invariante por transformacoes de gauge locais
(isto é, que seja invariante por transformacdes dependentes das coordenadas do
espago-tempo), o resultado é que essa lagrangeana ganha alguns termos a mais, a
fim de ser satisfeita a invaridncia de gauge. Esses novos termos que aparecem na
lagrangeana contém campos de gauge ndo massivos com as propriedades requeri-
das pelos campos intermediadores das forgas, ou seja, podemos dizer que surgem
os campos das particulas intermediadoras. Por exemplo, numa lagrangeana de
férmions, a imposicao de que esta lagrangeana seja invariante de gauge local faz
com que tenhamos de somar a lagrangeana inicial um termo que tem exatamente
as propriedades do campo eletromagnético, através de um quadrivetor potencial,
representando o campo do féton. Desta maneira podemos pensar que a imposicao
da invariancia de gauge local leva ao surgimento da interacio eletromagnética, que
¢ a maneira como os elétrons interagem entre si. O mesmo acontece com as in-
teragoes fortes. Impondo uma invariancia de gauge local na lagrangeana dos quarks
nos leva a ter de adicionar 8 novos campos de gauge resultantes dos geradores do
grupo SU(3), que acredita-se ser o grupo responsavel pelas interacoes fortes, ou
seja, aparecem os 8 glions mediadores da interagao forte. Essas particulas me-
diadoras, tanto no caso eletromagnético quanto no caso das interacoes fortes sio
nao massivas, pois qualquer termo de massa na lagrangeana leva a uma quebra
da invariancia de gauge. No caso das interagoes fracas aparece um problema, pois
sabe-se que os bdsons vetoriais sdo massivos, de maneira que a invariancia de gauge
local nao consegue explicar o aparecimento das particulas mediadoras. B aqui que
entram os modelos conhecidos como “quebra espontanea de simetria” e “modelo
de Higgs”, a fim de explicar a massa daquelas particulas.

J4 no mundo em 2 + 1 dimensoes espago-temporal muitas novidades aparecem.
E o estudo desse ‘universo’ simplificado pela diminuicdo de uma componente es-
pacial pode trazer muito entendimento ao mundo real. Por exemplo, o estudo da

eletrodindmica quéintica em 2+ 1 dimensoes apresenta uma série de caracteristicas



notaveis, uma delas é permitir a presenca de um novo termo na lagrangeana que
seja invariante de gauge e possa gerar massa ao campo de gauge. Essa nova teo-
ria que aparece em qualquer dimensdo impar do espaco-tempo é conhecida como
“Teoria de Chern-Simons”, que apresenta muitas caracteristicas importantes [1-4],
e algumas delas serdo estudadas no primeiro capitulo deste trabalho.

No segundo capitulo vamos tratar de maneira geral a teoria de campos a tem-
peratura finita [5-8). Afinal, a grande maioria dos fenémenos que nos rodeiam
tém uma profunda relacdo com a temperatura. Muitos métodos existem para se
tratar fenémenos a temperatura finita, mas aqui nos restringiremos ao formalismo
de Matsubara, que em geral se aplica a fenomenos no equilibrio, ndo havendo de-
pendéncia temporal. A principal modificacdo dos cdlculos da teoria quantica de
campos a temperatura nula para o caso dependente da temperatura decorre do
fato que as integragoes temporais passam a ser feitas no eixo imagindrio e em um
intervalo finito, que relacionamos a temperatura. A integracido na componente
temporal do momento, relacionada a energia, passa a ser feita na forma de um
somatorio sobre frequeéncias discretas, as chamadas frequéncias de Matsubara, que
¢ o objeto principal que queremos introduzir conceitualmente.

Os dois ultimos capitulos sdo os mais importantes e formam a parte principal
do trabalho desenvolvido, o que resultou na publicacdo de um trabalho, ref. [16].

Quando estudamos uma lagrangeana de férmions em 2 + 1 dimensoes através
do método perturbativo aparece uma peculiaridade que nao tem andlogo em 3 + 1
dimensoes, que é o aparecimento de um termo de Chern-Simons. O que acontece
¢ que mesmo que nao haja na lagrangeana original da teoria um termo de Chern-
Simons, ele é gerado naturalmente por efeitos quanticos radiativos, isso j4 no calculo
do diagrama de um loop da agdo efetiva de um férmion massivo. Este termo
quebra a paridade e a simetria de reversdo temporal. Esses e outros aspectos da
teoria de Chern-Simons justificam tanto interesse recente no seu estudo. Quando
tratamos o problema a temperatura nula e no caso abeliano, a inducao do termo
de Chern-Simons é sabido ser vinda apenas do diagrama de 1 loop, nao havendo
corregoes de ordens mais altas, de acordo com o teorema de Coleman-Hill [17].
Calculos explicitos na ordem de 2 loops foram realizados [18], mostrando a auséncia

de correcoes nesta ordem tanto para o caso abeliano como para o nao abeliano.



Acredita-se que para o caso nio abeliano também ndo haja corregoes de ordens
mais altas, mas néo existe prova disso ainda.

Outras caracteristicas interessantes aparecem quando se estuda a teoria a tem-
peratura finita [10-15]. Sabe-se que as teorias de Chern-Simons nio-abelianas sio
invariantes por transformagoes de gauge ‘grandes’, desde que o coeficiente do termo
de Chern-Simons seja quantizado. A temperatura finita, no entanto, o termo de
Chern-Simons induzido tem um coeficiente continuo, dependente da temperatura.
Isso é incompativel com a natureza discreta do coeficiente de Chern-Simons ne-
cessaria para a invaridncia de gauge ‘grande’ ser satisfeita. Esse aparente paradoxo
j& € bem entendido na teoria abeliana. Estudos de um modelo em 0 + 1 dimenséio
[10] fornecem muitas informacdes sobre essa teoria. A temperatura finita a acdo
efetiva se torna nao-analitica, ao contrdrio da teoria a temperatura nula. Assim,
a agao efetiva deve ser tratada em certos limites, como o limite de longos com-
primentos de onda e o limite estdtico. Para o caso abeliano, nao ha problemas
com a invariancia de gauge ‘grande’ no limite de longos comprimentos de onda. J4
para o caso de limite estatico, cada termo individual da série perturbativa viola a
invariancia de gauge ‘grande’, embora acredite-se que a agao completa seja invari-
ante. No capitulo 3 calculamos corregoes para ordens mais altas da parte que viola
paridade da acao efetiva a temperatura finita a fim de elucidarmos o problema.
Utilizamos para isto o método de expansoes derivativas, que consiste em obter
uma expansao em série de poténcias da derivada, assim podemos obter resultados
analiticos em um limite que generaliza o estatico. No apéndice B estdo os mesmos
calculos obtidos no espaco de momentos, através dos graficos das funcgoes de 2 e 4
pontos.

No capitulo 4 analisamos os resultados obtidos no capitulo 3 e mostramos que
é possivel generalizar alguns resultados, obtendo o comportamento da acdo efetiva
linear, cibica e de quinta ordem nas derivadas para todas as ordens nos cam-
pos. Determinamos neste caso a agdo efetiva que gera, em todas as ordens de
perturbacao, as amplitudes de Green térmicas que violam a paridade neste limite
mais geral. Finalmente provamos a invariancia de gauge e a localidade desta acao

efetiva a temperatura finita que é linear no campo magnético.



Capitulo 1

Aspectos Gerais de Teorias em 2+1
Dimensoes e a Teoria de Chern-Simons

O estudo da fisica em duas dimensées espaciais apresenta muitos aspectos interes-
santes, tanto na teoria quanto experimentalmente. O comportamento de elétrons
e fétons diferem de maneira significativa daquela encontrada na eletrodinimica
cldssica e quantica em 3 + 1 dimensoes espago-temporal. Por exemplo, existe um
novo tipo de tecria de gauge, diferente da teoria de Maxwell, conhecida como “Te-
oria de Chern-Simons”, com novidades interessantes em 2 + 1 dimensoes, como
a geragdo de excitagoes massivas sem quebrar a invariancia de gauge da teoria
[1-3]. Esta nova teoria também tem aplicagoes em certos fenémenos da fisica da
matéria condensada em 2 dimensoes espaciais, como o Efeito Hall Quantico Fra-
cionario [4]. Mais genericamente, esta teoria se aplica a qualquer dimensio impar
do espago-tempo, mas aqui nos restringiremos ao caso em 2 + 1 dimensdes. A
teoria de Maxwell da eletrodinamica e a teoria de Dirac para férmions também
apresentam algumas peculiaridades em 2 + 1 dimensoes. As simetrias discretas P,
C e T também serdo revistas e terminaremos com uma breve descricao da teoria de
Chern-Simons nao-abeliana (3], a fim de apresentarmos o conceito de invaridncia

de gauge ‘grande’. E disso que trataremos neste capitulo.

1.1 Teoria de Maxwell

Py

A teoria de Maxwell é definida em termos do campo vetorial A* = (A°, A), onde

A = (A'(z), A%(z)) é o potencial vetor e A%(z) o potencial escalar, e 7 = z# =



(25t i) = (o y) = (t,Z). A lagrangeana de Maxwell acoplada a uma corrente
JE(z) é:

1
Lg— _ZF“UFW = A Je (1.1)
com o tensor eletromagnético sendo
By =i A 0.4 (1.2)

A equagdo de movimento obtida com a equacdo de Euler-Lagrange cldssica é
Gyl — it (1.3)
que ¢ manifestamente invariante por transformagoes de gauge do tipo
Ay = Ay 8N (1.4)

A conservagao da corrente d,.J* = 0 segue diretamente da antissimetria de F,.
Note que esta teoria de gauge de Maxwell pode ser definida em qualquer di-
mensao d espago-temporal, o tensor eletromagnético F),, continvard sendo da forma
(1.2), a lagrangeana de Maxwell (1.1) e as equagdes de movimento (1.3) ndao mu-
dam sua forma, apenas teremos o indice = 0,1,2,...,(d — 1). A tinica diferenca
real é que o niimero de campos independentes contidos no tensor antissimétrico ele-
tromagnético £}, é diferente em diferentes dimensoes, sendo dado por 3d(d — 1).
No caso de 2+ 1 dimensoes teremos 3 campos independentes e o campo magnético
serd um (pseudo-) escalar B = 9 A; — 924, = €79;A; e ndo um (pseudo-) vetor
B =V x 4 como em 3+ 1 dimensdes. Isto porque o rotacional em duas dimensoes
produz um escalar. O campo elétrico E = —V Ay — A é um vetor bidimensional,

Assim, o tensor eletromagnético em 2 + 1 dimensoes sera:

0 -8 -8
Pl m B B (1.5)
B, B0

Na representacao do campo magnético B foi utilizado o tensor totalmente an-
tissimétrico e*? = ¢,,, que satisfaz a propriedade €p;5 (ou qualquer permutagao
ciclica) é igual a +1, €102 (ou qualquer permutagao ciclica) é igual a —1 e é igual
a zero no caso de dois indices serem repetidos. No caso do campo magnético foi

usada a definicio €% = €¥.



1.2 Teoria de Chern-Simons

A novidade que aparece quando trabalhamos em 2 + 1 dimensées & que podemos
considerar uma teoria de gauge completamente diferente da teoria de Maxwell,
conhecida como Teoria de Chern-Simons. Ela satisfaz os critérios de ser invariante

de Lorentz, invariante de gauge e local. A lagrangeana de Chern-Simons é
Los = =e™PA,0,A, = S A, 6
C'S_§E NG p‘—'Zf utvp- (l )

Muitas coisas podem ser ditas a respeito desta nova lagrangeana. Por uma trans-

formacao de gauge do tipo (1.4), obtemos

L'cs = Les+0Lcs

— ge’“"’AuF,,p + 38‘5(6’“"”/\.17,4,) (Aetra B ) (1.7)

K
4

mas o iltimo termo serd nulo, pois de acordo com a identidade de Bianchi,
ehig k=0 00,84, —8,0,4,) =1, (1.8)

devido a simetria de 0,0, na troca dos indices e a antissimetria do tensor e*?.

Portanto
(SL = —8 i \F ] 9
cS | /1(6 { up) ( & )

¢ uma quantidade dependente apenas de uma derivada espaco-temporal total, e
numa integracao em todo o espago se transforma em um termo de superficie que
se anula na fronteira, logo pode ser desprezada, de maneira que a agdo de Chern-
Simons, Scs = [ d*zL¢s, é invariante de gauge.

Quando acoplada a uma corrente J#*

£ geﬂ“PA#Fup L (1.10)

a equacao de movimento obtida com as equacoes de Euler-Lagrange cldssicas sera

K

5P Fyp = J (1.11)

que também ¢é invariante.



Outra caracteristica importante da Lagrangeana de Chern-Simons (1.6) é que
ela é de primeira ordem nas derivadas espaco-temporais. Desta maneira, sua es-
trutura canodnica é significativamente diferente da teoria de Maxwell. Vale também
dizer que néao é possivel escrever uma teoria de Chern-Simons em 3 + 1 dimensoes,
ou em qualquer dimensao par do espago-tempo, devido as propriedades do tensor
ervP.

Vamos estudar melhor as equagdes de movimento (1.11) da Teoria de Chern-

Simons, escrevendo-as separadamente, onde J* = (p, f):

p=kE
Jt = — ksl
JF— pR. (1.12)

A primeira destas equagoes nos diz que a densidade de carga p é localmente
proporcional ao campo magnético, assim, o efeito do termo de Chern-Simons é ligar
o fluxo magnético com a densidade de carga elétrica. Onde quer gue exista um,
existird o outro, sendo diretamente proporcionais. As duas outras equagdes (1.12)
asseguram que a relagao fluxo-carga é preservada sobre evolucao temporal, desde
que a derivada da primeira equagao junto com a conservagao da corrente p+9;J* =
0 nos fornece exatamente as duas tltimas equagoes. Desta maneira, o acoplamento
de Chern-Simons é apenas um vinculo neste nivel. Podemos considerar o campo
de matéria como tendo sua prépria dinamica e o efeito de adicionar um termo de
Chern-Simons é que o fluxo magnético fica ligado 4 densidade de carga. Esta ligacdo
fluxo-carga é o que esta por trds do conceito de anyons, que sao particulas que
podem ter spin fraciondrio e consequentemente permitir uma estatistica diferente
da usual, diferentemente dos bésons e férmions que possuem spin inteiro ou semi-
inteiros, respectivamente, e sao caracteristicos de sistemas em 3 + 1 dimensoes. J4
em 2+ 1 dimensoes, o operador momento angular nao estd restrito apenas a valores
inteiros ou semi-inteiros, o que permite a existéncia dos anyons. O acoplamento
fluxo-carga resultante do termo de Chern-Simons leva a uma interagao do tipo
Aharonov-Bohm, importante no estudo de vérios modelos, como o Efeito Hall
Quantico Fraciondrio [4].

Vamos olhar com um pouco mais de cuidado também o termo de Chern-Simons



na lagrangeana (1.6). A menos da constante multiplicativa, podemos escrevé-lo

explicitamente

P A0, Ay = € AgBiA; — Ay (BoAs — BrAo) + Ax(B0 A1 — By Ao)

— AB — A1E, + A.E, (1.13)

e vemos que o termo de Chern-Simons é o campo magnético vezes o potencial
escalar somado com componentes do campo elétrico vezes componentes do poten-
cial vetor. Se fizermos uma escolha particular para a forma do campo de gauge ou

potencial A(z), por exemplo
Au(2) = (Ao(t), A(2)) (1.14)

de maneira que a componente temporal do potencial dependa sé6 do tempo e as
componentes espaciais dependam s6 das coordenadas espaciails, vemos diretamente
da equagdo (1.13) que s6 o termo com o campo magnético sobrevive, ou seja, para
esta 2scolha particular do campo de gauge, o termo de Chern-Simons se -esume
ao produto do campo magnético com o potencial escalar, ndo havendo qualquer
dependeéncia com o campo elétrico. Esta escolha particular do campo de gauge
¢ de grande interesse e sera baseada nela que faremos cdlculos perturbativos na
parte principal deste trabalho, jd que os calculos para um campo de gauge no caso
geral sao praticamente impossiveis de serem calculados de forma fechada. Podemos
concluir entdo que, numa lagrangeana em 2 + 1 dimensoes, qualquer termo do tipo
AgB é um termo de Chern-Simons, consequéncia da escolha do campo de gauge
conforme (1.14).

Outras caracteristicas interessantes que aparecem da Teoria de Chern-Simons
é quando a acoplamos junto a Teoria de Maxwell. O resultado é uma nova forma
de teoria de gauge com geragao de massa. Seja a lagrangeana:

1
Lycs = —4—62F#UF”V -+ ge”””Au(?,,Ap. (1.15)

As equagoes cldssicas de movimento para os campos obtidas sao

B, F™ + ge“aﬁFag =0 (1.16)



S

onde u = ke?, que descreve a propagagao de um 1nico grau de liberdade com massa
macs = ket = p (1.17)

onde ¢* tem dimensio de massa em 2 + 1 dimensdes e x é adimensional. Esta
¢ a nova caracteristica desta lagrangeana. Ela fornece massa ao campo de gauge
sem quebrar a simetria ou a invaridncia da lagrangeana. Uma maneira mais direta
de ver isso é reescrever a equacao de movimento (1.16) em termos do campo dual

pseudo-vetorial

oy
T (1.18)

Fo g (1.19)
Substituindo em (1.16), obtemos a forma equivalente
0, F, + uF” =0 (1.20)
e agora multiplicamos por €,5, e usamos a propriedade
Esat 10 = 5g5§ - 5§6g (1.21)

para obtermos

OpFy — OuFg + pFop = 0. (1.22)

O campo dual F* ¢ manifestamente invariante de gauge e satisfaz a identidade
de Bianchi 8,JF“ = 0. Multiplicando por —1 e tomando entdo o divergente desta

equacao

8"‘(3,1135 = 85130 = #Faﬁ) = Dﬁﬁ e aaagﬁa o y@“Fag
= OFp — 030°Fy + (1/2)12eg, F*
= OFp + *F3 =0 (1)

onde foi usado a equagido de movimento (1.16) e a identidade de Bianchi. Entdo
[0.0% + 1] F5 = 0 (1.24)
que demonstra claramente que as excitagoes do campo de gauge sdo massivas.
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Vamos agora obter o propagador da teoria de Chern-Simons dada pela lagran-
geana (1.15). E til somar a essa lagrangeana um termo fixador de gauge depen-

dente de um pardmetro £, que nos permite escolher o gauge apropriado no final

dos cdlculos. A lagrangeana serd:

1 | 1
Lycse = —ZFWF” + gem,pA“a”A" - E(B‘LA“)2 (1.25)
que pode ser reescrita como
1 1
Lycsa = iz‘ln[g‘wD + (E — 1)8“6,, + ,ueu,,,,a”]A” (1.26)

e o propagador D*(z) ¢é definido como o inverso da parte quadrética da lagrange-

ana, devendo satisfazer
1
(9.0 + (g — 1)0,8, + e, 0f | D™ (%) — d,0(z). (1.27)

No entanto é mais conveniente trabalhar com o propagador no espago de momentos,

e para isso escrevemes D?(z) e 6(x) como transformadas de Fourier,

) — (—97)—3 / d*he 5D (1) (1.28)
1 ‘ 3 —tk-x
olE] = E d°ke (1.28)
e substituindo em (1.27) obteremos
1 £ o v
(k%90 — (E Dk e 0PI (D) =00 (1.30)

Para que D" satisfaca a equacao anterior, ele devera ser da forma
DY (k) = AR g + B )B7F + Clk)e™ .. (1.31)

Substituindo em (1.30) e identificando os termos dos dois lados da igualdade, en-

contramos os valores para A, B e C"

1

A% = 1.32
(k%) ) (1.32)
o ol 1

B(k?) = H T RRE ) (1.33)

@) e (1.34)



e o propagador no espago de momentos seré entéo dado por

K2ghY _ KRV _ i pehvo
=29 WG E% | (1.35)

().
D (k) k2(k2 — 12) k4

que possui um pdlo em k% = u?, mostrando novamente que o campo de gauge
adquire uma massa p. Vale lembrar que essa massa gerada pelo termo de Chern-
Simons é completamente independente do mecanismo de Higgs de geracdo de
massa, onde neste Gltimo a massa é gerada por campos de gauge através do valor
esperado no vacuo de campos de Higgs, e esses valores sdo ndo-nulos. Também é
possivel tratar o mecanismo de Higgs no contexto da teoria de Chern-Simons [2],

mas isso nao serd feito aqui.

1.3 Férmions

Também ¢é importante estudar as caracteristicas dos campos fermionicos em 2 + 1
dimensoes, os quais apresentam aspectos interessantes. A primeira diferenca é que
o conjunto de matrizes irredutiveis de Dirac sao matrizes 2 x 2, ao invés de 4 x 4.

A lagrangeana de férmions acoplada a um campo de gauge de interacio A, é:
Lr=¢(x)(y"9, — ev" 4, — m)v(x) (1.36)
e a equagao de movimento ¢ a equagao de Dirac acoplada ao campo de gauge :
fegkdy, — e5° A, milg) =10 (1.37)

As matrizes gama de Dirac satisfazem as relagdes de anticomutagao {y*,v"} =
2¢*¥, onde g" = diag(l, —1,—1), e na representacao de Dirac (existe mais uma

representacdo inequivalente dessa) sao dadas por:

3 = g3
,\/l s io.l
a— i (1.38)

onde ¢* sdo as matrizes de Pauli

Lo > U s L
al—(l 0) g — (7: 0) G — (0 _1) (1.39)



e as matrizes gama também satisfazem as identidades
f}f“fy" — g"”’] o ie‘“”f’fyp (140)

Tr(y#7"%) = ~2ie"” (1.41)

Vale notar que no caso de 2 + 1 dimensdes niio existe a matriz v°, que anticomuta
com todas as outras matrizes, assim, néo existe a nocio de quiralidade neste caso.
Outra diferenga importante com relagio ao caso em 3 + 1 dimensdes é que naquele
caso o trago de um nimero impar de matrizes gama é sempre nulo. J4 aqui o traco
de trés matrizes, ou qualquer niimero impar maior que um, serd uma combinacio
de simbolos totalmente antissimétricos e#*? e sdo estes termos que dardo uma
contribui¢do ao termo de Chern-Simons no caso de uma expansio perturbativa,
contribuindo para a quebra de paridade no caso de uma teoria massiva. Isso se

tornard mais claro adiante.

1.4 Simetrias CP7T

As simetrias discretas de paridade P, conjugagio de carga C e reversio temporal
T agem de maneira completamente diferente em 2 + 1 dimensdes.

Nossa nocao usual de transformacao de paridade é uma reflexdo ¥ — —7 das
coordenadas espaciais. Entretanto, em duas dimensoes espaciais, tal transformacao
é uma rotagdo, com det(A) = (—1)2 = 1 e ndo det(A) = —1, caracteristico da
transformagdo por paridade. Assim, a transformagao de paridade deve ser tomada
diferentemente, como sendo a reflexao de apenas uma coordenada espacial (z,y) —
(—.’E, y) :

Para que a lagrangeana de férmions (1.36) desacoplada do campo de gauge seja
invariante por uma transformacao de Lorentz, e consequentemente a equacao de

movimento (1.37) ter a mesma forma em qualquer referencial,

(v, — m)y'(z) =0 (1.42)
o campo espinorial ¥ (z) deve se transformar de acordo com

¥'(a) = S(A)¥(z) (1.43)
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onde S(A) é a lei de transformagéo para espinores pela matriz A, e a relagao a ser

satisfeita pelas matrizes de Dirac é:
S“l(f\)fy”S(A) — (1.44)

Para a transformacéo de paridade P temos
i Qe
A= B 10 (1.45)
g0
e é facil encontrar que a transformacéo que satisfaz (1.44) é dada por
BAl=Pn (1.46)
mostrando que o termo de massa na lagrangeana de férmions quebra a paridade

map'h’ = m(y' )2 = —maep. (1.47)

A fim de que a lagrangeana de Maxwell om fontes e as equacdes de Maxwell sejam

invariantes por paridade, o campo de geuge deve se transformar de acordo com

Ar Al
A% -5 A%

Ay g’ (1.48)

o que significa que, enquanto o termo de Maxwell ndo muda por transformacao de

paridade, o termo de Chern-Simons muda de sinal
A A, — P A 8 A (1.49)

A conjugacdo de carga C converte a equacao de movimento de Dirac de um

elétron (1.37) na equacgdo de um pésitron
(iv*0, + ev" Ay — m)y. = 0. (1.50)

Para que isso seja satisfeito, 1), = Cy%)* e a matriz de conjugacao de carga C deve

satisfazer
(v")f = -C yC. (1.51)
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A transformagdo que tem esta propriedade é C' = v2. Note entdo que o termo de
massa de férmion € invariante sobre C, assim como o termo de Chern-Simons para
o campo de gauge.
A reversdo temporal 7 é um operador anti-unitario que leva z° — —z°. Sua
ag¢do nos campos spinorial e de gauge é
% = 7%

A5 o5
Aty g0 (1.52)

de onde podemos ver que o termo de massa de férmion e o termo de campo de
gauge de Chern-Simons mudam por inversao temporal.

O fato de que o termo de massa da lagrangeana de férmions e o termo de
Chern-Simons terem as mesmas propriedades de transformacao por simetrias dis-
cretas PCT serd muito importante quando estudarmos correcoes radiativas da

lagrangeana de férmions, no capitulo 3.

1.5 Teoria de Chern-Simons Nao-Abeliana e Invariancia
de Gauge ‘Grande’

Embora a parte principal deste trabalho seja desenvolvido apenas para o caso
abeliano em 2+ 1 dimensoes, vamos brevemente apresentar aqui a teoria de Chern-
Simons no caso nao-abeliano, a fim de explicar o que vem a ser a invariancia de
gauge ‘grande’, conceito que sé aparece neste caso. A densidade de lagrangeana
L da teoria de Maxwell-Chern-Simons no caso nao-abeliano é dada por
Lo= —uF™F —iﬂmt(FA—EAAA) (1.53)
G QQQr v 2925 '\ FuvAa 3 plvfa |, .

onde estamos usando a representacao

Ay = gToh2 (1.54)
F,, = ¢T°F%, = 8,A, — 8,A, + [A,, A,] (1.55)

para os campos, que empregam a representacao matricial do grupo
[T = e (1.56)
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onde T séo os geradores do grupo e f®¢ os coeficientes de estrutura constante. A
constante de acoplamento é g e y/g? é adimensional. As equagoes de movimento

para os campos que seguem de (1.53) sdo covariantes,

D, F™ 4 %e”aﬁFaﬁ =0, (1.57)
D=0, +[A, ] (1.58)

e sabemos que no limite (¢ = 0) o campo adquire uma massa p. O campo dual
Fr = %eﬂaﬁFaﬁ (1.59)
satisfaz a identidade de Bianchi
BB =1 (1.60)
A equagao
DLFP Dl =) (1.61)
é a versdo dual de (1.22) e o andlogo nao-abeliano de (1.23) ¢

DB+ plh, = 0. (1.62)

A lagrangeana (1.53) ndo é invariante por transformagoes de gauge. Considere uma

transformacao finita
A, -5 UTTAU+UT'G,U. (1.63)
A mudanga na acgao devido a esta transformacao sera
/dga:ﬁc = /dgl‘ﬁc + 55/dgwe"”atr[au(flyaaUU_l)]
+3—/;2fd3$e°57tr[0aUU_185UU_l&TUU_l]. (1.64)

O segundo termo do lado direito da equagao acima é o analogo ndo-abeliano da
equagao (1.9). Se considerarmos transformagoes U(z) que tendem & identidade
no infinito, este termo se anula quando transformado numa integral de superficie.

Para o ultimo termo, no entanto, temos de considerar uma forma explicita para
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U. Escolhendo o grupo de gauge como sendo o grupo SU(2) por exemplo, uma
parametriza¢ao conveniente para U é

Sl — e (1.65)

Disto segue que a agdo muda por

2
[d?’x[,g — fd?’:cﬁg +ui]igw(U), (1.66)
onde
1
w(U) = 5 [ diee a8 U 8T e UU (1.67)

serd uma fungao do parametro @ e suas derivadas. O coeficiente w(U) é conhecido
como winding number ou numero de ‘lagos’ da transformacao de gauge U. Assim, a
integral de superficie nao ¢ nula, mas toma valores inteiros que caracteriza a classe
de equivaléncia a que pertence U, em outras palavras, é dependente da topologia
do espaco-tempo.

Concluimos assim que a a¢ao nao é invariante de gauge, mas muda por uma
quantidade p(87%/¢g?)w(U). Mas sabemos também que a quantidade que deve
mesmo ser invariante de gauge é a exponencial da acio e = e/ TL o jgg0
permite que a a¢ao possa diferir ainda por um fator inteiro multiplo de 27, ou seja
S — S + 2mn. Desta maneira, a exponencial da a¢do serd invariante de gauge se

for satisfeita a condicao de quantizagao

dntl = i (1.68)

g2
e dizemos que a teoria é invariante por transformacoes de gauge ‘grande’. Note
que o caso n = 0 anula a contribuicao vinda do termo excedente em (1.66), e isso
corresponde a uma teoria abeliana. Assim, quando n = 0, dizemos que a teoria é
invariante por transformacoes de gauge ‘pequena’, mas se ela permitir n diferente
de zero, é uma teoria com invariancia de gauge ‘grande’. Portanto a invaridncia de

gauge estd relacionada com a estrutura topologica da teoria.



Capitulo 2

Teoria de Campos a Temperatura
Finita

Desde a década de 50 tem havido grande interesse por fenémenos da teoria quéntica
de campos a temperatura finita [5-8]. O formalismo para estudar tais teorias foram
desenvolvidos e muitos avangos foram alcancados por Matsubara. Entretanto, com
o passar dos anos, métodos alternativos de se trabalhar com os célculos em teorias
de campos a temperatura finita foram desenvolvidos.

O formalismo de Matsubara ou formalismo do tempo imagindrio é o mais co-
nhecido, mas existem outros, como o formalismo do tempo real, o formalismo das
integrais de trajetoria e a dinamica de campos térmicos. Para determinados tipos
de problemas um ou outro formalismo pode ser mais conveniente. Vamos aqui dar
uma breve descricao do formalismo de Matsubara, a fim de justificarmos as cha-
madas “frequéncias de Matsubara” e em seguida, com o formalismo de integrais
de trajetéria, vamos calcular a fungao de parti¢ao no caso de um campo escalar
e de um campo fermionico, mostrando as diferengas com relagao ao tratamento a
temperatura nula. Neste capitulo estaremos tratando o caso em d + 1 dimensoes,

sendo trivial a aplicacdo ao caso de 2 + 1 dimensdes.

2.1 Formalismo de Matsubara

Vamos explicitar qualitativamente as idéias por trds do formalismo de Matsubara
[5], a fim de darmos uma explicacdo légica as conhecidas frequéncias de Matsubara,

muito importantes no estudo de teorias de campos a temperatura finita.
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Um dos objetos mais importantes em teoria quéntica de campos é a funcao
de Green que estd diretamente relacionada ao propagador da teoria. A funcdo
de Green representa a evolugdo de um sistema qualquer da coordenada espaco-
temporal £ a uma posterior z/. Céalculos de diagramas de Feynman sao feitos
utilizando-se essas funcdes, entao, para tratarmos perturbativamente qualquer pro-
cesso a temperatura finita, vamos nos deparar novamente com funcoes de Green.

Por exemplo, na teoria de Klein-Gordon a temperatura nula, a funcao de Green

G(z) deve satisfazer a equagdo

(8,0" + mQ)G(as) = —6*(x), (2.1)

e serd dada por
d(d+1)k i
Glz) = /WT” G (K),
i 1
k24 m?

No formalismo de Matsubara deveros fazer uma rotacao do espaco de Minkowski

G (k) (2.2)

para o espago Euclidiano, que corresponde a tomar o tempo em um eixo imagindrio
Ly —a

e agora qualquer integracao no eixo temporal deve ser feita até um limite finito 3,
0 <7 < B, e aidentificacdo f = % introduz a dependéncia com a temperatura do
modelo que estamos tratando. Isso leva a uma ligeira modificagdo na funcao de

Green, G(z) — —G(7, ¥), que agora deve satisfazer
32
(5 + V2 - m?)6(r, 8 = —3(r)6*(@). (23)
Vamos ver o que acontece com a fun¢do de Green. Podemos adiantar que a parte
espacial da funcao de Green permanece igual, a inica mudanca ocorrendo na parte
temporal, que agora representa a temperatura e portanto estd definida em um in-
tervalo finito. Isso leva ao fato de que a transformada de Fourier da parte temporal

s6 pode envolver frequéncias discretas, ou seja,

1 —tWn T W
g(T) e Ezn: € g( n)

B
Gluw,) = %,/_,3 d7 e "G(7) (2.4)
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com wy, = =%, (n = 0,£1,+2,...) . Sabemos que a funcao de Green de dois pontos

depende somente da diferenga 7 —7' e cada uma das varidveis satisfaz 0 < 7, 7 < 8,
de maneira que o intervalo onde esté definida a fungdo é —B <7 — 7' < 5. Além
disso, pode-se mostrar com as propriedades de ciclicidade do trago e da definigéo

de ordenamento temporal que as funcoes de Green para bésons ou férmions devem
satisfazer a propriedade

G(r) = £G(r + B), T<0 (2.5)

onde o sinal positivo se aplica a bésons e o negativo a férmions. Isso pode ser
melhor entendido lembrando que as funcoes de onda para bdsons sdao simétricas
enquanto para férmions sdo anti-simétricas nas suas varidveis. Levando isso em
conta, voltamos & equagdo (2.4) e notamos que embora todos os modos inteiros
sejam permitidos na expansio de Fourier, somente modos inteiros ‘pares’ con-
tribuem para as fungdes de Green bosénicas enquanto somente modos ‘{mpares’
contribuem para as fungées de Green fermionicas, isso devido a periodicidade ou
anti-periodicidade das condiges satisfeitas por G em (2.5). Para vermos melhor

1ss0, considere a segunda equacao (2.4). Usando a equagio (2.5) temos

1 el
G, ) — - /ﬁdTeM"TQ(T) + 5/0 dre e glr)

i em e

— dre*"G(r+ f3)+ = dr "™ g )
2. 3 Jo

1

0 e
= i?/ dr e =Ag(r) 4 / dr e G(7)
. 0

B

[N

. 8 :
1+ e_“"“ﬁ)/ dre =T
0

H..

(

M= N

B
(=)™ /0 dr ™" G(r). (2.6)

Isso mostra imediatamente que, para bésons (sinal positivo), G(w,) se anula para
n impar, enquanto que para férmions (sinal negativo) G(wy,) se anula para n par.

Assim concluimos que a transformada de Fourier da varidvel 7 no caso da funcao
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de dois pontos nos d

= %Z e—'iwnTg(wn)

g
G(wn) = f S -0
0
onde
i 2—’5—” bésons 28
n (271-;—1)17 férmions n = O1 il, :1:2, ( : )

Estas sdo as chamadas frequéncias de Matsubara. Com isto, podemos finalmente
escrever as fungoes de Green

d" ; -
k e—zk-zg(wn} IZG)

wn, / dr /ddxe”‘ “Glr, 1), (2.9)

e no espago de momentos a fungao de Green para este caso 6
—~ 1
G(wn, k) = ———. (2.10)
w2 + k2 +m?

Concluimos entao que, se quisermos calcular quantidades a temperatura finita,
devemos tratar o tempo como um parametro imaginario, de maneira que a teoria
se torna uma teoria Buclidiana. Calculos perturbativos podem entao serem feitos
analogamente ao caso de temperatura nula, a iinica diferenca sendo que os valores
de energia sao agora quantizados, e a integracdo na parte correspondente a energia

deve ser trocada por uma soma discreta em w,, de acordo com (2.8),

ditlg d?k
/ (27— (9. \(d+1) /32[ (2.11)

conforme a teoria seja para bdsons ou férmions.

2.2 Integrais de Trajetoria e a Funcao de Particao para
o Campo Escalar

Nossa discussao da teoria de campos a temperatura finita sera feita no contexto

das propriedades termodinamicas no equilibrio, ou seja, trataremos sistemas em
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equilibrio, ndao havendo assim qualquer dependéncia temporal ou dinAmica do sis-
tema. Um dos objetos fundamentais da termodinamica estatistica de sistemas em

equilibrio a uma, temperatura T é a funcio de parti¢io Z do sistema, definida por
Z=TrePH (2.12)

onde H é o operador Hamiltoniano e f = (kgT)~' = T~'! em unidades onde a
constante de Boltzmann é tomada igual a 1. O traco na equagdo (2.12) significa
soma dos elementos diagonais de matriz da exponencial entre todos os estados

independentes do sistema. Tendo sido calculada a fungdo de particdo Z, a energia
livre de Helmholtz F' é dada por

S —Tre (2.13)

e assim quantidades termodinamicas como pressao PP e entropia S podem ser cal-

culadas usando a relagao da energia livre com a energia interna F:
F=B-T5 2.14)

Em gerai, a fungao de particdo de um sistema estatistico quantico nao pode ser
calculado exatamente. Podemos ver de (2.12) que uma expansio perturbativa em
poténcias de uma constante de acoplamento nao se aplica, j& que temos uma soma
sobre todos os valores esperados em todos os possiveis estados no espaco de Hilbert
e existe um niimero infinito de tais estados numa teoria quintica de campos.
Vamos tratar primeiro de campos escalares ¢, e para contornar este problema,
vamos relembrar que a amplitude de transicao numa teoria quantica de campos a

temperatura zero tem uma representagao funcional dada por

(62(Z), ta|61(2), t1) = (¢a(E)] e 2| ()

NfDqé/Dwexpzf dt/d3 W——H( gb))
- NfDquDfr etd (2.15)

onde m = 0L/3(0p¢), N é uma constante de normalizagao irrelevante e o operador

de campo cﬁ(t, ¥) na representacao de Heisenberg estd relacionado ao auto-estado
|(Z), 1) por
$(t, 2)|¢(2), t) = $(Z)|p(2), ). (2.16)
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A evolugdo de um auto-estado é dada, por |¢(2),t) = e|¢(Z)) e assim a fungio
de particio (2.12)

auto-estados ¢(z),

pode ser escrita explicitamente como uma somatdria sobre os

7 Z_(qs(fn e~ |¢(2)), (2.17)

de maneira que a quantidade que estamos calculando em (2.15) é exatamente a

funcéo de particao do sistema se fizermos a troca de varidveis
T =it = iz° (2.18)
e tomarmos o limite de integracio como sendo

=0 ty = —if. (2.19)

Assim obtemos

Z = (¢o(3)]| e~ ¢y (3))

= /Dqﬁ/D?re\p/ d’r/dd z7r— — H(m, qb,) (2.20)

onde agora ¢ e 7 sao fungées de 7 e 7, e a integral de trajetdria é sobre todas as

fungoes ¢(7, T) e 7(7, Z) satisfazendo as condicdes de contorno

¢(B,T) = $2() ¢(0, Z) = ¢1(2). (2.21)

Aqui percebemos que a mudanca de varidveis (2.18-2.19) é o principal passo que
relaciona a teoria de campos com a mecénica estatistica. Nao existe mais de-
pendéncia temporal, o que temos é a fun¢ao de particao, um objeto termodinamico
sem dependéncia temporal.

Para finalizar, vamos tomar

|62(Z)) = |61(7)) = |6(Z)) (2.22)

na equacdo (2.20) de maneira que temos finalmente

2= N(/S’)/iﬂ D¢ Dfrexp/ﬁ d'r/ddx iﬁ% — Hin ¢))

ertod

ertod

= N(B / Ddexp dr [ d%sL(¢,d,0) (2.23)
o | [ i ﬂ
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onde 9,4 = (i0¢/ar, V) e a tltima igualdade s6 se obtém quando a Lagrangeana
e a Hamiltoniana sio do tipo

L(¢,0,¢) = %(5‘0915)2 + f(¢, Vo) (2.24)
H:%ﬁ—fwﬂw) (2.25)

¢ as condigbes de contorno (2.21) junto com (2.22) significam que a integracio é

restrita a fungdes ¢(r, ) que sdo periédicas em = com periodo 8,
(1 =0,7) = ¢(r = 5, %) (2.26)

e a soma sobre todos os auto-estados significa que todas as funcdes devem ser
integradas.

Para uma teoria escalar livre, com lagrangeana dada por

o 2 1 2
L(¢,0,9) = —% (%ﬁ—s) - 5(%)2 = m?qﬁ? (2.27)

teremos para a funcao de partigao

Z=N(B) | Dpexp ( — %/06 dr’' / d®z’ /Oﬁ dvfddxcb(i’)A(a?’,i:)é(a‘:))

. (2.28)
onde
A@,z) = (-8,0" + m?)5(z' — 1) (2.29)
e
§( —z)=6(r' —1)é(@ - T) z=(—ir, ). (2.30)

Desta maneira, do que j& conhecemos da teoria de campos e integragio gaussiana
no formalismo de integrais de trajetéria [9], a fungdo de particdo pode entdo ser

escrita como

Z = N(5) exp(—%Trln A) (2.31)
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onde o operador traco deve ser tomado de maneira apropriada, obedecendo a
condigio de periodicidade (

de Fourier em ¢,

2.26). Com esta condicio, podemos fazer uma expansio

001 | i

m P = (iwn, §) € w, é a frequéncia de Matsubara para bésons,

27n
Wy = : (2.33)
B

com 7 inteiro. Da mesma maneira, escrevemos

ﬂZ/ g Hir (2.34)
' T) /32[ g e A5 4 m?) (2.35)

e fazendo Z' = 7 e integrando sobre tcdos os valores de %,

TrlnA—/ dT/dd : / d —p% +m?)
= ooy [

A soma sobre as frequéncias pode ser feita com a férmula (A.9) do apéndice,

- In( (W2 + 7 + m?). (2.36)

resultando finalmente

dp
TrlnA:/dd:c/ { P? + m? 7+ m2}]
(2m)?
+(+/p? + m?) + constantes independentes de m} (2.37)

Voltando & funcao de parti¢ao (2.31), podemos escrever

d%z (;;Z))d (gx/ﬁg+m2+ln[1 —exp(~6\/g§'2+m2)]).

(2.38)

—fF =lnZ =—

Quando a massa do campo escalar é desprezivel comparada com a temperatura,

a integral (2.38) pode ser facilmente calculada, e no caso d = 3 encontramos
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para a densidade de energia livre F (a menos de uma constante independente da

temperatura que representa a energia de ponto zero do vécuo)

2T4
F = —WQO T>m (2.39)

onde foi escrito F = [ d%zF, e para a pressio e densidade de entropia S

or AT
or 2l
= Wl 45 (al)

onde S = [ d%S.

2.3 Funcao de Particio para Férmions

Para aplicarmos nosso estudo ao caso de férmions devemos tomar alguns cuidados.
Devemos lembrar que os observdveis fisicos sempre envolvem poténcias pares dos
campos de Dirac 1), ja que estes mudam de sinal por uma rotagao de 2. Assim,
os auto-estados | + (%)) do operador ¥(Z) correspondem ao mesmo valor dos
observaveis fisicos e descrevem o mesmo estado. Para evitar problemas e sermos

consistentes com a estatistica de Fermi, vamos partir entdo da expressio

Z =Y (@) et — (7)), (2.42)

()

e o0 analogo da expressao (2.23) para o caso de férmions é

Z

f

N(B) Dy D1 exp f dr / d*zL(1) (2.43)
0

antiperiod

onde em L o campo % é entendido como sendo funcao de 7 e &, e 7 anti-periédico

em 0 <7< f,
PY(r=0,%) = —¢(r = §,7) (2.44)

e uma expansao de Fourier apropriada para () é

el dp S BE T
(@) = ﬁan [ it ) (2.45)
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onde as frequéncias de Matsubara para férmions sio

2 1
oalee (2.46)
6]
com 71 inteiro.
Para o caso de um campo livre, a lagrangeana apropriada é
L(Y) = D(Z)(iv"9, — m)p(z) (2.47)

e assim temos

Z = N(B) DD exp ( — [ dz’ / dg—nﬁ(:z’)D(f’,:z)zp(i)) (2.48)

antiperiod

com
D(E',z) = (iv"0, + m)é(z' — 7). (2.49)

Podemos entao escrever
Z = N(f) exp(TrlnD) (2.50)

e o trago pode ser calculado similarmente ao caso do campo escalar, através de uma
transformada de Fourier, com a diferenca que agora as frequéncias sio dadas por

(2.46) e tem de ser tomado também o traco sobre os indices de Dirac. Escrevendo

D(Z, %) :52[ dp e P E -2 (g +m) 2.51)

l
TrinD = / dT/ld [ ——2luim —p?)
— Q/dd:c

A soma sobre as frequéncias pode ser feita com a férmula (A.9) do apéndice,

obtemos

w? + 7%+ m?). (2.52)

resultando finalmente

TrlnD—‘)/dd / 52 + m2 + exp(—pB+/p% + m?))
(y/P% + m2) + constantes independentes de x} (2.53)
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Voltando a fungéo de partigéo (2.50), podemos escrever

—BF =1nZ = 2/dd$f (;ljr};d (5’\/;52 +m? + 21n[1 + exp(—B+/52 + mz)]).
(2.54)

Para o caso d = 3, quando a massa do campo fermiénico é desprezivel comparada

com a temperatura encontramos para densidade de energia livre F (a menos de

uma constante independente da temperatura que representa a energia de ponto
zero do vécuo)

T
— T (2.55)
180 i
e para a pressao e densidade de entropia
Tt
o (2.56)
180
il
. 2.57)
d 45

28




Capitulo 3

Expansao Derivativa e Violacao da

Paridade da Acao Efetiva da QED a
Temperatura Finita

Aqui comega a parte mais importante de nosso trabalho, concluida no capitulo
seguinte. Muitos estudos tém sido feitos na tentativa de se entender melhor a
invariancia de gauge e a quebra de paridade da acdo efetiva de Chern-Simons
a temperatura finita [10-15]. Dando continuidade a esses estudos, conseguimos
avangar um pouco mais no entendimento das peculiaridades que aparecem quando
se estuda um termo de Chern-Simons induzido radiativamente de uma lagrangeana
de férmions a temperatura finita, e os resultados foram publicados em [16].

Os célculos foram feitos com um campo de gauge ainda particular, mas que
generaliza o chamado gauge estdtico, e muitas conclusoes podem ser tiradas dai. A
parte dominante da agao efetiva que viola a paridade pode ser calculada exatamente
no limite estdtico. O que fizemos foi considerar os termos seguintes, de ordens mais
altas, utilizando o método de expansoes derivativas para um campo de gauge mais
geral.

Na primeira secao deste capitulo vamos rederivar a parte dominante da acao
efetiva que viola paridade no contexto da expansao derivativa, no limite estético,
mostrando que ela é linear em B, o campo magnético. Também mostraremos que
nio hé contribuicoes de ordens mais altas que a linear em A (ou B) para a parte que
viola a paridade, de maneira que a agdo efetiva que viola paridade é completamente

determinada no limite estdtico. Na segunda se¢do vamos considerar termos de
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ordens superiores ag dominante, generaliz

i ando o limite estatico, e calcular a parte
da agao efetiva que viol

a a paridade. Aqui teremos contribui¢des nio lineares em

A, embora : S ;
) 10s ateremos apenas aos termos lineares por simplicidade. Os célculos

se tornam c: i i Isticas i
m cada vez mais complicados, mas algumas caracteristicas interessantes
podem ser percebidas.

3.1 Expansio Derivativa em Ordens Dominantes

Vamos considerar um férmion de massa M > 0 interagindo com um campo de

gauge A,(z). A densidade de lagrangeana sera dada por:
L = () [v*(i8, + eA,) — Mw(z). 3.1)
A agao efetiva que se obtém desta lagrangeana é dada por:

Ses[A, M] = —ilndet[vy#(id, + eA,) — M]
—iTrin[y*(id, + eA,) — M), (3.2

onde “Tr” significa o trago sobre os indices de Dirac e integra¢do numa base com-
pleta de estados. A acao efetiva & temperatura finita niao é calculdvel exatamente
no caso geral, mas apenas em alguns limites. Aqui usaremos o chamado limite
estatico, que corresponde a tomar a componente temporal do momento externo k
nula, kg = 0, e k- 0, que é consistente com assumir uma forma especifica para

campo de gauge A, dado por (1.14):
Ag = Ao(2), A= A(Z). (3.3)

Isto significa que mesmo que o campo de gauge (3.3) escolhido ndo seja o que
chamamos de gauge estatico, cdlculos perturbativos [11] mostram que o compor-
tamento das ordens dominantes das amplitudes que violam a paridade, no limite
estédtico, correspondem a esta escolha do campo de gauge.

Por uma transformacéo de gauge do tipo:

¢ B
A, — A, +8.0, 0) = (— f+%f ) dt’ Ao (t') (3.4)
0 0
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0 campo de gauge (3.3) se transforma como

Ao(t) = Ao(t) + 8,0
= Ao(t) +% (— fo iﬁlo(t’)dt’ +—;- [0 BAO(t')dt’)

AO — Ajg }. - Ndt
(t)— A (t)+ﬁf0A0(t)lt

Il

1 r8
= — [ A(t)dt
b,fo o(t)dt
a B
= E: CL':./OAQ(t,)dtI
A A=A (3.5)

de maneira que é possivel reduzir efetivamente Ap a um campo a que é indepen-
dente do tempo.

Vamos utilizar o formalismo do tempo imaginario para calcular a acao efetiva,
onde nao hé distingao entre componentes contravariantes e covariantes, c* = ¢,.
A temperatura finita, a energia toma valores discretos. Fazendo a mudanca By —>
—10,, onde p, = (wn, ) e separando a componente temporal, a acio efetiva (3.2)

no espaco Euclidiano fica:

8= Z TrIn(y + ~oin + M + ed), (3.6)

ondefp=7-5 e A=7-A. Também temos

@:%+%:Q%?E+%, (3.7)

onde f representa o inverso da temperatura em unidades onde a constante de Boltz-
mann vale um. Os momentos sdo operadores que nao comutam com quantidades

dependentes das coordenadas. Estamos trabalhando na seguinte representagao das

matrizes gama no espago Euclidiano:

Yo = 103, Y1 = 1071, Y2 = 109, (3.8)

31




que satisfazem a propriedade

W = =04l — €., (3.9

Vamos definir

1
P+ oo, + M’
Desta forma, a agao efetiva pode ser escrita como

I = (3.10)

Ses[A, M] = =3 " Trln(K7' + ef)
= — ZTrln[K;l(l + el )]

=) Trlnk;! — > " Trin(1 + e,h). (3.11)

Levando em conta que o primeiro termo est4 associado & teoria livre, sem interacéo
com o campo de gauge A,, ele ndo contribui para a parte que viola a paridade.

A agao efetiva que nos interessa é dada finalmente por, usando a expansao de In
dada em (A.15):

Sef[A, M) = — ZTrln(l + el A)

= Z ( KA (3.12)

Esta expansao mostra que a acao efetiva contém todas as poténcias de A. No que
segue, vamos mostrar que os termos quadraticos e de ordens mais altas em A nao
contribuem para a parte que viola a paridade na acao efetiva.

Uma parametrizacao usual é definir a quantidade

Yoin + M = p, 7%, (3.13)
onde »
pn = @+ M2, ¢ = tan”' 22, (3.14)
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de maneira que podemos escrever

gl i
£5 1
]ﬁ + p, Y09
o 1
670¢n/2 (e“'YOan/Z}ﬁ e—’YOff’n/Q + pn) e’)’()'525n/2

o 1 e

$+ pn
i e—vo¢n/21{£0) e_’)’0¢n/2’ KO - : (3.15)

P+ pn

onde na quarta linha foi utilisada a igualdade

e“’YOd’n/Z}/}e“')’O(ﬁn/Q o (1 i _’YO.GS_". E 5 ,Y_gqs_?l + )Z/‘(l T ")’_(ﬂé?_ ’Yg—qf)%

2 4.9 2 +42'hJ
2
it ZA '70¢’n75 _15702(?511 . TOjnzj Oszn Z‘"'_ZA’YOQI)
> (3.16)

pois todos os termos se cancelam devido a anticomutacao de 7y e P, s6 restando
o primeiro termo. Vale lembrar aqui que p comuta com ¢ e p, pois estes nao
dependem das coordenadas.

Com esta parametrizago, os termos da acdo efetiva que contenham poténcias
em ordem mais alta em A, que serd indicado pelo indice sobrescrito (> 1), podem

ser escritos como

mt 55 P

STUIAM) = -3 Tr

(_1)] ( e 'Tofﬁn/QGK- 0) o 'mcbn/?A)J‘i'l

n Jj=1 '7 i
= T
SR C a1
n Jj=1

onde os fatores de fase intermedidrios se cancelam por causa da élgebra das ma-

trizes gama e os fatores de fase inicial e final cancelam-se por causa da ciclicidade
do traco (Tr[ABC] = Tr[CAB]).
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Vamos verificar isto para o caso j = 1. Temos:

PV (2
S,y Y M) = ZTr[ (e7™0¢n/26 [ (0) g=m0en/2 2]

1
= Z §Tr[(e 70¢n/2@[(7(10) e—vo(bn/?A)(e—"ro¢n/26K720) e—'rorbn/ZA)]

n
1
e2 Z §Tr[ e‘?ﬂ‘bn/?](vflo) e~vo¢n/244 e—vgqﬁn/?I{T(IO) e—"yoqﬁn/QA]

1
= e2 ; §Tr[e_7°¢"/21(r(l0) =00 /2 e"ro%/ZAKT(IO)A e~fo¢n/2]

1
- &% e v rOaopey
n

— Z Loy [KOAKO4)
D 1
E Z (ﬁ + pn zﬁ + pﬁi) b

0 mesmo sendo valido para os termos com vaiores de J superiores. Isso ilustra o
uso da parametrizagao (3.13) para os termos de ordem superiores em A na acdo
efetiva.

Podemos agora mostrar que a parte da acao efetiva que viola paridade (PV)
para termos em ordens mais altas é nulo. Vale lembrar da equacdo (1.47) que o
termo de massa na lagrangeana é o responsdvel pela quebra de paridade. Desta
maneira, a parte que viola a paridade na agao efetiva, ou o termo impar na massa
m, pode ser obtido diretamente de

SEYOLa, ) = L8514, M) - 55714, M)

=0, (3.19)
pois a expressao (3.17) é uma fungao par na massa M, devido as equagdes (3.14-
3.15). Isso mostra que a parte que viola a paridade na agao efetiva é linear em
A
3.1.1 Termo linear em A

Vamos estudar o termo linear em A que viola a paridade. Quando tentamos cal-

cular este termo diretamente da equacdo (3.12) fazendo j = 0 encontramos uma

34




dificuldade, que & :
. s que ¢ o fato delg nao estar regularizada. Entdo vamos alternativamente
olhar para 3 i =
bara a seguinte equagdo, que segue diretamente da equagio (3.6):

PV
e (M _ 95ul4, ~M]
da 2 ba =

o 1
= 2[3;%( s )’Yo

P+ 9000+ M+ed ™ §+ yoom— M +ef
eM
n PO+ Miiye(f- A+ A §—iyB)+e2A?
(3.20)

Na tltima linha, os termos quadrdticos no denominador saem diretamente. Para

0s termos cruzados, o termo entre parénteses sai de

PA+ AP = vivipi Ay + Y vdaps
= (=0 — Yocoi;) (P45 + Asp;)
= —(7- A+ A §) + ivo(e;;0:4;)
= —(ﬁ—/f—‘i—/f—ﬁ) + 1y B,

onde foi utilizado a relagéo de comutacéo
[pu; a(z)] = —i0,0(z) (3:21)

enquanto os termos Py, + Yownp = 0 e eAyo@n + Yoined = 0 devido & antico-

mutagdo das matrizes gama. Fazendo uso da identidade

1 1 1 1 1 1 1
T i G

valida para dois operadores A e B nao necessariamente comutantes, podemos es-

crever o termo linear em A como

|

e 1 ’
PP+ 2+ M2

. g ey
da B ;Trpz-i-@?;-f-M? v de i

2ie® M . dp 1
- B
s e Zf“mm?(p?wzwzw

7;62]\{[ 2 1
il ——B
" 2np Zfd :C‘D?L'*‘Mz
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ZG

) e

o d’z [tanh 5(BM — iea) + tanh —(ﬁM i zea)] B

ie O

b M

o7 Do /d @ banTt (tanh e tan %a,) B. (3.23)
onde na segunda linh
sobre as

Il

a foi tomado o trago sobre a base completa de estados e
matrizes gamas. O dnico termo que dé contribui¢do ndo nula é o termo
linear no campo magnético B, pois Tr(yy) = 0 e Tr (7070) = —2. Na terceira linha
foi calculado a integragio no momento p utilizando a féormula (A.6) do apéndice.
Na quarta linha foi feita a soma, sobre as frequéncias discretas de acordo com a

férmula (A.10) do apéndice. Assim fica determinado a parte da acgéo efetiva linear

em A (ou B) que viola a paridade

S / d*zBT(a, M), (3.24)
onde

-
(g, M) = Ziyr tan~! ( tanh % tan ?) . (3.25)

Dizemos linear em A pois sabemos que o campo magnético é do tipo B = ¢;;0' AJ.
De acordo com o que foi discutido na sessio 1.2 do primeiro capitulo, equacgao
(1.13), este é um termo de Chern-Simons, se identificarmos o fator multiplicativo
de B como um potencial escalar Ay. Aqui vemos que esta agao efetiva satisfaz a
invariancia de gauge ‘grande’, pois a fun¢do arctan é uma funcio trigonométrica
periddica, tomando os mesmos valores para muiltiplos de 27, que é a condicio
requerida para que a invariancia de gauge ‘grande’ seja satisfeita, de acordo com

(1.68). O primeiro termo da expansdo de I' serd proporcional a tanh [W

, e este
primeiro termo, o dominante, é o que se associa ao termo de Chern—Slmons, e
claramente esta funcao hiperbdlica ndo satisfaz a periodicidade necessdria para
que a invaridncia de gauge ‘grande’ seja satisfeita. No entanto, outros termos da
série também devem ser levados em conta, pois também contribuem para a parte
que viola a paridade. Quando somados vai haver o cancelamento de termos e a
acdo efetiva total que viola a paridade ¢ invariante de gauge. Também vale notar

de (3.23) a importante relagao abaixo, que sera utilizada posteriormente,

e2M
“E 278 Z @2 + M2 ey
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e dide .n.o ¢850 mais geral, o que obtemos ¢ a agio efetiva a menos de uma
constante aditiva, mas se assumirmos que a acéo efetiva é normalizada de maneira
que el’a se anule quando og campos externos se anulem, entio a constante aditiva
também se anula, e aquela ¢ a expressao correta. Como j4 vimos na equagio (3.19)
que a parte que viola a paridade da agdo efetiva é no méximo linear em A, entdo

esta é a aca i ‘ i i
Gao efetiva completa que viola a paridade, isto com o campo de gauge
especifico que nés escolhemos.

3.1.2 Termo quadratico em A

Vamos agora estudar o termo quadrdtico em A, que é um termo que conserva a
paridade (PC). Tomando j = 1 na equagdo (3.17), obtemos:

.
S 2 = = Y TEOAKOS
n

= S Ty A4

=) zﬁ'i'pn F‘+Pn

:%ZTF]A—pn‘AZJ“pn‘A

il

e? 1 1
=t = — P = pa)Al, o
A T P M-, 62D

e aqui devemos fazer alguns comentdrios. A derivada no denominador aparece da

expressao

1 1
AoV P (F+iv)iE+ ,o?la(f)’ )
que segue diretamente da relagdo de comutagdo (3.21). A derivada estd agindo no
campo A(Z) imediatamente a sua direita. Isso é melhor entendido se pensarmos no
espaco de momentos. Ld as derivadas correspondem a momentos externos k, —
—10,. Podemos escrever A(Z) como uma representagio de Fourier do tipo A(Z) =
[ A(E)e*%d2k, assim a agdo da derivada é acrescentar um momento externo .

Este cdlculo entdo passa a ser o correspondente a parte simétrica do grafico da

Figura 1 do apéndice.
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Tendo i
sto em mente, podemos terminar nossos calculos:
EO@)
S, f =

= E; Z Tr————_‘l_‘___ 2
(pz + P%)[(ﬁ‘i- 26)2 " p%] (ZAA%A e anAM — pofipd + PHM)

2 .
= [d%——(; - (gp"p:i + 3305 + p;0;) — 80} + pa(ps + 10%)]
n d:) (* + p2)[(F + iV)? + p2]
Ll 2, 9%q 1

g —z(1 - 2)V2 + p2)?

A; | A

+1 l:al((b i 'iza]) + aj(% T 135‘1)} T (51-3 |:q2 ] 2743(? ﬁ +Z(T ﬁ e Z(l il z)v2 o
d2
= _¢? /dzz fjl i A
Z @2 [P = 2(1 = 2)V2 + p2|2 {2% q %]
—0 {z(l —~z)V? + pﬁ} + 2ol — z)alaj)

o L ek
= e 2 S (ala] ¥ 57‘-7)
U

e? 5 1
o ;/d zdz z(1 — Z)B[p% s z)V2]B’ (3.29)

onde na segunda igualdade foram utilizados a regra de comutacéo (3.21) e o cdlculo
dos tracos de 2, 3 e 4 matrizes gamas, conforme equagoes (A.1-A.3) do apéndice.
Como os indices 7,j e k tomam os valores 1 e 2 apenas, o trago de 3 matrizes
serd nulo, devido ao simbolo antissimétrico € que é nulo para indices repetidos.
Neste ponto podemos ver porque todos os termos de ordem superior a A na acao
efetiva ndo contém termos de quebra de paridade, pois a decomposicdo dos tragos

de um numero maior de matrizes gama sempre vai conter uma combinacao de

tracos de 3 gamas na parte que viola paridade, e este termo sera sempre nulo pelo
argumento acima. Isso justifica a equagao (3.19). Na terceira igualdade foi feita a

parametrizacdo de Feynman nos denominadores, de acordo com a férmula (A.11)

do apéndice, e a substitui¢do de varidveis

p; = q; — i20;. (3.30)
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A integracao nog momentos entdo foi feit
integrais conforme (A.5-A.8).
feita usando a férmulg (A.10)

quadrdtica em A:

a utilizando os valores tabelados das
A soma sobre as frequéncias discretas pode ser

do apéndice, e entdo obtemos para a agao efetiva

PC(2) __
Sef =
= — [ d% [ d < '
/ L =B \/\11/[2 T-2)V2 {ta“h— (BVM? — 2(1 — 2) V2 — iea)
+ tanh = (/3 M2 - 2(1 - 2)V2 +iea)| B
e
=2 d%z / dzz(1l — 2)B L
m \/ﬂ/["2 — 2(1 — 2)V?
L B J\ﬁ—zl—zVZ
X%tan i (tanh v 5 ) tan %) B. (3.31)

Falta fazer a integraciio em 2, mas neste ponto nao é possivel obter uma expressao
analitica para tal integracio. Os campo A’s a que estamos nos referindo est&o
represenitados pelos dois campos magnéticos B. Como B = €,;0' A7, sabemos que a
combinagao de dois tensores antissimétricos produzem uma combinacao de deltas
de Kronecker, que sao simétricos, de maneira que o termo anterior realmente nao

viola a paridade.

3.2 Expansao Derivativa em Ordens Mais Altas

Vamos agora generalizar um pouco mais a escolha do campo de gauge A, per-
mitindo que a componente Ay do campo dependa lentamente das coordenadas
espaciais, o que quer dizer uma dependéncia pequena com as coordenadas. Isso
sera importante para utilizarmos o método das expansoes derivativas. O campo de

gauge agora é da forma
Aolt, B) = Ao(t) + Ao(@), / iy (E) = (3.32)
Com isto podemos tentar determinar os termos de ordens mais altas, nas derivadas,

da acdo efetiva neste limite mais geral que o estdtico.
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Com uma escolhg, apropriad

a da transformacdo de gauge, o campo pode ser
decomposto na forma,

Ao(t, 7) = % +Ao(@), A=A, (3.33)

de maneira que
que o campo a pode ser identificado como sendo a parte constante do
campo Ag. Para este Caso, a agao efetiva toma a forma

Ser[A, M] = — 3" Trln[1 + : 3.34
; 3 ¢+Wo(®n+er)+1\J(eA)]' Co

O termo linear em A serd, de acordo com a expansio de In (A.15):

s [Ao,\/f -y Tr Lo 3.35
Z +70(a;n+eA0)+f1JA’ : :

¢ aqui vale lembrar que agora havera termos de ordem mais alta que A na parte

que viola a paridade da agdo efetiva, mas vamos nos restringir ao termo linear por
simplicidade e pelo fato de que com um campo A j& conseguimos obter termos de
Chern-Simons, através de B. Outra justificativa é que estamos considerando que 0s
termos de ordem mais alta em A ddo uma contribui¢do muito pequena neste caso,
pois lembre-se que eles sdo nulos no caso estético, equacio (3.19). Sabemos que a
simetria de conjugacdo de carga é uma boa simetria para o termo de Chern-Simons,
no sentido que ela satisfaz essa simetria, e também sabemos que por invariancia
da conjugacao de carga todas as fung¢oes de n pontos, com n impar, devem ser
nulas. Como temos um campo magnético B (que contém um ff), isso corresponde
a uma linha externa em um grafico de Feynman, assim como um campo Ag, entdo
o nimero de campos total de cada termo que formos estudar deve satisfazer a
relagdo nimero(Ay) + nimero(a) + 1 = par, onde o niimero 1 refere-se a0 campo
A contido em B. Os campos Ay e a devem estar distribuidos de maneira a satisfazer
esta igualdade.

J4 que estamos interessados somente na parte que viola a paridade da agéo

efetiva, temos de estudar a expressdao dada por:

s = (5.5}) [Ao, M] — S5 [Ao, —M])
1 1 )A
:—'Z (]ﬁ—i—’)fo wn—l—er)—f-M 1‘5""70(51714‘6%10)—11/[

n
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= _52;“( —9M )

—n2 = = - =
P —QF — M2 — 242 — 2ei, Ag + ieyoP Ao

=i S pes Bk B
En: P+ @2+ M L I )

onde

L= 26(:]111‘10 = 7:6'70 (ﬁx‘ig) + egfig, (337)

e na terceira li :
ceira linha todos os outros produtos cruzados dos termos dos denominadores
se anulam, e foi utilizado a regra de comutagio (3.21). Agora, o denominador pode

ser expandido, e a acao efetiva calculada, para qualquer numero de campos flo.

3.2.1 Termo linear em flg

Usando a expansio do denominador dada por (3.22), e tomando apenas o primeiro

termo que contenha os campos, podemos escrever:

:.\ 1 1
SEV — oM Tr L 4
- ; P’ + @2 + M? p2+JJ,21+1\4’2A

1
P? + @2 ]Vrzf/i'
(3.38)

1 i ; ;
=My e [QewnAo — ievo(PAo) + 2 A2

m

Vamos entdo calcular a parte da acgéo efetiva que viola a paridade que contenha
um campo Ay e um campo B. Isso vai aparecer do segundo termo em L, o primeiro
e o ultimo termo nao darao contribuicao devido ao trago de -; ser nulo, e a acdo

efetiva que temos de calcular é

1 ; !
PV(1)\(1) _ s Sali e el T Ra=iitte il o
(Sef o =M ZTrp2+®%+wfz[ ze%(ﬁflo)]p“r@%JngA
n
1 1
= j T 7 =
o Z P+ G+ M2 (F+iNv )2 +ae + M>

n

[—ievo(PA)JA.  (3.39)
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Reescrevendo o
numerador, temog

~ieyo(PA)A = —ie’ro(aifio)’mjAa
= —'?;erYO (8 leD)( ij 5 62]070)‘4
= —ze[ Yo OAO)A — (0 Ao)EzJO’YoA ]

—ze[ i 'YO(@z‘AO)Ai e '708i(1‘10/‘1j)€ij0')’0 + ’Yofioéijo’Yo(aiAj)] )
(3.40)

onde na tltima linha foj utilizado derivacio por partes. O primeiro termo desta

expressao nao dard contribuigio para a agao efetiva, pois Tr(y) = 0. O segundo
termo também nao darj contribuicdo, pois trata-se de uma derivada total. Temos
entdo de calcular apenas o tltimo termo, que fica
PVl 1 1
(S U =eM > Tr
ef Z p2 + @

= = —4e A
nt M2+ V)2 + @2 + T

“——eM'ZTr2 é = :
e (F+iV)2 4 @2 + M?
:22'6211/[2&2 ~1 = )
w PO+ M2 (54 iV 42+ M2

: d%p 1 1 "
= 2ie’ M fdz:c AgB
Z 27r2p2+513+1\42(75*+i@") + w2 + M? ;

1 ~
= 2ie J\/[Z/dza:B : p : Ap

W 2
[p2 + 2izp -V — 2V? + 22 + M?}

— 9@'@21\/[2 d’zB d'g dz : A
2 : 2n)? 2710

[0 = 201 - V2 + a2 + 2]

282]\/[ ) 1 i
- Ag
Z/d "’dew‘z + M2 — z(1 — 2)V?

-[— zevvoﬁz;o’Yo(a A;)]

[AoﬁijaiAj]

162M6 9 1 ( :
— d’zdzB tanh — M? — z(1 — 2)V?2 — iea
& f - VM? - z(1 - 2)V? [ By )
+ tanh - [B\/ M2 —2(1 —2)V2+ zea]) (3.41)

onde as derivadas agem apenas em Ap e ndo em B. Na quinta linha foi utilizada

a parametrizagio de Feynman (A.11) e a seguir a mudanca de varidveis (3.30) e a
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integra¢do no momentg g de

= acordo com a férmula (A.6) do apéndice. Por dltimo
foi feita a som

a sobr equene . .
¢ as frequéncias discretas de acordo com (A.10). Esta ¢ uma

expressao exata par 2 ; : -
bara parte da agfo efetiva que viola a paridade e é linear em Ag,

mas falta ainda a i acs N :
a Integracio em z, que nao € tao simples e serd mesmo muito mais

complicada, qu : i i . ~
p quando formos tratar de termos quadraticos e ciibicos em Ay, a fim de

obtermos ur > 5 " ; .
Na expressao fechada. O procedimento a ser adotado é o das expansdes

derivativas.

Para entendermos melhor o procedimento que serd adotado daqui em diante,
vamos voltar um pouco na equagao (3.41), partindo de

PV(1 ; 4 "
(8. = QZGZWfodQEB(S Laz : > Ao.
L i) G2 —2(1—2)V2+ @2 + M’Q]

(3.42)

O que faremos ¢ expandir o denominador em poténcias das derivadas a fim de
obtermos uma expressio linear em Ay mas com um niimero arbitrario de derivadas.
Desta maneira a integragio em z pode ser feita e teremos uma expressao fechada
para a agao efetiva nesta ordem (linear em Ao). Este é o procedimento da expanséao
derivativa. Fazendo a expansao em (3.42) para V2 — 0 (que corresponde a um
valor de baixo momento externo no espago de momentos, k> — 0), usando a

equagao (A.14) do apéndice temos,

v 1
(SPV(l))(l) = 27,8211/.[ Z C12$/ d?q / (lz 1
ot = (2m)2 Jo

2
(q2 i M?)

22(1 — 2)V? 38%(1 — s2

3 4
(g2 +a2 + M) (g2 + a2 + w2)

I + } AyB (3.43)

e agora a integragdo em ¢ pode ser feita facilmente para cada termo, utilizando-se
da férmula (A.6) do apéndice. A integragdo em z também ¢ facilmente calculada,
pois trata-se da integragdo de um polindmio em 2z apenas, mesmo para termos de

ordens mais altas nas derivadas.
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Continuando, temos

(ST

2621'\/1
= /d IL[ dz{

= zezsz l

@2+ M?) e : :
(@2 + M) (@2 + m2)

e WE ol T

(@) P (a2 i)

qhil vE 21_ 2v74 =
z2(1—2) +z( z)*V ---]AOB

A

w2 + M2)
(3.44)

A so 51l equenc: " . :
matoria nas frequéncias pode também ser facilmente feita, mas como estamos

Interessados numa expressio geral, vamos olhar para as igualdades abaixo, que
seguem diretamente de (3.26):

3] £ Bf‘ 1
o plal
W)_? (M %) = 213 ; (@2 + M2)3 (3.46)

Com isto, substituindo as relagdes (3.26), (3.45) e (3.46) em (3.44), obtemos os pri-

melros termos da agao efetiva com amplitudes do tipo AgB e um nimero arbitrario

de a’s,
SPva 2 o M o (1or
(5es zﬁ[d - [A“ g Ao ) g7 (M aa,)
Mocig, 2 plar
AR Frves: i } | s

Observe que o termo de ordem dominante é aquele para o qual V? = 0, que
corresponde a um momento externo nulo. Esta expressao pode ser comparada com
os primeiros termos da expansao da expressdo (B.12) do apéndice, onde o mesmo
cdleulo foi feito, s6 que no espago dos momentos e no limite estatico k1o = 0. Para
comparar, basta lembrar que ki; — —0y; e k2 — —V?2. Além disso, a amplitude
I1y; esté relacionada aos campos externos A, de acordo com flo(El)H0£Ai(—E1), as
derivadas agindo em A; e Ao formam o campo magnético e os outros termos da
série. Lembre-se também que os coeficientes das amplitudes no espago de momentos

i

estio relacionados com os do espaco de coordenadas por um fator 5- Na verdade
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a acao efetiva (3.47) n3
L é ) ndo pode conter um nimero arbitrario de a’s, mas sim um
"0 par arbitrari : o
0 de a’s. Como foi dito no comentdrio apods a equagao (3.35),

nao é dificil
1l calcular que /00 = ¢; + cya? + esq

?
., ou seja, o numero de
€campos a sera
1 p Sempre par. Esses campos a correspondem a um momento externo
nulo, de maneir -4 x . .
: @ que ao grafico da fungdo de dois pontos, Figura 1 do apéndice B,

devemos imaginar i - .
ginar que existe ainda um ntmero par arbitrario de linhas externas

correspon
pondentes aos campos a’s. O mesmo acontece com todos os outros termos
da expansao da acio efetiva (3.47).

3.2.2 Termo quadritico em Aq

Vamos agora estudar o termo da acao efetiva que viola a paridade e é quadratico

em Ay e contém um campo magnético B. Da equacio (3.36) e (3.37), fazendo uso

da expansdo (3.22), os termos quadréticos em Ay vém do termo

1 1
(&, N8P = _eM ¥ T D
s ; P2+ @2 + M? p2+GJ%+M’2Lp2+LD,%+1W?A
1 1
=—eM> Tr—— -
Zn: PP+ @k + M2 (54 iV,)2 + 02 + M?
1
X LIOLE Y (3.48)

(F+iV) +1iV2)?2 + @2 + M?
onde o sobrescrito (2,3) significa que este termo na verdade dd também uma

contribuicao para o termo ciibico em Agy além do quadratico, como se tornard mais

claro logo a seguir. Temos

L) = 2e0, A — ieyo(DAS) + €2 (A(V)? (3.49)
L® = 2ei, AP — ieno(PAP) + (AP (3.50)

e os indices subscritos nas derivadas indicam a acgao desses operadores nos campos

AP e AP,
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Do numerador de (3.

3 i
; 48), os termos que dario contribuigdo nio-nula (devido ao
trago) serdo

Tr(LO L) =

=Tr (2 o i1 ~ « : -
A= 80 (DA) + A (2 A — iem(PAP) + (AP )] |

L [ g9 = - . A ‘
= Te| = 2000 (A0 (DAP) + (AP AP A — ity (A2 pa) |
HPAPYNAPY ) 4]
Py e g 5;
Tr _ 21e"Wn Y0y (AO )(aiA(()z )+ (6 A(U)A )A —ie® YoYiY; (( ) (8;A 2)) i
+(aiAg”)(Ag”)2)Aj] |
= Tr| — 2ie*@ny0(—6;51 — ei5070) (Ag”(ai,%ﬂ) 1 (a,Ag”)A@))A-
__2'6370(_51_]_1 iy €ij0r)'0) ((Aé”)?(aif'ié?)) (a A(l))( (2)) )AJ:| ‘; - /
v w1 o - - 2 |
= —4ie’w, (AE, )(alA((]Q)) + (BiAél))Agg))eijAj — 2i6® ((Ag”)z(aiAEf’)
+OAS) (AP ) e,

= —4ie, [ai(Ag”Ag”e,jAj) - Ag”ffigz)ezjaiAJ] - 2163((,45”)2(0#152))
+(31A6]))(f182))2)fi1f1j
= —~4ic’ 0,0, (A)) AP ey 4,) + 4ic’@, A AP B - 2ie* ((AP)* (0:AD)

+(OAD) AP ) ey, (3.51)

onde foi usado derivacdo por partes na peniltima linha. Substituindo na equacao
(3.48), vemos que o ultimo termo da equagao acima nao contribui com um termo
quadrético em Ao e sim com um termo cubico, entao pode ser desprezado. O
primeiro termo também néo contribui para a agao efetiva, pois trata-se de uma
derivada total. Entdo, o tinico termo que contribui é o segundo, dando |
(SPV(1 ) = —die®M Z tr el — -
e (P2 + @2 + M2)[(F+ V)% + @2 + M?]
1
P+, + V)2 + @2 + M7

AVA®P B (3.52)
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Agora, usando a Parametriza,gglo de Feynman (A.12)

1-z
f o f dy : (3.53)

+(b—a)z+ (c—a)y]sj

e fazendo a substituicio de varigvel

P §~1i2V) —y(iV, +iVy) (3.54)

obtemos

(S M@ = i S 20n A1) 4(2)
; i3 (q2+w,%+1V[2+C)3A A

n

= —dje’ M fdQ [ dz[ o / d?q 2wy, A1) 7(2)
Z y 2(? + @2+ M2+ ()3 st

(3.55)

onde

e 2y261 * 62 —+ ’QQV? -+ yzvg + 22@/61 : 62 + 2zny
—2yV1+ Vy — yV2 — yVz — 2V + 2292 (3.56)

¢ um coeficiente que contém somente derivadas, mas nio a variavel de integracao
q. Agora, fazendo a expansdo derivativa com V; = V, — 0 equivale a expandir
C — 0, obtendo assim poténcias de C. Com isto as integracoes tanto em ¢ quanto

em z e y podem ser feitas facilmente. Usando novamente a expansdo (A.14),

obtemos
e =
—.‘Zze M 3 1 3C
Z/d2 / dz/ dyfd i ((q2+a;,i; + M?2)3 - (g% + @2 + M?)4

(2)
+(q~+w%+M'“’) o )A e

—-226 M 9 S Wn,
= Z[d /dzf dy 2 (@2 + M2)? L e

37 wn 2 (1 42 3.57
Lo W aal UG e AV AL B (3.57)
2 ((Dg + M2)4 ) : :
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Agora, de (3.26) ¢ f4ci] observar que

52 1 —-GSM[
= Z @2 + M2)2 M2 (3.58)

e desta ultima,

gl BT 9 5
OM? (]T/[ga;) — w_ﬁgzm (3.59)
o 1o
(aM?)Q(MaTz) = Z w2+M? (3.60)

Assim, podemos fazer as integracoes em Y e z nos coeficientes C, que sao diretas,
poils tratam-se apenas da integracdo de polindmios naquelas varidveis. Agora,
colecionando junto termos de derivadas que tém a mesma acao sobre os campos flgl)
e AP, por exemplo (V2AM) A® 4 +(VEASNAD = 2(v244) Ao, ou (V1 V2 A8 (¥, -

Vo Ay = (9:0;40)? ¢ assim por diante, podemos escrever finalmente

(SEYO)e =

ef

82 .ﬂ[ e L a 1 r‘gr
Zﬁ?/C‘Q [ A~ S 2AV? i
" 9a? 1"[ (V*Ao) Ao + (VAo) - (VAo )} 3M?(M aaQ)
Mr, . 5 T . 3 ;
+55 (240(V* Ao) + 4(V70,40) (31 A0) + %(@@AO) g(v%) |
- a ( 1 82T
(M2)2 Haﬁ)‘“”' : (3.61)

Estes sao os primeiros termos da acdo efetiva que viola a paridade que sdo
quadrdticos em Ag e linear em B, com um nimero impar arbitrario de campos
a’s. Os mesmos comentarios da final da sessao anterior se aplicam aqui. O nimero
total de campos deve ser par, e como jd temos trés campos explicitos (dois Ag e
um B), ndo é dificil perceber que 8°I'/da® = dia + dpa’® + ..., de maneira que aqui
a expansio ji comega com a contribui¢do de um @, ou seja, um numero par de
campos. O mesmo valendo para os demais termos.

Apesar de os calculos se tornarem cada vez mais complicados, vamos ainda

calcular pelo mesmo método a agao efetiva cubica em Ag.
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3.2.3 Termo ciibico em Ay
A acao efetiva, 1 E -

¢ tnear em B e que S€ja cibica em A, vai ter diferentes contribuigoes.
3.48) através do tltimo termo da equagdo (3.51) e

outra i S
ra parte vinda do préximo termo dg expansao de (3.35), de acordo com (3.22).
Este termo sers;

Uma parte vinda da equagao (

(SPV(I))(SA,S)

ef

1
ey . . L - :
. POl tME R gy M2Lp2 + (R + M?Lp2 + @7 et

ey e L }
PP+Q2+ M? (54 i - v v
= n (F+iV1)2 + G2 + M2 (5+ iV, +iV,)2 + 02 + M?
1

LT e e L@,
(F+1V1 +iVa +iV,)2 + @2 4 M2 A (3.62)

onde novamente o sobrescrito (3,4,5) significa que este termo dé contribuigio
também para a acao efetiva com 4 e 5 campos Ay além do cibice, embora nos

ateremos a este tltimo. Temos

LW = 266, ALY — ieyo(PAS) + 2(AM)? (3.63)
L® = 2ei5, AP — ieyy(PAD) + e2(A)2 (3.64)
L® = 2, A — ieyy(PAD) + (A2 (3.65)

e os termos nao nulos do numerador e que sao ciibicos em A, virao de

Tr(LO L@ LAY =
= Tr[(,?e@nflél) = iG’Yo(ﬁAgl)) + ez(AgU)Z) (265),,}182) - ievo(ﬁAgZ)) . EQ(AE)?))Q)

x (263, A — iero(PAP) + (AP 4]

LAt . A @) 58
= Tr[ - z‘4e3£)72170A81)A82) (PASHA - i4e302 g A (DAL AL A

— 146320 (DAY AL APA + i€ 10 (PAS )10 (DA ) vo( PAS )A

= i8e32 AN AP AV e;;0,4; — 1263 (8, A1) (8, AP (0 AD ) en A,
—i263¢,;(8:A5" ) (B;AF) (B AL Ar- (3.66)
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Como foi dito, o ltimo termo da equagao

i (3.51) também dard contribuicdo em
0>

assim, a
€xXpressao completa dg, acao efetiva que temos de calcular é:
PV(1
(Sef ( ))(3) = 2264]\{[ Ztrl:

1 o
e
PO+ M2 (5 )

A o
x (A§ ))2(3iA82))6ijA

1
2024+ M2 (54 4V) +1Vy)? + @2 + M2

7

1 1
BT T 1
2 1 o2 = et
P +¢:)n+1\/f2 (P +1iV1)2 + @2 + M2 (F+ iV +iV9)2 + @2 + M?
x(B:A3)) (A4,

1} 1 1
2 L) = i I — —
PT+dn 4+ M2 (54 4V,)2 + 32 + M? (P4 1V + V)2 + @2 + M?
1

e 42 AV AP AV e 0, A
P i gty S Y

1 1 1
PP+ R+ M2 (54 0V )2 4+ @2 + M2 (F+ iV, +3V2)? + 2 + M?
1

(2) (3) »
TrE A B g0 (0 A3”) (s AT (D AT ey A;

1 1 1
PP+ @2+ M2 (54 iV, )2+ @2+ M2 (F+iVy +
1
THE A B WO

+ @2 + M?

Vy)?
x <awaaAéxmA9L%-

(3.67)

Sem entrar em muitos detalhes mas seguindo exatamente os passos do cédlculo da
acdo efetiva linear e quadrética em Ap, vamos apresentar brevemente os resultados
para este caso. O termo dominante da acdo efetiva cibica em Ay serd aquele linear

nas derivadas (s6 haverd termos de ordem impar), e virao dos trés primeiros termos
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da soma anterior, e darg:

PY()\(3) _  te'M T
(Sef . l(z'r)a = 372 Z/dzg;dQ 1 e 6&),,21 i|BA3
0 (q2 + @2+ M2)3 (g2 + @24+ M2
% Ze AJ i 4(:}121 ]Bfig
w2 + M?) (@2 + M2)3] 70
ie! M,B2
= 2 i 23
127 ;fd $3a2 (@721 _|_ﬂ,[2)BA0
— ;13 5 L aiT
= o /d SLaBAg%g. (3.68)

O termo cuibico nas derivadas terd a forma:

(SPV(l) o ie M Z/c121(12 8i2 : 1 )
Je q + @2+ M2 (@ + @2 + M)

X [(v Ac)ids +(T4,) - (\-7;10)} I

M3 . del ol s
- pﬁ fd?a;BAO [(v2/10)f10+(VA0) - (VAO)]

d 1 &°T
X (m—aa‘)' L

O termo de quinta ordem nas derivadas serd:

PV(1)5(3)
(BEVE

= Z B w2 = ﬂ/[? /(]256 [(7&)2 - MQ)(Ag[(VQVAO]B

AR e ;
+4A0(8kA0)(BkV‘AO)B -+ EAO(V2AO)~B + §A0(8k81A0)2B)

T ~ 4002 8M?
+(11* —-3—)(6kA0)2(V2A0)B+( =

qui

) @uo) @A) @10140) B

- ] d*zB [53 [Ag(V‘lAO) + 44,(8;A0) (V20 4g) + ng(VQAo)Q

120
. . B 5 - - ~ 2 1 el
+§-A0(aiajA0)2 £ g(aiAo)2(V2Ao) + 2(5iA0)(3jA0)(aiaiA°)] (M?2)? (ﬂ 8a3)
2 v . . : . ox I ol
+ 220 (30a)? (77 A0) + (8:40) 040) 0:050) | 375 (37 g)] . @
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Podemos com ; ;
Parar esses resultados com og obtido no apéndice B para o calculo da

fungéo de 4 pontos no espaco de momentos no limite

a estdtico. O termo cibico em
Ao que ¢ linear nas derivadag (3.68)

corresponde 3 contribuigdo linear nos momentos
daquele cdlculo, equacio (B.21). Lembre-se que agora a amplitude de 4 pontos estd
S por meio de Ao(El)AO(EQ)Ag(E3)HgogiAi(—E4).
Note também que existe um fator (1/6)

relacionada aos campos externo

diferindo os cilculos do apéndice com os
obtidos aqui, isso devido ao fato de que no apéndice foram feitas todas as 6 per-
mutagoes dos momentos externos e aqui calculamos apenas para uma configuracio
particular. As equagdes para os termos cibicos e de quinta ordem nas derivadas,
(3.69) e (3.70) respectivamente, correspondem as equacdes (13.30) e (B.31), com
as devidas observacées j4 feitas. O numero total de campos de cada termo conti-
nua sendo par, como deveria. Desta, maneira vemos que o método das expansoes
derivativas fornecem os mesmos resultados dos cédlculos do espago de momentos.

Conclusdes mais importantes serdo discutidas no proximo capitulo.

52




Capitulo 4

Caracteristicas Gerais da Acao Efetiva

I srime: 5 .
Na primeira secio deste capitulo vamos tratar de propriedades gerais da agao

efetiva que seguem do estudo dos resultados do capftulo anterior. Na segunda

S€6a0 vamos mostrar que os resultados sdo consistentes com a invaridncia de gauge

‘pequena’ e sao locais.

4.1 Generalizacdo da Acdo Efetiva

O método utilizado de expansao nas derivadas da agao efetiva para termos lineares,
quadrdticos e cibicos em A pode ser estendido para um numero arbitririo de
campos, embora os cdlculos se tornem cada vez mais complicados. Da andlise dos
resultados obtidos para esses termos até a quinta ordem nas derivadas, podemos

generalizar os resultados pelo menos até esta ordem.

4.1.1 Termo linear nas derivadas

Das equacoes obtidas para a parte da acao efetiva que viola a paridade sendo linear,
quadratico e ctibico em Ay, equacdes (3.47), (3.61) e (3.70) respectivamente, vemos
que o termo dessas equagdes linear nas derivadas, ou seja, proporcional apenas a

B, tem uma estrutura simples. Colecionando junto esses termos, teremos:

PV 1) 5 521;123_2_ 63A3 83P i 4.1)
(Ep i =1 fd 2l BAO i e 9 " :

que claramente podemos identificar como os primeiros termos de uma soma infinita,

e assim somos levados a uma generalizacao, escrevendo entao os termos lineares
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nas deri ~ .
1vadas dga agao efetivg, que viola paridade como

SOy o I T (e
(Ses )“”‘“Eg. dzxaB(ﬁAo) ———a(an ), (4.2)

mas esta é ex 2 ~ e «
¢ exatamente a expansio em serie de Taylor da fungio T'(z = a+BAy, M)

em torno do ponto g, — :
p Zo = @, de maneira que temos que a ordem dominante (linear

o da parte da agdo efetiva que viola a paridade para todas as ordens
em Ay é dado por:

nas derivadas)

PV(1 : -
(Sef ( ))lin o Z/deBF(a + B A, 1\([). (4.3)

Vemos que a correcio de ordem dominante ao resultado estatico (3.24) (obtida
com a escolha do campo de gauge estatico (3.3)), fica completamente determi-
nado a Pfll‘til' do préprio resultado no caso estdtico, ou seja, do conhecimento de
I(a + BAg, M). Em outras palavras, observe que o indice n na expressio (4.2)
representa o nimero de campos Ay, entio a expressdao (4.3) é a soma dos termos
dominantes de todas as amplitudes de n pontos (n par). Este é um resultado ge-
ral gue ndo podemos obter perturbativamente, para isto precisariamos calcular o
termo dominante (linear na derivada que est4 em B) de todas as fungoes de n pon-
tos. Além disso, esta agdo é invariante por transformagoes de gauge ‘grande’ desde
que a agao com /10 = 0 seja. Para altas temperaturas, § — 0, vemos que a agao
efetiva se reduz a equacao (3.24), consistente com o fato de que a acdo em (3.24)

nos da o termo dominante da agao efetiva que viola paridade a altas temperaturas.

4.1.2 Termo cubico nas derivadas

Vamos agora analisar os termos que sejam cubicos nas derivadas da parte da acao
efetiva que viola paridade, qual seja, os segundos termos das equagdes (3.47), (3.61)

e (3.70). Colecionando junto estes termos, teremos

-
(Ser” Mews = —iM / d*zB {%(v%)—

ef da
2 : i St e
+% (2(V2A0)Ao + (VA) (VAO)) 902
3 AT 54 - A 83 8 F(CL, A{[)
+2 Ao (72 Ao) Ao + (VAo) (VAD))'a? i ] 8M2( M )
4.4)
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e podemos procurar aqui .
U -
o qui também umg €Xpansao em série com algum coeficiente
. Para isto . _ -
» NOte que as derivadas agindo em A estdo distribuidas sobre

ras possiveis, ou seja, da forma Ay(V24,) e
e qualquer i o e
qualquer campo A, adicional entra como fator multiplicativo

Olbhando com atencao os termos da equagao (4.4)
uma expansao em série de Tay

dois campos Ao de todas ag manei
(VAO) : (VAO)a
apenas.
acima, percebemos
B lor da funcao [(a + ﬁAO, M) a menos de um fator
multiplicativo que contenhs a acao das derivadas nos ca

mpos Ag. Utilizando a
igualdade

(VAy) - (V) = —(V24q) A, + %@ 4.5)

vemos que este fator multiplicativo deve conter apenas os termos (V24,) e V2.
Como o termo linear em Ay na equacio (4.4) deve ser do tipo (V2Ag)Z, ndo 6
dificil perceber que a agio efetiva ctibica nas derivadas deve ter a forma geral

SEVy Zifd2 ‘B[' o2 4 g o] B/ Tle+ Fdg M)
S, 2BV Ao)— + ;7 81‘\/[2( = ) (4.6)

onde ¢; e o5 sdo coeficientes a serem determinados por comparagac com os primeiros

termos da equacao (4.4). Substituindo os primeiros termos da equagao

T(a+ BAg, M) =

(a, M)

1 2
= Tla, M) + fAn O'T(o, M) | 1
a

L s 3 23T (a, M)
+ 552/13 e 563/18———

dad
4.7)

na equacao (4.6), podemos obter os coeficientes ¢, e ¢; por comparagio com (4.4).

Fazendo isto teremos:

/ . 0 a1
B e / d*zB [cl(vmo)— +c2v2} (p(a, M)

da oMz M

B M) L s dEe ] ] e T

+pA T 4 S AT S R
v s @ el
- d sl 2l
Al C2 1252 ;2 e

= [Clﬁ(VQAO)AO o 10)} aM? (M 6(12)

Ci - gL A C2 232 43 9 _1_53P_)+... (4.8)
+| 382 A(V* Ao) Ao + TH(V*/ D) 5172 (7750 ‘ '
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Comparando ime;

O primeirg i
T - termo desta €Xpressao com o correspondente da equagao
(4.4), temos a relacio

¢ + Cgﬁ — _M_‘B_

Com o segundo termo, utilizando a igualdade (4.5), temos

A B
a1 B(V2A) A, + T(VZAS) = (c1B + 0282) (V2 Ao) Ao + e2B2(V Ay) - (¥ Ao)

¢ comparando com o segundo termo da expressao (4.4), temos

2
&1 4ionf? e “Msﬁ
5 M j?
C =—
23 T

de maneira que ficam determinados os coeficientes cy e cy

LM
g 4.9)
L M 4.10
= oo (4.10)

Os mesmos coeficientes sdo obtidos se for analisado o terceiro termo de (4.8),

bastando para isto utilizar a igualdade
(V2AS) = BAZ(V2Ap) + 6A,(T.45) - (V). @.11)

Desta maneira, o termo da acao efetiva que viola paridade e é cubico nas derivadas
(duas agindo em campos Ay e uma contida em B) também é obtido exatamente
a partir da acao efetiva no caso estdtico, e é dada pela equagdo (4.6) com os
coeficientes (4.9) e (4.10):

priy. . 0 Wy s 4o sy
(Sef )cub = 12 d zB [ﬂ(v Ao)aa o V

a (F(a+ﬁfig,]\/f))
OM? M :
(4.12)

Esta acao efetiva representa a soma das contribuigoes da correcao de primeira

ordem (ciibica nas derivadas) de todas as amplitudes de n pontos (n par). E a

primeira correcao a parte dominante (4.3) e é também um resultado exato.
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acao efetiva, 1 i
¢ que viola a paridade e que seja de quinta ordem nas deriva
MOS VEer como surgiram ag estruturas (3

quadrdticos e ciibicos nag derivadas

tribui¢do de quinta ordem.

das, va-
A7), (3.61) e (3.70) dos termos lineares,

Com esta andlise poderemos calcular a con-

A agao efetiva original que tinhamos de calcular era dada por

Ser = = 3 " Teln + e + v, + M) (4.13)
onde
Sl e - 2n+1 it
On =wn + Z(a+ pd,) = (Lﬁi 5 %(a + Bika). (4.14)

Em analogia com (3.13) e (3.14), fazemos a definicio de varidveis

Po= VA ME, G, =tant () (4.15)

M
e lembramos que agora @, é dependente das coordenadas por causa da presenca

de Ap, de maneira que essas varidveis comutardo com A mas nao com y¥. Entao

teremos
Sef = — ZTrln(z& +efA + py, 670&'")
= - ZTrln e"o"-’“/z(e_ ’Ué"/gﬁe_"’f’(’;”ﬂ + e 10 /2gf g r0bn/2 ﬁn) e 10%n/2
n .
} ; . i
= =3 Trin €2 (y+ ef + i — 270(Ph) ) €%
n

= S Teln (ot eh 4 pn — 20(D5) 416

pois, da mesma maneira que (3.16), devido a comutagao de A e b,

e*'YO&’n/Z@A 6_70"%"/2 = 6‘7’4 (4 1 7)

e devido 3 anticomutacao de p e ¢y,

o= T0b /2 g 0P/2 — g % Dén. (4.18)
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A parte da acio efet; -
= ¢tiva que viola paridade pode ser calculado da expressdo (4.16)

o € Vao ter um numero impar de ¢,. A agio é in-
{a
gauge, e como estamos interessados em

olhar para os termos que contenham B e tg
em p, € ¢,. Da definicio destas varidveis v
gia enquanto ¢,

atraves de expansges derivativas

vari ”
termos lineares em A, devemos

mbém termos com derivadas agindo
; emos que p, tem dimensdo de ener-
¢ adi i s .

mensional. Vamos entdo construir cada termo mantendo a

dimensao corret 3 ' -
a da agdo efetiva e respeitando o nimero de derivadas para cada

termo.

Desta manei - ex :
cira por exemplo, o termo linear na derivada e que contenha um

campo A e deixe a acio efetiva adimensional deve ser do tipo
PV(1 y
(Sef ))lin = Z/d2$3¢n
n

= g /dsz tan~! (tanh ﬁ;\/l tan(e(a +2ﬁAO) )) (4.19)

e a; pode ser determinado levando-se em conta, que no limite Ag =0 a agao deve

se reduzir ao caso estdtico (3.26), entdo a; = %%, de maneira que temos

(5 W /d2a:BF(a + BAy, M). (4.20)

Para a ordem de termos cibicos na derivada precisamos de ter mais duas de-
rivadas agindo nos campos Ay além da derivada em B e um nimero impar de @,
de maneira que a forma mais geral da acdo efetiva que viola a paridade com esta

forma é

6 s — 5 024 [bl (V*3n) , , (V7n) (\?q‘bn)}

i 7 7
' YAy e, o
= Z/d%B leMbl(( - v g “on (§ o) - (V)
p’l’l pn
+62ﬂ/1b2;—§(ﬁﬁo) : (‘5[10)] @.21)

Aqui temos contribui¢do tanto de BAy como de BAG, e comparando com o re-

sultado obtido anteriormente, segundos termos das equagdes (3.47) e (3.69), temos
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0s coeficientes by = e

S

e b = 1 ~ . .
i B 0. Assim, teremos para a acdo efetiva que viola
; ate termos ciibicos nag derivadas,

PV(1 12 M
(Sef ))cub = 5 E fdsz[ (V2 Ao) 2el,
7 @ +M22 ~ @+ o)

v “iEEMZ[dz 2.2 [ by 1 @
mBe e e e Oy
247 = OM?2 [(w% M) + GM'(V tan .M)J
7,6211([ 6 927 o
= — d2 B (v AO) an — ~ — A
24m ;/ = OM? [2 (@2 + M?) 3 (@2 + Mrz)z(VAO) - (VAy)
1M g
= —-— [ d°zB {5(V2A 3 4572 8 (T(a+ Ay, M)
2 )5 7 - . en

onde foi usado as equagdes (3.26) e (3.58) para se chegar na iltima igualdade.

Esta equagao concorda com a expressao (4.8) j& obtida anteriormente para a agio

v . ’ . .
efetiva completa da correcio de primeira ordem (ciibica nas derivadas) ao termo
dominante.

4.1.3 Termo de quintz ordem nas derivadas

Vamos agora encontrar uma expressio para a agao efetiva que viola paridade e
contenha termos até quinta ordem nas derivadas. Baseado na analise anterior para
os termos linear e ciibico, ndao é dificil notar que com cinco derivadas existem 12
possiveis maneiras de se aplicar as derivadas nos campos Ag com fatores multiplica-
tivos diferentes. Entretanto, do caso anterior com termos contendo trés derivadas,
Vemos que os termos com ¢, aparecem com no minimo um operador do tipo V2
agindo nele, e vamos exigir isso aqui também. Além disso, agora precisamos de
quatro derivadas agindo nos campos Ag. Com estas exigéncias, a forma mais geral

que podemos escrever para a agao efetiva ¢

PV (1
8 e

: 5a) (V20 ,0) (8 V2 ¢ V2¢,)(0ipy,
:Z/dzw[clv?n+62(v2¢n)(v ), OEOTE) | (PO

= C3 =
P P P

4.23)

Os coeficientes podem entdo ser calculados comparando-se com os resultados ja

obtidos, que sio os terceiros termos das equagdes (3.47) e (3.61) e a equago (3.70).
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O resultado é

(Spvu)

ef )qui =

:‘é%EZ/H%BPE@-aﬁﬁ@NV%J+«&mx&W&J+“V%@@m?
P P8 '

Fazendo a somg g requénc
' obre as frequéncias, teremos g seguinte expressao para a agao
efetiva completa, que viola p

. : aridade em todas as ordens nos campos Ag com até
cinco derivadas:

(5?/(1))%:': z:?;' inEB{ 252[(51/310)2] (13+£ﬂ[2 . )_a—( - )

1 8 OM?/) Qa \OM?
+ @AV (5 + 22 2 B
[ (52 aw) + 9:400, “1038’10(3 el 81\/[2)]8114?
- B[00, 72 A0 + (V2 Ao+ + 2@, o] L é(v%%}
3 da 2
345 ¢ (a + BAg, M)
X%(aM?) ( M ) Phida)

Nesta expressdo, todas as derivadas agein somente nos campos imediatamente a
sua direita.

Vale ressaltar que os resultados obtidos aqui sao exatos, as equagodes (4.3),
(4.22) e (4.25) representam a soma de todas as amplitudes de n pontos (n par)
para a parte da agao efetiva que seja dominante (linear na derivada), correcdo de
primeira ordem (cibico nas derivadas) e corregao de segunda ordem (quinta ordem

nas derivadas), respectivamente.

4.2 Invariancia por Transformacoes de Gauge ‘Peque-
nas’ e Localidade

A agdo efetiva resultante da interacao de um campo fermidnico com um campo
de gauge é invariante de gouge por transformagées ‘pequenas’. Mas no caso de
expansoes derivativas, essa invariancia de gauge nao é evidente. Também existe
um problema de localidade com a agao efetiva obtida desta ltima maneira. Vamos

mostrar aqui que a parte da acao efetiva que viola paridade e é linear em A é tanto

e 3 )
' ' al.
invariante de gauge por transformagoes ‘pequenas’ como loc
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Considerando agao efetivg, dada pels, equacao

fazer uma transformagﬁo de gauge do t; (3.35), que é linear em A, vamos
ipo

A=A+ o (4.26)
onde o é 3
o ¥ O parameto da transformacio. A agao efetiva ficard da forma
(1) 1
Sef = 85 + 45 (4.27)

onde

o R 1
el e Tr . Aor).
; P+ 70(0n + edo) + M (Pa) )

Usando a relacio de comutagao (3.21)

[pi, o] = —i(8;a) (4.29)

e definindo ¥ + yo(w, + edy) + M = # + C apenas para simplificar os célculos,
teremos,

Iy 1
38y = —eZTr¢+C(ﬁa)

I
®
=
=
s
+
Q
2
=
._l_
£
s
N——

—iey Tr [ps, - Ji 0} o (4.30)

Agora escrevemos
p=g+C—-C=p+7(@+ edo) + M — (1o(@n + edo) + M) (431)
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e entao teremos

581 = ie;Tr((ﬂ+C—C)ﬁ1—O _zﬁ_c(wc_(;))a
:ze;Tr(—CﬁE—l—]’ lcc)a
L ze;Tr(—Cﬂ—_i—aa+Ié 1Cca)
- ze;Tr(~cﬁ6a+¢ 1Cac)
:ie;Tr(—¢+CaC+¢+Ca0)

(4.32)

onde foi usado o fato de queé o numerador comuta com « e a ciclicidade do traco,

Tr(ABC) = Tr(BCA). Isso mostra que a expressdo (3.35) ¢ invariante por trans-
formagoes de gouge ‘pequena’.

Vamos agora procurar uma expressao para a agao efetiva, no contexto de ex-

pansoes derivativas, que seja manifestamente invariante por transformagoes de

gauge ‘pequena’ . A acdo efetiva original era da forma
Sef = —ZTrln [;6+fm(azn+e£10)+M+e¢1 : (4.33)
e sabemos que o campo vetorial Atema seguinte decomposicao em duas dimensdes
A; = 0,0 + €;0;p (4.34)
de maneira que
(8%p) = —€;;0;A; = —B. (4.35)
Usando isto e o fato de que somente  ndo comuta com g, podemos escrever
Sey = — ZTrln (pf-i— Yo (@ + eAo) + M + 674)

il ZT[‘ID [eaiw(eieaﬁe—iw it 'YO((I)n it 61410) N e(ﬁa g eij')fiajp) ez‘ea}
n
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= —ZTrln [e-—iecr 4

( ~ ePo + yo(@, + eAo) + M + e(po + eiﬂiajp)) e}

— ; Trln [e-ieﬂ (]5 + "yo(@n 4 EAO) + M + e'YO(ﬁﬂ)) eiw:l

o= ;Tr In (ﬂ + Y@, + GAO) + M+ e'yo(ﬁp)) (4.36)

onde foi usado que

ieo | —ieq 4

€ ]de (elefiin (1+7’€O+"')¢(1_i(’—0+"')=ﬁ—eﬁ0
. prOp-rlfedade “45% = €0ij% = Yy; que segue diretamente de (3.9). Com isto e
da definicao da agdo efetiva que viola paridade dada por (3.19), teremos
oSty

e 1
-5 YT » ! |
2B Wt (@ +edo) + M+ e10(D8)  $+ 20(@n + edo) — M + eqo(Pp)]
1
= = ir
5 Z PP+@Z+ M2 LN e

N = (~ievo(PAo) + 26, Ag + €2 A2) + ieyy(02p) — e2(ip)(Bip).  (4.38)

Os termos quadraticos saem diretamente, para os termos cruzados temos

#0(Pp) + evo(Pr)p = —ero(B(Pp) — (Do)p) = —ievo(%p)
Proedo + voeAop = —evo(BAo — Anh) = ievo(PAo)
eY0(Pp) Yo (@ + eAo) + Y0(@n + edo)evo(Pp) =0
evo(Pp)eo(Pp) = €(0ip)(Dip)

Yo@noeAo + YoeAgYoin = —2ednAg

de onde segue a expresséo para N. Com a equacao (4.34) vemos que os dois dltimos
termos de N podem ser expressos em termos do campo magnético B. O penultimo |
termo ¢é local em termos de B enquanto o ultimo é um termo nao-local, pois pode i
e (&p)(aip) Sl e (V“‘lB)z. A parte nao-local dard contribuicao

o linear em B, que € o0 que nos interessa
da ordem de B?, mostrando que o term q |
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é local. Tomando somente a parte local, y

sando a expansio (3.22), temos uma
eXpressao para o termg linear em B, dado por

PV (1
BSef() T e i
da 52Tr[z~2 = i i
= PPtwi 4+ M2 4 2el, Ag + e2 A2 — ievo(PAo)
X (i70B)—— L — |70
PP @2+ M2 4 95, A, 4+ e2 A2 — deyy (PAo)

2ie M

PRl r 1

g (P® + G2 + M2 + 26, Ay + 2 A2)2 — e2(8,Ag)2

B.

(4.39)

Para qualquer ordem nos campos Ay o denominador pode ser expandido, como foi

discutido antes. Esta expressao tem a vantagem de ser manifestamente invariante

de gauge desde o inicio.
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Conclusio

Na primeira parte deste trabalho, capitulos 1 e 2 apen

_ il as analisamos as princi-
pais caracteristicas da, fisic

4 em um espago em 2 + 1 dimensdes, dando énfase as

iari : ;
peculiaridades que aparecem devido a um termo de Chern-Simons, que como sa-

bemos s ap: : = et i
© aparece em dimensdes impares do espago-tempo. A invaridncia de gauge

da teoria, a geracao de massa que ela implica e a quebra das simetrias P e T

Sa0 as principais caracteristicas desta teoria. Uma breve descricao de como tratar

modelos de teoria de campos a temperatura finita foi feita 1o segundo capitulo,
pois na parte principal do trabalho utilizamos esta ferramenta. Sem ddvida os
principais resultados estao nos capitulos 3 e 4. Ao estudarros perturbativamente
uma lagrangeana de férmions ocorre a inducao de um termo de Chern-Simons.
Mostramos que no limite estdtico este termo responsdvel pela quebra de paridade
da agao efetiva a temperatura finita é linear no campo magnético B. Néo existe
correcoes de ordem mais alta neste caso, e a amplitude térmica é simplesmente
proporcional a 4gB. Quando tentamos ir além do limite estdtico, permitindo uma
dependéncia nas coordenadas do campo Ay, conseguimos importantes resultados.
Considerando ainda uma acao efetiva linear em A, mas agora com um nimero
arbitrario de campos fio, calculamos os termos lineares, quadraticos e cubicos em
Ao. Encontramos que o resultado final fica ainda dependente dos parametros de
Feynman, de maneira que ndo pode ser obtido de forma fechada. Para contornar
este problema utilizamos o método das expansoes derivativas, vélido no caso dos
campos Ay terem uma dependéncia pequena com as coordenadas, o que supomos
entdo. O método consiste em fazer uma expansao em poténcias das derivadas, de
modo que as integrais naqueles parametros podem ser feitas e temos uma expressao

fechada para as amplitudes, embora em termos de uma soma infinita em poténcias

das derivadas. Estes resultados ficam sendo fungoes do resultado obtido no limite
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estatico, ou seja, conhecendo-ge 5

agao efetiva no limite estati ] I
| ' ico, ficam determi-
nados também ag primeiras corre ’

¢oes ao limite estdtico. Estes mesmos resultados

oS nas derivadas da acdo efetiva, ou seja, para os

dominante da acfio efetiva (linear na derivada) que

viola paridade fica completamente determinado a, partir do conhecimento da agéo

efetiva no limi 1t § 1
mite estdtico. Vale ressaltar que é um resultado analitico exato, corres-

pondente & soma dos termos dominantes de todas as amplitudes de n pontos, com

n par, pois sabemos que as amplitudes com 7 fmpar se anulam pela conjugacao

da carga. Perturbativamente terfamos de calcular todos os graficos de n pontos e

soma-los. O mesmo resultado geral foi obtido para a corre¢ao em primeira ordem

(cubico nas derivadas) e segunda ordem (quinta ordem nas derivadas) ao termo

dominante da acdo efetiva que viola paridade. Assim obtivemos exatamente, até a
quinta ordem nas derivadas, a parte da agao efetiva que viola paridade, contendo
um campo A e um numero arbitrario de campos Ay. Também verificamos que
estes termos sao locais e invariantes por transformacdes de gauge. Isto mostra que
estas contribuigoes possuem um significado fisico, e podem ser relevantes para a

descri¢ao de diversos processos que ocorrem em altas temperaturas.

66




Apéndice A

i o0 :
gumas férmulas e expresses utilizadas no texto

e Tracos de matrizes g

Yo = 103, N = 1ay, Y2 = 103.

Tr('Yﬂ'/U) = '“25;“/
Tr(Yu oY) = 2€up
Te(1u17570) = 20000 + 8u00ps — 8pus)

Tr(quf)’u“fpr)\'Ycr) = _2(5uu5p/\a s 6p)\f,uucr -+ 5#0'6;)/\1/ = (5u05p)\,u)

e Integrais D-dimensionais obtidas com regularizagao dimensional:

Py
/ p(p? + 5 + i€)™

i o By
D 2 D/2
K o

i 5
ama no espago Euclidiano em D = 2, com representagao

(A.1)

(A2)

(A3)

(A4)

(A.3)

(A.6)




D P
/d p(_ﬂ%ﬁ:iﬁ’m”n'm%l) &
i€) 2T (n) gn=Dj2=1"

(A7)

H

dD pp.pu : D/QF(TL—D/Q—].) Guv
[ (P2 + s + ze) - 2I'(n) s”‘g/z_l ' o

o Alguns somatérios tteis:

2ol SNl AL s
Z In(w; +2%) = B +2In(1 + ¢ #%) + (const. independ. de z) (A.9)

n=—o

SR e o e \ R 5 =
onde w, = 5 bara o sinal positivo e w, = (i;’i para o sinal negativo. Isso
segue de

0

a B A Bx
T ,) b G (e )
de ( ni\? n(w” Sl n:z_-v “’!21 + z? v ( gh= - 1)

onde a ultima igualdade ¢ obtida por meio de uma integracao no plano com-
plexo com um contorno apropriado e finalmente fazendo-se a integracao em
2 no ultime termo obtemos a expressao (4.9). Detalhes podem ser obtidos

em (19], pag. 248.
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e na tltima linha foj utilizado a igualdade

tanhiz = i tan 2.

e Parametrizacio de Feynman:

1 dz

b A1)

ab  Jy [b+ (a~b)z]? (

1 ld o : (A.12)
g d _
abe /o y./o z[a+(b—a)y+(c—a)z]3
1 1 l—x 1-y 1

= d :

abed 6/0 $[0 dyfo dz[a-&-(b—a):c+(c—a)y+(d—a)z]‘
(A.13)

e Expansoes tuteis:
: :1+n$+ln(n+1)$2+--- (A.14)
(1—2z)" 2
> (—1)j J+1 (A.15)
In(1 + z) =ZO j+1$
]:
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Apéndice B

Neste apéndice va £ 2
e 4ImOos apresentar os principais resultados do cdlculo perturbativo

da 'amphtude do diagrama de auto energia em um loop no espaco de momentos
derwad? da densidade de lagrangeana dada por (3.1). Foi utilizado um programa
de manipulagao algébrica para ajudar nos calculos, que para a funcgdo de 4 pontos

’ m >
¢ bem complicado. Os resultados podem ser comparados com os obtidos através
do método de expansao derivativa.

Funcao de 2 pontos

Vamos comecar com o cdlculo da funcao de dois pontos da parte que viola a
paridade da agao efetiva a temperatura finita em um loop fermiénico. Faremos o
calculo no limite estatico, pois como estamos tratando o problema a temperatura
finita, sabemos que as amplitudes sdo ndo-analiticas, entao s6 podemos tratar o
problema em determinados limites. O limite estatico é caracterizado por kg = 0,
onde k; = (klg,El) ¢ o momento externo associado ao béson. O diagrama a ser

considerado é:

ot

Fig. 1: Gréfico representando a fungao de 2 pontos de um loop fermidnico.
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A amplitude q
€ 2 pontos que temos de calcular é dada, por

PV (kM) < L
H1pa \V1, I) ==
2 Q[Hm.tw (k)1, J‘VI) TR Hm,uz (kla —-M[)] (B.1)

pois estamos interessac OS apenas
1 p 1a parte que viola a paridade, onde
7

Iy iy (B, £ M) = — 2 ki, M
27r)25 Z f L P _JC}S[(&ﬁkf )M?] 82

N, L
wmps (P, k1, £M) = Ty (Yo (B + #r £ M)y, £+ M) (B.3)

A componente zer i :
p 0 do tri-momento associado com o loop de férmion é quantizado

e pura 1 inari
puramente 1maginario, de acordo com os cdlculos a temperatura finita, dado por
_wm(2n41)
Do = T = Wy, el (B.4)

e lernbrando que estamos considerando o limite estdtico, onde kjq = 0, a amplitude
de 2 pontos (B.1) pode ser escrita como

est PV 2 — (esf)PV
THEOPY (e, M) G Z j Nis i (B.5)
) /3 (7 + M2)[(F + k1)? + M)
onde
M2 = w? + M? (B.6)
e
1
N’S?ZLZ)PV = a[f\fm.uz (P, k1, A/I) ] Nm.uz (P, ki, —]V[)] B0 (B.7)

Calculando o trago das matrizes gama em (B7), utilizando (B3), o que temos é

apenas o traco de trés matrizes gama, que de acordo com (A.2), nos da

NEDPY = (2Mra€apnpa) ™ = 2ME1j€pp: B.8)

11 H2
onde ko = 0, devemos escolher um dos dois

indices p; ou po para Ser igual a zero. Escolhemos ui = Qe jip = 0 AEo,
etrizacdo de Feynman (A.11) e fazendo a mudanca de varidveis

Como estamos no limite estatico,

utilizando a param
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( 2 pontos
est)PV
HOz ) (I‘JI;M) = 2M e 1
(@myzpSiF Z /d%(
n=-co p% + M2)[(p + + k)2 + M2
- 2M'e il V)’ 5
G‘LJ 15 Z [ dzfd2ﬁ 1 -
n=-co (P2 + 2(1 — 2)k? + M2]?
LM @
9 6€1jk1j Z / dz L 1 (B.9)
n=—0o’0  2(1 = 2)k? + M2 + w2

A soma sobre as frequéncias dj
i requencias discretas pode ser realizada facilmente com ajuda da
equagdo (A.10) do apéndice, onde tomamos § — 0, 0 que nos fornece

(B.10)

esL)PV Me? tanh z(1—2)k3+M?
g™ " ke, M) = _“‘?% U[ e p )
\/ 1— 2)k2 + M?

Aqul vemos que mesmo para o caso mais simples do cdlculo da auto-energia em um
loop no limite estdtico ndo podemos obter uma expressio fechada para a amplitude.
No entanto, fazendo uma expansao em poténcias de (k-_i)Q, podemos obter uma

expressao fechada para a amplitude de 2 pontos,

esi PV(AI, ]V_l')

Me? ‘ [T 1 Mp
= iE 1k ) s ] T s .2\ 8 il
i Z( ) /0 7= el (awﬂ)s[.‘thm}l( )]

W]

s=0
(B.11)
e com a ajuda da equagdo (3.25), obtemos finalmente
fo [l —z)idg =, @ —1—£F [
= —eijhi M Z (kr) (811/[2)5(M T a:o)'
B2 o (19
L — A
- —C”I“JMK 1 da Bl ) G 8M2( faar(a’ﬂ/) azo) u
(th2 ) (L_a_ M) )+} (B.12)
60 (51\4[2 M B3] a=0




Esta equaga ; .
quagao nos dé a amplitude de 2 pontos no espago de momentos que ¢é obtida

da part 5 3 & :
p '1 e que 1 iola paud%de da acdo efetiva tomando-se derivada funcional com
respeito a Ag(k1) e A;(—k;).

Funcio de 4 pontos

Vamos agora ao célculo da amplitude de 4 pontos no espago de momentos de

um loop fermidnico. O diagrama a ser considerado é:

~ ki . Ky -
>~ P+l o
~ 5
P Pk ok
o fprst ~
< Prkitkatky ™~
K "

Fig. 2: Grifico representando a fungao de 4 pontos de um loop fermidnico.

Seguindo 0s mesmos passos das equacdes (B.1-B.5), a amplitude que nos interessa
é expressa por

£

4 00
t)PY & = n7(es
Hgflsﬁ-)guaiq(kla kZ) kB: 1\/[)(1234) ST )2ﬁ Z / dgp Nﬁi,ﬁgﬁ;;l (p, k], kg, kg, [\/I)
n=—0co
1

(27

X — - = =
(p® + M2)[(P+ k1) + M2)[(P+ k1 + k2)* + M2)[(F + k1 + ko + ks)? + M?2]
(B.13)

onde o indice subscrito (1234) significa que estamos calculando a contribui¢ao
apenas do gréfico da Figura 2 acima, embora existam 6 graficos que ddo uma
contribuicao semelhante, obtidos fazendo-se todas as permutagdes dos indices dos

momentos externos. A amplitude completa é a soma de todas essas contribuigoes.

De forma diagramatica simples, 0s graficos que contribuem sao representados por

1 2 2 2 3 3 1 3 3, 1 3
: +>< +>< : : +
4 3 4 3 ) 4 2 4 by 4 ?
Fig. 3 Representagao de todas as contribuigoes para a fungdo de 4 pontos.
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onde os indice
S numéricos fepresentam os momentos externos. A amplitude final
serd entao dada formalmente por

H(est)PV A H (est)PV H(cst )PV H(est)PV

VPV
(1234) (2134) (2314) T+ Hgslzm) —+ H%;Z?SV + Hﬁggfv.

(B.14)

Consider 'imei ] i
ando somente o primeiro grafico do conjunto acima, detalhado na Figura

4 i 5 s i {LEs
» vamos calcular sua contribuicio e as demais serdo obtidas simplesmente por
troca de indices. Para a equagao (B.13), temos que

Niesie Y Nk, g, by M) =
i

N,
=

wpapzne (P K1y K2y Kz, M) — Ny oo (D, K,y i, ki3, — M)

kio=k20=k30=0

(B.15)

onde

IV#UJ?HS!-M (]), kl: kg, kg, iﬂ’[) =
o Tr[fYy,- (ﬁ} P #l L AJ)'Y,LLQW + '%l = 5‘62 ze ﬂ/-[)ﬁr',ug (]ﬁ = Jél it %'.! = %3 = A{[)A/[L‘ (Jé = )]
(B.16)

Do caso anterior, para a funcao de dois pontos, j4 sabemos que nao € possivel
obter uma forma fechada para a amplitude, o mesmo ocorrendo com a amplitude
de 4 pontos, ja que os cédlculos aqui sdo bem mais complicados. O que faremos
é supor desde o inicio a aproximacao Ilfz| & M, e analisar separadamente cada
termo individual até quinta ordem no momento externo e ainda considerar o caso
com componentes especificas p; = o = s = 0 e py = 7, que corresponde a parte
da acao efetiva contendo trés campos Ay e um campo magnético.

A parte que viola paridade vinda do numerador da equacio (B.13) é uma fungéo
fmpar dos momentos externos, que pode ser linear ou ctbica nos momentos. To-
mando os momentos externos iguais a zero no denominador e tomando somente as
contribuicdes lineares do numerador da equagao (B.13), obtemos a contribuigdo de
ordem dominante para a amplitude de 4 pontos, ou seja, a contribuicao linear nos

momentos externos, indicado pelo indice sobrescrito (1),
est)PV

( L )
Z / 2—vN 001 prklvk k3,ﬁ/[) (B17)

(est)PV(1
L 7% + M? + w?)

000z 1934) i 25
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onde

st P
Nogor " (B k1, g, ks, MYD =

= 2Mei5((3ky; + dkg; + Bka;)w? — (ky; + ksi) (P + M?)] (B.18)

vem do cédlculo do trago. Agora, substituindo a equacdo (B.18) na equacio (B.17),

e fazendo todas as permutagoes dos indices dos momentos externos, de acordo com

a equacao (B.14), a amplitude de 4 pontos completa para a contribuicdo dominante

(linear) nos momentos externos serd dada por

Me* M? — 5w?2
H(est_)PV( o Lig g l 2 L2+ wy,
i M om2B Z_ P+ o)t S
onde k; + ko + k3 = —k, representa a conservacao do momento. A integracao sobre

p é direta, com as férmulas do apéndice A, dando

/A Me! 4M? 3
H(est)PX Ly ! L, [
000i €45 153 Z O + 2)p (M? ) (B.20)

Finalmente, fazendo a soma sobre as frequéncias discretas de acordo com a equacao

(A.10) do apéndice e utilizando a equagao (3.25), podemos expressar a amplitude
de 4 pontos linear nos momentos como

(est)PV (1) 2 03

o00: = &pku0 %F(a, M) s (B.21)

A Fim de obtermos as contribuicoes em ordens mais altas que as lineares no

momento externo, temos de levar em conta a dependéncia dos momentos no de-

nominador da equacgdo (B.13). Usando a parametrizacao de Feynman, equagao

(A.13), e fazendo a mudanca de varidveis p — p — m/;l — yElg — zEl3, podemos

escrever a contribuicao do grafico da Figura 2 para a amplitude de 4 pontos como

(est)PV
HOE‘BZ 1234)
i (est)PV
2 — OO’L

27r2ﬁ Z/dm/ dy/ / p+M?+w2+K2)

(B.22)
onde
Végg?”v — égg?ljv(pu,ﬁ— ki — ykia — zkis, Ky, k2, k3, M) (B.23)
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mostra a dependéncia de N{¢VP

8 0003 ¥ com os momentos apds a mudanga de varidveis
k12 =K1+ EQ, (B24)
kla = l\, + 1»2 + /Cg, (B25)

205 ) I % Fe
K* = kia(l — z) + kLy(1 — ) + Ez(1 — z) — 2(k; - k1ozy
+k’2 : Fz13yz E El i Elamz) (B26)

A integracdo em p fica ficil com ajuda de uma integragao angular, levando a

(est)PV
Ho%%z(lm) =
= — da: d1 / d f dp
2r B "_Zm [ ; = M o KT

(B.27)

A notacao no numerador significa que ngl) e Ni(l) sao de primeira ordem nos mo-
mentos externos e Ni(B) ¢ de terceira ordem. Os calculos sdo bem extensos, existindo
muitos termos, mas todos de integragdo simples neste ponto. Os calculos foram
feitos com ajuda de um programa computacional. Fazendo a integracao em dp e ex-
pandindo o resultado até quinta ordem nos momentos externos, temos as seguintes

expressoes para a amplitude em terceira e quinta ordem nas derivadas:

(est)PV(3) _
H000i(1234) =

1-z 1/ — K2pt l) K2NW
B 27-5 Z / dx/ dy/ M"+w2) _3(M2+w,%)4]

(B.28)
e
(est)PV(5) _
Hof)stli(1234) o
% 6K4N(1 3K4n§”—21<2N§3’]
7 275 Z / dxf dy[ M?+w2) 5 (M +w2)t I
(B.29)
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polinomiais.
As somas sobre as frequéncias discretas podem ser feitas com ajuda

da equagdo (A.10), e o resultado €xpresso em termos de derivadas de I'(a, M). O

resultado completo da amplitude de 4 pontos até termos de terceira e quinta ordem

nas d
erivadas é obtido somando-se as seis permutagoes possiveis dos indices dos

momentos externos. O resultado fina] é:

)PV (3
IIé%%z - o

4

e
3 = Gk (]» + RQ + Az + }n2 rlvs e llul ks) 4

N M? - 5w?
B :Z (M2 + w?)*
L
M da?

Ei‘k
= Jﬁqj(kz—i—l»z—lrk + ko g+ Fy - ) M P

I(a, M)]

oM? a=0

(B.30)

(est) PV (5)
H0001

Me!
R B

e B o o 2
— ek {(klkg‘/»3+/»1‘/v2k2'ﬁ~3) Z M_
n=—0od

—[E?(3E’f + 6k, - ks + 6k, - ks + 5k +5Ez-153) +

— — - — = — - 7(})2_1\{[2
ARy R+ r - Boky ] Y m s
+d(ky - ko)® 4 Ky - koks - ks 2. +wﬁ)5} T

+ duas permutagdes ciclicas de /_51,!22 e !:3
M

L der @ 1L ar
sl e B g i
= — g ik [(Mz Fa + k- ok - ’“3) 3 (M2)* (Maa)a=0

+[Ef(3l§¥+6f51 - kg + 6k, - k3 + 5k +5k2-k3) ot

B o 1ol
3 (8]\/[2)2(M aaB)a=o :

+ duas permutagdes ciclicas de k1, ks e k3. (B.31)

+4(k; - A) +6/€1 kaQ AS}
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