Universidade de Sao Paulo

Instituto de Fisica

Quantizacao da particula relativistica espinorial em 2 + 1 dimensoes

Rodrigo Fresneda

T ———re

obtengao do grau de mestre em ciéncias.

Orientador: Prof. Dr. Dmitri M. Gitman (IFUSP)

Banca examinadora:

Prof. Dr. Dmitri M. Gitman (IFUSP)

Prof. Dr. Josif Frenkel (IFUSP)

Prfo. Dr. Jeferson de Lima Tomazelli (UNESP)

Sao Paulo, Agosto de 2003 Prof, Armando Corbani Ferrax
Presidente da’Comissio de Pés Gradwaglo

INSTITUTO DE FIS{CA
Servigo de Biblioteca o

Tombo: 3396 9y . 1

Informaga.

ey

N sl ]
ol 1€108 .
it A

LA

&




FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servico de Biblioteca e Informacao
do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Fresneda, Rodrigo

Quantizagao da Particula Relativistica Espinorial em
2 +1 Dimensdes. Sé&o Paulo, SP - 2003

Dissertagao (Mestrado) Universidade de Séo Paulo
Instituto de Fisica. Departamento de Fisica Nuclear

Orientador: Prof. Dr. Dmitri Maximovitch Gitman
Area de Concentragdo: Fisica das Particulas
Elementares e Campos

Unitermos: 1. Mecénica Quéantica Relativistica;
2. Quantizacao;
3. Teoria de Campos.

USP/IF/SBI-050/2003




Resumo

Neste trabalho é considerado o problema da quantizagdo de um modelo pseudoclassico para uma
particula relativistica massiva de spin 1/2 em 2+ 1 dimens6es em campos externos eletromagnéticos
arbitrarios. A quantiza¢do apresentada é uma combinagao dos esquemas de quantizagdo de Dirac
e candnico, uma vez que o modelo contém um vinculo de primeira classe que nao pode ser fixado
por uma escolha de calibre. A presenga deste vinculo no nivel quéantico leva a uma extensao do
nimero de componentes dos vetores de estado em comparagao com a teoria em 3 + 1 dimensaes.
A mecanica construida descreve particulas e antiparticulas de energia positiva, em acordo com a

teoria quantica de campos.



Abstract

We consider the quantization problem for a pseudoclassical model of a massive spin-1/2 rela-
tivistic particle in 2 4+ 1 dimensions on the background of an arbitrary electromagnetic field. The
presented quantization is a combination of the canonical and Dirac schemes, since the model con-
tains a first-class constraint which does not admit gauge-fixing. The presence of this constraint at
the quantum level leads to an extension of the number of state-vector components in comparison
with the 3 4+ 1 case. The constructed quantum mechanics describes both particles and antiparticles

with positive energy levels, in accordance with quantum field theory.
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Capitulo 1

Introducao

O interesse renovado no estudo (construgao e quantizagao) de modelos classicos e pseudoclassicos de
particulas relativisticas (PR) pode ser explicado por numerosas razdes. Uma delas é o bem conhecido
fato de que modelos de PR podem ser considerados como protétipos de cordas, exemplos tedricos
simples que fornecem insight aos problemas tipicos de quantizagdo de cordas. Como os modelos de
PR sdo normalmente concebidos numa forma invariante por reparametrizagéo, apresentam tadas as
dificuldades caracteristicas & quantizacio de sistemas com este tipo de invaridncia, em particular,
o fenémeno de hamiltoniana nula e o problema da definigao de evolugéo temporal, que séo cruciais,
e.g., & quantizagio de teorias invariantes por reparametrizagio tao importantes quanto a relatividade
geral. Uma outra motivagao ao estudo de PR é o desejo de atingir um melhor entendimento dos
principios bésicos da quantizagio, e desenvolver uma descrigao cldssica e quéantica consistentes de
diferentes tipos de PR, possuindo diversos spins e massas, e se movendo em espagos-tempo e campos
externos arbitrarios.

Ao se quantizar um modelo classico de PR, pretende-se construir uma mecénica quantica (MQ)
que, em certo sentido, baseia-se na equagio de ondas relativistica correspondente. Neste sentido,
hé a opinido corrente de que a construgdo de qualquer MQ relativistica encontra uma série de
dificuldades (e.g., um conjunto infinito de niveis de energia negativos, normas negativas de vetores)
que s6 podem ser resolvidos com a segunda quantizagao: veja, e.g., [1, 2]. Mas h4 diferentes modos
de encarar o problema da quantizagio da PR. A mais simples, e também a mais difundida, ¢ a
visdo segundo a qual se deve aplicar algum esquema conveniente de quantiza¢do ao modelo em
anélise que permita a obtengdo das equagées de onda relativisticas correspondentes, sem procurar
demonstrar que uma MQ consistente foi construida (devido a opinido acima mencionada de que esta
tarefa é impossivel). Neste trabalho, contudo, propde-se que no curso da primeria quantizagéo do
modelo de PR deve-se tentar construir uma MQ relativistica com o mesmo grau de consisténcia que

o setor de uma particula da teoria quéntica de campos (TQC) correspondente. Entre os esquemas




de quantizag@o consistente desta natureza, pode-se mencionar a quantizagdo canbnica de teorias de
calibre, nas quais o setor fisico é selecionado j4 no nivel cldssico por meio da fixagdo dos calibres, e
o espago de estados construido é analisado em detalhe.

No artigo [3], os autores tém sucesso em demonstrar, utilizando o modelo pseudocldssico mais
simples da particula espinorial em 3+1 dimensdes [4], que a aplicagdo consistente da teoria quantica,
combinada com a andlise dos vinculos e do setor fisico, torna possivel a obten¢do de uma MQ
relativistica consistente, equivalente ao setor de uma particula da TQC. Deve-se notar que o esquema
de quantizagao [3] leva em conta campos eletromagnéticos e gravitacionais de fundo arbitrarios. Esta
tarefa encontra uma série de problemas nao-triviais incluindo a complicada andlise dos vinculos,
bem como os problemas relacionados & realizacao dos operadores e a seu ordenamento. A solugao
para estes problemas foi encontrada no contexto de uma modificagio do esquema de quantizagao
originariamente proposto em [5, 6]. Um dos principais pontos desta modificagdo estd relacionada
a uma nova realizagao do espaco de Hilbert. Esta realizagao permite nao sé6 que se leve em conta
campos externos arbitrarios, mas também que se resolva o problema completamente, isto é, que
se obtenha como resultado da quantizagio uma MQ relativistica consistente, que reproduza o
comportamento exato do setor de uma particula da TQC (em campos externos que nao criem
particulas do vacuo). Em particular, o setor fisico do espago de Hilbert reproduz o espectro positivo
completo de energia de particulas e antiparticulas, com somente normas positivas para os estados
correspondentes .

E importante notar que o modelo [4] de uma particula espinorial ery 3 + 1 dimensoes é o mais
simples. Boa parte dos outros modelos pseudoclassicos construidos sao mais complicados. Por
exemplo, em alguns modelos ha o aparecimentos de vinculos bifermionicos que ndo podem ser
fixados no nivel classico, e portanto estd longe de ser 6bvio como aplicar o esquema de quantizagao
[3] a estes modelos. Com o intuito de estudar um modelo que apresente a peculiaridade acima, e de
construir uma MQ relativistica em conformidade com a TQC, escolheu-se o modelo pseudocldssico
(7] de uma particula massiva de spin-1/2 em 2+ 1 dimensées, em campos de fundo eletromagnéticos
arbitrérios.

O modelo [7] possui uma estrutura mais complexa que a do modelo de Berezin-Marinov 4],
devido a particularidades inerentes & teoria em 2 + 1 dimensdes. Em particular, pode-se mencionar
a peculariedade do comportamento de particulas espinoriais em 2 + 1 dimensées. B fato bem co-
nhecido que diferentes projegdes de spin de uma particula espinorial (massiva) em 2 + 1 dimensoes
pertencem a diferentes representacgoes irredutiveis e portanto descrevem diferentes particulas. Ao
mesmo tempo, existe uma correspondéncia entre spin e carga, qual seja, todas as transformacoes
discretas ou nio alteram os sinais da projegao de spin e carga, ou alteram ambos sinais simultane-
amente. A parte um interesse puramente teérico em completar a teoria de particulas relativisticas,
hé uma relagio direta com a teoria de campos em 2 + 1 dimensdes (8, 9}, que tem atraido bastante

atencdo por a varios motivos: devido a existéncia de propriedades topolégicas nao-triviais e, es-




pecialmente, devido & possibilidade de existéncia de particulas com spins fraciondrios e estatistica
ex6tica (anyons), que talvez tenham aplicagdo ao efeito Hall fracionério, supercondutividade a altas
temperaturas, etc, [8]. Também é notével que em 2 4 1 dimensdes se possa construir a teoria de
calibre topologicamente massiva para particulas de spin-1, em que a massa surge gragas ao chamado
termo de Chern-Simons [9)].

Tendo em vista o que foi dito acima, espera-se a construgdo de uma MQ relativistica para
uma particula espinorial em 2 + 1 dimensées esteja justificada. Este problema é resolvido neste
trabalho. Ao fazé-lo, dois objetivos foram atingidos. De um lado, mostra-se que o esquema de
quantizagdo [3] é aplicivel a um modelo com uma estrutura classica um pouco mais complexa. De
outro lado, pode-se esperar que a estrutura obtida da MQ para uma particula em 2 + 1 dimensdes
possa eventualmente ser utilizada na solugdo de problemas da fisica planar.

Com respeito a escolha do modelo, deve-se notar que um certo nimero de modelos alternativos
foram propostos para.a descri¢do da particula espinorial em 2 + 1 dimensdes (veja, e.g., [7, 10]).
Em 2+ 1 dimensées a reducao dimensional da acio de Berezin-Marinov (agdo padrdo) nao reproduz
a teoria quéntica minima das particulas espinoriais, que deve fornecer somente um valor para a
projegdo de spin (1/2 ou —1/2). Nos artigos [10], duas modificagbes da agao padrao foram propostas
para obter a teoria minima. Entretanto, a primeira acao em [10] ¢, de fato, classicamente equivalente
4 agdo padrdo em 2 + 1 dimensdes, e ndo possui as propriedades quanticas requeridas durante a
quantizacdo candnica e por integral de trajetéria. Ademais, é invariante por transformagées de
paridade e inversio temporal. O outro modelo em [10] nao é supersimétrico, e portanto perde o
traco mais importante desses modelos, i.e, aquele que permite que se os considerem protétipos de
supercordas, ou alguns modelos em teoria de supercordas. No artigo [7], os autores propéem uma
agdo invariarte por trés tipos de simetrias de calibre: uma de reparametrizagao e duas outras de
supertransformagio. O modelo néo ¢ invariante por P e T, de acordo com as propriedades esperadas
da teoria minima em 2 + 1 dimensGes.

No presente trabalho, mostra-se que a quantizagao do modelo [7], seguindo as linhas gerais de
[3], reproduz uma MQ relativistica consistente em conformidade com o setor de uma particula da

TQC, que, neste caso, é a teoria quantica do campo espinorial em 2 4+ 1 dimensdaes.
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Capitulo 2

Teorias classicas na algebra de

Berezin

A Mecénica Cléssica fornece um excelente ponto de partida para a construgéo da MQ de um sistema
fisico particular. Em geral, € uma tarefa quase impossivel obter a teoria quéntica imediatamente,
logo é extremamente 1itil considerar um analogo mais simples e bastante rico que é a teoria classica
[11). Em geral, ndo se sabe qual é a Mecanica Classica de um sistema fisico particular. Um
exemplo ilustrativo é a teoria de spin. Nao existe andlogo cldssico para esta grandeza [12], cuja
origem reside na teoria da representagéo do grupo de Poincaré. Logo, sua natureza ¢ quéntica e
relativistica. Assim, como se deve obter a MQ de um sistema com spin se ndo hd um exemplo
classico para tanto? Uma resposta para esta pergunta foi formulada em termos de uma descrigao
classica mais geral [4, 13], que incorpora ao mesmo tempo grandezas bosdnicas e fermidnicas, numa
estrutura mateméatica conhecida como dlgebra de Berezin. Esses modelos ‘classicos’ de particulas
relativisticas com spin, que podem ser dados em termos de uma lagrangiana supersimétrica, foram
apelidados pseudoclassicos [14].

Como o objetivo deste trabalho é empreender a quantizagdo candnica de um modelo pseu-
docléssico, seré necessirio utilizar os métodos gerais de hamiltonizagao adaptados a teorias na
slgebra de Berezin. O procedimento de hamiltonizagido convencional para teorias classicas na
4lgebra de Berezin ja é bem conhecido (ver [15]). No que segue, serd feita uma breve exposigéo
da generalizacdio desse procedimento as teorias degeneradas [16], levando em conta a presenga de
varidveis grassmannianas.

De acordo com o procedimento convencional de hamiltonizagao de teorias lagrangianas L (z, &),

a condicdo de que todos os momentos p; sejam exprimiveis em termos de x e & é a nao-singularidade
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da matrix hessiana
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Este procedimento é desenvolvido em [15]. Suponha que para alguma fungio de Lagrange consis-

M = det

tente L (z, ) exista uma coordenada z* tal que a velocidade £* nio esteja presente na lagrangiana.
Entao, tem-se imediatamente, segundo o método convencional, um vinculo primario pz-. A lagran-
giana ji estava na forma hamiltoniana em relac@o & coordenada z*, uma vez que ela nao incluia
a velocidade £*. Parece entio razodvel nao introduzir o momento conjugado p;- e modificar o
procedimento. Este procedimento modificado é o procedimento generalizado de Hamiltonizagao,
apresentado em [16]. O método generalizado trata a coordenada z* como uma velocidade, e a
condigdo generalizada de nao-singularidade da teoria se torna

i disdn W oas
M—dat] Ve o REEEC ] AD, (2.2)

dx' =9z dxr ~dxI *

em que r'* representam todas as coordenadas degeneradas, isto é, aquelas coordenadas para as
quais a lagrangiana nao contém as velocidades correspondentes. O hessiano generalizado M so-
mente contém derivadas com respeito aquelas velocidades que estdo presentes na lagrangiana. Em
particular, na auséncia de coordenadas degeneradas, o hLessiano generalizado se reduz ao hessiano
usual (2.1).

A principal questdao com que se deve preo-upar na extensao do método para teorias degeneradas
(que contém varidveis degeneradas) na presenga de varidveis de Grassmann, ou de maneira mais
geral, para teorias degeneradas na dlgebra de Berezin, é a de como escolher consistentemente as
variacoes e derivagdes, i.e., se as derivadas e variagbes sdo tomadas & direita ou a esquerda, e
como estas escolhas devem resolver o problema da ambiguidade no ordenamento de varidveis na
hamiltoniana, como seré visto adiante.

Primeiramente, seguem algumas definigoes.

Uma &lgebra de Grassmann A, é uma algebra associativa sobre C com unidade e n geradores

£, i.e., um elemento qualquer f € A, pode ser escrito como um polinémio em &*:

n
f= Z Z Theth ~w8 (2.3)
k=0 ‘i] ceelk
onde fi,.. i, € C sdo supostos antisimétricos nos subindices. Os geradores £* satisfazem a proprie-
dade
dgd gt L o4 2
gl +67¢ =0, (€) =0.
Enquanto espago vetorial, A, é Zy-graduado, i.e., é uma soma direta A, @ A, que obedece ao
homorfismo ¢ : A, — Z2 = {0,1} definido por € (fg) = & (f) + £(g) (mod2);e (f) = 0 se e somente




se todos os termos da expansio (2.3) de f possuem um nimero par de geradores; e € (f) =0 see
s6 se a expansdo de f sé possui termos com nimero impar de geradores. Ademais, se € (f) = 0,
entdo f € %A, e diz-se que f épar;esee(f) =0, entdo f € A, e diz-se que f é impar.

Seja U um aberto do R™ e seja Ap,uma dlgebra de Grassmann com geradores 7%, a = 1,...,n.
Define-se A (U) uma dlgebra de funcdes definidas em UV com valores em A,, da forma

flam=3 3 fus @t (2.4)

k=011
onde fi;...;, : U — C séo fungdes infinitamente diferenciaveis.
O espectro de um conjunto de funcdes {fl, ) f’”} C Am,n (U) é definido como o conjunto dos

pontos da forma (f§ (z), ..., fi* (z)) € C™, obtidos & medida que as fungdes { 1, ..., f™ } percorrem
U, sendo denotado por Spec (f1, ..., f*).

-Um sistema de geradores {6* (z,7) ,& (z,7)} C A (U), i =1,...,7,5 =1,.., 5, ¢ uma colegdo
de elementos homogéneos, € (8) = 0, € (§) = 1, satisfazendo as propriedades:

1. Spec (6%,...,67)é um aberto em R";

2. qualquer elemento f € A,, », (U) pode ser escrito como

f(6,8) = Z Z T, (‘91# '--=9T) i (25)

E=01y 1
onde fi, .., (8) sao fungdes infinitamente diferencidveis definidas no aberto Spec (62, ...,67).

A 4gebra de Berezin B é uma algebra A, » (U) com sistema de geradores z% = (%) ot =
paraa=1i=1,...,m,¢€ (Hl) =0;ez*=E*paraa=m+a,a=1,.,n, (&) =1. Un elemento
qualquer b(z) € B é escrito como em (2.5). O espago vetorial B é um espago Za-graduado,
B =° B @ 1B, onde elementos da subdlgebra °B sdo pares, e elementos no subespago 'B sdo
impares.

A paridade do fndice a do gerador z® ¢ definida a partir da paridade de 2%, £ (a) = ¢ (z*). Assim,

a relagdo de comutagio geral entre elementos geradores €

zazb e (_1)5(‘1)5(5) sza =0.

Numa teoria cléssica na &lgebra de Berezin, as varidveis dinadmicas sdo elementos da dlgebra, ¢

a evolucdo temporal dos geradores ddo as trajetorias no espago de fase 2* (t) €5(®) B (R).
A acdo para uma teoria lagrangiana na algebra de Berezin com derivadas altas e » + m graus




de liberdade é o seguinte funcional das trajetérias 2% (t)

S[zu]szdt, L=L(t,z“”)) ,a=1,..,n+m,

A0 ey dee

s =01, N (2.6)

em que L é par, N, é a ordem da derivada temporal mais alta da coordenada z® presente na
lagrangiana, e 2% () s30 os geradores da &lgebra B. Por conveniéncia, assume-se que as varidveis
dinémicas z® est@io ordenadas tal que as primeiras m varidveis z%, z* para i = 1,...,m, sejam
elementos pares da édlgebra de Berezin, z* €° B ; e que as ultimas n varidveis z® sejam elementos
impares da algebra de Berezin, z* € 'B paraa=m+ 1,...,m + n.

A paridade das varidveis z2(!) para { > 0 estd associada a das varidveis z%(= z%(%)

€ (z“(l)) —e(z"),

e as paridades dos indices séo

e(z®)=¢€(a) .
Variagéo a direita do funcional agao dé
m+n N m+4n Na
d o, L
a(l) i 1yt 20
gi= [ 33, a0 |55 e
a=1 (=0 a=1 i=0
Logo, as equagdes de Euler-Lagrange se tornam
N,
0,5 - @ AL
ame et -1y —-——==0,a=m+1,...,m+n,
28 ;( 1) dt! gzo®) T
Na !
0ps | l d 9L
= =0, g=1,..,m- 2.7
527 5za ZO dt! 920 . 2

A condicio da matriz Hessiana (2.1) para teorias nao-degeneradas com derivadas de ordens altas

na 4lgebra de Berezin é expressa pela condi¢io de nao-degenerescéncia da supermatriz Hessiana

02L
Map = 6za(Na)azb(Nb) )
que j4 esté na forma normal ([15])
T (M1)y;  (M2)ig ) L e(@)=€e(j)=0, e(@)=¢(B) =1. (2.8)
(Ms)g; (Ma)ap




| —E ARSI,

o i A kel Sl
Logo, o Hessiano ¢ o superdeterminante M = SdetM b, que é nao-nulo se e somente se os termos de

ordem zero nas expansdes dos blocos pares M) e My nos geradores impares sao nao-degenerados:

det M} = det M|,_o #0, detM] = det My|,_o # 0.

Portanto,
0L #£0, teoria singular

M =sdet——=t————
920Wa)§zb(Ne) ) — 0| teoria nao-singular

(2.9)
onde sdet significa superdeterminante. O posto da supermatriz Mo é o par de nimeros naturais
(n1,n2), n1 = rankM?} e ny = rankM}.

2.1 Hamiltonizagao

A fim de definir um procedimento de hamiltonizacgio consistente para teorias cldssicas na dlgebra de
Berezin, deve-se resolver o problema da ambigiiidade no ordenamento das varidveis na Hamiltoniana.
Esta ambigiiidade aparece quando se consideram as varidveis dinamicas canénicamente conjugadas
(g,p) como elementos da 4lgebra de Berezin. Uma vez que variaveis impares anticomutam, nao é
claro qual ordenamento escolher, por exemplo se pg ou ¢p. Este problema pode ser resolvido por
uma escolha consistente das derivadas e variagdes (se a direita ou a esquerda), i.e., o ordenamento

é fixado por essa escolha.

2.1.1 Teorias nao-degeneradas
Neste caso, tem-se N, # 0 para todo a, isto ¢, a lagrangiana (2.11) depende das coordenadas z% e
suas derivadas até ordem N,. Séo introduzidos novos conjuntos de varidveis

3:‘11 AL za(O) . 1@

Na
) 513=2:'--,Na;vazza( )7

e relagoes

G2 =i, g=1, . Na= 13 8y =07, (2.10)

preservando a paridade dos indices e das variaveis correspondentes,




LR : L
A agdo SY no formalismo de primeira ordem é definida por

[z

L¥ = L

S’U

Nu—1
Zpi(i:_l’?+1)+7’a (2%, “U)}} )
s=1

q“(’—”—»;cg . qﬂ-(Nu)_;-uﬂ ¥ (211)

Variagdo com respeito as coordenadas (e velocidades) sera feita & direita por definigéo,

650 050 LY ., 680 _ 050 _ 8L
oz e R ° 5ze T~ sz® Dzt

5.5” _ 6S¥  8,LY
due Svo i e e

S

—PQ,S—-Z 3

a0 passo que variagdo com respeito aos momentos sera feita & esquerda por definigéo,

0 Sv o0S"Y L 551;
= s e e N — %
gpl | ipg - i e gl M "

As equagdes de movimento que decorrem de §S¥ = 0 sio equivalentes a (2.7),

6Sv

It

B LY =
/Z l ama 5 s T 31)‘1 Z pa6m5+l pan&u + ZT)ZCS:E
s=1

i s=1

£ b ) (f;v,,—m} "
s=1
&.LY
fa) a b iheedna e PO e U a T Vs a
]z[( i)t + 3 (5 ot o) omt + (G - ot o

it Z dp, (a2 — Toiq) + opl (&%, — Ua)] dt. (2.12)
s=1

Il

Se os momentos conjugados estivessem & direita na definigdo (2.11), entdo variagdo a da agao
para r « [ levaria & versdo “esquerda” de (2.7).

Agora, a fim de obter EM equivalentes com o uso da agdo hamiltoniana, a prépria fungao de
Hamilton precisa ser definida apropriadamente de acordo com a escolha feita para as derivadas no

formalismo de primeira ordem. Para obter EM na forma (2.7), deve-se escrever a agio hamiltoniana

e a hamiltoniana na forma

Na Na—1
=/{ZZPZC&2—HU}(R, comHU:Z(Z pa. s+1+pa,a )_L'U‘ (213)

a s=1




i
j
1
1
i

i
I
{
i

,

E importante notar que se o ordenamento das varidveis nos produtos p3zs,1 € P aev® fosse
mudado na hamiltoniana, entdo seria forgoso alterar do mesmo modo a ordem em pii? na agdo, e
considerar a versdo r « ! da variagio da agdo para obter a versdo “esquerda” das EM (2.7).

O principio variacional para a agao (2.13) é equivalente aquele envolvendo & agdo S = J Ldt (2.6).
As variaveis v® sdo chamadas velocidades e os momentos conjugados a z2 sdo os multiplicadores
de Lagrange pj. As equagdes de Euler-Lagrange que seguem da agio de primeira ordem S séo
equivalentes a (2.7): os momentos p aparecem como multiplicadores de Lagrange para as equagdes
adicionais (2.10). Os pares (z,p) formam o espago de fase e as varidveis (z,p; v) formam o espago
de fase estendido. As equagdes de movimentos resultantes da agio (2.13) sdo

45*
=0, s=1 ., N,—1 p0 — (20 Y
6 ’ ,
s = a } { 3% = {32 } :

F;:.IV__IN —p* =0 S=1,...,Na

S s
: 5z7 = 0 72 =HAp . 2"} ;
L N s N

6x?
§sv 8, H"
dve ove

=0. (2.14)

O paréntese de Poisson {, } de duas grandezas homogéneas F' e G, fungdes das varidveis do espago

de fase, é dados por

i 8 F OlG e(F)e(@) (97-(; BQF
{F,G} = ZZ 5 B 1] 53 s (2.15)

a | a=1

notando que € (H?) = 0, i.e., HY € B (R).

A definicdo acima para os parénteses de Poisson entre quantidades homogéneas depende das
definigdes (2.13), e também leva em conta a definicao da variagao da agao. Ademais, a dlgebra cujos
elementos geradores sio (z¢,pg) e cuja lei de multiplicagéo ¢ dada por (3.14) é uma superalgebra
de Lie,

{F,6}=-(-1"C G, F},
(F.GH}={F,G} H + (-1 (F 1},
(=1 P (g (G HYY + (-1 04D (1 {F, G} + (197 {6, (A, F}} = 0,

e finalmente, & ({F, G}) = & (F) + & (G), para F e G homogéneos.
Em teorias nao-singulares, de acordo com a definicdo (2.9), as velocidades v* podem ser expressas

como i® = T* (x,pf“) por meio da equagao (2.14). A eliminagéo das velocidades v* da agao de

10
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primeira ordem (2.13) conduz & agdo hamiltoniana

a s=1

Nu
S =f [Z > piat H} di, H=HY. ., (2.16)

e as equagdes de movimento hamiltonianas
greds IS e Iyt B

2.1.2 Teorias degeneradas

Na presenga de coordenadas degeneradas, isto €, coordenadas z? para as quais IV, = 0, é conveniente
dividir o indice @ em dois grupos

az(aig)aer:O,Nng, : (217)

e definir as varidveis

ve = Za(Nu) fe za(O) iy Za’ 8 = (Ug,vﬁ) :
consoante as novas EM
Frogs el N LBy —uk (2.18)

Nesta nova notagao, a paridade das variaveis é
£(a) = € (z2) = (v2) ; (@) =€ (v%) .

Todas as varidveis degeneradas serdo tratadas como velocidades, e, por conseguinte, no formalismo

de primeira ordem, nao seréo introduzidos os momentos conjugados a ¢%:

Ng.-1
_ ; Na. (. ik
sv= [Q+ 30| 30 sh e - at) +ma (2R, - v2) | o
a s=1
LY = qu&(s—l)ﬁz‘:—, ge(Na) e 7 (2.19)

tal que a variagdo desta agéo, segundo a definicao dada em (2.12), dé equagdes equivalentes a (2.7).

Sendo fiel as definicdes feitas anteriormente para a agao hamiltoniana e a hamiltoniana propri-

11




amente dita, tem-se

Na Na—1
LG s =
. _f ZZPEZU%_HU dt, com H”=Z prgxil“"?’givg - LY.
o a=1 a s=1

Shn 5 . ;
A variagdo de S¥ consistente com as escolhas acima resulta nas EM

LSl o

52% = Pa~ gom = 0,5 =1, Na, (2.20)
&S .a o H"
7 =z — ops — b Il (2.21)
L an
s e
i) g 2.22
o EET @22

As equagtes (2.20) e (2.21) podem ser reescritas como
pi=dpirlve (AT,

em que os parénteses de Poisson sdo dados pela férmula (2.15; no espago (IQ, pg).
O objetivo do procedimento de hamiltonizagéo é a eliminagdo de todas as velocidades v* da
acdo SV. Isto s6 é possivel quando

2L a2 H"
M = Sdetm = Sdetw 7£ 0 i

de onde segue que as equagdes (2.22) permitem escrever v® = 0% (z,p"=). A consisténcia das

equacoes (2.22) impde, para as fungbes 0%, a paridade
e(@®)=€e@*) =¢(a).

Em outras palavras, a substituicido H = H"Y|,_; ird preservar a paridade da fungao hamiltoniana.

A agdo SY|,_; = Su na forma hamiltoniana tem a mesma expressao que (2.16), e as EM séo

3% = (a2, H} , py={p H}, 5=1,... Na.

12
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2.1.2.1 Caso singular

Como é bem sabido, no caso em que o hessiano M (2.9) é nulo, ndo é possivel eliminar todas as
velocidades v®. Suponha que

2rv

dvedub

rank

=(R3_,R2) , R=R1+ Rs.

Dividindo o conjunto das coordenadas tal que todas as velocidades exprimiveis do conjunto total
v® sejam denotadas por V? = V* (z,pfv'—; ,\), tem-se

a={#% . a=0%: V=v i=1 . R o""*=3% w=1,..,n—R,

em que foi feito uso das equacdes (2.22). Substitui¢io de V* = V* em an " d4 os vinculos primdrios

(I)S‘l) (x’le) = OH"

=0 2.23
)= 5 _ =0 (2.23)

que ndo dependem das velocidades inexprimiveis A*. Mals uma vez, € (Vi) = £ (1), de tal forma

que os vinculos primérios i3Sy respeitam € (<I>9)) = £ (32). A hamiltoniana pode ser escrita como

Na—1
= . DL aLY
S S sl e T D

a s=1

= v, 8L " aLv .
23 - %M—M%—%w

oHY ,  BH"
LY G — + 2.24
( ;z:"+1 + BUG’U =&Y + = v?, ( )

Ng—

g—1
g a ZIE S ] L (225)
& BU“U Z ; PeTst1

e

a

Subistui¢do de V = V em (2.24) dé o hamiltoniano total H(1)

OHY
v il # (1) —
By o =H W = H (z,p) + @, B 0,
onde JH?
(1)
H(z,p) = E%|y=v e ® (I Do ) N |y _p ;

13
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: g 4 : : ol i -se 2 teoria
Assim, no caso singular, apos o procedimento de hamiltonizagdao generalizada, chega-se a t
hamiltoniana com vinculos primarios cuja agéo é

Ng
S0~ f S5 piae—HW | dt, HO = B4 3700

a s=1

14




Capitulo 3

Descricao Classica

3.1 Formulacoes Lagrangiana e Hamiltoniana

O modelo pseudoclassico para a particula espinorial em 2 + 1 dimensdes descrito em [7] tem por

agao

1 22 m2 1 ;
S = ] —Z —e— — qi* A, +1geF,£PE" —imEx — ssmes — i6a" | dT
0 26 2 2

1
= / Ldr, z* = i* — it#x + ie"" 66k, (3.1)
0

em que a soma sobre indices repetidos p = 0,1,2, n = 0,1,2,3 estd subentendida, com 7., =
diag(1, —1, —1), fmn = diag(l, -1, -1, —1); z*, e, & sdo varidveis pares, enquanto £™, x sdo varidveis
fmpares; F,, = 9,A, — 0, A, € o tensor de forca do campo eletromagnético externo; g#¥X § o tensor
completamente anti-simétrico de Levi-Civita em (2 + 1) dimensGes. Subentende-se que z* e {* sao
vetores de Lorentz (2 + 1)-dimensionais, e, &, X 520 escalares de Lorentz, e s é uma constante par
na algebra de Berezin, sujeita & condigao Ca 1

A acéo acima é invariante por reparametrizagao (7)

; d d
fab = €, o= - (e€) , 897 =96, Sx = - (), m = (),

com um parametro par de calibre £ (1), e portanto esperamos que a hamiltoniana seja nula nas

equagdes de movimento [17].

15
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A agio também é invariante sob dois tipos de supertransformagoes [7] :

iy i I
(SLZI —1‘1!}”5,66:1)(5, 5¢H:§_E€’ 6'@[13:%1'6', 5X=E; 6K,=0,

0z = —iehMh, 30, Syt = ée“”)‘z,,w,\ﬁ, fk=0, fe=6¢y®=8x=0,

em que £(7) é um parametro par e 0(T) é um pardmetro impar.
Realizar-se-4 o procedimento de hamiltonizacao generalizada [16] fixando N, = Ne =1 e N, =
Ny = Ny =0, portanto resultando nas varidveis degeneradas e, x, . Primeiramente, introduzimos

idveis £~ = 94 L8 — =~ = . . 3 % 5
novas varidveis § v#, T* = v# e entdo a agdo (3.1) é escrita no formalismo de primeira ordem
como

1

5L /01.[‘[,” +pp (T* — v*) + 7, (gn _ﬁn)] i :/ [p#i;ﬂ- +ﬂ'nén _Hu] i

0

em que

=2 2 .
v z - : 1
L — e 67 — qurt A, +igeF, EHEY — imypiE — §smrz — gl

4 = vt — ity + e bk, HY = p ot + mpd™ ~ LY.

O ordenamento das varidveis na hamiltoniana de primeira ordem segue a convengao usual, ou seja,
derivadas com respeito &s coordenadas atuam 2 direita e derivadas com respeito aosmomentos
atuam a esquerda.

As equacdes variacionais com respeito as velocidades e coordenadas degeneradas sao:

aSv 1 4SY z2 m2
—_— = — =7z, — — _— = — i Hey —
Sum be i g =0, e 2e2? 7 e R
6Sv 1 if 8SY
S—— Ve _ = = — 3 —

5H. el ez Euuz\f 6 2 sm 0 1 5190 Tn + 7‘&71 0 1

Sy 1 : |
—‘;X ==k " ELEE0R) — imE® = 0.

As equagdes 5V /69™ = 0 resultam nos vinculos
Pn = Tn + in, (3.2)
e as equacdes 8.5V /6v* =0 podem ser usadas para expressar as velocidades v*,

vt = —e(p* +qA*) +ix - e AE ek . (3.3)
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Substituindo esta relagdo nas outras equagdes, obtém-se novos vinculos,

#1= PUGu 8%, gy = P2 —m? 4 2B 6", 45 = cun PHEE + 2sm,

em que B, =p, + gA,,.
Ao substituir (3.3) na hamiltoniana, fica-se com
I3 & : v : '
HU = _ 3 (P2 -m? 4+ 2igFL,E1E") — ix (E’“’)‘Pﬂﬁwﬁ)\ + %sm)
—ix (Pt + mE®) — 0" (my + i6n) = (=ix) 1 + (=3 ) b2+ (—iR) da + (") @n . (3.4)

Como esperado, a hamiltoniana é proporcional aos vinculos. A agdo se torna

1
0= [ (o~ 0
0

No que segue, utilizar-se-4 o paréntese de Dirac, construido a partir do conjunto completo de
vinculos de segunda classe. O paréntese de Dirac de duas varidveis dinimicas (de paridade definida)
é definido por

JlA’ B}D(¢) = {Av B} A {A:‘Pa} €l {‘Pba B} 3

em que C%® é ¢ matriz inversa dos parénteses de Poisson entre vinculos de segunda classe ¢:

C% {py, p.} = 82. O paréntese de Poisson entre duas fungoes do espago de fase F'e G de paridade
definida é dado por

oF oG
{F,G}ZS_FBG i

it el g e B 3.5
. ) e (35)

onde € (F) é a paridade de F.

3.2 Reorganizacao de vinculos e fixagao de calibres

No esquema de quantizagao que a ser apresentado (7, 18], serao fixados quantos vinculos de primeira
classe for possivel utilizando as condicdes de calibre. Com esse fim, a analise cldssica efetuada na
secdo anterior serd estendida e vinculos de primeira classe ¢ serao construidos explicitamente,

obtidos a partir dos vinculos iniciais ¢ por meio do deslocamento £* — £ + 59,

$1 = P, (n* —i€*)+m (7r3 = i‘fa) , §2 = P2 —m® — 2qF), 7",

- 1
¢3 = E#uz\Pu‘syﬂ'A e '2_5m: (36)
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com omissa et G
. R0 d"a termos triviais, quadraticos nos vinculos de segunda classe ™. Seguindo (3], o
conjunto (3.6) é reescrito na forma,
= Py(ﬂ'u —i*) +m(7r3 —-ifg) ; Tg =Py + (T,

P o 1
I3 = epaPien + 35, (3.7)

onde { = —si = :
7 sign(Po) e r = \/m? — P.P¥ + 2qF,,€°n”. Note-se que ¢ é uma fungéo definida no
espago de fase com valores no conjunto {1, -1}

Os vinculos T e T3 sdo idénticos a ¢, (53, enquanto os vinculos T3 e ggg sao relacionadas por

L 2 K9
Po = —2CrTs + (Tg) . Por construgdo, os vinculos 7" sio de primeira classe,

{T’T} ‘T,W=0 i {T’W}‘f,ga:() ik

que resulta da coincidéncia de T, T3 com os vinculos antigos ¢1, ¢s, e do fato de que
. qo i
T9,F} = ——
(T3, F} = ~50Aba FY + {3},

onde {75} denota um termo proporcional ao vinculo T». Em termos dos vinculos T, a hamiltoniana
(3.4) se torna

H'rfv — A1T1 + AQTQ -+ A3T3 | (3-8)

com multiplicadores redefinidos.

No que concerne a fixagao de calibre para os vinculos de primeira classe T = (’fl,fz,f";;) dados
por (3.7), utilizando os calibres correspondentes ¢¢ = (q&?,(ﬁg,qbsc), foi observado em (7] que é
impossivel escolher uma condigao de calibre ¢>3C*' para fixar o vinculo Ty, que foi conseqiientemente
mantido durante a quantizagdo candnica. A diferenca entre o artigo [7] e a presente abordagem
deve-se ao fato de que la os autores nao introduziram a reparametrizagdo do vinculo $2 em termos
de T». Entretanto, pode-se provar que o vinculo 73 ndo pode ser fixado por nenhuma condicao de
calibre também com a presente reparametrizacao dos vinculos.

Com o intuito de demonstrar este fato, introduz-se a matriz M dos parénteses de Poisson entre

todos os vinculos de segunda classe ¥ = (T, ¢€, ), incluindo o calibre #S, correspondendo a T3,

M = ”{\Il,\I’}“\IJ=O = ( ﬁ//_l!:; ]A;j.z ) ’ E(Ml) :E(lei) -——‘O, (39)

em que a matriz M é construida de tal modo que o bloco M consista dos parénteses entre vinculos

i G el el
e calibres pares, isto é, possul linhas e colunas representadas por T2, T3, ¢35, ¢3; enquanto o
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A i 8
bloco My consista, dos parenteses entre vinculos e ¢

3 alibres #mpares, isto é, possui linhas e colunas
representadas por 17, ¢§, .

Devido 4 estrutur St I
quadrética de T3 nas varigveis de Grassmann (3.7), seu paréntese de Poisson
com qualquer grandeza,

{Ts, F} = & m [P, F} 4 £, PH(¢ {x*, F} — *{€", F}),

é nulo na superfici e s I -
perticie §, ™ — 0. Isto significa que nesta superficie M, ¢ degenerada (det Milg o = 0),
porque o bloco M|, . contém um linha (coluna) nula.
Con i S = , IS
tudo, para a matriz M inteira ser nao-degenerada, é necessirio (e suficiente) que os blocos
pares My e My sejam nao-degenerados na superficie em que as varidveis de Grassmann sao nulas

(veja, e.g., [15]). Assim, devido & estrutura particular de T3 (independentemente da escolha dos

: calibres ¢©), é impossivel fixar a liberdade de calibre relacionada a Ts.

Logo, seguindo a abordagem de [7], impéem-se condigdes de calibre em todos os vinculos de
primeira classe, exceto T3, tal que o conjunto de vinculos e calibres resultante consista dos vinculos
de segunda classe e de um vinculo de primeira classe. Esta é uma modificagio do procedimento de
quantizagao canonica, em que se retém um dos vinculos de primeira classe e se o realiza como uma
condigdo sobre os estados no espago de Hilbert, por analogia ao método de quantizagio de Dirac.
As condigoes de calibre impostas sdo:

70 — 40 + ¢ (n® - ig?) , (3.10)
zo — (T . (3.11)

o¢
¢S

O calibre (3.10), escolhido para fixar a liberdade de calibre devido a T}, é andlogo ao calibre
utilizado no caso da particula de Dirac em (3 + 1) dimensdes [3]. Este calibre permite simplificar a
analise, reduzindo, em particular, o conjunto de varidveis de spin independentes. O calibre (3.11),
escolhido para fixar a liberdade de calibre devido a Ty, é o calibre cronolégico (3, 15], que relaciona

o tempo fisico zp com T ou —7, de acordo com a interpretagao cldssica de particulas com carga ¢

ou —gq, respectivamente.
Levando em consideragio a dependéncia explicita do calibre (3.11) no tempo, é conveniente,

seguindo a abordagem de [15], estender o espago de fase introduzindo o momento € conjugado ao

parametro de tempo 7, permitindo que se retenha a estrutura geral dos parénteses de Poisson no

formalismo. Assim, os parénteses de Poisson (3.5) serdo, a partir deste ponto, calculados no espago

de fase estendido, que inclui o par canénico (7, €).

Ao se imporem as condigGes de calibre (3.10) e (3.11), chega-se a uma matriz nao-degenerada de

: 'S T G . - ;
parénteses de Poisson entre os vinculos ¥ = (T, ¢S, 11, 6T, ¢™) calculada na superficie de vinculos,
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com linh 7 =
= @RI srtadasinor 0y, ¢S, 1, ¢1GT ™, respectivamente,

M, My, O
”{\I])\I}}”\p=0 = ]\/.[3 I‘V.[(l 0 ! (312)
0 0 2y

em que os blocos diagonais sio

o= {78}

= . My — “ {Tl, qﬁf} = antidiag (2i¢ (r +m)) ,

¥=0 ”\Il:()

e 2in corresponde & matriz ||2in™™ ||, cujas linhas sdo representadas por ™. Os termos nao-diagonais
80
0 Car~1Fyo (o* — ig¥)
M, = i My = —MT
( ﬂ.() i 150 0 ) 3 : e
Ademais, utilizando os vinculos T3, Th e ¢, é possivel escrever 7° — i€ como uma fungéo de 7y e

&

7% — €0 = Py (7% —ig%) | @p = v/m? — P Pk + 2qFy&irk.

Wo+m
A néo-degenerescéncia da matriz |[{¥, ¥}|y_, segue da ndo-degenerescéncia de s2us blocos pares,

que implica que os vinculos ¥ sejam de segunda classe. As condigbes de consisténcia ¢ =0e
¢§ = 0 sao

¢F = — Ay {¢?,T1} + Ao {(b?,fz} + A3 {¢?,T3} =0,
¢>§7 =—C+ A {¢§,T1} + As {¢§,T2} + As {(ﬁg,fg} =0,

e podem ser escritas em forma matricial:

| 5 ol bl e et

onde a matriz M, dada por

MM {¢§3‘,T1} —{ﬁb?’fz}
M:(M; Mj)‘ ~{ss.1} {s5.B) )

é inversivel devido & ndo-degenerescéncia de seus blocos pares My, My. Como conseqiiéncia, ha

N: Nl N2 ,N.[V.[z.[,
N3 Ny

uma maitriz N tal que
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com g (V) = e(Ng)=0e € (Ny) =¢e(N3) =1, isto é

MiNy + MaN3 =1, MyNo + MaNy =0,
M3Ny + MyN3 =0, MyNy+ MyNy=1. (3.13)

Por meio da matriz N, pode-se escrever A1 e Ay em termos de Ag,

( Al ) - N ( AB.fl _ CIVQ + Ag(N]fl ,+ Ngfg)

Az C+Asfa (Ng+ A3(Nafi+ Naf2) )

Entao, inserindo as expressdes dos multiplicadores de Lagrange determinados (A;, Az) na hamilto-
niana (3.8), chega-se a

Hy = (NoTy + CN4To + AsTs,

em que T3 ¢ um vinculo de primeira classe, sendo uma combinacéo linear dos vinculos antigos,
TS = 5\1T1 o 5\2T2 -+ Tg, /il =Nifi + Nofo, /_\2 = Nif1 + Nafa.

O fato de que o vinculo acima é de primeira classe pode ser demonstr ado, de um lado, notando
que é um combinacio linear de vinculos T, que comutam com eles mesmos e com os vinculos ¢™ na
superficie de vinculos. Por outro lado, a forma explicita do vinculo T3 assegura que seus parénteses

de Poisson com as condices de calibre sao identicamente nulos na superficie de vinculos,

{#$,T5} = —Mi My — XoMp + fi

= — (MN) + M2N3) fi — (M1Nz + M3Ny) fa+ f1 =0,
{65, Ts} = -\ Mz + MMy — f2

= (M3Ny + MyN3) fi + (M3Nz + MyNy) f2 = f2 =0,

devido a (3.13). Logo, o conjunto total de vinculos esta dividido entre os de segunda classe ¥ =

(Tg,qbzc,ﬁ, qbf,cp”), e o de primeira classe Ts. E facil verificar que o novo conjunto de vinculos
©' = (¥,Ts) é equivalente ao anterior © = \I’,Tg), uma vez que a matriz de transformagio M,
® — ©' = MO, possui blocos pares nao-degenerados M; e My, de acordo com a notagao (3.9).

Seguindo [3], o vinculo T, é substituido por

i

@1=P0+€d‘;,§;= i = (£k7r1+7rk§l).

j ) S Ty, ¢5,0™) é i rior ¥, i.e., existe uma
O novo conjunto de vinculos ¥/ = (<I>1, ¢5,T1,97,9" ) € equivalente ao ante e

matriz M = M (n), satisfazendo detM|g_q # 0, tal que ¥ = M¥', porque a superficie de vinculos
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especificada por ¥ (n) = 0 & ymy e

@' (n) = 0 (veja [15]). A fim de provar e
identicamente satisfeitas n

Primeira ordem do sistema de equagdes independentes

sta afirmagéo, note-se que as equagdes ¥’ (n) = 0 sdo

& superficie de vinculos ¥ (n) =0, e além disso

rank a_‘I’_,

M lw=o = (mna), 9] = [¥'] = n1 + na,

onde n; = 2en9 = G, i . !
? = % 1€, 0 posto é maximal na superficie ¥ () = 0. A dltima propriedade

decorre do fato de que se podem utilizar as condigdes U (

. n) = 0 para escrever n; + np varidveis em
termos das restantes, isto &,

; 7 as varlaveis dependentes n = (z°, pg; £°,7g; €3, 3; M) em termos das
independentes 7 = (z*, py; ¢k, -+

jia @ = : .
Seja ® = (U, V) um conjunto de vinculos de segunda classe, abtido por combinagdes lineares do

njunto de vin =
conj culos de segunda classe U’ tal que o paréntese de Dirac construide com este novo

conjunto tenha uma forma simples, o subconjunto U sendo dado por

(I)]‘——PO'I'C(;') (I)2=¢Ea (I)SZ(PI! (I)qz‘PZ:

e o subconjunto V por

i i
<I>5z—§T1+bT2+c¢§, Ds = ¢S, ®7 =0, Ps =3,

i{qﬁ%‘,ﬂ} . {—-.j;;f’l +b¢2G,<I>1}

i T e L e

onde os parénteses sdo considerados na superficies dos vinculos. E fdcil verificar que os conjuntos
D e U’ sdo equivalentes (e, portanto, também o sdo $ e ¥ por transitividade).

A matriz constante ||{®a, s}l p-q € semi-diagonal, com as componentes nao-nulas

(B3, D1} = — {®1,P2} =1, {®3,P3} = {®4, @4} = —21,
{@5’ ‘Pﬁ} = {(:Ds, (I)s} = C(J}O + m) : {(1’7, ‘I’7} == {(I)g, ‘I)g} =97,

A dlgebra de vinculos acima jmplica que os subconjuntos U e V sao ortogonais no sentido dos

parénteses de Poisson, calculado na superficie de vinculos:

(U,V}=0, =0. (3.14)
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3.3 Dinamica no espacgo de fase reduzido

A seguir, considerar-se-4 o seguinte conjunto de varidveis independentes

N = (eFni ek mi0) , k=1,2, (3.15)

. . A k i -
que consiste do conjunto canénico (z*, py; &%, m), e da fungdo .

A evolugao temporal das varidveis 1 é dada por

n = {77’ Hr + G}D(q,) = {U1A3T3 —+ E}D( b=0,T3=0, (3.16)

D) ?
em que o paréntese de Dirac {, }p(#) € construido de acordo com os vinculos de segunda classe
®. Nas equagdes de movimento acima, usou-se o fato bem conhecido de que quaisquer termos
proporcionais a vinculos de segunda classe podem ser eliminado antes de se calcular os parénteses
de Dirac. Neste caso especifico, da equivaléncia entre os conjuntos de vinculos ¥ e ®, deduz-se
que Ty e T» em Hr podem ser expressados em termos dos vinculos ®. Ademais, da afirmagdo da
equivaléncia de ¥ e ® segue que T3 é um vinculo de primeira classe com relacéo ao conjunto ®.
Devido ao fato de que os conjuntos de vinculos U e V sio mutualmente ortogonais no sentido de
parénteses de Poisson, resultando numa matriz bloco-diagonal ||{®, ®}||, torna-se possivel aplicar
a regra de célculos sucessivos de parénteses de Dirac (veja, e.g., [15]). Esta regra permite calcular
o paréntese de Dirac de duas grandezas dindmicas A e B de paridade definida com respeito ao
subconjunto V' do conjunto total de vinculos de segunda classe ® = (U, V), com o subconjunto V

por sua vez sendo um de segunda-classe,

{A:B}D(«p) = {A:B}D(U) ~{A Valpw) i {Vb’B}D(U) ]
Ve s =B (3.17)

A equagio de evolugdo (3.16) para as varidveis independentes 7 (3.15) é dada por
= {m,AsTs + E}D(q)) = {n, A3T3}D(q,) +1{n: €} peay » (3.18)

0 segundo termo do lado direito da equagio acima pode ser explicitamente calculado pela regra

(3.17),
M€} ey = (M o) — (M Vel o) € Vv elowy » O Ve Vokowy = 9
Pode-se facilmente ver que o paréntese {Vb,e} D) do lado direito da expressio acima anula-se

na superficie de vinculos gragas & relagéo de ortogonalidade (3.14). Assim, o paréntese {n, €} D(®)

roliie o f}D(U)' Sejam v = ((1)3’@4) e v = (Py,Pz) uma divisdo de U em dois subconjuntos.
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licaca :
Por aplicagdo da regra (3.17) aos conjuntos de segunda classe u e v, obtém-se

{T’u € = —_
}D(U) {"71 E}D(u) {n’va}D(U) G {vb= E}D(u) ) o {Ubu Uc}D(u) =0 .

Uma nova simpli g :
plificagio tem lugar devido ao anulamento do termo {n, e} D(u)» © finalmente fica-se

com

,E s — — ab e
{T) }D(I) {n’U“}D(U) 2 {vb’e}D(u) T C{n!(:[)l}D(u) )

em que foi usado o conhecimento ici b I e
ex g 5 e = )
plicito de ¢ , isto é, ¢ = {'ub, Ua} = i03. Uma vez que ne

varidveis inde i
pendentes nem os vinculos % envolvem a coordenada z°, pode-se eliminar o momento
po de @, e escrever o paréntese {n,e}D(q,) como

{n,¢q40 + 0}y, -

Ademais, devido a auséncia do momento pg do paréntese acima, e da forma particular do vinculo

il 0 . .
®p = 2" — (7, pode-se substituir z° = {7 dentro do mesmo paréntese, obtendo-se

{nelpay = {?% [CqAo + (;J]Inch} (3.19)

D(u)

O primeiro termo do lado direito de (3.18) pode ser reescrito numa forma similar , primeiro

notando que
1 85T3} p gy = {m: ATl piay -

em que
T3 = Tg

pip =~ e — ) 4 %sm, (3.20)

isto &, o vinculo de primeira classe T3 difere de T3 por uma combinagao linear de vinculos, T5 =

T3 + {®}. Em segundo lugar, tendo em conta que T3 possui paréntese de Poisson ndo-nulo com ®5

apenas, tem-se

{TI, A3T3}D(q>) = {W,ABTS}D(U) i {W»Va}p(u) Cab {Vb:ASTa}
= (n,A3T3} iy — {7 @6} { @5, 86}~ {®s, AT}

= {n,AsT3}p) »

em que na tltima igualdade foi usado o fato de que {n, ®¢} = 0. Gragas &s relages de ortogonali-

dade {v,T3} = 0, é possivel escrever

{W:A3T3}D((xx) = fn; ABTB}D(u) . (3.21)
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As equagdes (3.19) e (3.21) combinadas dao

n= {77, [Cqdo + @) yocr + A3T3}

D(u)

Finalmente, . sio expressos em termos de £~

: em w utilizando os vinculos u, tal que as equagoes
de movimento se tornem

M =1 Hers + MaTs} pyy , e = 7y + i = 0, Ty = 0; (322)

com a hamiltoniana efetiva M,/ e o vinculo de primeira classe efetivo T3 dado por

Heff = [CQAD +w]IO=CT sl = LDIW;_-:—H;’“ == ,/wg +p,
L ] —4ilqFy g
wo = \/m2 + (Pr + qAr)® — 2igFyekel | p= =l (p1 + qAr) €€t

wo +m

Ts = —m( (€7 — ') + %sm- [2d)

Aqui é apropriado fazer alguns comentirios sobre a equacgdo de evolugao (3.22). Esta equagéo
desenvolve-se na superficie de vinculos de todos os vinculos de segunda classe ® exceto u, i.e.,
na superficie dos vinculos (v, V). Os vinculos (v, V) sao identicamente satisfeitos uma vez que
as variaveis dependentes foram expressas via as independentes 7. O fato de que o vinculo T3,
considerado com respeito ao conjunto restante (u,73) seja de primeira classe pode ser observado
pela relagao

J4 que T3 é um vinculo de primeira classe no conjunto reduzido (u,73), a equagdo de vinculos
correspondente T3 = 0 é entendida como sendo aplicada somente apds o calculo do paréntese de
Dirac em (3.22).

3.4 Algebra de varaveis no espago de fase reduzido

Nesta segio serao apresentados os parénteses de Dirac entre as varidveis independentes 1. A titulo

s A k
de exemplo, sera feito o célculo explicito do comutador {= ’p’"}D(‘I’)’

g 3 a k = 4y
{2*,0r} peay = {25 Pr} oy ~ {25 Vab oy © {V: 2"} py » ©° {Ver Vokpw) = 05 »

em que foi aplicada a regra (3.17). Devido & relagao de ortogonalidade (3.14), o termo

{mk,Va}D(U) i {Vbapk}D(U) reduz-se a {z¥,Va} C% {Ve,2"} = {af, a1} C {vi,p*} = 0, pois
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@i =0 Assim, fica-se com

k AT ;
S O S {2%,98} ) € {000 5r} pay € {0 U6} pay = 82

O se

gundo termo do lado direito da expressao acima é nulo, uma vez que somente ®; possui

parénteses nao-nulos com as coordenadas z* e momentos p,, enquanto c®® é anti-diagonal. Logo,
tem-se

{wk’pT}D(‘I’) . {mk’pT}D(u) = {mk,pr} i {Ik,ua} g {up,pr} = 57;: S {us, uck = g,

Os parénteses nao-nulos entre as variaveis independentes 1 sao dados por

. : . | i
{37 ,Pr}D(u) = {kapr} = 5?: {&-,Er}D(u) e {'ﬂ'k,'ﬂ'r}D(u) = 'L{gk;"'rr}p(u) = 5771:1'1 (3'24)

ao passo que a fungio ( satisfaz

e i e e et ) i




Capitulo 4

Quantizacao canédnica

4.1 Quantizagao das varidveis dinamicas cldssicas

Os comutadores e anti-comutadores, num dado instante de tempo, dos operadores XE bk é,
que correspondem as varidveis cldssicas z*, py, €¥, ¢, respectivamente, sdo definidos de acordo com
os parénteses de Dirac das grandezas classicas (3.24,3.25), utilizando a correspondéncia [fl, By =
ihi{A, B} p(,) € 2 condicdo ¢2 = 1, relacionada a ¢2 = 1. Adicionalmente, assume-se que ¢ tenha
autovalores ¢ = +1 em correspondéncia com a teoria cldssica. As relagbes de comstagdo e anti-

comutacao quanticas sao

fp ke i 2
[X",Pr] = insk, [B&)e = —onM, =1 (4.1)

Seja. R um espago de Hilbert de vetores-coluna ¥(x) de 16 componentes dependentes de x,

Lo (x)
T (x) = ( T ) ) ; (4.2)

em que Y. (x), ¢ = 1, sao vetores-coluna de 8 componentes.

O produto interno em R é definido por

(2, 9") = (¥41,¥%1) p + (P21, ¥-1)p
(T, 0), = f o)W (x)dx. (4.3)

De modo geral, sempre se buscard uma realizagio bloco-diagonal para todos os operadores.
e
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Neste sentido, seja a realizagio

¢=bdiag(l,-I), X* = z¢1, B, = pel, Pr = —ih0y,
ke : ok Ap -
= bdiag (5’:5’\) , § = bdiag (,3) , (4.4)

[1]>

em que I e I sdo as matrizes identidade de ordem 16 e 8 respectivamente, e é" sao matrizes de

ordem 8 que satisfazem a relagio de comutagao [g’» él] — Bkl
) R 2 LS

4.2 Hamiltoniano, vinculo de primeira classe e varidveis de
spin

A evolugao dos estados com parametro de tempo 7 é controlada pela hamiltoniana quantica H. Esse
operador age no espago R e pode ser construido a partir do seu analogo classico Hegs. No entanto,
existem infinitos operadores H com a mesma imagem cldssica. E é justamente esta ambigiiidade que
permitird a construgao de um operador hamiltoniano que possa resolver o problema de ordenamento
presente na quantizagio da raiz cldssica w (3.23). Evidentemente, o operador que se obteria por
quantizagao direta de w, pela simples substituicao 7 — 7), apesar de possuir uma imayem classica
clara, nao ficaria bem definido, devido & raiz quadrada. Assim, aqui foi seguida a abordagem de (3]
para o caso em 3 + 1 dimensoes, onde foi escolhido um operador hamiltoniano mais conveniente,
mas cuja imagem cldssica nao é tao direta. O problema do limite semicldssico desse operador serd
abordado na secao correspondente. Basicamente, deve-se mostrar que neste limite, no que tange &
evolucdo do pacote de ondas, o operador proposto e aquele obtido por quantizagao direta nao se
distinguem. A forma escolhida para o operador hamiltoniano quantico H, + AsTs (aqui Az é um

operador arbitrario correspondendo ao multiplicador de Lagrange indeterminado A3) é a seguinte,
H, = {qAp + € = bdiag (1?[+1,}1r_1) , (4.5)
em que Ao = bdiag (Aolyo—, I, Aolzo_- I)e Q) = bdiag (QH,Q_l), tal que
Hrc =(q ADIT,O:cT L+ QC ’

onde -
Q’C e wo’a:":(r 7

Entao os blocos I:Ig de ordem 8 se tornam

He = (CgAol + &o)lgo—cr - (4.6)
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O primeiro termo de A ]
ST ; : : i
i v esta diretamente relacionado a grandeza cldssica correspondente,
0lz0=¢r

O segundo t 3 i
ermo : énci
sera realizado de forma que seu quadrado esteja em correspondéncia

com a grandeza cldssi 2 i :
g i Ca W*, que seja covariante e hermitiano segundo o produto escalar (4.3).
Como jé foi mencionado em relagéo

’ o a0 esquema modificado de quantizagio candnica proposto, os
o vinculo de primeira classe (

- s - 3.20) ser4 realizado como uma, restrigdo aos estados ¥ € R, T30 = 0.
realizagao da fungio cléssica T3 (g, p) serd por meio da prescricao geral Ty = T31q=d L (qge

simbolizam :
D todas as coordenadas e momentos, respectivamente) e também serd mantida uma
estrutura bloco-diagonal,

W)

= e 1, s - o) 2
Ty=m (22(;1:2 + 55’) = bdiag (tl,t_l) I te=m (2'5(5152 + EA) : (4.7)

t(\l’c =0 5 (48)

A conservagao desta condi¢ao no tempo é garantida por [j}‘ H’T] = 0, que segue da relagéo cor-
respondeﬁnte na teoria classica {73, Hefs}pruy = 0. Assim, a condigdo quantica de conservagdo do
vinculo T3 é

[t},s’zg] 0 (4.9)

Para completar a realizacdo quénticas das grandezas cldssicas, em particular o vinculo 73 e o
hamiltoniano H.y, deve-se levar em conta a restrigao (4.9), bem coino hermiticidade dos operadores
correspondentes. Seguindo [3], postula-se uma forma explicita para wo em termos de uma matriz de
ordem 8 que tenha todas as propriedades desejadas. Nao é possivel realizar esse operador em termos
de uma matriz de ordem 4 ou menor, e as varidveis de spin £ em termos de matrizes gamma por
analogia a (3], devido & presenca do termo £1€2 em ¢, que ndo comuta com Wp em tais realizagdes.
E este o motivo por que se adotou um espago de Hilbert de dimenséao 16. Finalmente, a realizagio
do operador Gy deve ser tal que a correspondéncia de &2 com a grandeza cldssica w? seja respeitada

de acordo com o limite semiclassico, tratado na segio 4.5. A escolha feita para wp &:

— &k (5 1 oA
. 0 m—7 (Px +q k)) 1 (4.10)
m + v* (r + ¢Ax) 0
cujo quadrado é
2. ta AR)? + LgFuvkyt 0
o T (Pr + qAk)" + FaFuY™Y i . (4.11)
wg = 0 m? + (B + ¢Ar)” + LaFury

onde v* sdo matrizes de Dirac em quatro dimensoes.

Ainda resta realizar os operadores de spin £ e o operador correspondente & grandeza s. Isto serd

29

|




mais facilmente alcang

ado se s i S :
e considerar a condigio (4.9) sobre £, que por sua vez determina

e§. Est i s
. es operadores devem comutar entre si e com wp. A forma geral de uma
matriz e ordem 8 que comuta com Wy é

condigdes sobre £1£2

a b
M = ( : a) ple s = [b,'yk]+ =0, (4.12)

onde a e b sdo matri : : . :
trizes de ordem 4. E conveniente dividir a matriz M em duas partes linearmente

independentes
a 0 0 b
M, = M, =
(0(1)’/2 (b 0)’ vy

em que as expressoes para g e b sao dadas por (4.14).

Seja I';, 2 = 1,...,16 uma base no espago de matrizes de ordem 4, onde I'; consistem da matriz
unidade e de produtos das matrizes de Dirac em quatro dimensdes, 7°, v, 72 e v°. Em termos
dessa base, matrizes a e b satisfazendo (4.12) sdo expressas por

i (IIF-L, 1*\1 i {1’7073’707172’717273} ! b= bJFJ, Fj = {70,,},3’7 72’70717273}) (414)

com a* e b* arbitrérios.

Tanto o produto éléz quanto § serdo realizados utilizando as matrizes M, e M3 definidas em
(4.13). Estd claro que ndo nenhum deles pode ser a matriz identidade, o primeiro por que a
algebra dos operadores ék o proibe, e o segundo por possuir autovalores proporcionais a %1, em
correspondéncia com a grandeza classica s2 = 1. A fim de que a realizagdo dos operadores £k
preserve uma estrutura bloco-diagonal (ou anti-diagonal) cujos blocos contenham uma matriz -, €
necessario que a realizagao de éléz sé consista de blocos que contenham o produto de duas matrizes
~. Como conseqiiéncia, as expansoes de M) e M, se reduzem aos termos envolvendo 7273 e y'2,
respectivamente. Quanto ao operador §, impbe-se a condigdo adicional de que tenha uma estrutura
bloco-diagonal, e, portanto, sé contenha termos da expansio de M) (a menos da matriz identidade).

O produto £!€2 fica completamente determinado com a condicdo de que comute com 3, pois

neste caso somente o termo envolvendo 'yl'yz da expansao de My sobrevive,

e L i
s
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creaas

So s

e as matrizes de spin £* s3o realizadas como

o i 0 1 !
£ =R v pn Ui 0 A i
2 Silg ) £ = Eﬁ' o 581 — ___2_77“_ (4.15)

Ha ainda certa liber e
; e erdade na realizagio do operador §, uma vez que qualquer dos termos que
envolvem 7°y°, 70y1y2 ¢ 41,243

YY" comuta com os operadores de spi
y pin (4.15). No entanto, na repre-
sentagdo (4.17) somente v%y142 ¢ diagonal, : :

20012
iy 0
=h
( 5 ) (4.16)

,L-,Yo,yl,yz

-}

em que o fator h estd incluido para assegurar uma dimensio bem definida a 7%, de acordo com
(4.7).

No que segue, serd conveniente escolher a realizacio encontrada em [19] para as matrizes 7,

= o2 .
g 0 1 10 0 —ig! 0 0 r
7_(0 —03)’7:(0 - 0 , 7= iy = ]
—i0 0 1ea -7 0
(4.17)

Lk o~ . . - . 21 & ~
sdo as matrizes de Pauli. De acordo com a representacio acima, os operadores £!£%e §

Sh L = Lt e 0
41 28 In . aiEE.g g a®

Agora que o operador t; j4 foi realizado convenientemente, a estrutura dos estados fisicos Te,

onde o

ficam

aqueles que satisfazem a condigao (4.8), é dada por

. o W, %)
U (r,x) = ( ot b ) ; (4.18)

Logo, no espaco de estados (4.18), a condigdo (4.8) é identicamente satisfeita, e os operadores %S’

e —2i(=1=2 sdo equivalentes.

4.3 Equacao de Schrodinger

A equacdo de Schrodinger

ind, 2 = (H. + Asts) @, (4.19)
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com H. dado por (4.5), para vetores ¥ sujeitos a T3W = 0. tem a forma

iho = 11,9 (4.20)

Solugées da equagdo acima também podem ser autoestados do operador §, pois [3,&0] = 0 por

construgao. Sejam W, autoestados do operador 4, i.e. 5%, = hs®
forma

e 0 '

\IJ s\ o T e d) ( J ;

Cy (T X) ( C’YOwC,S(zj) ) 7 wcvl( ’X) o ( C OT X) ) ’ wc,‘l(T,X) - ( O'l'('bé._l)('r X) ) ’
(4.21)

s, S = +1. Esses estados tém a

onde wés) sao vetores de duas componentes.

Como serd visto adiante, a equagdo de Schridinger (4.20) conduz & equagao de Dirac em 2+ 1
dimensoes. Assim, soluges da equagdo de Schrédinger original (4.19) no subespaco fisico T5% = 0
satisfazem a faqua(;éo de Dirac em 2 + 1 dimensées. E de outro lado, solucdes de (4.19) e (4.20)
obedecem a T3¥ = 0, pois As é um operador arbitrario. Conseqlientemente, a equagdo de Dirac é
equivalente & condi¢ao T53% = 0 no espago de estados ¥ = ¥ (T, x) sujeitos a equagdo de Schrodinger
(4.19).

Em componentes, a equagao de Schrodinger (4.20) implica
ihdr Y¢ s (1) = (CqAol + o)l o Yoo (T)
e, em termos do tempo fisico z° = (7 [3], a equagdo acima se torna
ihCOo ¢ 5 (C2°) = (CgAol + o) T (¢2°) -

Tendo em vista a forma explicita de & (4.10) e ¥¢,s (4.21), a Gltima equagdo pode ser reescrita

como
[y* (8, — qAu) — m]dc,s (¢, %) = 0. (4.22)

O operador ¢ é interpretado como o operador de sinal de carga, conforme a interpretagio da
grandeza. classica ¢, que distingue as trajetérias de particulas de carga ¢ das de carga —q. Assim,
solugdes de (4.22) com ¢ = +1 correspondem a particulas de carga g, e solugdes com ¢ = -1
correspondem a particulas de carga —¢.

A fim de chegar 4s equagdes de Dirac em (2 + 1) dimensées para particulas com carga +g¢, sera

utilizada a decomposicao (4.21) do vetor de quatro componentes em vetores de dois componentes

't,l)és). Para ¢ = +1, a equagao (4.22) se decompde em

(0% (119, — gdy) — mlp® @) =0, ¥ (@) =93 (%) (4.23)
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T ; : .
em que I'Y séo dois conjuntos inequivalentes de matrizes gamm
(A.1). A equagdo andloga para ¢ = —1 tem a forma

a em (2 + 1) dimensdes dados por

T* (5 s)c
TS (£ + A,) = m) 99 (2) = 0, 4 () = T2 )" (~2°,) , (220

que ¢ a equacao de Dirac em (2 + 1) dimensdes para uma particula de carga —q.

Logo, em analogia i : =
: gf’, ; ) Ai ateorinem 3+ 1 dimensdes, a evolugao pode ser reformulada em termos do
empo fisico z°. i : / .

P emails, por que as os dois conjuntos de matrizes gamma nao sdo equivalentes,

nao pode haver mi '
p mistura de estados com valores diferentes de s. Assim, os estados fisicos serdo
denotados pela grandeza s na representacéo com tempo fisico z°,

_{ Wt ; :
S ( ¥ (2) ) sl ( i ) e ( i) ) ’

e 0
w'i'l (I) e ( 0 ) ¥ w—l (J.’.') o ( O'l?;f)(_l) (.’L‘) ) )

(+1)e ¢,
P51 (2) = ( w - () ) , 92 () = ( 01¢<-01)c 3 ) : (4.25)

A operacio de conjugagdo de ~arga (4.24) para as componentes V§ (z) é

0 0,2
W (z) = ( i ) \Iﬂ:—l,s (—$D7x) )

,.YO,Y‘Z 0
e o produto interno (4.3) nesta representagao fica

(@, %)) = (s, ) p + (s, ¥ - (4.26)

Os estados ¥, (z) satisfazem a equagio de evolugao

ik (2°, %) = HoW, (2°x) , Hyo = bdiag (PI (%) H° (xo)) | (4.27)
em que
B (%) = gAol + @0, 7 (20) = B ()] __ =—odel +35,
; De ol el 0 T
L:;g T wSIq_y_q = ( 70/}/2 0 ) Wo ( 7072 0 (428)
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Na representagao dO temp CO :l:c 4.5 que
(¢] fIS itui i
1 1 aCIma (o] operador Q de ( . ), constitul uma Ieahzé'-?:ao
quant ca COIlSlStente (la raiz cld assica. w, = = W a0 passo (ue 0 opera 21
torna se QIO (WD, 0)7 q

— 2iCE'E2 se simplifica para 180 = _g;Z132
14 h ek
5S0%s = Za¥,, [S.,,D,Qmo] 0 (4.29)

Tendo em conta a estrutura dos estados (4.25), pode-se ver que o produto escalar (4.26) se reduz

ao produto escalar usual entre espinores em 2 + 1 dimensées (4.3),

(‘I’s, ‘I’;) =2 (w(ﬁ),w(s)’)D +2 (w(s)cﬂp(s)u) i

4.4 Setor fisico

Define-se o subespago fisico Ry, de R, relacionado com o setor de uma particula da TQC (sempre
que esse setor puder ser consistentemente definido), como o espago gerado pelos autovetores do
operador de carga ¢¢ e do operador hamiltoniano H,o (4.27) (num dado instante de tempo),

\Ijs, 1n c 0
'I’S!+11n = ( g ) ‘PS +1, = ( \I’ ) )
s,+1,x

Q(‘I’s +1n = q¥5 11n, qf‘1'§+1 e q‘I's +1,a0

HoW, i —e) Wy, HooWe o =piff e (4.30)

onde os autovalores £ = (E(ﬂ n,eg_szca) sdo os mesmos que aparecem no problema de autovalor

(5.13,5.19). A estrutura das componentes ¥ 41, € U5, , é semelhante aquela dada em (4.25),

T = 1 ws.+1,n e i i §,+1,a
phiie \/— ’YO'ﬁbs,-H.n ; e \/5 70"!):&1.&
1)
e 0
= y Wo1,410 = ;
Yi1,41,n ( " + /)+1n
1)ec 0
¥iha e
".bfl-l,+1,cx 7 ( 0 ’ w—l,+1,& Ulq:bfk;,lc)zc !

onde os espinores de duas componentes 1,D+1 n € Tl’ ", sdo solugdo para o problema de autovalor

(5.13,5.19) com autovalores s&_i L e Eﬂga

O produto escalar (4.3) entre estados de mesma carga é

e e Y
(‘I"s,+1,n, ‘I’s,-i-l,m) = ('([)S_Sin, 'l/)_,_l m) = dnm (‘I’g,+1,aﬂ 5,41, ﬁ) (i/)s +1,a7 ¢5,+1,B)D ol
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e para estados de cargas distintas é nulo

No subespaco fisico i :
pag Rpn faz sentido definir uma constante de movimento, produto das constantes

CA € S&DO!
e L
SM — 8.0 = _gipm1ge [SQM 24 ] =0, (4.31)
cuja acdo sobre os estados de antiparticula (4.30) é oposto ao do operador S0
SQM il
S R tin = SRV, SO, = —2heWS . 4

= (s) (s)e ;
A exclus@o dos estados Y 1,4 © ¥ 1, do conjunto gerador do subespago fisico Rph ¢ necesséria

para obtengéo de uma completa identificagio com o setor de uma particula da TQC. Ademais, no
subespago fisico Ry}, assim definido, o operador Q,0 é positivo,

(‘I's,+1,n,ﬁzo"1's,+1,n) >0, (\Izg,ﬂla,ﬂmo\y;'H‘Q) >0. (4.33)

- - (s) (s)e :
Em termos dos espinores ¥ ,, e 1,",, os valores esperados acima se reduzem a

(‘I’s +1,n,° ID‘I,S +1 ﬂ) T -/‘dzxw—(:l)fnrg m+ ri; (ﬁk + qu)] Ipfsl),n ’

c
( s,+1,argl‘0‘Il$ +1 cx)

f Pz [m + T (B — g Ak)] 915,

Utilizando as equagdes de autovalor (5.13) e (5.19), tem-se

I

(‘I's,+l,n, QIO‘I’S,+1,n)

c 2 G
( 5,+1,avﬂ.’c°‘1,s,+l,a)

[ vl @) (6~ a0) ¥ @)
2 [ dapil @) (4l + edo) ¥ le)

Levando em conta a forma de () no caso geral (5.14,5.15), tém-se ES_} n—qAg>0e sfﬂfa+qu >0,

e daf resulta (4.33)-
Este trabalho nio excede o limite do setor de uma particula, e, portanto, somente elementos de

matriz entre estados de uma particula de fungoes bem-ordenadas das observéveis fisicas,
Sk B Sk B S k o Ffk Fre (.0
}"(Xk,Pk,Ek,HIa) = bdiag (m“,pk,‘f’”,H(:vo)) alcy e
sao de interesse,

c = c e\TsC
(‘I’s,+1,m.7:‘l’s,+1,m) = (‘I's,+1,mf‘1’s,+1,m)p o §,+1,wf‘1's,+1:ﬁ) = (\I}S’H"”f \PS'“’ﬁ)D
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E
i
&

E fécil ver que valores <
esper =k
g perados de =% para os estados (3.19) sdo nulos. Ademais, os estados no
subespago 1isico sao autoestados do operador conservad
ado

Spo (4.29),
T h i
R 35Vst1n, SpoWS ;= gs\llz L

LOgO a dinamica do prod erad =
uto de o (o) =k g 1vi i i
per res =" & t[‘lVla.]., 0 que torna pOSSlV€1 subtrair estes ob-

servaveis das fungoes i i
i " goes F, e reduzir o subespago fisico Rph da MQ a um subespago fisico efetivo ne-
cessario ao calculo de elementos de matriz de funcdes F ( X*, P,
? 1

his u). Seguindo a decomposigao
dos vetores de 16 componentes W, t1ne U . : =

c £
w(s) /)(s)c w s,4+1,c €M termos de espinores de duas componentes
e enne-se isi i eff
+1,n € Yila0 o setor fisico efetivo R}’ como o espaco de estados

(s)
@ [ Vi () 0
Yiin = ( 0 ) ! il = s ) (4.34)

+1,«

A dinamica nesta representagio é ditada pela hamiltoniana

, (4.35)

gt q

s

H; = bdiag (hs,fzg) , hs = qAo b [m + Tk (py +qAr)] he = A,

e o cdlculo dos elementos de matriz de F se simplifica para

(Ts, 41,0 F¥s,41,m) = ("pgf]),naf ($k7ﬁk7‘f7ls) Q.b-({fz,m) )

(25 41,00 F LS 1.) = (W05, £ (¥ B B ) 9056 -

No subespago fisico efetivo ’R,g{lf , os operadores é , 500 S$9M ge tornam, respectivamente,

i I 0 - sl -0 ; i
gz(o _I),se”=§(0 I),sgf}”ﬂse”. (4.36)

Comparando (4.34) e (4.35) com os resultados do capitulo 5, sera possivel concluir que o subespago
fisico efetivo R:{lf coincide com o setor de uma particula da teoria quéntica do campo espinorial

em 2 + 1 dimensdes.

4.5 Limite semiclassico

Nesta secdo serd provado que o hamiltoniano quntico H (4.5) constitui uma realizagao consistente

de seu analogo classico Hess- A andlise seré restrita ao caso do campo eletromagnético independente
do tempo. A contribuigdo do campo elétrico nao é essencial e pode ser compreendida em perfeita
analogia com o mesmo problema em 3 + 1 dimensdes [3].
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No limite semicldssico, os valores esperados d

peciais, pacotes de onda suficientemente
movimento,

as observaveis quénticas em certos estados es-

localizados no espago, satisfazem equacoes cldssicas de

em tEI mos de pal‘ém @ 1 S 17 0S vVa l( res
SES de PO].S on 1
] . ESSGS GStEldOS Sa0 carac i
d tel‘ Lados pe

denadas e

m i
desvios quadraticos médi omentos, e se mantém coesos por um periodo de tempo em que os

S m
o it eDlos das coordenadas e momentos é muito menor que certas escalas carac-
eristicas do sistema. : i

| e acordo com estas restrigoes ao pacote de ondas semicldssico, é natural

considerar apenas campos de fundo independentes do tempo.

A correspondénci s ol 5
P ficla com a teoria cldssica requer, em primeiro lugar, que o operador Q seja

ositivo no setor fisi i £ ot 7 s
P e or fisico, pois a grandeza classica wg & positiva. Isto foi feito na segio anterior para
estados fisicos e - Y. Sl Ayl
i xatos. Pafa provar que §2 é uma realizacio quantica consistente de wp, é suficiente
. 2 " e
mostrar que o operador 2% (4.11) tem o limite semicldssico certo, i.c., ele deve possuir o mesmo

valor esperado no pacot solhes el = . :
p pacote de ondas semicléssico ¢ que o operador 92 obtido diretamente por
quantizagao da expresséo cldssica correspondente

R 3 .
0 = wpl, ., wo= \/m2 + (pr + qAx)® — 2igFiugket.

Logo,
Q? = bdiag (2%,0%) , & = m® + (Bx + qAs)” — 2igFuéE.

Deve-se mostrar, pois, que
(‘I'E’,QZ'I'EL) = (‘I'?,Q""Ifi‘) , (4.37)

com produto escalar definido por (4.3). O pacote de ondas semiclassico ¥< ¢ uma superposigao de
estados do espaco fisico Rpy e, portanto, corresponde a uma superposi¢ao de estados de particula

ou de antiparticula. No primeiro caso, tem-se
2 (@) = Yl nTenin (@)
n

A analise do segundo caso é completamente analoga, e serd omitida.
A forma geral dos estados semicldssicos v ¢ 0 mesmo de qualquer estado W do subespago

fisico (4.30),

wcl(s)

cl

0
’ =i

cl cl
e cl , ¥ = 0 olypells)

S
5 = 0 L Oyt

e ’ 2 l
i ! sati : : T3¢ = 0. Em termos dos
Conseqiientemente, 0 estado P$ satisfaz, por construgdo, o vinculo T3¥;
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SPRROLSs Ce s componientes ¢, equagso (4.37) se t
2 . orna

cl(s) 12, 0cl(s)) _ 1s) .
(¢ g ) = ("/’C( & “s)) : (4.38)

em que

A2 i
. € =m* + (B + qA)” + shqFls (4.39)
e hg dado por (4.35).

Por definigdo, o estado \Ilf € tal que os valores médios

~i
[

(25, R w2 (20)) = (909 (a0 O a))

b= (wie) Pagel) - (wd(s)(z°),f>w°“5>(m°>)D

D )
evoluem segundo as equagdes de movimento cldssicas
dz* WL
-0 = {#h&(®B)}
d(pr + qAk(X)) _ ,_
S I - ik +0An(®), (% D))

onde
é“s(j_(’ I_)) = (‘P‘;I,Q‘I’:‘l) — (wd(S):es'ﬂbd(s))

ihao’l,bd(a) (.’L‘O) = éswcl(s) (IO) :

5

onde a hamiltoniana obtida por quantizagio direta é pode ser aproximada, de acordo com o limite

semicldssico, por

ok

: de, . & v = =
(@ —2¥) + 52 (x ~ ) ERP) = V/m? + (i + qAx (8)° + shaFra.  (4.40)

€z — Es +

De fato, o hamiltoniano cldssico Hey (3.23), no subespaco fisico (T3 = 0), como fungéo dos valores
médios % e P, identifica-se com & (4.40), para s em € medido em unidades de A.
Por analogia &s solugdes da equagao de Dirac para um campo magnético estatico, a forma da

funcdo de onda quasiclassica pode ser expressa por

4ol = [0, — T% (B + gAx) +m] o™, (4.41)
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com cpd(s) satisfazendo a equagiio quadratica,

(éz ! D) (pd(s) = 0, D= m2 i PkPk -+ shFlgas .

Para haver consisténcia entre a expressao de € dada por (

4.39), e a equagio acima, é necessério
escolher cpd(s) como

cl(s)

Para o pacote de ondas especificado acima, verifica-se que

ils"pd(s) o éswcl(s) ;

Logo, no limite semicldssico, a evolugéo do pacote de ondas & especificada igualmenteo pelo hamil-
toniano da MQ h, e aquele obtido por quantizacao direta, €, e, em particular,

(wcl(s)’ fl’;?wcl(s)) (,wci(s ~2¢cz(s)) & (x,p) .
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Capitulo 5

Comparacao com a Teoria de

Campo!

Neste capitulo sera dada uma interpretagdo da MQ construida no capitulo anterior, comparando-a
4 dindmica do setor de uma particula da TQC do campo espinorial. Primeiro, mostrar-se-a que
esse setor da TQC pode ser formulado em termos de uma MQ relativistica, sempre que esse setor
estiver bem definido. Em seguida, sera mostrado que esse setor da TQC pode ser identificado com
a MQ do capitulo precedente.

O setor de uma particula da TQC s6 pode ser bem definido em campos de fundo que nao criem
particulas do vécuo, como campos nao-singulares e independentes do tempo [20]. A quantizagdo
do campo espinorial aqui apresentada serd restrita a campos desta classe, para simplificar a apre-
sentacio. Uma generalizagdo para campos que nao violem a estabilidade do vicuo pode ser feita de
modo similar [20]. Como exemplos de campos singulares, hé os campos de Coulomb supercriticos, e
campos elétricos em calibres independentes do tempo com potenciais crescentes no infinito espacial.

5.1 Formulacgao lagrangiana

O campo de Dirac cléssico em 2 + 1 dimensdes descreve campos fermidnicos ¥q (z), @ = 1,2, que

sio entendidos como elementos geradores de uma 4lgebra de Grassmann de dimensao infinita,

e (z) s () + V5 (¥) Ya (x) = 0.

INesta capitulo, i = 1, a massa de repouso sera denotada por M, e ndo haverd mengao explicita da representagao
e i = = pis) = 4 i diante.
especifica das matrizes de Dirac, i.e,, s =T, 1!1(3) =, P!¢} = 9, e assim por
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1
!
T
8
g
{
i

O funcional acao para
0 cam inori
PO espinorial num campo eletromagnético de fundo é dado por

I, 9] = [ 2 i
[, ¥] /dzz,/::qp(r#p“—M)qp,p=(z‘a“—un), (5.1)

em que soma sobre indices repetidos M

e = 0,1,2 estd subentendida, q é uma carga algébrica (para

$30 as matrizes gamma em 2 + 1 dimensd 7
- soes (A.1), e 1 = T TO.
As equacGes de Euler-Lagrange que seguem de (5.1) e

sao
il
5 —Oﬁw[(20#+q1‘l#)1‘“+M} =0
8,1 ,
33 = 0 © [0~ g4,)T — M]y =0. (5.2)

Invariancia da agdio (5.1) por translagdes do espago-tempo, z# — z'* = z* + da¥, J,8a* =0
para campos que se transformam de acordo com :

7

5 (2) = A, (2) = 0,
dé a equagao de continuidade (veja apéndice B)
or

0T = — 520" Ay, (5.3)

em que 7" é o tensor de energia e momento para o campo espinorial livre,

oL

MY
80,

8 — L (z) . (5.4)

No caso geral, ndao hd nenhuma grandeza conservada devido & inomogeneidade no lado direito de
(5.3).
E ttil considerar as identidades de Noether associadas a invariancia de Lorentz da agao (5.1).

Por transformagoes de Lorentz infinitesimais
AR, = B8 4wk, Wy = —Wup, (5.5)
as coordenadas z*, os campos Y e 0 potencial A,se transformam como
5P = i (X))o 27 (Xuw)% = —i00mux + 10,7ux

1
611!)1 = ,iwul/ (X#V)lm ’lﬂbm’ (XP"”)Im = —Z [’Yp.:’)"!/] ?

EAP — 'iu}uu (Xl_w)pg Ag ) ng == Uanofaﬂﬁa, (56)
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onde (X,urf)lm € (X#U)Pa

fornecem uma . i
Lorentz préprio, representagao matricial da élgebra de Lie do grupo de

3 [ Xpw, X o] =
[ 737 pcr] nua-XuP o nprucr + anXuo — T}UD’Xp_pj

tanto para a representacio do campo quanto

- para a vetorial i ituica
expressdes (5.6) em (B.4) conduz a , respectivamente. Substitui¢do das

8,J8, = K

By
em que
Jp = IF L gP R -
i + S K = a@ (uAy = % AL) ¥ + 07 (2,0, — 7,0,) As

A componente de momento angular wa da corrente Jﬁ,, é

enquanto a contribuigao devida a spin é

Sﬁu = 15'7‘) (% [7}1771/]) P. (5.7)

Pode-se verificar que num campo magnético constante e uniforme, o termo K2 é nulo, portanto ha

uma corrente conservada, d,J1; = 0, que d4 a conservagdo do momento angular total ao longo do

eixo x9,

d d2 JD T d d2 1 . 18 28 1 3

" zp = oYl | =i (20 — 1)+§0 ¥ =0. (5.8)
Finalmente, invariancia por transformagdes de calibre globais U (1)

b (z) = ¥ (z) = e P (a), % (z) = P (2) = €79 (2)
Ay (z) — A:L (z) = Au (z) (5.9)

leva & corrente de Noether relacionada a esta simetria interna, isto &, j* = qy*y. Isto segue da
equacdo (B.3) ao se considerar a versao infinitesimal de (5.9) para campos satisfazendo as equagdes

de movimento, e lembrando que para um transformagio de simetria interna éz* = 0,

Srllagset = fdgw{ (aa w‘w)+~_°m] | #200 (aedr)]
= [ o, (gPri)a=0.
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Como « ¢ arbitrario, tem-se 9, i+ — n -
) wd” =0, j* = qYyHp. A integral de 8,j# em todo o espaco dé

/.d?’:z:aﬂj#:/ do,j* =0,
v av

é o el i (o
. : emento de hipersuperficie ortogonal ao eixo z*.
infinito espacial, i.e., ¢ (z)

em que doy,
Se os campos se anulam no

— 0 para |x| — oo, tem-se

do '0=/ 3.0 3.0 i
~/3V 0J t d°zj d’xjy =—/avdcrk_7'k=0,

=t t=tp
3 e 3. .0
/ d’zj —f d’zg°
t=i, t=t,
e portanto ha uma carga conservada

Q= qfd2x¢+¢. : (5.10)

5.2 Hamiltonizacao

A hamiltonizagdo da densidade lagrangiana, (5.1) seguird o método geral para teorias com variéveis

degeneradas (veja [16]). Sejam Ny =1e Ny = 0, entdo a matriz hessiana generalizada é dada por

52L 2L gie o g
- § 8 SN — I
M5 (z,y) = | PEFD  FHEw 590 3455 | 5(x —y)
sP(x)sv(y)  Sv(x)dv(y) ovoy  opaY
0 iy e
i i J(X—y)zﬂ/fw,;é(x—y) .

Logo, a teoria ndo é singular, pois o hessiano é
M = detM,,; = —1.
Sejam v = 9 e ¥ velocidades indeterminadas. A acdo no formalismo de primeira ordem é

0 [2aler e (=) - [ el ],

L= L| MY =mv— LY.

dmv
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Devido a nao-singularidade da teor;

a, todas as v
| eloci
podem ser abbidas 0o e dades sdo variaveis auxiliares, cujas expressoes

riacionais
5.5Y  B,LY

fu Qv T Eeapl _Tr_0=>1/1——-27r1“0
6-SY o, E”

—_— = — 0
51!) 51/) ZFU+(qP AO‘F"’P&‘-}—]\{[)@ :>U=_iro(qPOA[)—FkPk'*'A/[)w.

Logo, todas as veloci
cid
ades foram expressas em termos das coordenadas e dos momentos, ¥ =

 (m), v =v (). Substituindo essas fungdes em H?, tem-se

Hon = —inT% (qT°4, — TFP, + M)y = —inhyp,

em que
h'=qAy + TP (M ~T*p,) . (5.11)°

A agdo hamiltoniana no formalismo de primeira ordem se torna

s =/d3:r [wi,[}—th] ’

com

5. SH 6SH
i _0:>‘/)—{¢th} ——— =0=7 = {m, Hpn} ,

Hon = / Pt
onde os parénteses de Poisson entre dois funcionais de paridade definida F [,7] e G ¢, 7] é dado
§-F &G 6.G & F
i o Qe GI%s: oyl kel Fel@) Crtt D0
e fd I( e, 5y m) :

No decurso da quantizagio do modelo (5. 1) os campos 1 e 7 se tornam operadores de Heisenberg
po fixo dadas pela correspondéncia [F G} =1 {F, G},

por

U, 7 com relagdes de comutagao para tem

para grandezas impares F, G,

=it G0,

= i {Tq (z),mp (¥)} = apb (x —¥) - (5.12)

[ (2) 70 ()

To=Yo
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5.3 Proprieda -
p des gerais do espectro da hamiltoniana de Di-
rac para o caso estacionario

Para o caso em que o ca,
q mpo de fundo eletromagnético & estatico, a hamiltoniana

de z°, dando lugar 3 equacao de autovalor (5.11) nao depende

hap (x) = ey (x) (5.13)

onde ¥ (x) sdo solugdes da equagdo de Schrédinger {estacionarias) (5.13). Seja

Y (x) = [[°(e — gAg) + T* (i — qAk) + m] o (x) .

Entao ¢ (x) satisfaz a equacéo

[(e - qAp)” —D'] o(x) =0,

b 2, k ] 3
em que D = m® — P P* + 1qF,, [T* T¥]. O par (e,p) é uma solucio da equagio acima caso
satisfaca

eE=qho+ Ve ' Dp=¢e—qhAs >0 (5.14)
ou
e=qlo— Ve 'Dp=¢e—qhg <O0. (5.15)

Seja @41, solugao da equagao (5.14) com energia €15, i.e., correspondendo ao ramo superior
do espectro de energia; e seja ¢_; o solugdo da equagao (5.15) com energia £_ q, correspondendo
ao ramo inferior do espectro de energia. Aquin e o sdo nimeros quanticos que descrevem a possivel
assimetria existente no espectro de energia entre os dois ramos para um potencial Ap arbitrario.

As solugdes Y4 » e Y o de (5.13), construidas de @1 » € ¢ a, satisfazem as relagdes de com-

pleteza e ortogonalidade

(1/)+1,m ¢+1,M)D = 5nm s (TIJ—l,m w—l,B)D == éaﬁ ) (w-%-l,m"p—l.a)p =0, (5-16)
Z [Tflﬂ,n (z) ¢L1,n (W) + ¥-1,0 (2) W-La (y)] =d(x—y) Zo =", (5.17)

onde

Piin (T) = e_ia“‘"zoiﬁﬂ,n (%) , ¥-1,2(z) = e‘ia—horolp_l‘a () - (5.18)

Conjugacio de carga é dada pela regra,

— T2,
7.[)3—1,0, = F‘Zd}*—l,a! ipil,n =T 1-[)+1,71 -

45




Os estados de carga conj i
g Jugada definidos acima satisfazem a seguinte equagao de autovalor

e e A
h ¢+l,a o 6+1,a¢j—l,aw hc'(,bj.__l —tES i 00
) —1n¥_

1> he = [2RAT2 Ele— e et =t
(5.19)
5.4 Quantizacao
Utilizando o conjunto completo (5.18), pode-se decompor o operador de campo ¥ (z) como
¥ (@) =3 tntyin + > b 1a. (5.20)
n o

Das relagbes de comutagéo (5.12) e das condigdes de ortogonalidade (5.16), temos
i :
[an’ am]+ e ]:ba’ bg} g o 50“3 ' [a"n-sam]+ = [bcx, bﬁ]-{- = 07

que define dois conjuntos de operadores de criagio e aniquilagao, an,a;} e by, b;.
O operador hamiltoniano da teoria quantica de campos é

HIFT — f Ut dx,

obtido de (5.11), onde o simbolo repetido : se refere ao ordenamento de Wick dos operadores de
criagdo e aniquilagdo. Inserindo a expanséo (5.20), e levando em conta as condigbes de ortogonali-
dade (5.16) e a dlgebra dos operadores de criagdo e aniquilagao, o operador hamiltoniano na TQC

fica
- + +
HRED E E+1,na';l;an = E £_1,abgbe = Z €+1,n8p 0n + Zsil.ababa'
n [ n s 4

A partir da carga conservada (5.10), sao definidos o operador de carga e o operador de nimero

Gty ol qfdzz Pty =g (z atan — Zb;ba) ; (5.21)
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R =3 afan+biba- =
n

0 estado de vécuo |0) é definido como o vetor nulo dos operadores de aniquilagdo: an [0} = ba [0) =0

para todo n e a.
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5.5 Setor de uma particula e identificagdo com MQ

Seja R o espago de Hilbert dos est

ados de uma parti : ‘; L
Rio N Ro1 = {0}, do e particula, i.e, R é a reuniao disjunta R = R10URo1,

o :
barticula Ry com o subespago de antiparticula Ry,

|¥) = ( fnal|o hobt
; n ) 1? aba I0> (= R, ana;t |0> = RlD : Zhﬂtbz lo) = ROI :

. 2

assumlrido 2ol <0k o [holl2 < 00. Assim, estados fisicos | )
de particula R0 ou ao subespago de antiparticula Ro1
Em outras palavras, os estados fisicos )

pertencem ou ao subespaco
em acordo com a regra de superselegio [2].
sao autoestados do operador de carga (5.21),

QUL = g}, € = +1. (5.23)

TQFT , ;
O espectro de H no setor de uma particula reproduz exatamente o espectro de energia de

particulas e antiparticulas sem os niveis negativos. Os estados |¥) evoluem no tempo de acordo
com a equagdo de Schrodinger

i | ¥ (z0)) = HFT | (20)) ,

e permanecem no setor de uma particula devido ao fato de que a hamiltoniana H2*7 comuta com

o operador de numero (5.22). Os operadores J e ¥¢ podem ser decompostos como
¥ =90+,
WE=T0 G

. 4 1 T
em que W€ é o operador de Heisenberg conjugado ao campo ¥, definido por Wi,y = (\If(’;)'yz) , e

0s termos com sinais mais e menos sao dados por
- sl +
Ty = E Ontliigy Wig) = Zba"p—l,a;
n Ce

s fo +
B, =Y butirer iy = §n:an¢il,n-
[e4

A seguir serd definida a representagao de coordenadas do espago de Fock de estados de uma

particula dependentes do tempo | ¥ (zq)) em termos das fungdes de onda

o1 (@) = (01 F () ¥ (20)) , V5 (2) = (01 F5_, [T (o)) -

Como |V (zp)) pertence ou 20 subespago de particula Rig 0u 20 subespago de antiparticula Ro1,
0
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define-se a representaca

ao de coord
: enadas de
trizes T como quatro componentes para cada representagio das ma-

D Yy (2)
o ( 0 ) ¥ (=) = ( wco( ) ) ; (5.24)
+1\Z

onde 41 = 11’-(1-? ey, = T/JS-S%

c
Para I';. Por mei :
particula, L meio do operador de projegio para o setor de uma

/ (\I"" lO) (Ol \ij -4 \i'jc+ IO) (0‘ \ijc) dx — 1 :

SS1V ern

(’ltb-i-lr’l:b’-l-l) T (¢+1,¢;1)D ) (¢11, f]) = (T,bil,wfl)D -

Nao é dificil ver que as equagdes

HPEE e ) e ()
QoFT |Te) = 53_1‘1 ey,

ek
em que |¥,) = a} |0) e |¥E) = b} |0), na representagdo de coordenadas tém a forma

I{’lp-{-,n 7= E-l-,n/'ab-{—,‘n, 1 H"-pi_,a = Ef}-,a¢i,a 3

e, por conseguinte, para cada representagao das matrizes I", o hamiltoniano H pode ser identificado

coIm
H = bdiag (h,if) : (5.25)

n ; 0
¢+l,n = ( ¢+01‘ ) 3 1»b+1,n¢ = ( "pfi.]_ ) . (5.26)

e na representagao coordenadas o operador de carga @ age de acordo com

onde

Esta claro qu

Gy 1n (@) = @Ws10 () ) EPh10 (@) = —q¥%1,0 (2) 5 (5.27)

em acordo com a regra de superselegao (5.23).

em que ¢ = bdiag (£, —1),
mam uma base na representagio de coordenadas de R. Sao autoes-

Assim, os estados (5.26) for

tados do operador de carga da TQC e obedecem ao produto escalar

(g m) = ($41,m Y+1,m)p > (951,00 ¥51,8) = (¥S1,00¥51,8) p » (#s1mPi10) =(502-8)
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Nesse ponto, é possivel comparar os resulty
realizada para o modelo pseudoclissico estud
representacao de coordenadas do setor de um
(), é precisamente o hamiltoniano (
s = —1). Ademais, o espago (5.26)
os campos de fundo independentes d
num dado instante de tempo)

dos acima com a estrutura da MQ), (4.34) e (4.35),
ado nos capitulos anteriores, O hamiltoniano na
a particula da TQC em 2 + 1 do campo espinorial,
4.35) para uma representacéo das matrizes I' fixa (s = +1 ou
da TQC no setor de uma particula coincide com (4.34). Para
0 tempo considerados (e para quaisquer campos ndo singulares

» Pode-se ver que, para uma definigao apropriada do espago de Hilbert,
a MQ coincide com a TQC no setor de uma particula.
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Capitulo 6

Operador de Spin

O oper-ador de spin pode ser entendido como a parte de spin da carga de Noether, conservada na
auséncia de campos externos,

1
oy = aew,\/dzx@bf (z) I (z) ,

onde
JHY = Iy ) Su:\’ LMY = ghp? — gVpH | SHY = % [I"“‘,l"”] , p* =i0". (6.1)

Em 3+1, a interpretagdo de spin é feita por meio dos estados de helicidade bem definida, construidos
a partir de estados com p! = p% = 0. A escolha deste referencial particular em 3 + 1 dimensoes
faz com que os termos nao-diagonais e dependentes do tempo na expressiao do operador de spin na
TQC sejam nulos, e assim o operador fica bem definido. Em 2+1, a escolha anédloga seria considerar
particulas com momento espacial nulo (estados de repouso). Assim, a partir da componente de spin

correspondente da carga conservada Jo em 2 + 1 dimensoes
)
s, = [ oyt (L) 00,

escreve-se o operador de spin SSQF T em TQC segundo a prescrigao usual ¥ — 1,

; St 3 e
Cl f &z PN Ssa® P (6.2)

No entanto, o operador de spin acima s estd bem definido no referencial de repouso, onde é
?

diagonal.

A interpretagio de spin na teoria do ¢
[21]. Assim, €

ampo espinorial pode ser feita alternativamente com o

P i S.ld rar a pro]egao
tensor (le i i 111 3+ 1 dlmensoes, em VeZ de se con (53
olarlza(;ao de spln
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do operador de spin na diregio do moment
o

» Pode-se utilizar o tensor conservado

My, = f Captin,p, m, < L [ ]
27

h,o
T

~

de movimento. Para estados com ps =

reduz-se a Mg = %7023, ¢ Mo, Bies

MlzzéfdzmwT(I O)w
0 -1 !

. L ! = 3 ~ o i
A integral sobre a coordenada z* péde ser eliminada gragas a dependéncia trivial em z®dos estados
1 com p3 = 0. Escolhendo os estados 1 como autovetores de Mg

L 0
¢+1_( 0 )’¢_1=(w(_1)),

My, = g j Pl . (6.4)

0 A
» O operador 7i1y5, na representagao (4.17) das matrizes v*,

tem-se

Logo, o operador correspondente em TQC M%FT é proporcional ao operador de carga (5.21) na

representagdo s das matrizes I,
~QFT _ 5 AQF
ME = -2—qQQrT. (6.5)

Em 2+ 1 dimensdes, a componente conservada do tensor de polarizagao de spin (6.3) num campo

magnético uniforme e constante é simplesmente
s
My= > / dZzp ) (6.6)

Logo, na representacéo de espinores de duas componentes, o operador de polarizagao de spin na

TQC em 2 + 1 é trivial, e proporcional ao operador de carga (6.5).

Evidentemente, a expressao do operador (6.6) na representagio de coordenadas da TQC do

campo espinorial, (5.24), € simplesmente

. 5 ol (6.7)
IVI]Z.;EEQ:Z(O —I)’
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onde @ é o operador de carga (5.27) na re

atribuir uma interpretagio fisica aos operadores 5,0 o §OM
R;{If da MQ, a expressio do operador SQM, (

interpretacdo de operador de polarizagio de sp
s fixo, particulas tem Polarizacao de spin opost
subespago fisico efetivo 'R,;{If da MQ coincide co

de spin do setor de uma particula da TQC,

Presentacio de coordenadas. Nesse ponto é possivel

da MQ. No subespaco fisico efetivo
4.36), coincide com (6.7). Logo, $9M™ adquire a
in da MQ, segundo o qual, como na TQC, para
a & das antiparticulas (4.32). O operador S.0 no

m o produto dos operadores de sinal e de polarizagio
%Q € ]\;.[12.
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Capitulo 7

Conclusao

Mot trab.alho, fOI apresentada uma quantizagio consistente da particula relativistica espinorial
er'n 2+1 dlmfansc.)es em campos eletromagnéticos arbitrarios. No nivel clssico, a teoria contém um
vinculo de pr11~nelra classe que ndo pode ser fixado. No nivel quantico, a presenca deste vinculo leva
a uma extensao do espago de Hilbert a estados com 16 componentes. A MQ construida conduz
a equagdo de Dirac em 2 + 1 dimensées para fungdes de onda em campos eletromagnéticos. Em
campos eletromagnéticos arbitrarios que respeitem a estabilidade do vacuo, o setor fisico da teoria
quantica coném tanto particulas quanto antiparticulas de niveis de energia positivos, e reproduz
exatamente o setor de uma particula da teoria quintica do campo espinorial em 2 + 1 dimensoes.
Ademais, na MQ construida, alcanga-se a teoria minima para o elétron, i.e., em 2 + 1 dimensdes a
particula com spin s6 pode possuir um valor de polarizagao de spin.

Como foi o caso em 3 + 1 dimensdes [3], gragas ao modo muito especial com que se construiu
o espaco de Hilbert da MQ foi possivel resolver o problema da realizagio da raiz cldssica w (3.23)
e o problema de ordenamento relacionado. A solugdo para esse problema passou pela construgao
de um operador hamiltoniano cujo quadrado estd em correspondéncia com o quadrado da grandeza
clissica relacionada, e que possui o mesmo limite semiclassico que o quadrado do operador obtido
por quantizagao direta. Uma segunda caracteristica importante do espago de Hilbert proposto diz

respeito & duplicacdo do espago de estados feita com a finalidade de tratar igualmente particulas

e antiparticulas. Gragas a cuidadosa andlise classica do modelo, foi possivel entender, exatamente

como em 3 + 1 dimensdes, o papel crucial da variavel ¢,

o espaco de Hilbert da MQ. Assim, uma nova compreensao da meca
o fisico de estados jé constitui um multi

i a i uti
sobre que agem as observéaveis da MQ, nao havendo necessidade de

e a consegiiente necessidade de duplicar
ncia quantica relativistica foi
pleto particula-antiparticula

apresentada, em que 0 espag : g :
lizar as solugbes de energia

; i g te feito.
negativa para obter os estados de antlpartlcula, como é usualmen
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Apéndice A

Matrizes de Dirac em 2 + 1

dimensoes

2 imensdes, exi . o
Em 2 + 1 dimensdes, existem duas representagoes, u e d, nio equivalentes, das matrizes de Dirac:

0.3 Hl o : :
¢ =0, T} =i0%, [T = —iso", (A1)

ondz o = (al) sao as matrizes de Pauli,

0.1: 0 1 0_22 0 —i 0_3: 1 0
10y i Bl Boag

As matrizes ys satisfazem a relacdo de anticomutagao que as define,

(T2, T4), = 20,
e as propriedades
rtol I = I, =1

Vamos demonstrar que as duas representagoes nao sao equivalentes. Se elas fossem, existiria
uma matriz M tal que
I“, M= MT%,

para todo p = 0,1,2, que deveria satisfazer

[M,a1]+ = [M,ch] = [M,ge’] —0,
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Apéndice B

ldentidade de Noether para o
campo espinorial em 2 - 1
dimensoes com campo

eletromagnético de fundo

E interessante analisar a invariancia do funcional agdo (5.1) por um grupo de simetria continuo G.
As coordenadas de espago-tempo x¥, os campos canbnicos ¥, %2, e os campos externos A, se
transformam de acordo com (diferentes) representagdes da algebra de Lie de G como

= P = o + §2*, bzt = (X,)!, 2¥a’,

Yo P = PR+ EYS, BY° = (X908

wm o wffa, i wta 4 Jw’fa’ 5¢Ta = (Xi)ba 1/)“’5a1',

A, — AL = Ay + 04y, 84, = (X)), Ade’ (B-1)

Invarisnica da agdo (5.1) por G significa

6.1 = f Bz’ L (z') - / d*zL(z) =0, (B.2)

d / ! !
. (&) = £ (9 @) 9 (), 8 (@), 09 (), 4, ()
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A densidade lagrangi L
lana L’/
glana L' (¢ } pode Ser escrita imei
» @M primeira ordem em dz, como

16! (:1;/) L (CZI) i a,_,,E (.’13) Szt

O jacobiano da transfor a
2 ma ;
§80 T — 1z’ pode ser simplificado para

oz’
det—— = det (6% + 9, 6z*) = :
o )= exp {trIn (0% + 9,6%*)} = exp {trd,6x*} = exp {9,0x*} = 1 + 9,0x* .
Assim,
= 3,
S /d Z{(1+8u65) (L' (&) + B, (2) k) — £ (a)] = fd3 5L () + 0, (£ (z) 6]
em que 0L (v) = L' (z) — £ (z) contabiliza a diferenca da forma de £ num mesmo ponto do espago-
tempo, i.e., : :
i 0 [.
o e fa orL el
r ( ) 8’!,[)11 111) !91,[)7“ 7‘1[) aa waé a;ﬂ/) Au(SA#
. B N . a,L oL L5
i orp® .
(81,!)“ .U-da'uwa> (2 +aﬂ (58 ¢a6w) #‘[,Ta Tw +3A 6A

Na tltima igualdade utilizou-se o fato de que 8,8,1%* = 8,6,4°. Inserindo a expressdo acima para
6-L (z) em &1, tem-se

8y I oL oL -
6.f = | & . b G !
/ :z:[ 50e d° 51” + 0, ( u’»l’ +£($)6$>+3Au6‘4“]’ (B.3)
GI. Bt o 0L 5D 6L
Sipe 81/)“ “ 98, syte T gyte”

Levando em conta (B.1), as identidades &:¢* = 54° + B, yt6zr, &pte = bt + o, piedzH, e

0A, = SA,J + 8, A, éz”, tem-se, para campos 1@ satisfazendo as equagGes de movimento,

o /d3x {B [Bg fb“ ((X: ) ¥” — Ouy® () 2} sat + L (z) (X,),, =¥ da’
b2 (0 A= 00 O ) da'

/ Bz [(8,JF - Ki)ba’ + JF0,00°]

o7




g (X% vt - a
Lo REE s e G B) o Le G ok
2, Ki= —— (8,4, (X:)". z° (X)”A)
A, ( L e i
(B.4)
Para o caso em que os pardmetros d a :
o 0 grupo séo constantes, ie., 8,0a* = 0, devido & arbitrariedade
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