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Resumo

Estudamos monocamadas de Langmuir formadas por moléculas quirais através
de um mapeamento de uma versao simplificada deste sistema em um modelo
de spins (modelo de Blume-Emery-Griffiths). Determinamos os principais
diagramas de fase no caso em que forgas moleculares favorecem as interagdes
entre enantiomeros de mesmo tipo (interacoes homoquirais). Em particu-
lar, determinamos os diagramas de fase no plano dos potenciais quimicos e
no plano da pressao de superficie versus concentragao. Este estudo foi feito
através de simulacdes de Monte Carlo utilizando-se um algoritmo de cluster
que elimina a metaestabilidade e permite uma localizacao precisa das linhas
de transi¢io de fase. Com os dados da simulacoes calculamos a pressao de su-
perficie utilizando dois métodos: o de integragdo numérica e o de Sauerwein

e QOliveira.
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Abstract

We have studied Langmuir monolayers made of chiral molecules by mapping
a simplified version this system onto the Blume-Emery-Griffiths model. We
have obtained the main phase diagrams in the case where the molecular
forces favour interactions between enantiomers of same type (homochiral
interactions). In particular, we have determined the phase diagrams in the
chemical potencials plane and in the surface pressure versus concentration
plane. This study was carried out by performing Monte Carlo simulations
using an cluster algorithm that eliminates metaestability and permit us a
precise localization of phase transition lines. The data obtained from nume-
rical simulations were used to calculate surface pressure with two different

techniques: numerical integration and the Sauerwein - Oliveira method.
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Capitulo 1

Introducao

Monocamadas insoldveis na superficie de um liquido sio denominadas mono-
camadas de Langmuir. As monocamadas de Langmuir sio formadas quando
espalhamos moléculas anfifilicas numa interface ar-liquido. Moléculas an-
fifilicas sdo moléculas muito assimétricas, constituidas de duas partes com
caracteristicas opostas. Uma parte ¢ hidrofilica, constituida por um grupo
polar, que permanece na dgua, geralmente chamada de “cabeca”. A segunda
parte ¢ hidrofébica, constituida por cadeias de hidrocarbonetos que per-
manecem no ar, geralmente chamada de “cauda”. A presenca de moléculas
anfifilicas na dgua provoca uma redugio de sua tensdo superficial.

Quando a cauda é suficientemente hidrofébica para que o material seja
insoluvel, as monocamadas de Langmuir formam um sistema quase bidimen-
sional. Este sistema, caracterizado pela pressdo e temperatura, pode apre-
sentar varias fases com diferentes propriedades estruturais, onde as varidveis
termodindmicas temperatura e pressao sao facilmente controladas nos expe-
rimentos.

Héa um grande interesse em se estudar monocamadas de Langmuir, que
sdo utilizadas na fabricagdo de filmes de Langmuir-Blodgett, e tém diversas
aplicacoes tecnoldgicas, em eletrénica e em dptica.

Nos ultimos anos, também tem havido interesse em se compreender o



efeito da quiralidade em monocamadas de Langmuir. Monocamadas quirais
espalhadas na interface ar-agua podem ser utilizadas por exemplo, para simu-
lar de maneira simplificada comportamento de membranas biolégicas, onde
a maioria das moléculas sdo quirais. Uma molécula quiral existe em duas
formas, denominadas enantidmeros, uma forma estando relacionada com a
outra através de uma transformacio espacial com mudanca de paridade (uma
reflexdo é um exemplo de uma transformagao desse tipo).

Uma caracteristica importante de monocamadas de Langmuir formada
por moléculas quirais é a observacio da discriminagdo quiral, isto é, quando
a energia de interagdo entre mesmos e diferentes enantiémeros de uma mesma
molécula ¢ diferente. As forgas intermoleculares podem levar & uma atracao
ou a uma repulsao entre enantiémeros de mesma espécie. O primeiro caso
¢ chamado de homoquiral, enquanto o segundo caso ¢ denominado hetero-
quiral. Geralmente se observam a preferéncia heteroquiral [3], mas a pre-
feréncia homogquiral pode ser observada em alguns casos [4]. Um procedi-
mento geralmente utilizado para verificar a discriminacdo quiral é a com-
paracao de isotermas pressao versus area por molécula para uma solucao de
um tunico tipo de enantiémero e uma mistura equimolar dos dois tipos de
enantiomeros.

Teoricamente, as estruturas e transicoes de fase observadas em monoca-
madas de Langmuir podem ser descritas (pelo menos de uma forma quali-
tativa) e analisadas através de modelos de Mecénica Estatistica. O objetivo
principal deste trabalho é obter as principais caracteristicas de monocamadas
de Langmuir através de simulagdes de Monte Carlo de um sistema de spin
no qual mapeamos as monocamadas. Concentrar-nos-emos no caso de in-
teragoes homoquirais, que foram menos estudadas. A sequéncia de atividades
apresentada neste trabalho serd a seguinte: No capitulo 2, apresentamos as
principais caracteristicas de monocamadas de Langmuir e os modelos tedricos
que as descrevem. No capitulo 3 e 4, descreveremos o método de Monte Carlo

e algoritmos de cluster, que serd utilizado para a obtencao dos resultados.



No capitulo 5, apresentaremos métodos utilizados na obtencao da pressao de
superficie. No capitulo 6, discutimos os resultados obtidos. No capitulo 7
apresentamos nossas conclusdes. No apéndice A, algumas equagdes de estado
para o modelo BEG sdo apresentadas. Finalmente, no Apéndice B, apre-

sentamos alguns resultados extras para o modelo BEG no regime de altas

temperaturas.
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Capitulo 2

Monocamadas de Langmuir

O interesse em se compreender o comportamento de monocamadas de Lan-
gmuir se deve ao fato deste ser um sistema fisico de facil preparagao e capasz
de exibir fendmenos de ordenamento em duas dimensdes. Uma caracteristica
relevante do ponto de vista experimental é que a temperatura e pressao de
monocamadas de Langmuir sao varidveis termodinamicas facilmente contro-
ladas. Consequentemente, modelos simples de Mecénica Estatistica podem
ser elaborados para descrever suas caracteristicas.

Neste capitulo apresentaremos as principais caracteristicas de monoca-

madas de Langmuir juntamente com modelos simplificados que as descrevem.

2.1 Caracteristicas Gerais

Conforme j4 mencionamos, monocamadas de Langmuir formam-se quando
moléculas anfifilicas com cabeca hidrofilica e cauda hidrofébica sido espalha-
das numa interface ar-dgua. As moléculas anfifilicas provocam uma reducio
na tensao superficial da dgua.

A pressao de superficie é definida como o decréscimo na tensao superficial

da dgua, devido a presenca de moléculas, dada pela relagéo

=" -17, (2.1)
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onde v, e v, sdo respectivamente, a tensdo superficial na auséncia e pre-
senga das monocamadas. A varidvel termodinimica, conjugada & pressdo de
superficie é a 4rea por molécula, a, em analogia a relacdo entre pressao e
volume num fluido. A pressio de superficie pode ser controlada movendo
uma barreira ao longo da superficie, onde as monocamadas repousam num
lado e temos dgua em repouso do outro lado da barreira. Estes deslocamen-
tos de barreira fazem com que as moléculas anfifilicas fiquem mais proximas
ou mais afastadas umas das outras. Isto muda a 4rea por molécula e conse-
quentemente, a presséo de superficie. Esse arranjo experimental e isotermas

II — @ sdo mostrados na figura 2.1.
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Figura 2.1: Acima, arranjo experimental utilizado. Abaixo, Isotermas II — a de

uma monocamada de Langmuir. (Figura extraida da referéncia [1]).

Monocamadas com area por molécula suficientemente elevadas se com-

portam como um “gds” bidimensional, pois as moléculas estdo consideravel-




2.2 Diagrama de fase

mente distantes. Quando comprimimos o sistema, monocamadas passam
para uma fase que é denominada de liquido-expandido. Tanto essa fase
quanto a fase gasosa sdo caracterizadas pela auséncia de picos de difragao
de raios X [1]. Também sio caracterizadas por uma desordem transla-
cional da cabega hidrofilica, desordem orientacional e conformacional da
cauda hidrofébica. Quando comprimimos novamente o sistema, ocorrerd uma
transicao entre a fase liquido-expandido e uma fase condensada, cujo pata-
mar indica uma transicdo de primeira ordem, como pode ser visto na figura
acima. E importante ressaltar que as monocamadas sio menos compressiveis
na fase condensada do que na fase liquido-expandido.

Na figura 2.1 entre as duas fases condensadas, hd uma “dobra” que indica
uma transicao de fase de segunda ordem entre a fase condensada em que as
caudas estdo inclinadas em relagio ao eixo normal e uma fase condensada em
que as caudas sao normais ao eixo da interface. Embora as duas fases con-
densadas tenham diferentes inclinagdes da cauda, experimentos de difracao
de raios X revelam que ambas as fases possuem ordenamento da cauda em

uma determinada dire¢do.

2.2 Diagrama de fase

Na figura 2.2 [1] temos um diagrama de fase para mostrarmos as principais
fases observadas experimentalmente.

Algumas vezes, apenas as isotermas II — a nao sdo suficientes para carac-
terizagao das fases. Qutras técnicas como difragdo de raios X, microscopia
de fluorescéncia e miscroscopia de dngulo de Brewster tém sido também uti-
lizadas. A difracao de raios X revela as propriedades estruturais das fases,
a0 passo que as técnicas de microscopia evidenciam a coexisténcia entre as
fases, diferenciando seus dominios.

No diagrama de fases acima, quando variamos a temperatura, encon-

tramos trés regimes diferentes, que caracterizam fases com diferentes sime-
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Figura 2.2: Diagrama de fase pressao-temperatura de uma monocamada de Lang-
muir. As linhas continuas indicam transicoes de primeira ordem, ao passo que
linhas tracejadas indicam transicoes de segunda ordem. As chaves horizontais in-
dicam as estruturas de fase; De cima para baixo, as primeiras chaves verticais
indicam a inclinagdo da cauda e a terceira chave indica a fase liquido expandido.
Os simbolos contidos na figura denotam as fases condensadas observadas experi-

mentalmente. (Figura extraida da referéncia [1]).

trias. Em temperaruras mais baixas, as fases condensadas possuem estrutura
cristalina, caracterizadas por ordenamento translacional de longo alcance em
duas dimensoes (a rede é do tipo retangular centrada ou triangular distor-
cida). Para temperaturas intermedidrias, o ordenamento translacional de
longo alcance se limita a uma direcdo (cristal unidimensional). Em tem-
peraturas mais elevadas a fase é do tipo hexdtica, fase caracterizada por um

ordenamento orientacional parcial e translacional de quase longo alcance [32].
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2.3 Monocamadas Quirais e o0 modelo de An-

delman

Muitas moléculas anfifilicas sio quirais e podemos utilizd-las para preparar
monocamadas de Langmuir. Uma molécula quiral existe em duas formas, de-
nominadas enantiémeros, uma forma estando relacionada com a outra através
de uma transformacio espacial com mudanca de paridade (uma reflexao é
um exemplo de uma transformacdo desse tipo).

Foram estudadas monocamadas de Langmuir compostas por uma mistura
de dois enantiémeros de uma mesma molécula quiral. Os dois enantiémeros
de uma mesma molécula quiral geralmente formam uma mistura uniforme
nao quiral, chamada de mistura racémica. Essas interagoes sao mais fre-
quentes pois a entropia da mistura é méaxima. Interagdes que favorecem a
uma mistura racémica sdo chamadas de interagdes heteroquirais. Entretanto,
as forcas intermoleculares podem favorecer uma atracao entre enantidomeros
de mesma espécie. Essas interagdes sdo chamadas de interacées homoquirais e
levam a segregacao quiral. Interacdes homoquirais sdo raramente observadas.
Nassoy e colaboradores [4], através de difracdo de raios X, encontraram a
mesma célula unitdria tanto para a mistura racémica quanto para monoca-
madas de um unico tipo de enantiémero de myristoyl — alanine, indicando
que houve segregacao quiral espontanea da mistura racémica. Weissbuch e
colaboradores [5] observaram separacao dos enantiémeros em monocamadas
de a amino acid.

A fim de explicar os efeitos da quiralidade do ponto de vista tedrico, An-
delman [6, 7, 8] propés um modelo no qual a quiralidade é devida & presenca
de um carbono quiral, ligado a quatro grupos quimicos nao equivalentes.
No caso das monocamadas de Langmuir, designaremos A, B, e C os grupos
quimicos que repousam sobre a dgua na interface; o quarto grupo é a cauda
hidrofébica que fica no ar, como mostra a figura 2.3.

Vistos de cima, os grupos A, B, e C ocupam os vértices de um tridngulo
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Figura 2.3: Dois enantiémeros de uma molécula anfifilica.

equildtero. Existem dois enantiémeros, associados as duas disposigbes pos-
siveis dos grupos A, B, e C no tridingulo: uma horéria (-) e outra anti-
horaria (+).

Para predizer a tendéncia homoquiral ou heteroquiral do modelo acima,
Andelman levou em conta apenas as interagdes entre os grupos quimicos que
ficam adsorvidos na dgua de diferentes moléculas. As interacdes entre as
caudas hidrofébicas sdo ignoradas. No trabalho original foram consideradas
interagoes apenas entre duas moléculas. Além disto, postulou-se que a in-
teragao se faz estabelecendo-se duas ligagoes entre dois grupos quimicos de
cada molécula, conforme mostra a figura 2.4. Chamaremos estas interacdes
de interagdes lado-lado (fig 2.4 (A) e fig 2.4 (B)). Interagoes vértice-lado (fig.
2.4 (C)) e vértice-vertice (fig.2.4 (D)) ndo sao relevantes para o problema da
segregacao quiral e foram desprezadas.

Podemos obter o pardmetro de discriminagao quiral para o modelo acima,
através da funcido de particdo de dois corpos. As fungbes de parti¢ido dos pares

++ (ou ——) e +— (ou —+) sdo dadas, respectivamente por:
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AN A Y
VVA

(D

Figura 2.4: (A) e (B) mteragoes permitidas; (C) e (D) interagoes desprezadas.

AT Bt feut 2igloo 4 3eitont 2fpcfaa, (2.2)

Zi— = faafee+ fBBfcc+ focfaa+2fapfae +2fcafas +2fsc foa, (2.3)

onde fi; = exp(—pBVi;), sendo Vj; a energia de interagio entre o grupo i da
primeira molécula e o grupo j da outra molécula. O paridmetro de discrimi-
nagao quiral é dado por:

B=F.. —Z, (2.4)

onde Zy, = exp(~fF,y) e Z,._ = exp(—BF;_). Quando A > 0 a pre-
feréncia é homoquiral; quando A < 0 a preferéncia é heteroquiral. Para
interagoes do tipo Van de Waals, a preferéncia é heteroquiral, enquanto a

preferéncia homoquiral é favorecida para interacdes eletrostaticas.

2.4 Passagem para o modelo de spin

Andelman em seus trabalhos, também mostrou que é possivel representar
monocamadas em um modelo mais simples na rede para estudo dos diagramas
de fase quando variamos a concentragdo de enantidmeros. Esse modelo é e-
quivale ao modelo BEG, cujas preferéncias homoquiral e heteroquiral equiva-
lem ao modelo BEG ferromagnético e antiferromagnético, respectivamente.

Abaixo, faremos a passagem do modelo da rede para um modelo de spins.
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A presenca ou auséncia de um enantidmero num sitio i da rede cristalina é
descrita pelo nimero de ocupagéo NN;, onde o valor N = 1 denota a presenga
de uma molécula do tipo L (+) ou D (-) e a auséncia de molécula no sitio i

corresponde ao valor N¥ = 0.

13 1) 5 ’ . . ’ s
A “Hamiltoniana” ' de um gés de rede com dois tipos de moléculas é

dada por
= Z(€++Ni+NJ+ T 6——Ni_Nj_) = Z(ﬂ—Ng—Nj_ F €—+Ni_NJ:I-)
(57) (4.9)
N
— % (N + u N7 ), (2.5)

i=1
onde N é o nimero de sitios da rede e ¥, ; acima denota uma soma sobre
primeiros vizinhos e p+ sdo os potenciais quimicos associados as moléculas
do tipo L e D. O termo —¢, ; é a energia de interagdo entre os enantidmeros
1 e j dada pela expressao

€5 — kBTlIl Zi], (26)

em consisténcia com a equacio (2.4). Neste trabalho, desprezaremos a de-
pendéncia desta grandeza com a temperatura.
Devido a simetria entre D e L temos

.o =€ Bl —E 4.

Dessa forma, a Hamiltoniana (2.5) adquire a seguinte forma
H o= =Y ern(NFNF + NoN7) = 3 e (NN + N NF)
(2.3) (4.3)

= i (pe NiF + p-N7). (2.7)

=1

1Na verdade, a Hamiltoniana do sistema é dada por
H== (44 NFNf +e_ N N7) - S (e4—NiNj + e+ N7 NJ).
(i,4) (4:9)
A expressio (2.5) é o termo que multiplica a exponencial da grande funcdo de parti¢éo do

sistema.
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1 « ™ . .
A partir da. “Hamiltoniana” acima, podemos passar para um modelo de

spins. O niimero de ocupagido pode ser expresso em termos das varidveis de

spin S; = & 1,0 através das relacdes:

i SE-’FSI

N} S (2.8)
g
¥ = l—é“éa (2.9)

onde a cada tipo de enantidmero (levdgiro ou dextrégiro), podemos atribuir
a varidvel de spin S; = £1 e a auséncia de enantiémero no sitio ¢z implica
em S; = 0. Substituindo as expressdes acima na equacdo (2.7) obtemos a

seguinte forma para a Hamiltoniana

N N
H=~-J > 98 -K ¥ S?S?—HZS,--FDZSE, (2.10)
<iyj> <ig> i=1 i=1

que corresponde ao modelo BEG [12]. Os termos H e D sao os parametros
(ou campos) conjugados ao parametro de ordem quiral M = % Y8 e

densidade de enantiémeros @ = ﬁ,—(Z?’:l 5?) e sdo dados pelas relagoes

H= ﬁ‘%“—’ (2.11)
e f"i;iﬁ (2.12)
M = (¢+ — ¢-), (2.13)
D (214

onde ¢4 = %Oi e ag = N (a drea total do sistema é o nimero de sitios da

rede). Os pardmetros J e K correspondem as contribui¢ées quiral e nao

quiral para a energia de interacdo entre os enantidmeros + e — dados por
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€ o £5)
e B (2.15)
2
e
€pt + €4
o LQC_+ (2.16)

Como mencionado na segdo anterior, quando J > 0, a interagéo é ho-

moquiral (BEG ferromagnético) e quando J < 0 a interagdo é heteroquiral

(BEG antiferromagnético).

E importante observar que a definicdo de pardmetro de discriminagao

quiral apresentada acima é consistente com a definigao (2.4). Quando J >0

i e B 0. (217)

Substituindo a relacdo (2.6) nos termos acima temos

Z
Eulln—= 1. (2.18)
g
Isso implica que

ou seja, interacdes homoquirais sdo favorecidas em relacdo a interagoes hete-
roquirais. O caso J < 0 é anélogo.

O modelo BEG, que descreve de uma maneira simplificada o comporta-
mento de monocamadas de Langmuir, serd simulado para determinagao dos
diagramas de fase neste trabalho. Em particular, estamos interessados em
dois diagramas de fase, um diagrama no plano de potenciais quimicos, H
versus D, e um outro diagrama de fase que relaciona a pressao de superficie
com a concentracao de enantiémeros.

No ensemble grande candnico, a pressao de superficie é o negativo do po-
tencial grande canénico por volume (por 4rea em nosso caso), expressa pela
relagao

I1=—1%. (2.20)
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Dessa forma, para a obtengio da pressio de superficie, basta obtermos o
potencial grande canénico por drea. No capitulo 5, mostraremos dois métodos
distintos para a obten¢do do potencial grande canénico.

A érea ocupada por moléculas é inversamente proporcional a densidade
de enantidmeros @ dada por

(043) N
a= = : 21
Ny,+N_ N,+N_ )
A concentracdo de enantiémeros é definida por
Ny
Gpae B 2.22
s Gra

Utilizando as defini¢oes (2.13) e (2.14), podemos escrever /Ny em termos
de M e Q. Assim,

Ty = %(1 + %). (2.23)

Neste trabalho, utilizaremos esta grandeza nos diagramas relacionados
com a pressao.

Andelman, analisou o sistema em uma rede bipartida geral na aproxi-
macdo de campo médio. Entretanto, como citado anteriormente, as fases
condensadas de monocamadas de Langmuir formam redes triangulares (ao
menos redes triangulares distorcidas), que ndo sio redes bipartidas. Pelo
menos no caso heteroquiral, onde a constante de acoplamento é negativa e
existe frustacio, a escolha de uma rede néo triangular pode afetar o diagra-
ma de fases. Isto de fato ocorre. Pelizzola e colaboradores [11], utilizando o
mapeamento no modelo BEG e o método variacional de aglomerados (cluster
variational method ) em uma rede triangular, obtiveram diagramas de fases
qualitativamente diferentes dos obtidos por Andelman. Entretanto, diagra-
mas de fase para o caso de interagdes homoquirais em redes triangulares nao
foram estudados nem por métodos de aproximagao. Dessa forma, neste tra-
balho de mestrado, determinamos os diagramas de fase de monocamadas de

Langmuir favorecidas por interagoes homoquirais através de simulagoes de

Monte Carlo.




e

Capitulo 3

O método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo tem sido intensamente utilizado em diversas areas
como Fisica Estatistica, Fisica do Estado Sélido, Fisica Nuclear, Teorias de
Gauge e em muitas outras.

O grande mérito do método de Monte Carlo é que nenhuma aproximagao
é feita no modelo que vai ser simulado; daf a sua importancia.

Neste capitulo faremos uma breve descri¢ao sobre o método de Monte

Carlo, apresentando suas principais caracteristicas.

3.1 Descricao geral do método

Um dos problemas bésicos em Fisica Estatistica € o calculo de valores espe-

rados de grandezas da forma

B O(o)ePH)
Z{a’} e-ﬂ?{(a)

onde O(c) é um operador, > (,) denota a soma sobre configuragdes da varidvel o .

(3.1)

=) =

Por exemplo, para o modelo de Ising com N sitios, o denota os valores da

varigvel de spin assumida para cada sitio i da rede numa certa configuracao,

ouo = {01102) "'aUN}-
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Com raras excegbes, nio é possivel obter esse valor esperado explicita-
mente. Uma solugdo alternativa seria gerar no computador todas as con-
figuragoes possiveis para o modelo e a partir delas, obter o valor esperado.
No modelo de Ising, por exemplo, para calcularmos explicitamente o valor
esperado acima, precisariamos gerar as 2" configuracoes, o que torna o pro-
blema impraticdvel mesmo para N nao muito grande. Uma outra alternativa
seria gerar aleatoriamente um certo nimero M de configuragoes e calcular o
valor esperado usando somente esse subespaco de configuracoes. Isso poderia
dar uma estimativa ruim, uma vez que uma certa configuragao o contribui
com o fator e #*(?) e para a maioria das configuracoes este fator é pequeno.

O calculo de valores esperados ¢ geralmente realizado através da amos-
tragem por importancia. Ao invés de se escolher M configuragoes aleatoria-
mente, estas sdo escolhidas com probabilidade e=#%(?), Ou seja, configuragdes
mais provaveis sio mais geradas, enquanto configuracdes menos provaveis sao
menos geradas. Como a probabilidade de cada configuragao estd sendo levada

em conta no processo de geragao,

1 M
O05E ;O(O’i), (3.2)

onde o valor esperado se reduz a uma média aritmética. Métodos que utilizam
ntmeros aleatérios para o célculo das grandezas sao chamados de método de
Monte Carlo.

Para gerarmos configuragoes de acordo com a distribuicdo de Boltzmann,
fazemos uso de um passeio aleatério no espago de configuragoes, através de
uma cadeia de Markov. Este processo de Markov é definido pela proba-
bilidade de transicio W,, ., Onde 0, € Oy 530 pontos no espago de con-
figuracdes. Para que a cadeia de Markov que produz este passeio aleatorio
nos leve até a distribuicio de Boltzmann, é necessario e suficiente impor as

seguintes condigoes sobre a probabilidade de transi¢do Wy, s, > 0.

¢ Normalizacao:
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YW e (3.3)
m
e Balanco:
z W 5. e BHm — g=BHn (3.4)

m

e Ergodicidade: Dadas duas configuracdes o,, e o, quaisquer que satis-

fazem ePfm > 0 e e > 0, existe um niimero k tal que W% _, >0,

onde

W o = (W W e (3.5)

N
k vezes

Dessa forma, qualquer configuragio pode ser atingida a partir de uma con-
figuracdo inicial qualquer. Basta aplicar o algoritmo um nimero suficiente

de vezes.
Na construcdo de algoritmos, o balango é geralmente substituido pela

condicdo de balango detalhado, dada abaixo

W e tBe . et (3.6)

onde W, _,, ¢ a probabilidade de transigdo do sistema ir da configuragao
Om para o, e Wy, s, € analogo.
Balanco detalhado implica em balango. Para vermos isto, somemos sobre

m ambos os lados de (3.6)

Y Wit e =5 Wi i (3.7)

No lado direito da equagio acima, o fator e”#"», independe de m. Usan-
do a normalizacio definida em (3.3) obtemos a expressdo que caracteriza o
balanco.

Precisamos escolher um algoritmo que nos leve até a distribuicao de Boltz-

mann. Em outras palavras, precisamos de um algoritmo que seja ergddico
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e satisfaga balango detalhado. O algoritmo mais simples que satisfaz esses
requisitos ¢ o algoritmo de Metropolis. O algoritmo consiste na seguinte

escolha para a probabilidade de transi¢io entre duas configuracées oy, € oy

Wam—wn = min{la e_ﬁA%}' (38)

onde AH=H, — Hn,. A prova de que o algoritmo de Metropolis satisfaz

balanco detalhado se encontra abaixo. Reescrevemos a expressao (3.6) como

Wcrm —on
W,

Considerando o caso em que H, — H, > 0. Para essa situagao, o al-

s e"'ﬁ(?‘ln—ﬂm)_ (39)

n—dm

goritmo de Metropolis estabelece que W, _,,, = e P0tnHm) o W, . =1.
Dessa forma, a condicdo de balanco detalhado é satisfeita. O caso em que
H, — Hm < 0 é completamente analogo. O algoritmo de Metropolis ¢é
ergédico, pois atualizando um sitio de cada vez, podemos atingir qualquer
configuracio a partir de uma configuracio inicial qualquer.

Como exemplo, vamos mostrar de que forma podemos aplicar o algoritmo
de Metropolis para o modelo de Ising. A Hamiltoniana para o modelo de Ising

é dada por

H=—J > ooy o =kl (3.10)
<4,7>

A partir de uma configuragdo arbitréria, efetuamos as seguintes etapas

Sorteia-se aleatoriamente um sitio.

Inverte-se o sinal do spin do sitio escolhido.

e Calcula-se a diferenca de energia A# entre a configuragéo inicial o, e

a configuracdo o, (quando invertemos o sinal do spin).

e Se AH < 0 a nova configuragao serd o, com probabilidade 1.




3.2’ ]?iﬁculdades com simulagdes numéricas
proximo de transicoes de fase ol

e Se AH > 0 a nova configuracio seré o, com probabilidade e=#4%. Isso
¢ feito gerando um ndmero aleatério r entre 0 e 1. Se r < e PA%

aceitamos o novo valor do spin, caso contrario a nova configuracao de
spins € rejeitada.

e Repetimos o processo a partir da primeira etapa.

Quando repetimos o processo um nimero de vezes igual ao nimero de
spins da rede, realizamos um passo de Monte Carlo.

Embora o algoritmo de Metropolis satisfaga balango detalhado e seja de
facil implementagao, esse algoritmo apresenta problemas préximo de transi-
¢oes de fase de primeira e de segunda ordem. Isso se deve ao fato do algoritmo
de Metropolis ser local, ou seja, o processo de atualizaggo é feito mudando um
spin de cada vez. Dessa forma, uma configuracio difere da sua configuragao
anterior em no maximo um spin.

Algoritmos de cluster apresentam uma enorme vantagem em relacdo a
algoritmos locais, uma vez que realizam mudancas nao locais no sistema. No

préximo capitulo descreveremos algoritmos de cluster com detalhe.

3.2 Dificuldades com simulagoes numéricas

préximo de transicoes de fase

Existem problemas que dificultam as simulagoes numeéricas nas proximidades
de transicdes de fase.

Tomando o limite termodindmico, nas proximidades do ponto critico, o
comprimento de correlagao diverge. Dessa forma, precisamos simular sis-
temas grandes para que as simulagbes descrevam corretamente o comporta-
mento critico. Entretanto, quando simulamos o sistemas em redes grandes,
o tempo de simulagdo é maior. Se o sistema tem d dimensoes, podemos
dizer que o tempo de computagao cresce com ¢4, onde para o sistema finito

préximo da criticalidade £ ~ L (L é a dimenséo linear do sistema).
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Um outro fator que aumenta o tempo de computacdo é a correlagdo tem-
poral C(t). Esta grandeza mede quantas configuracdes novas devem ser
geradas, para que a grandeza medida tenha dados estatisticamente inde-
pendentes. Nas proximidades da transicio de segunda ordem o tempo de

correlagdo aumenta com o tamanho da rede obedecendo a lei de escala

T~ L2, (3.11)

onde 7 é o tempo de correlacio e z é o expoente critico dindmico. Para sis-
temas simulados através do algoritmo de Metropolis z = 2. Isto significa que
devemos gerar L? novas configuragdes para obtermos configuragdes estatis-
ticamente independentes na criticalidade. Esse fenémeno é conhecido como
desaceleragao critica (critical slowig down,).

Algoritmos de cluster tém se mostrados eficientes em transigoes de se-
gunda ordem, pois reduzem drasticamente o expoente dinamico z.

Transices de primeira ordem também apresentam problemas quando sao
simuladas por algoritmos locais. A principal causa disso é devido & metaesta-
bilidade. A metaestabilidade pode ser explicada da seguinte maneira: numa
transicdo de primeira ordem existem minimos de energia livre que separam
as diferentes fases do sistema. Entre esses minimos, existem barreiras de
energia bastante pronunciadas. Para o sistema transitar entre as diferentes
fases, quando utilizamos algoritmos locais como o Metropolis, é necessario
passar pelas configuragoes que caracterizam as barreiras de energia, o que
torna a simulagao dificil. A consequéncia disso é a observagao de curvas de
histerese.

Nos tltimos anos, vérios trabalhos tém sido feitos para determinacao de
transicdes de primeira ordem com maior precisao.

Berg e Neuhaus [13] desenvolveram um algoritmo multicanénico que si-
mula uma distribuicdo multicandnica que nao possui maximos de energia
livre tdo pronunciados, o que torna as transicoes entre as diferentes fases

mais frequentes. A distribuigdo candnica original é reobtida através de uma
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repesagem [14].

Marinari e Parisi [15] propuseram um método denominado de simulated
tempering, também conhecido como parallel tempering. Neste método, con-
figuragbes de altas temperaturas sio também utilizadas para se fazer um
caminho ergdédico em baixas temperaturas. Para isso, simulamos o sistema
em vdrias temperaturas ao mesmo tempo utilizando o algoritmo de Metropo-
lis usual, por exemplo. Num instante pré determinado, os sistemas permutam
suas configuracoes. Quando as configuracdes dos sistemas sdo trocadas, estas

devem satisfazer a condigdo de balanco detalhado, dada por

e P BB W (r 5 ¢ ¢ 5 7)) = e PHE) R HO Y (¢ — 7 7 — 1),
(3.12)
onde W(r — 7', — r) é a probabilidade de transicio em que, dado que os
sistemas nas temperaturas 7} e T} estejam nas configuragdes r e ' respecti-
vamente, eles trocam suas configuracdes. Se escolhermos a probabilidade de
transicao da forma abaixo
Wi(r—r,r—r)

Wi(r' —r,r —1') = min{1, exp|—(f; - Bo)(H(r") — H(r))]} (3.13)

a condicdo de balango detalhado é satisfeita.

Uma consequéncia deste método é que quando os dois sistemas trocam
suas configuracdes, ndo hé correlagdes entre configuragoes de uma mesma
temperatura. A idéia principal deste método é que em altas temperaturas é
mais f4cil se fazer um caminho ergédico entre diferentes configuragoes.

Neste trabalho utilizamos algoritmos de cluster para eliminar a metaes-
tabilidade. A principal vantagem de algoritmos de cluster em relagdo aos
métodos mencionados acima é que a Hamiltoniana é simulada diretamente,
sem adicionarmos pardmetros adicionais, como ocorre no algoritmo multi-

canénico mencionado acima. Posteriormente, compararemos o desempenho

dos algoritmos de Metropolis e cluster.
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3.3 Teoria de escala finita para as transicoes

de fase

Numa transi¢ao de fase de 2* ordem, o comportamento critico de um sistema

no limite termodindmico pode ser extraido a partir da parte singular da

energia livre dada por

H

HEH = tg‘“Y(DW),

(3.14)

onde Y é uma funcéo bem comportada, D é uma fungio constante, a e A sao
expoentes criticos e t = T%;foi A partir da relagado acima, podemos obter o
comportamento de escala para grandezas como a magnetizagdo, suscetibili-
dade e calor especifico. Os comportamentos de escala do calor especifico C,,
da magnetizacio m, da suscetibilidade x a campo nulo, nas proximidades do

ponto critico sdo dadas por

G 2o ft Ty (3.15)
m ~ |t|3, (3.16)
x ~ [t|77, (8.17)

onde «, 8 e y sdo expoentes criticos.

O ponto critico também é caracterizado por uma divergéncia do compri-
mento de correlacio associado ao pardmetro de ordem. Nas proximidades do
ponto critico, o comprimento de correlacido apresenta o seguinte comporta-

mento

BT = [t (3.18)

Entretanto, como ndo somos capazes de simular sistemas infinitos, o com-
primento de correlagao nao apresentars comportamento divergente. Entre-
tanto, podemos extrair o comportamento critico de um sistema através de
um ansatz, conhecido como Teoria de Escala Finita (Finite Size Scaling). A
teoria de escala finita é valida apenas nas proximidades do ponto critico e

para redes de dimensao linear grandes. Ela estabelece que nas proximidades




3.3 Teoria de escala finita para as transigoes de fase 25

do ponto critico o comprimento de correlagéo seré proporcional a dimensio
linear da rede. Assim

()~ L, (3.19)

Comparando as equagdes acima, vemos que a medida que L — oo a

temperatura critica da rede finita obedece a lei de escala

Sl R (3.20)

Substituindo as expressoes (3.18) e (3.19), encontramos o seguinte com-

portamento para as propriedades termodindmicas descritas acima

E, I, (3.21)
mor LR (3.22)

Dessa forma, com o auxilio da teoria de escala finita, podemos determinar
numericamente os principais expoentes criticos mencionados acima.

O ponto critico pode ser determinado nas simulacoes de Monte Carlo
através do pico da suscetibilidade e calor especifico, por exemplo. O critério
de determinacdo do ponto critico através do anulamento do pardmetro de
ordem ndo pode ser feito nas simulagdes, pois a rede simulada é sempre
finita e h4 efeitos de arredondamento nas curvas.

Um outro critério bem conhecido, que também pode ser usado para a
determinacdo do ponto critico, é através do cumulante de quarta ordem re-
duzido (também conhecido como Cumulante de Binder). Para modelos do

tipo Ising a campo nulo, 0 cumulante de Binder associado ao parametro de

ordem é dado por
<mt>
3 <m?>?%

(3.24)

U=1
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Tomando o limite termodinamico, L — oo, para T < Ts, U — 2/3 e para
T > T, U — 0. Para redes grandes, o cumulante de quarta ordem reduzido
assume um valor néo trivial no ponto critico. Devida a invaridncia deste
cumulante com o tamanho da rede no ponto critico, esta grandeza é muito
util na determinacdo do ponto critico.

Um outro critério que também tém sido utilizado (veja por exemplo, [30])
¢ a estimativa da transigéo através do ponto de inflexao da entropia. Embora
esse critério nos forneca uma estimativa razoavel da transi¢ao, ele é menos
frequente, pois nem sempre a entropia é obtida das simulagoes.

O efeito de tamanho finito também ocorre em transicées de primeira
ordem. Em transicoes de primeira ordem, o comprimento de correlagao nao
diverge e a dependéncia com o tamanho da rede aparece através de seu
volume.

Em transicoes de primeira ordem simétricas, esse argumento foi com-
provado por Binder e Landau [16] através de uma andlise fenomenoldgica
baseada na distribuicdo de probabilidades associadas ao parametro de or-
dem. Nas proximidades da transicdo, a distribui¢do de probabilidades pode
ser aproximada por gaussianas, onde cada pico da gaussiana estd associado
a cada uma das fases que coexistem.

Os autores acima verificaram que o valor do parametro que governa a
transicdo de primeira ordem (o campo magnético, neste caso) na transigao de
primeira ordem sofre corre¢des da ordem de L~¢, na medida que aumentamos
o tamanho da rede.

Borgs e Kotecky [17] propuseram uma descrigao rigorosa dos efeitos de
tamanho finito para sistema que apresentam transi¢des de primeira ordem
assimétricas. Eles verificaram que o parametro que governa a transicao de
1% ordem sofre correcdes proporcionais ao inverso do volume da rede. Esse

comportamento com 0 volume da rede ja tinha sido observado anteriormente

para o modelo de Potts 10 estados [18].




Capitulo 4

Algoritmos de Cluster

A dificuldade para se estudar transigoes de fase utilizando algoritmos locais
nas simulagdes de Monte Carlo contribuiu para o surgimento de algoritmos de
cluster como no trabalho de Swendsen e Wang [19]. Esse algoritmo, por eles
desenvolvido, baseia-se numa relacdo entre o modelo de Potts e o modelo
de percolacdo (correlacionada) de ligacoes entre os sitios, introduzido por
Fortuin ¢ Kastelyn [23, 24]. Posteriormente, Wolff [25] criou um novo tipo
de algoritmo que funciona como o algoritmo de Swendsen-Wang, mas que
trabalha apenas com um cluster. O algoritmo de Wolff é mais facil de se
implementar e possui desempenho melhor do que o algoritmo de Swendsen-
Wang para dimensdes maiores do que dois.

Entretanto, a generalizacdo destes algoritmos de cluster para outros mo-
delos nio é trivial e nada garante que trardo bons resultados.

Nos tltimos anos, uma série de trabalhos tém sido desenvolvidos para
compreender melhor o funcionamento de algoritmos de cluster.

Um tipo de algoritmo de cluster simples e eficiente é o algoritmo de
embedding. O algoritmo de embedding consiste em trocar de sinal a varidvel
localizada em cada sitio (um spin, por exemplo) e usar o algoritmo de

Metropolis para mudar o seu médulo. Entretanto, algoritmos de embedding

nio sio adequados para transigoes de 1% ordem.
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Bouabci e Carneiro [22] elaboraram um algoritmo de cluster geral para
modelos de spin-1 e o aplicaram para os modelos de Blume-Capel e BEG. Esse
algoritmo elimina completamente efeitos de metaestabilidade, sendo também
eficiente em transigdes de segunda ordem.

Recentemente Plascak e colaboradores [26] utilizaram um algoritmo hi-
brido para estudo do modelo de Ising de spin 1/2 e 3/2. Estes autores combi-
naram diferentes algoritmos em um tnico, no caso combinaram o algoritmo
de Wolff com o algoritmo de Metropolis. Os autores verificaram que além
do algoritmo hibrido ser mais rapido que os algoritmos “puros”, a qualidade
dos resultados é melhor.

Neste capitulo mostraremos o algoritmo de Wolff para o modelo de Ising.
Em seguida, faremos uma adaptacgdo do algoritmo de cluster elaborado por
Bouabci e Carneiro para levarmos em conta o campo magnético e mostramos
que no regime fisico de monocamadas de Langmuir, K/J = 3, os termos de
interacdo da Hamiltoniana se reduzem a uma Hamiltoniana do tipo Potts.
Para este caso particular, propusemos um outro algoritmo de cluster, de-

nominado de algoritmo de cluster simplificado.

4.1 Algoritmo de Wolff para o modelo de Ising

O Modelo de Ising na auséncia de um campo magnético é definido pela

Hamiltoniana
BH =-K > oi0; o; = +1. (4.1)

<i,J>

onde a somatéria é feita sobre os primeiros vizinhos, f=1/kpT e K = fJ.
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O algoritmo consiste nas seguintes etapas:

Sorteamos um spin da rede, chamado de spin “semente”, que € o

primeiro spin do cluster.

o Ligamos spins que sio iguais & “semente” com probabilidadep,, = 1—e™2X.

Cada spin ligado é um novo spin pertencente ao cluster.

e Ligamos vizinhos dos novos spins pertencentes ao cluster com proba-

bilidade igual a do item anterior.

¢ Continuamos esse processo até que nao existam mais vizinhos a serem

considerados.

e “Viramos” (multiplicamos todos os spins por -1) o cluster com proba-

bilidade W,=1. Isto equivale a um passo de Monte Carlo
e Repetimos o processo a partir do primeiro item.

Podemos escrever a Hamiltoniana do modelo de Ising na forma de uma
Hamiltoniana de Potts dada por
BH =8 ¥ (., — 1) (4.2)
<i,j>
Para que o algoritmo simule as propriedades de equilibrio do modelo, é sufi-

ciente que ele obedeca a condigdo de balanco detalhado:

Wa’—)o-' e—ﬁﬂ(g) = Wtr’—)ae—ﬁﬂ(ar), (43)

onde W,_,, é a probabilidade de transicdo da configuracdo o para a con-

figuragdo o', que pode ser reescrita como:

BH(o) ;
¢ = _VE’i’__ (4.4)
G'B’H(GJ) Wa’—-m

A prova de que este algoritmo satisfaz a condicdo de balanco detalhado

se encontra abaixo.
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Figura 4.1: Configuragéo ilustrativa para mostrarmos o algoritmo de cluster.

Por exemplo, suponha que o cluster na configuragao o seja formado por
spins 4, como pode ser visto na figura 4.1. Apds a “virada” obteremos um
cluster de spins —. Comecemos analisando a diferenca de energia entre as
configuracdes inicial e final. A energia interna do cluster nio se modifica
ap6s a inversdo de sinal de seus spins. A tinica energia que se altera apos a
inversao dos spins que compdem o cluster é a energia das ligagoes entre os
spins de fora e de dentro do cluster. Dessa forma, temos:

eﬁ?ﬂ(o’) e—2](l+++1\'(l+++l+_)
P — g—2KI_+K(_ +__)’

(4.5)

onde os termos ly, sio o nimero total de ligacGes entre spins u dentro do
cluster e v de fora do cluster, sendo que u e v sdo iguais a + ou —. Os termos

I, possuem o mesmo significado, porém se referem a transigao reversa.

Notemos que:

l++ S l+_ = l’__ o+ lf_+ — l, (46)
onde I é o niimeros de vizinhos do cluster. Substituindo as identidades acima

em (4.5) chegamos a seguinte exXpressao:

PH)  o2Klrs

S~ T (4.7)

Por outro lado, podemos escrever a probabilidade de transigdo entre uma

configuracio o e ¢’ na forma:
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Wossor = W, W, W W, (4.8)

onde W ¢ a probabilidade de sorteio da semente (essa probabilidade é a
mesma para todos os spins da rede), W, é a probabilidade de ligarmos os
spins que compoem o cluster, W, é a probabilidade de nao adicionarmos
outros spins de mesmo sinal do cluster que estao na vizinhanca e em principio
poderiam pertencer ao spin de dentro do cluster, e W, é a probabilidade de
virarmos o cluster, que é igual a 1 neste algoritmo. Como o nimero de spins
que formam o cluster é mesmo tanto na transicao direta quanto na reversa,

os termos W; e Wy sao iguais. Os termos W, e W, sao dados por:

War = (1 - p)™ = (72", (4.9)

onde nl é o nimero de spins de mesmo sinal do cluster que nao foram in-

corporados a ele. E imediato verificar que nl = [, para a transicao direta e

nl' = [' _ para a transicdo reversa. Assim, a condicdo de balango detalhado

se reduz a:
6—21{l++ 6—21{l++WU

T 7 . 4.10
2Kl _ e 2K W, ( )

Comparando a expressdo acima com 4.7 vemos que a condicao de balango de-
talhado é satisfeita quando a razdo entre as probabilidades de virar o cluster
na transicdo direta e reversa for igual a 1.

Quando introduzimos o campo magnético na Hamiltoniana, a energia
“interna” do cluster se altera apés a virada dos spins. A consequéncia disso
é que o cluster agora nao serd sempre virado com probabilidade 1. Um
procedimento usado para a probabilidade de virar o cluster é semelhante ao
processo de mudanga de spin quando usamos o algoritmo de Metropolis. Caso
a energia dentro do cluster diminua, viramos o cluster com probabilidade 1.

S 71 —BAH; 6
Caso contrario, viramos com probabilidade e poHine onde AHns € 0 aumento

da energia interna do cluster apés a virada.
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4.2 Algoritmo de Cluster para o modelo BEG

ferromagnético

Nesta se¢do faremos a adaptacio do algoritmo de cluster desenvolvido por
Bouabci e Carneiro, mencionado anteriormente. O Modelo de Blume-Emery-
Griffiths (BEG) [12] é descrito pela Hamiltoniana:

N N
B~ -E 3 s8- 3 5 Si& gy 5 AY 52 (4.11)

<1,7> <i,5> i=1 1=1
onde S; = £1,0 e 3, ;- denota uma soma sobre primeiros vizinhos de uma
rede com N spins, K = 3J, M = 8K e H* = BH.

O algoritmo de cluster para o modelo BEG ferromagnético é dado a seguir:

e Sorteamos um spin inicial, chamado de spin “semente”

e Sorteamos, com probabilidade p=1/2, entre os dois valores de spins
diferentes do valor da semente, para qual vamos tentar mudar a semente
(por exemplo, se o spin da semente tiver valor +1, sorteamos entre -1
e 0)

e Sec a transicdo sorteada for do tipo +1 — F1, utilizamos o algoritmo
de Wolff para o Modelo de Ising. Spins primeiros vizinhos da semente e

que possuem o mesmo valor da semente sdo ligados com probabilidade

Puw = ]-"eXp(—QK) :

e Se a transicdo é do tipo £1 < 0, chamamos de “spin proibido”o spin
que nao aparece na transi¢cdo. Por exemplo, numa transicdo +1 — 0
o spin proibido é -1. Ligamos spins primeiros vizinhos da semente que
nio sejam proibidos com probabilidades p.; = 1 — exp(—K — M/3)
e pus =1—exp(-K + M/3), onde p,, refere-se a probabilidade de

ligarmos spins iguais, enquanto que Paif refere-se & probabilidade de
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ligarmos spins diferentes. ! Este procedimento é repetido até que nao

existam mais spins a serem considerados.

Nas transicdes +1 <+ 0, o cluster é transformado adicionando-se o valor
do spin proibido aos spins pertencentes a ele. Assim, no exemplo acima,
um cluster constituido de +1,0 transforma-se da seguinte forma: +1 —
0,0 — —1. A probabilidade de aceitarmos esta transformacio é igual
a 1 se a energia interna dentro do cluster diminuir. Se a energia interna
do cluster aumentar, a probabilidade de aceitarmos a nova configuragao

é exp(-BAH;n:), onde AH;y,, é a diferenca de energia interna dentro do

cluster.

e Repetimos o processo a partir do primeiro item.

Para que este algoritmo satisfaca as propriedades de equilibrio do modelo,

é preciso que ele obedeca a condigio de balanco detalhado expressa por:

eﬂH(J) i Wa—m’
eBHe) — Wi,

Para efetuarmos a prova de balango detalhado, consideramos todos os

(4.12)

clusters possiveis que podem ser formados. Se o balango detalhado ¢ sa-
tisfeito para cada caso, ele é inteiramente satisfeito. Por exemplo, tomemos
inicialmente um cluster de +1 que se transforma em -1. A prova desse tipo de
transicdo é idéntica a prova feita para o modelo de Ising através do algoritmo
de Wolff, que foi feita anteriormente. Um outro tipo de cluster possivel é
aquele formado por spins +1 e 0 que obedecem a seguinte regra: (+1,0) se
transforma (0, -1). Clusters formados por spins —1 e 0 obedecem a mesma

regra de transformagdo do caso anterior. Consideramos para exemplificar, a

10 caso M = 0 corresponde ao modelo de Blume-Capel. Para o modelo de Blume-Capel
as probabilidades peq € Pdif s3o iguais, ou seja, para um cluster formado por um spin de sinal
e um spin 0, ligamos spins iguais e diferentes com mesma probabilidade p = 1 — e~ ¥. Esse
algoritmo ja tinha sido elaborado anteriormente ao algoritmo de cluster geral aplicado para o

modelo BEG nesta seco. Esse algoritmo pode ser visto em [33].
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transicao de um cluster (+1,0) para um cluster (0,-1), que pode ser visto na
figura 4.2.

- i
0 F 0 - +

3 el L
e -

e il gig 0
- + — +

Figura 4.2: Configuragéo ilustrativa para mostrarmos o algoritmo de cluster.

Para entendermos a razdo das probabilidades acima, é necessario reescre-
ver a Hamiltoniana da seguinte forma (equivalente 4 Hamiltoniana original,

a menos de um termo constante):

M M
BH = <K= ) > Sy~ = > (5:S; + 8257 (4.13)
<> <i,5>
2M N
—— Z (82 —1)(S s 2MZ 252 H* > &,
<t,5> =1

onde z é o nimero de coordenacio da rede. Com relagdo a Hamiltoniana
modificada em (4.13), a razéo entre os pesos de Boltzmann das configuragoes

inicial e final é dada por:

eBH(9) (K——-)(l++—l+ )—28L (14 4 +loo)+BHint
(4.14)

PR e—(fc—%)(e'__— L7+l +BHL,
onde H;n; é a energia interna do cluster. Esta energia interna depende da
energia de interagao entre os spins que compdem O cluster e dos termos

H EN" S;eD ZNC SZ, onde N, é o nimero de spins que compdem o cluster.

Utilizando agora as seguintes relacoes:

l++ Fils o l+0 + lgo + l0+ il =1 (415)
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Gl L Rl g L (4.16)
o =1__, (4.17)

onde [ é o nimero total de vizinhos do cluster, podemos eliminar os termos

ly_ el’”, de (4.14) e a razdo entre os pesos de Boltzmann se reduz a:

efH©@) o= (K+ ) (L +oo) = (K~ 5 )i 4o +o4)

= _ﬁA'Hmt
FHE) — (K BN _tlog)— (K~ Y g i) e : (4.19)

Escrevendo a razao entre as probabilidades de transicao direta e reversa
da mesma forma que em (4.8) e notando que a razdo entre as probabilidades

de ligarmos spins iguais e diferentes se cancelam, temos:

Wo’—)a' e (1 L peq)nleq(l 2 pdif)mdifwv
Warma (L= Dea) ™™ (L= puss eI Wy,
Notando que nleg= L, +lo, nldif=lo+loy, nleg'=1__+ly e nldif’ = okl s

(4.20)

vemos que a condicio de balango detalhado é satisteito se:

Wy _ o-PHin, (4.21)
W,

que é uma probabilidade de transicio analoga ao algoritmo de Metropolis
usual. Caso a energia interna do cluster diminua, o cluster é virado com
probabilidade 1. Caso a energia aumente, ele é virado com probabilidade
e=BAHine onde A ¢ 0 aumento de energia interna dentro do cluster. E
o campo magnético, onde ele aparece no algoritmo acima? Como o campo
magnético aparece na Hamiltoniana (4.13) sob a forma —H 7; S; , somente
os sitios dentro do cluster alteram o termo acima. Dessa forma, o campo

magnético pode ser “colocado "na probabilidade de virar o cluster.




4.3 Algoritmo de Cluster simplificado para o modelo BEG

ferromagnético 36

4.3 Algoritmo de Cluster simplificado para o

modelo BEG ferromagnético

Para o regime fisico de monocamadas de Langmuir 2, K/J = 3, caracterizado
pela contribuicdo quiral para a energia de interacdo entre os enantiomeros
(controlada pelo pardmetro J ) ser menor que a contribui¢ao néo quiral (con-
trolada pelo pardmetro K), os termos da Hamiltoniana relativos a interago

entre o sitios vizinhos, reduzem-se apés usarmos a identidade
—(5:S; + 5287) — 2(S7 — 1)(S? — 1) = 265,35, (4.22)

a uma Hamiltoniana de Potts, como mostrado abaixo

N N
BH=—2K Y a5 +(A-2K2)) S2-H'Y S, (4.23)
1=1

<i1,5> =1

onde z é o niimero de coordenacéo da rede. Em nosso caso, z=6, pois estamos
trabalhando em redes triangulares.

Para a Hamiltoniana acima, propusemos o algoritmo de cluster
e Sorteamos um spin da rede, chamado de spin “semente”.

e Sorteamos entre os dois valores de spins diferentes do valor da semente,
com probabilidade p=1/2, o valor para o qual vamos tentar mudar o

cluster (por exemplo, se 0 spin da semente tiver valor +1, sorteamos

entre -1 e 0)

2K

e Ligamos ao cluster, spins iguais a semente com probabilidadep = 1 —e~

Cada spin ligado € um novo spin pertencente ao cluster.

e Ligamos vizinhos dos novos spins pertencentes ao cluster (que possuem

o mesmo valor de spin) com probabilidade igual & do item anterior.

20 valor K/J = 3 foi utilizado nos trabalhos de Andelman [7], Pelizzola [11] e serd também

utilizado neste trabalho.
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e (Conti . - |
Continuamos esse processo até que nao existam mais vizinhos a serem
considerados.

o ' o - L
Calculamos a diferenca de energla interna do cluster referente & transicao.
Se a diferenca de energia interna do cluster diminuir, ele é “virado” com
probabilidade 1 para o valor de spin sorteado na etapa 2. Caso contrério,

Lol 7 Gl A
o cluster é “virado”com probabilidade e=#2™nt onde AHn 6 0 seu

aumento de energia interna.
® Repetimos o processo a partir do primeiro item.

As etapas =1 — F1 e £1 + 0 satisfazem a condigdo de balanco detalha-
do.

A prova para a etapa = 1 — F 1 é idéntica a prova feita para o modelo
de Ising com o algoritmo de Wolff.

Para a etapa + 1 « 0, consideramos para exemplificar, a transicao de

um cluster (+1) em um cluster (0), que pode ser vista na figura 4.3.

] o
0 e 0 +
- f—F_::_:FE + _:"(')_:;'0'; +‘
i L
g a0 g0 @0
—~ + —

Figura 4.3: Configuragdo ilustrativa para mostrarmos o algoritmo de cluster

simplificado.

A razio entre os pesos de Boltzmann referente as configuragoes inicial e

final é dada por

eﬂ%(a) e 2H b+

e —ﬁA’H-int :
)~ KT, e ; (4.24)
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Escreven 3 s
do a razdo entre as probabilidades de transicio direta e reversa

e notando que a probabilidade de ligarmos spins iguais se cancelam, como
em (4.8), temos

WL"U_’ = (1 I p)'nle
Wi, (- YW
Notando que (1 — p)nl — g—2Knl

(4.25)

, nl= 144 e nl'= 1}, vemos que a condigéo
de balanco detalhado se reduz a

W,
W

Como na segao anterior, razao entre as probabilidades de “virar”o cluster

=g (4.26)

nas transigoes direta e reversa é equivalente ao algoritmo de Metropolis. Se
a energia interna diminuir, o cluster é “virado” com probabilidade 1. Caso
contrério, o cluster é virado com probabilidade e=#8#int,

E importante ressaltar que este algoritmo é um caso particular do algo-
ritmo de cluster geral apresentado na se¢do anterior e por esta razao, noés
o denominamos de algoritmo de cluster simplificado. A grande diferenga é
que para K/J = 3 todos os spins do cluster vao ser iguais. Para K}/J £ 3,

os clusters em geral, vao possuir spins diferentes.




Capitulo 5

Obtencao do potencial grande

canonico

Uma das principais vantagens em se utilizar o0 método de Monte Carlo esta
na obtencao de valores esperados, como a magnetizacdo ou energia interna.
Entretanto, grandezas como energia livre, ou entropia, nao sao facilmente
obtidas das simula¢des, pois ndo hd nenhuma func¢do de estado cuja média
seja a energia livre ou entropia.

Um método que pode ser utilizado para a obtengdo da energia livre (ou
potencial grande canénico) é a integragdo numérica [27]. Esse método con-
siste em integrar uma derivada da grandeza que desejamos obter a partir de
um estado de referéncia em que o valor da grandeza ¢ conhecido. Por exem-

plo, se estamos interessados em obter a energia livre de um sistema, podemos

integrar a magnetizagéo (que € uma funcdo de estado obtida diretamente das

simulacoes) mantendo a temperatura constante para varios valores do campo

magnético H e lembrando que M=—x g%)r_p, podemos escrever
Ha
F(Ha T) — £(HLT) =~ [, MdE. (5.1

Se a energia livre no estado (Hy,T) for conhecida, a integral acima estard

determinada. Ainda no mesmo exemplo,
gia livre de um sistema a campos magnéticos suficientemente

podemos obter sem grandes difi-

culdades a ener
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altos, onde a energia livre ¢ praticamente a energia interna. Dessa forma,
podemos partir de um estado totalmente ordenado até o ponto em que de-
sejamos conhecer a energia livre. Entretanto, muitas simulagdes podem ser
necessdrias para a obtencio da energia livre até o estado desejado, tornando
0 processo muito demorado. Uma outra dificuldade que pode ser encontrada
¢ quando desejamos obter integrais do tipo (5.1) numa linha de primeira
ordem. Uma possivel metaestabilidade dificultars a obtencao das integrais
(pois as integrais sdo definidas sobre trajetérias reversiveis do diagrama de
fases).

Na literatura existem métodos que nos fornecem a energia livre e a en-
tropia de uma maneira direta. Meirowich [28] propds um método em que se
obtém uma aproximacao para a entropia escrita em funcdo das frequéncias
com que certos estados locais do sistema sao gerados pela simulagoes de
Monte Carlo. Este método, embora nao necessite de estados de referéncia
como o método de integracdo numeérica, apresenta uma certa arbitrariedade
na escolha dos estados locais que devem ser analisados.

Recentemente, Wang e Landau [29] desenvolveram um método que realiza
um caminho aleatdrio no espaco de energia para a obtencao da densidade de
estados. No inicio da simulacdo, a densidade de estados nao é conhecida. En-
tretanto, utilizando um algoritmo por eles proposto, ap6s um certo tempo, a
densidade de estados é obtida com bastante precisdo através da construgéo de
histogramas de energia. Com a obtengdo da densidade de estados é possivel
obter a funcao de parti¢ao e as propriedades termodinamicas para o modelo
estudado.

Sauerwein e Oliveira [30] propuseram um método em que o maior auto-

valor da matriz de transferéncia é obtido em termos de valores esperados nas

simulagoes de Monte Carlo. Como a energia livre é diretamente relacionada

com o maior autovalor da matriz de transferéncia, este método nos fornece a

energia livre e entropia diretamente das simulagdes de Monte Carlo.

Neste trabalho, obtivemos 0 potencial grande ca

nodnico por dois métodos
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distintos; através da integra¢io numérica e pelo método de Sauerwein e
Oliveira. Ambos os métodos serio apresentados a seguir.

Os resultados que serdo obtidos pelos métodos utilizados neste trabalho
podem ser interpretados tanto em termos de spins, quanto em termos de
moléculas. Em termos de spins, estamos no ensemble candnico e consequente-
mente os métodos utilizados nos fornecem a energia livre. Se interpretarmos
nossos resultados em termos de moléculas, os métodos nos fornecem o po-
tencial grande candnico, pois o nimero de buracos na rede cristalina nio é

fixo. De qualquer forma, ambas interpretacGes fornecem o mesmo resultado.

5.1 Meétodo da integragao numérica

Conforme citado na sec¢do anterior, podemos obter a energia livre, potencial
grande canénico ou entropia integrando uma de suas derivadas a partir de
uma estado de referéncia conhecido.

As equacoes de estado que relacionam o potencial grande candnico se

encontram abaixo

1. 9V
i 5.2
@ N(é‘D)T’H’ 2]
e
1. 00
D 5 5.3
M N(6H)T,D; (5.3)

onde as definicdes de D e H foram mostradas na secao (2.4), sendo M e
Q o pardmetro de ordem quiral por volume (por 4rea em nosso caso) e a
densidade de enantiémeros, respectivamente. A dedugdo destas equagoes de
estado se encontra no Apéndice A. Neste trabalho, utilizamos a equacao de

estado (5.2) para determinarmos o potencial grande candnico por 4rea.

A partir da equagdo acima, 0 potencial grande candnico por area é dado

por
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(D, B,T) = $(Ds, H,T) + DD2 QdD. (5.4)

Em nosso caso, como estamos interessados no valor do potencial grande
canonico na fronteira de fase, basta partirmos de um ponto D, até a fron-
teira de fase, mantendo H e T fixos ao longo da integracio. Nos diagramas
de fase obtidos, uma linha de primeira ordem separa as fases condensada
e liquido-expandido. A integral parte de um estado de referéncia na fase
liquido-expandido suficientemente longe da fronteira de fase, onde o poten-
cial grande candnico é zero.

As curvas () versus D que serdo integradas para obtencdo do potencial
grande canodnico foram obtidas através do algoritmo de cluster simplificado
descrito no capitulo anterior. Como os algoritmos de cluster utilizados eli-
minaram completamente a metaestabilidade, ndo encontraremos o problema
descrito anteriormente. Consequentemente os resultados possuirdo bastante

precisao.

5.2 Método de Sauerwein e Oliveira

Sauerwein e Oliveira [30] desenvolveram um método que nos possibilita obter
a energia livre e consequentemente a entropia para modelos do tipo Ising a
partir das simulagdes de Monte Carlo. Esse método consiste inicialmente em
escrever a Hamiltoniana de forma que possamos utilizar a técnica da matriz
de transferéncia. E bem conhecido que, ao escrevermos a funcao de particao
de um sistema em termos de matrizes de transferéncia, o cdlculo da funcdo de
particdo se resume ao caleulo do maior autovalor da matriz de transferéncia.
Com isso, relacionamos o maior autovalor (que nos fornece a energia livre)

com valores esperados que sdo obtidos diretamente das simulagdes.
e N sitios que sio divididos em K “camadas”
(N=L x K). A Hamiltoniana do

Considere um sistema d

sucessivas, cada uma contendo L spins

o :. (49 »
sistema pode ser escrita como uma soma de Hamiltoniana de “camadas”, ou
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seja,
H=3 Hirii, (5.5)
k
como usamos condi¢es de contorno periddicas, k +1 = 1. A partir da

Hamiltoniana acima, a fungéo de particio do sistema pode ser reescrita como
um produto de matrizes de transferéncia

74 — Z Z Z C_'B?{ = Z Z Z T(Ul,UQ)T(O'Q,03)...T(O’1{,O’1),

{o1} {o2}  {ok} {o1} {02}  {ok}

(5.8)
onde 3 ;5. € a soma sobre os spins da camada i, o; denota todos os spins da
camada i, ou seja, o; = (S1, S24, .., Sns) e T(ok, Ox41) = exp(—BHi k+1)-
Efetuando as somatérias acima, vemos que a funcio de particdo é o trago do

produto das matrizes de transferéncia,
Z = T’]"(TK). (57)

O traco é independente da base ortonormal representada. Dessa forma,

podemos escrever a funcio de particdo na base de seus autovetores, {|A;)},
Z = Tr(T%) = (T |N) ZA A (5.8)
onde no limite de muitas camadas, K — oo, temos:
Z=10 (5.9)

onde )y é o maior autovalor da matriz de transferéncia.
A seguir, apresentaremos 0s c4lculos necessarios para a obtengdo do maior
autovalor da matriz de transferéncia a partir das simulagoes.

A probabilidade P(o1,02; - ox), de encontrarmos as camadas 1, 2,..., K

nos estados (01,02, -+ ok) € dada pela expressao:
P(O’l, 09, .-+ O'K) = Z—IT(Ul, O’g)T(O‘g, G3)...T(U[{, 01)- (510)

A probabilidade marginal da «camada 1” estar na configuracdo o; pode

ser obtida somando-se a equagdo (5.10) sobre as cmiEnEes o todeas
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ca,madas, exceto 0y. Dessa forma,
P(Ul) — g---zp(ﬁl,ag, ...,O’K) = Z~1<O"1|TK|O'1>. (511)
oK

Introduzindo novamente uma base ortonormal de autovetores de T g1Aa )
podemos reescrever a equagio (5.11) como

Pl )= 2 Z |g: (1) 2N K, (5.12)
onde 451‘(01) == ()\i|ai). Colocando o maior autovalor em evidéncia temos:

¢0(01)85(01) + Lieo(31) X bi(01) 85 (01)
14 Tiso(E)X ‘

No limite de muitas camadas, K — oo, a probabilidade de “uma camada”

P(oy) =

(5.13)

se reduz a:
P(o1) = ¢olo1)dp(01)- (5.14)
A expressdo para a probabilidade de “duas camadas” estarem nos estados
o, e o5 pode ser desenvolvida da mesma forma que a probabilidade de “uma
camada”. Assim,

T (o1, 02)A5 " [¢o(a1)d5(02) + Ei#o(%)K—%i(al)W(Uz)]
AF[L+ Zi;ﬁﬂ(%)f{] :

P(o1,02) =
(5.15)
No limite de muitas camadas, a probabilidade de “ duas camadas” con-

secutivas estarem nas configuragdes o e o2 é dada por

1 *
P(oy,02) = /\_T(UI:U2)¢0(01)¢0(02)- (5.16)
0
Quando ¢; = 02, & expressao acima se reduz a:
1 *
P(oy,01) = TT(01,01)¢0(01)¢0(01)- (5.17)
0

Substituindo o lado esquerdo de (5.14) na expressao acima, temos:

P(o1,01) = %T(Uladl)P(Ul)- (5.18)

0
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Lembrando que P &
s (01, 01)= Lo, Ploy, 02)05,,0,- Obtemos a seguinte expressio:

Watima) = 25 (T lov, o)), (5.19)
onde
Wosms) = Z Ploy,25)8., on, (5.20)
e
(T(01,01)) = ;T(Ul,JI)P(al). (5.21)

Dessa forma, podemos obter o maior autovalor Ao em termos das médias
(601,0’2> € (T(01,01)>.
A primeira média é obtida através da frequéncia com que duas camadas

consecutivas estao no mesmo estado o,

1 MCSTEP

(5671,02) = m ; 51(0'1,0’2)- (5.22)

A média acima depende da configuracoes de camadas consecutivas.

A segunda média corresponde ao valor esperado da fungdo T'(01,01), que
é funcio de “uma camada” apenas.

Para a obtencdo da média T(oy,01), decompomos a Hamiltoniana do
modelo BEG em uma Hamiltoniana de “camadas”. Como estamos trabalhan-

do em redes triangulares, a Hamiltoniana de “camadas” adquire a seguinte
forma
L
Hepr = 2 [—ISs(Bipin + Sivik + Sigr,e41) + (5.23)

=1

= KSﬁk(SiQ,k+1 + 51'2+1,k 7 51‘2+1,k+1) g DSz?,k — HSixl,

onde consideramos condigdes periddicas de contorno. A matriz de trans-

feréncia T é dada por
L
exp(3_ K Sik(Sir1 + Sivr T Sit1k+1) + (5.24)

T (0%, Ok41) = =
1=

-+ MS;'Z,k(SiQ,k+1 + She t Sa i ASE + H™Sixl]).
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A grandeza T'(01,0,) é obtidg atraveés da equagfio acima, substituindo opi1

por or. O valor esperado (T(01,01))

é dado por
W)L (5:25)
S 5.25
MCSTEP

O maior autovalor é dado pela razio entre as duas médias acima

 {Tloe)
o on

Finalmente, obtemos o potencial grande canénico por area através da ex-

pressao

(5.26)

W) = —Elf In Ag. (5.27)




Capitulo 6

Resultados Obtidos

Neste capitulo, apresentaremos os resultados que foram obtidos neste tra-
balho. Antes de apresentarmos os diagramas de fase, mostraremos a eficiéncia
do algoritmo de cluster na eliminacao dos estados metaestaveis.

Como obtivemos a pressao de superficie por dois métodos distintos, mostraremos
também a concordincia entre os métodos. Dois tipos de diagramas de fase
foram determinados; o diagrama no plano de potenciais quimicos e o dia-
grama 7 Versus z;, que relaciona pressao de superficie com a concentragao

de um tipo de enantiomero.

6.1 Eficiéncia do algoritmo de cluster na eli-

minacgao da metaestabilidade

Para mostrarmos a eficiéncia do algoritmo de cluster simplificado na elimi-
nagao de estados metaestaveis, efetuamos simulacdes para T = 0.8, fixando

o parametro H e variando 0 pardmetro D até cruzarmos a linha de primeira
ordem.

Na figura 6.1, represent
(médulo da magnetizagao no mo

atravessarmos a linha de primeira O

amos o médulo do parametro de ordem quiral

delo de spin) em fungdo do pardmetro D, ao

rdem.
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Figura 6.1: Pardmetro de ordem versus D para H=0.0. Quadrados e losangos cor-
respondem ao sistema quando simulado com o algoritmo de Metropolis. Circulos e

estrelas correspondem ao sistema simulado pelo algoritmo de cluster simplificado.

A rede simulada possui dimensdes 12 x 12, Foram utilizados 4000 passos
de Monte Carlo para termalizar o sistema e 64.000 passos de Monte Carlo

para o calculo das grandezas.

De acordo com a figura acima, podemos concluir que algoritmo de cluster
utilizado eliminou completamente a metaestabilidade. Isso foi de fundamen-
tal importancia para obtencdo dos resultados neste trabalho, em especial

para a obtencao do potencial grande canénico pelo método da integragao

numérica, uma vez que a existéncia de metaestabilidade dificultaria o célculo
3

das integrais.
A razdo pela qual a metaestabilidade foi eliminada é simples: o tunela-

mento entre as fases (ferromagnéticas e paramagnética rica em spins 0 no
modelo de spins) ocorre frequentemente, sem a necessidade do sistema pas-

0 izam as barreiras de energia. O fécil
sar pelas configuragoes que caracteriza

tunelamento entre as fases quando utilizamos o algoritmo de cluster pode
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ser visto na figura '
: abaixo, em 20 passos, o tunelamento ocorreu 16 vezes.

1

0.8

10 20
t (Passos de Monte Carlo)

Figura 6.2: Tunelamento entre as fases na transigdo de primeira ordem quando
utilizamos o algoritmo de cluster simplificado. A rede simulada possui dimensoes
60 x 60, T=0.8,H=0 e D=12.

No limite de temperaturas mais baixas, é ficil compreender porque o
tunelamento entre as fases ocorre com bastante frequéncia. Neste limite,
na fase condensadas (ou ferromagnéticas em termos de varidveis de spin)
praticamente todos os sitios da rede sdo ocupados por moléculas do tipo +
(ou do tipo—). ParaT = 0a probabilidade de ligagdo é praticamente 1, dessa
forma, o cluster serd formado por todos os spins da rede. A probabilidade

de transformarmos o cluster em outro contendo spins 0 serd dada por

W, = exp[N(—-2Kz + A= B (6.1)
A probabilidade de virar 0 cluster serd 1 se

A=2Kz+ H* (6.2)

correspondendo a fronteira entre as fases condensadas e liquido expandido
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obtida no célculoem 7 = . Isso explica porque quando H=0 para D ~ 12.00

o tunelamento mostrado ng figura acima ¢ tio frequente.

Como a metaestabilidade ¢ eliminada, podemos obter as propriedades ter-

modinamicas do sistema com bastante precisio, juntamente de uma anilise

de tamanho finito para as transicses de fase. Em particular, podemos obter

o comportamento da “suscetibilidade” isotérmica,

xT = BL*((m?) - (Im|)?),
como mostra a figura 6.3

1000

800 r

600 -

400

200

T

12.003

0
11.997

D

Figura 6.3: Suscetibilidade em fungdo do pardmetro D para varios tamanhos de

rede.

A partir do gréfico acima, podemos obter a dependéncia do pico da

suscetibilidade (que nos fornece a pseudo temperatura de transi¢do) com

o volume da rede.
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Figura 6.4: Pico da suscetibilidade em funcio do volume.

A tabela e grafico abaixos mostram os valores de D} para os quais a
suscetibilidade é méxima, juntamente com o resultado para D?_, obtido por

extrapolagdo dos dados através da lei de escala D} = D + aL™2.

12.001 : - T - |

12.0008 =

12.0006 ]
By

12.0004 i

12.0002

), | \ 1 .
vl 0 0.0005 0.001 0.0015 0.002
i . :
Figura 6.5: Extrapolagao dos dados para Dp utilizando a lei de escala

D} = Di,+al™>
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24 12.00091(3)
30 12.00059(3)
36 12.00041(2)
42 12.00031(2)
54 12.00020(1)
co 12.00002(1)

O colapso dos dados para a suscetibilidade se encontra abaixo:

0.3 | |
%
§ 8
4 g
i & -
X/Lz 0.2 8 g
jA
8
0.1 t I ] ]
?b°%
booooafP 1 : | ?0000
0~6 -2 2 6

2
(D-D*)L T
Figura 6.6: Colapso dos dados para a suscetibilidade.

v 1 ara a sus-
Dessa forma obtivemos 0 comportamento de tamanho finito P
)

. -I . ] . 1 : c ] ] ] D
7

1 teCk ;

coexistem com uma fase liquido-expandido.

arametro de ordem e densidade de enantidmeros
P

onde duas fases condensadas

Outras grandezas, como 0

mo comportamento de escala, como pode ser ob-

também apresentam O MES

servado na figura 6.7:
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Figura 6.7: Colapso dos dados para a densidade de enantiémeros.

O comportamento de escala de uma transigio de segunda ordem é di-
ferente do comportamento de uma transicio de primeira ordem, onde o
pardmetro responséavel pela transigdo ndo sofre corregdes de tamanho finito
proporcionais a L%, mas sim corregdes proporcionais a L™/ (veja a equagio
(3.20)). Outra caracteristica, também diferente de uma transicao de primeira
ordem, é que a dependéncia das grandezas com o tamanho da rede nao
aparece com 0 volume, mas sim com seus expoentes criticos (veja as equagoes
(3.21), (3.22) e (3.23)). Na figura 6.8 mostramos o colapso dos dados da

suscetibilidade numa transicio de segunda ordem do modelo BEG governada

ela temperatura, onde D =4 e H =0. - .
: Para l}{ #£ 0, a transi¢ao entre as fases condensada e liquido expandido

também é de primeira ordem, cuja dependéncia das grandezas também apare-

cem com o volume da rede.

Outra maneira de verificarmos & eficiéncia do algoritmo de cluster é com-

pararmos o potencial grande candnico obtido pelo algoritmo de Metropo-

Para isso, simulamos 0 modelo BEG fixando os

lis e cluster simplificado.

— 0.8 e variando 0 parametro D. A rede simulada pos-

pardmetros H =0, T
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Figura 6.8: Colapso dos dados para a suscetibilidade do modelo BEG numa

transicdo de segunda ordem governada pela temperatura, onde D =4 e H = 0.
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sui dimensdes 12 x 12. Foram utilizados 6000 passos para a termalizacao

e 72.000 passos para o cdlculo das grandezas.

I ) T : T ! T J T T T
3 /|
1 r i
—1 [ v 0] v A
w K——¥trajetoria ida
—@Otrajetoria volta
_3 - Al
-5 f

o D1 1 e e

Figura 6.9: Potencial grande candnico versus D obtido pelo algoritmo de Metropo-

lis.

v das figuras 6.9 6.10 que 0s valores do potencial grande candnico
emos : :




metaestabilidade 0 de cluster na eliminacao da
O I
| @/®—®~®--®~-®—®--® =
—ak /@/ 1
Y i q,)/935 ;
I C—0 trajetoria ida =
¥—k trajetoria volta |
o |
E @5/
A e .
-5 & ! ; ' . | : ! .
6 8 o 495 44 5
D

Figura 6.10: Potencial grande candnico versus D obtido pelo algoritmo de cluster
simplificado.

obtidos com o algoritmo de cluster simplificado ndo apresentam metaestabili-
dade, como ocorre quando utilizamos o algoritmo de Metropolis. A metaesta-
bilidade pode ser observada na figura 6.9. Na trajetéria ida, o potencial
grande candnico continua a apresentar um comportamento crescente, mesmo
quando o sistema ja atravessou a linha de transicdo de primeira ordem, que
separa as fases condensada e liquido-expandido. Efeito similar ocorre quando
efetuamos o caminho inverso. Quando utilizamos o algoritmo de Metropolis
podemos estimar o ponto onde ocorre a transicdo, através da interseccao entre
o potencial grande canénico na trajetéria ida e o potencial grande canonico
na trajetéria volta, visto que O potencial grande canonico na coexisténcia

entre fases é igual.

Como o algoritmo de cluster utilizado elimina metaestabilidade, ndo &

preciso utilizarmos esse procedimento. O ponto onde ocorre 2 transicdo de

primeira ordem € simplesmente aquele em que 0 potencial grande canonico

apresenta um bico. Esse bico pode ser explicado em termos da densidade

de enantidmeros. Na transicao d
nta uma descontinuidade.
meira do potencial grande candnico (ver

e fase de primeira ordem, a densidade

Como a densidade de
de enantiémeros aprese

enantiomeros € uma derivada prl
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apéndice A) e apresenta descontinuidade. o

: otenci A
senta um bico na transicgo potencial grande candnico apre-

Temos entao, um critério alternativo para locali
1zar transicao de primeira
or-

dem, que consiste e :
m :
! determinar o ponto onde potencial grande canénico
apresenta um bico.

6.2 Diagramas de fase
8 . .

T ' T T o)

4 - Condensada 1 -

H 0e o = & LE !
-4 - Condensada 2 i
—'8 ; | 1 ] L | ) 5

4 8 12 16 20

Figura 6.11: Diagrama H versus D para T=2.4. Os ntimeros 1 e 2 correspondem

as fases condensadas ricas em moléculas + e -, respectivamente e LE corresponde

a fase liquido-expandido.

O diagrama H versus D foi feito variando D, mantendo H e T fixos. Em
seguida, obtemos o diagrama pressao Vversus concentracdo de um tipo de
~ 0 até temperaturas intermedidrias,

ura 6.11%.

enantimero. Verificamos que desde T

os diagramas de fase sao iguais ao diagrama da fig

nado no capitulo 2, o parametro de discriminagdo quiral

Como mencio

ra, sendo que no limite T = 00, J — 0. Entre-

depende da temperatu
r Andelman [7], Pelizzola [11] e feito neste trabalho

tanto, conforme feito po
1Essa caracteristica ja tinha sido obtida por Hoston € Berker [31] que estudou 0 riodelo

BEG a campo nulo para M/K =3 através da técnica de campo médio.
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diagramas d S .
g e fase sao 1guais, dentro da precisio que estamos trabalhando.

Assim, acreditam i énci
e / 0s que a influéncia da temperatura na discriminacéo quiral
ndo ¢ o fator mais importante.

O valor H = 0 implica que o potencial quimico das espécies + e — é igual

(veja a equagdo 2.11). Para H = 0 e valores menores de D, (que significa
valores mais altos do potencial quimico), a fase é rica em moléculas do tipo +
e —, e consequentemente a segregacdo quiral ocorre. Para valores maiores de
D (ou para potencial quimico menor), uma fase com poucas moléculas ocorre
(hé mais zZeros), por esta razdo esta fase é denominada de liquido expandido.

O ponto triplo (D,H)=(12,0) caracteriza a coexisténcia entre as fases con-
densadas e a fase liquido expandido.

Quando p, # p_ (ou H # 0), a densidade de moléculas do tipo + e
_ 6 diferente. Neste caso, a transicdo de primeira ordem entre a fase con-
densada e liquido expandido sofre um deslocamento, proporcional ao valor
do pardmetro H, como pode ser observado no diagrama de fase 6.11. Para

py >> po (ou u— >> py) asolugao é formada apenas por um unico tipo

de enantiomero .
Mantendo H = 0 e fixando o potencial quimico, no regime de altas tem-

peraturas, os dois enantiomeros formam uma mistura uniforme racémica e

consequentemente a segregagao quiral deixa de ocorrer.

Conforme mencionado anteriormente, obtemos o potencial grande canonico

por dois métodos distintos. Na tabela abaixo, mostramos o potencial grande

candnico comparando 0s métodos, nas regides onde ocorrem 2 transicdo de

fase de primeira ordem. A rede simulada tem dimensao 60 x 60. Foram

utilizados 4000 passos de Monte
passos de Monte Carlo para 0 calculo das grandezas.

Carlo para termalizar 0 sistema e 128.000
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D P
9.99 -2.037(1) [ -2.037(2)
10.49 -1.5366(3) | -1.539(2)
1099 | 0 |-1.0395(6) [ -1.041(2)
1149 | 0 | -0.5427(5) | -0.544(2)
12.00 | 0 [-0.0372(2)

-0.038(2)
12.50 | 0.5 | -0.030(1) | -0.032(2)
13.00 | 1.0 | -0.027(1) | -0.027(2)
14.00 | 2.0 | -0.0223(9) | -0.023(2)
18.00 | 6.0 | -0.0193(9) | -0.020(2)

Tabela 6.2: Potencial grande canénico obtido pelos métodos de Sauerwein e

Oliveira (SO) e integragdo numérica (IN) para T=2.4.

De acordo com a tabela acima, vemos que os resultados obtidos pelos
métodos possuem excelente concorddncia. A concordancia ocorre pratica-
mente em todos os pontos dos diagramas de fase que foram estudados.
Entretanto, em baixas temperaturas, quando estamos muito proximos da
transicdo entre a fase condensada e liquido expandido, os resultados discor-
dam. A causa é que em baixas temperaturas, na coexisténcia entre a fases

condensada e liquido expandido, a magnitude do potencial grande candnico

é pequena. Dessa forma, a influéncia dos erros é significativa. Em tempe-

raturas mais altas, como 2 magnitude do potencial grande canonico € malor,

nio precisamos nos preocupar com OS erros.
Mais significativos do ponto de vista experimental, sa0 08 diagramas de

fase IT versus z—. A pressao de superficie foi determinada pelos dois métodos

apresentados anteriormente € a concentragao T— foi determinada a partir de

MeQ (veja a equagdes 213,214 e 2.23). Na transicdo de primeira ordem,

temos dois valores distinto
centragoes possuem & mesma pre

s de concentragao, onde cada valor caracteriza sua

ssio de superficie).
respectiva fase (essas con
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Entretanto, quando simulamos o sigt k
St A 15téma, nao obtemos os dois valores de
parados. Isso ac
onte Vi
G eickomn et €€ porque na coexisténcia entre as fases,
ura”as configuracges caracteristicas de cada fase
O procediment .
0 encontrado £
Sl e POr nos, neste trabalho, para obtermos os dois
ra : !
: Pd amente foi o seguinte: Calculamos a concentragao referente
a fase con : : _
ensada nos valores de D imediatamente antes do pardmetro de
ordem co - A
mecar a decair e a concentragao referente a fase liquido-expandido
nos valores de D imediatamente depois que o pardmetro de ordem atingiu a
fase liquido-expandido. Este procedimento pode ser justificado pelo fato de

que no limite termodinamico e num ponto imediatamente anterior e posterior

a transicao de fase, o pardmetro de ordem apresenta o comportamento:

M(D — D) = M,

M(D — DY) = M

onde M, corresponde ao valor do pardmetro de ordem quiral (magnetizagdo
no modelo de spin) na fase condensada e M; ao valor do parametro de or-
dem na fase liquido-expandido. O mesmo raciocinio pode ser empregado
para a densidade de enantidomeros Q. Ou seja, para um valor do parametro

D. imediatamente antes da transi¢ao de fase, o sistema estd na fase con-

?

densada e imediatamente apés a transicao de fase, o sistema estd na fase

liquido-expandido. Na coexisténcia de fases, ocorre a mistura dos comporta-

mentos imediatamente anterior e posterior. Dessa forma, os valores das con-

centragdes na coexisténcia de fases, podem ser obtidos a partir do valor da

concentracio de cada fase separadame
e fase. Entretanto, como nao somos capazes de simu-

nte num ponto infinitamente anterior

e posterior & transi¢ao d

lar sistemas infinitos, o parametro de ord
sigdo de primeira ordem (veja a figura 6.1). Vale

em néo decai abruptamente quando

Nnos aproximamos da tran
que esse decaimento lent
r esta razdo, nao consideramos este intervalo

o se deve aos efeitos de tamanho
a pena ressaltar,

finito da rede simulada e po
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para o calculo das ¢ 5
oncetragoes. Dessa forma, consideramos valores de D

imediatamente ante ; -
$ e depois do pardmetro de ordem decair para o calculo
das concentragdes na coexisténcia, entre as fases

Importante ressaltar que H < ( é mapeado do lado direito e que H > 0

¢ mapeado no
P lado esquerdo. O caso em que o diagrama é representado

m ter 14 5 ang 4
em termos da varidvel z, é analogo, pois r, = 1 — z_. Como o diagrama

é simétrico A '
em relagdo ao eixo z = 0.5, basta determinarmos apenas uma

metade do diagrama.

O diagrama de fase II versus z_ para T=2.4 se encontra abaixo. Os
simbolos C1(2) denotam as fases condensadas ricas em moléculas do tipo

+(-) respectivamente e LE denota a fase liquido-expandido.

0.08 = l
i Cis02
T 0.04 [ i ]
L IEsnl 0 L lE e
: . b :
3 Bl 9iive ¢
&° LE -
0 g R s R R
0 0.25 0.5 0.75 1

X ; .
Figura 6.12: Diagrama II versus z_ para 1 = 9.4. A rede simulada possui

dimensoes 60 x 60.

A parte superior do diagrama de fase corresponde a regido de coexistencia

entre as fases condensadas. Se ampliarmos o extremo a direita (ou & es-

querda) do diagrama acima, VemOS que conferime sNMERTAmGs 0 FCA

tro H, o valor da concentragao t
(z_ — 0ouz-_ = 1), como p

ende ao valor que caracteriza

do parame :
ode ser visto na figura 6.13.

enantidomeros puros
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Figura 6.13: Ampliacio da parte direita do diagrama de fase anterior.

Na figura 6.12, a parte inferior & esquerda corresponde a regido de co-
existéncia entre a fase condensada do tipo + e a fase liquido-expandido. O
lado direito é analogo. No limite termodinimico, o valor da concentragio no
ponto triplo acima é igual a 0.5. Entretanto, como a rede simulada é finita,
temos que z_ # 0.5. Conforme aumentamos o tamanho da rede, este valor

vai se aproximando do valor caracteristico do sistema infinito, como pode ser

observado na figura 6.14:
UE" .

o
0.4 r 6—oL=150 ]
G—aL=30
o—©L=36
0.3 - el
X_ x—¥ L=60
0.2
0.1 |
0 D 12.01 12.02

Figura 6.14: Dependéncia da concentra(l}%o como famanio dajedo St

g
1
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valor maxi
seu valor maximo em z_ 0.5 e seu valor minimo em z ~ 0 ou 1. Essa

caracteristica sempre ocorre em sistemas onde a segregacao quiral é favore-

cida. E importante ressaltar que essas caracteristicas j4 tinha

m sido obtidas
no trabalho de Andelman 7],

utilizando a aproximacdo de campo médio em

redes bipartidas. Nosso modelo, apesar de mais realista, uma vez que nao

utiliza a aproximacdo de campo médio e leva em conta o fato das monoca-
madas de Langmuir formarem redes triangulares e ndo bipartidas confirma

os resultados de Andelman. Infelizmente, os poucos experimentos realiza-

dos se restringem 4z =1 ou z = 0.5, ndo sendo feitos para concentracdes

intermedidrias.




Capitulo 7

Conclusoes

Mostramos neste trabalho que é possivel obter diagramas de fase de monoca-
madas de Langmuir de boa qualidade, através das técnicas de Monte Carlo

descritas anteriormente.

Interessante foi o fato de, justamente no regime fisico de monocamadas de
Langmuir, a Hamiltoniana do modelo BEG ser reduzida a uma Hamiltoniana
do tipo Potts. Isto nos possibilitou, além de entender melhor o diagrama de
fase, reobter o algoritmo de cluster simplificado de uma maneira indepen-
dente Aquela proposta anteriormente por Bouabci e Carneiro. Este algoritmo,

embora particular, é bastante eficiente.
Embora algoritmos de cluster sejam mais especializados do que o algo-

ritmo de Metropolis, sua eficiéncia ¢ bemn maior. A razao pela qual o algo-

ritmo utilizado foi eficiente é simples: como este algoritmo forma os clusters

apropriados, ele gera as configuragoes que caracterizam o diagrama de fase

em que estamos interessados sem passar pOr estados metaestéveis, & medida

primeira ordem.

que nos aproximamos da transicdo de
ter simplificado foi que pudemos

Outra vantagem do algoritmo de clus

utilizar o método da integragdo numerica par

Embora este método seja bastante

a determinacdo da pressdo de

simples, a metaestabilidade
superficie.

dificulta a obtengdo das integrais.
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Utilizamos também o meétoqdq ro
e : PIoposto por Sauerwein e Oliveira na de-
Superficie. Este mé ;
R metodo, além de ser mais original
. 1Ca, tem a vantagem de nos fornecer a grandeza de-
sejada de uma manei ir :
HJ G lelra direta. Este método nao tinha sido utilizado em
amiltonianas do ti i : .
t1po Ising de spin-1 e foj bastante apropriado para o nosso

problema.

T and; :
No Apéndice B exploramos outras regides do diagrama de fase do modelo

BEG, ainda no regime K/J = 3, através do calculo da entropia.

Qua\nto aos diagramas de fase determinados, suas caracteristicas sio semel
hantes aquelas descritas anteriormente, embora Andelman os tenha determi-
nado em redes hexagonais. Embora haja poucos diagramas de fase com
concentragoes de enantidmeros na literatura, acreditamos que nossos resul-
tados sdo qualitativamente corretos, uma vez que em experimentos onde a
segregacao quiral ocorre, a pressdo de superficie para a mistura igual de
enantiomeros D e L é sempre maior do que a pressao para D ou L puros.

Portanto, embora o modelo estudado neste trabalho seja simples, no sen-
tido de que os detalhes sobre a estrutura das moléculas anfifilicas foram
desconsiderados, é capaz de descrever o comportamento geral de monoca-
madas de Langmuir, quando variamos a temperatura e pressao, variaveis

termodinamicas que sio facilmente controlada nos experimentos.




Apéendice A

Neste apéndice mostramos que os resultados obtidos nas simulagdes podem
ser interpretados tanto em termos de moléculas quanto em termo de spins,
pois o resultado serd o mesmo.

A funcao de partigdo para o modelo BEG é dada por

7 = Z e Eh Z e_ﬁ{“JZo'.p S K T S0, HE 50T L (A.1)

{0} {o}
A partir da fungdo de partigdo acima, podemos obter as equagdes de
estado
o L npiserey . 1 0 00
M:-N<ZS.L >:—N‘ E{U}Q_B% —NBZ 8H)DT (aH)D,Ta
i=1 (AQ,)
N . g2p-fH 1.8z af
1 N 9 1 Z{a’} Z-L:l Sle il __)HT ol (___)HT
=== 5 = s Npg oD D’
Ao M (A.3)
onde f = —Eﬁflan.
Integrando a equagao de estado (A.3) temos
D2
— dD, A4)
F(Dy, BT - f(D, 1, T) fDl @ (

e D2 ()4 D nos fornece a diferenca de energia livre entre os
ou seja, a integral Ip @

pontos D; e Da.
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Conforme foi mostrado no capitulo (
de rede para o modelo BEQ (

mos as equagdes (2.8) e (

2), podemos passar do modelo de gés

que € um modelo de spin), quando introduzi-
2.9). Dessa forma, a grande fungao de particdo da
Hamiltoniana do gas de rede é equivalente 3 funcao de particao do modelo

BEG. Consequentemente, as propriedades termodindmicas vistas em ensem-
bles diferentes sdo equivalentes.




Apéndice B

Neste apéndice, estudamos a, topologia do diagram

a de fases da figura B.1
através do calculo da entropia. O diagrama de fase T /z versus D/z no regime

K/J = 3 para H = 0 se encontra abaixo, onde z é o nimero de coordenacao
da rede (em nosso caso, z = 6, pois estamos trabalhando em redes triangu-
lares). Este diagrama provém de um calculo de campo médio [31]. Apesar
da regido relevante para as monocamadas de Langmuir se restringir & parte
inferior do diagrama (baixas temperaturas) aproveitamos nossas técnicas

numéricas para investigar o diagrama global.

oI T
0.6F

T/z
0

0.3F b e
1

0
1.8 1.9 2.0

i t
Figura B.1: Diagrama T/z versus D/z para K/J = 3. Qs simbolos f, d, 0 denotam

esordenada e paramagnética rica em §
critico e tricritico, respectivamente.

pins 0, respectiva-
as fases ferromagnética, d

mente. R, C,T correspondem a0 ponto triplo;

dem A transigoes de primeira ordem, enquanto linhas
n

Linhas pontilhadas correspo .
G a ordem.
continuas indicam transigoes de segund
At ins + coexistem com
A fase f corresponde & fase ferromagnética em que Sp
ase f cor
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spins —. A direita de f :
um L
e ) a linha de Primeira ordem vertical separa, as fases
a e

ase paramagnéticy rica em spins 0 (0). Essa linha d
: inha de
s SerapEraRITaS. Bros - Para valores de D/z < 2.0 em
. : ) I'€ uma transicdo de fase entre a fase ferromagnética
descrita acima e uma fase desordenads, (d)

primeira ordem termina num ponto triplo (R)
al

. Dependendo do valor do campo

a transica < N
; ¢ao serd de primeira ordem ou de segunda ordem.
Estas linhas se encontram num ponto tricritico (T)

cristalino D 1,

e ' . Para D/z > 2.0 em altas
emperaturas, uma transi¢ao de primeira ordem entre a fase paramagnética

rica em spins 0 e a fase desordenada ocorre. Esta linha termina em um ponto
critico (C).

A entropia do sistema pode ser obtida pelo método de Sauerwein e Oliveira
e pela integracao numérica. O método de Sauerwein e Oliveira nos fornece a
entropia de uma maneira direta, uma vez que obtemos diretamente a energia
livre das simulagoes. Para isso, utilizamos a equagéo
o m /
=

onde s, u e f correspondem & entropia, energia interna e energia livre por

(B.1)

volume (bidimensional, em nosso caso) respectivamente.

Entretanto, o método de Sauerwein e Oliveira possui uma limitacdo em
altas temperaturas. Como o maior autovalor depende da frequéncia com que
duas “camadas” vizinhas estao no mesmo estado, esta média é praticamente

nula em altas temperaturas, prejudicando a amostragem do método.

Em altas temperaturas, podemos utilizar a integragdo numérica. Quando

variamos a temperatura podemos obter 2 energia livre por volume a partir

da relacao

10 7 (B.2)

— ———1In
s N
10 diagrama de fase acima foi obtido por campo médio em e
; i 565 de Monte Carlo. A priori, esta linha de primeira ordem
diagrama de fase através de simulagdes de

mos convencidos que a topolo

[31]. Nés reobtemos este

ia do diagrama de fase obtida
parece ser menor. Entretanto, esta g

pelo campo médio é correta.




onde Z ¢ a funcio de particéo do sistema. Como F = —

% In Z, podemos

obter a energia livre a partir da integral

B
nZ -z =- [ "Udg. (B.3)

onde U = Nu. Relacionando o logaritmo da fungdo de partigdo com a energia
livre, temos

Bafa = Bif1 = /ﬁﬁz udf3. (B.4)

onde f é a energia livre por volume. Partindo de uma referéncia conhecida,
a integral acima estard determinada. Entretanto, ndo precisamos partir de
uma referéncia distante o suficiente, para que a energia livre do ponto de
referéncia seja conhecida de antemao. Nés podemos partir de uma referéncia
mais préxima do ponto em que estamos interessados, cujo valor da referéncia
serd dado pelo método de Sauerwein e Oliveira. Dessa forma, podemos obter
sem grandes dificuldades a entropia para todos os intervalos de temperaturas.

As curvas entropia versus temperatura para os valores de D/z = 11.99/6,
D/z = 2.0e D/z=12.02/6 mantendo H = 0 se encontram abaixo

Para D/z < 2.0, em baixas temperaturas, a entropia do sistema é pe-
quena, caracterizando a existéncia dos dominios de spins # 0. Conforme
aumentamos a temperatura, uma transi¢do de fase (de primeira ou segunda
ordem, dependendo do valor de D/z) entre a fase ferromagnética e uma fase
desordenada ocorre, que pode ser estimada pela inflexdo na curva da en-
tropia. Um ponto tricritico (T) separa a linha de segunda ordem da linha
de primeira ordem. Esta fase desordenada é caracterizada pela presenca dos
trés tipos de spins possiveis. Esta fase, desordenada, no limite termodinamico
possui magnetizagio M = 0 e @ = 2/3 (lembrando que M = #H L, 8 e
Q= }%(Ei\ilszz))

Na linha de coexisténcia entre as fase ferromagnética (f) e paramagnética
rica em spins 0, a entropia do sistema em fungdo da temperatura se encontra

na figura B.3. Em baixas temperaturas a entropia do sistema € pequens,



s/kg

1 . [

9 11

s/kg

1 3 5 7 9 11

Figura B.3: Entropia em fungao da temperatura para D/z=2.0 e H=0.0.



s/k

1 3 5 d 9 11

Figura B.4: Entropia em fungio da temperatura para D/z=12.02/6 e H=0.0.

caracterizando a existéncia dos dominios de spins # 0 e spins 0. A inflexdo
na curva da entropia indica o ponto triplo mencionado acima, caracterizando
a coexisténcia entre as fases ferromagnética, paramagnética rica em spins 0
e desordenada.

Para D/z > 2, em baixas temperaturas, o sistema se encontra na fase
paramagnética rica em spins 0. Conforme aumentamos a temperatura, uma
transicao entre a fase paramagnética rica em spins 0 e a fase desordenada
OCorTE.

Para todos os valores de D/z simulados acima, no limite 7' — oo,
s/kp — In3 = 1.10, indicando que cada spin pode assumir com igual pro-

babilidade cada um dos trés valores possiveis: -1, 0 e +1, em consisténcia

com a regiao superior do diagrama B.1.
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