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Resumo

Estudamos a aplicagao do circulo

b
Tun = Mz, + %sin(%r:cn) +Q (mod 1),

para M = 2, que ¢ a aplicagéo do circulo de grau 2.

Para estudarmos a dindmica da aplicagdo (1) com M = 2 usamos métodos
numéricos. Uma das andlises feita foi para identificar qual comportamento
a aplicacao apresentava para determinadas combinacées de pardmetros b e
§2. Para estabelecer as mudancas estruturais do sistema, variando apenas:
um parametro, usamos o diagrama de bifurcagéo e a evolucdo do expoente
de Lyapunov. Aqui pudemos observar como ocorreu a transi¢ao do caso co- .
nhecido de b = 0 para b # 0. Também usamos os mapas de retorno para
estudar regides especificas com os parametros fixos, como as regiées préximas
de bifurcacao. Para ter uma visdo geral do comportamento do sistema calcu-
lamos o expoente de Lyapunov no espago de parametro, onde identificamos
as regioes onde ocorrem o movimento caético e movimento periédico. Ainda
no espago de pardmetros apresentamos os graficos que mostram onde ocor-
rem as bifurcagdes. A aplicacdo ndo apresentou movimento quasiperiédico e
mostrou a formagio de bolhas no diagrama de bifurcagio com a variacio do
parametro b.




Abstract

We study the circle map

Tnt1 = Mz, + %sin@wxn) £ 0 (mod 1},
for M = 2, whichi is the circle map degree 2.

To study this map we used methods numeric. An analysis was done to
identify which behavior the map present for combination of b and Q. To
stabilish structurals changes in the system use bifurcation diagram and the
evolution of Lyapunov expoent. Here we can see how occur the transition
from 6 = 0 to b # 0. Also use the return maps to study specific regions
with fix parameters, like regions near of bifurcation. To get a overall view
of behavior system we calculate the graph the Lyapunov exponent in the
parameter space, where identify the regions which occur chaotic motion and
period motion. Still in the parameter space we present the graph what show
where occur the bifurcations. The map doesn’t present quasiperiodic orbit
and exhibit bubble formation in the bifurcation diagram with variation of
parameter b.
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Introducao

Se pressionarmos repetidamente o botdo funcdo seno em nossas calculado-
ras, comegando com um nimero qualquer, zg, e no modo radiando, teremos
sucessivas leituras:

T) = sinzy, To =sinz;..

Esse experimento, que muitas vezes é feito como um passatempo de forma
despreocupada, exemplifica uma aplicacio unidimensional. Dizemos que a
aplicagdo é unidimensional porque os pontos z, pertencem ao espaco uni-

dimensional dos nimeros reais. Uma aplicacdo é caracterizada por ser:um

sistema dinamico em tempo discreto. ey

As aplicagoes sdo freqiientemente usadas como uma ferramenta para anah—
se de equagoes diferenciais, onde a se¢do de Poincaré permite mostrar-a
existéncia de solugdes periddicas, analisar a estabilidade das solugdes e iden-
tificar atratores estranhos [7]. As aplicagoes também sio usadas como mo-
delo para fendémenos encontrados na natureza, como por exemplo em te-
oria de finangas, modelos para economia, sistemas mecanicos com pulsos
periédicos, estudo de certas populacdes de animais, entre outras. Muitas
vezes as aplicagbes sdo usadas apenas como simples exemplos de dinamicas
que apresentam caos, pois sao faceis e rdpidas de serem simuladas em com-
putadores.

Uma aplicagdao que possui sua dinadmica muito conhecida e que ainda
desperta interesse é a aplicagdo do circulo. Inicialmente a aplicacio do circulo
foi estudada como um modelo geral de rota quasiperiédica para o caos [25, 24],
também ¢ usada como modelo para oscilador nao-linear forcado [4, 32, 30],
para juncéo de Josephson for¢ada [18, 31] e osciladores biolégicos estimulados
periédicamente [12, 7, 26]. Sao indmeros os sistemas fisicos e bioldgicos
que podem ser descritos pela aplicacdo do circulo por apresentarem em sua
dindmica caracteristicas como: quasiperiodicidade, biestabilidade, histerese,
duplicagao de periodo e intermiténcia. Em [14], Glass sugere o estudo da




aplicacao:
b
Tntr = M, + o—sin(272,) +Q  (mod 1), (1)

para diferentes valores do parametro M. Estas aplicagdes apresentam cara-
cateristicas comuns para duplicacio de perfodo e que foram analisadas nesse
trabalho através das érbitas superestdveis no espaco de pardmetro. Para
M = 2 na aplicagéo (1), dizemos que é uma aplicacao do circulo de grau 2, e
para M = 1 dizemos apenas que é uma, aplicacao do circulo. O interesse em
estudar a aplicagdo (1) com M = 2 surgiu pelo fato de sua dinamica, para
b = 0, ser conhecida e constituir um exemplo de sistema ergddico.

O trabalho esta dividido em dois capitulos. No Capitulo 1 introduzimos
0s conceitos tedricos necessdrios para o estudo da aplicacdo do circulo de
grau 2. Primeiro apresentamos a aplicacdo deslocamento de Bernoulli, que
¢ citada na literatura como um exemplo de aplicacdo ergddica, e posterior-
mente apresentamos a aplicagdo do circulo. No Capitulo 2 desenvolvemos
o estudo da aplicagdo do circulo de grau 2 e fazemos uma analogia do seu
comportamento com o comportamento da aplicagio do circulo. Para finalizar
apresentamos as conclusdes e os comentarios finais. :




Capitulo 1

Aplicagoes Unidimensionais

Neste capitulo vamos discutir algumas propriedades das aplicagoes, e técnicas
de andlise. Com a ajuda de dois exemplos de aplicagoes unidimensionais
vamos apresentar o conceito de caos e métodos que podem ser usados no
estudo de aplicagées que apresentam comportamento caético.

1.1 Crescimento Populacional

Como primeiro exemplo, vamos mostrar uma aplicagdo que pode ser usada
para estudar um crescimento populacional. Considere a funcgio:

f(z) = 2z, (L)

que ¢ uma simples regra que d4 a cada nimero z o dobro do seu valor. Esta
fungéo é um simples modelo matemético que pode ser usado para modelar
um crescimento populacional com recursos ilimitados, como uma cultura de
bactérias em laboratério. Se o interesse for o continuo crescimento da po-
pulagéo de bactérias em intervalos discretos de tempo, por exemplo a cada
hora, entao o nimero de bactérias pode ser escrito como:

Tnel = fn(l'o) = 2CEn, (112)

onde n designa o tempo discreto e z, a populagio em um tempo 7.

A evolugdo do processo dindmico na equagdo (1.1.2) é o resultado da
composicao da fungao (1.1.1) n vezes, para um dado estado inicial. O que
estamos fazendo aqui € iterar a fungdo (1.1.1) intmeras vezes. Uma funcio




iterada de ordem n é dada por f™(zp) e definida como:

n S (f o f(n_l))(iﬂo) sen >0
f(xo)ﬁ{ Zo sen =20
onde (f o f)(z) = f(f(z)) é composicio de f com ela mesma.

Entéo uma aplicagio é dada pela seguinte regra:

Tmi1 = F(za); (1.1.3)

onde chamamos z, de condigio inicial e de érbita a seqiiéncia de valores
obtidos quando iteramos a funcéo.

Para apresentar o conceito de atrator, vamos supor que M seja o conjunto
formado pelo dominio de uma funcio e, com a evolugao temporal, caminha
assintoticamente para um subconjunto de M, onde permanece. Esse subcon-
junto, que chamaremos de A, serd um atrator. O conjunto de pontos iniciais,
que levam a esse subconjunto A, é a bacia de atracdo. Se a bacia de atracao
de A for todo o conjunto M, dizemos que A é um atrator universal [35].

Um ponto z* é ponto fixo de uma aplicacio se satisfizer z* = Flet).
Quando falamos em um ponto fixo de uma aplicacdo, é interessante sabermos
como € o comportamento dos pontos nas vizinhangas desse ponto fixo, ou
seja, como é a estabilidade caracteristica desse ponto. Para um ponto fixo
ser localmente estdvel, todos os pontos zp na sua vizinhanca tem que ser
atraidos para ele. Para estudarmos a estabilidade desse ponto, pegamos um
ponto xgp = &* +¢€, onde € ¢ uma distancia muito pequena. Substituindo essa
condigao inicial na equagéo (1.1.3), com n = 1, e fazendo uma expansio de
Taylor de primeira ordem em &, obtemos:

(@) = flz* +6) = flz*) +ef (") = 2" +f (")

onde

Iz )= 7 lmzr. (1.1.4)

Se | f'(z*)| < 1, a 6rbita tende para o ponto fixo. J4 se |f'(z*)| > 1, o ponto
fixo serd instdvel, e a érbita ird divergir desse ponto.

Dizemos que pontos z;, ¢ = 1, 2...,n, sdo pontos periédicos de perfodo n
se f*(z}) = z; e fi(z}) # z] para 0 < j < n. Uma 6rbita que tem como
condigao inicial z; de perfodo n, serd uma 6rbia periédica de periodo n.




Como para o caso do ponto fixo, teremos condigdes similares de estabilidade
para orbitas de periodo n [3, 4]:

df"(z)

dz lo=z; < 1

ou usando a regra da cadeia, teremos para érbitas estaveis,

n
| I s = (1.1.5)
i=0
e para orbitas instéveis,
n
[T] Fzs) = 1. (1.1.6)
=0




1.2 Deslocamento de Bernoulli
Vamos considerar a aplicacao:

Tnyr = 2%, (mod 1). (1.7)

(<)

Figura 1.1: Representacdo da fungdo (1.7), onde podemos ver a descontinui-
dade da funcao.

Tratamos anteriormente da aplicacio (1.2) como sendo um modelo para
uma populagdo de bactérias. Agora acrescentamos (mod 1) & aplicagao e
veremos que esta simples aplicacdo possui sensibilidade as condigdes iniciais,
e é cadtica.

A figura 1.1 mostra o gréfico da fun¢do f(z) = 2z (mod 1). Quando
colocamos (mod 1) a fungéo fica limitada ao intervalo [0,1[, o que significa
que, quando f(z) > 1, subtraimos desta a parte inteira. Por exemplo, se
tivermos como condigdo inicial zo = 0.3, a érbita da aplicacao Bl = &by
sera

10.3,0.6, 1.2, 24 48 1

mas quando usamos (mod 1), a érbita sera
{0.3, 0.6, 0.2, 0.4, 0.8....}.

Uma alternativa para visualizar a aplicagdo (1.7) é escreve-la em uma
representagdo bindria [3, 4, 5]:

Ty = ZaiZ_i = (O, a]agag...), (18)
i=1

6




onde a; tem como valores zero ou um. Quando zy < 1/2, implica em a; = 0,
e To > 1/2 implica em a; = 1. Podemos escrever [3]:

i 21 para 0 < z, < %
Tnyl = { 2p—1 para: <z,<1 (1.9)

Aplicando (1.8) em (1.9), para 0 < 7y < 3, com a; = 0 teremos:
Ty =2 Zaﬂ_i = Z a,k+12—k = (O, 0.’,2(1.3&4...)
i=2 k=1
epara 1 <z <1, coma; =1,
1 = iz = —k ~
T = 2[5 + ZaiQ ] —-1= Z G,k+12 = (0, a2a3a4...)
1=2 k=1

Em ambos os casos obtemos o mesmo resultado, a agio de (1.9) na rep-
resentacao bindria para o valor de z é excluir o primeiro digito e mudar o
restante da seqiiéncia para a esquerda. Este é o chamado Deslocamento de
Bernoulli, (Bernoulli Shift). Se a condigfio inicial dada & aplicacio (1.9),
for um nimero racional, a seqiiéncia de ntimeros, ou a érbita, transforma-se
em uma Orbita periddica. Apresentamos um exemplo de érbita periédica de
periodo 2, na representagao bindria [3]: .

T %é(0,0IOl)
2

z; = ==(0,1010)
3
i

72 = 3%(0,0101)
2.

A cada 2 iteragoes o valor de z,, repete-se. Neste exemplo, podemos dizer
que nao houve ganho de informacao, depois de um certo nimero de iteracdes
a informac@o contida no sistema mantém-se. Porém, se o valor inicial for
um niimero irracional, a aplicacdo (1.9) produzird uma seqiiéncia infinita de
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digitos 0 e 1, e a cada lteragao serd adicionado um novo digito sobre o valor
da posi¢ao inicial. Como exemplo temos [3]:

zo=(0,100110111...)

£12(0,001101117...)
£22=(0,011011177...)

Nesse exemplo, a aplicacéo (1.2.9) apresenta sensibilidade &s condicGes
iniciais. Se tivermos dois pontos muito préximos z e z’, para o caso de
condicdo inicial irracional, que difiram somente depois do digito a,, essa
diferenca serd amplificada depois da acio de (1.2.9), e na iteracao de ordem
n, seré percebida no primeiro digito.

A aplicagdo (1.2.9) possui todas suas érbitas periddicas instéveis, pois
f(z*) = 2, e apresenta sensibilidade s condigdes iniciais, entdo, dizemos
que a aplicagdo (1.2.9) é cadtica. Para [2], caos é identificado com ndo peri-
odicidade e com sensibilidade as condicdes iniciais.

O Deslocamente de Bernoulli é conhecido na literatura como sendo um
exemplo de aplicacdo que apresenta movimento caético e ergédico [1, 3, 4,
8, 9, 14]. Para falar da ergodicidade da aplicacio (1.2.9) vamos ver como as
6rbitas periédicas estdao distribuidas no intervalo [0, 1.

A aplicagao (1.2.9) possui 27 — 1, condicdes iniciais que nos levam a uma,
orbita periédica instdvel de periodo p [5]. Podemos dizer que os pontos
pertencentes a essas orbitas periddicas sao densos no intervalo [0, 1], e existe
uma grande quantidade desses pontos no intervalo [0, 1]. Porém, o conjunto
formado pelos pontos que fazem parte de érbitas periédicas instéveis é um
conjunto contavel e infinito, j4 o conjunto dos outros pontos possiveis no
intervalo [0, 1] sdo infinitos e incontdveis. Isso significa que o conjunto dos
pontos periddicos, ainda que denso, é muito menor que o conjunto de todos
os outros pontos em [0,1[. Se escolhermos uma condicio inicial zo de uma
forma aleatéria em [0, 1], de acordo com uma distribuicao de probabilidade
uniforme em [0, 1, a probabilidade de cairmos em um ponto periédico da
aplicagdo é zero. Se fizermos um histograma da fragao de vezes que cada
ponto de uma érbita de comprimento finito, para uma escolha aleatdria das
condigoes inicial, cal em pequenas divisdes do intervalo de [0,1[, veremos
que cada divisao terd aproximadamente o mesmo nimero de visitas e ird se
aproximar de 7{,— Aqui N é o nlimero de divisées do intervalo [0, 1]. Segundo
[5], isso caracteriza a aplicagao (1.2.9) como ergidica.




1.2.1 Teoria Ergédica para Sistemas Dinamicos

A Teoria Ergédica trata da dinimica, de transformagdes que preservam me-
didas, ou seja, que tenham pelo menos uma medida invariante. Para uma
medida p ser invariante ela deve satisfazer [35]:

Plf (X)) = p(X), >0

onde X é um conjunto de pontos de ®™. Em geral hd varias medidas inva-
riantes em um sistema dindmico. Introduziremos o conceito de ergocidade
segundo [8].

Seja T : A — A uma transformacio que preserva medida. A O6rbita
de um ponto z € A ¢ a seqiiéncia z, T(z), T o Bef A R
uma fungdo integrével, consideramos suas médias sobre segmentos de drbita
z,T(z),...,T"(z), como sendo:

1 e -

Tz}
“sed )
O Teorema de Birkhoff estabelece que a seqiiéncia das médias das fungdes
integraveis sobre os segmentos de érbitas convergem, para quase todo z € A4,
a um numero denominado média orbital de f no ponto z, e é definida por

n

f= lim . -5 f(T9 ().

n—oo 4 1 =0

A média orbital é integravel e

fAfdp=/Afdp-

Dizemos que T ¢ uma transformacdo ergédica se para toda funcio f :
A — R integravel vale:

f=] tdo

para quase todo ponto x € A. Na equagdo acima, a primeira parte é a
média temporal de f e a segunda parte é a média espacial. Resumindo, o
Teorema Ergdédico de Birkhoff nos diz que um sistema que tenha uma medida
invariante, terd sua média temporal igual a média espacial [1, 8, 9].
Trataremos em nossos estudos a média espacial como sendo a medida de
probabilidade invariante p no conjunto A, que descreve com que freqiiéncia




varias partes de A4 sio visitadas por uma érbita. Em uma aplicagao unidi-
mensional definimos p como a média temporal das deltas de Dirac do ponto
Zn+1, € esta medida invariante sobre g evolucdo temporal determina a den-
sidade de pontos por Iteragdo sobre um intervalo unitério, e é definido por

[4]:

t—roo

p(z) = lim -i—id[a: — fi(z0)] (1.10)

Para um sistema ergédico, p € 0 mesmo para quase todos 0s pontos z
em (1.10).

Em geral, p(z) ndo pode ser calculado analiticamente e depende de z. O
Deslocamento de Bernoulli é um caso particular, onde p(z) é constante para
quase todos os valores de z.

Para um caso ergédico, podemos escrever a média temporal sobre uma
fungéo g(z) como sendo a média sobre a medida invariante.

pla) = Jim 23 o(a) = pla) = fim § 3 ol an)) = [ dop(z)g(a).

(1.11)
O anédlogo para uma aplicagio Tr41 = f(x,) pode ser feito da seguinte forma
[4]: se um ponto z, evolui para f (=) depois de uma iteracio, a distribuicdo
da fungao delta 6[z — zo] evolui, depois de uma iteragio, para o[z — f(zo)],
e pode ser escrita como: iy

Sle = £(zo)] = [ dubla ~ F(u)}aly — 20). (1.12)

Generalizando esta evolucido para uma densidade pn(z) arbitrdria em um
tempo n, obtemos a equacdo de Frobenius-Perron [4]:

puii(@) = [ duble ~ 7)lon(y) (1.13)

que governa a evolugdo temporal de p,(z). A medida invariante p(z) tem
que ser estaciondria porque a equacdo (1.11) faz sentido somente se p(z)

10




for indfapendente do tempo n, isto §, p(z) é uma auto-funcio do operador
Frobeniuns-Perron com auto-valor 11

o) = [ dyélz - FW)]o(y) (1.2.14)

Agora podemos mostrar que, para o caso do Deslocamento de Bernoulli,

p(z) é constante para todo z. Para a aplicagdo (1.2.9), a equagdo (1.2.14)
transforma-se em:

(@) = 51o(2) + p(1 — 2] (1215)
2
€ quando normalizada, a solugdo torna-se p(z) = 1. Isto significa que, para
0 Deslocamento de Bernoulli, as drbitas cadticas cobrem uniformemente o
intervalo [0, 1[, e o sistema é ergédico com p constante.

Quando nos referimos a quase todos os valores de z, estamos excluindo
0s pontos fixos instdveis, pois quando escolhemos uma condigao inicial de
forma aleatéria a probabilidade de escolhermos um ponto fixo é de medida
zero [35].

O resultado do Teorema Ergédico de Birkhoff nos permite trabalhar com a
analise dos dados experimentais ou gerados no computador, usando as médias
temporais, o que torna o transiente irrelevante. Podemos considerar apenas o
comportamento do sistema transcorrido um longo tempo, e assim desprezar o
transiente. Porém, algumas vezes, os transientes sio muito longos e o tempo
que leva para sair deles depende de cada sistema [2]. O estudo geométrico
dos atratores, em sistemas cadticos, pode apresentar dificuldades, como é o
caso dos atratores estranhos. Para esse estudo introduziremos o expoente
de Lyapunov e a entropia de Kolmogorov, que servem para caracterizar um
atrator estranho.

O expoente de Lyapunov da forma que é definido é uma medida inva-
riante. O método para determinar o expoente de Lyapunov faz uso da di-
vergeéncia ou convergéncia exponencial do comportamento de trajetérias vi-
zinhas em um espago de fase, e vem da estabilidade das trajetérias [3]. Para
apresentar o expoente de Lyapunov para aplica¢des unidimensionais, vamos
falar sobre a evolugao temporal de dois pontos iniciais muito préximos.

Supomos que a aplicagdo z,1 = f(z,) nos leve a um movimento caético.
Damos a aplicagdo duas diferentes condi¢bes iniciais: zg e zg + €. Iterando n
vezes a aplicagdo para cada condigdo inicial teremos: f™(zg) e f™(z¢ + ¢€); €
a distincia entre esses dois pontos serd de ee™(%0) oy seja:

ee M) = | f™(zo + €) — (o)

il




AgOra podemos definir o expoente de Lyapunov, A(zp), como a taxa média,
da divergéncia exponencial das duas seqiiéncias de pontos vizinhos iniciadas
pelas condigdes iniciais zo e z + €. Para n — 0o e lexo| — 0, determinamos
0 expoente de Lyapunov para aplicagdes em uma dimensao:

n—oo [ca:o|-—)0 n Iﬁl n—oo g T
ou
] 1 n—1 !
Mzo) = lim ~ 37 In|f (). (1.2.16)
=0

O limite de » — oo elimina a influéneia do transiente.

Quando apresentamos o expoente de Lyapunov supusemos que a aplicacio
tinha uma medida invariante p, 0 que faz com que A seja constante para qual-
quer condigdo inicial que faca parte da bacia de atracao desse atrator. Mas
vimos que a definigdo do expoente de Lyapunov, equagdo (1.2.16), depende
da escolha da trajetéria ou de zy. Pelo teorema de Oseledec 3, 8], o limite
de (1.2.16) existe para quase todo zo com respeito & medida invariante p. Se
o sistema possui uma medida invariante e é ergédico, o maior valor de )\ é
independente de z;.

O expoente de Lyapunov nac é apenas uma caracteristica do comporta-
mento da estabilidade de uma trajetéria, mas do respectivo sistema dindmico.
Um atrator estranho, que é caracterizado por ter sensibilidade as condigoes
iniciais, possui expoente de Lyapunov positivo. Se o atrator for periddico seu
valor é negativo e para drbitas quasiperiédicas ou nos pontos de bifurcagao
o valor do expoente de Lyapunov ¢ igual a zero.

Para o caso que vimos anteriormente do Deslocamento de Bernoulli, o
expoente de Lyapunov é positivo, A = In2. Vimos que essa aplicacio possui
sensibilidade as condigdes iniciais e é ca6tica, o que estd de acordo com o que
apresentamos sobre o expoente de Lyapunov.

Outra importante medida usada para caracterizar o movimento caético é
a entropia de Kolmogorov, K. A entropia de Kolmogorov mede quio caético
o sistema dindmico é [33], e pode ser definido como sendo proporcional
taxa de informacao que é perdida com o passar do tempo sobre o estado do
sistema dinamico. Para uma aplicacdo unidimensional, K é exatamente o
expoente de Lyapunov positivo [4, 33, 34]. Agora temos outra forma de ver o
expoente de Lyapunov, a sua magnitude quantifica a taxa com que o sistema
cria ou destroi informacdoes em ‘bits’ por unidade de tempo.
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Em termodinamica, quando falamos na Hipétese Ergddica co.stumarflos.;
nos referir ao caso em que o postulado das probabilidades iguais a priori
¢ vilido [13]. Esse postulado diz que em um sistema esFatfstico ~fec.hado,
com energia fixa, todos os microestado acessiveis a um sistema sdo 1gu_a~.l-
mente provdveis. Ou seja, para este caso a densidade pé constfn.lte na regiao
acessivel ao sistema e nula fora dela. Essa suposicao de probak{ﬂzdadfas.lgums
apenas representa a ignorincia que temos sobre o estado microscopico do
sistema.
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1.3 Abplicacao do Circulo

Para apresentar a aplicagéo do circulo vamos considerar o exemplo de dois
osciladores harménicos simples desacoplados, com massas m; e M € com
freqiiéncias w; e w, respectivamente [17]. A hamiltoniana do sistema é defi-
nida por:
. 1 > 1
5.2 Dy 3.2
= o+ oMz + == + —mowis 1.17
9y | 2 1L e 9 2T (1.17)
O sistema é integravel e o espago de fase do sistema é definido pelas coor-
denadas z; e z, e pelos momentos P1 € pa, tendo dimensao igual a quatro.
O fato do sistema ser integravel e da energia ser conservada, faz com que o
movimento fique limitado a uma superficie de duas dimensdes no espaco de
fase.

A solugdo da hamiltoniana (1.17) é conhecida:
r; = Az Sin(wit - (,bi),

onde A; e ¢; sio respectivamente a amplitude e a fase das coordenadas Zin oy
50 b i

Definindo 8; = w;t, o estado do sistema ser4 especificado pelos angulos 6,
e 9, ou seja 0 movimento no espaco de fase estd confinade em um 2-torus -
por uma energia dada. Se a razdo das freqliéncias wy/w, for um ntmero
racional p/q, as freqiiéncias sio ditas comensurdveis e a trajetéria no 2-
torus ¢ uma curva fechada com p voltas ao longo da diregéo 6; e g voltas:
ao longo da diregdo #;, entdo temos um movimento periédico. Caso a razio
entre as freqiiéncias ndo seja um ndmero racional, as freqiiéncias sio ditas
incomensurdveis e a trajetéria do sistema ficard rodando ao longo do 2-torus
indefinidamente sem se cruzarem, e teremos um movimento quasiperiédico.
Para simplificar a visualizagio do movimento do sistema podemos congelar
o movimento em uma diregdo, por exemplo 6, e observarmos a trajetdria
estroboscépicamente em intervalos de tempo iguais a At = 27 /ws.

Isso corresponde a fazer um corte através do 2-torus com um plano em
f, constante, como vemos na figura 1.2. Assim a trajetdria transforma-se
em uma seqliéncia de pontos discretos que serdo observados em intervalos de
tempo constante. Essa técnica de discretizacio, baseada na idéia de Henri
Poincaré, tem como vantagem a diminuicao da dimenséo do sistema em uma
unidade [3, 2, 6]. As trajetérias na superficie do 2-torus sao agora reduzidas
a pontos em uma intersecao de um circulo. Durante o intervalo de tempo
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Figura 1.3.2: Espago de fase com a superficie de um 2-torus mostrando as co-
ordenadas angulares 0 e 0. Uma possivel érbita estd indicada como uma linha
contornando a superficie do torus. Um plano vertical intercepta o torus em 0 = 0,
dando uma se¢do de Poincaré ou a trajetoria em intervalos de tempo iguais a
2mfwy. A figura foi retirada da referéncia 27

At, 8) avanca:

ABy = w At = 272 = 2700,
Wa

onde {2 = w; /wy. As sucessivas intersecdes da trajetéria com o plano podem
ser representadas por uma série de pontos e descritas em coordenadas polares

por:
Ont1 = 0, + 2700 (1.3.18)

Esta é a aplicagdo do circulo sem acoplamento. Aqui, Q = wy /wy denota
a diferenga de fase depois de uma revolu¢do no torus. A equacio (1.3.18)
pode ser interpretada como sendo a se¢do de Poincaré de um movimento
em um torus de trés dimensoes, caracterizado por freqiiéncias w; e w,. A
vantagem desse método é que, se fossemos resolver a equagdo diferencial,
precisariamos fazer uma integracao numérica, o que consome tempo e acu-
mularia erros numéricos, mas usando a se¢ao de Poincaré, precisamos apenas
fazer iteracoes, o que € feito em um tempo bem menor.
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Através desse modelo espera-se obter um sistema hamiltoniano simples e
conservativo. Para obtermos um sistema mais abrangente podemos perturba-
lo com um termo nio linear senoidal, assim o sistema torna-se dissipativo
€ apresenta um comportamento mais complexo. Sistemas dissipativos sio
aqueles que apresentam uma contragao no espago de fase. Por exemplo, se
0 espago de fase do sistema apresentar duas dimensoes, a area ocupada pela
solucdo do sistema serd menor que a 4rea formada por todo o espago de
fase. Essas pequenas regioes no espaco de fase onde as solucGes sdo atraidas
830 chamadas de atratores, que podem ser pontos, no caso de uma solucio
periddica. Sistemas que possuem um comportamento ndo regular podem
apresentar atratores estranhos, que tem como caracteristica sensibilidade as
condiges iniciais e possuem dimensio fractal, ou seja, nao inteira. Sistemas
que apresentam comportamento cadtico possuem atratores estranhos.

Vdrios sistemas dindmicos, caracterizados por exibir duas diferentes fre-
quéncias, exibem um comportamento quasiperiddico e podem ser modelados
por uma aplicagdo do circulo [15, 19], a qual pode ser escrita como:

b L
Taii=f(B] =0 4 = sin(27z,) + Q  (mod 1) (1.19)
w

A aplicacao circulo foi estudada como um modelo geral de rota quasi-
periddica para o caos [25, 24], também ¢ usada como modelo para oscilador
nao-linear forgadc [4, 32, 30], para jun¢do de Josephson forcada [18, 31] o
osciladores bioldgicos estimulados periédicamente [12, 7, 26]. Isto deve-se ao
fato da aplicagao do circulo mostrar-se um bom substituto para a equagao
de van der Pol [27, 28].

A equagdo de van der Pol foi usada como modelo para o sistema cardiaco
e, acoplada a outras equacoes, como é o caso do sistema de Bonhoeffer van der
Pol, pode ser usado como uma representa¢ao em duas dimensées do sistema
Hodgkin-Huxley, que é conhecido como um modelo para a representagio
fisiolégica do comportamento elétrico de uma membrana nervosa [41, 29].

Uma importante propriedade da aplicagao (1.19) é

flz+1) = f(z) +1,

fUz+l)= 2(z) L
H4 trés distintos casos conhecidos na literatura para a aplicacio (1.19) quando
variamos o parametro b [17, 31].
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. (1) Quando 0 < b < 1, o sistema é dito subcritico. A aplicagdo f(z)
.e uma fungido monoténica crescente, tem inversa, e ambas, a funcio e sua
1nversa, sao continuas e diferencidveis.

(2) Parab=1 3 aplicacdo desenvolve um ponto de inflexéo cibica, para
Ti— ()

3)b>1, a aplicagdo passa a ter miximos e minimos e deixa de ser
Inversivel, podendo apresentar trajetdrias cadticas. Aqui o sistema é chamado
de supercritico.

Uma importante medida para estudar a aplicagao do circulo é o winding
number. Esta é a quantidade que mede a média da variagao de x por iteragio,
ou [3] a média de revolugses por iteragGes, e é definido como:

W(B,Q) = lim 2225 _ g £7(80) — %0 (1.3.20)
n—oco n n—00 n

No caso de aplicacdes monotonicas o limite existe, W ¢ independente de z;
e W(Q) é continua. Se a aplicagao é ndo-inversivel, um limite superior deve
ser usado e W depende da condicio inicial (20, 14]. Para o caso onde b = 0,
temos W = €. Para estudar a dindmica de W (§2) podemos distinguir dois
casos. O primeiro é o caso em que W () assume valores racionais e apresenta
orbitas periédicas estdveis. O segundo é o caso em que W () assume valores
irracionais e apresenta 6rbitas quasiperiddicas. Para esse caso a aplicacio
do circulo é ergédica e possui uma distribuicdo de probabilidade uniforme
em [0,1[, como no caso da aplicacdo do Deslocamento de Bernoulli [23] Um
atrator quasiperiddico possui apenas uma medida invariante, a medida de
Haar [35, 9].

Em um estado geral de b < 1, podemos calcular para quais valores de b e
{2 temos W = p/q racional, através das equagdes:

fs%,b(fl?i) —ph%;

q
| f8s(z3) |= ] I faslal) | < 1.
1=1

Quando fazemos o grafico no espaco de pardmetros, b vs 2, para diferen-
tes valores de W racionais, encontramos as linguas de Arnold, figura 1.3.3.
As linguas de Arnold sdo formadas pelo conjunto de pontos de (£2,5), onde
a aplicac@o (1.3.19) possui orbitas peridédicas estdveis. Este grafico é carac-
teristico de sistemas de dois osciladores acoplados ou um oscilador forcado
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Figura 1.3.3: Espago de parémetros, para a aplicacGo do circulo mostrando as
linguas de Arnold. Eizo vertical refere-se ao pardmetro b e o eizo horizontal ao
pardmetro 2. A linha pontilhada indica a sobreposi¢do das ressondncias. Figura
retirada de [17].
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Figura 1.3.4: Grdfico da Escada do Diabo para b = 1. O quadrado ao lado mostra
uma ampliagdo e podemos ver que hd auto similaridade no grdfico. Figura retireda

de [31].

por uma forga periédica. Na figura 1.3.3, vemos que as linguas de Arnold nao
se cruzam para b < 1, onde a fun¢do f(z) em (1.3.19) é inversivel, e existe
um 1inico valor de W para cada par de (b, Q). J4, para b > 1, encontramos
diferentes valores de W para um mesmo par de (b, ).

Na figura 1.3.3, vemos que para um valor de b préximo de zero as linguas
de Arnold sao muito estreitas e a probabilidade de um W aleatério ser um
valor racional para um dado valor  é aproximadamente zero. Ou ainda,
a probabilidade de cairmos em um W irracional é quase um nesta regiio.
Com o valor de b crescendo as regides preenchidas pelas linguas de Arnold
ficam maiores e para b = % a probabilidade de W ser racional ou irracional
¢ a mesma. O grifico W vs Q onde hé as linguas de Arnold é conhecido
como Escada do Diabo, e para b = 1 ¢ uma escada completa, onde a soma
de todos os intervalos é igual a um, figura 1.3.4 [18]. J4 as regides onde o
movimento é quasiperiédico formam um conjunto de Cantor de medida zero
e dimensao fractal D ~ 0.87. Este nimero é uma caracteristica universal
para a transi¢ao de um movimento quasiperiddico para um sistema cadtico

31,

19




0.8

0.6

([£3]

04

0.2 |

Figura 1.3.5: a) Representacdo da funcdo (1.3.19), para Q = 0.1. Em preto temos
a fungdo para b = 27Q), que passa por uma bifurcacdo tangente. b) Diagrama

de bifurcagdo pare 2 = 0.1, onde podemos ver o surgimento do ponto fizos para
b= 2m§2

No contorno das linguas de Arnold ocorrem bifurcagdes, ou seja, uma
pequena mudanc¢a nos parametros nos leva a uma modificacao qualitativa
nas trajetérias [2]. Como as regides delimitadas pelas linguas de Arnold sao
regioes onde hd érbitas periddicas estdveis, podemos dizer que nas fronteiras
das linguas surgem as 6rbitas periédicas estaveis. O tipc de bifurcagao que
ocorre nesse caso é chamada de bifurcagao tangente, com numa pequena mu-
danca no parametro de controle, um par de érbitas periécicas, uma estavel
e outra instavel, surgem. Na figura 1.3.5-b, para b ~ 0.624 podemos ver o
surgimento de uma orbita de perfodo um por bifurcagao tangente.

Uma bifurcaco tangente é caracterizada por apresentar [3, 4, 2, 10]:

df"(z)
dx

lI::C;-' =1

onde z* é um ponto fixo.

Na figura 1.3.5-a mostramos o que acontece com a fungao (1.3.19) quando
ocorre uma bifurcacao tangente, para {2 = 0.1. A curva em preto mostra o
momento da bifurcagdo, onde a curva tangencia a bissetriz. Aqui b = b, =
21Q), que é a condicdo para o contorno da lingua de Arnold com W = 0/1
[3]. As outras curvas tracejadas sao para valores de b préximos & bifurcagao.
Na curva 1 temos dois pontos fixos, a curva cruza duas vezes a bissetriz. A
estabilidade dos pontos fixos é dada pelo gradiente da fungao, e temos um
ponto estdvel e outro instdvel. Para acurval,b=0b,+¢,come= 03. A
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A~ CUTY& 2, b = b, — ¢, ndo cruza a bissetriz, o sistema é quasiperiédico e
LT hd ponto fixo para esses valores de pardmetro. Na figura 1.5-b temos o
diagrama fie bifurcagio que mostra o comportamento da aplicacio do circulo
com a \’rarlagéo do parametro b, quando mantemos  constante. Para fazer
esse grafico escolhemos um valor aleatério de zp e calculamos a érbita de
Tnt1- Ignoramos os 500 primeiros pontos e fazemos o grafico com os 500
po’ntos posteriores. Isso é feito para diferentes valores do paridmetro 5. O
grafico mostra os atratores da aplicagao como fungéo de b. b varia de 0 a 4
com intervalos de 10-3. O grafico mostra o surgimento de um pontos fixos
estavel para b = 27 ~ 0.628. Para b < 0.624 ndo tinhamos pontos fixos e a
trajetéria era quasiperiédica.

Acompanhando o que ocorre na figura 1.5-b, quando aumentamos o valor
de b, percebemos que o ponto fixo, representado por uma unica linha em
b = [0.624,2.1], desaparece e essa linha passa por uma bifurcacdo surgindo
duas novas linhas. O mesmo ocorre para cada nova linha que surge até
nao conseguirmos mais identifici-las. Dizemos que a aplicacdo passou por
uma cascata de duplicagao de periodo levando o sistema para um movimento
cadtico.

Uma bifurcacao do tipo duplicagdo de periodo ocorre quando uma érbita
estdvel torna-se instdvel e surge outra érbita estavel com o periodo sendo o
dobro do primeiro. A condicdo para que haja uma bifurcacao de duplicacio
de periodo é: '

df"(z)

TR T

Para visualizarmos o que ocorre com a fungéo quando ela passa por uma
bifurcagao, vamos introduzir um método grafico que nos permite encontrar
érbitas periédicas. Para localizarmos os pontos fixos de uma, funcado f*(z),
identificamos quais pontos interceptam a linha f™(z) = z, esta foi a equagao
que usamos para definir um ponto periédico de periodo n. Para sabermos
sobre a estabilidade desses pontos, vemos qual é a inclinacio da curva Fe]
no ponto em que a curva cruza a diagonal. Se a inclinagdo estiver entre
[—45°,45°], o ponto serd estdvel. Isto equivale dizer que |o| < 1, sendo
o d’%ﬂlz:x;, [11]. Para uma inclinagéo igual a 45°, teremos uma bifurcagio
tangente (o = 1) e para uma inclinagdo igual a —45°, uma bifurcacio de
duplicagdo de periodo (o = —1),[11].

Na figura 1.6-a, temos a representacdo da funcdo (1.19) para = 0.1
e b = 2.1. Para esses pardmetros a aplicagdo passa por uma bifurcacio de
duplicacdo de periodo, e a inclinacdo da funcdo f(z), no ponto onde cruza
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Figura 1.3.6: a) Representacio do fungdo (1.3.19), para @ = 0.1 eb = 2.1. Temos
a representag¢do da funcgdo (1.3.19) de segunda iteragdo para: b)b=1.8, ¢) b= 2.1
e d) b=2.368.

22




com a linha' ) — 2 6 45" Nig oufras figuras 1.3.6 temos a funcio
de segunda iteragio para Q = 0.1 e para diferentes valores de b. Na figura
1.3./6-b, vemos f2%(z) para b = 1.8. Para z ~ 0.556, f2(z) cruza a bissetriz
e hd um ponto periédico instdvel, este ¢ o ponto fixo de f(z) que aparecers
como ponto periédico para f*(z). Aumentando o valor de b chegamos em
b = 2.1 onde h4 a bifurcagdio de duplicacio de periodo. No entanto, o que
vemos na figura 1.3.6-c, para z = 0.55, é que f?(z) tem inclinacdo igual a
45° que identifica uma bifurcacdo tangente. Na verdade, quando olhamos
para a funcao de segunda iteragdo, essa érbita de periodo dois estd surgindo
por uma bifurcagdo tangente, por isso vemos uma inclinagao de 45°. J4 na
figura 1.3.6-d, quando b = 2.368, identificamos dois novos pontos onde f?(x)
Ccruza a bissetriz. Para z ~ 0.68 e z ~ 0.44 a inclinagio de f2(z) estd no
intervalo [—45°,45°] e estes pontos sdo estdveis. Na verdade esta 6rbita é
um caso especial de érbita estdvel, pois os pontos z ~ 0.68 e z =~ 0.44 sdo
extremos de f?(z). Dizemos que a aplicacio possui uma érbita superestavel
para b = 2.368 e 2 = 0.1. Chamamos de érbita superestavel, a seqiiéncia de
pontos que satisfizer:

df”(z

—

o= T e =0 (1.3.21)

0 que nos leva a um expoente de Lyapunov igual a menos infinito.

Orbitas superestaveis aparecem sempre que hd uma bifurcagdo de du-
plicagao de periodo. Isso pode ser explicado quando pensamos no que ocorre
com o valor de o desde o surgimento de uma O6rbita periddica, em uma bi-
furcacao de duplicagao de periodo, até ela tornar-se instavel. Vamos consi-
derar como exemplo o caso da 6rbita de periodo um que mencionamos na
figura 1.3.5-b. A odrbita periédica estdvel surge por uma bifurcacao tangente,
o = 1, e perde sua estabilidade por uma bifurcagao de duplicacdo de periodo,
o = —1. No intervalo b = [0.624, 2.1], onde a drbita em questao ¢ estével, o
varia de 1 para —1, tendo que passar por zero. Essa variacao do o sempre
ocorre para uma bifurcacao de duplicacao de periodo.
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Vemisﬁcg;;ao 1;),071:; r;lo;itgg o diagrama.de ~bifurca,(;ﬁo para 2 = O..l, onde

. mica da aplicagdo (1.3.19) quando variamos o
Par.ame:cro b. Na figura 1.3.7-a identificamos algumas rotas que levam a
aphlcagao bara um movimento caético, como a cascata de duplicagio de
periodo e intermiténcia.

Unza. cascata de duplicagdo de periodo é uma seqiiéncia infinita de bi-
furcacoes de duplicagdo de periodo. Uma 6rbita transforma-se em instvel
€ aparece uma nova Orbita estivel de periodo que é o dobro do anterior, e
para cada nova drbita isso ocorre novamente até que haja um numero in-
finito de bifurcacoes. Esse exemplo de seqiiéncia de bifurca¢des pode fazer
com que a aplicagio vd de um comportamento, inicialmente estdvel, para um
comportamento onde h4 sensibilidade as condigoes iniciais, ou seja, caos.

A transi¢do para o caos através de uma cascata de duplicagao de periodo
possui constantes universais que a caracterizam, as constante de Feigenbaum.
Uma delas, vamos chamar de §. Vimos que as bifurcacoes de duplicacgao de
periodo ocorrem para o pardmetro b crescente. Definindo como b, o valor de
b onde surge uma érbita de periodo n, § é definido como sendo [5]:

(1.3.22)

e vale:
o =: 4.669...

Outra constante que caracteriza uma cascata de duplicacao de periodc relaciona-

se as 6rbitas superestdveis. Definimos b,, como sendo o valor de b para o qual
temos uma ¢rbita superestdvel de periodo 2*, T como sendo o ponto critico
da funcao (1.3.19) e A, como sendo [5]:

R T @) =T

Para n grande a quantidade A, decresce geométricamente e podemos definir
a{)

L w
= nlg-]go An+1 y (1323)
e vale:
a = —2.502...

A rota de duplicacdo de periodo também é caracterizada por apresentar
vérias janelas periédicas no regime cadtico que encontra-se apds a cascata
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Figura 1.3.8: Diagrama de Bifurcagdo para Q = 0.1, b = [3.2,3.55]. Nessa figura
vemos uma janela de periodo 8 que também passa por uma cascata de duplicagao
de periodo levando a aplicac@o ao comportamento cadtico.

de duplicacio de periodo. Essas janelas periddicas sdo formadas por orbitas
periédicas, como para b = 3.269, onde temos uma janela de periodo trés. Na
figura 1.3.8, podemos ver com mais detalhe como a érbita periédica surge e
como ela volta ac movimento cadtico. Cada janela periédica que encontra-se
imersa no movimento cadtico é iniciada por uma bifurcagdo tangente. Se
acompanharmos a evolugéo da aplicagdo (1.3.19) no diagrama de bifurcagao
a partir da drbita periédica de periodo 3, que vemos na figura 1.3.8, e dimi-
nuirmos o parametro b, teremos uma transigao por intermiténcia de um atra-
tor periédico para um atrator cadtico [22]. Na transi¢ao por intermiténcia,
uma simples 6rbita periédica é substituida por uma érbita, cadtica quando
o parametro de controle passa por um valor critico. O que implica necessa-
riamente que o atrator periédico estdvel transformou-se em instavel ou foi
destruido. Aqui, a 6rbita periédica ndo ¢ mais substituida por outra érbita
periédica, como acontecia numa bifurcacao de duplicacao de periodo, mas
a nova Grbita cadtica tende a comportar-se como a antiga 4rbita periddica
em um comportamento intermitente. Um sinal é geralmente designado como
intermitente se sua evolugao temporal aparece regular por um longo periodo
de tempo e é interrompido por um certo intervalo irregular. Com a variagao
de um pardmetro externo, quando esse se aproxima do valor critico, cresce a
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porfsz%mento Irregular passam a ser mais frequentes, até dominar totalmente
a serie temporal. Na figura 1.3.9-c a érbita apresenta um comportamento
totalmente irregular, sem os intervalos regulares.

_\’fol_tando a figura 1.3.8, podemos acompanhar o que ocorre com as érbitas
periddicas que formam as Janelas periédicas. Na figura 1.3.8 a érbita de
periodo 3 passa por uma cascata, de duplicagao de perfodo levando a aplicagio
a um atrator cadtico que é dividido em trés partes. Se aumentarmos o valor
de b, o atrator cadtico mudars abruptamente sua forma. Para b =~ 3.513,
0 atrator que era formado por trés partes distintas, passa a ter uma tnica
parte com o tamanho similar ao que tinha antes de surgir a orbita de periodo
trés.

Mudangas bruscas em um atrator cadtico, quando hd variacao do paridme-
tro de controle, sio chamadas de crise. Essas mundancas sao causadas por
colisGes do atrator cadtico com uma 6rbita instavel [5]. H4 trés tipos de crise
que podem ser classificado segundo a natureza da mudanca do atrator cadtico
[36]. A primeira é chamada de crise de fronteira, é o caso em que o atrator
caotico é destruido com uma pequena mudanca do parametro b. Podemos
ver um exemplo de crise de fronteira na figura 1.3.7-a quando surgem as
janelas periédicas. O atrator passa de cadtico para periddico estdvel com
uma pequena mudanga em b. A intermiténcia é resultado de uma crise de
fronteira. O segundo caso é chamado de crise interior, o tamanho do atrator
caotico aumenta (ou diminui) de repente. Aqui também podemos ver um
comportamento intermintente na érbita cadtica. Vamos usar como exemplo
o caso de b ~ 3.513 onde o atrator cadtico passou por uma crise interior.
Chamaremos de 0. o valor do parametro b onde ocorre a crise. O que vemos
na figura 1.3.8 é que para valores de b um pouco maiores que b,, a 6rbita passa
um longo tempo na regido onde o atrator estava confinado antes da crise, e
visita esporadicamente a nova regido, permanecedo um tempo menor. No
diagrama de bifurcacao, para b > b., podemos identificar regides com maior
nimero de pontos onde seria o prolongamento do atrator que tinhamos antes
da crise. Assim, podemos pensar na intermiténcia como sendo um episédio
que liga diferentes tipos de comportamentos.

O terceiro tipo de crise, refere-se ao caso em que uma aplicacido possui
dois ou mais atratores simultaneamente e estes juntam-se formando um unico

atrator caético.
Uma condicao necessdria para que ocorra uma cascata de duplicagdo de
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periodo é que a de Schwarziana de S(f)seja negativa [3, 4],

" "
Sl §(J;C—,)2 -0 (1.3.24)
f' é a primeira derivada da funco f(z), f* é a segunda derivada e f" é a
terceira derivada. Para os casos em que as aplicacoes possuem S f(z) > 0 em
um subintervalo qualquer, atratores de diferentes periodos podem coexistir
e a transi¢ao para o caos pode ser através de intermiténcia. Para que haja
uma cascata de duplicagdo de periodo temos que ter Sf(z) < 0 para todo o
intervalo, com excecdo dos pontos criticos onde a f(z) =0.

Para complementarmos a apresentacio da aplicacao do circulo, apresen-
tamos a figura 1.3.10 que refere-se ao expoente de Lyapunov no espaco de
parametro. Esse método nos fornece informacdes sobre os diferentes tipos
de comportamento que a aplicacdo apresenta: quasiperiodico, periddico e
cadtico. Também podemos ver as linguas de Arnold e sua estrutura de auto-
similaridade. A figura 1.3.10 foi retirada de [20], a qual foi calculada nume-
ricamente.

Na figura 1.3.10, vemos as estruturas das linguas de Arnold, que encontram-
se em tons de cinza, e referem-se a regices onde o movimento é periédico. As
linguas de Arnold possuem a propriedade de auto-similaridade, cada estru-
tura de lingua repete-se infinitamente, figura 1.3.10-a. As regides em branco,
para 0 < b < 1, correspondem as érbitas quasiperiddicas, cnde A = 0, e as
regioes em preto, que encontram-se fora das linguas de Arnold, correspon-
dem ao comportamento caético, A > 0. Para o intervalo de 0 < b < 1 a
cor branca é predominante e as linguas de Arnold ndo se sobrepdem e sao
separadas pela regiao em branco.

Para 0 = 1 ha uma grande mudanca no grafico, principalmente no que se
refere a cor predominante, ou seja ao comportamento predominante. A cor
branca, para b > 1 aparece apenas como finas linhas imersas nas linguas, e
neste caso referem-se a pontos de bifurcagdo, A = 0. Para b > 1 a aplicacéo
do circulo nao é inversivel e as linguas de Arnold passam & se sobrepor, o
que pode ocasionar movimento cadtico. Também podemos observar regides
onde ocorrem biestabilidade, que sdo as regioes onde as linguas se sobrepoem.
Quando dois bragos de linguas diferentes se cruzam, hé biestabilidade nao-
local, [20]. A biestabilidade é caracterizada por apresentar coexisténcia de
drbitas estaveis para uma mesma combinacio de valores dos pardmetros b
e ). Para casos onde ha biestabilidade, o que define a drbita estavel que a
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Figura 1.3.10: Espago de parametros, para a aplicagio do circulo mostrando o
expoente de Lyapunov. Em branco temos as regioes onde A = 0, regides quasi-
periddicas. As cores mais claras sio para A menos negativo Eizo vertical refere-se
ao pardmetro b e o eizo horizontal ao parametro Q. Em b) ampliamos a regido
compreendida pelo retdngulo em a), mostrando a propriedade de autosimaridade
que o figura apresenta. Figura retirada de [20]
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Figura 1.3.11: Ezpoente de Lyapunov no espago de pardmetros, para a aplicacdo
do circulo. Enfase na lingua de Arnold com W = 0/1. Figura retirada de [20]

aplicacdo terd, é a condicdo inicial escolhida. Para saber quais as condigdes
iniciais que levam a aplicagdo para uma determinada 6rbita estavel, temos
que calcular a bacia de atragdo dessa érbita estavel. As curvas em preto que
vemos dentro das estruturas das linguas de Arnold, que podem ser melhor
observadas nas figura 1.3.11, sdo os pontos correspondentes as orbitas supe-
restdveis que surgem apds uma bifurcacao de duplicacao de periodo. Ha uma
seqiiéncia de curvas superestédveis dentro de cada lingua, o que caracteriza
uma cascata de duplicagdo de periodo. Se seguirmos o grafico variando b para
um valor fixo de Q, veremos que o sistema comega com um movimento quasi-
periédico, encontra uma lingua de Arnold e ocorre uma bifurcagao tangente,
o que faz com que surga uma 6rbita periddica estavel. Dentro de cada lingua
ha uma cascata de duplicagoes de periodo, que como vimos é caracaterizada
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pelas curvas superstdveis, o que leva o sistema para um atrator caético. O
contorno interno de cada lingua refere-se aos pontos onde o atrator perde a
estabilidade via crise de fronteira, 20, 36] e torna-se um atrator caético. As
regioes referentes ao movimento cadtico, em preto, estdo repletas de curvas
em cinza, que sdo as janelas periddicas que encontram-se apés uma cascata
de duplicagio de periodo.

Para b > 1 as linguas desenvolvem-se em pares de bragos estdveis: um
subindo para a esquerda e o outro para a direita. Aumentando o valor de b,
a largura dos bragos diminuem e os bragos das diferentes linguas tendem &

alinhar-se paralelamente um com os outros com uma inclinagao igual a £27,
[20].
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Capitulo 2

Aplicagao do Circulo de grau 2

No Capitulo 2, apresentamos a aplicacdo descrita pelo Deslocamento de Ber-
noulli, que frequentemente é usado como exemplo para uma dindmica cadtica
e ergodica. O Deslocamento de Bernoulli possui a densidade de probabilidade
constante e pode ser calculado analiticamete, [4]. Também apresentamos a
aplicagao do circulo, que pode ser interpretada como sendo a secao de Poin-
caré de um movimento em um torus de trés dimensdes, figura 1.2, com uma
perturbagao ndo linear senoidal. Vimos que a aplicacdo do circulo é um
exemplo de transi¢io de movimento quasiperiédico para caético, [4, 3].
Neste frabalho vamos estudar a aplicacao:

b
T — e = B, 4 o sin(2rz,) + Q@ (mod 1). (@)

A aplicagdo (2.1) apresenta dois parametros de controle: £, que varia no
intervalo [0,1[ e b. Neste trabalho usamos apenas valores positivos para o
parametro b.

A funcdo que descreve a aplicagdo (2.1),

f(z) =2z + %sin(%rm) +Q  (mod 1), (2.2

é descontinua para todos os valores de €2 e b, 0 que torna possivel o surgimento
de uma dinamica caética. Na figura 2.1, temos a representacdo da funcgéo
(2.2) com z variando no intervalo [0, 1[, (resultado de mod 1); para Q = 0.2

e trés diferentes valores de b.
Na figura 2.1-a, b = 0.8, a fungdo nao apresenta extremos. Testando a
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Figura 2.1: Grdfico da funcéo (2.2) para 2 =0.2: a) b=0.8; b) b= 2.0, a funcdo
apresenta um ponto de inflexdo pare z = 0.5; ¢) b= 3.1, a funcdo apresenta um
ponto de minimo e um ponto de mdzimo.

condi¢do para que uma funcio apresente extremos,

0/ (z)

a0

oz

terefnos, ‘para a funcao (2.2),
2+ beos(2mz) = 0.

Os extremos surgirdo apenas para b > 2, independente do valor do pardmetro
§2. Para b = 2 a func@o tem seu primeiro extremo, um ponto de inflexdo,
que aparece na figura 2.1-b, para z = 0.5. Na figura 2.1-c, a funcao (2.2)
tem trés extremos: um ponto de maximo, um ponto de minimo e um ponto
de inflexao. A fungdo (2.2) faz parte de uma classe de funcées que possuem
miltiplos extremos [21].

Quando b = 0, a aplicagdo (2.1) tem A = In2, é cadtica para qualquer
valor de z, e {2 e possui apenas drbitas instdveis. Para valores de b > 0, o
célculo do expoente de Lyapunov é feito numericamente, mas podemos testar
a condicdo de estabilidade das drbitas da aplicagdo (2.1) e assim saberemos
em quais regioes surgirao as primeiras orbitas periodicas estaveis. No capitulo
anterior as equagdes (1.5) nos davam as condicOes para uma aplicacio unidi-
mensional ter érbitas estdveis. Vamos testd-las para a aplicagdo (2.1):

LG <1,
=0
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| H2 +beos(2rz}) |< 1,
=0

onde z; sdo os pontos fixos da aplicagdo. Para b < 1 teremos
2+ bcos(2mz}) > 1

para qualquer valor de . Entdo dizemos que a aplicacao (2.1) néo apresenta
orbitas estdveis para b < 1. Para b > 1 surgem as primeiras érbitas estdveis
e estas passam a depender do parametro €.
O expoente de Lyapunov de uma aplicagao unidimensional é calculado
pela equagéo (1.16):
il
A= n]l{goﬁ g In|f ()],

Se f'(z) > 1 para todos os valores de z;, teremos A > 0 para todos os valores
de z; e 2. Esta condicdo é satisfeita para o caso em que a aplicacdo (2.1)
possui b < 1. Com essas informacdes podemos afirmar que a aplicagdo (2.1)
é cadtica para b < 1, e sé possui érbitas periédicas instaveis.

Para estudarmos o comportamento estrutural da aplicagdo (2.1) com
b > 1 usamos o método numérico. A principal andlise que fizemos foi para
identificar qual comportamento a aplicacdo (2.1) apresentava para determi-
nadas combinagoes de pardmetros. Para estabelecer as mudancas estrutu-
rais do sistema, variando apenas um parametro, usamos o diagrama de bi-
furcagao e a evolugdo do expoente de Lyapunov. Também usamos os mapas
de retorno para estudar regides especificas com os pardmetros fixos, como as
regioes proximas de bifurcacdo. Para ter uma visao geral do comportamento
do sistema calculamos o expoente de Lyapunov no espaco de parametro,
onde identificamos as regides onde ocorrem o movimento cadtico e movi-
mento periédico. Ainda no espago de pardmetros apresentamos os gréficos
que mostram onde ocorrem as bifurcacoes.
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2.1 Diagrama de Bifurcacio e a Evolucio do
Expoente de Lyapunov

Na figura 2.1.2 apresentamos o diagrama de bifurcacio e a evolugio do ex-
poente de Lyapunov para @ =0.3e b = [0, 6]. Para construirmos os grficos
escolhemos aletoriamente o valor da condigao inicial. Em 2.1.2-a despreza-
mos os primeiros 700 pontos e trabalhamos com os 700 pontos restantes e
em 2.1.2-b desprezamos os primeiros 1000 pontos e trabalhamos com os 4000
pontos restantes. Para calcular o expoente de Lyapunov numericamente, usa-
mos a equagao (1.2.16). No diagrama de bifurcacio, seguindo o pardmetro b
em valores crescentes, identificamos uma regiio cadtica que vai de b = 0 até
b~ 2, onde o expoente de Lyapunov, é positivo. Entao surgem as primeiras
orbitas periddicas que apresentam o fenémeno de bolhas primdrias. O sis-
tema volta a apresentar caos, pela rota de intermiténcia, com vérias janelas
periédicas; um ponto fixo surge para b =~ 2.635 e passa por uma cascata de
duplicagdo de perfodo levando o sistema para um atrator cadtico, que logo
passa por uma crise.
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2.1.1 Caos e Ergodicidade

A aplicagdo (2.0.1) ¢ cabtica para valores de b < 2.046 ¢ 2 = 0.3. Na figura
2.1.2-b podemos ver que o expoente de Lyapunov é positivo para b < 2.

Para b < 1, a aplicagdo (2.0.1) s6 apresenta dérbitas periddicas instéveis
e )\ > 0. A aplicagdo nao é dissipativa, para b < 1, o que faz com que nao
ha@ um subconjunto de x € [0,1[ para o qual as 6rbitas sdo atraidas. As
orbitas visitam todo o intervalo [0, 1], e a aplicacdo (2.0.1) possui um atrator
universal.

No Capitulo 1, introduzimos uma importante medida para caracterizar
uma aplicagdo, a entropia de Komolgorov, K. Para uma aplicacio unidi-
mensional, K possui o mesmo valor de A [4]. K pode ser definida como a
taxa com que a informacao sobre um estado de um sistema é perdida com o
passar do tempo. Para uma aplicagdo, isto significa o quio rapido perde-se
informagao sobre a condigao inicial da érbita. Quanto maior for K, preci-
saremos de menos iteracoes para perdemos totalmente a informacao sobre a
condicao inicial que gerou a drbita. Uma aplicagdo que apresenta K > 0 é
cadtica, ergodica e apresenta a propriedade de mixing [4]. Quando dizemos
que a aplicacao é ergddica, ela possui pelo menos uma medida invariante e,
no caso em que a orbita é cadtica, uma dessas medidas invariantes é a den-
sidade de probabilidade de cada érbita, ou seja, a forma com que a érbita
estd distribuida no intervalo de z. A densidade de probabilidade é calculada
numericamente para aplicagoes cadticas.

Nas figuras 2.1.3 calculamos as densidades de probabilidade de duas
érbitas cadticas para a aplicacao (2.0.1). Para fazer as figuras, escolhemos
uma condicdo inicial aleatdria, e iteramos a aplicagao 10° vezes. Dividimos
o intervalo [0, 1[ em I = 500 subintervalos iguais e contamos quantas vezes a
érbita visitou cada subintervalo. Definimos como sendo D:

D =d/m

onde d é o nimero de vezes que a 6rbita visitou cada um dos 500 subintervalos
e m o numero total de iteracdes. Na figura 2.1.3-a, b = 0.5, D = 0.002 para
todos os subintervalos I de modo que a érbita visita todo o intervalo [0, 1]
de uma forma homogénea. J4 na figura 2.1.3-b, b = 1.8, D apresenta picos
mostrando que existem subintervalos onde a orbita visita mais vezes. Pgra}
b= 1.8 a aplicagdo (2.0.1) estd préxima de uma bifurcagao tanigente que ird
gerar uma Orbita est4dvel de periodo 4. O que gera esses picos € 0 fenémeno

de intermiténcia.
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,A aplicagdio (2.0.1) ¢ ergédica para b = 0.5 e b = 1.8, possui K > 0, e
t(?ra a mesma densidade de probabilidade para toda condigao inicial que seja
diferente de um ponto fixo instavel.

_O €aso em que b = 0 é uma caso particular de ergodicidade, pois a
aplicagéo possui a densidade de probabilidade constante em z. A aplicacio
Deslocamento de Bernoulli, possui a densidade de probabilidade constante
[5], e se fizermos um histograma da densidade de probabilidade de uma érbita,
com condicao inicial diferente de um ponto periddico instavel, ela serd cons-
tante ao longo de z. O ndmero de passagem em cada subintervalo de [0, 1[
aproxima-se de 1/7, onde I é o ntimero de subintervalos. Vimos no Capitulo
anterior que a aplicacagao Delocamento de Bernoulli possui p(z) = 1.

Quando uma aplicagao é érgodica, a média, temporal pode ser substituida
pela média espacial. Para o caso unidimensional, a érbita que possui a den-
sidade de probabilidade constante preenche todo o intervalo z = [0,1] de
forma uniforme e a média temporal ¢ igual a média geométrica do intervalo,
E = 0.5. Vimos que na figura 2.1.3-a, a distribuicdo dos pontos é aproxi-
madamente uniforme no intervalo z = [0, 1], o que sugere que a aplicacio
(2.0.1) também tenha uma densidade de probabilidade constante. Para tes-
tar se a densidade probabilidade da aplicagdo (2.0.1) mantem-se constante
quando variamos b, calculamos a média temporal das drbitas da aplicacao,
para d:ferentes valores de b, e comparamos com a média espacial. A média -
espacial, F, vale £ = 0.5, pois, adimitimos que hd uma distribuicao ho-
mogénea no intervalo [0, 1], o que faz com que a média espacial seja igual a
média geométrica do intervalo.

Vamos analisar a aplicagdo (2.0.1), e ver como ocorre a transi¢ao do caso
j4 conhecido de b = 0 para o caso de b # 0. Usando métodos numeéricos,
calculamos a média temporal das érbitas para b = [0, 2.046].
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Figura 2.1.3: para diferentes valores de b. a) b= 0.5, onde a distribuigio de D
permanece aprorimadamente constante (D = 0.002 ) para todos os subintervalos I;
b) b= 1.8, D apresenta dois picos bem definidos, devido d intermiténcia.
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Figura 2.1.4: b =[0,2.046]), @ = 0.3. Grdfico da média espacial, linha tracejada
e média temporal, linha cheia. Usamos 10° iteracées para fazer a média temporal

das orbitas.
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Na figura 2.2.4 | calculamos a média temporal das érbitas, linha cheia,

igc;(;;r;paramos E = 0.5 linha tracejada. Para o cdculo da média temporal
s:

T 1n=N
= Nﬂ;lzna

Podemos acompanhar o que ocorre com a aplicagdo quando
aumentamos o pardmetro de controle do termo nao-linear, b. Para b = (

as linhas se sobrepoem, e o sistema tem p(z) = 1. As linhas continuam
sobrepostas até b ~ 0.5 onde temos T — 0.491. Se continuarmos aumen-
tando b a média temporal vai se afastando de £ — 0.5, mas isso ocorre de
uma forma suave, e para b = 1 a média temporal é T = 0.468. Quando
chegamos préximo de b & 2.046, onde ocorre uma bifurcagao tangente, ha
intermiténcia. Intermiténcia faz com que a drbita cadtica possua regices pre-
ferenciais onde a 6rbita permanece por um tempo maior. Entdo teremos uma
maior incidéncia de pontos em regies préximas de onde surgirao as orbitas
periddicas, figura 2.2.3-b e a média temporal ird se distanciar de £ = 0.5.
Na figura 2.2.4 | para b ~ 2.0 a média temporal da aplicacéo vale T' = 0.367.

Outra forma de testar se a densidade probabilidade da aplicagdo (2.1)
mantem-se constante quando variamos b ¢ calculando a densidade de proba-
bilidade para cada érbita, com diferentes valores de b. Quando usamos essa
técnica analisamos a aplicagao com os parametros b e { constantes. Para
saber como a aplicacao comporta-se com a variacao do parametro b, vamos
introduzir um novo método. Estamos interessados em saber se a diferenca
entre o subintervalo que teve o menor niimero de visitas, e o subintervalo que
teve o maior nimero de visitas é nula ou préxima de zero, ji que estamos
tratando de resultados numéricos.

Para fazer a figura 2.2.5, dividimos o intervalo [0.1] em [ subintervalos
iguais, / = 500, e contamos quantas vezes a orbita visitou cada um. Defi-
nimos Syueior cOmMo sendo o maior numero de visitas em um 1nico intervalo,
Smenor cOmMo sendo o menor numero de visitas em um unico intervalo e m
como o numero total de iteracoes. Agora podemos calcular A:

com N = 105,

Smaior S Smenor
A=
m
Calculamos A para diferentes valores de b constante e construimos a figura

2.2.5-a.
Quando a aplicagdo tem um ponto fixo, A = 1, e na figura 2.5-a, en-
contramos ponto fixo para o intervalo 2.64 < b < 3.50. Isso ocorre por que
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Figura 2.1.5: A para diferentes valores de b. o) b=[0,6]; ) b= [0,2.04].
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temos’ apenas um subintervalo com todos os pontos da orbita. Se tivermos
uma orbita de periodo 2, A = 0.5, e podem ser identificados nos intervalos
300 < 8 < 387 e B0 < b < 5.2, 6rbita de periodo 4, A = 0.25, en-
contramos trés intervalos onde octorre, 2.06 < b < 207 210 < b < 213 &
3.87 < b < 3.95. Na figura 2.1.5-b, mudamos a escala do gréfico e nos atemos
aregi_éo deb < 2. Parab < 1.5, A permanece no intervalo 0.001 < A < 0.003.
Vimos que existe um intervalo de b onde a aplicagdo (2.0.1) possui A
muito pequena (A = 0.002). Acompanhando o que ocrre com a densidade de
probabilidade da aplicagdo quando variamos b, podemos perceber que esta
bermanece aproximadamente constante para o intervalo 0 < b < 1, figura
2.1.5-b. o que faz com que D deixe de ser constante ao longo do intervalo
de z, é o surgimento da intermiténcia que antecede a bifurcagdo tangente.
Como vimos no infcio do capitulo a aplicagdo (2.0.1) ndo apresenta 6rbitas
periddicas estdveis para b < 1. Se compararmos a aplicagdo (2.0.1) com a
~aplicacdo do circulo, podemos notar que em ambas as aplicagoes ha regides
com comportamento ergédico que apresentam densidade de probabilidade
constante para b < 1. Temos que salientar que para a aplicacao do circulo
18S0 sO ocorre para os casos onde o movimento é quasiperiddico.

44




2.1.2 Bolhas Primarias

A primeira 6rbita periddica estdvel, quando mantemos 2 = 0.3, é uma érbita
de periodo 8 que surge para b ~ 2. Esta ¢rbita permanece estivel pro
um pequeno intervalo de b que pode ser observado no figura 2.1.6 como
sendo uma estreita faixa em branco para b~ 2. Se aumentarmos um pouco -
mais o pardmetro b surge uma orbita de perfodo 4, e surge por bifurcagao
tangente em b & 2.046. Seguindo o diagrama de bifurcacao, figura 2.1.6, no
sentido crescente do pardmetro de controle, temos que, para b = 2.075, a
6rbita periédica sofre uma bifurcacao do tipo duplicagao de periodo e passa
a ser uma orbita de perfodo 8; em seguida, volta a sofrer uma bifurcacao de
duplicacio de periodo, mas agora Inversa, em b = 2.100, e a 6rbita passa a
ter periodo 4 novamente. Em [38] essa sequéncia de bifurcagdes é chamada
de bolha priméria e é caracterizada pelo surgimento de pequenos circulos no
diagrama de bifurcagio, como os que sio vistos na, figura 2.1.6.

Figura 2.1.6: Q = 0.3, b = [2,2.2]: diagrama de Bifurcacdo, com 4 bolhas

primdrias.

Com a ajuda da figura 2.1.7 veremos o que ocorre com a’fungéo (2.0.?)
quando hd formacdo de bolhas. Na figura 2.1.7 temos o g_raﬁco dla flfn.(;ao
f*(z), para diferentes valores de b. Em 2.1’.7.-a, B =204, 0 smtenia é caotu;o,
nio apresenta érbitas estéveis, mas estd préximo de uma bifurcagao tangente.
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a}:{,aeqzst;i Ii(;ii;zi rie mzixin;lolque encontra~§e préximo_s da diagon'fll, fi(s) =

e _082 %4va. or de b, a ’fuggao (2’.0.2) ird te’mgenmar a linha
o método ;1 -046 surge uma 6rbita ’est.avel de' })G.I‘IOC]O 4. :

bl (70 1)8;1%? lco Ll).ara encontrarmos a, orb1ta~perlfd1ca de penodo 4 da

e » € l0calizarmos os pontos da fungio f (z), que interceptam
2 linha f (:c) = 2. Para sabermos sobre a estabilidade dessas érbitas, vemos
qual f‘v ln.chnalgé,o da curva f4(2?), no ponto em que a curva cruza a diagonal.
Se i inclinagdo estiver entre [—45°,45°], o ponto sers estivel. Isto equivale
a dizer que |6] < 1, sendo § = %l [43]. Para uma inclinacio igual a 45°,
teremos uma bifurcacéio tangente (§ = 1) e para uma inclinagao igual a —45°,
uma bifurcagao de duplicagio de periodo (6 = —1).

: A érbita de periodo 4 permanecera estdvel para 2.046 < b < 2.075, sua in-
clinagao estara entre [—45°, 45°] quando para b ~ 2.075, surge uma érbita de
periodo 8. Na figura 2.1.7-b, a inclinagdo da curva forma um angulo de —45°
com a horizontal, uma bifurcacido de duplicacio de periodo ocorre e surge
uma orbita de perfodo 8. Para o intervalo 2.075 < b < 2.100 a inclinacdo
serd maior que 45° e a 6rbita de periodo 4 serd instdvel, a 6rbita de periodo
8 passa a ser estdvel. Na figura 2.1.7-¢ a curva f4(z) tem inclinagio —45° e
teremos uma nova bifurcagio de duplicacio de periodo e a érbita de periodo
4 volta a ser estavel. Para b ~ 2.137 os pontos de minimo tangenciam a linha
f4(z) = z, e hd uma bifurcacdo tangente, aumentando b nao teremos mais
ponto fixo estdvel. Em 2.1.7-d todos os pontos da funcdo, que interseptam a
diagonal, possuem inclinagdo maior que 45°.

Daremos mais detalhes sobre a formacao de bolhas quando apresentarmos
o gréifico do esqueleto de bifurcacio no espaco de pardmetros.
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b) b= 2.075; ¢c) b= 2.100; d) b= 2.145.
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2.1.3 Movimento Cadtico-Periddico

A aplicagdo (2-0-1) volta a apresentar comportamento cadtico no intervalo
2'13,7 =0 2.635, pela rota de intermiténcia, onde a drbita estivel de
perlod? .4 transforma-se subitamente em uma érbita cadtica, com um atra-
tor cadtico universal. Esse trecho mostra vérias janelas periddicas. Na fi-
gura 2.1.8-a, diagrama, de bifurcagéio, podemos ver algumas dessas solucdes
periddicas.

Na figura 2.1.8-b, grifico da, evolugdo do expoente de Lyapunov, localiza-
mos as janelas periddicas nas regices onde o expoente de Lyapuriov passa
bruscamente de positivo para negativo, mas néo identificamos quais sio
0s periodos das érbitas. Na figura 2.1.9, calculamos A para o intervalo
b= [2.13,2.63] ¢ identificamos o periodo de algumas das érbitas estdveis.
Na tabela abaixo temos a, relagdo entre A e o perfodo de cada érbita. Para
orbitas de perfodo maiores que 15 a diferenca entre os valores dos A é muito

pequena (menor que 0.01) e ndo conseguimos identificar o periodo das drbitas
por esse método.
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Figura 2.1.9: Grdfico de A para o intervalo de b = [2.13,2.63], onde identificamos

os periodos das orbitas estdveis.
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2.1.4 Duplicacao de Periodo

Na figur - o
gura 2.1.2-a podemos ver um tipico exemplo de cascata de duplicages

s per.lodo que leva a aplicagio (2.0.1) ao caos. Para b =~ 2.635 ocorre
u_r?a. bifurcagdo tangente dando origem a um ponto fixo. No diagrama de
Eilszlécgi?z’2(.)6313;“20bﬁioséélgzpf(iien;ado por uma simples curva e pode ser
Fowl o inter.valo- Sa gura 2.1.2-b, o expoende de Lya.pungv
- D€ aumentarmos b, b = 3.498, a aplicagdo
I?assa por uma bifurcacio de duplicagdo de perfodo, o expoente de Lyapunov
e.zero nesse ponto, e a aplicacdo passa a ter uma drbita de periodo 2. Esta,
bifurcacio ¢ seguida por uma sequéncia de novas bifurcacdes e a cada uma
dobra-se o periodo da Orbita, até surgir caos para b =2 3.97, quando o expoente
de Lyapunov torna-se positivo.
Vamos acompanhar o que ocorre com o expoente de Lyapunov em uma
cascata de duplicagdo de periodo. Para b ~ 2.635, ocorre uma bifurcagao
tangente e surge o ponto fixo. Para este valor de b temos que 0 = 1, como
Jja foi visto, e o expoente de Lyapunov é nulo. Em todo o intervalo de & no
qual haja o ponto fixo, o expoente de Lyapunov é negativo, até que para
b ~ 3.498, o expoente de Lyapunov é nulo novamente quando ocorre uma,
bifurcacao de duplicacio de periodo. Neste caso d = —1. O que vemos é que
desde o surgimento do ponto fixo e o seu desaparecimento, § vara de 1 até
—1, e surge uma 6rbita superestdvel neste itervalo. Quando § = 0, temos
A = —oo, e chamamos esta 6rbita de uma érbita superestivel. Na figura
2.1.2-b, vemos que no intervalo onde hé o ponto fixo, o expoente de Lyapunov
vai de zero para um valor bem negativo (A < —3) e volta a ter valor zero.
Como A é calculado numericamente, apenas mostra-se um valor muito mais
negativo que os outros, e ndo —co. As érbitas superestdveis surgem sempre
que hd uma bifurcacao tangente seguida de uma bifurcacao de duplicacao de
periodo. Em uma cascata de duplicacao de periodo, hd sempre uma 6rbita
superestavel para cada nova érbita de periodo p que surge. Ou seja, entre
duas bifurcacgoes de duplicacao de periodo hd sempre uma érbita superestivel
4.
. A regiao cadtica que sucede a cascata de duplicagao de perfodo é repe-
tidamente interrompida por janelas periddicas de varios tamanhos e dife-
rente perfodos. Em um diagrama de bifurcagé,f): identificamos estas drbitas
periédicas como sendo as faixas claras nas regioes que apresentam caos. A
janela de perfodo 3 é a mais nitida. Na ﬁgl’lra. 2.1.11’podemos ver com mais
detalhes o que ocorre nesse intervalo. A Orbita estdvel de periodo 3 passa
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Figura 2.1.10: Diagrama de bifurcagao mostrando uma cascata de duplicacdo de
periodo.

por uma cascata de duplicacéo de periodo reproduzindo o comportamento da .
aplicagao. Cada uma das trés linhas que vemos na figura 2.1.11 comporta-se
como o ponto fixo que citamos anteriormente e passa por uma série de bi-
furcagoes até chegar a um movimento caético. H4 infinitas janelas periédicas
de periodos diferentes numa regiao cadtica que sucede uma cascata de du-
plicagdo de periodo [5]. Algumas dessas janelas estdo em b =~ 4.126, uma
janela de periodo 5; e b =~ 4.210, uma janela de periodo 3, essas sido janelas
que permanecem mais tempo imersas no regime periédico.

Olhando para figura 2.1.10 podemos acompanhar as mudangas que ocor-
rem com o atrator cadtico depois que a aplicacao passa por uma cascata de
duplicacdo de periodo. Inicialmente o atrator é formado por varias partes
separadas que vao se chocando até formarem um atrator universal. No inter-
valo 3.98 < b < 3.99 o atrator apresenta quatro regides cadticas separadas,
que para b ~ 3.99 combinam-se duas a duas, ficando com duas regides. Estas
também combinam-se entre si para b =~ 4.07, formando uma unica regido
cadtica. o

Na figura 2.1.12 mostramos o mapa de retorno com o atrator caomcc?
formado apés a cascata de duplicacdo de periodo. Em 2.1.12-a o atrator ¢
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Figura 2.1.11: Diagrama de bifurcagdo mostrando uma janela periddica, que passa
por uma cascata de duplicagdo de periodo.

formado por quatro partes sepzradas. Com a mudanca do pardmetro essas
partes vao aumentando de tamanho até ocorrer crise, mudando a estruturi
do at-ator, que passa a ter apenas duas partes separadas, figura2.1.12-b.
sisterma passa por uma nova crise e ¢ atrator muda novamente. Vemos a
nova forma do atrator em 2.1.12-c, onde o atrator é formado por uma tnica
linha. Em b &~ 4.36 o atrator caético choca-se com o ponto fixo instdvel, e ha
crise interior, o que gera uma mudanca estrutural no sistema, surgindo um
atrator universal. O atrator cadtico que tinhamos antes da crise e a Orbita
instdvel estao imersos no novo atrator. Na figura 2.1.12-d vemos o atrator
logo depois da crise. A regido que era ocupada pelo atrator antes da crise
pode ser identificada por uma maior densidade de pontos. No diagrama de
bifurcacéo, as trajetorias movem-se entre as proximidades do atrator anterior,

em uma via intermitente [5].
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Figura 2.1.13: a) Diagrama de Bifurcagao, Q = 0.207. Escolhemos uma condicéo
inicial da bacia de atracio da érbita de periodo 2, zy = 0.65.

2.1.5 Biestabilidade

- Em um sistema néo linear é possivel existir mais que um atrator simultane-
amente, e sua dindmica passa a depender da escolha das condicdes iniciais.
Vamos ilustrar esse fendmeno com o diagrama de bifurcacio para Q = 0.207,
na figura 2.1.13. Para b < 3.26 o sistema é predominantemente caético apre-
sentando janelas periédicas. Para b =~ 3.26 ocorre uma bifurcagio tangente
e surge uma solucao estdavel de periodo 2 que logo passa por uma cascata de
duplicacao de periodo. O que se espera é que essa cascata de duplicagdo de
periodo leve o sistema para um atrator cadtico, como vimos anteriormente.
Isto ndo acontece, e hd um salto na solugdo, o atrator é aniquilado e surge
um ponto fixo em b = 3.358. O ponto fixo segue até passar por uma cascata
de duplicacio de periodo e entdo chegar em um atrator cadtico. O que ocorre
para b &~ 3.358 é uma crise ou uma bifurcagéo catastréfica [41], para valores
fixos de § e, para uma pequena mudanga no valor de b (da ordem de 1079%),
o sistema pula de um atrator para outro. ;

O que estd acontecendo é que a drbita de perlodo' 2, (qug passa por uma
cascata de duplicacdo de periodo) e o ponto fixo existem simultaneamente
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Figura 2.1.14: a) Diagrama de Bifurcagio, Q = 0.207.

para cs mesmos valores de pardmetro, tendo de diferente apenas as bacias de
atragao. A figura 2.1.14, mostra um ponto fixo. pl, e uma érbita de periodo
2, p2, que coexistem no trecho b = [3.26, 3.358]. Para conseguir o ponto fixo
usamos zy = 0.6, para conseguir a orodita de periodo 2, usamos zy = 0.65.
Na figura 2.1.15 temos o grafico da bacia de atragio para o intervalo
onde ha a coexisténcia dos atratores. Em preto temos as condic¢des iniciais
que levam a aplicacdo para o ponto fixo. A bacia de atracao do ponto fixo
apresenta uma estrutura de auto-similaridade. Para a figura 2.1.15-a temos
o intervalo completo de z = [0, 1], se nés pegarmos um subintervalo de z,
z = [0.73,0.95], a bacia de atragdo terd a mesma forma da anterior. Podemos
comparar as figuras 2.1.15-a com a figura 2.1.15-b, e ver que elas mantem
a mesma esturtura. O diagrama de bifurcagao da figura 2.1.13-b, mostra o
trecho, b = [3.26,3.358], onde ha coexisténcia de dois atratores: uma Gérbita
de periodo 2 que passa por uma cascata de duplicacao de perido e um pont_o
fixo. Para fazer esse grafico usamos 50 diferentes condigoes iniciais distribui-

das uniformente no intervalo de zo = [0, 1[-
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Figura 2.1.15: a) Bacia de atragao do ponto fizo os pontos em preto levam a

aplicagdo para o ponto fizo, T = [0,1]; &) auto-similaridade para z = [0.95,0.73].
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2.2  Diagrama de Bifurca
Parametro

As bifurcacdes sio res
das aplicacdes. E atr
gerada ou, ainda mud
portamento das érbit
diagrama de bifurcacio no espago de parametros.
de bifurcacao no espago de parametros, o grafico formado pelos pontos, que

séo' uma combinagdo de b e , para os quais ocorre uma bifurcacio. Para a
aplicagdo (2.0.1), esses pontos sio determinados pelas equagdes:

bonsavels por mudangas qualitativas nas trajetérias
aves de uma bifurcagdo, que uma 6érbita periddica é
a sua estabilidade. Para ter uma visio geral do com-

Vamos chamar de diagrama

77 = (=),

PP =1

se for uma bifurcagio tangente, e
e

se for uma bifurcacdo de dupiicagio de periodo. Onde n determina o perfodo.
Para o caso n = 1, as equacoes acima tornam-se:

b
7t =325 + o sin(27z*) + @  (mod 1)
7

|2 + bcos(2nz*)| =1,

e 0 e b que satisfazem essas equagdes sao pontos de bifurcagéo de perfodo 1.

Na figura 2.2.16 temos o diagrama das bifurcagoes tangentes no espago
de parametro para: n =1, (t1); n = 2, (t2) en =.I§, '(t3). V,imos que em uma
bifurcacdo tangente surge sempre uma orbita periddica estavel, assim, vemos
que as primeiras orbitas periddicas estdveis surgem para b 5 lefl =058 ¢
sdo pontos fixos. Isso estd de acordo B0t o aile s antenol'"me-nte, que a
aplicacdo (2.0.1), ndo possul solugoes estavels para'b <0l As primeiras lfnh'as
que surgem em b crescente, formam uma frontelra' entre ~orbltas estavelis,
acima destas linhas, e cadticas. O diagrama das bifurcagbes tangentes no
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as periddicas da aplicagdo (2.0.1) vamos apresentar o -
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Figura 2.2.16: Diagrama das bifurcagoes tangente no espaco de pardmetro. Para
fazer o grifico usamos condicdo inicial aletoria.
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mos as linguas de Arnol

as linguas de Arnold. V
onde ocorre

fl- A figura 2.2.16 apresenta uma estrutura similar
Comportaml(;lfj gz; é&CSI'.ll'ngua’s de Arnold delimitanfl as regides
WA Th il 8 it o }(fo.estavel, e encor.ltra{n-se Imersas em
| S quasiperiddico. Para a aplicacdo do circulo, as

g rmold surgem para b > 0, ver figura 1.3.11, elas passam a se
SObT?PQT para b > 1, onde movimento cadtico e biestabilidade tornam-se
possiveis.

.Pa'tra 5 CRRD d.a aplicagao (2.0.1), as linhas que surgem para 1 < b também
delimitam as regies onde ocorre comportamento periédico estdvel, mas para
estg caso, fest;io imersas em uma regido de movimento caético. Para b < 1, a
aplicacao ¢ extritamente cadtica. As linhas passam a se sobrepor para b > 2,
quando surge o fendmeno de biestabilidade.

Na figura 2.2.17 temos o diagrama das bifurcagoes de duplicagao de
periodo no espago de parametros.

As linhas estdo identificadas por (d1), pontos onde ocorrem duplicagio
de periodo para n = 1, um ponto fixo perde a estabilidade e gera uma érbita
de periodo 2; (d2), para o caso n = 2, onde surge uma 6rbita de periodo 4 «
(d3), para o caso n = 3, onde surge uma 6rbita de periodo 6. As bifurcacdes
de duplicagao de periodo surgem para b > 2. Comparando os gréficos 2.2.16
com 2.2.17, percebemos que a linha (d1) é a mesma que a linha (t2) que passa
pelo ponto b = 3 e 2 = 0.5. Isto ocorre porque uma bifurcagao de duplicacao
de periodo gera uma érbita de periodo 2, através de uma bifurcagao tangente.

As figuras 2.2.16 e 2.2.17 proporcionam uma imagem global das estruturas
de bifurcacio de baixa ordem no plano de parametros ({2,b) e podem ser
usados para promover um maior entendimento de alguns resultados existentes
na aplicacdo (2.0.1). O diagrama de bifurcacdes no espago de pardmetros
pode atuar como guia para encontrarmos solugoes desejadas. Yamos usar
esse diagrama de bifurcagao para entender o que ocorre no surgimento das
bolhas primérias que vimos no diagrama de bifurcacdo da figura 2.1.6.

2.2.1 Bolhas

As bolhas surgem no diagrama de bifurcagdo de vdrios sistemas nao linea-

res como em osciladores acoplados, modelos para populagao de insetos, si-
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Figura 2.2.17: Diagrama das bifurcagoes de duplicagdo de periodo no espago de
parémetro. Usamos condigio tnicial aletoria.
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mulagdes de célulag cardiaca; -
Em [38], G. Ambika e N. Vv S [38], experimentos de bolhas [42], entre outros.

e - Sujatha, :
aplicagdes com dojg paréunetrosj, do t,istUdaram ¢ Ueimentode ottt

constante somada & aplicacio. Ho

dos critérios para formacéo de bolhas. De acordo com Bier e Bountis [38],

ha. d01.s crltérlps fundamentais: a aplica¢do deve possuir alguma simetria e a
primeira, duphcag%io de periodo deve ocorrer antes da linha de simetria. E o
que ocorre e{n .aphcagf)es do tipo (2.2.3), quando b é mantido constante, para
um valor préximo a uma bifurcagio de duplicagdo de periodo e Q) varia.

A aplicacdo (2.0.1) é do tipo (2.2.3) com

b
filz bl =29, & —sin(2nn,),
27

e possul simetria para @ = 0.5. Com a ajuda da figura 2.2.18, e seguindo
a descricao dada em [38], podemos encontrar valores de b onde surgem as
bolhas.

Na figura 2.2.18 temos o diagrama de bifurcacéo no espago de pardmetros
para 2 = 1 e n = 2. As linhas horizontais marcam dois distintos valores de b
onde ocorrem bolhas. Para b = 3.7 encontramos uma bolha priméaria com 4
bolhas secunddrias e para b = 2.4 encontramos 4 bolhas primérias, duas para
Q < 0.5 e duas para 2 > 0.5, respeitando a simetria que 2 figura apresenta
para 2 = 0.5.

Vamos acompanhar a linha para b = 2.4 variando £, assim poderemos
entender o processo que faz com que as bolhas surjam. Para §) = 0.054, a
aplicacao passa por uma bifurcagao tangente e surge uma orbita estavel de
perfodo 2, na figura 2.2.18 a linha para b = 2.4 cruza a linha do contorno da
bifurcagdo tangente (t2). Entdo a drbita passa por outra bifurcacao, agora
uma duplicacdo de periodo, em §2 ~ 0.068, e a sol.ugﬁo t?rna-se uma OI‘bl.tEl.
estavel de periodo 4. Como essa estrutura de bifurcagéo possui simetria,
a 6rbita passard por mais duas bifurcacdes, mas na ordem inversa da.que
A Grbita volta a ser estivel de perfodo 2, quando a linha
b — 9.4 cruza novamente a linha (d2), em §) = Q'1_23’ e desgparex?e em
Q =~ 0.138 quando cruza a linha (t2), tornando-se CaOtIC.a.. ,P-ela, 51]metr1a que
o grafico possui em £ = 0.5, esse fendémeno de bolha primaria volta a surgir

ocorreu antes.
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L
:

quando para Q ~ Q. :

repete-se. Na, ﬁgur: 623’281émha ? = 24 encontra outra linha (62) e o processo
cha interv.*al.o [—Oa,,liierrlilos g diagrama de bifurcagdo para b = 2.4
priméarias no intervalo 0.05 » 4] No diagrama de bifurcacao h4 duas bolhas

4
ey < ‘Q < 0’.068 porque, nesse caso, a drbita que
p 110. 0 dois. Apés o surgimento das bolhas a aplicacao

F

Para o caso de b = 3.7, hd o surgimento de bolhas secundérias, os bragos
que foyrmam a bolha primdria também passam por uma bifurcacdo de du-
ph.cac;ao de periodo, fazendo com que surjam pequenas bolhas. Se seguirmos
a linha de b = 3.7 na figura 2.2.18, podemos acompanhar o que est4 ocorrendo
com a aplicacao. O processo é o mesmo do caso anterior. Para = 0.139,
a aplicagéo passa por uma bifurcagio tangente e a aplicagao passa a ter um
ponto fixo. Em 2 ~ 0.255, hd uma bifurcacio de duplicacio de periodo e o
ponto fixo torna-se inst4vel e surge uma drbita de periodo 2, se aumentarmos
ainda mais o valor de (2 encontraremos duas linhas (d2). Em § v 0.362 a
orbita passa a ser de periodo 4. Acompanhando no diagrama de bifurcacao
2.2.19-b, é neste ponto que surge a bolha secunddria. Para @ ~ 0.438 a
linha b = 3.7 cruza novamente a primeira linha (d2) e a aplicacao volta a
ter uma o6rbita de periodo 2, fechando assim as duas primeiras bolhas se-
cunddrias. Novamente a simetria em 2 = 0.5, faz com que esse processo se
repita, na ordem inversa, e complete a bolha primdria. Na figura 2.2.19-b
vemos uma grande bolha primaria ocupando a maior parte do diagrama de
bifurcacio. Nos bragos da bolha priméria surgem 4 bolhas secunddarias. Au-
mentando ainda mais o valor de b podemos encontrar outras possibilidades
para a formagdo de bolhas, como é o caso dos diagramas' de bifur.cagé',o na
figura 2.2.20. Na figura 2.2.20-a a aplicacdo passa por mais uma bifurcacao
de duplicacio de perfodo que formam mais 8 novas bolhas.

Na figura 2.2.20 aumentamos 0 valor de b e conseguimos diferentes formagoes

de b é fixo e 2 varia. Em todos os diagramas de

ara O €aso on ‘b
e Hoiliee 0 a formacdo de bolha € gerada por uma Orbita

bifurcacio da figura 2.2.2
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Figura 2.2.18: Diagrama de bifurcagdo no espago de pardmetro para drbitas de
pertodos 1 e 2.

de perfodo 1 que passa por vdrias bifurcacdes de duplicagio de perfodo for-
mando pequenas bolhas em seus bragos. Na figura 2.2.20-a, quando mante-
mos b = 3.79, 8 bolhas sdo formadas nos bragos das bolhas secundarias, e
em 2.2.20-b, b = 3.8, surgem mais 16 bolhas. Na figura 2.2.20-c, b = 3.81,

as bolhas secundérias passam por uma cascata de de duplicacdo de periodo
ntando ainda mais b, o movimento caético

e surge movimento cadtico; aume
e j4 fica diffcil a idenficagao do

é predominante no diagrama de bifurcacao,

fenémeno de bolhas.
O que vimos no diagrama de bi
de bolhas primdrias com a variagdo do param

furcagdo da figura 2.1.2 foi o surgimento
etro b e mantendo {2 constante.
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Figura 2.2.19: Diagrama de B
bolhas primdrias e parq b)
no intervalo [

ifurcacdo parg a)
; .b~= 3.7, onde encontram
, 1], a condicdo inicial foi escolhidq

b = 2.4, onde encontramos 4
0s bolhas secunddrias. Q wvaria
aleatoriamente.

o o e o ey ot e i
ser visto na figura 2.2.18, se usa . Tlﬁ;_pal‘a ot - e
parte inferior e supe'ri;)r éx linh 55 o o e i exem.plo, s
Na figura 2.2.16, vemos I pOSSuem o Elpo o §1metr1a.
a0, que as linhas (t3), que estdo préximas de (t1),
en(}:Ofltram—se inclinadas. Para o caso das linhas (t4), que encontram-se
préximas de (t1), a inclinagdo é ainda maior, e é esta inclinagdo que faz
com que surjam as bolhas quando mantemos constante 2. A figura 2.2.21
pode nos ajudar a entender o que o ocorre nesses casos. Na figura 2.2.21
temos o grafico do diagrama de bifurcagdo no espago de pardmetros para
periodos 4 que encontram-se proximo de (t1). Seguindo a linha vertical, com
) = 0.702, no sentido crescente de b, podemos acompanhar o surgimento das
bolhas. Como no caso anterior, para b constante, a aplicacao passa por uma
série de bifurcagdes que chegam em um ponto onde estas passam a repetir-se
na ordem inversa, este é o principio que rege a formagéo das bolhas. No
caso de © = 0.702 a aplicacio passa por uma bifurcacao tangente de periodo
4, uma bifurcagio de duplicagao de perfodo, gerando uma érbita de periodo
8, outra bifurcagdo de duplicagao periodo, gerando uma érbita de periodo
16, (esta nao aparece na figura 2.2.21, mas na figura 2.2.22 do diagrama
de bifurcacdo vemos as pequenas bolhas que se formam) e repetem-se as
bifurcacdes no caminho inverso. o
Na figura 2.2.22-b, & = 0.702, vemos bolhas secunddrias. A falta da
om que surgam apenas duas pequenas bolhas

simetria para esse caso, faz ¢ : h
il méaria. Em 2.2.22-c, Q = 0.7025, ha regioes

nos bracos de cada bolha pri
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reacdo com diferentes formagdes de bolhas, =

Ficura 2.2.19: Diagrama de Bifu
. : temos b = 3.8, c) temos b = 3.8l e d) temos

[0,1]. Em a) temos b = 3.79, b)
b=4.1.
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51gu1‘a 2.2.21: Diagrama de bifurca¢do no espaco de pardmetro para periodos 1 e

caé'tlcas que se formam nos bragos das bolhas, S&o necessdrias mudancas
le.ltO ?equenas no valor de Q, para gerar mudancas no comportamento da
aphcagao quanto ao surgimento de bolhas, j§ que a estrutura que propor-
ciona a formacdo das bolhas, nesse caso, sao bem menores que no caso de
b constante, quando encontramos bolhas para a linha (t1). A falta de si-
metria que surge na figura 2.2.18 quando tracamos uma linha mantendo b
constante faz com que a aplicacio apresente diagramas de bifurcacio com
bolhas irregulares como os encontrados na figura 2.2.22. Na figura 2.2.22-d,
as 4 bolhas formadas tém em seus bragos bolhas secundérias, depois cada
brago passa por uma cascata de duplicagdo de perfodo que leva a aplicacdo
para um atrator cadtico e passam por um processo inverso voltando a uma
6rbita de periodo 4, mas agora sem apresentarem as bolhas secundérias. Na
figura 2.2.22-a, o diagrama de bifurcacdo para 2 = 0.731 apresenta 4 bolhas
primérias. Essas bolhas surgem devido a segunda estrutura de (t4) da fi-
gura 2.2.21. Essa segunda estrutura (t4) possui uma inclinagdo menor que a
primeira e s6 conseguimos encontrar bolhas primarias. Pl
O fendmeno de bolhas, para o caso de §) constante, depende da inclinagao
de cada estrutura de bifurcagdo para um determinado periodo. Sabemos que

as estruturas (t4) que apresentamos na figura 2.2..21' possuem a inclinagao
sas estruturas possuen auto-similaridade, outras estru-

necessaria, como es S at] '
: dem ter a inclinacdo suficiente para a

turas de maior perfodo também po
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Figura 2.2.21: Diagrama de Bifurcagio apresentando o fenémeno de bolhas para
drbitas de periodo 4 com S} constante. A escolha da condigdo inicial foi aleatdria.

Em a) hd 4 bolhas primdrias para o caso de Q = 0.731, b) hd bolhas secunddrias

para Q = 0.702, em c) as bolhas secunddrias apresentam movimento cadtico para
ovimento cadtico, demonstrando a

Q = 0.7025 e d) temos bolhas secunddrias e m
falta de simetria para o caso de Q= 0.704.
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nela de periodo 3 interrompe o movi
érbita.
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Figura 2.2.22: Diagrama de Bifurcagao apresentando o fenomeno de bolhas para
Srbitas de periodo 5, 6 e 7, para o caso de Q constante. A escolha da condigao
inicial foi aleatéria. Em a) hd bolhas primdrias para uma Jrbita de periodo 5
com Q = 0.067; b) hd bolhas primdrias para uma orbita de periodo 7, para o
caso de Q = 0.2578; em c) e d) as bolhas secunddrias apresentam movz’n}ento
cadtico e depois a drbita de periodo 5 passa por uma can:c_Lta de t.iuplic.:agaf; de
periodo, 2 = 0.0669, em d) ampliamos uma bolh(i para facilitar a msyalzzag:ao; e
em e) e f) temos bolhas para uma orbita de perzod_o 6, com formagdo de b?l'has
secunddrias e movimento cadtico Q = 0.233, f) ampliamos uma bolha para facilitar

a visualizacao.

7l




0 T T
) T T 0
0.25 0.5 0.75 1

Q

Figura 2.3.23: Espago de pardmetros, para a aplicagdo (2.0.1) mostrando o ezpo-
ente de Lyapunov. A~o lado, legenda com as cores referentes aos valores de \. Em
branco temos as regides onde A > 0, e em preto para as regides onde A < —2.3.

2.3 Expoente de Lyapunov no Espaco de
Parametro

Para concluir o estudo da dinamica da aplicagao do circulo de grau 2 vamos
apresentar o grafico do expoente de Lyapunov no espago de pardmetros. Esse
método nos permite diferenciar as regides periédicas estdveis das cadticas, e
servir de complemento para o grifico das bifurcagdes no espago de parametro.

Na figura 2.3.23, apresentamos o grafico do expoente de Lyapunov no
espaco de parametros (£2,b). Para fazer este gréfico calculamos numerica-
mente o expoente de Lyapunov para cada par dos pardmetros b e ). A
condicdo inicial zo foi escolhida aleatoriamente. e : .

Na figura 2.3.23 demos énfase as regioes onde a .a}?l-lca.gflo possui movi-
mento periédico, em tons de cinza, o que nos possibilitara a \’flsuahzagao
das estruturas que formam as linguas de Arnold. Junto ao gréfico do ex-
poente de Lyapunov no espago de pardmetro temos uma legencf com 05
tons de cinza correspondente ao intervalos de —2.3 > A < 0.1. As regioes
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em branco S80 regides onde A > :

cadtico ou onde hg bifurcacso. o z; ‘;}1 S€Ja regides onde
gem COMpoTuam ety quasiperiédicg, I1)3:1(1:"&@&0' il
todo -brarico e a aplicagio (2-0'1) i ao 1ntfervalo b —
a aplicacdo (2.0.1) nj 2. Haviamos visto

0 movimento é
presenta regiGes
0,1], o grifico é
que nessa regiao
Para essa

y b 2 tico. Podemos ver as linhas em preto
entro das linguas, onde estdo as érbitas superestdveis que caracterizam a

cascata. de E:luplicagéo de periodo. Parah > 2 a5 linguas passam a se sobrepor
e a aplicagao passa a ter regices onde hd biestabilidade.

O grafico 1.3.11 apresenta auto-similaridade e as linguas de Arnold repetem-
se. Como podemos observar na figura 2.1.8-a h4 varias janelas periddicas até
de periodo 15. Na figura 1.3.1]1 nio observamos 2sszz linguas de Arnold
referentes & drbitas de perfodo maior do que 4 por limitagao computacional.

Ainda comparando as figuras 1.3.11 e 2.3.23, vemos que a disposi¢ao das
linguas é diferente, nao apenas em relagdo ao parametro b, quando para o
caso da figura 2.3.23 essas estruturas surgem apenas para valores de b > 1,
mas também com relacao a §). A lingua que inicia-se em = 0.5, para a
aplicagdo (2.0.1), refere-se a uma érbita de periodo um, ou seja ponto fixo;
ja para a aplicacao (1.3.19) essa lingua refere-se a uma orbita de period’o 2.
Para a aplicacdo (2.0.1) teremos duas linguas referentes as 6rbitas de periodo
2, e seis referentes as érbitas de periodo 3, como mostra a figura 2.2.16. Es§a
diferenca na disposi¢do das linguas fez com que quse possive} a formagao
de bolhas, com a variagao do pardmetro b, para ,orbltas de perlodg 4, 0 que
nio foi observado para o caso da aplicagdo do CH'CUIO-_ Pjﬂa a &tha@ao dz
circulo encontramos a formagdo de bolhas com a variagdo do par.iaénet;ro

srbitas com perfodos iguais ou maiores que 90 que dificulta a
apenas para Orbl o srbitas permanecem por um intervalo de
visualizacio dessas bolhas ja que as Orbitas p

b pequeno.
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Conclus6es e Comentdrios
Finais

Fizemos o estudo da dindmica da aplicacio:

a
Tni1 = Mz, + 5 sin(212,) +Q  (mod 1)

com ’M = 2, e seguindo an4lises feitas pbara o estudo da dinamica da aplicacio
do circulo, ou seja quando a aplicagdo acima tem M = 1, pudemos comparar
comportamento apresentado. em ambas as aplicagdes. 4

Quando a aplicacio acima, possui o pardmetro M = 2, aplicagéo do cirenlo
de grau 2, ndo apresenta movimento qhasiperiédico, como temos no caso da
aplicacao do circulo. A aplicagdo {2.1} apresenta apenas movimento cadtico
ou periddico. Vimos que para o intervalo de b < -, onde 0 movimento quasi-
periddico é possivel na aplicagdo do circulo, o dnico movimento perminitido &
aplicagdo (2.1) é o movimento cadtico. Nesse intervalo o movimento cabtico
é caracterizado por apresentar uma densidade de probabilidade aproximada-
mento constante para quaisquer valores de £, e ser ergédico. Se compararmos
com a aplicagao do circulo, o mesmo intervalo de b possui a mesma carac-
terista quando apresenta movimento quasiperiédico.

Quando temos valores de b > 1 para a aplicagao (2.1), estruturas como
as linguas de Arnold surgem no espaco de pardmetro quando calculamos o
expoente de Lyapunov. Com essas estruturas vimos que a aplicacao (2:1)
apresenta duplicagdo de periodo e intermiténcia como rotas para 0 caos além
de biestabilidade. Estas sdo caracteristicas importantes que também surgem
na aplicacdo do circulo. O que difere o gréﬁco’do expoent.e dei Lyapr{nov no
espaco de pardmetros da aplicagdo (2.1) do grafico da aplicagéo do circulo ¢
a disposicdo das estruturas das linguas de f}rnold se encontram em a,.mb~os c?s
graficos. Essa diferenga fez com que o fenémeno de bolhas com variacio do
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ser ob . .
(2.0.1). observado no diagrama de bifurcagdo da aplicagiio

As bolhas encontr
adas para icacs . : .
apresentam-se de formg, irp & aplicagdo (2.0.1) ndo possuem simetria e

Bo%has no diagrama de bifurcacio foram encontradas em trabalhos experi-
mentals como em [42], onde estudou-se o comportamento cadtico na dinamica
de formacao de bolhas de ar em fluidos viscosos. Nesse trabalho observou-
se a formacdo de bolhas de bifurcagdo, primarias e secundarias, crise, ex-
plosdo/sela-né e adicao de periodo. Alguns desses comportamentos puderam
ser emulados com a aplicagio ciibica, com a aplicacio do circulo bidimensio-
nal e com acoplamento deste com a aplicagdo logfstica. Acreditamos que os
comportamentos encentrados no trabalho [42] podem ser melhor emulados
pela aplicacdo (2.0.1) do que pelo acoplamento das aplicagdes citadas, ja que
a aplicagdo (2.0.1) descreve o comportamento de um oscilador.
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