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Resumo

Neste trabalho introduzimos e estudamos um modelo estocastico de gds de rede
para descrever a evolugao de um sistema de particulas interagentes que representam duas
espécies: presas e predadores. As presas se reproduzem autocataliticamente ocupando
sitios vazios de uma rede. Os predadores também se reproduzem autocataliticamente
mas as expensas das presas, e morrem via aniquilacdo espontanea. As regras locais e
irreversiveis do modelo, de dois parametros, sao inspiradas no modelo de Lotka-Volterra
e no processo de contato. No regime estacionario o modelo apresenta trés fases. A
primeira corresponde a um estado absorvente em que as presas cobrem toda a rede. A
segunda é caracterizada por valores médios nao nulos das densidades de cada espécie.
A medida que variamos os parametros dentro dessa fase surgem oscilagdes locais nas
densidades. A segunda fase estd separada da primeira através de uma linha de transigao
de fases cinética continua. Essa linha critica encontra-se na classe de universalidade da
percolagao dirigida em d + 1 dimensGes, com exce¢ao de um ponto terminal que pertence
a classe de universalidade da percolagdo ordindria. A terceira fase corresponde a um
outro estado absorvente em que as duas espécies foram exterminadas. A transigao da
segunda para a terceira fase é continua e também pertence a classe de universalidade
da percolagao dirigida em d + 1 dimensdes. Os resultados foram obtidos por meio de
simulagbes computacionais bem como através de métodos analiticos aproximados.



Abstract

In this work, we introduce and study a stochastic lattice gas model for the evo-
lution of an interacting particle system describing two species: prey and predators. Prey
undergo autocatalytic reproduction on empty sites of a lattice. Predators also reprodu-
ce autocatalytically at the expense of prey, as well as suffer spontaneous annihilations.
The irreversible local rules of the model, involving two parameters, are inspired both in
the Lotka-Volterra model and the contact process. In the stationary regime, the model
shows three phases. The first one is associated to an absorbing state in which the lat-
tice is completely covered by prey. The second one is characterized by finite values of
the density of each species. As we tune the parameters values inside that phase, local
oscillations in the population densities start to appear. The second phase is reached from
the first one through a line of continuous kinetic phase transitions. The line belongs to
the universality class of directed percolation in d + 1 dimensions, except for its terminal
point, which belongs to the universality class of ordinary percolation. The third phase
corresponds to another absorbing state completely devoided of particles. The transition
from the second to the third phase is continuous and also belongs to universality class
of directed percolation in d + 1 dimensions. The model has been studied by means of

computer simulations as well as by using approximate analytical technics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas fora do equilibrio

Os sistemas fora do equilibrio sao um campo em aberto e o seu estudo repre-
senta um desafio, tanto pela variedade de comportamentos que eles apresentam, como
pela auséncia de uma teoria unificada para descreve-los.

No regime estacionario, existem fluxos de matéria e energia através destes siste-
mas. Assim, sem uma fungao de energia livre, os métodos usuais da Mecanica Estatistica
nao sdo aplicaveis, devendo-se recorrer a uma descrigao explicita da dindmica para definir
cada modelo.

Mas existem também assombrosas semelhangas com os sistemas em equilibrio
termodinamico. A medida que certos pardmetros de controle sio variados (por exemplo a
taxa com que os reagentes sao fornecidos numa reagao quimica), observa-se, em varios mo-
delos, a existéncia de transi¢des de fase cinéticas. Com isto denotamos uma dependéncia
singular das propriedades dos estados estacionarios com os parametros. Muitas destas
transicoes envolvem a emergéncia de novos niveis de organizagado, fato de grande re-
levancia em Fisica e Biologia [Nicolis e Prigogine, 1977]. Associando pardmetros de or-
dem aos estados estaciondrios, observa-se que alguns modelos apresentam transi¢des de
fase continuas (capitulo 7). Nas proximidades destas transi¢des deixam de existir compri-
mentos caracteristicos, e tém lugar singularidades, com expoentes criticos associados.
Existem classes de universalidade bem definidas, j4 conhecidas em outras areas, como
em matéria condensada (percolagdo dirigida [Blase, 1977al), particulas elementares (teo-
ria de campos de Regge [Brower et al., 1978]), reagbes quimicas autocataliticas (primeiro
e segundo modelo de Schlégl [Schldgl, 1972]), e na modelagem epidemioldgica (processo
de contato [Harris, 1974]). No capitulo 7 mencionaremos uma conjectura bastante geral
sobre o comportamento critico dos sistemas fora de equilibrio.

Os sistemas de particulas interagentes (SPI, ver préxima secdo) tém um im-
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portante papel tanto para testar como para gerar novas idéias na area. O modelo que
proporemos nesta tese € um SPI irreversivel com duas espécies. As regras locais de nosso
modelo estdo inspiradas no modelo de Lotka-Volterra (apéndice A), conhecido hd muito
tempo em biologia tedrica, e ponto de partida, ainda hoje, para modelagens mais realistas.
Assim, frequentemente nos referiremos as particulas em termos de presas e predadores.
Porém, o trabalho nao tem como finalidade reproduzir ou predizer o comportamento de
populagdes bioldgicas, a terminologia representa apenas uma alegoria.

Estd claro que nosso objeto de estudo serd uma simplificagdo dramatica de
qualquer sistema real que se pretenda modelar. Mas é esta simplicidade que lhe confere
um carater abstrato e geral, um dos motivos pelos quais os SPI s3o um paradigma para o
estudo de sistemas fora de equilibrio. Nossas particulas, classicas, poderdo ter o tamanho
de uma molécula (reacgdes quimicas), de um virus (epidemias em tecidos celulares), ou
tamanho macroscépico (modelagem ecolégica).

1.2 Sistemas de particulas interagentes. O Processo
de Contato

Os sistemas de pa.rficula.s interagentes (SPI) [Liggett, 1985] sao processos mar-
kovianos nos quais o tempo € continuo. Estes processos transcorrem num espago de confi-
guracio de particulas. Em outras palavras, o processo esta caracterizado por um conjunto
de varidveis de ocupagio associadas a cada sitio de uma rede, o; (i€Z%, 0; = 0,1,... ).
O processo é normalmente definido fornecendo as taxas com que cada transigao tem lugar.
Estas transi¢ées podem ser interpretadas como a aniquilagdo e criagdo de particulas. As
regras locais que definem as transi¢bes podem admitir estados absorventes: estados tais
que se o sistema atingir um deles, permanecera nesse estado para sempre. Como o niime-
ro de particulas é geralmente infinito, um numero infinito delas podera estar efetuando
transigoes em intervalos de tempo arbitrariamente pequenos. Em outras palavras, restri-
to a regides finitas, o sistema ndo pode apresentar transi¢oes que ocorram num mesmo
instante de tempo.

O Processo de Contato (PC) pode-se classificar como o protétipo de sistema
de particulas interagentes fora de equilibrio, pelo fato de ser o modelo mais simples (mes-
mo quando unidimensional e com uma sé espécie) apresentando um comportamento nio
trivial (transigdo continua para um estado absorvente). O PC foi estudado originalmente
pelo matemdtico Harris [Harris, 1974], e surge na fisica por duas vias. Uma delas foi-
como um modo de calcular os expoentes criticos de transi¢oes de fase que tém lugar em
processos de espalhamento de hidrons [Brower et al., 1978] (o modelo pertence & mes-

ma classe de universalidade do anterior, mas a conexao com o processo de espalhamento
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ndo é trivial). A outra via, da 4rea das reagoes fisico-quimicas, estd relacionada com a
construgao do primeiro modelo de Schlégl [Schldgl, 1972] na rede.

No PC, o; assume os valores 0 ou 1 representando sitios que se encontram
vazios (sadios) ou ocupados por uma particula (infectados). Cada particula gera novas
particulas com uma taxa A. Elas aparecem aleatoriamente na vizinhanga de qualquer
particula geradora. De modo que a taxa de criagdo de particulas num sitio vazio da rede
é igual a nA/¢ (onde ¢ = 2d, e n é o nlimero de particulas vizinhas a esse sitio). Este
tipo de regra local é chamada comumente na literatura de reproducdo autocatalitica (ins-
pirado na linguagem das reagdes quimicas), no sentido que a presencga de sitios infectados
favorece a rea¢do na qual eles mesmos se reproduzem (eles sio, simultaneamente, catali-
zadores e produtos da reagdo). Assim, os sitios infectados (circulos cheios no diagrama
abaixo, aparecem tanto sendo reagentes como catalizadores da reagido. As particulas
desaparecem a uma taxa unitdria, independente do estado dos vizinhos (Os sitios vazios
estdo representados no diagrama abaixo por estrelas, 3£ ).

A
+ 3k

v
/l\_ . —_—

J

1

Este modelo apresenta estados ativos (com valores estacionérios nao nulos na
densidade de particulas) parad > 1e A > A.(d), e cai num estado absorvente de vazio (AV)
para valores de A menores (observemos o fato nio trivial de que este tipo de modelos, com
interagdes locais, podem apresentar transigdes de fase também em dimensao 1). Trabalhos
numéricos (simulagdes de Monte Carlo e expansdes em séries temporais) caracterizam a
transi¢ao como continua, tomando como pa,ré,nietro de ordem a densidade de particulas
na rede. Assim, na transicdo uni-dimensional sabemos, de resultados obtidos mediante
expansdes em séries [Brower et al., 1978, que A, = 3.299 ¢ 8 = 0.277 £ 0.001 (o que
o enquadra na classe de universalidade da Teoria de Campos de Regge ou na classe de
Percolagdo dirigida em 2 dimensoes).

Quando mais de uma espécie é introduzida, mesmo em modelos com apenas um
parametro, comportamentos mais complexos sao observados. Talvez o mais popular destes
modelos seja o ZGB [Ziff et al., 1986], proposto em 1986 por Ziff, Gulari e Barshad, para
descrever a oxidagao do monéxido de carbono.(CO) em superficies cataliticas (tipicamente
Pt). O parametro de controle no ZGB estd relacionado com a pressao parcial do CO e do
oxigénio (O) no estado gasoso (probabilidade de adsor¢do de cada espécie na superficie).
Denotando o 4tomo de carbono (C') por bolas cheias (&), o O por bolas brancas (), e
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os sitios vazios da superficie por estrelas (), o processo vem representado pelas seguintes
reacoes

onde os indices 7, j indicam primeiros vizinhos na rede (superficie), (g) denota um elemento
em estado gasoso, (a) um elemento adsorvido, e P,, é proporcional a pressdo parcial de CO
na fase gasosa (observemos que os valores acima das flechas sdo probabilidades, enquanto
que no diagrama do PC s3o taxas). O primeiro processo representa a adsor¢io de CO, o
segundo a adsor¢do de uma molécula de O; e a sua simultdnea dissociacao, e o terceiro
representa a reagdo de oxidagao do C'O e a desadsorgao instantanea do C'O, resultante.

O ZGB apresenta duas transi¢oes de fase cinéticas para estados envenenados
(sem produgao de diéxido de carbono, CO,) nos quais a superficie fica coberta por CO e O
respectivamente. Definindo como parametros de ordem as densidades de cada espécie na
superficie, a primeira das transi¢oes é descontinua, enquanto que a segunda é continua. O
comportamento critico desta segunda transicao gerou grande interesse poucos anos depois
do modelo ser proposto [Jensen et al., 1990).

Outros modelos de carater irreversivel foram construidos inspirados no PC.

E importante notar que varios desses modelos estao dentro da classe de universalidade do

PC.

1.3 Programa desta tese

Esta tese trata de um modelo estocastico de gis de rede com duas espécies que
se reproduzem autocataliticamente. A segunda espécie, que se reproduz as expensas da
primeira, também morre espontaneamente.

No capitulo 2 faremos uma breve resenha da descricao de processos estocasticos
markovianos em termos de equagOes mestias, para no capitulo 3 estabelecer as regras
dindmicas que definem nosso modelo, obter sua equagao mestra, e o sistema hierarquico
de equagdes diferenciais associadas as correlacoes espaciais.

No capitulo 4 obteremos solugbes aproximadas do mencionado sistema
hierarquico, o que nos permitird construir o diagrama de fases do modelo na aproximacgao
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de campo médio simples e de pares. No capitulo 5 poderemos comparar estes resultados
com simulagbes de Monte Carlo. Dentro da aproximagio de pares, no capitulo 6 ten-
taremos entender as oscilagdes locais vistas nas simulagdes em termos de instabilidades
espago-temporais que emergem nas equagoes de evolugao das correlagoes.

O capitulo 7 serda dedicado a abordar a questao da classe de universalidade
das transicoes de fase cinéticas do modelo para o estado absorvente de presas e o estado
absorvente de vazio. Para o cdlculo de expoentes criticos associados as transi¢des fizemos
amplo uso da técnica de simulagdes dependentes do tempo.

Uma digressdo de carater bioldgico serd feita no capitulo 8, especificamente
estudaremos a propagacgao de ondas em equagdes de reagao-difusao obtidas a partir de
nosso modelo de gis de rede na aproximagao de campo médio simples. Este tipo de ondas
é observado nas simulagoes de Monte Monte Carlo feitas numa regido do diagrama de
fases do modelo, e tem relagao direta com as oscilagées locais nas densidades.

Reservaremos o capitulo 9 para fazer comentdrios finais.



Capitulo 2

Descricao estocastica de processos
irreversiveis

2.1 A Equacao mestra

Os processos markovianos continuos [Gardiner, 1985] sdo frequentemente es-
tudados mediante equagoes de Fokker-Planck. Em sistemas que tratam da evolugao de
um certo niimero de objetos individuais ou particulas, porém, com frequéncia é mais con-
veniente uma descri¢do em termos de transicGes finitas ou descontinuas (jump processes).
Para este tipo de problemas, um tratamento mediante o uso da equagdo mestra é mais
apropriado.

A equagao mestra é frequentemente derivada como uma forma diferencial da
equacgdo de Chapman-Kolmogorov. Esta ultina expressa uma relagao entre as probabi-
lidades de transicdo que deve ser obedecida por todo processo estocdstico markoviano.
Por conveniéncia, seguindo Van Kampen [Van Kampen, 1981], assumiremos um processo

homogéneo. Assim, a equagao de Chapman-Kolmogorov se expressa como

Wis—t, (03]01) = > Wiy—y, (03|02) Wiy s, (0201), (2.1)
a2

onde t; < t; < t3 sdo trés instantes de tempo, Wy_4(o'|o) denota a probabilidade de
transicdo do estado ¢ a tempo t para o estado ¢’ a tempo ¢/, e a somatdria é feita sobre
os possiveis estados intermediarios que ligam o, a os.

Assumamos agora que At = t3 — {5 é muito pequeno. Em primeira ordem em
At, Way(o3|o2) pode-se escrever como

W(O’3,t3|0’2,t2) = WAt (0'3[0'2) = F(At) 60-30-2 + At ’U)(0'3, 0'2) (22)

onde w(o3,02) é a probabilidade por unidade de tempo de uma transigdo do estado o
para o estado o’. A forma da fungdo F(At) pode-se determinar pela condigio

6
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Z WAt (Ugldz) = 1, (23)

o3
que fornece
F(At) =1-At Z’w(0'3,0'2). (24)

Substituindo 2.4 em 2.1, e chamando agora ¢t = t, — t;, obtemos

Wiiae (03|02t_ W (03]01) =Y {w(03,02)W, (02|01) — w(o2, 03)W; (03|01)}.  (2.5)

Assim, tomando o limite de At — 0 o termo esquerdo de 2.5 se tornard uma
derivada com respeito a t. Chamemos o = 03, 0’ = 05, € observemos que podemos pensar
W, (03|01) = P(03,t) de um processo tal que a condigao inicial seja P(0,t = 0) = §,,,.
Assim chegamos finalmente a forma da equacdo mestra,

dPElZ,t) - Z‘{'LU(O', O'I)P(o'l’t) - w(al’ O')P(O', t)}, (26)

que pode ser interpretada como uma equagio de balango para P(o,t).

2.2 Balancgo detalhado, simetria e solugoes assinto6ti-
cas da equacao mestra

A parte crucial no comportamento assintético das solugdes de uma equagao
mestra sdo as taxas de transigao (o nimero de transi¢des por unidade de tempo) do estado
o ao estado 0: w(¢’,0). Elas determinam importantes questdes, como por exemplo:
a medida em que t — o0, convergirao todas as solugdes para uma tnica distribuigdo
estaciondria?

Por motivos de espago, nos limitaremos a enunciar parcialmente alguns resul-
tados que nos sdo de interesse. Uma discussdo completa sobre este tema se encontra em
[Van Kampen, 1981]. Definindo a matriz W, por

W(o,0') = w(o,d') — 600’ (Z w(o”, a)> , (2.7)

podemos escrever a equagao 2.6 na forma
OP(t)
at

onde P(t) é a matriz coluna cujos elementos sio P(o,t), que admite a solugio formal

= WP(t), (2.8)

P(t) = exp™ P(0). (2.9)
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A matriz W admite sempre, no minimo, um autovetor a direita de autovalor
zZero,

WP, =0, (2.10)

onde P, é um vetor tal que suas componentes, Py(c), representam as probabilidades es-
taciondrias de cada estado. Pode existir mais de um autovetor a direita, e na medida
que todos tenham componentes com o mesmo sinal, corresponderao a distribugdes esta-
cionarias da equagao mestra. Vejamos sob quais condigoes o antovetor a direita é unico.

Dizemos que uma matriz W é redutivel na medida que, mediante permutagao
dos indices que denotam os estados do sistema, possamos levd-la a uma forma

( “3 Z > , (2.11)

onde 0 denota a matriz nula, e .4 deve ser uma matriz do tipo W (quadrada). Pode-se
ver facilmente que, dada uma distribucao inicial de probabilidade, esta flui dos estados
percorridos pelos indices de B, que serao transientes, para os estados percorridos pelos
indices da matriz A que serdo coletores da probabilidade.

Uma situacao andloga acontece se a matriz W puder ser levada a forma se-

pardvel,
A 0 D
0 B €& |. (2.12)
0 0 C

Novamente, .4 e B sdo matrizes W. A diferenca com o caso anterior é que quando o
sistema comegar num estado transiente (associado & matriz C), P(o,t) poderd, a tempos
longos, fluir tanto para os estados associados a .4 assim como para os associados a B.

Voltemos agora a questao anterior sobre o comportamento assintético das so-
lugGes. No caso em que a matriz W nao seja do tipo redutivel nem do tipo separdvel,
pode-se demonstrar as propriedades enumeradas a seguir:

e A solugao estaciondria de 2.10 é tdnica.

e Se P(t=0) é uma distribugdo de probabilidade (normalizada e positiva), conti-
nuard como tal a tempos posteriores. Mais ainda, convergird para a solugao es-

taciondria para t — oo.

Denotando por — A os autovalores da matriz W, entao

e A parte real dos A’s é n3o negativas, ou seja, Re(A) > 0.
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Uma dltima propriedade estd associada a simetria da matriz W. Se existir
balanceamento detalhado, ou seja, se por unidade de tempo existem tantas transi¢coes do
estado ¢ a ¢’ como de ¢’ a o,

w(o',0)P(c) = w(o,d')P(d"), (2.13)

é possivel levar a matriz W a uma forma simétrica [Haken, 1978]. Nesse caso

e Todos os A’s s3o reals € nao negativos.

Nosso modelo, por ser microscopicamente irreversivel, nao obedecera o balan-
ceamento detalhado. Mais ainda, como veremos no capitulo 3, a matriz W de nosso
modelo serd do tipo separavel. E importante observar que algumas das propriedades
acima enumeradas podem nao ser validas para sistemas infinitos (limite termodinimi-
co). Estados que sdo transientes em sistemas finitos podem deixar de sé-los em sistemas
infinitos, como é o caso do estado ativo no PC [Harris, 1974, Liggett, 1985].



Capitulo 3

Modelo estocastico de gas de rede
para um sistema predador-presa

Suas regras locais e equacao mestra

3.1 Introducao

O modelo de Lotka-Volterra (MLV) serd descrito brevemente na préxima segao.
Sé mencionaremos aqui que ele serviu de motivagao para propor as regras dindmicas de
nosso modelo. O MLV nao tem hoje muita aplicacao em si préprio, porém é o ponto de
partida de quase todos os modelos mais realistas que sao motivo de estudo de populagoes
biolégicas.

Os modelos de gis de rede tém hoje muita importincia em biologia teérica,
em particular, na drea da modelagem ecoldgica. Sdo discretos espacialmente e as inte-
racoes dos individuos sao de curto alcance. Isto representa um aspecto muito realista
da modelagem, pois cada individuo interage com seu meio ambiente local. Eles também
conseguem levar em conta o espago como um recurso limitador para o crescimento das
espécies. Uma consequéncia deste tipo de tratamento é a observagao de padrdes espaciais
para determinados tipos de regras locais.

Embora o MLV tenha servido como inspiragao para propormos as regras locais,
podemos olhar nosso modelo como uma das generalizagdes mais simples do PC (ver 1.2).
Um modo possivel de generalizar o PC seria incorporando mais um estado e introduzindo
o minimo ndimero de parametros adicionais (associados a regras locais). Estas regras sio
descritas na préxima segao.

3.2 Dinamica do sistema

O sistema consiste numa rede hiperciibica de N sitios com condi¢bes de contorno periédi-

cas, porém nossa andlise se restringiu majoritariamente a d = 2. As varidveis dinadmicas
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associadas a cada sitio podem assumir trés valores, correspondentes a trés estados que
representaremos no futuro indistintamente por meio de um simbolo, um nimero ou uma
letra .

< — vazio ou 0.

() +— presa ou 1, que também representaremos pela letra A .

predador ou 2, que representaremos também pela letra B.

O tempo é continuo e a dindmica é do tipo de Glauber [Glauber, 1963], no sentido em
que a atualizagao da rede € feita escolhendo aleatoriamente um inico sitio a cada instante

de tempo. As particulas do sistema evoluem de acordo as seguintes regras markovianas
locais

e autocatélise de presas:
Oi+ 35 25 Ci+ O
As presas tentam gerar novas presas com uma taxa a em sitios vizinhos préximos
da rede aleatoriamente escolhidos. Esta regra modela presas se reproduzindo as
expensas de sitios vazios. A seguir damos alguns exemplos das taxas com que o sitio

vazio envolvido por um quadrado pontilhado, num instante de tempo dado, acaba
sendo ocupado por uma presa.

O % > taxaa/t O K ¥
» — o)

K taxa 3a/4

De modo geral, a probabilidade de transigao por unidade de tempo de um sitio ¢
que se encontra vazio serd

wi(os = %) = %;ma, o)} (3.1)

onde a soma é realizada nos ¢ vizinhos mais préximos ({ = 2d, nimero de coorde-
nagio da rede) e 6(z,y) é a fungdo delta de Kronecker.
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e autocatalise de predadores:

Do mesmo modo que na regra anterior, os predadores tentam gerar novos predadores
em sitios vizinhos préximos da rede com uma taxa b. A diferenca é que eles se
reproduzem as expensas das presas e nao de sitios vazios. Exemplos andlogos dos
valores das taxas de transicao sao agora

S

Dado um sitio ¢ ocupado por uma presa, sua taxa de transigao para predador serd

b
wi(ai = O) = 225(0146,
§
e morte espontanea de predadores:
IGNTY

De modo similar ao PC, os predadores podem passar a ser sitios vazios com uma
taxa ¢. O processo independe da vizinhancga do sitio

Neste tltimo caso, a expressao da probabilidade de transi¢ao por unidade de tempo
deste processo é




3 - Modelo estocastico de gds de rede para um sistema predador-presa 13

As regras estabelecidas pretendem reproduzir os mecanismos do MLV, mas
estd claro que equagdes como A.l nunca serao obtidas a partir de modelos de gas de
rede. A rede leva em conta o espaco como recurso limitador para as espécies. Assim, por
exemplo, na auséncia de predadores, a densidade de presas crescerd exponencialmente
num caso, mas atingird o valor um em forma assintética no outro.

Nossas regras locais sao altamente irreversiveis: se um sitio ¢ trocar o seu es-
tado, nunca poderd reverter este processo sem passar antes por outro estado. O diagrama
abaixo mostra as transi¢goes permitidas de um sitio ¢. Das trés flechas, duas representam
transigdes autocataliticas, enquanto que a horizontal (S «— §
espontanea.

representa a aniquilacao

Podemos ja antecipar que nosso modelo admitird dois estados peculiares: um
estado absorvente de presas (AP) no qual a rede estard completamente coberta por presas,
e um estado absorvente de vazio (AV) caracterizado pela auséncia total de particulas na
rede. Chamamos a estes estados de absorventes pois caso o sistema os atinja, nunca mais
conseguird sair. Sem ddvida sao solugoes estacionarias da equagao mestra. Gostariamos
de saber sobre quais condigoes o sistema atinge os estados absorventes assintoticamente,
e se existem outras solucoes nao triviais.

Fagamos agora um comentdrio a respeito da matriz W do modelo (capitulo
2.2). Rotulemos os estados o e o' de W de modo que num primeiro grupo se encontrem
todos os estados que nao possuam presas (o AV incluido). No diagrama a seguir denota-
mos esquematicamente os indices desse grupo de estados como ---|AV K@ - - -. Poste-
riormente, rotulemos um segundo grupo com todos os estados nos quais exista ao menos
uma presa, mas nenhum predador (o AP incluido). Para os indices deste grupo utilizamos
. 9|6 +-+. E finalmente, num terceiro grupo, incluimos todos os demais estados, ou
seja, aqueles nos quais existe a0 menos uma presa e um predador. Denotamos os indices
deste grupo como --- (O)@h-k - - -. Esté claro que se o sistema efetuar uma transicao para
o primeiro grupo, o destino final serd o estado AV, enquanto que se a transi¢ao for para
o segundo grupo o destino final serd o estado AP. A partir da forma de nossa matriz,
observamos que é precisamente a forma de 2.12, em que os elementos de .A ligam esta-

dos dentro do primeiro grupo, os elementos de B ligam estados dentro do segundo, e os
elementos de C ligam estados dentro do terceiro.

Como D e £ terao elementos positivos, podemos antecipar que, pelo menos
para redes pequenas, um estado originalmente no terceiro grupo acabara sendo coletado
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no primeiro grupo (e finalmente no AV) ou no segundo grupo (e finalmente no AP), com
uma probabilidade que dependerd dos elementos de D e £ (que por sua vez dependerido
dos parametros a, b, € ¢).

— - [aV]

o = AP s = O@ - —

Porém, no limite termodinamico, e dependendo da dimensionalidade da rede, assim como
dos valores de a, b, € ¢, a evolucao temporal da probabilidade de um estado que inicial-
mente pertence ao terceiro grupo poderd, em principio, ter trés tipos de comportamento.
Num deles, fluird para o estado AV com probabilidade 1. Num outro, fluird para o estado
AP com probabilidade 1. E num 1ltimo caso, a probabilidade de, a tempos longos, acabar
em qualquer dos dois primeiros grupos de estados serd zero, e um estado originalmente no

terceiro grupo convergird para uma distribugao de probabilidade de estados pertencentes
a esse grupo.

3.3 Equacao mestra e equagoes de evolucao para as
correlacoes

Por ser o processo markoviano, P(o,t) obedece uma equagio mestra
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d N
3 P(o,1) = Y- {u(A(0)) P(A(0), 1) — u(0)P(e, 1), (3.4

=1
onde por A;(0) denotamos um estado obtido a partir de 0 = (01,03, -+, on) fazendo uma
permutagio anticiclica de o; (2 = 1 — 0 — 2). Ou seja, Ai(0) = (01,092, ,0%, -+, 0n)

com ¢ = mod((o; — 1) + 3,3). Utilizando as expressdes 3.1, 3.2 e 3.3, podemos escrever
de maneira geral

w(az = —§(0;,0 26 (Cite, 1) + 601, 26 (Citer2) + cb(0;,2), (3.5)

onde a soma é feita sobre os quatro primeiros vizinhos de um sitio numa rede quadrada.

Pela dependéncia linear nos parametros que tém as taxas de transigao, obser-
vamos, a partir da equacao mestra, que o processo ¢é invariante por mudangas da escala no
tempo do tipo a — aa, b — ab, e ¢ = ac (a > 0). Assim, usamos a restri¢do a+b+c = 1.
Isto equivale a ter um parametro a menos, de modo que podemos representar os estados
do sistema por pontos no plano do espago de parametros a, b, e ¢c. Este plano passa pelos
pontos (1,0,0), (0,1,0), e (0,0,1). Assim, em muitas das figuras apresentadas no futuro
usaremos os parametros: p e ¢. Estes sao equivalentes aos anteriores estando definidos
através das relagdes: a=1/2—p—¢/2,b=1/24+p—c/2,ec=c.

Sabemos que o valor esperado de uma funcdo de estado do sistema < F(o) > é
o) >= Y F(o)P(a,1). (3.6)

Usando a equagao mestra 3.4 e a expressao explicita para a probabilidade de transi¢io
em 3.5, podemos escrever a evolugado temporal de < F(o) > como

2 < F(o) >= Y < [F(C(a)) ~ Flo)Jux(o) > (3.7)

i=1
Por C;(0) denotamos o estado obtido a partir de ¢ por uma permutagio ciclica da varidvel
0; (0 > 1 -2 —0), ouseja Ci(0) = (01,09, ...,0, ...,0x5) com o; = mod(o; + 1,3).

De particular interesse serd estudar os valores médios de certas fungdes que
descrevem a correlagao de dois, trés, e mais sitios na rede. Queremos calcular o valor
médio de expressoes do tipo

Pia) = < b(0s,0) >,
Pij(afB) = < 8(0s, a)8(0;,8) >, (3.8)
Piji(afy) = < 8(ci, @)8(c;, B)8(ok,7) >,
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onde as varidveis «, B3, e v podem assumir quaisquer dos valores 0, 1, ou 2. Usando 3.5
podemos escrever as equagoes da evolucao temporal para estas probabilidades na forma

d a ' b
Epiu) = Z;Pim(m) — ZZH’”‘S(R)’ (3.9)
)
d b
EPAQ) E}: Pi,i+6(2]-) —_ CP,'(Q), (310)
)
d a
dtPu(Ol) Z Z 1+617 101 +P11(01))+0Pij(21)
(1+5¢J)
1
Z }: (aPy;;45(010) — bP;; ;15(012)), (3.11)
(J+5¢1)
d 1
dtp”(12) ¢ > (aPiysi(102) — bPiysy5(212))
6
(i-+6#7)
b b
+E > Pij,j+5(112)—(E+c)ﬂj(12), (3.12)
)
(j+654)
d
EP""(W) cP;;(22) _Z Z Pi15:;(102) + C Z P;; ;.5(012)
(1+5¢J) (J+6¢1)
—CPi]'(OQ). (313)

As correlagoes que acabamos de escrever sao entre primeiros vizinhos na rede.
Elas formam um sistema hierdrquico de equagdes. Ou seja, para saber a evolugdo das
correlagdes de um sitio, P;(c), precisamos conhecer também as de dois sitios, P;;j(af3).
Para conhecer as de dois sitios precisamos as de trés sitios, P;jz(af87), e assim por diante.

O sistema 3.9 a 3.13, juntamente com equagdes andlogas para correlagoes de
ordem maior, constituem um conjunto de equacGes hierdrquicas equivalente a equagio
mestra. O truncamento do sistema de equagdes (tema do préximo capitulo) é um ponto
de partida para obter solu¢Ges aproximadas do problema.



Capitulo 4

Estados estacionarios espacialmente
homogéneos

Uma analise de campo médio dindmica

4.1 Introdugao

Neste capitulo apresentaremos um método de truncamento do sistema 3.9 via
um esquema particular [Mamada e Takano, 1968, Kikuchi, 1951, Dickman e Tomé, 1991].
O método consiste em desprezar correlagoes de clusters a partir de um certo tamanho,
desprezando assim flutuagoes, o que implica na sua natureza de campo médio. O termo
‘dindmica’ esta relacionado com as correlacoes a que nos referimos, as quais caracterizam
estados estaciondrios que nao sao estados de equilibrio.

Chamaremos truncamento de ordem n ao procedimento pelo qual aproxima-
remos correlacoes de ordem n + 1 em termos de correlacoes de ordem n. Suporemos
que os clusters de sitios sobre os quais calculamos as correlagées tenham um nicleo,
e uma fronteira. Tomemos dois sitios, 21, e ,, de modo que eles estejam em extre-
mos opostos da fronteira do cluster. Queremos aproximar a expressdo P(0;,0;,...0;,) =
P(os,...0:,)P(0i,|04, - .. 04, ). O tltimo termo é a probabilidade condicional do sitio i,
se encontrar no estado ¢;, quando sabemos que seus vizinhos imediatos sdo o;,...0; .
Por estar ¢; distante de 7,, pensando no caso de um cluster suficientemente grande e
comprimentos de correlagdo finitos, o conhecimento do estado de i, ndo deveria ter
grande influéncia na determinacio do estado de z;. Assim surge a idéia de aproximar

P(oi|oi, ...0:,) = P(0i,|04, .. .05,_,). Reconstruindo as expressdes podemos escrever

P(Oilaiz s Ui,,_l)P(ai20i3 . .O'in)

Plo; 0, ...0. ) =
(0.11 0.1,2 aln) ‘13(0'1"20'13 « e 0-1:“_1)

(4.1)

A continuagao analisamos dois casos concretos que esclarecerdo qualquer ddvi-
da respeito a implementacao destas idéias.

17
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4.2 Aproximacao de campo médio simples (n =1)

Nesta aproximagao obtém-se um sistema fechado de equacoes para as corre-
lagdes de um sitio P;(c). Para isto escrevemos as correlagdes de dois sitios, P;;(af) como
Pi(a)P;(B). Das trés correlagdes de um sitio, P;(0), Pi(1), e P;(2), s6 duas sdo indepen-
dentes, dado que P;(0) = 1 — P;(1) — Pi(2). Escolhendo como variiveis independentes

P;(1), a densidade de presas, e P;(2), a densidade de predadores, a evolugdo temporal
delas é

d a b
aPi(l) = ZP"(O); Piys(1) - ZPi(l)‘L;Pm(?), (4.2)

d b
52 =GR X Pus(1) ~ eP(2)

Para poder resolver este sistema, simplificamos ainda mais o sistema 4.2 procurando
solugdes espacialmente homogéneas (ver capitulo 8). Ou seja, aquelas para as quais
Pi(1) = P;(1), P,(2) = Pj(2), para todo i e j com i # j. Nesse caso denotamos P;(1) = z,
Pi(2) =y, e P(0)=1—z —y. E o sistema 4.2 se torna

dz

i a(l —z — y)z — bzy, (4.3)
W gy —
7 = 0Ty~ cy.

A forma destas equacoes é semelhante a forma das equagées da cinética quimi-
ca, nas quais as espécies encontram-se tao diluidas que pode-se considerar as densidades
respectivas como constantes no espago. Fagamos algumas observagoes sobre 4.3. Ela
lembra o sistema original do MLV. A diferenca consiste no termo (1 —z — y) que d4 conta
do espago vazio com que contam as presas para se reproduzir. Este faz o papel de recurso
limitador. Assim, mesmo na aproximagao mais simples, o modelo de rede leva em conta
aspectos relevantes que nao se consideram nas equagtes do tipo da cinética quimica. O
fato de levar em conta o espago vacante em sistemas de espécies que interagem ‘intra’ e
‘inter’-competititivamente tem sido observado como um fator que favorece o incremento
da complexidade no comportamento do sistema [Solé et al., 1992].

As equagdes 4.3 tém dois pontos fixos triviais, (z,y) = (1,0) e (z,y) = (0,0).
Eles correspondem ao estado absorvente de presas (AP) e ao estado absorvente de vazio
(AV) respectivamente. O motivo dos nomes escolhidos para denominar estes estados foi
discutido nos capitulos 2 e 3. Fizemos uma andlise de estabilidade linear em torno das
duas solugGes. Esta mostrou que o estado AV é sempre instdvel, enquanto que o estado
AP é estavel na regido I do diagrama de fase mostrado na figura 4.1
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{ T—

-0.5 0 05

Y

Figura 4.1: Diagrama de fase do modelo segundo a aproximacao de campo médio simples.
Nos pontos por baixo da linha critica definida por ¢ = (2p+1)/3, o estado AP € instdvel,
dando lugar a pontos fixos nao triviais, para os quais 0 < z < 1 e 0 < y < 1, ou seja

representando estados ativos do sistema. As expressdes para os valores estaciondrios de x
e Y, nos estados ativos, sao

5’ (4.4)
a(b—c)
bat+b)

y:

Dentro dos estados ativos podemos distinguir dois tipos, de acordo com a maneira que o
sistema atinge seu estado final estaciondrio apds ser perturbado. Na regido II, o sistema
volta com um amortecimento exponencial da perturbacao. O ponto fixo é um nodo assin-
toticamente estavel (os autovalores obtidos na anélise linear de estabilidade so reais). No
entanto, na regiao III os mencionados autovalores adquirem uma componente imaginaria e
os pontos fixos tornam-se focos assintoticamente estaveis. Por uma pequena perturbagao
o sistema retorna para o ponto fixo realizando infinitas oscilagdes amortecidas no tempo.
A linha que separa a regiao II e III estd definida implicitamente por ac = 4b(b — c), onde
a, b e c estdo definidas em termos de p e ¢ como se indicara em 3.3.
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4.3 Aproximagao de campo médio com pares (n = 2)

Esta aproximagcao consiste em escrever as correlagoes de trés sitios em termos
daquelas de dois € um sitio. Neste caso, a equagao 4.1 resulta na seguinte expressao para
a probabilidade de um cluster de trés sitios.

Pij(oB) Pir(BY)
BB

Pz‘jk(aﬁ'7) =

onde ¢ e k sao os primeiros vizinhos do sitio j.

(4.5)

Mais uma vez procuramos solugoes homogéneas de 3.9. Esta vez pediremos que
elas sejan isotrépicas, no sentido que P;j(of) = P,;(Ba). Neste caso podemos dispensar
os indices em P;(a) e P;;(aB). Temos trés correlagdes de um sitio, P(a), (a = 0, 1 ,2)
e nove de dois sitios, P(a8), (o, = 0, 1, 2). Porém, s6 cinco delas sdo independentes.
Escolhemos estas dltimas como sendo P(1) = z, a densidade de presas, P(2) = y, a
densidade de predadores, P(01) = u, P(12) = v, e P(02) = w.

A forma das equagbes para estas variaveis resulta

dz

T = au — bv, (4.6)

dy

2= bv — cy, (4.7)
2

% _ (Czl) (a(qu;u ) _bu?v) +cv—%u, (4.8)

d -1 —? b

b K : ) (_w i bg) ~Su-a, (4.9)

% = (Czl) (b%—)—a%)ﬁ—c(s—w), (4.10)

onde z = P0)=1-2z-y,q=P00) =z—uv—w,r=Plly=z~u—mv, e
s=P22)=y-v—w.

No caso em que { = 2, uma rapida inspecao na forma das equagdes permite
ver que a tnica solugdo admissivel como estado estaciondrio é o estado AP. Mencionemos
que resultados exatos em uma dimensdo [Andjel e Schinazi, 1994] predizem este compor-
tamento. Quando { = 4, o sistema admite como solucao os dois estados estacionarios
triviais: o AP, (z,y, z,u,v,w) = (1,0,0,0,0), e 0 AV, (z,y, z,u,v,w) = (0,0,0,0,0). A
analise de estabilidade linear revela que o estado AV continua sendo instavel, enquan-
to que o estado AP tem uma regiao de estabilidade definida no diagrama de fases. Esta
indica-se como a regidao I no diagrama de fase da figura 4.2. O estado AP torna-se instavel
numa linha critica de pontos que separa a regiao I e II. Os pontos pertencentes as regices
I, III e IV sao pontos fixos ndo triviais (0 <z <lel0<y<1).
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Afortunadamente, foi possivel obter analiticamente a solugio para os pontos fixos nédo
triviais. A expressdao dos valores estaciondrios como fungao dos parametros é comprida
e nao permite um analise qualitativa simples, por esse motivo preferimos escrevé-las no
apéndice B. Para o caso de p = 0 (a = b) a figura 4.3 mostra a dependéncia dos valores
estaciondrios de z, y e 2z como fungdo de c.

O diagrama de fases estd desenhado na figura 4.2. A medida em que ¢ decresce
para um p fixo na figura 4.2 trés tipos de pontos fixos vao sendo obtidos. As regides Il e
I1I sdo andlogas as encontradas na figura 4.1. A diferenca é que aqui em vez de ter-se dois
autovalores tem-se cinco. De toda forma, o comportamento estd regido pelo autovalor
dominante, ou seja, aquele de maior parte real, e que portanto dominara o decaimento de
uma perturbacdo para tempos longos.

Figura 4.2: Diagrama de fases do modelo segundo a aproximagao de campo médio com
pares.

Na figura 4.4, pode-se apreciar a parte real do autovalor dominante, v, e também sua
parte imaginaria ao quadrado, w?, para diferentes valores de ¢ quando p = 0. Claramente
identificam-se nela as regioes II e III. Mas olhando com detalhe para baixos valores de ¢,
observamos que a parte real do autovalor dominante troca de sinal. O foco assintotica-
mente estavel torna-se instavel e da lugar a uma bifurcagao de Hopf. Para valores de ¢

menores do que aquele no qual se anula a parte real (), o comportamento do sistema
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é descrito através de ciclos limite.

Densidade

Figura 4.3: Densidades estacionarias como fungoes de ¢, para p = 0.

0.03
0.00
-0.03
-0.06
-0.09
-0.12

-0.15
0

Figura 4.4: Valor da parte real () e imaginaria ao quadrado (w?) do autovalor dominante.
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Isto pode ser evidenciado iterando numericamente o sistema 4.6 & 4.10. Na figura 4.5
encontra-se desenhado o valor de z versus y ao longo do tempo. Dependendo da condigao
inicial (A e B respectivamente), o sistema evolui acercando-se para uma 6rbita assintéti-
camente estavel. Cada ponto da regiao IV do diagrama de fases da figura 4.2 representa
um ciclo limite. Desta forma, a aproximacio de campo médio com pares é capaz de
prever oscilacoes nas densidades das populagtes de presas e predadores. Neste aspecto,
o comportamento lembra o do modelo original (apéndice A), mas o tipo de oscilaces
aqui observado tem estabilidade assintética orbital. Como veremos no capitulo 6, quando
estudaremos os efeitos de perturbagdes nao homogéneas sobre os estados estacionérios, a
regiao IV se encontra dentro de uma outra regido, na qual o sistema apresenta instabili-
dades espaciais. Observemos também que a andlise de campo médio realizada prevé que

a frequéncia das oscilagdes varia como w ~ 4/c para valores suficientemente pequenos de
C.

0.65

0.55

densidade de predadores

0.25

0.00 0.10 0.20

densidade de presas

Figura 4.5: Ciclo limite da regidao IV do diagrama de fases. A e B representam duas
condigoes iniciais diferentes.



Capitulo 5

Simulacoes de Monte Carlo
O diagrama de fases em redes finitas

5.1 O algoritmo

As simulacOes numéricas foram feitas em redes quadradas com condigGes pe-
riddicas de contorno. Devemos aclarar que utilizamos o nome de simulagdes de Monte
Carlo, por ser um termo de uso corrente na area, mas nao tem em principio relagao algu-
ma com o algoritmo de Metropolis ou similares. A maioria das simulac¢Ges apresentadas
neste capitulo foram feitas em redes de 100 x 100 sitios.

A condigao inicial utilizada em cada rodada foi a rede preenchida aleatériamete
com predadores, presas e sitios vazios. Em todas as simulagdes realizadas (menos num
conjunto especifico de pardmetros que se tratard mais adiante) o estado final atingido pelo
sistema independeu dos valores das densidades iniciais.

Cada passo da simulacao € feito da seguinte forma:

o Escolhe-se um sitio aleatoriamente na rede.
e Verifica-se o conteudo do sitio escolhido. De acordo com o contetido:

— Se o sitio estiver vazio, se escolhe um numero aleatoriamete. Caso ele seja
menor que an,/{, onde n, é o nimero de sitios vizinhos ocupados por presas,

o sitio é preenchido com uma presa. Caso contrario permanece vazio.

— Se houver uma presa, se escolhe um nimero aleatoriamente. Caso ele seja
menor que bn, /¢, onde ny é o nimero de sitios vizinhos ocupados por predador,
o sitio passa a ser ocupado por um predador. Caso contrario permanece como
presa.

— Se houver um predador, se escolhe um nimero ao acaso. Caso ele seja me-

nor que c, o sitio é desocupado. Caso contrario permanece ocupado por um
predador.

24
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¢ Incrementa-se o tempo em 1/N, (onde N é o nimero de sitios na rede) e registra-se
o valor das densidades de predadores e presas.

e Volta-se ao inicio do procedimento.

5.2 Diagrama de fases preliminar

Os resultados obtidos nas simulagSes [Satulovsky e Tomé, 1994}, em uma di-
mensao, coincidem com o predito pelo campo médio de pares e os resultados exatos
[Andjel e Schinazi, 1994], no sentido de que o estado AP ocupa todo o diagrama de fases.

Em duas dimensoes, os resultados podem-se resumir na figura 5.1. O diagrama
tem cardter preliminar [Satulovsky e Tomé, 1994] dado que, por ter sido utilizada uma
rede quadrada de 100 x 100, existem efeitos de tamanho finito. Mais adiante, no capitulo 7,
veremos como obter resultados mais precisos mediante o uso de simulacoes dependentes do
tempo. A regiao I representa estados AP. A medida em que a probabilidade de sobrevida
de predadores cresce (¢ decresce) o sistema sofre uma transicio de fase cinética para
estados estacionarios ativos. Estes estao representados pela regiao II.

Figura 5.1: Diagrama de fases segundo simulagées de Monte Carlo para uma rede de
100x100 sitios.

A transicao também pode ser apreciada na figura 5.2, analoga a figura 4.3
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obtida na aproximagao de pares. Estes estados estdo caracterizados por curtos transientes
de menos de 1000 MCS. Um estado foi considerado como ativo, na medida em que o
sistema nio cafsse num estado absorvente durante 30000 MCS (tempo tipico de amostra-
gem de dados usado). Em II, as populagdes tém um valor médio constante no tempo, e
nao apresentam evidéncia nenhuma de cardter oscilatério.

Densidade

SR

R I

R TR

0.3

Figura 5.2: Densidade de presas, predadores e sitios vazios como fungao de ¢, para p = 0.

Este comportamento pode-se corroborar numa inspegao da figura 5.3. Nela, o gréafico

superior representa um intervalo de uma amostra temporal tipica. O grafico inferior é a

2

densidade espectral S(w) calculada em base na amostra temporal mencionada segundo a
expressao [Van Kampen, 1981]
1 /| X
S(w;) = = ( |D_ f(n)exp (sw;n)| ), (5.1)
N n=1

n(j—1) .

w; = _N—’ J= 1) N H

onde f(n) denota a densidade estaciondria de uma dada espécie no instante de tempo
n. Para evitar uma divergéncia de S(w) em w = 0, a cada amostra temporal foi-lhe
subtraido seu valor médio, obtendo assim um processo com valor médio nulo Na figura

5.3.b. é mostrado o comportamento de S(w) versus w com S(w) calculada a partir de
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Figura 5.3: Regido II do diagrama de fases. (a): Evolugdo temporal da densidade de
presas e predadores. (b): Densidade espectral.

amostras temporais concernentes a densidade de presas. Resultados similares obtém-se
para as densidades espectrais relativas a predadores e a sitios vazios.

A medida que ¢ decresce para um valor fixo de p, acontece uma transi¢io da
regiao II para a ITI. Consiste no surgimento de oscilagoes temporais nas densidades das
populacGes do sistema. Este comportamento oscilatério pode-se corroborar inspecionando
a figura 5.4. Nela pode-se apreciar um nitido maximo em S(w). Procurou-se uma forma
de medir o grau de oscilagdo do sistema para um conjunto de parametros dado. Uma
escolha natural é a altura do maximo valor atingido pela densidade espectral, que pode
servir como parametro de ordem. A linha delimitando as regices II e III foi definida
de modo que os modos baixos da densidade espectral (lim,_oS(w)) tivessem o mesmo
valor que seu maximo S(wWpay). A predominancia dos modos baixos (que pode apreciar-se
claramente na figura 5.3) é inevitavel & medida que c cresce, dado o fato de o sistema
estar perto da transi¢io de fase cinética (TFC) de segunda ordem entre as regides I e II.
Perto da transicio, as flutuacdes de longo alcance ficam cada vez mais relevantes. E por
isso que se deve tomar cuidado na confiabilidade dos pontos da mencionada linha no seu
extremo direito, pois para altos valores de p esta chega muito perto da TFC de segunda
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Figura 5.4: Regido III do diagrama de fases. (a): Evolucdo temporal da densidade de
presas e predadores. (b): Densidade espectral.

ordem, ocasionando-se um overlap entre os modos baixos e o maximo de S(w). E notével
o fato de que as flutuagoes de grande comprimento espacial se comportem, nas transigoes
continuas de sistemas fora do equilibrio, de modo similar ao caso de sistemas em equilibrio
térmico.

As densidades espectrais calculadas diretamente a partir das séries temporais
sdo extremamente irregulares. Para obter informagoes a partir delas foi preciso fazer a
convolugao da densidade espectral com gaussianas. Dessa forma é que se obteve o grafico
da densidade espectral na figura 5.4. Para nao induzir resultados espirios se tomou o
cuidado de escolher gaussianas de dispersao sensivelmente menor do que a largura da
densidade espectral. A escolha de gaussianas foi um pouco arbitraria pois confirmou-
se que qualquer funcio com um nitido maximo em z = 0 e decaimento suficientemente
rapido também funciona. Outra posibilidade testada é fazer a convolugdo diretamente
com a série temporal (neste caso a dispersdo da gaussiana deve ser muito menor que o
periodo tipico de uma oscilagdo na série).

Os resultados das simula¢Ges indicam que as oscilagGes tornam-se mais notérias
4 medida que c¢ decresce. Ou seja, S(wWmax) cresce & medida que ¢ decresce. Ademais,

Wmax decresce com c¢. Neste limite, para p = 0 e ¢ € 1, Wyax ~ ¢® com a < 1. Este
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comportamento estd em acordo qualitativo com as predi¢oes da aproximagao de pares,
que fornece o valor a = 1/2. Incrementando ¢, Wpayx também cresce, atingindo um valor
limite até a oscilagao desaparecer. Para p = 0 este valor corresponde a um periodo de
~ 250 MCS. Por 1ltimo, a regiao IV na figura 5.1 representa estados AV. Usando redes
de até 480 x 480 sitios observamos que a regido se reduz com o tamanho da rede. Esse
comportamento esta de acordo com as predi¢des de campo médio, segundo as quais estes
estados s6 podem existir em ¢ = 0. Estudos mais detalhados do comportamento critico
do modelo e do estado AV, usando idéias de teoria de escala, serdo feitos no capitulo 7.

A respeito da regido cinza da figura 5.1, tal como antecipou-se no comeco da
secao, os valores das densidades iniciais das populagGes determinam se o sistema atin-
gird um estado oscilante (até no minimo 30000 MCS), ou se serd aprisionado num dos
estados absorventes a poucos MCS do instante inicial. Decidimos deixd-la, até o capitulo
7, como uma regido de resultados nio conclusivos.

Antes de encerrar esta secdo, devemos mencionar uma questdo importante.
A pergunta que surge apds observar a existéncia das oscilagdes temporais é a de como
elas se comportam no limite termodinamico. Persistirao como oscilagGes sincronizadas
ou serao um fendmeno de carater local? Intuitivamente é quase 6bvio que nosso sistema
é suficientemente estocastico para nao possuir estados coerentes (oscilagdes coletivas).
Com esta idéia em mente, estudamos o desvio quadratico médio de amostras temporais
da densidade de cada espécie, p, para redes de diferentes tamanhos,

o= (- <p>)). (5.2)
Este estimador inclui as flutuagdes de todas as frequéncias e nao s6 a dominante no
espectro, de modo que serve como uma cota da rapidez com que o modo principal decai
com o tamanho L da rede.
Verificamos, para valores especificos de p e ¢ dentro da regiao III, que quando
o tamanho L da rede é incrementado, o decai na forma 1/ VN, onde N é o niimero total
de sitios na rede (N = L?). Isto pode ser observado na figura 5.5. O fato de as flutuacdes
decairem termodinamicamente indica que as oscilagoes sao um fenémeno de cardter local.
No capitulo 8 descrevemos qualitativamente um mecanismo, observado nas simulagdes,
capaz de produzir estas oscilacoes locais.
Vale lembrar que existem modelos, como o caso de um autémato celular proba-
bilistico para descrever o transporte ativo em membranas biolégicas [Vieira e Bisch, 1993],
ou como um modelo de gis de rede para reagdes de catilise em Pd [Vlachos et al., 1992],
que também apresentam flutuacoes locais nas densidades das espécies envolvidas. Em
[Vieira e Bisch, 1993], o modelo tem sé um processo autocatalitico, mas as oscilagées bem
definidas sdo observadas com um minimo de 5 espécies. Estas oscilacGes sdo explicadas
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em termos de fen6menos de aglomeragao de varidveis com o mesmo estado e propagagao
de frentes de onda. Como veremos no capitulo 8, as oscilagoes de nosso modelo, numa

porgao do diagrama de fases, sdo semelhantes no que diz respeito a propagagao de frentes
de onda.

0.020 -

0.015 S

0.010 | .

e |

e

0.005

0'000 L i 1 1 1
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012

1/L
Figura 5.5: Decaimento de o como fungdo de 1/L.



Capitulo 6

Instabilidades espaco-temporais

A regiao das oscilagoes do ponto de vista de campo
médio

Para uma melhor compreensdo do mecanismo das oscilagées do mode-
lo, estudamos a evolucao das perturbagdes nao-homogéneas na equagao mestra
[Satulovsky e Tomé, 1995]. A anlise foi feita na aproximagao de campo médio simples e
na aproximagao de campo médio com pares.

Consideramos perturbagoes espago-temporais ao longo de uma dada diregao, a
diregao longitudinal, o que implica que as densidades e correlagoes (longitudinais e trans-
versais) variam apenas ao longo da direcdo longitudinal e ndo da transversal. E impor-
tante notar que, dada a nao linearidade das equagdes que governam a evolu¢ao temporal
das correlagGes, o principio da superposicao nio tem validade nesse caso e as conclusdes
obtidas a seguir nao podem ser generalizadas para perturbacoes genéricas.

6.1 Equagoes de campo médio simples para corre-
lagcoes nao-homogéneas

Primeiro analisamos as equagoes na aproximagdo de campo médio simples. As
densidades das presas e dos predadores sao definidos por

Ty = Pg(l), € Yy = Pg(2) (61)

respectivamente, onde £ é o rétulo que denota a diregao longitudinal. Nesse caso temos
as seguintes equagoes de evolugao para zz e Y,

dx a b

d_tl = Z(l — g — Yp) (22 + Ty1 + Toy1) — Z$£(2ye + Yeo1 + Yey1), (6.2)
d b

—d% = Z.’I}g(ng + Y1+ y£+1) — CYe, (63)

31
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e consideramos perturbagdes em torno do estado estacionario ndo trivial escrevendo

ze=2" + Xy, e =y +Y, (6.4)

onde z* e y* sdo as solugdes estacionarias de campo médio simples dadas em 4.4.

Uma vez linearizada, nossas equagdes para a evolugdo das perturbagoes ficam

aX a .
—C# = Z(l —z* - y*)(QXg + Xot1 + Xg_l) —az (Xg + Yg)
b, \
—ZKB (2}/1 + Y'Z—l + YZ+1) — by Xg, (65)
dY b
—CFZ = ZfB*(2Y2 + YZ—l + Y'Z-{-l) + by*XE - CY'E' (66)

Para testar a possibilidade de instabilidades espaciais propomos perturbagdes na forma
X, = Gyttt e Y, = Cpettike, (6.7)
que substituidas nas equagoes lineares fornecem a seguinte equagao caracteristica
A2 —T(k)A+ D(k) =0, (6.8)

onde

_ac bla+c)
T = —-b— — _2((1,——}-1))(1 - COSk), (69)

_ac
" 4b(a +b)

A equagao da dependéncia de A com k tem a forma
1
r=3 {T(k) + \/T2(k) - 4D(k)} (6.11)

Estudamos o comportamento do autovalor que possui a maior parte real como fungao de
k. Assim, se existir k* tal que

D [8(b — ¢) cos®k — 2c(a + b) cos k + 4ab + 3b? — 2ac — be]. (6.10)

Re(A(k*)) >0 (6.12)
entdo poderemos concluir que o sistema é instivel ante perturbacGes de comprimento
caracteristico 27 /k*.

Encontramos que & = 0 domina o comportamento, dado que a parte real
de X é sempre negativa para k = 0, o que implica que, dentro dessa aproximagio, o
estado homogéneo é estavel. Portanto, concluimos com essa andlise que a aproximagio de
campo médio simples (e perturbagdes numa direcao preferencial) nio é capaz de revelar

o comportamento nao homogéneo. E necessdrio, entao, considerar uma aproximagio de
ordem superior o que € feito a seguir.



6 - Instabilidades espago-temporais 33

6.2 Diagrama de fases do sistema nao homogéneo
na aproximacao de pares

Da aproximagdo de pares para o caso homogéneo considerado anteriormente
no capitulo 4 sabemos que no caso do modo zero (k = 0, perturbagdes homogéneas),
para cada valor de p existe um valor critico de ¢ para o qual se produzem bifurcagGes
de Hopf. Estudaremos agora como o sistema se comporta ante perturbagdes com k # 0.
Novamente, nos restringimos ao caso em que a dependéncia espacial ocorre ao longo de
uma dire¢do, sendo homogénea nas outras.

Devido a falta de simetria das correlagoes no sentido longitudinal nosso sistema
de equagdes diferenciais acopladas passa a ter nove elementos em vez de cinco elementos
como se dava no caso homogéneo (capitulo 4). As varidveis independentes escolhidas para
a analise foram: as duas densidades

zp = Py(1), (6.13)
Ye = Py(2), (6.14)

e as sete correlagOes de dois sitios vizinhos
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onde Pl“(aﬁ ) é a correlagdo de pares de sitios vizinhos na dire¢io longitudinal, sendo £ o
rétulo correspodente ao primeiro argumento «, e

g = P;(01), (6.19)
re = PH(12), (6.20)
se = PH(02), (6.21)

onde P;*(aB) é a correlagao de pares de sitios vizinhos na diregio transversal.

Lembremos que O representa um sitio vazio, 1 representa um sitio ocupado por
uma presa e 2 representa um sitio ocupado por um predador. Todas as outras varidveis
podem ser expressas como fungoes dessas nove variaveis.

As equagoes de evolugdo para as densidades e as correlagoes sio dadas por

dzx a b
d—: = Z(meq — T+ Ugoy — Vo1 + Zp—1 + U + 2q¢) — Z(W + zp_1 + 274),
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d b
% = Z(vz + zg—1 + 27¢) — cy, (6.22)
du[ a(]_—.’I:g—y[—’U,[—’w[) bug
-t = 9 _ )
dt 4 (1 — Ze1 — ye+1) (uz+1 + Qe+1) 4$e+1(w+1 + 7‘e+1) + ¢z
aug
————(:125_1 — Tyt Up1 — V1 + 21+ 1 =24 — Y + 2Qg), (6.23)
4(1 — z4 — o)
d’U[ awy b’Ul
= (g — Ty Fup1 — Vg1 + 2g1 + 2q8) — —(20-1 + T4 + 27
7 4(1_“_%)(31 1= T + U1 — Vo1 + Ze-1 + 2e) 43}2( -1+ ¢ + 27y)
blzpp1 — U~ 2
e w8, o)~ eu, (6.24)
44y
dw, aw, bu,
e T e —— 4 — 4 — _ _ 2 2
di 41—z, - yl)(mz 1= Te ey — Vpy + 2e—1 + 2ge) + 4ml+1(vz+1 + 27441)

+c(yer1 — ve — 2wy),

dzg  b(zep1 — ug— 2¢) bz,
— = 2p-1+ 2 — 2r
di 4z, (2e-1 + 27041) 4$z+1(w+1 + Toy1 + 27041)
a(Ye — Yop1 +ve + wy — 2¢)
+— Upy1 + 2Ges1) — €24,
4 (1— 21— o) (wees + 20e41)
dge  a(l —z¢ — yp — 20 — ¢)
—_ = Ty 1—2X Up1 — Vg Zp_1 +
di 41—z — ) (ge+ -1 — To + Up1 — Vo1 + 21 + W)
——‘b(n (ze—1 +ve+7¢) — 2% + cry,
4:1:[ 4
dr, asy ( + + et q1) bry
— = ———————————(Zp1 — g+ Up_1 — Vo1 + 25— —— —cr
dt 41— 20— u) -1 I4 £—1 -1 T 2¢-1 ¢ T Gt 4 ¢
bz — qp — 27
n (e 4Qz [)(Zz—1+ve+7‘e),
Te
dor _ o (z Ty +u Vp—1 + 2e-1 + Ug + Gp)
dt 41— 20 — u) -1 €T Up—1 — Vg1 T 21 T qe
bge
+—‘4 (Z[_1 + v + 7‘[) + C(y[ — Ty — 25().
Ty

De modo andlogo ao caso da segdo anterior estudamos pequenas perturbagées

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

ao redor
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da solugdo estacioniria homogénea nao trivial dada no Apéndice B e linearizamos as
equagdes acima. Propusemos solugdes do mesmo tipo que em 6.7 para as perturbagdes
obtendo assim um sistema altamente nao linear em k. Estudamos numericamente o
comportamento do autovalor dominante (maior parte real) como funcio de k. A medida
que c¢ decresce, com p fixo, as instabilidades espago-temporais surgem a partir de um valor
critico ¢* tornando o estado homogéneo instdvel. A linha critica ¢*(p) é definida, portanto,
por Re(A(k)) = 0 e estd mostrada na figura 6.1. Ao longo dessa linha critica o vetor de
onda k é nao nulo e varia continuamente.

Na figura 6.1 mostramos também a linha de bifurcagdo de Hopf encontrada
anteriormente a partir da analise de estabilidade linear homogénea (capitulo 4). A anlise
feita aqui mostra que as instabilidades espago-temporais tornam o estado homogéneo
instavel antes da possivel ocorréncia da bifurcacao de Hopf.

0.020 -

0.0154 x50 HOMOGENEO
C

0.010

0.005 -

0.00Q -ty ~g).00662
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Figura 6.1: Amplificagdo da parte inferior do diagrama de fases na aproximagao de pares.
Na linha de bifurcagdo dos modos modulados se escreveram os valores de k associados as
instabilidades. A linha tragejada indica a bifurcagao do modo zero.
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Para verificar esses resultados integramos numericamente as equagGes 6.22-
6.29. A condigdo inicial utilizada estd representada pela curva de circulos brancos na
figura 6.2. Nesta figura, mostramos a dependencia da densidade de predadores em funcao
da coordenada na diregao longitudinal. A amplitude da perturbagao foi tomada como
um milésimo do valor estacionario das densidades de cada espécie. O valor tao baixo
foi tomado para evitar transitérios longos, pois os valores assintéticos das amplitudes sao
notoriamente pequenos. Somando o fato de que o sistema de nove equagoes a ser resolvido
é altamente nio linear, para obter resultados confidveis foram necessdrias mais de 14 casas
representativas no valor das densidades. Além disso, também foi necessario discretizar o
tempo em intervalos de tempo menores ou iguais do que 2x10~2 unidades. Para viabilizar
o célculo (em termos de tempo de CPU requerido) limitamos a faixa de variagio de [ a
100 sitios.

Na figura 6.2 mostra-se o resultado da simulacdo numérica para diferentes
valores de ¢. Acima da linha de instabilidade as perturbagdes sao assintoticamente amor-
tecidas (figura 6.2(a)). Para valores de ¢ suficientemente préximos da linha, a forma
assintética da perturbagdo estd bem representada por uma fungao sin(z) (figura 6.2(b)).
Quando c estd dentro da regiao de instabilidade comegam a surgir nao linearidades (figura
6.2(c) e (d)), assim como o valor assintético da amplitude das perturbagdes cresce.

Como observagao interessante podemos mencionar que a regiao de instabili-
dades das perturbagoes ndo homogéneas é a que mais se assemelha a regiao de estados
estacionarios oscilantes encontrada nas simulagoes de Monte Carlo descritas no capitulo 5.
Ambos os tipos de oscilagbes sdo locais (com comprimento de onda finito). Porém, uma
objegao a ser feita esta relacionada com o cardter parabdlico do sistema de equagdes. As
integracoes numéricas que deram lugar as figuras 6.2 evidenciaram que as perturbagdes
nao se propagam a medida que transcorre o tempo, mas as bordas da perturbagio inicial
se espalham de acordo com um movimento de tipo difusivo. Dessa forma, nao fica claro
como oscilagdes estaciondrias das densidades se relacionam com o mecanismo de oscilagao
do tipo de uma onda quimica como observado nas simulagdes (ver capitulos 7 e 8). Outro
aspecto que chama a atencdo na figura 6.2 é quao pequenos sio os valores assintéticos das
amplitudes das instabilidades. Talvez a situagdo mude numa andlise que leve em conta
correlagoes de trés sitios. De fato, na andlise de campo médio simples vimos que a regiao
de instabilidade nao existe, enquanto que a aproximagao de pares prediz o comportamen-
to oscilante do sistema, ou seja, as flutuacoes introduzidas nas aproximagdes de campo
médio sao essenciais para revelar as caracteristicas intrinsecas do modelo.
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Figura 6.2: Densidade de presas (linha continua) para p = 0.1. A linha de tragos repre-
senta a perturbagao a t=0. (a) ¢ = 0.025, t = 1500,(b) ¢ = 0.0168, ¢t = 3161,(c) ¢ = 0.010,
t = 2506, e (d) ¢ = 0.001, sequéncia de gréficos desde ¢t = 3221 até ¢t = 3331, as flechas
indicam a ordem da sequéncia.



Capitulo 7

Comportamento critico

Classe de universalidade do modelo, a regiao do
estado de vacuo e o diagrama de fases.

7.1 Introducao

Tal como se observara no capitulo I, um dos aspectos mais sobressalentes
dos sistemas fora de equilibrio é a existéncia de classes de universalidade bem defi-
nidas. Existe uma grande variedade de modelos estocasticos markovianos que apre-
sentam transicbes de fase cinéticas (TFC) de segunda ordem. Exemplos em Fisi-
ca sdo a Percolagdo direcionada em d + 1 dimensbes (PD) [Blase, 1977b] e a evo-
lugdo no plano de pardmetros de impacto da densidade de “n-wee parton” em pro-
cessos de espalhamento de hadrons [Grassberger, 1978]. Na 4rea das reagbes quimi-
cas, 0 Primeiro e o Segundo modelo de Schlégl [Schldgl, 1972, Gardiner e Walls, 1978]
e mais recentemente o modelo ZGB [Ziff et al., 1986], criado para descrever a oxidagdo
do mondxido de carbono em superficies de platina. Em ecologia, sistemas predador-
presa [Matsuda et al., 1992, Satulovsky e Tomé, 1994] e modelos de fogos em flores-
tas [Drossel e Schwabl, 1993, e na modelagem epidemiolégica o Processo de Contato
(PC) [Harris, 1974]. E surpreendente que modelos tao diversos possuam os mesmos
expoentes criticos. No caso do PC foram calculados por Grassberger e de la Tor-
re [Grassberger e de la Torre, 1979] e para a PD por Blase e Grassberger entre outros
[Blase, 1977a, Grassberger, 1989a]. Os expoentes do modelo ZGB aparecem em virias re-
ferencias [Aukrust et al., 1989, Jensen et al., 1990, Albano e Pereyra, 1994]. Para o caso
de um modelo de fogos em florestas com imunizagio ver [Albano, 1994].

Jannsen [Jannsen, 1981] e Grassberger [Grassberger, 1982a] conjecturaram,
usando argumentos de teoria de campos, que o comportamento critico de todo mode-
lo de uma componente (como no caso do PC), que apresentar uma transicdo de fase
continua para um tunico estado absorvente, pertence a classe de unversalidade da PD em
d 4+ 1 dimensoces, que é a mesma que a classe de universalidade da Teoria de Campos

38



7 - Comportamento critico 39

de Regge. A suposigdo independe de detalhes nas regras locais que definem a dinidmi-
ca do modelo. Esta conjectura, conhecida como “conjectura PD”, foi estendida por
Grinstein et al. [Grinstein et al., 1989] para sistemas de varias componentes. Mode-
los que pareceram violar a conjectura PD [Albano, 1992, Yaldram et al., 1993] revela-
ram mais tarde erros no calculo dos expoentes criticos, pertencendo em verdade a esta
classe [Zhuo e Redner, 1993, Jensen, 1994]. Também modelos com infinitos estados ab-
sorventes foram estudados e verificou-se que pertencem a classe de universalidade PD
[Jensen e Dickman, 1993]. Mas se conhecem exemplos que ndo tém comportamento PD
[Grassberger et al., 1984, Grassberger, 1989b, Kim e Park, 1994]. As causas de um mode-
lo particular estar ou nao numa dada classe de unversalidade ndo sao ainda bem compreen-
didas dentro da mecanica estatistica de nao-equilibrio.

Pensemos no nosso modelo para um sistema predador-presa no limite em que
b, ¢ — 0 (p — —0.5). Vamos nos manter arbitrariamente perto da linha de transi¢ao de
segunda ordem para o estado AP (poucos predadores). Neste limite, o0 modelo se mapeia
no PC. E ficil de se convencer disto, pois como b/a — 0 e ¢/a — 0, o tempo de vida
médio de um sitio vazio € muito pequeno com respeito ao de um predador ou ao tempo
médio que uma presa demora para ser comida por um predador. Assim, podemos pensar
num processo onde ndo existem sitios vazios, mas sé predadores (ou sitios infectados)
evoluindo sobre um substrato de presas (ou sitios ndo infectados). As regras dindmicas
dos predadores sao as mesmas que no PC, de modo que a analogia é clara. Isto leva a
pensar que no canto esquerdo de nosso diagrama de fases o comportamento critico serd do
tipo PD.

Tomemos agora outro limite no nosso modelo, o limite em que a — 0 (e também
nos mantemos perto da linha de transi¢cdo para o estado AP). Quando as presas perdem
a sua mobilidade, o que se dd para a = 0, o modelo pode ser mapeado num outro tipo de
processo epidémico. Este novo processo pertence a classe de universalidade da percolagao
ordindria [Grassberger, 1982b]. Cabe destacar que o tipo de transi¢io a que nos estamos
referindo é algo peculiar: a transicdo é entre duas fases com estados absorventes de
cardter marcadamente diferente, e ndo entre um estado ativo e outro absorvente. Embora
o valor critico ¢, de nosso modelo nio se possa inferir das simulagdes apresentadas em
[Grassberger, 1982b], observamos que no nosso caso também existird um valor ¢, finito
para a = 0.

Neste ponto cabe formular algumas perguntas. A primeira é sobre a linha
de transicoes de segunda ordem para o estado absorvente de presas que se observa na
figura 5.1 (relevada para uma rede finita). Numa rede infinita, continuard suavemente
até encontrar o valor ¢, na borda ¢ = 0 do diagrama de fases 7 A questdo da continuidade
ndo é trivial, olhemos por exemplo para o modelo ZGB [Ziff et al., 1986]. No limite em
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que a probabilidade de adsor¢do de monéxido de carbono tende a zero, p.,, — 0, o valor
assintético da densidade de cada espécie na rede nao coincide com os valores encontrados
para pe, = 0.

A segunda pergunta tem a ver com a classe de universalidade da linha de
transigao de segunda ordem. Enquanto para um dos limites a classe de universalidade ¢ a
da percolagdo dirigida, o limite oposto pertence & classe da percolagio ordindria. O que
acontecerd para valores intermediarios?

Para responder a estas questoes calculamos os expoentes criticos em varios
pontos da linha mediante a técnica de Simulagdes de Monte Carlo dependentes do tempo.
Este procedimento possibilitou também a obtengao de estimativas muito precisas dos
valores criticos dos parametros (p.r, ¢.») na transigio.

7.2 Simulacoes dependentes do tempo.

A técnica que queremos apresentar neste capitulo consiste em fazer uma anéli-
se usando a teoria de escala. Tradicionalmente essa teoria € utilizada para estudar o
comportamento dos valores do parametro de ordem obtidos a parfir dos estados esta-
ciondrios dos sistemas. A vantagem de nossa abordagem é que possibilita uma melhor
comprensao do comportamento dinamico do sistema. Esta metodologia, também conhe-
cida como Teoria Epidémica, foi usada pela primeira vez por Grassberger e de la Torre
[Grassberger e de la Torre, 1979] e tem provado ser muito itil para classificar o compor-
tamento critico de novos modelos [Dickman, 1990, Jensen, 1991, Dickman e Tomé, 1991].
A base do método reside no fato de que a evolugao assintética do parametro de ordem de
um modelo, no seu ponto critico, estd governada por leis de poténcia.

Assumamos em nosso modelo que o valor do parametro p é fixado momentanea-
mente. Assim, obtemos um modelo (um para cada valor de p) com um inico parametro:
¢. Acima de seu valor critico, ¢, 0 estado absorvente de presas é o tnico estado esta-
ciondrio do sistema. Para valores de ¢ menores que c.;, existe um estado estacionario
com uma densidade nao nula nas populagoes. Chamamos a regido de valores de c tais que
¢ < cerit de supercritica, e a regido de valores de ¢ tais que ¢ > c¢.4: de subcritica. No caso
supercritico, esperamos que para valores de ¢ péximos a c.;;, a densidade de predadores
se comporte como:

Pact ~ AP, (7.1)
onde A = ¢4 — ¢, € pact denota a densidade de predadores na fase ativa, e 8 é um
expoente critico definido no regime estaciondrio.

Entre as grandezas 1teis na caracterizagdo do ponto critico, destacamos o
comprimento de correlagdo temporal 7 ~ A™ e o comprimento de correlacao espacial
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¢ ~ A=*/2 ambos definidos no regime assintético (t — oo).

Consideremos agora as distribugdes assintéticas dos predadores para as quais
no instante ¢ = 0 existe somente um pequeno grupo deles no centro da rede (£ = 0) e
o resto dos sitios estdo ocupados por presas (estado absorvente). Além disso, tomemos
A =~ 0. Dessa forma poderemos usar as idéias da hipotese de escala, e expressar qualquer
fungdo de ¥, t, ¢ A como uma nova fungio de F2/t* e Atv, mutiplicada por alguma

potencia de #?, t, ou A. Em particular, esperamos para a densidade de uma particula,
uma lei de escala do tipo

p(Z,t,A) ~ 1= F F (217, A1), (7.2)

e para a probabilidade de sobrevida, ou seja para a probabilidade de que a distribugao de
particulas ndo tenha colapsado (desaparecido) a tempo t,

P(t,A) =t~ (A7), (7.3)

onde d é a dimensao espacial, enquanto que F' e ¢ sao fungdes universais de escala.
Em base a forma proposta para a densidade 7.2, podemos calcular o nimero

médio de particulas e a distancia média percorrida pelas mesmas a tempo t,

N(t) = (n(t)) = / d% p(7,1) m 7 F(AEYY), (7.4)
) 2\1/2 1 d. =2 (= M2 2/2 1/v
R(t) = <m > = [m /dm z p(m,t)} =t %7 g(AtHY). (7.5)

Lembremos que as expresoes 7.2 a 7.5, sao validas no limite em que ¢ — oco. No con-
texto da teoria epidémica definimos disco epidémico como o estado ativo que se propaga
radialmente no estado absorvente. E vital que o comprimento de correlagao no interior
do disco epidémico (estado ativo que se propaga radialmente no estado absorvente), seja
muito menor que o raio do disco epidémico. S6 quando o tempo transcorrido for sufi-
cente (o disco terd um raio suficentemente grande) como para satisfazer esta condigao,
estaremos na regido de scaling. Esta é a suposi¢io basica do método. E a forma de la-
var as particularidades de cada modelo, obtendo assim propriedades universais associadas
a evolugao do disco. Desta forma, & medida em que A — 0 e as correlagdes espaciais
crescerem, o raio minimo do disco epidémico necessario para atingir o scaling também
crescerd arbitrariamente.

Nao todos os expoentes criticos sdo independentes. Existem duas relagdes
entre eles, de forma que sé trés precisam ser determinados. O apéndice C.1 mostra a
origem das mesmas. Estas relagoes sao
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B = vé, (7.6)
dz = 2+ 48. (7.7)

7.3 Resultados de simulacoes dependentes do tempo

Para encontrar a classe de universalidade do modelo, mediram-se os valores
de § e 1 (nas simulagOes a serem descritas neste capitulo, ndo se calculou v, o terceiro
expoente independente, pelo custo computacional adicional que isto implica). As simu-
lacbes de Monte Carlo foram utilizadas para obter os valores médios de grandezas de
interesse, fazendo a média aritmética de P(t¢) e N(t) medidas ao longo de véirias roda-
das independentes (tipicamente algumas centenas de milhares). Cada rodada foi feita de
acordo a seguinte prescricao. Comegamos a ¢t = 0 com a rede totalmente ocupada por
presas, a exce¢ao de uns poucos predadores (foco infeccioso) no centro da rede (£ = 0).
Os parametros p e ¢ sao escolhidos de modo a estarem préximos aos seus valores criticos.
Se deixa o sistema evoluir com as regras dindmicas tal como estabelecemos no capitulo 5.
Vital para a viabilidade da implementacao € a elaboragao de uma lista de sitios ativos, ou
seja locais da rede que tém probabilidade nao nula de trocarem seus estados caso sejam
escolhidos no processo de Monte Carlo. Assim, em vez de sortear sitios aleatoriamente na
rede e incrementar o tempo em 1/N apds cada sorteio, se faz o sorteio somente entre os
sitios disponiveis na lista, e se incrementa o tempo em 1/L, sendo L o nimero de elemen-
tos da lista nesse momento. Esta modalidade, embora ocupe trés vezes mais espago de
meméoria de computador que o método usual, é sempre mais eficiente respeito ao tempo
de CPU usado, pois L £ N. A intervalos regulares de tempo, medimos:

e P(t): a probabilidade de sobrevida do disco epidémico. Ou seja, a probabilidade de
que no instante de tempo ¢, ainda exista pelo menos um predador na rede (arma-

zenamos o nimero 1 num contador caso ainda existam predadores na rede e 0 em
caso contrario).

e N(t): O nimero médio de predadores na rede no instante de tempo t.

A estatistica pode ser levada a cabo para os predadores, os sitios vazios ou a
soma de ambos. Os trés grupos devem exibir o mesmo comportamento critico. Cada roda-
da culmina no momento em que o disco epidémico morrer, ou quando o tempo atingir um
valor maximo e, (nds usamos 2000 MCs na maioria dos casos). Ademais é importante
assegurar que a rede seja suficentemente grande para evitar que os predadores atinjam a
borda da matriz a tempos t < T,,,.. De modo que o valor de T},,, vem acotado por baixo
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pelo valor a partir do qual se satisfaz o scaling (relacionado ao comprimento de correlagdo
espacial) e por cima pelo tamanho da matriz utilizada.

Uma vez estimados os valores médios destas grandezas, perto do ponto critico
(e para grandes valores de t), esperamos que obedecam leis de escala do tipo:

P(t) ~ t79,
e N(t) ~ t".

Assim, podemos graficar em escala logaritmica P e N contra ¢ para vérios
conjuntos de valores (p,c) préximos ao valor critico. A curva que assintéticamente for
uma reta fornecerd, via sua derivada, o valor de § e n respectivamente. Fazendo isto
obtemos os graficos 7.1.a) para 8, e 7.2.a) para 7. Claramente resulta dificil discernir

entre as linhas. Uma andlise mais precisa dos dados é obtida se definirmos pendentes
locais das curvas como

- () = BIPI P

(7.8)

onde m é um nimero pequeno (5 e 8 sio tipicamente usados). Uma definicdo andloga

vale para n(t). Em geral, podemos supor corregoes de escala do tipo

P(t):t'5<l+%+t%+---), (7.9)

o que implica, na nossa definicao de pendentes locais,

a &b
t: —_ — s, .
5(t) 6+t+t5,+ (7.10)

(e expressdo andloga para 7(t)). Os expoentes §' e 7' sdo chamados expoentes de corregao
de escala e também tém carater universal.

Fazendo o grifico de —§(t) versus 1/t, a curva correspondente a ¢+ serd aquela
que colide com o eixo das ordenadas com comportamento linear, o valor da ordenada sendo
o expoente desejado. Valores de ¢ correspondentes & regido supercritica geram curvas
que divergem para —oo no limite em que t — 0. Enquanto que valores de ¢ na regiao
subcritica geram curvas que divergem para +oco. Nas figuras 7.1.b) e 7.2.b) mostramos

as pendentes locais para ¢ e 17 no caso em que p = 0.
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log(P(t)) vs log(t) pendente local: —d(t)
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Figura 7.1: Probabilidade de sobrevida do disco epidémico. a) Mostra P(t) para diferentes
valores de ¢. b) Gréafico de —6(t). Ao lado de cada valor de ¢ estd o niimero de rodadas
usadas na estatistica.

log(N(t)) vs log(t) pendente local: n(t)
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Figura 7.2: Andlogo a figura 7.1, mas para o caso de N(t) e n(t).
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Destes graficos inferem-se os valores

6=0.440 £ 0.015 (7.11)
e n=0.225 + 0.015,

o que se encontra em concordincia com expoentes calculados para modelos que pertencem
a classe de universalidade de percolagao direcionada:

! referéncia J 6 \ n |
R.Dickman [Jensen et al., 1990] | 0.452 £ 0.008 | 0.224 + 0.010
P.Grassberger [Grassberger, 1989a] | 0.460 £+ 0.006 | 0.214 £ 0.006

Deve-se destacar o quao custosas estas simulagdes sao computacionalmente devido a ne-
cessidade de uma alta amostragem, pois as flutuagoes crescem a medida que t — oo e
A — 0. A geragdo dos dados para as figuras anteriores demandaram 2 076 500 rodadas, o
que representa aproximadamente 866 hs (36 dias) de tempo de CPU numa work-station
HewlettPackard Apollo 9000/735. Um aspecto interessante deste método é que ele forne-
ce, simultineamente, os expoentes criticos e valores muito precisos do c.;; no qual tem
lugar a transi¢ao, como se aprecia na tabela da figura 7.3.

Repetimos o procedimento para calcular os expoentes e os valores criticos dos
parametros em outros pontos da linha de transicdo e verificamos o seguinte:

o A linha de transicoes de segunda ordem avanca em forma continua até o ponto
em que a = 0, como se aprecia na figura 7.3. O motivo de nao ter feito simulagoes
numéricas além do ponto (a, b, ¢) = (0.046083, 0.768049, 0.1859) deve-se ao excessivo
custo computacional requerido (espago de memdria e tempo de CPU) pelo fato de
as correlagoes espago-temporais crescerem arbitrariamente a medida em que a — 0.
Neste limite os predadores sdao poucos, mas a cauda de sitios vazios que deixam no
seu rastro é muito comprida (demora muito para ser prenchida pelas presas). Assim,

os predadores tém uma memdria cada vez mais comprida dos sitios que ja visitaram.

Todos os restantes pontos da linha pertencem a classe de universalidade
da percolagdao direcionada em d + 1 = 3 dimensbes. A tnica exce¢do é o ponto
a = 0. Seus expoentes pertencem a classe de universalidade da percolagao ordinaria
em duas dimensdes [Grassberger, 1982b:

6 = 0.093 £+ 0.001,
e n = 0.793 £ 0.004,

O gréfico 7.4 mostra-se coerente com esta idéia. A estatistica que se apresenta foi
levada a cabo sobre os predadores.
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Figura 7.3: .Diagrama do estado final da linha de transi¢oes de segunda ordem para
o estado AP. Os pontos ressaltados como circulos cheios, sio os pontos calculados via

simulagoes dependentes do tempo, os valores criticos correspondentes se apresentam na
tabela contigua.

| ¢ | b | ¢ | p |
0.99204(1) | 0.00496(1) | 0.0030(2) | —0.49354(1)
0.98423(1) | 0.00984(1) | 0.00592(2) | —0.48720(1)
0.9264(1) | 0.0463(1) | 0.0273(2) | —0.4400(1)
0.6225(1) | 0.2490(1) | 0.1285(5) | —0.1867(1)
0.4002(1) | 0.4092(1) | 0.1817(3) | 0.0000(1)
0.300(1) | 0.501(1) | 0.198(4) | 0.100(1)
0.2275(1) | 0.5688(1) | 0.2036(9) | 0.1706(1)
0.133(1) | 0.666(1) | 0.201(1) | 0.266(1)
0.0734(1) | 0.7345(1) | 0.1921(6) | 0.3305(1)
0.046(1) | 0.768(1) | 0.186(3) | 0.361(1)

0 0.8239(1) | 0.1761(1) | 0.41190(17)
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Figura 7.4: 6(t) e n(t) para a=0.

e No canto inferior esquerdo do diagrama de fases o modelo se mapeia no PC. Isto
pode-se verificar na figura 7.5, onde a linha tracejada representa pontos nos quais

b/c=1.647 £ 0.002, que é precisamente a taxa critica para o PC na rede quadrada.

0.08

0.02

c
0.01 -
0.00 ' ~ .
-0.50 -0.47 -0.45 -0.42
P

Figura 7.5: Comparagio da linha critica para o nosso modelo (ao redor de p = —0.5) com

a linha obtida a partir do processo de contato (linha tracejada).
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7.4 A regiao do estado absorvente de vazio.

Como se mencionou no capitulo 5, o grande comprimento das correlagoes es-
paciais faz com que seja dificil a determinagdo da existéncia da regido do estado AV em
redes finitas. A dificuldade principal é que para valores baixos de ¢, se o sistema cair no
AV devido a alguma flutuagdo, nao saird mais dele. Com a finalidade de estudar melhor
a existéncia de uma transicdo de fase tentamos duas pequenas modificagbes do modelo.
A primeira consistiu numa regra adicional nao local. Se evitou que o dltimo predador
existente na rede morresse. Isto, em principio, permitiria estudar a transigao para valores
de ¢ arbitrariamente pertos ao valor critico. Entretanto, foi confirmado pelas simulagoes
que se bem é certo que a modificagdo nao tem relevancia (ndo altera muito o compor-
tamento com respeito ao modelo original) quando as correlagdes sdo pequenas, este nao
é o caso perto da transigao, onde as correlagoes se tornam grandes. L&, a dindmica do
modelo se vé fortemente dominada pela nova regra. Na segunda modificagdo adicionamos
uma pequena taxa (constante) de criagdo espontinea de pares presa-predador na rede. A
finalidade foi tentar descobrir efeitos de histerese no modelo [Tomé e Dickman, 1993]. Os
resultados foram negativos dentro de uma margem de erro muito pequena.

Isto nos leva a pensar na possibilidade de uma transigao de segunda ordem e
nao de primeira. O aparente carater de primeira ordem (ver figura 5.2 para o caso em
que p = 0) se originaria por causa de um forte efeito de tamanho finito. Para valores
de ¢ baixos, quando p é pequeno e positivo, a evolugao do sistema vem governada por
grandes estruturas do tipo de uma frente de onda interagindo entre si como as ondas
quimicas (ver figura 8.2 do capitulo 8.2). Nio resulta muito intuitivo como um cendrio
deste tipo pode dar lugar a uma transicao continua para um outro estado com valores
nulos nas densidades de cada espécie. O ponto importante é que, nessa regido, para a
fixo (b e ¢ varidveis) o comprimento de correlagdo é grande, porém sempre finito. Deste
modo, a transi¢ao de segunda ordem counsistiria num afastamento progressivo, ou dilui¢do
das estruturas ou padrdes previamente mencionados. Este efeito de dilui¢ao é coerente
com a observagao de que a frequéncia tipica de oscilagao na rede decresce a medida que
¢ decresce. Isto seria andlogo ao aumento do tempo médio de colisdo entre as moléculas
de um gés a medida que a densidade diminui.

E assim que surge a idéia de aplicar novamente a técnica das simulagdes de-
pendentes do tempo. Nas simulagbes a implementar, as espécies sobre as quais devemos
realizar a estatistica sdo as presas e os predadores (ou o conjunto formado pela unido de
ambos).

Adiantando-nos um pouco ao conteido do resto deste capitulo, se olharmos
para os resultados da figura 7.6 podemos concluir que:
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Figura 7.6: P(t) calculado com respeito a populacdo de presas para diferentes valores de
¢ quando p ~ 0.2105.

e O estado AV existe, nao sendo um efeito de tamanho finito.

e A transicao de fase cinética para este estado é de segunda ordem, e a classe de
universalidade coincide com a linha de transicao de fase para o estado AP.

Os procedimentos para a relizagao das simulagdes sao os mesmos que no caso
anterior. A idéia da diluicao das frentes de onda se vé confirmada no snapshot da figu-
ra 7.7. Estas frentes se dividem eventualmente em duas ou mais partes, se aniquilam
espontaneamente e interagem entre si como se foram particulas.

Existem duas novas questoes a tratar. A primeira é sobre as correlagoes es-
paciais, elas sao muito maiores que no caso da linha de transigao para o estado AP. Isto
requer a utilizagdao de redes tao grandes que em principio inviabilizaria a implementagao
dos programas num computador do porte de uma estagdao de trabalho. A solugio en-
contrada foi criar um cédigo, no qual os sitios da rede vém representados pelos bits dos
numeros inteiros e nao por nimeros inteiros. Assim, com s6 dois bits podemos representar
os trés estados que caracterizam cada sitio de nossa rede. Apresenta-se entdo o proble-
ma de como manter uma lista dos sitios ativos. Se a metodologia anterior for seguida,
cadastrando todos os sitios ativos, a lista seria tao comprida que nao se obteriam ganhos
de memoéria.
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Figura 7.7: Snapshot da rede aos 15000 MCs para p = 0.21053 e ¢ = 0.01754. As duas
figuras na base sio magnificagdes das partes da rede denotadas pelos circulos A e B.
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A alternativa achada foi, as custas da perda de eficiéncia no uso de tempo de CPU
utilizado, levar uma lista dos blocos da matriz nos quais se tem ao menos um sitio ativo.
Escolhendo estes blocos de tamanho 16 x 16 sitios da rede conseguimos representar redes de
4096 x 4096 sitios com s6 4.5Mb de memoria, o que permite rodar o cédigo em praticamente
qualquer computador.

A segunda questao estd relacionada com uma queda espiria no estado absor-
vente de vazio. A idéia é comecar cada rodada com a rede vazia exceto por um pequeno
grupo de presas e predadores no centro da mesma. Caso a tdltima presa morrer durante
a rodada, apds um tempo o sistema caird no estado AV. Mas se o tltimo dos predadores
morrer, o sistema caird no estado AP. Isto nao deveria acontecer nunca no tipo de tran-
sicao que desejamos estudar. Se descartassemos estas rodadas poderiamos induzir erros
severos no calculo de P(t) e N(t), dado que representam eventos com boas chances de
sobreviver para tempos longos. Estudamos outras variantes para tratar estes casos. Uma
delas consistiu em, mais uma vez, nao deixar o dltimo predador da rede morrer. Assim,
as presas continuariam a se reproduzir até atingir esse predador. Outra variante testada
consistiu em que, na hora do dltimo predador morrer, outro nascer colado a algum grupo
de presas. Claramente qual das variantes se usara é irrelevante a tempos longos, dado que
o numero de predadores deve crescer com o tempo quando os parametros estao préoximos
aos valores criticos. Ambas alternativas tém vantagems e desvantagems. A primeira das
variantes induz transitérios oscilantes em P(t) e N(t). E estes transitérios dificultam a
extrapolagao das curvas a grandes tempos. O motivo disto se mostra nas instantineas
da rede da figura 7.8. Nelas, as presas foram excepcionalmente coloridas de cinza por
claridade, os predadores continuam coloridos de preto. Os valores dos parametros usados
correspondem a valores de p préximos a 0.5. Até as presas atingirem o tltimo predador,
estas vao se fusionando num tnico cluster. O predador comega a infectar as presas por
um extremo, de forma tal que apds os predadores fazerem uma varredura do cluster (isto
é feito rapidamente, dado que b é muito maior que a), o mais provavel é que o futuro
predador sobrevivente fique do lado oposto ao anterior. Assim, uma vez que as presas
voltarem a se fusionar e atingirem o novo predador, a situacao se repetird no sentido
oposto ao anterior. As oscilagdes observadas em P(t) estariam associadas aos periodos
que caracterizam estas varreduras. A segunda variante nao carrega esta desvantagem
mas, em compensagao, deixa uma estatistica muito reduzida para tempos longos, pois a
grande maioria das rodadas culmina logo num exterminio de todas as presas. De modo
que optamos pela primeira alternativa.
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Quando p toma valores suficentemente grandes, o dramatico crescimento das
correlagdes e o demorado crescimento do disco epidémico (a raiz do mecanismo descrito
pela figura 7.8) torna as simulagGes ndo implementdveis. A alternativa adotada foi, as-
sumindo que os expoentes criticos de todos os pontos da linha pertencem a classe PD,
realizar simulagdes na regido subcritica com uma fonte do estado ativo no centro da rede.
A idéia é medir momentos da distribuicao espacial das espécies e, usando idéias de scaling,
extrapolar o valor dos parametros criticos. Por motivos de espago, preferimos reservar
uma descrigdo mais detalhada deste procedimento para a segunda parte do apéndice C.2.

Mediante o esquema acima descrito realizamos simulagoes de Monte Carlo
na regido subcritica e conseguimos reproduzir o valor de c.4 achado previamente para
p = 0.2105 (figura 7.6). Para valores de p tais que p < 0.17, conferimos que nio existe
nenhum valor de ¢ no qual se possa atingir um estado estaciondrio com momentos finitos
(calculados tomando a fonte como a origem). Interpretamos isto como néo existindo regiao
de estado AV para estes valores de p. Neste sentido, concluimos que a porg¢ao da regiao
IV da figura 5.1 com valores de p < 0.17 é um efeito de tamanho finito. Mas nao acontece
isto com a parte da porcao direita na qual p > 0.17. Foi possivel calcular trés pontos, que
se podem apreciar na figura 7.9. Representamos eles por bolas vazias para explicitar o
erro estimado no calculo dos valores de ¢.;. Nao foi possivel determinar os valores criticos
com tanta precisdo como no caso das simulagbes dependentes do tempo (se¢do anterior)
dado o enorme custo computacional requerido. Podemos apreciar a partir do grafico que
os valores néo sao coerentes com a idéia de uma linha de transigdo bem comportada.
Mas ante a falta de hipdteses sobre a forma da regido de vazio ou outro tipo de dados
para comparagao, eles representam a melhor informagao que atualmente podemos obter.
Claramente, as simulagoes de Monte Carlo para o célculo dos momentos das distribugoes
espaciais serd cada vez mais custosa a medida que a — 0, dado que o tempo em que
uma configuragao difere da outra cresce arbitrariamente neste limite. Representa um
desafio predizer como se comportard a linha de transi¢ao de fase quando a — 0, pois
o modelo nao recai num outro mais simples, como no extremo oposto do diagrama de
fases (caso em que p — —0.5 e 0 modelo se mapeia no PC). Lembrando o significado da
transi¢ao de segunda ordem para o estado AP quando a = 0, podemos pensar na seguinte
possibilidade. Caso a linha de transigao colida contra o eixo a = 0, poderia-se interpretar
como uma transi¢ao na qual o grupo de predadores que se propaga a partir de tempo
t = 0, deixa uma cauda com densidade nula ou finita de presas, dependendo do valor do
parametro ¢. Consideramos que este limite (a — 0 e valores de ¢ pequenos), assim como
a determinagao precisa da regiao do estado AV, sao uns dos problemas mais dificies que o

modelo propoe para analisar, e esperamos que num futuro seja possivel realizar progressos
a esse respeito.
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Figura 7.9: Os pontos representados como bolas vazias foram calculados em base a simu-
lacGes na regiao subcritica com uma fonte. O circulo cheio representa o ponto ja calculado
mediante simulagoes dependentes do tempo que se mostra na figura 7.6
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Capitulo 8

Propagacao de ondas e equacoes de
reacao-difusao
Alguns aspéctos de interesse bioldgico

8.1 Introducao: oscilagcoes espago-temporais e on-
das quimicas

No capitulo 5 vimos que as oscilagoes observadas no nosso sistema tém carater
local, no sentido que as amplitudes das mesmas decaem termodinamicamente. Também
acontece que as oscilagoes tornam-se refor¢cadas ao diminuir progressivamente o parametro
c. Observemos um snapshot da rede no estado estaciondrio, como mostra a figura (8.1).
Ela apresenta as presas agrupadas em clusterse rodeadas por predadores assimetricamente
distribuidos. Estas estruturas, as quais chamaremos frentes de onda, sao muito similares
as ondas quimicas (também denominadas auto-ondas na literatura). As carateristicas
mais marcantes das ondas quimicas sao

e Nnao conservam a energia,

e conservam a amplitude e a forma (localmente),

e n3o apresentam reflexao nem interferéncia, mas pelo contrario,

e podem-se aniquilar entre si, e também difratar (contornando objetos).

Por nao apresentar interferéncia, quando duas frentes de onda colidem frontalmente, se
aniquilam. Na maioria dos casos, pela irregularidade destas frentes e pela estocasticidade
do processo, em vez de aniquilagdo total, observa-se uma forte diminuigao das populagoes.
Primeiro, decresce subitamente a populacdo de presas (que ndo tem para onde fugir) e logo
decresce a populagio de predadores (a consequéncia da morte das presas). Um snapshot

da rede mostrando momentos prévios a uma destas colisGes aprecia-se na figura (8.2).

35
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Figura 8.1: Snapshot da rede. A direita, uma ampliagdo de uma porgao desta figura.

Nela, o valor do pardmetro ¢ é muito baixo (¢ = 0.015), a medida em que ¢ decresce, o
tamanho destas estruturas cresce sensivelmente, chegando a atingir o tamanho da rede

usada na simulagao.

Figura 8.2: Snapshot da rede.

A aniquilacao de frentes de onda explica satisfatoriamente o fato das oscilages
serem um fendmeno local. As distancias tipicas nas quais dois sitios da rede estdo cor-
relacionados sao da ordem do comprimento de uma frente de onda. Ou seja, existe uma
relagdo estreita entre o incremento do cardter oscilatério e as dimensoes destas frentes. O
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exterminio (total ou parcial) de duas frentes de onda explica o decréscimo nas densida-
des de ambas espécies numa regido da rede. Pelo fato da densidade de frentes de onda
diminuir, os caminhos livres médios das frentes serao maiores nessa regiao, causando um
crescimento posterior nas densidades. O crescimento se deve ao aumento da massa quan-
do uma frente se propaga liviemente na rede bidimensional (pode-se compreender isto
em fung¢do da propagacgdo radial da frente e a idéia de que conserva sua forma localmen-
te). Uma conclusdo imediata que se pode extrair de um mecanismo deste tipo é que as
densidades de cada espécie (em particular a de presas) crescerd de forma gradual num se-
miperiodo da oscilagdo, enquanto que decrescerd bruscamente no seguinte. Para verificar
isto, na figura (8.3) mostra-se uma por¢ao ampliada de uma das figuras apresentadas no
capitulo 5 (aqui mostram-se s as presas, mas para os predadores acontece algo similar).
As amostras da densidade foram tomadas em intervalos de tempo regulares. Observamos
que € maior o nimero de pontos nos aclives. Devemos aclarar, porém, que este mecanismo
de oscilagOes acontece para valores de ¢ baixos e p > 0 mas nao muito grande. A medida
que c cresce, deixam de existir frentes de onda bem definidas se propagando e interagindo

entre si, como mostram as figuras 7.8.

0.11 " ;1 .
o e [
@ S 7] ”
PoL foL
3 Loy ;S '
;5)_ 0.09 \\ ¢ C | T
° L SN I !
g ' fo
o ¢ T -
2 007 I ¥ - ;
o ! :
[0 & .
a | \ ﬁ
v f L
0.05 | g § -
\
B g
0.03
tempo(MCs) 9400

Figura 8.3: Amplificagao de uma porcao da figura 5.4.
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8.2 Existem solugoes de onda viajante no nosso mo-
delo?

Solugbes com comportamento espacialmente nao homogéneo nao sao possiveis
de obter no esquema de aproximacdo de sitios utilizado no capitulo 4 para truncar o
sistema de equacoes 3.9. Neste esquema, as correlagdes sao levadas em conta (até certa
ordem), mas o fato de procurar solugdes homogéneas e isotrépicas faz com que possamos
tirar os indices das magnitudes estudadas. Ou seja,

Pla) = Pi(a) = ... = P(a), (8.1)
P;j(aB) = Pji(af) = Pj(aB) = Pi(af) = ... = P(af), (8.2)

As equagOes obtidas, do tipo da cinética quimica, impossibilitam alguma
depéndencia de P(a) com o sitio em questdo na rede. Surge assim o interesse de analisar
o sistema de equagOes para as correlagoes uma vez que este foi truncado, mas antes de
aplicar as condicOes acima citadas. Para o caso da aproximagdo de um sitio (n = 1)
obtém-se, em vez das equagoes

%P(l) = a(1 - P(1) - P(2))P(1) - bP(1)P(2), (8.3)
%P@) = bP(1)P(2) — cP(2).

o sistema (infinito) de equagdes acopladas

d a b
d_tUi = 5(1 —U; = Wi)(Uis1 + U;i1) — §Ui(Wi+1 + Wi-1), (8.4)
d b
d—tWi = §Ui(Wi+1 + Wi—l) — CWi, (85)
1= —00,..,—1,0,1,...,00,

onde U; = P;(1), e W; = P;(2) e trabalhamos numa dimensao por simplicidade, mas é mais
simples geralisar tudo isto para dimensio n. Se agora definimos os operadores derivacio
e o seu adjunto como

(VU), = Ui = U, (8.6)
e (VU); =Uin—-U,

podemos escrever
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Unr+ Ui = (Uigr = Up) = (U = Uinq) + 205
(VU), 1 — (VU), +2U; (8.7)
(V*VU), + 2U; = (AU), + 2U,

onde A e precisamente o laplaciano de diferencias finitas definido na rede.
Assim, as equagoes 8.4 tomam a forma
U, = a(l—U—W)U—bUW+%(1—U—W)AU
— %U AW, (8.8)
Wi = bUW — W + %UAVV.

As equagOes em que os termos difusivos sdo incorporados fenomenologicamen-
te, conhecidas como equagoes de reagao-difusao, tém a forma geral

Ui = f(U,W) + Dy, (89)

(Dy e D, sdo constantes nio negativas). Tanto f(U, W) como g(U, W) sdo termos reati-
vos, enquanto que os laplacianos sdo incorporados para levar em conta a difusdo. Estas
equagoes sdo muito usadas na modelagem de interagdes entre espécies biolégicas. As nos-
sas, obtidas a partir das regras microscépicas do modelo, contém, além do termo difusivo
conhecido(s6 na varidvel U), termos de difusdo cruzada, no sentido que o laplaciano que
age na varidvel W estd multiplicado por U e vice-versa. Este tipo de termo € usado es-
pecificamente em modelos Convectivos de EvasGo-Perseguigdo entre predadores e presas
[Murray, 1989] e surge na modelagem prética. Nestes casos, a presa trata de evadir-se do
predador e o predador de alcancar a presa somente se eles interagem entre si (se existe
um overlap entre as varidveis U e W). O sistema 8.9, ainda quando o termo reativo seja
um polinomio de segunda ordem (equagdes semi-parabdlicas), apresentam uma grande
variedade de comportamentos. Entre eles, estaremos interessados na propagagdo de on-
das quimicas, em particular pela relacio que este fenoméno tem com o mecanismo das
oscilagOes no nosso sistema.

E importante dizer que a propagagao destas ondas nao é incomum, mas um
dos aspectos mais representativos destas equagoes, frequentes na descrigao de sistemas
bioquimicos. Dada uma equagio standard difusiva (numa dimens3o)

U, = DAU, (8.10)
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(onde U é uma dada concentragdo quimica), o tempo exigido para transmitir informagao
na forma de uma mudanga de concentragio a uma distincia L é O(L) (isto é obvio a
partir de andlise dimensional). Como muitas das distdncias em organismos biolégicos
sdo tipicamente da ordem de lmm e D nas substancias quimicas de interesse biolégico
é em geral pequeno (de 107% 107 cm2seg?), os tempos exigidos sao O(107 — 10%seg),
muito grandes para a maioria dos processos de interesse. Em contraste, quando se acoplam
termos reactivos, podem existir ondas propagando informagao a velocidades muito maiores

que no processo estritamente difusivo. A mais simples destas equagbes é a proposta por
Fisher [Fisher, 1937

U, = kU(1 = U) + DOU, - (8.11)

(onde k e D sao pardmetros positivos). No apéndice D mostramos, mediante uma andlise
conceitualmente simples, como podemos acotar a faixa de valores de D/k para os quais
podem-se propagar ondas para a equagao 8.11.

Voltemos para nossa equacdo 8.8. Tem-se demonstrado [Dunbar, 1983] que
equagoes do tipo

U
U= A(1 - ) - BUW + DiAU, (8.12)

W, = EUW — CW + D,AW,

com D; e D, constantes positivas, admitem solugoes de onda viajante. Demostrar a

existencia destas ondas nao € trivial, equivale a provar que existe uma dérbita heteroclinica
no espago de fases (R* neste caso).

Sigamos um procedimento similar ao delineado no apéndice D e usemos, no sistema, 8.8,
o ansatz

u= Uz + vt) = u(f), (8.13)
w =W +vt) = (),

em termos de £ obtemos

vu' = a(l —u— w)u — buw — guw” + %(1 —u—w)u’, (8.14)

b
vw' = buw — cw + —uw”,

que equivale ao sistema
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;2 (ve + vy + cw)

== ~2 :
2=~ i—u_29) u (8.15)
y = 2yrew) o,
b U
Os andlogos dos pontos fixos (0,0) e (1,0) no caso da equacao de Fisher sdo agora os

pontos: Py = (%(%;—;),%,0,0), P, =(1,0,0,0), e P; = (0,0,0,0). No nosso diagrama de

fase (de pardmetros p e c), eles estdo localizados esquematicamente como se mostra na
figura 8.4.

P, P

Figura 8.4: Projecdo de uma drbita hipotética no espago (u,w,z,y) sobre o subespago
(u,w).

Em vez de dois autovalores, temos agora quatro, e existem dois tipos de frentes
de onda possiveis: os que vao do estado AV, P3, ao estado estivel P, (que Dunbar
chama ondas de Fvasdo-Persegui¢cdo ou tipo 2) e as que vio do estado AP, P, ao estado
estavel P; (que Dunbar chama ondas Invasivas ou de tipo 1). Ambas estdo representadas
esquematicamente no diagrama da figura 8.4. Este diagrama é a projecio de uma dSrbita
de um espago de 4 dimensGes sobre o sub-espago das varidveis u e w (na figura assume-se
que a érbita existe). A principal dificuldade para fazer uma anélise similar & do apéndice
reside no fato do sistema 8.15 nao estar definido em P e P;, o que impossibilita linearizar
o sistema em torno de esses pontos.

Calculamos a matriz jacobiana de 8.15 e estudamos numéricamente como evo-
luem seus quatro autovalores & medida em que o ponto onde a matriz é avaliada converge
a P; ou P, ao longo de diferentes diregoes. Se para um dado conjunto de valores de c,

todos os autovalores com parte real positiva possuem parte complexa, pode-se dizer que
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nao serao possiveis ondas viajantes para esses valores. Isto porque a parte imaginaria
faria sair do espago de fases a érbita do sistema (do mesmo modo que o ponto (0,0) na
equagdo de Fisher).

Nos caso dos dois tipos de ondas possiveis, para todos os valores de v (valor da
velocidade) testados, sempre obteve-se que pelo menos um dos autovalores é real positivo,
impossibilitando assim qualquer afirmagao ao respeito da nao existencia de algum dos
dois tipos de ondas. E assim que optamos por simular numéricamente nossas equagoes.
O objetivo disto foi

e Verificar se as ondas viajantes tipo 1 e tipo 2 efetivamente existem. Nao é obvio
que para t — oo, u(z,t) — u(z — ct).

e No caso de achar estas ondas, sua estabilidade estd de certo modo garantida pela

natureza da simulagao numérica. Seria interessante conhecer

— O perfil das frentes de onda.

— A regido do diagrama de fase do sistema (em termos dos pardmetros p e ¢)
onde cada tipo de onda ¢ estavel.

— Como muda a velocidade assintética das ondas ao longo do diagrama de fase.
Discretizando o tempo nas equagoes 8.8 e utilizando as mesmas condigoes

iniciais que no trabalho de Dunbar, ou seja
para ondas do tipo 1:

afb—c c
_ ] ) sex <z _ ] & sexz <=,
Uo(2) { 0 sex>xy Wolz) = 0 sezx>x
e para ondas do tipo 2:
a(b—c c
_ E(Zn) s€ X S ) _ i se T S Z,
Uo(z) { 1 sex >xy Wo(z) 0 sex>ux

implementamos as simulagoes em redes de 10000 sitios, com zq = 1000. Observamos o
siguinte

e Existem tanto as ondas do tipo 1 como 2 (figura 8.5). As ondas do tipo 1 (ou
invasivas) sio estdveis em todo o dominio de variagdo dos pardmetros. As regides,
no diagrama de fases, para as quais se observam comportamentos oscilantes e nao
oscilante nas caudas concordam com a andlise de estabilidade linear realizada no
capitulo 4 (ver figura 8.6).
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Figura 8.5: Comportamento oscilante e nao oscilante nas caudas das frentes.

c

A caudas ndo-oscilantes
B caudas oscilantes

Figura 8.6: Na regiao branca as frentes de onda invasivas sao estaveis. Em A, as caudas
das frentes sao nao oscilantes. Em B, sao oscilantes.

¢ Asondas de evasGo-perseguicio sao estaveis s6 na regiao mostrada na figura 8.7. A li-
nha de estabilidade foi determinada tomando como critério os valores dos parametros
nos quais as velocidades assintéticas de propagagao para as presas e predadores co-
mecam a diferir (figura 8.8).
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Figura 8.8: Uma onda que aparenta ser do tipo 2, quando observada a tempos suficiente-

mente compridos se divide em dois tipos diferentes.

8.3 Velocidades assintoticas de propagagao

Para calcular numéricamente a velocidade das ondas e determinar quao perto
do valor assintético se encontram, utilisamos uma modificagdo da expressao usada em

[LeVeque e Yee, 1990]. Assim,
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Velpmriea = T (}: ws -y ) ,
3 3

onde: uz é o valor da densidade de presas no sitio j no tempo ¢, At o intervalo de tempo
usado na discretizagio (O(107%)), e H =1 — min{u;} para ondas invasivas, ou max{u;}
caso contrario.

Os resultados podem ser resumidos na figura 8.3, que mostra o valor da ve-
locidade calculada para o caso das ondas tipo 1 (para ondas tipo 2 a situagao é muito
similar). Em todos os casos, fixamos a e b variando c.
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Figura 8.9: velocidade assintética de propagagdo de frentes de ondas invasivas. A locali-
zagao das linhas relevadas no diagrama de fases se encontra no canto superior direito da
figura.
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A forma em que a velocidade descrece até zero, no caso das frentes invasivas, pode-se
entender qualitativamente com argumentos de campo médio. Se linearizamos a segunda
das equacdes 8.14 em torno de seu valor assintético: (u,w) = (u(e0),w(c0)) = (1,0),
obtemos,

0= vd+(b c)+b i w (8.16)
-\ dz 2dz2) .
Sustituindo w(z) = e(=**), chegamos 4 relagio de dispersao
(b—c) kb
= 1 . 8.17
PR T (8.17)

Como o valor da velocidade de propagagio vem dada tomando o extremo da relacio de
dispersdo [Shigesada et al., 1986], se tem

Vmin — \/2(1) - C)b (818)

Observemos que b = ¢ (Vpi, = 0) marca precisamente o comego do estado AP.



Capitulo 9

Conclusoes

Nesta tese propomos um modelo estocdstico de gds de rede para descrever a
evolugdo de duas espécies: presas e predadores. O modelo tem regras locais e irreversiveis.
Ambas espécies se reproduzem autocataliticamente: as presas as expensas de sitios vazios,
e os predadores as expensas das presas. Os predadores também morrem espontaneamente.

Estudamos o modelo mediante aproximacoes de campo médio dinamicas e
simulagdes de Monte Carlo. O primeiro tipo de andlise prediz a existéncia de trés regices
no diagrama de fases do modelo. Na primeira s6 é estdvel o estado AP: apds a morte
de todos os predadores, as presas se reproduzem até prencher toda a rede. Na segunda
fase, as densidades de cada espécie assumem valores finitos e constantes. A terceira fase
estd caracterizada pela existéncia de instabilidades espaciais: num ponto do espaco, a
densidade de cada espécie oscila periodicamente no tempo em torno de seu valor médio.

As simulagoes de Monte Carlo em redes quadradas mostram a existéncia de
uma regiao para estado AP. Uma linha de transi¢oes de fase cinéticas continuas da lugar
a uma outra fase, com valores médios finitos nas densidades de ambas espécies. Esta
nova fase tem dois comportamentos: um com oscilagoes locais nas populagoes e outro sem
oscilagOes. Atraves de uma outra linha de transi¢oes de fase continuas surge uma regido
do diagrama de fases nao prevista pelo campo médio com pares: a fase do estado AV.
Determinamos a classe de universalidade da primeira das transi¢ées usando simulagdes
dependentes do tempo em varios pontos do diagrama de fases: ela coincide com a classe
de universalidade da percolagao dirigida em d+ 1 dimensoes, em acordo com a conjectura
PD (capitulo 7). A excecdo é o ponto final da linha de transigdes, pertencente & classe
de universalidade da percolagao ordinaria. A segunda linha de transigoes é mais dificil de
estudar que a primeira. Os pontos relevados também pertencem a classe de universalidade
da percolagao dirigida em d + 1 dimensoes.

O modelo analisado nesta tese, com sé dois parametros, apresenta um rico
comportamento: duas transi¢Ges de fase continuas associadas a existéncia de dois estados
absorventes diferentes, a existéncia de dois tipos de comportamento critico, e a aparig¢ao
de oscilagoes locais a medida que se variam seus pardmetros. Sobre este ultimo aspecto,
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o paridmetro de ordem usado para medir o grau de oscilagio, a altura do maximo na den-
sidade espectral, tenderd para zero no limite termodinamico. Por este motivo, decidimos
nao tentar descrever a emergéncia de oscilagoes locais como uma transi¢ao continua. Seria
interessante, no futuro, estudar esta mudanga de comportamento em termo de parametros
de ordem locais, que nao se anulem no limite termodinamico, como o valor do tempo de
autocorrelagdo de um sitio (ou grupo de sitios) da rede. Outra atividade para o futuro
é poder definir com maior precisido a regiao de estabilidade do estado AV, em particular
no limite em que a — 0.

A contribui¢ao que esta tese pretende fazer é propor um modelo simples de
particulas interagentes que exibe comportamentos variados e coloca questdes nao triviais
ainda em aberto. Esperamos que ele seja usado no estudo dos sistemas fora de equilibrio,
para propor novas idéias e testar futuras conjecturas.



Apéndice A
O modelo de Lotka-Volterra

N3ao é necessario aclarar a importancia das oscilagoes nos sistemas biolégicos.
O paradigma dos modelos ecolégicos que apresentam oscilagoes nas populagdes € o modelo
de Lotka-Volterra. Ele foi proposto em forma independente por Lotka [Lotka, 1920] (no
contexto da drea da cinética quimica) e Volterra [Volterra, 1931] (no contexto da ecologia).
Neste apéndice pretendemos dar uma breve resenha do modelo. Para uma descricao mais
detalhada sugerimos a leitura do livro de Goel et al. [Goel et al., 1971].

Volterra estava motivado em estudar certos aspectos das séries temporais ob-
tidas em base a estatistica sobre a pesca no mar Adridtico: a populacao de duas espécies
de peixes variava com o mesmo periodo mas fora de fase. Volterra descreveu um sistema
composto por dois tipos de espécies, S, Sz, de massas z1, zo:

e A espécie 51, ou peixes pequenos, que cresce a expensas de uma fonte constante
(reservatdrio de alimento).

e A espécie S5, ou peixes grandes, crescendo a expensas de Sj.

Este mecanismo qualitativo foi descrito por Volterra mediante o sistema de equagoes

dz

d_tl = Al.’L'l — Bl.’L'l.’L'Q (Al)
dz

—‘# = Az.’L’l.’L'Q — Bz.’L‘z

onde A,, A,, By, e B, sdo constantes positivas.

O termo Bz, representa a perda de peixes pequenos devido a colisées com
os grandes. A taxa com que os peixes grandes se multiplicam como consequéncia destas
colisoes é Asziz5. Neste modelo a espécie Sy cresce exponencialmente na auséncia da
espécie Sy, enquanto que a espécie S morre exponencialmente na auséncia de Ss.

Adimensionalizando o sistema com as novas varidveis

69



O modelo de Lotka-Volterra 70

B A B
o= A_j’ r=at, z(r)= —B—zml, y(r) = 2%132, (A.2)
as equacoes ficam como

dx
= = 2(1 = .
- = z(1-y), (A.3)
dy
E = ay(m - 1)

Este sistema tem duas solugdes estaciondrias, (0,0) e (1,1). Linearizando as equagbes em
torno dos valores estaciondrios (z = zg,y = y) obtemos a equagdo para a evolucdo das
perturbagdes n = (z — z¢) e { = (y — yo) dada abaixo

(2)-4(2)

onde A é a matriz jacobiana.
Apbs propor solugoes do tipo

n = ¢y exp(A1), (A.5)
¢ = cyexp(A7),

obtemos a seguinte equagdo de autovalores,

(2)(2)

Podemos verificar os seguintes casos

o (0,90) = (0,0):
A= < o ) (A7)

Assim obtemos os autovalores A\; = 1 e A\, = —a. Isto quer dizer que o ponto (0, 0)
é um ponto de sela [Nicolis e Prigogine, 1977].

e (z0,%0) = (1,1): neste caso, a matriz jacobiana assume a forma

A:(i _01> (A.8)

o que leva a solugdes do tipo 7 = A;exp*V®" + Biexp~*V*" (e expresdes anilogas para
(), pois os autovalores sdo imagindrios. Ou seja, a solugdo estaciondria é um centro
[Nicolis e Prigogine, 1977]. Pequenas perturbagbes em torno do valor estacionario
(1,1) tém elipses como érbitas no espago de fases.
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O sistema de equagdes A.3 pode ser integrado em forma exata, a solugdo [Goel et al., 1971]
sendo

ar +y — In (z%y) = H = cte, (A.9)

onde H é a constante de movimento do sistema, determinada pelos valores iniciais das
variveis z e y. Pode-se demonstrar, por meio de construgoes geométricas, que existe um
valor maximo possivel de H para que o sistema A.3 admita solugoes na forma de 6rbitas
fechadas [Davis, 1962, e que, quando as drbitas sao fechadas, a sua frequéncia depende de
forma continua nas condigdes iniciais [Frame, 1974]. O fato do espectro de frequéncias ser
continuo implica a falta de estabilidade assintdtica orbital do modelo. Esta caracteristica
por sua vez esta relacionada com o fato do modelo ser integravel.

As érbitas correspondentes as solucoes de A.9 se mostram na figura A.1 para
alguns valores de H. A falta de estabilidade assintdtica orbital faz com que o modelo nao
seja util para uma descricao realista de oscilacoes em sistemas bioldgicos. O motivo é que
se uma perturbacao afastar o sistema de sua érbita, ele nao lembrara de onde partiu, mas
continuara na sua nova trajetéria. Assim, o sistema ird a deriva até cair no estado (0, 0).

As oscilagOes em sistemas reais sio entendidas em termos de ciclos limites.

4

Figura A.1: solucbes das equagdes de Lotka-Volterra para diferentes condigbes iniciais,

a = 2 e valores de H crescentes a medida que as 6rbitas aumentam de tamanho: 3.02,
3.11, 3.32, 3.81, 4.40, e 5.05.



Apéndice B

Solucoes da equacao mestra na
aproximacao de pares

Neste apéndice escreveremos explicitamente a dependéncia funcional das so-
lugdes estaciondrias da equagao 4.6 a 4.10 com os pardmetros a, b, e c.
Denotemos por f(a,b,c) a menor das solu¢bes da equagao de segundo grau

0:%(1+%>(3f)2—(3f) l3+—5b2+%<1+§—2)]+8c<1—%——c>+6, (B.1)

ou seja

5a 4 b 8
gpda def b o g+ 24 (14222 ——a(1+3)
b b a b)) \ b b a b b b
f(a,b,c)= 6a

a o 6a a
7(”3) 7(”'5)

(B.2)
Desta forma, em termos de f(a,b, c), as solugdes procuradas sdo
-1
zo= {1+ f(e0,0% 1+ (z—‘c‘ - (1= o) f(ab,02)]} (B.3)
2 -1 2

wo =5 - (1 + %) f(arb, c)] [(1 + 7“) f(a,byc) - % (% - %) f(a,b, ¢)zo (B.4)
% = =f(a,b,c)ao (B.5)
uo = f(a,b,c)xzg (B.6)
vy = %f(a, b, c)zg (B.7)
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Apéndice C

Duas relacoes entre expoentes e
simulacoes na regiao subcritica

Na parte C.1 deste apéndice tentaremos mostrar a origem das relagdes 7.6
e 7.7 que obedecem os expoentes criticos mencionados no capitulo 7. Na parte C.2,
describiremos como, fazendo simulagoes de Monte Carlo na regiao subcritica do modelo
e assumindo conhecidos os expoentes criticos, podemos calcular o valor dos parametros
criticos nos quais acontece a transicao.

C.1 Duas relacoes entre expoentes criticos

Olhemos para a regido supercritica (A > 0) do modelo. Reescrevamos 7.3
como
P, = AVSy(AttY), (C.1)

onde
P(€) = £709(¢). (C.2)

Dado que Py = lim, o P; é finito, lim,_,o ¥(§) também o serd, de modo que

Py, ~ A¥S. (C.3)

Um resultado relevante e nao trivial é o fato de que Py € pgs tém 0s mesmos expoentes
criticos (ver Apéndice A em [Grassberger e de la Torre, 1979]). A partir desse resultado
se depreende a primeira das relacOes entre os expoentes

B = vb. (C.4)
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A continuagdo assumimos, por estar na regiao supercritica onde o comprimento
de correlagao € finito, que os discos que sobrevivem a tempo grandes tém densidade
constante e se expandem com velocidade finita ¥,

(&) ~ ot. (C.5)

Comparando isto com 7.5 vemos que

v~ AQ=Z/2Y, (C.6)

E por dltimo consideremos o nimero medio de particulas na rede. Avaliando as expresdes
7.2, C.5, e C.6 quando t — oo temos

Lo\ d/2
(n) = const paet P <|m|2>

~ A2PH(1-Z/2wd 3

d/2

-2 . - S 1A .

O termo <|w| > representa o volume (em d dimensdes) ocupado pela epidémia, € o fato
ndo intuitivo de aparecer P,, em C.7 deve-se ao cdlculo do valor médio (n) ser feito sobre
o conjunto de todos os discos epidémicos que ainda nao morreram a tempo t.

Uma comparagao direta com a expressio 7.4 fornece a segunda relagao procu-
rada

dz = 2n + 46. (C.9)

C.2 Simulacoes de Monte Carlo na regiao subcritica
com uma fonte

Das relagoes 7.2 e C.3 podemos escrever a densidade de uma particula como

p(%,1) ~ AP H(|Z* /7, AtM”). (C.10)

Imaginemos que temos uma fonte do estado ativo em Z = 0. Estamos inte-
ressados em conhecer a distribugao estacionaria da densidade de uma particula longe da
fonte. Devido ao fato do disco epidémico ndo desaparecer nunca, devemos corrigir p(Z,t)
por um fator proporcional & probabilidade de sobrevida do disco. Assim

p(Z, 1)
P(t)’

PlE) =l

(C.11)
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Tomando lim,_,, € lima_,o de modo que

AtV =1, (C.12)
verificamos, usando C.3, que
p(&) ~ A% H(|Z|*A™,1), (C.13)
= |&l* G(aPa™).

Calculemos agora o que chamaremos momentos de ordem n da distribugao

on = [ p(@)a" ¥, (C.14)
verificamos facilmente que
n+d
2~ ATTTVE (C.15)

Assim, assumindo como conhecidos os valores de z = 1.134 e v = 1.1286
[Grassberger, 1989al, é possivel, calculando z, para vérios valores de ¢, fazer graficos
logaritmicos da relagao C.15 e inferir o valor de ¢.;; impondo que os pontos formem uma
reta de inclinacdo (n + d)rz/2.

Para relevar a linha de transigao para o estado AV a medida que p fica préximo
de 0.5, esta alternativa resultou ser o dnico tipo de simulagido viavel. Como fonte do
estado ativo utilizamos as bordas dos quatro blocos (de 16 x 16 sitios) centrais da rede.
Cada borda alterna grupos de presas e predadores. Um snapshot de uma configuragao
estacionéaria se mostra na figura C.1.

Os valores de x, foram calculados para n = 0,1, e 2 como médias de uma
amostragem sobre diferentes configuragtes. A amostragem foi feita em intervalos de tempo
superiores ao comprimento de autocorrelagdo das amostras temporais.
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(cada bloco pontilhado contem 16x16 sitios da rede

Figura C.1: Snapshot da rede aos 55000 para p = 0.2105 e ¢ = 0.0175.



Apéndice D

Solucoes de onda viajante na
equacao de Fisher

Neste apéndice mostraremos, via uma andlise candnica no tratamento de
equagdes de reagado-difusio, como se pode determinar (o pelo menos acotar) os inter-
valos de valores de pardmetros nos quais uma equacao deste tipo admite solu¢Ges de onda
viajante. O caso especifico que trataremos, a equacdo de Fisher [Fisher, 1937|, é muito
simples: unidimensional e com um iunico parametro, pelo que é um paradigma da classe
de equagdes que admitem solucdes de onda viajante. A equacao foi proposta como uma
versao deterministica de um modelo estocastico para a propagacao espacial de um gene
favorito numa populagao. Ela tem a forma

U, = kU(1 = U) + DU, (D.1)

onde k e D sdao parametros positivos. Reescalando o tempo em k e a coordenada espacial
em (k/D)?, tem-se

U, =U(1-U)+ 06U 0<u<l. (D.2)

No caso espacialmente homogéneo, os estados estaciondrios saou = 0 e u = 1.
O primeiro € instdvel, e o segundo estavel. A estabilidade do segundo estado é global,
ou seja, qualquer que seja o valor inicial de u, o sistema sempre evoluird para u = 1.
Isto d4 uma idéia de como se pode propagar uma onda viajante. Pensemos no entorno
de cada ponto no espago como sistemas homogéneos e suponhamos que estao todos no
estado u = 0. Se um deles for perturbado, comencar a ir para o estado u = 1, mas pelo
acoplamento difusivo, induzird os sistemas vizinhos a fazer isto um instante depois. E
assim por diante. O resultado é que se forma espacialmente uma frente de onda avangando
com velocidade finita.

De existir uma onda viajante, deve-se poder escrever como
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U(z,t) = U(z), z =g —ct, (D.3)

entdo substituindo D.3 em D.2 obtém-se a equagao diferencial em 2

U'+cU'+U(1-U)=0, 0<UKLL. (D.4)

Isto ndo é outra coisa que D.2 expressada num marco de referéncia que se move com
velocidade ¢. Uma solugao tipica serd aquela na qual, assintéticamente, um extremo se
encontra num estado estacionario, e o antagénico no outro estado estacionario. Assim, as
condigoes de contorno para D.4 podem ser expressas como

lim U(z) =0, lim U(z) =1 (D.5)

Z—=00 Z——00

A equagdo D.2 é equivalente ao sistema

U=V, (D.6)
V= —cV —UQ1-1), 0<U<1.

A idéia é agora estudar a estabilidade dos pontos estaciondrios deste iltimo

sistema, a saber o (0,0) e o (1,1). Em particular queremos saber como a estabilidade
depende de ¢ (até agora indeterminado).

O ponto (0, 0):

Os autovalores da matriz de estabilidade sao:

A = %(—c:i: (& — 4)}), (D.7)

assim,

— se ¢ > 4, o ponto é um nodo estivel,
— se ¢ > 4, o ponto é uma espiral estavel.

O ponto (1,0):

Os autovalores da matriz de estabilidade sdo:

Ay = %(—c:i: (& + 4)), (D.8)

assim, para todos os valores de ¢ é um ponto de sela.
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Se ¢ > cmin = 2, por argumentos de continuidade, pode-se ver que existe uma
trajetéria desde (1,0) até (0,0) contida no quadrante

0<U<1leu <0.

Isto se vé na figura D.1.

Figura D.1: Trajetéria de (1,0) até (0,0) e a forma de u(z) respectivamente.

Contrariamente, para ¢ < 2, existem solugées de onda viajante, mas elas nao
tém sentido fisico desde que o (0,0) é um ponto estaciondrio de tipo espiral e U nunca

pode ser negativo. Desta forma, analisando os tipos de autovalores, se podem acotar os
valores possiveis de c:

1
€ > Cmin = 2(kD)>.
Ficam importantes questdes ainda abertas que sao hoje motivo de atividade na 4rea:
e que tipo de condigbes iniciais evoluem para uma onda viajante?

e porque, de todas as possiveis velocidades, as ondas se sintonizam assintéticamente
numa em particular? Qual é o mecanismo de selecdo?

Lembremos que nada falamos sobre a estabilidade de estas frentes de onda.

Kolmogorov e colaboradores provaram que se U(z,0) tem suporte compacto,

1 sez<z, (1<
U(CB,O):Uo(m), com Uo(m)z{o sem;m; ( 1 2)
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e Up é continua, entao a solucao de D.1 converge para uma onda viajante com velocidade
Cmin @ Medida que ¢ — oo (a convergencia € num sentido algo fraco). Para outros tipos de

condigoes iniciais, as solugoes dependem dramaticamente do comportamento assintético
de Up(z).
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