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RESUMO

Estudamos varios modelos de polimeros (Caminhadas auto- e
mutuamente excludentes sobre redes) que apresentam pontos
tricriticos em seus diagramas de fases. Concentramos a nossa
atengdo nos problemas de polimeros com interag¢des atrativas, nos
guais o ponto tricritico € conhecido como ponto @ na literatura,
e de polimeros na presenga de diluigdo recozida. Analisamos o
comportamento termodindmico desses modelos na rede de Bethe e em
gaxetas de Sierpinski bi- e tridimensionais, bem como na rede
quadrada. Nas redes de Bethe e fractais foi possivel obter
solugdes exatas. J& na rede quadrada empregamos métodos baseados
na teoria de escala para sistemas finitos através do calculo da
matriz de transferéncia. Enfatizamos o estudo dos pontos
tricriticos, dando particular atengdo ao calculo de seus
expoentes nas redes fractais e quadrada. Na rede de Bethe, onde
os expoentes s&o classicos, foli possivel estudar em detalhe o

diagrama de fases do modelo com diluigdo e interagdes atrativas.



ABSTRACT

We study several polymer models (self- and mutually avoiding
walks on 1lattices) which display tricritical points in their
phase diagrams. We concentrated our attention on the problems of
polymers with attrative interactions, where the tricritical point
is known as @ point in the literature, and of polymers in the
presence of annealed dilution. We considered the thermodynamic
behavior of these models on the Bethe lattice, on the two- and
three-dimentional Sierpinski gaskets, and on the square lattice.
Oon the Bethe and the Sierpinski gaskets an exact solution could
be obtained. On the square lattice we used finite size scaling
methods together with transfer matrix calculations. We stressed
the study of the tricritical points, paying particular attention
to the calculation of their exponents on the fractal and the
square lattice. On the Bethe 1lattice, where the exponents are
classical, it was possible to study in detail the phase diagram

of the model with dilution and attractive interactions.
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CAPITULO |

iNTRODU@Ko

Neste trabalho apresentamos a mecénica estatistica de modelos
de polimeros definidos sobre redes, pondo especial énfase no
estudo do comportamento tricritico da transigaoc de fase de

polimerizacdo em condigdes de equilibrio quimico.

Um exemplo experimental bem conhecido de polimerizagdo em
condigdes de equilibrio quimico é o do enxofre (Larkin et al
(1967), Knobler e Scott (1984)), do gqual ja se conheciam alguns
diagramas de fase no século passado. A baixas temperaturas, o
enxofre é um liquido de cor amarela, formado microscopicamente
por anéis, predominando os de oito atomos (SS). A uma temperatura
perto dos 160 0C, o liquido se obscurece e torna-se viscoso,
sendo que estes anéis comegcam a se quebrar e a se unir, formando
cadeias da ordem de 10° dtomos, dando 1lugar a uma transicgéao
continua ou de segunda ordem, Jja que se observa que a densidade
de polimeros na temperatura critica ¢é  nula, aumentando
rapidamente com a temperatura.

Se o enxofre é diluido em certos solventes orgdnicos, a
temperatura de transicdo aumenta com a diluicdo, até que a
transicdo se torna de primeira ordem, apresentando um ponto

tricritico de diluicgao.

A mecédnica estatistica de modelos de polimeros €& um tema de
ativa investigagdo desde os pioneiros trabalhos de Flory. Unm
modelo muito usado para descrever polimeros sdo as caminhadas
auto- e mutuamente excludentes sobre redes. Mencionamos em
particular a teoria de campo médio de Flory-Huggins (Flory
(1966), Huggins (1942)) e os chamados argumentos de Flory para o
calculo de um dos expoentes criticos (Flory (1966), Fischer
(1969), de Gennes (1979)), que dédo o resultado exato em d=1 e

d=4; o valor presumivelmente exato em d=2, e um valor muito perto



dos resultados numéricos em d=3.

A idéia de definir um modelo de polimeros sobre redes é
essencialmente a mesma que € usada no tratamento do gas de rede
(Stanley (1971)). Dado um fluido confinade num volume V,
dividimos o volume em N células de volume v da ordem do tamanho
de uma molécula (um anel de S8 no exemplo do enxofre). Assim,
associando um ponto da rede a cada célula, dizemos que o sitio
estd ocupado se o centro da molécula esta na célula. Temos que
cada ponto da rede terda um mondmero, o qual pode estar inativo
(anel de Ss), ou ativado (anel de S8 com uma ligagdo quebrada),
neste ultimo caso podera ou ndo formar parte de uma cadeia, que é
representada pelas ligag¢des unindo os sitios da rede ocupados por
mondémeros incorporados ao polimero.

Este modelo pode ser generalizado naturalmente para tratar o
problema de polimerizagdo na presenga de um solvente (Wheeler e
Pfeuty (1981.b)). Para isto imaginamos que o fluido é formado
pela mistura de duas substédncias. Uma delas apresenta a
propriedade de polimerizar, e a outra atua como um solvente.
Podemos ainda agregar uma interagdo entre elas. NoOs usaremos o
modelo proposto por Wheeler e Pfeuty (1981.b), onde a interacéo é
do tipo gas de rede de Ising.

O modelo mais simples de caminhadas na rede corresponde as
caminhadas aleatdrias, que possuem a vantagem de sua simplicidade
matematica (uma revisdo do tema, que inclui as aplicagbes a
polimeros, é feita por Weiss e Rubin (1983)), mas o modelo néao
resulta suficientemente realista para descrever alguns fatos
experimentais, tais como a dependéncia do tamanho do polimero com
o numero de moléculas (ou passos) incorporadas.

Um modelo mais realista, ainda que de tratamento matematico
mais complicado, sdo as caminhadas auto- e mutuamente excludentes
sobre redes, isto é, caminhadas aleatdrias que devem cumprir o
vinculo de nao passar por um sitio ja visitado por alguma cadeia,

incluindo ela prépria.

Um outro trabalho fundamental na &rea foi desenvolvido por de
Gennes (1972), que mostrou que a grande fungdo de particdo de uma
caminhada auto-excludente na rede é equivalente & expansdo em

altas temperaturas da fungdo de particdo do modelo n-vetorial



classico no limite formal n»0 na auséncia de campo externo.
Posteriormente des Cloiseaux (1975) tratou o problema do calculo
da grande fungdo de partigcdo de cadeias auto- e mutuamente
excludentes, mostrando que sua grande fungdao de particgéao
corresponde & fungdo de partigdo do modelo n-vetorial no limite
n»0 na presenga de um campo externo.

Notamos que este modelo exclui a possibilidade de ter cadeias
fechadas, sendo que a existéncia de anéis pode ser considerada
uma suposigdo razoavel. Cordery (1981) mostrou que um modelo que
incorpore estas configuragdées €& equivalente ao modelo de Ising
(modelo n-vetorial com n=1). Nao parece ser possivel resolver
experimentalmente se os expoentes criticos correspondem a um ou
outro modelo, porém se espera que em situagdes reais a densidade
de cadeias abertas seja muito maior que a densidade de anéis
(Knobler e Scott (1984)).

Com a conexdao entre o comportamento de modelos de polimeros
sobre redes e o conhecido modelo O(n) do magnetismo no limite
n»0, iniciou-se o estudo da transigdo de polimerizagdo no
contexto das teorias modernas de fendmenos criticos, aplicando
métodos caracteristicos para sistemas magnéticos, tais como
tratamentos de campo médio (Wheeler e Pfeuty (198la, 1981b)),
rede de Bethe (Stilck e Wheeler (1987)), grupo de renormalizagéo
(Shapiro (1978)), teoria de escala para sistemas finitos (Derrida
(1981)), etc.

No capitulo II definimos os modelos usados para estudar a
polimerizagdo, incluindo os casos de polimeros auto- e mutamente
interagentes e na presenga de diluigdo. Também sdao mostradas as

relagdes entre estes modelos.

No capitulo III consideramos o problema geral de polimeros
auto- e mutuamente interagentes na rede de Bethe de forma exata.
Obtemos os distintos casos limites analiticamente, mostramos os
diagramas de fases e linhas tricriticas. Finalmente, o modelo de
polimeros interagentes é tratado na rede de Husimi introduzindo

uma anisotropia no parédmetro de interacao.

No capitulo IV o problema de uma cadeia auto-interagente em

presenga de diluigdo é tratado em gaxetas de Sierpinski embebidas



em espacgos euclidianos de dimensdo dois e trés.

No capitulo V tratamos o problema de polimerizagdo na rede
quadrada usando métodos baseados na teoria de escala para
sistemas finitos e técnicas de matriz de transferéncia. Estudamos
em particular o problema mais simples de uma caminhada
auto-excludente na rede por distintas variantes, comparando os
resultados entre si e com os existentes na literatura.

Também é discutido o problema de um polimero auto-interagente
com anisotropia no pardmetro de interagdo, os resultados sao
comparados com os obtidos por Saleur (1986) no caso isotrdpico e
com os obtidos na rede de Husimi (capitulo III).

Finalmente & tratado o problema de um polimero em presenga de
diluicdo. E testada a relagdao com o problema de uma cadeia
auto-interagente (ndo diluida) descrita no capitulo II. Especial
interésse é posto no calculo da linha tricritica e expoentes

tricriticos.

Usaremos em todo o trabalho o modelo direto de polimeros
lineares (caminhadas auto- e mutuamente excludentes na rede), mas
devido a sua importéncia, incluimos a relagao deste modelo com o

modelo n-vetorial cléssico no apéndice A.

No apéndice B descrevemos os algoritmos utilizados para a
construcdo das relacdes de recorréncia do grupo de renormalizagao

usadas na gaxeta de Sierpinski em dimensdo euclidiana trés.

No apéndice C sdo mostrados aspectos técnicos e algoritmos de
cdlculo da matriz de transferéncia do modelo de polimeros na rede

quadrada.



CAPITULO Il

DEFINICAO DO MODELO

Neste trabalho usaremos como modelo de polimeros lineares as
chamadas caminhadas auto- e mutuamente excludentes definidas
sobre uma rede. Sera util discutir também a analogia entre o
modelo de polimeros e o modelo n-vetorial cléassico. Este modelo,
no caso de n inteiro, tem sido amplamente usado no estudo de
propriedades magnéticas (Stanley (1971)), tendo como casos
particulares importantes o modelo de Ising (n=1), o modelo X-Y
classico (n=2), o modelo de Heisenberg classico (n=3) e o modelo
esférico (n»»). A constatagdo da equivaléncia entre o modelo
n-vetorial no 1limite formal n»0 e o modelo de polimeros (de
Gennes (1972)) permitiu aplicar os métodos da moderna teoria de
fendmenos criticos ao problema de polimerizacao.

Assim, ainda que neste trabalho trataremos sempre o modelo
direto de polimerizacdo, a analogia com o limite n-0 do modelo
n-vetorial, mostrada no  apéndice A, permitira utilizar
indistintamente a 1linguagem de polimeros, ou a mnuito mais

familiar linguagem do magnetismo.
II.1. Caminhadas na Rede
Comegcaremos com ©O caso mais simples, a propria caminhada
auto-excludente, estudando depois algumas generalizacgodes.
Consideramos uma rede de N sitios e definimos o polimero como

uma caminhada auto-excludente que comega e termina em pontos

sobre o contorno. A (semi)grande fungdo de particdo sera
(o]
- n
Y (%) —nzox r, (n) (II.1)

onde x é a atividade de uma ligacdo polimérica, n é o numero de



passos ou ligagbes da cadeia e FN(n) € o numero de maneiras
distintas com que podemos colocar uma cadeia de n passos na rede
cumprindo as condig¢ées de contorno. A soma pode ser feita de zero
a infinito, ja que, para qualquer n gue ndo satisfaga os vinculos
temos T“(n)=0.

De forma mais geral, podemos escrever a grande fungdo de
particdo "completa" de polimeros na rede, isto €, consideramos
configuragdes com qualquer numero de polimeros de peso molecular
arbitrario, os quais podem comegar e terminar em qualquer ponto
da rede (Wheeler e Pfeuty (1981.a)), obtendo

0

0 o0
2. (%) =Z z Z x" K" T _(m,n,1) (II.2)
m=0 n =0 1=0 1
2
onde X tem o mesmo significado que em (II.1), (2K)1/2 é a

atividade de um ponto extremo da cadeia, m €& o numero de
polimeros, n é o numero total de ligagdes dos m polimeros, e 1 é
o numero de polimeros de um sitio. O fator 1/2 pode ser entendido
como corrigindo o fato de que um polimero de um sitio é um
mondémero ativado que pode propagar-se em duas diregdes, sendo
que, numa cadeia mais longa o mondmero do extremo tem sé uma
ponta livre. Este argumento, devido a Wheeler e Pfeuty (1981l.a),
faz plausivel o fator 1/2, mas a razdo ultima para inclui-lo é o
mapeamento com o modelo n-vetorial no limite n-»0 (ver apéndice

A), cujo hamiltoniano é

111=--4'5>‘,3\‘.>=sti-sj+11-zsi (II.3)
i

<i;J3>

3>

onde S é um vetor de n componentes normalizado a vn

=s?+8+ .-~ +8%=n
1 2

J é& o parametro de interagdo ferromagnética entre primeiros
vizinhos, e héo campo externo.

A relagao com o modelo n-vetorial (apéndice A) mostra que a
diferengca entre YN e EN estd na forma de quebrar a simetria.

Neste apéndice vemos que (II.2) & equivalente & fungido de



particido do modelo n-vetorial no limite n»0 em presenga de um
campo externo e (II.1l) corresponde ao mesmo modelo a campo nulo
quebrando-se a simetria no contorno, ja que definir os sitios
onde uma unica cadeia comega e termina é equivalente a fixar os
spins desses sitios. Também podemos incluir um campo superficial,
como faremos no tratamento do problema na rede de Bethe, o que
equivale no problema direto a ndo definir o nimero de polimeros,
mas estes sé podem comegar e terminar num ponto da superficie.

Uma informacdo muito util extraida da analogia com o modelo
magnético é que, se existir uma transicdo de fase, esta ocorre a
campo nulo. Isto significa que para o estudo do comportamento
critico é suficente trabalhar com a  expressao (ITI.1)
correspondente a uma cadeia na rede, a qual possui um sé indice
de soma e envolve um numero muito menor de configurag¢des dque a
expressdo (II.2), o que facilita todos os calculos a fazer.

0 ponto critico X_, como veremos, corresponde a uma transicgéo
de primeira ordem em d=1, e de segunda ordem para d>1, incluindo
redes fractais com dimensdo fractal menor que dois, com excegao
das chamadas redes quasi-lineares (curva de Koch, curvas de Koch
ramificadas, etc.) de dimensdo fractal maior qgue um, nas quais a
transicdo de fase é de primeira ordem (Rammal et al (1984)).

Um cé&lculo de grande interesse no estudo do comportamento
critico de polimeros é a relagdao entre o comprimento de uma
cadeia longa e o numero médio de passos no ponto critico, o que

define o expoente universal v

v
<n>N(XC) _ R.N ; N » o (II.4)
onde R, é o comprimento da cadeia com extremos fixos no contorno,
o qual diverge com N da maneira adequada, segundo a rede, e <n> é

calculado a partir de (II.1) no limite termodindmico como

é 1n YN(x)
<n> = lim <n> 5 <n> = X . (ITI.5)
N N
N> 9 3%

A densidade de pontos ocupados pelo polimero é dada por

p = 1lim Py . p. = — - (II.6)

N-2ow



Novamente o motivo pelo qual este expoente é chamado de v e
devido ao fato de que na analogia magnética corresponde ao
expoente do comprimento de correlagdo £. Assim, todos os
expoentes criticos da transigéo de polimerizacgdo sédo
identificados segundo seu equivalente no modelo n-vetorial no
limite n-0.

Para d=1 em que a transicdo é de primeira ordem (Pfeuty e
Wheeler (1983)), a densidade (II.6) salta bruscamente de p=0 para
X<x_ a p=1 para X>X . Para d>1 em gque o ponto critico €& de
segunda ordem, a densidade de polimeros em X é nula, motivo pelo

gqual é chamada de fase diluida.

II.2. Polimeros Auto-Interagentes

Uma generalizacdo interessante ao problema de polimerizacgao
consiste em incluir uma interacdo de primeiros wvizinhos entre
mondmeros nac consecutivos na cadeia (de Gennes (1975)). Neste

caso a grande fungdo de partigdo correspondente a uma cadela sera

Y (x,0) = Z z X W r, (n,m) (I1.7)

n=0 m=0

onde n, x eI’ tém o mesmo significado que em (II.1l), w & o fator
de Boltzmann correspondente & interacdo de primeiros wvizinhos
entre mondmeros nao consecutivos na cadeia e m € o nuimero destes
pares. Uma configuragdo tipica na rede quadrada € mostrada na
figura II.1.

De Gennes (1975) tratou este sistema usando a teoria
fenomenoldégica de Landau, mas ndo ¢é conhecida wuma verséao
microscoépica (hamiltoniana) deste modelo, exceto mediante um
limite particular do modelo n-vetorial diluido que sera tratado
em detalhe neste trabalho.

Os polimeros auto-interagentes mostram, para d>1, um ponto
tricritico conhecido como ponto @ no diagrama de fases (Flory
(1966)), no gqual passamos de uma transigcdo de segunda ordem |,
chamada de fase diluida (j& gque a densidade de polimeros ¢é

p(xc(w),w)=0 ) para w<w a uma transicdo de primeira ordem

@l’



correspondendo a uma fase colapsada para W>Wg . No ponto
tricritico os polimeros apresentam carateristicas préprias
distintas das de ambas as fases. Isto significa que o expoente v

definido por (II.3), avaliado em x=xc(w) é dado por

v W< W
d ®

v = A ; W = g (II.8)
- ©w > Wy

onde v (ou simplesmente v) é o valor do expoente para caminhadas
auto-excludentes; v, é chamado de expoente tricritico; e - é o
expoente correspondente a fase colapsada, o qual é igual ao
expoente da chamada caminhada de Hamilton (Duplantier e Davis
(1988)). Esta corresponde a configuragées em gque o polimero
percorre todos os sitios da rede, o que equivale a ter p=1, e é
obtida a partir do modelo de polimeros auto-interagentes tomando
o limite w-w.

Considerando que w € uma variavel tipo temperatura, podemos

entdo definir
B = 1n(w)

Temos gque as caminhadas de Hamilton correspondem ao estado
fundamental T=0, enquanto que as caminhadas auto-excludentes

correspondem a T-rw (wW=1).

II.3. Polimeros na Presenca de Diluicéo

O modelo que apresentamos foli proposto por Wheeler e Pfeuty
(1981.b) para explicar a polimerizacdo em condig¢des de equilibrio
quimico do enxofre na presenca de um solvente.

O polimero € novamente representado por uma caminhada
auto-excludente, mas cada sitio da rede pode estar agora ocupado
por um mondmero ou um solvente. Os sitios ocupados por um
solvente sdo sitios proibidos para a caminhada; além disso, é
introduzida uma interagdo tipo gds de rede. A grande fungao de

partigcdo para uma cadeia sera



(]
2 x" y' 2" r (n,m,1) (I1.9)

onde y é o fator de Boltzmann devido a interacdo primeiros
vizinhos entre monémeros, estejam ou ndo incorporados a cadeia; z
é a atividade de um mondémero; m é o numero de mondmeros; e 1 € o
numero de pares de mondmeros primeiros vizinhos. X, n e I'l tém o
mesmo significado qgue nos modelos ja explicados.

A analogia com o modelo n-vetorial é obtida considerando o
sistema mondmero-solvente como um gas de rede tipo Ising,
resultando assim a generalizagdo do hamiltoniano (II.3), o©
chamado modelo n-vetorial diluido (Wheeler e Pfeuty (1981.Db))

> > > =
— . - +
H szivjsi s, +h E";Si
1

<i, j>

+ K ZVi VJ+A2V1 (II.10)

<i, j> i

v, € uma variavel de ocupagdo tipo Ising

se o sitio 1 esta ocupado por um

1 mondémero
0 solvente

= ~ . . L3 - A~
J e h tém o mesmo significado que em (II.3), K é o parametro de
interacdo atrativa entre monémeros, e A é a diferenga de
potenciais quimicos do mondémero e do solvente (estritamente

(II.9) corresponde ao hamiltoniano (II.10) com h=0) .

II.3.a. Obtencdo do Problema de Polimeros Interagentes como Caso

Particular do Problema de Polimeros na Presenga de Diluigéao

O caso de polimeros auto-interagentes descrito anteriormente
pode ser obtido como caso particular do modelo diluido. Tomando ©
limite z-0 em (II.9) gqualquer configuragdo com mondmeros (m#0)
teria peso nulo, exceto se considerarmos também um limite

adequado na atividade de polimerizagao x.
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Se tomamos o limite 2z-»0 e conjuntamente tomarmos Xx-x de

maneira que x-z = cte., podemos definir
X =X Z
assim (II.9) toma a forma

et - r (n,m1) - (II.11)

~18
ne~18

YN(;(:YrZ) =

i
=0 1

No limite 2z»0, sobrevivem os termos com m=n, o que significa

n=0 m o]

que sé teremos mondmeros nos sitios onde passa a cadeia,

definindo
O =%y

(II.11) se reduz a

0 o]

Y (a,y) =) Z=0a“ y”'ru(n,m') frr.aa)

n=0 m

onde m’ é o numero de pares de mondémeros primeiros vizinhos néo
consecutivos na cadeia, ja que o fator y° foi absorvido pela
definicdo de a. Assim (II.12) é idéntica a (II.7) identificando
X 20 e w2y.

Este resultado, obtido independentemente por Maez e
Vanderzande (1990), indica que o modelo diluido serve também para
descrever o ponto ©. Esta correspondéncia, discutida por
Duplantier e Saleur (1989), foi testada nos tratamentos do
problema na rede de Bethe (capitulo III) e na rede quadrada
(capitulo V). No tratamento do problema em redes fractais
(capitulo 1IV) se define, por conveniéncia nos céalculos, o
problema de uma maneira gque impossibilita testar esta relagao
entre os modelos.

Uma generalizacdo imediata que surge dos modelos apresentados
é o estudo de polimeros interagentes na presenca de diluicgéao.
Usando (II.7) e (II.9) escrevemos a dgrande funcdao de partigao

deste caso mais geral

1.



Y (%,7,2,0) =) ) i

[29]
Z x" y' Z" " r,(n,m1,k) - (II.13)

Uma configuracao tipica deste modelo é mostrada na figura
ITI.1. Este caso sera tratado na rede de Bethe (capitulo III),

onde a reducdo a casos particulares é obtida analiticamente.

Figura II.l. Uma configuracédo de polimeros interagentes na
presenca de diluigcdo : e mondmero ; x solvente; | ligacgéo
polimérica ; | interagdo entre primeiros vizinhos nao
consecutivos pertecentes a cadeias. O peso estatistico da

. o " 26 64 48 7
configuracao & x Yy 4 w.

IT1.4. Polimeros Sobre Aglomerados de Percolagao

O problema de polimeros sobre aglomerados de percolagao so
sera tratado neste trabalho como caso particular de um gas de
rede n&o interagente do modelo diluido, o qual equivale ao
problema de percolagao de sitios.

Entretanto é interessante definir este modelo, que em certos
casos apresenta um ponto tricritico em d=2, conhecido como ponto
®’ (Coniglio et al (1987)) e a discusao sobre a classe de
universalidade a que pertencem os pontos tricriticos @, de
diluicdo e ®’ em d=2 é hoje_uma pergunta em aberto.

O problema de polimerizagao sobre aglomerados de percolacao
em d=2 nao apresenta um ponto tricritico nos casos mais simples

de percolagao de sitios e percolagcdo de ligagdes. Duplantier e

12



Saleur (1987,1989) estudaram o problema com percolagao de
hexdgonos na rede hexagonal e percolagdo de quadrados na rede
quadrada, encontrando em ambos os casos um ponto tricritico no
limiar de percolagdo. Este ponto tricritico, o ponto @/, é°
identificado pelos autores com o ponto ®, mas esta identificacgao
é hoje discutida (Duplantier e Saleur (1989) e referéncias).

Para 2<d<4 Duplantier (1988) mostrou que no limite continuo
destes modelos de percolagdo, o ponto tricritico obtido pertence
a mesma classe de universalidade que o ponto ®. Por argumentos de
universalidade se espera que isto continue sendo vdlido em redes,
mas os resultados ndo podem ser estendidos a d=2.

E claro das reférencias citadas que os métodos baseados na
teoria de escala para sistemas finitos e na técnica de matriz de
transferéncia (métodos usados neste trabalho), ndo fornecem
resultados suficentemente precisos para distinguir o ponto @ do
ponto ®’, sendo porém, uteis para esclarecer a relacao entre o
ponto ® e o ponto tricritico de diluicdo em d=2 (capitulo V).

Nos acreditamos que o modelo mais simples em que o ponto @/ é
encontrado na rede quadrada corresponde a percolacao de ligacdes
tal que os sitios extremos de uma ligagdo ausente sdo sitios
proibidos para a cadeia.

Este modelo possui um equivalente hamiltoniano, o limite n-»0

do seguinte modelo n-vetorial

(1)y2

- -
{1) 2
H=J) s SJ+3’Z (s,")® (s, (II.14)
Jo>

<i, j>

1
onde S:)

é a componente do spin na diregdo arbitraria 1.
Assim, o estudo da versadao diluida do hamiltoniano (II.14)
poderia esclarecer o carater dos pontos tricriticos @ e ©’ e de

diluicgao.

13



CAPITULO II.

POLIMEROS NA REDE DE BETHE

Neste capitulo resolveremos os modelos para polimerizagdo em
condigbes de equilibrio quimico descritos no capitulo II na rede
de Bethe, isto €, na regido interna de uma arvore de Cayley.

Esta aproximagdo €é chamada assim Jj& que, para modelos
simples, a solugdo exata nesta rede corresponde & aproximagdo de
Bethe em redes regulares com o mesmo numero de coordenagao
(Baxter (1982)). Ela é cléassica, no sentido que fornece os mesmos
expoentes que em calculos de campo médio, mas em geral apresenta
uma melhora quantitativa na construgdo de diagramas de fase.

A vantagem de trabalhar nesta rede é que permite tratar o
problema no caso geral de polimeros interagentes com diluigéo,
sendo possivel mostrar analiticamente os casos limite de
polimeros interagentes e de polimeros em solugdo, assim como o
problema de polimeros interagentes como caso particular de
polimeros em presenga de diluigédo.

O problema de polimerizacdoc na presenca de um solvente foi
tratado na aproximacdo de campo médio por Wheeler e Pfeuty
(1981.b) e na rede de Bethe por Stilck e Wheeler (1987), usando
na construgcdo dos diagramas de fase uma parametrizagdo para os
pesos estatisticos %, y e z de (II.9) apropriada para descrever
enxofre em solugao, tornando dificil em algums casos a comparagao
dos resultados.

Por ultimo, para a comparagao dos cdlculos feitos na rede
guadrada (capitulo V), se resolverd o caso de polimeros
interagentes introduzindo wuma anisotropia no parametro de
interagdo. Este cdlculo serd feito numa arvore decorada, chamada
arvore de Husimi (Husimi (1950)). O caso isotrépico servira para

comparar com alguns resultados obtidos na rede de Bethe.
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IITI.1. A Rede de Bethe

A arvore de Cayley de coordenagao g (Baxter (1982)) pode ser
construida tomando um sitio central que chamaremos 0 e ligando-o
com g sitios, chamados de primeira geragdo. Cada sitio da
primeira geragao €& conectado com (g-1) sitios que formam a
segunda geragdao, e assim recursivamente se constréi a &arvcre de
coordenagdo q e M geragdes. Na figura III.1 mostramos uma arvore

de Cayley com coordenagac g=3 e M=2 geracgodes.

o o

Figura III.1. Uma arvore de Cayley de coordenagao g=3 e

M=2 geracgoes.

A solugcdao de modelos mecéanico-estatisticos nesta 4&rvore
apresenta em geral caracteristicas estranhas devido ao fato de
gque, no limite termodindmico M»x , o numero de pontos na
superficie € da mesma ordem gue o numero de pontos no volume.
Calculando as grandezas de interesse no sitio central, a solucgao

obtida coincide, no caso de sistemas simples com interacdo entre
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primeiros vizinhos, com a aproximagdo de Bethe para redes
regulares com o mesmo numero de coordenagdo (Baxter (1982).

As figuras foram feitas, exceto nos casos expressamente
indicados, na rede de Bethe com numero .de coordenagao g=3.

III.2. O Problema de Polimerizagéao

Para efetuar os calculos, notamos que a arvore de Cayley e
construida a partir de g sub-arvores de M geragbes (figura
TET2 &

Figura III.2. Construcdao de uma sub-arvore com g=3 e M=3

partindo de duas sub-arvores com g=3 e M=2.

O modelo é resolvido definindo uma fungdo de partigédo parcial
para cada possivel configuracdo da raiz da sub-arvore. No caso
mais geral de polimerizagdo com diluigao e interagao entre
cadeias €& preciso definir quatro fungdes de particao parciais
segundo a configuracdo da raiz:

a7 \\\y//’ e S T T
! 1
L X



onde

mondmero (pertencente ou ndo a uma cadeia).

ligagdo ou passo de uma cadeia.

X : solvente.
] mondmero (ndo incluido numa cadeia) ou solvente.
o

: mondmero ou solvente.

e as condicdes de contorno sédo tais que os extremos dos polimeros
sé podem estar no contorno.
. M 3 o : .
Seja g;) uma fungdo de partigdo parcial, que € a soma
(II.13) para todas as configuragdes da sub-arvore compativeis com

(M+1)

a raiz correspondente. Entdo podemos construir g, unindo

(g-1) sub-arvores de M geragdes numa nova raiz. Assim obtemos

quatro relacgdes de recorréncia g?“”({g?)})

(M+1) (M) (M) (M) =
gln A = (q—l) XYy Zz/q 91H (w gzn + g3H )q 2 (III'la)
( ) 1 (M)
gt = 5 (a-1) (g-2) ¥ 277 (g;")°
(© gén)+ gén))q_3 (1L 1)
gén+1} = gl/a [ y RS (gén)+ g;n))q-1+ (g;H))qﬂ ] (T1I1.1c)

(M), 2 (M) (M)

(+1) _1/q [ _%_ (g-1) (g-2) (9, ) (v g, + g, =,

94

(g2(n1+ gg"))q'l] 3 (géﬂ))q-l : (IITI.1d)

A grandeza x corresponde a uma ligagao na cadeia, y € o peso
estatistico da interacgdo tipo gas de rede entre mondmeros. O

1/
fator z1

para cada mondémero na raiz fornece o fator z correto
ao unir g ligagdes. Finalmente, a grandeza w corresponde a
interacdo de primeiros vizinhos entre mondémeros nao consecutivos

pertencentes a cadeias.

17



Na primeira relagdao de recorréncia, por exemplo, temos uma
cadeia que atravessa a raiz. Esta cadeia deve vir de uma das
(gq-1) raizes das &rvores de M-geragbes, o que contribui com um
fator (q-l)gl. As outras (g-2) raizes podem o ndo ter uma cadeia
no sitio wvizinho, o que contribui com o fator (w g2+g3)¢2. Da
mesma maneira sdo construias as demais relacgdes.

Considerando que o valor critico de x para a transigdo de
polimerizagcdo no caso puro nao interagente (w=1 ; 2z->0) &
}&zl/(q-l) (Stilck e Wheeler (1987)), torna-se conveniente
definir o pardmetro x=(g-1)x , obtendo-se, neste limite, x =1
para todo g.

As condigdes iniciais sdo obtidas da solugao exata para M=1

(0) _ X 2/q
99 T g1 Y *®
(0) _
L. 0
g:;o) — ZI/q ( 1 +yzi/q)
(o) _ 1/4q
g4 =1+ z

e a funcdo de partigdo para a arvore de Cayley para M genérico é
construida somando sobre todas as possiveis formas de unir g

sub-arvores no sitio central (figura III.3). Assim, obtemos

i

Vg ™ =~ H. [ LF (05

M 2 -
, (M) (M) (H))q2+

) (0 g, '+ g4

(M) (M), q (M), g
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a (q2- 1) (gi.,}z (wg;"hg;"]“'z

1w ya
2 %3

~am-
& (@™ +5

I

|

|

I

\X, (g:ul)a

Figura III.3. Configuragdes na vizinhangca do sitio central que

contribuem a funcao de partigao.

Podemos reduzir o numero de equag¢des definindo as razdes

o
I
oy}
I
0
I

(III.4)

Esta definigdo dos pardmetros A, B e C permite estudar o problema
em geral e seus casos limites, com excecdo do caso z-0, x°x , em
que g3»0. Este limite relaciona o caso interagente com o caso
diluido, e devera ser tratado a partir de (III.1l). Notamos que o
limite z»0 com x finito corresponde ao caso sem relevancia de

ausencia total de mondmeros. As relacdes de recorréncia ficam

2/q

A’ =xy 2z (wB+ 1)%? —‘g— (III.5a)

2
B/ = —— (g-1) (g-2) y 2% (0 B+ 1)°7% 2 (III.5b)
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cr = _11)_ { 214 [—%—(q—l) =2y (o B % 152 8% 5

(III.5c)
(B + 1)%" ] + 1 }

onde
D = 29 [y z W8 B op g § g cq'l] . (IITI.54d)

As propriedades do modelo na arvore de Cayley sdo obtidas da

fungdo de particdo (III.3) no limite termodindmico M-w. Neste
(m=(Am) M L)

limite o vetor V sB 4 C ) tende a um ponto fixo
estavel das relacgdes (III.5), isto é, a matriz

av’

av V*

M = : V=(A,B, C) (III.6)

deve ter todos os autovalores menores que 1.

Notamos que a fungdo de particdo se calcula iterativamente
para o modelo em arvores cada vez maiores, com os parédmetros do
modelo mantidos fixos. As equacdes de recorréncia tém um carater
distinto das equagdes obtidas em <cdlculos de grupo de
renormalizagdo, gque correspondem a transformar os pardmetros do
sistema, deixando invariante a fungdo de particéo.

A solugdo na rede de Bethe é obtida estudando as propriedades
do sistema no sitio central no limite termodinidmico. Assim, as
densidades de mondmeros, de polimeros e de sitios primeiros

vizinhos ndo consecutivos pertencentes a polimeros séo

p, = % [ —— a4 (a-1) &°) (0 g, + 95)%7 + (g,+ g, )° ]
o T "i_ [ < 9 (a1 9] g, + 9" ]

=1 | _1 . 2 q-3
Py v [2q(ql)wglqz(w92+g3) ]
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ou, usando (III.5)

o = _%_ [ < q (g-1) (@ B+ 1)%% 2% + (B + 1)° ] (III.7a)
. a3 _ -2 ,2 .

pﬁ— = [ =— 4 (g-1) (w B + 1) A ] {LLL..7h)

P~ —5 [ = g (g-1) © (0 B + 1)7° 2% B ] (III.7c)

onde

A= _%_ g (g-1) (0 B+ 1)92 2% + (B + 1)? + ¢ (III.74d)

e as grandezas A, B, C sao pontos fixos estaveis das relagdbes
(III.5).
Antes de resolver o problema mais geral, veremos como obter

os casos limites de interesse a partir das equagdes (III.1).

ITI.2.a. Casos Limites

ITIT.2.a.i. Polimeros nao Interagentes

Este caso corresponde a w=1l. Notamos que somando as equagdes
(ITI.1b) e (III.1lc) as relagdes resultantes dependem de 9y
(g2+g3), e g,, O que permite definir novas fung¢des de particéo
parciais

9, = 9, ; g9,= (9,% 95) ; 9,= 9,

Isto é facil de entender, j& que as funcgdes 9, e 95 tém ambas
mondémeros como raiz, e sua diferenga consiste em distinguir se
passa ou ndao um polimero no sitio wvizinho, o gque ndo tem
importéncia para w=1l. O problema se vreduz ao caso hnao
interagente, o gual foi estudado em detalhe por Stilck e Wheeler

(1987). E evidente que para d=1 ndo existe interacdo atrativa.
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Vemos que neste caso, que corresponde a g=2, (III.1b) € nula.
Este problema tambem foi amplamente estudado (Pfeuty e Wheeler
(1283), Stilck e Wheeler (1987)). Algumas caracteristicas

importantes serdo discutidas no capitulo V.

III.2.a.ii. Polimeros Interagentes sem Diluigao

Este caso é obtido tomando o limite 2z-wx; teremos assim soé

mondmercs na rede. As equagdes (III.1l) ficam

(M+1)

1 (M) (M) (M), qg-2
= +
y Zz/q x gl L g2 g3 )
g(n-i-l)
2 I _ _ (M),2 (¥) (M),q-3
5 B (g-1) (g-2) (g9; ) (w g, "+ g3 )
vz
(M+1)
3 _ (M) (M),qg-1 1/q
2/q - (g2 i+ gB ) *+ O(l/z )
vz
g(l-l+1)
2w of1/2")
2/q
YZ

Em primera ordem em z' a equagao para 9, é nula, e as trés
equagdes restantes podem ser reduzidas definindo
94 9,

; B o= 2 (III.8)
93 93

sendo as relagdes de recorréncia para A e B dadas por

{w B + 1)7*

A’ = gy A
(B + 1)%1

(III.9%a)
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(w B + 1)%°
B 4+ 137

(III.9Db)

B’ = —— (g-1) (g-2) A°

Neste caso, temos para as densidades

i —é— [ < 4 (a-1) g} (0 g, + g3)T€]
pw ) .% [% q (a-1) w gi gz (w 92 + g3)q—3]

e claramente, p£=1 neste caso. Escrevemos as densidades usando
(II1.9)

B = s [ b & wyay 2 WB % 1)¢e] (III.10a)
p A 2

_ 1 ik 2 q-3 0b
Py, === | 5= d (g-1]) w A" B (0w B + 1) (I1I.10b)
onde
A=-—3q(g-1) A% (@B + 1)+ (B+ 17 - (III.10c)

Estas equagdes apresentam um ponto fixo correspondente a fase

nao polimerizada A =0 ; B =0 , obtendo-se de (III.é6)

np np
x 0
M =
ne 0 0

resultando em %m = ¥ . A condigdo limite de estabilidade da fase
nao polimerizada é dada por Amf& = xmxw)=1.

O fato de ser y(w) independente do valor de w é devido & néo
existéncia de caminhos fechados nesta rede, o que torna
impossiveis auto-interagdes na cadeia (figura III.4.a). Assim,
quando nos aproximamos da linha «critica wvindos da regido
correspondente & fase polimerizada, vemos gque as densidades

definidas em (III.10) se comportam como
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p A° - 0 i ox 2 x(w)

§ =
P A°B-o0 : Y & H(E)
p

pw ~ B~ 0 Pox o x(w)

Numa aproximacdo algo mais sofisticada, chamada de rede de
Husimi (Husimi (1950)), na qual os unicos caminhos fechados
permitidos s&o quadrados elementares, Jj& é possivel ter uma
cadeia auto-interagente, como mostramos na figura III.4.b. Como
veremos na segdao III.3.a, no tratamento do problema na rede de
Husimi, perto da linha critica, sobre a qual os valores de P, e
P sdo nulos, o guociente ppA/ p, Pbermanece finito devido as
contribuicées de auto-interacdo, e a linha critica de segunda

ordem, tal como nas redes fractais e quadrada, depende de w

x (w)#cte.
W '
]
| iw
| I
1
a. Unica interacdo possivel b. Auto-interacao de um
entre cadeias permitidas na polimero em um quadrado.

rede de Bethe.
Figura I11.4.
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Os pontos fixos correspondentes a fase polimerizada (Ap, B;!

0) sdo solugbes ndo triviais de (III.9), obtendo-se

2@ + 0T s
A = [ P

& 1/2
(III.11)
(a-1) (g-2) (0B +1)%° ]

onde B é calculado a partir de (III.%a) como uma raiz positiva
P

do polindmio de grau (g-1)
P(B) = (B+ 1)%" - x (w B+ 1)%° - (III.12)

Sobre a linha de estabilidade da fase nao polimerizada x=1, o
termo de ordem zero em P(B) é nulo, e um dos pontos fixos dados
por (III.12) se iguala ao ponto fixo nédo polimerizado com
autovalor 1.

Para o estudo da estabilidade, consideramos P(B) na
vizinhanga de x=1. Assim, em primeira ordem em e=(x-1) tem-se que
a _ € A

r

P T T(g-1) - (a-2) © p- LT 2F

B

onde B:) é a raiz de P(B) que se anula em x=1. Deve se ter &>0
para cumprir a condicéao A, <1, e para que B;I) seja positivo w
deve satisfazer: w<(g-1)/(g-2). Isto indica que as 1linhas de
estabilidade de ambas as fases coincidem para w<(g-1l)/(g-2),
identificando-se esta com uma linha de transicdo de segunda
ordem. No ponto w=(g-1)/(g-z) vemos que o termo de ordem um em
P(B) também é nulo, havendo uma terceira solugdo que se torna
indistinguivel de Bﬁ, e B:J. Este ponto em que as 1linhas de
estabilidade deixam de ser coincidentes, ou equivalentemente, o
ponto em que trés pontos fixos coincidem com autovalor igual a

unidade, é identificado como o ponto tricritico @

(g-1)

=1 o~ (g2)

)
|

Xg (III.13)
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No ponto ©® a transigdo de polimerizagdo passa de segunda
ordem a primeira ordem para valores crescentes de w, definindo a
condigdo A=1 as linhas de estabilidade de cada fase. Deve-se
entdo calcular a linha de transicdo pela condigdo de igualdade
das energias livres, ou equivalentemente, fazendo uma construgao
de Maxwell.

A nao existéncia de outros pontos fixos fisicamente
aceitaveis foi testada numericamente para varios valores de g. Em
particular, para coordenagdoc g=3, o polindémio (III.12) é de
segundo grau, sendo possivel encontrar a linha de estabilidade da
fase polimerizada na regido de primeira ordem analiticamente. De
(III1.12) com g=3 temos

1 1s2
Bt=-—2—{xw—21[(xw—2)2+4(x-l)] } (III.14)

e os autovalores de M sao

Ai-——l—T[x (0 B, + 1) - 2 B, (B,+ 1)] & -
(B,+ 1)
- B, (w-1)
2 ¥ —= — =0 - A5
(B,+ 1)

Na figura III.5 mostramos A vs. x¥ a w=cte. para as trés solugdes

de B no caso g=3 ; w = 3 > Wg-

A linha de estabilidade da fase polimerizada €& dada pela

condigéo A=l

- 4 (w-1) .
P wz ®

€
A"
()
I
N

X (I1I.16)
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Figura III.5. Grafico do maior autovalor correspondente as trés

solugdes de B encontradas no caso interagente em fungao de x

a w=cte. = 3. — A=A ;- = = A=A ;o - ATA
np + -

A linha de transicdo de fase é calculada usando a densidade
de polimeros no sitio central (I1II.10aj. Na fase nao

polimerizada P, é igual a zero e na fase polimerizada, usando
(ITII.9) e (III.16), obtemos

(B(p,) + 1)

(@ B(p) + 1)

En(x(pp)) = {n [ ] (III.17)

e a linha de primeira ordem €& obtida pela regra das A&reas
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calculando Jin(x) dpp a w=cte. O diagrama de fases €& mostrado

na figura III.6.

T~ :
: \ E |
- \ 1
] R \\ fase |
= N L pol?merilzodo
4 — \ %
: N
- : T |
- , L |
] fase N
5 nac N L. |
7] i i
o 3 polimerizada N \\
. NN |
-— N i
- \\
- \
: N, |
2 ponto © 3
1_;| ..... T [ I e T FE Lot d ) T T
0.6 0.7 0.8 0.9 i.0 } o
X

Figura III.6. Diagrama de fases w vs. x para polimeros
interagentes. —— transicdo de segunda ordem ;- - transicgéao
de primeira ordem ; — — 1linhas de estabilidade (espinoidais)

de ambas as fases.

ITI.2.a.iii. Caso Puro Interagente como Limite do Caso Diluido

nao Interagente
Mostraremos que, no limite

w =1 ; z >0 H X = © x x 2 = cte.
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as equacgdes (III.1l) se reduzem as relagdes (III.9). Tomando w=1
em (III.1) definimos
-1/q

_ (g-2)/2q _ u -
h =2z g, h =2z (9. + 9, ) i h g

-e

as relacdes de recorréncia para as funcgdes h1 sao

’

h=aoh hi?
1 1 2

1

_ i - o 2 q-3 q-
h2 = g (g-1) (g-2) vy h1 h2 + h3 + 0(z)
h' = 2 (g-1) (g-2) b2 h?% + n¥! 4 o(z)
3 2 1 2 3

onde o = x Y 2.

Estas equagdes sdo as correspondentes ao caso nao diluido,
mas foram construidas de uma maneira distinta das equagdes
(III.9). Definimos, entdo, novas func¢des £ como combinacgéo

linear das fungodes hi

h2 - h3 y h - h2
Ly = 8 ! £, = y - 1 ! By = y -1
cujas relagdes de recorréncia sao
T q-2
f1 o f1 (y f2 + f3 ) (IIT.18a)
£/ = 2 (g-1) (g-2) £2 (y £ +£ )% (III.18b)
2 2 1 2 3 :
r — q-1
f3 ( f2 + f3 ) [I1X.38e)

Reduzindo o numero de equag¢des da maneira usual

as novas relagdes de recorréncia ficam
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(y B+ 1)%2

(III.19a)
( B+ 1)%"

A = a A

(y B+ 1)%°

- {I11.18Db)
[ B+d §JTr

B/ = —— (g-1) (g-2) A’

Identificando o com Y e y com w as equagdes (III.19) sé&o

idénticas as equagdes (III.9).
ITT.2.b. Estudo dos Pontos Tricriticos e Diagramas de Fases.

Retomamos o problema geral de polimeros interagentes na
presenga de diluigdo. Devemos estudar os pontos fixos das
relagbdes (III.5), correspondendo & fase ndo polimerizada (agqueles
com A=B=0), e a fase polimerizada (aqueles que tiverem alguns
destes paréametros ndao nulos).

Consideramos os pontos fixos da fase ndo polimerizada.
Tomando.%w=§m=0 em (III.5) obtemos para gp

1/q 1/q

g g gt g o e . R g (III.20)
np np np

a matriz M neste ponto fixo seré

1/q
XYy 2 0 0
1/q q-1
Y Z + C
np
0 0 0
-1 1/ -2
. (q-1) ¢ % (1-y 279 (a-1) ¢°% (y- 1)
1/q 1/q q-1 2 1/q q-1 2
+
L z (y 2 Cnp ) (y 2 + Cnp )]

Os autovalores nao nulos seréo
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—_— (g-1) (y-1) ci*

gr ac 1/q q-1,2
Vnp (y z + Crm)
’ 1/q9
A =22 I = xyz . (III.22)
i v v oz * gt
np np

Agr é o autovalor correspondente ao bem conhecido problema do gas
de rede tipo Ising (Baxter (1982), Stilck e Wheeler (1987)) e nao
o estudaremos em detalhe.

0 autovalor Anp é funcdo de x e da o limite de estabilidade
da fase ndo polimerizada. Notamos que, analogamente ao que ocorre
no caso nao diluido, Anp é independente de w. A condigdo de
estabilidade %mzl em (III.22) resulta em

cﬁ: = (x-1) y 279 (TETL2)

e substituindo em (III.20) obtemos

[1+ (x-1)y 197
z = . (III.24)

e (x-1) 2°7" y*

Vemos que, nhO Cas0O puro z-m recuperamos xp=1. O mesmo valor
n
é obtido para asxyz no limite z-0 ; x»w ; xz=cte.
Para o estudo da fase polimerizada, procuramos pontos fixos

Ap, Bp, Cp nao nulos. Das equagdes (III.5) temos

2 x BP (w BP + 1) 172
A= [ 1) (9-2) ] (III.25)
1/(g-1)
c, = { y z'/¢ [x (0 B+ 1)¥°- (B + 1)¢4] } (III.26)

onde B/ é uma raiz positiva do polindémio de grau (q—l)2
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P(B) =

¥yl z (0 B+ 1)@V [x (@ B+ 1)%2 - (B+ 1)“‘1]

q-1
- [ %x (y + B) (wB + 1)%% (y - 1)(B + 1) ] . (r1Y.20

P(B) é um polindémio de grau 4 para o menor valor de interesse
do numero de coordenacdo g=3, o que dificulta um estudo analitico
como no caso nao diluido, mas podemos analisar (III.27) sobre a
superficie de estabilidade da fase ndo polimerizada (III.24).
Vemos que, sobre esta superficie o termo constante em P(B) é
nulo, logo temos uma raiz Bp que se anula sobre a 1linha de
estabilidade da fase nao polimerizada, com autovalor Ab=1' Como
no caso ndo diluido, procuramos os pontos tricriticos como os
pontos em que o zero seja uma raiz de multiplicidade dois de
P(B), obtendo

_ _(g-1) x° - (g-2) (y-1) (x-1)
W= — (III.28)
€ (@72) v 2 o (y-1) [q (x-1) + 1]

onde am(x,y) é dado por (III.24).
Notamos que os casos particulares tratados podém ser obtidos

tomando os limites correspondentes em (III.24) e (III.28). Assim

temos que, para z->w = x¥->1, recuperamos o ponto ©

279

> (g-1) _ _(y-1) 3/q =
W > (9=2) [ j g zihﬁz + 0(1/277) ] Wg + 0(1/z

Z->m

)

tomando o limite 290 , x°« , a = yyz temos

= L = ........q.i ._1_ =1 —

& a-1 _
e e y

a2z  “e

O ponto tricritico de diluigdo é obtido de (III.28) tomando

w_ =1
TC

B 1
e = {2y ¥ = (=1 T 1
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Esta expressdo corresponde a férmula (5.16) do trabalho de Stilck
e Wheeler (1987) se identificamos x com (q-l)Kb ey comw.

Notamos também que no caso y=1, em que o gas de rede €& nao
interagente, a expressao (III1.28) se reduz a W Wy € O ponto
tricritico de diluigdo desaparece. Para © =1 existe ponto
tricritico s6 para yzyg=(9-1)/(q9-2), onde a igualdade corresponde
ao limite z-0 , x-w.

O cédlculo dos autovalores da matriz M e o estudo da
estabilidade destes, o que permite construir os diagramas de
fase, devem ser feitos numericamente devido & complexidade das
equacoes.

Resulta conveniente usar nos diagramas de fase, em

subtituigdo da fugacidade, a fracgdo de atividade

C = _("I"-ZF—"Z_)" CLETe)
que toma valores no intervalo [0,1].

Na figura III.7 se mostra a curva CTCVS. Yy para w=1 , w=1.5 e
w=1.999. Notamos que, para w=2, temos que gm=1 independentemente
do valor de y, e o ponto Cm=0 é identificado com o ponto @. A
linha tricritica nas grandezas w. Vs. C com y=cte. é mostrada na
figura III.S8; ch=1 é alcangada sé para y = (g-1)/(g-2). O ponto
® e o ponto tricritico de diluigdo pertencem a mesma 1linha
Erdcritica.

Para a construgcdao dos diagramas de fase procedemos ao estudo
das linhas de estabilidade dos pontos fixos de ambas as fases.
Quando estas sdo coincidentes, a transicdo é de segunda ordem e a
linha de estabilidade ¢é a 1linha de transicdo. ©No ponto
tricritico, as 1linhas de estabilidade de ambas as fases se
separam e sao identificadas <com as curvas espinoidais,
carateristicas das transigbées de primeira ordem. A linha de
transigdo deve ser calculada usando a regra das areas, efetuando

a integral [In(x) dpp mantendo y,z,w constantes.
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1.0

(e)

0.6

(0)

0.2

3 '\(-
5 (8 [ Y 0 O T O 0 N T O 1 0 o 0 P I ] O O iy P 1 8 AN 51

8]
-
(5]
w

Figura III.7. Linha de pontos tricriticos C;c VS. ¥ a w=cte.
(a) w=1 (caso nao interagente). (b) w=1.5 (c) w=1.999

(w=2=w@ corresponde a Crczl' independente do valor de y).
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(b)

et e v e e g b v bve b

Figura III.8. Linha de pontos tricriticos W . Vs. { ay = cte.

(a) Yy =y _ = (¥/g-2)°= 9. (b) ¥y = (g-1)/(a-2) = yg-

Na figura III.9 vemos trés curvas de y vs. pp calculadas com
W<, § . B e respetivamente. Na curva correspondente a
W observamos uma regiao termodindmicamente instavel,
carateristica das transigbooes de primeira ordem em aproximacdes
deste tipo. O diagrama de fase w vs. y com {=cte. é mostrado na
figura III.10 para trés valores de {. {=1 corresponde aoc caso nao
diluido; {=.065 e {=.055 que corresponde awTC=l. Também incluimos
a 1linha de pontos tricriticos que une estes dois casos

particulares. Curvas de w Vs. P, sdo mostradas na figura III.11.
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1.2

(e) () (e)

1

X 1.0

0:9
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0.8 e P P, . i . . B T R L e R R R R
0.0 0.2 0.4 06

Figura III.9. Curvas de y Vvs. pp para {=1 e w=cte.

(a) w=1<wTC (b) w=2=wTC (c) w=3>ch.
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- \ X
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2 fase 2 \ % )
. ndo \ g > Tos!_e o
] olimerizado \ polimerizada
W 37 P ! \\\
i \\ 5\ 3
\
2 (a) + (b)© X (c)
] . ¢
—_ \ \
] \ \
2 ponto © \
3 T ¢
] \
4 . \
] : | \ |
- | | \' FTCD
o) ey | T 7 71 T 1 TV T T 1 T T
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X
Figura III.10. Diagrama de fases no plano w-y com y = cte. = 7
e { =cte. (a) L =1 (b) L = .065 (¢c) L = .055 (wTC= 1) . Também

mostramos a linha

de

ponto tricritico de diluicao.
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(5)

(c)

‘! L 0 R 1 N R OO T O G N N N F T N TN PO UL L N LN R L B L)

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Jo)

B

TR 1O W T N N N N N O N I N T T T A T O O

Figura III.1ll. Curvas de w Vs. p, COm OS mesmos valores

de y e { gque na figura III.1O.

ITII.3. Polimeros Interagentes na Rede de Husimi

Estudaremos o problema de polimeros interagentes com
anisotropia, isto ¢é, com u&#wy. Devido as carateristicas da
arvore de Cayley, ndo temos uma maneira clara de definir duas
diregdes perpendiculares, o gque dificulta a colocacdo deste
problema na rede de Bethe.

A generalizacdo mais simples que permite definir naturalmente
duas diregbdes ortogonais €& a chamada &arvore de Husimi
(Husimi (1950)), na gqual, os elementos basicos, ao invés de serem
linhas como na arvore de Cayley, sdo quadrados. Assim definimos

arvores com um numero ¢ de quadrados em cada sitio, o que
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corresponde a um numero de coordenagdo g=2c. Na figura III.1l2 se
mostra uma arvore de Husimi com o0=2 e duas gerag¢des. A existéncia
de caminhos fechados nesta rede é importante no problema de
polimeros, ja que permite ter cadeias auto-interagentes, as quais
fazem com que a linha de transicdo de segunda ordem naoc seja a

x=cte.

quadrado
central

Figura III.12. Uma arvore de Husimi de coordenacdo g=4 (0=2)

e M=2 geracgoes.

Como na arvore de Cayley, no limite termodindmico o numero de
sitios na superficie cresce da mesma maneira gque o numero de
sitios no volume, portanto as propriedades do modelo devem ser
estudadas na regido central, eliminando assim os efeitos de
superficie, chamamos & solugdo assim obtida de solugdo na rede de
Husimi.

O interesse deste calculo é para posterior comparacdo com os
resultados que se apresentardo no capitulo V para o mesmo modelo
na rede gquadrada, e assim trabalharemos tomando o=2 = g=4. O
estudo do caso isotrdpico permitira mostrar gque a dependéncia da

curva de segunda ordem com o pardmetro w é devida & possibilidade
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de existéncia de polimeros com auto-interagoes.

Por simplicidade na definigcdo do modelo, introduzimos a
interagdo entre cadeias sé para polimeros com ligagdées no mesmo
quadrado. Seguindo os passos feitos no tratamento do problema na
arvore de Cayley, definimos trés fungdes de partigdo parciais: 9,
para configuragdes com uma cadeia que atravessa a raiz; g, para
configuragbes com um polimero gue passa pela raiz sem
atravessa-la; g, no caso que nao passe uma cadeia pela raiz.
Assim, obtemos as seguintes relagdes de recorréncia para as

fungdes de partigdo parciais

g’ =xg [2(9 +g)?+2x (g +9)g + (v +w)x g
1 3 3

1 2 3 2 3
+ (W + o) x gz] (III.30a)
X Yy l
g’ = x° g2 [ g +g9g + (w +w ) xXg ] (III.30Db)
3 i 2 3 * ¥ 3
, _ 3 2 2 _3
g’"=(g +g9g ) +2x9g (g +9g ) +x g g (III.30c)
3 2 3 1 2 3 1. 3
definindo
g g
G=alts  Beat
g 95

obtemos as novas relagdes de recorréncia

A'=x%[2(B+1)2+2x(B+1)+(wx+wy)x2
2 2 2
+ ( w o+ wy ) X A ] (III.31a)
2 A?
’= —
B X ) [ B+ 1+ ( wx+ wy) X ] (IIT.31Db)
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onde
D=(B+1)%+ xA° [ 2 (B+1) + X ] : (III.31c)

0 ponto fixo correspondente a fase nao polimerizada €& dado

por Am;o . Bmfo , obtendo-se para o autovalor

A =X [ 2+ 2x+ (w +w ) xz]
np x y

e a condigdo de estabilidade Amfl da

1-2x-2%¥ -0 %X
©w = = . (III.32)

3
¥ X

Notamos que, nesta aproximag¢do, ao contrario do que ocorre na
aproximacdo de Bethe, a 1linha de estabilidade da fase néo
polimerizada depende de w (ver segdo III.3.a).

A fase polimerizada estara caraterizada pelos pontos fixos

ndo triviais das relagdes (III.31)

A =

P [ 2 LI L.33)
[ % (u&+u§) + x=- 2 Bb(Bp+ 13 3

B (B + 1)3 1/2
I ]

e Bp é uma raiz positiva do polindémio de grau 4 resultante da
substituicdo de (III.33) em (III.3la) e (III.31lc). Os coeficentes
sao dados por

c =x (w +w)2-i-3x3 (w +m)+2x2 (0w + w + 1)
x y x y x y

- X (u; + ug -2) -1

c.=2x (w + W) + 2 x° (w +w +1) - 3 X (W + W)
x v X y X ¥

+ W+ W -8
x y
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2 2
C. =3[ (w; + ag) X (u& + u@ +2) 6 ]
2 2
C.=3 (0 +©w) -x (W +w + 4) - 16
x y x y
cC = (wx + wy) 5

Como na rede de Bethe, C0 é nulo sobre a 1linha de
estabilidade da fase ndo polimerizada, e a condicdo de ponto
tricritico é dada pelo ponto sobre esta curva em que se anula C -
Usando (III.32) temos

- - __}_3_ { 1-2x-2% + [ 4 x° + 16 x + 8 x° - 16 x°

TC 2 X

s 3 1/2
+ 2 x -8x + 4 x -1 ] } . (III.34)

A curva tricritica no plano W = wy sera mostrada no capitulo
V, onde €& comparada com os resultados obtidos para este problema

na rede quadrada.

ITII.3.a. O Caso Isotrdépico

Tomando W = u§= W em (III.32) obtemos para a condicdo de
estabilidade

1 -2x-2 %
0 = . (III.35)
3
2 x

Em particular, o ponto critico do sistema nao interagente é dado

pela solugdo de (III.35) com w=1

2 X +2X +2x-1=0 = x = .3425
C
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e o ponto ® dado pela condicgéao C&=0 . C{=O com u§=wy

x® =z ,3203 . w® =z 2.349

As densidades pP e p, sdo definidas da mesma maneira que na
rede de Bethe, obtendo

2

P = 2AA [ w2 x2 A%+ 20 x°+2x (B+ 1)+
(III.36a)
2 %8B + 1)]
2 A2 2 .2 .2 3
Py = A [ W X A" + 2 wXx ] . (III.36b)

Sobre a linha de transigado de segunda ordem, usando (III.36)
conjuntamente com (III.35), temos que

p 1-2x -2 x°
~ 5 # 0 ; X >+ ® - (IIT.37)
) 2 x (x +x+ 1)

O primeiro termo de (III.36.b), que é de ordem at , provem de
configuragdes correspondentes a dois polimeros interagindo; e o
segundo termo, de ordem a° ;, © qual leva a (III.37), & devido as

contribugdées de uma cadeia auto-interagindo dentro de um
quadrado.

43



CAPITULO IV

POL [MEROS EM REDES FRACTAIS

Neste capitulo estudaremos o problema de polimerizacido em
condigdes de equilibrio quimico definido sobre redes fractais de
ordem de ramificagdo finita (gaxeta de Sierpinski em dimensiao
euclidiana dois e trés). A estrutura autosimilar destas redes
permite usar o metodo de grupo de renormalizagcdo em forma exata
para construir o diagrama de fases e calcular os expoentes
criticos e tricriticos.

O problema de polimeros interagentes (no caso ndo diluido),
foi resolvido em redes fractais embebidas em espagos de dimensao
euclidiana dois e trés (Rammal et al (1984), Dhar e Vannimenus
(1987), Vannimenus (1989)), encontrando-se que a transicdo de
polimerizacdo é de segunda ordem em dE = 2 , para todo valor de
w, enquanto que, en d;= 3 , existe W tal que a transigdo passa
a ser de primeira ordem para w > © -

Para incluir o efeito de diluicdo é necessario estudar o
problema de gis de rede tipo Ising nestas redes. Gefen et al
(1980) mostraram que o modelo de Ising nao apresenta transicao de
fase a temperatura ndo nula em fractais de ordem de ramificacéao
finita. A ordem de ramificacao é o numeroc de cortes que se
precisa fazer para isolar um pedag¢o arbitrario do fractal, isto
define uma ordem minima Rm e uma ordem maxima Rn' para gaxetas de
Sierpinski estas obedecenm a relagao R;%%R;—z (Gefen et al (1980,
1984)). Em nosso caso precisamos resolver o gas de rede, que é
equivalente ao modelo de Ising com campo ndo nulo, o gue nos
obriga a aumentar o numero de equagdes nas relacgdes de
recorréncia do grupo de renormalizacgio.

As redes fractais sdo construidas definindo um gerador e
sustituindo recursivamente determinadas figuras geométricas pelo
gerador partindo de uma figura chamada de iniciador (Gefen et al
(1980)), assim, para a gaxeta de Sierpinski em dt=2 o iniciador,
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o gerador e a segunda geragao serao

A dimensao fractal dF é calculada da maneira usual (Mandelbrot
(1977)): se cada figura ¢é substituida por N figuras de

comprimento 1/b definimos dF pela relacao

d In (N)
b = I - d = . (IV...2)
ln (b)

Para a gaxeta de Sierpinski embebida num espago euclidiano de

dimensdoc dois teremos

1n (3)

dE=2 b=2; N=3 > dF= =~ 1,58
In (2)

e no caso tridimensional
In (4)

dE =3 : b=2 ; N=4 > dF = = 2
In (2)

Notamos que redes regulares como a triangular e a quadrada
podem ser construidas desta maneira, obtendo-se a dimensao
euclidiana coincidente com a dimensdo fractal.

Mostraremos o esquema de grupo de renormalizacdo usado e como
obter o expoente v definido em (II.4) no caso mais simples em que
existe wum sé parametro "%, a generalizagcdo a casos mais
complicados é direta. Se temos uma cadeia cujos extremos estéo
fixos no contorno da rede (novamente isto ¢é equivalente a

trabalhar a campo externo nulo na analogia magnética, onde a
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simetria O(n) é quebrada nos sitios exteriores nos quais a cadeia

tem inicio), a grande fungdo de partigdo (II.1l) sera
= n

Y (x) = zox T (n) (IV.2)
n=

onde x e I' e n tem o mesmo significado gque em capitulos
anteriores, e k é o numero de iteragbdes, o que €é equivalente a
dar o numero de pontos N da rede.

Notamos que o esquema usado é essencialmente o usual emn
cdlculos de grupo de renormalizagdo no espago real em redes
regulares (Niemeijer e Van Leeuwen (1976)), onde a partir da
exigéncia de que a grande funcdo de partigcdo ndo se altere ao
iterar, obtém-se uma relacgdo de recorréncia para os paradmetros do

Hamiltoniano; isto é
’ - / —
YMJ(X ) Yk(x) > x f(x)

e desta ultima equagao obtém-se o ponto fixo X = f(x*).

As redes fractais possuem invarianca de escala (propriedade
que em redes regulares s6 vale no ponto critico), assim
calculamos a fungdo de partigdo do sistema finito a partir do

iniciador da rede

Y = G(Y ) P Y= £(x) (IV.3)
onde Y, é a fungdao de partigdo do iniciador. Se existe uma
transicdo de fase teremos que, no limite termodinidmico k -+ o
devera existir x tal que obtenhamos um ponto fixo nao trivial da
equagao de recorréncia.

Conhecido o ponto fixo, procedemos calculando o expoente v
usando a definigdo (II.4). A relagdo entre o numero médio de

passos e o comprimento da cadeia é

<n> « R:(/V

N para kK » «

da expressao para Y teremos
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8 1n (Yk )

*

<n> = X
4 x X

k
e, como Rk = b  obtemos

k
bk/vm= X 8 E(¥) af (%)
L 8 Y o X
Kk
assim
ok In(b)

v ——

a8G 1 X af

1n[ ] + — ln[—— ]
aY Y* k Yk ox x*

onde Y‘=f(x’) . No limite termodindmico

. In(b)
_ lim - . (IV.4)

v_
e 7 3G
o W v*

Em casos mais gerais precisaremos de I fungdes de particédo

parciais e relagbes de recorréncia: Yl:i = Gi({Y;J)}) H
i,j=1,..,I , devendo substituir 6G/8Y pelo maior autovalor da

matriz ac;i/ay”’

**

IV.1l. Polimeros na Gaxeta de Sierpinski em d_ = 2

Os resultados obtidos em dimensdo euclidiana dois nao sao de
grande interesse, ja que a transicdo de fase é sempre de segunda
ordem em todos os casos estudados, porém é conveniente tratar o
problema para a melhor compreensido do caso d£= 3 onde se torna
necessario obter as relagdes de recorréncia no computador, por

terem da ordem de cem termos cada uma.

IV.l.a. Polimero Auto-Interagente

Este caso foi tratado por Rammal et al. (1984). Devido ao
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efeito de volume excluido gquando uma cadeia atravessa um

tridngulo, devemos guardar na memdria se esta passou ou nao pelo

terceiro vértice , definindo assim duas fun¢gdes de particgao
parciais
e
P1- ’ P:
H 2

Isto permite introduzir naturalmente o caso de polimeros

auto-interagentes tomando como condigdes iniciais

d
I
b
J
|
€
"

Notamos gque nao estamos considerando uma "verdadeira" cadeia
auto interagente, j& que a grandeza w entra sé nas condigdes
iniciais, isto é, temos interacdo atrativa sé entre ligag¢des no
mesmo tridngulo. No entanto este fato ndo é importante no estudo
do comportamento critico. Um tratamento completo do problema foi
feito por Klein e Seitz (1984), que acharam essencialmente o
mesmo resultado.

As relagdes de recorréncia que conectam uma geragdao com a

seguinte serao

pr= P2 + P + 2p P+ P2 + 2P°p (IV.5a)
1 1 3 3 2 2 ) 1 2

/ G- 2 2

P’ P, P, + 2P P’ (IV.5b)

d
I
e
I
o

Para o calculo dos expoentes criticos precisamos do maior
autovalor da matriz
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- L -] L . 2
2P +3 (P) 2 [ B % (PJ" 1

0 (P))°

cujos autovalores sao

7 - v5

Al = > =~ 2.38 ; Az = .38

obtendo-se segundo (IV.4)

In (b) . dn (2)
In (A)) - T2h (2:98)

=~ .789 (IV.6)

O valor de v obtido estd entre os valores correspondentes a

redes regulares em d€=1 (v=1l) e dE=2 ( v=.75).

IV.1.b. Polimero Auto-Interagente na Presenca de Diluicgéao

Para o tratamento deste caso necessitamos resolver o problema
do gas de rede, o que equivale a estender o tratamento feito por
Gefen et al (1984) considerando um campo externo nao nulo.

Precisamos definir 4 fungdes de partigcdao parciais g,
i=1,2,3,4 para configuragdes com 3,2,1 ou 0 vértices ocupados por

mondmeros, com as condigdes iniciais

@ o G o
] ° ° e o o o o
0O _ .3 _3r2 o 0 142 )
9, =Y 2 H g, =Y 2 ; g, = & : g, = 1.

As relagdes de recorréncia ficam
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i
I

3 2 2 3
g1+3glgz-i-:',’g2g3+g3

2 3 2 2
g, =9,9,+29,9,9,+9,+9,9, +29g,9,+

2 2 3 3

g/ =9g,9.,+29.9,+9 9. +29,9,9, +9, +9, 9,
3 2 2 3
g, =g, F3 O, 9, F IO g, F Y,

definindo t=g9/ 9, , +=1,2,3 tem-se as seguintes equag¢des para

as funcgodes fi
£r=( £2+3f £24+3f2f +f£ ) /D
1 1 2 2 3 3
£/ = (£2 £ + 2 £ f_f_+ £ + £2 +
2 1 2 1 2 3 2 2

2 2
2 £ £ +f£ ) /D

Hh
-
I

(£, £2+2 £2 £ + £ £ +

1 T2 2 73 1. @

3

2L f. ¢t . +E. ) /D
onde
D=f+3f f2+3f2+1

2 2 3 3

obtemos os pontos fixos abaixo :

a) Ponto fixo instdvel de temperatura nula

>
I
w
>
I
>
Il
’—.l

H
™
I
Hh
W
Hh
*
Il
Hh
H
I
Hh
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Para agregar as configuragdes correspondentes a polimeros
devemos introduzir trés novas fungdes de partigdo parciais B 3
i=1,2,3. Se o polimero ndo passa pelo terceiro vértice, definimos
P1 se este esta ocupado por um mondmero e P2 se esta ocupado por
um solvente. A fungdo de partigéo P3 corresponde a configuragodes
em gque o polimero passa pelo terceiro vértice. Assim, as

condicgdes iniciais seréao

® o
’____* H
o _ o o _ 0 . o _ 0O 2
By =9, & ! £ =9, ' P E
Definindo Rﬁsln/g4 , 1=1,2,3 , as relagdes de recorréncia ficam

R’ =( £, R +2 f_ R R_+ f_R>+ R, ( R°+ R® ) +
1 1 1 2 4 2 3 2 1 2 3

: ) 2 (IV.8a)
2R3(f1R1+f2R2)+f1R3+2R1R3)/D
r - 2 2 2 2
R/ (£,R, +2 £ R R +R + R (R; +R; )+ o B
2
2R, (B, R + £ K ] +8 B +2R1R2R3)/D
R’ = (R, (R®+R?>) +2R R ) /D (IV.8c)
3 3 1 2 1 "o :

onde D é dado por (IV.7.d).
Como as equagdes para o gas de rede sao independentes das
equagdes (III.8), para achar os pontos fixos calculamos as fi nos

pontos fixos do géds de rede; obtendo os resultados

a) Pontos fixos de temperatura nula

51.



!_* . R*-—R‘—O
1) R, = 2 ' 2 3
* 5-1 *
2) R =0 H By = 5 ; R, =0
7 -V 5 3 =¥ 5
Ambos com A1 = 5 > 1 - Az = AB = 5 < 1
.—R*"'l R*—O
3) R1 T e 2 d 3
_ 5 . pe 8 . —
—— A1 - ! lz T2 : Az 2
b) Ponto fixo de temperatura infinita
. v 5 -1
R1=fR : R2=R H R =20 L R = 5
7-V5 3-V5
com A = b= 0 3 H A= A= < 1
1 2 2 3 2

Do estudo dos fluxos e da condigcdo de obter o caso néo
diluido no limite z-»» concluimos que os pontos fixos de interesse
sdo os correspondentes a temperatura infinita. Vemos que o maior
autovalor €& igual ao calculado no caso ndo diluido, obtendo-se

assim os mesmos expoentes criticos.
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IV.2. Polimeros na Gaxeta de Sierpinski em dE = 3

IV.2.a. Polimero Auto-Interagente

Este caso foi estudado por Dhar e Vannimenus (1987) na rede
4-simplex, a qual pertence a mesma classe de universalidade que a
gaxeta de Sierpinski embutida em d£=3 (Dhar (1978)). A gaxeta de
Sierpinski em d£=3 € a generalizagao direta da gaxeta de
Sierpinski em d£=2. Na figura IV.1l mostramos uma projegdo da
gaxeta de Sierpinski no plano, onde os pontos unidos por linhas
tracejadas devem ser entendidos como um sé ponto (isto distingue
a gaxeta de Sierpinski da rede 4-simplex, onde estes pontos séao

distintos).

Figura IV.1l. Projegcdo da gaxeta de Sierpinski no plano.

Para a solugao do problema na gaxeta de Sierpinski precisamos
definir 4 fungbes de particdo parciais P, i=].2.3,4. As trés
primeiras para o caso que um polimero atravesse o guadrado
passando por 2,1 ou 0 vértices respectivamente, a quarta funcgéo
corresponde a configuragdes com o polimero entrando duas vezes em

um quadrado. As condigbes iniciais seréao

o
I
"
€
o
]
»
€
o
I
»
d
1
»
€
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As equagdes de recorréncia sdo muito extensas e , como nos
outros casos dque trataremos em d5=3, foram calculadas no
computador. O algoritmo usado é explicado no apéndice B, assim

‘ ~ *
ndoha sentido em escrevé-las. Os pontos fixos estdo em P1 =P2 =

0 ; com P; e P: solugao de

P =P +2P  +2pP"+apPpP +6 P P (IV.9a)
3 3 3 3 T4 3 T4

p =p*+ 4P P + 229 (IV.9b)
3 3 T4 4 '

o que resulta em trés pontos fixos nao triviais

a) Ponto fixo correspondente & transigcdo de segunda ordem

J
W *
R

.4294 ; P: ~ .,04998

>
R

2.8658 ; A_ = .386 = R = .674

b) Ponto fixo correspondente a transicdo de primeira ordem

* *
P =0 o P =
4

=
=

1 2 b d 2
F

esta relacgcdo entre v e d é carateristica de transigdes de fase de

primeira ordem (Nienhuis e Nauenberg (1975)).

c) Ponto fixo totalmente instavel correspondente ao ponto

tricritico
* * 1
Pa - P4 T3
_ 100 ) _ 20 .
Al = =7 i Az =5 > Vc = ,529

Destacamos este trabalho (Dhar e Vannimenus(1987)) como um
instrutivo exemplo de grupo de renormalizagdo, onde o ponto

tricritico e expoentes tricriticos ndo classicos podem ser
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calculados analiticamente.

IV.2.b. Polimero Auto-Interagente na Presenga de Diluigéo

De maneira similar ao tratamento em d_=2 , comegamos
resolvendo o gas de rede na gaxeta de Sierpinski.

Definimos neste caso 5 fungbes de partigcdo parciais g,
i=1,2,3,4,5 para quadrados com 4,3,2,1 ou 0 vértices ocupados por

monémeros. As condig¢des iniciais serdo (ver figura IV.2):

o] 6 2 0 3 3/72 0]
g, =Y z P g =y P 9,=YzZ
(IV.10)
(0] 1r72 0o
g4 = = - gs = i

As relagdes de recorréncia sdo construidas da mesma forma que
no caso d£=2’ e definindo fi——-gi/g5 , i=1,2,3,4. Obtemos para o
ponto fixo de temperatura infinita (que tal como ocorre em d£=2,

resulta o uUnico de interesse para o nosso problema)

e
-
-e

£ = £t £F = £8 £7 = £2 £ = f
1 3 4
(IV.11)
A =1

>
Il
&/
I
>
Il
(@]

Para incluir as configuragdes com polimeros precisamos de 7
fungdes de particdo parciais, seis delas para configuragdes com
uma cadeia atravessando o quadrado:

— Se os quatro vértices estdo ocupados por mondémeros definimos
P, Pz, Ps para cadeias que visitam 2,1 ou 0 vértices.

— Se temos um vértice ocupado por um solvente, definimos P4 e P5
para polimeros que passem por 1 ou 0 vértices.

— Se temos dois vértices ocupados por solvente definimos P.

Finalmente E. descreve configuracgdes com a cadeia
atravessando duas vezes o quadrado.

Na figura IV.2 mostramos as condig¢dées iniciais para g, e P.
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Figura IV.2. Condigées iniciais para as funcgdes de particéao

parciais na gaxeta de Sierpinski tridimensional.

As relagoes de recorréncia tém tipicamente da ordem de cem
termos e foram calculadas no computador (ver apéndice B).
Seguindo a andlise feita em d£=2 e no caso nao diluido em d§=3,

definimos R= P/g9. , 1=1,..,7 e calculamos fi no ponto fixo de
temperatura infinita (IV.11), obtendo

Py,
I
H
~

onde as equagdes para R e R; ficam
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W R=u R +2u* R +2u R+

. (IV.12a)
4 v RR + 6 uR’R
7 7
u® R =u’ R +4 u’ R° R+ 22 R] (IV.12b)
2
comu=1+ f.
Definindo
R
A=-2 . B= !/ (IV.13)
u 2
u
as equagdes para A e B ficam iguais a
a=2a°+22a%+2a*+422*B + 6 a% B? (IV.14a)
4 3 4
B=2a""+4a>B + 228B (IV.14b)

Estas equacdes sdo identicas as relagdes (IV.9), ja& obtidas
por Dhar e Vannimenus (1987) para o caso nao diluido, o dque
indica que os pontos fixos, e portanto a temperatura critica,
tricritica e outras grandezas ndo universais dependem de y e 2
através de f, de x e de w, mas os expoentes criticos e
tricriticos sdo os mesmos que em ausencia de diluigéao.

Na figura IV.3 comparamos o diagrama de fases no caso puro
nesta rede e na rede de Bethe com coordenacdo seis.

Por ultimo notamos que o comportamento tricritico do sistema
nesta rede é qualitativamente distinto ao encontrado na rede
quadrada (capitulo V) onde o expoente tricritico v, salta do
valor esperado para o ponto ® para z-20 ao valor caracteristico de
modelos tipo Ising para valores finitos de z. E natural supor que
este fato é devido a que o gas de rede que suporta o polimero néao
apresenta transicdo de fase em redes fractais, esperando-se
portanto que em qualquer rede com estas caracteristicas, se
existir uma linha tricritica para o sistema diluido, esta néo
mude de classe de universalidade. Este argumento é valido ainda
para o ponto @/, ja que o limiar de percolagcdo nestas redes é

P;=1 (Gefen et al (1984)), esperando-se entdao que o ponto ©
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domine o comportamento tricritico destes modelos em redes onde o

sistema que suporta o polimero nado apresente transicdo de fase.

5.0
v\
v
\ \
\ A
\ A
g » fase
\ & polimerizada
\
\
\
X
\
Q_)Q.O"‘ (O)\
fase
ndo
polimerizado
1.0 : : |
0.0 0.1 0.3

Figura IV.3. Caso nao diluido, diagrama de fases w vs. X.

(a) Rede de Bethe com g=6. (b) Gaxeta de Sierpinski em dE=3
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CAPITULO V

POLIMEROS NA REDE QUADRADA

Neste capitulo estudaremos o problema de polimerizagdo em
condig¢des de equilibrio quimico na rede quadrada.

O comportamento critico do sistema simples de caminhadas
auto-excludentes ja foi estudado em d=2 utilizando diversos
métodos (grupo de renormalizagdo no espago real, Shapiro(1978):
grupo de renormalizagdo fenomenoldgico, Derrida (1981):; Monte
carlo, Berretti e Sokal (1985); etc). Os expoentes criticos séo
conhecidos em forma exata (mas ndo rigorosa) pela aplicagao da
analogia com o modelo n-vetorial no limite n»0 (Nienhuis (1982)),
obtendo-se o mesmo expoente v que o dado pelo argumento de Flory
VF=3/(d+2) em d=2 (Flory (1966), Fischer (1969)).

Estudaremos as caminhadas auto-excludentes usando dois
métodos baseados na teoria de escala para sistemas finitos, o que
serd util para a discussao dos métodos e comparagdo dos
resultados com os existentes na literatura.

Em capitulos anteriores mostramos diversas generalizagdes de
modelos de polimeros que apresentam um ponto tricritico no
diagrama de fases. Alguns destes sistemas ja foram tratados em
d=2 por métodos baseados na teoria de escala para sistemas
finitos, (polimeros auto-interagentes, Derrida e Saleur (1985),
Saleur (1986); polimeros sobre aglomerados de ©percolacao,
Duplantier e Saleur (1987, 1989)).

Trataremos de polimeros auto-interagentes com anisotropia no
parédmetro de auto-interagdo. A anisotropia é introduzida
definindo um parédmetro &£ pela relacgéo u@=wi, e os casos limite
€=0,1,» serao comparados.

Estudaremos, também, o comportamento tricritico do modelo
diluido. Em redes fractais, o ponto @ e o ponto tricritico de
dilugdo pertencem a mesma classe de universalidade (acreditamos

que também o ponto @’ tem expoentes tricriticos idénticos nestas
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redes). Este fato é trivialmente verificado na rede de Bethe, ja
que os expoentes serdo classicos para qualquer sistema. Assim, o
caso d=2 , em gque o problema da classificagdo dos pontos
tricriticos e multicriticos é hoje um problema aberto, apresenta
especial interesse. Em particular Duplantier e Saleur (1989)
afirmam que o modelo n-vetorial diluido no 1limite n-»0 ndo
descreve o ponto ©®, argumentando que as propriedades geométricas
de uma cadeia sd3o modificadas pelo gas de rede, o qual nao é
sensivel & presengca do polimero. Este argumento, segundo estes
autores, é suficiente para assegurar que os expoentes tricriticos
serdo os correspondentes ao gds de rede (modelo n-vetorial com
n=1) e ndo ao ponto ® (modelo n-vetorial com n=0), em contradigao
com a equivaléncia entre o modelo diluido e o modelo
auto-interagente num caso limite mostrada no capitulo II.
Usaremos a teoria de escala para sistemas finitos para tratar

os problemas definidos na rede quadrada.

V.1l. Teoria de Escala para Sistemas Finitos

A teoria de escala para sistemas finitos (Fisher (1971)),
usando diversas variag¢dées do método da matriz de transferéncia,
tem dado excelentes resultados no calculo do comportamento
eritico de sistemas bidimensionais (modelos de Ising
generalizados, Nightingale (1976, 1977, 1979); modelos de gas de
rede, Racz (1980); modelos de vértices, Stilck et al (1984);
percolagdo, Derrida e De Seze (1982); etc). Em particular, a
teoria de escala para sistemas finitos tem sido aplicada com
sucesso ao problema de polimeros em d=2 (caminhadas de Hamilton,
Schmalz et al (1984); polimeros na rede, Derrida (1981); modelo
n-vetorial no limite n-»0, Saleur (1987); polimeros ramificados,
Derrida e Herrmann (1983); polimeros auto-interagentes (ponto @),
Derrida e Saleur (1985), Saleur (1986); polimeros sobre
aglomerados de percolacdo (ponto ©’), Duplantier e Saleur (1987,
1989); etc).

A teoria de escala para sistemas finitos pode ser aplicada em
sistemas de dimensdo arbitraria (Barber (1983)), sendo o sistema

finito em ao menos uma das dimensées, mas calculos concretos em
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dimensdes maiores que 2 sdo dificeis devido ao tamanho da matriz
de transferéncia.

Consideraremos tiras de comprimento N na diregdo y, e largura
L, com condig¢bdes peridédicas de contorno na direg¢do x, tomando
sempre o limite N»» com L fixo. Apresentamos o problema para um
sistema com sé um pardmetro (geralmente a temperatura, no caso de
polimeros a atividade de polimerizagdo x). Supomos que exista uma
transicdo de fase de segunda ordem quando X=X em d=2,
generalizando logo a casos com mais parametros, que poden
apresentar pontos tricriticos no diagrama de fases.

A idéia do método é definir uma temperatura pseudo-critica
para um sistema de tamanho L, e usando hipdéteses da teoria de
escala para sistemas finitos obter resultados para o sistema
bidimensional estudando valores crescentes de L. Seguiremos a
apresentagao feita por Derrida e De Seze (1982).

Consideremos uma grandeza fisica Q(xX), gque no sistema
bidimensional que perto do ponto critico tenha um comportamento
dado por

»
¢
»

T (V.1)

Q(x) _ | x - x
A hipdtese de teoria de escala para sistemas finitos (Fischer

(1971)) consiste em supor que, para um sistema de largura L,

existe uma funcgao FQ tal que

Q (%) _ Q(x) F (L/E(x)) i X > X (V.2)

onde £(X) €é o comprimento de correlagdo para o sistema
bidimensional. A divergéncia de £ na transicdo define o expoente

critico v

-v
E(x) . | - X_ | H X% (V:3)
combinando as equagdes (V.1l), (V.2) e (V.3) obtemos
Q (x) | = = x IA F(L|xx |Y) :x->x - V.4
L o~ c Q c 4 c ( * )

Como QL deve ser regular em X=X _ temos que FQ deve compensar a
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singularidade, e, portanto, deve satisfazer

Fo(m) e ;i m- 0 (V.5)

avaliando (V.4) em X=x_ e usando (V.5)

-A/v

Q. (x) . L (V.6)

Como a derlvada n-ésima de Q(x) deve ter um comportamento do tipo

| x=%_ | T perto de X_ temos que
a"Q
L LﬂA-n)/V R (V.7)
= =
a x 5

c

A funcao QL € regular em x e pode ser expandida em série de

Taylor

9 (x) =) (x-x )"

X

e usando (V.7) temos que

=-A/v

Q(x) _ L G, (L7 (x-x)) (V.8)

onde a funcdo de escala G0 é regular em X_- Para X=X_ tem-se

=Ry (V.9)

QL(XC) ” GQ(U) L
e a constante GQ(O) pode ser eliminada usando dois sistemas de
larguras L e L’.

Usaremos duas variagbes do método baseadas na teoria exposta:

a) Usando o fato que a transigcdo de polimerizacdo é de
primeira ordem em d=1 (Pfeuty e Wheeler (1983)), e para qualquer
L finito, calculamos xc(L) correspondente a transicdo de primeira
ordem, igualando as energias livres das fases polimerizada e nao
polimerizada. Identificamos Q(x) com a densidade de sitios

ocupados pelo polimero p(x) definida por (II.5) e (II.6) (Derrida
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e Herrmann (1983)). Quando L-»», esta densidade se anula para XX
com Ap=2v—1 (apéndice A, (A.15)), e de (V.9) concluimos que

a-2visv T i

-e

P (x) _ L

assim, o quociente entre duas larguras L e L’ elimina Gp(O)

P, (x (L)) _ [L’ ](1-2V)/V .

p, (% (L)) L

Tomando o logaritmo nesta expresdo obtemos o expoente v

§ [ p (x_(L')) ] T
1In

p, (x_(L))
v(L,L7) = iy B : (V.10)

1n[i"]

b) Grupo de renormalizacdo fenomenoldgico.
Calculados os comprimentos de correlacdo para duas larguras
L, L’, definimos xc(L,L’) como o ponto fixo da equacao de

renormalizacdo fenomenoldégica
1 1
— . (%) = <57 §,(x)

Esta equacgdo, introduzida fenomenologicamente por Nightingale
(1976), pode ser obtida das hipoteses de teoria de escala para
sistemas finitos (dos Santos e Sneddon (1981)). ‘Tomando
Q(x)=£(x), neste caso A=-v, e de (V.9) podemos definir x (L,L")

g€ (x (L,L"))
L' e _ _L (V.11)
£ (x_(L,L")) L’

sendo o expoente v €& dado por
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i [E{.(XC(L,L’)) ] i
In
£ (x_(L,L'))

1n[£"]

-1 (V.12)

n

v(L,L")

onde £’ (x) = gi .

Nos dois casos todas as grandezas de interesse podem ser

calculadas conhecendo os autovalores da matriz de transferéncia
(apéndice C).

A melhor maneira de escolher L e L’ ja foi estudada por
diversos autores (Nightingale (1976), Derrida e De Seze (1982)),
concluindo-se que a convergéncia é otimizada minimizando AL=L’-L.
Esta condigdao nem sempre implica tomar AL=1. Em alguns casos, por
razdoes de simetria, deve se tomar AL=2, ja que as transformagdes
de renormalizagdo devem preservar o estado fundamental (van
Leeuwen (1975)). Pode, entdo, suceder que para sistemas finitos
com paridade diferente isto ndo ocorra. Um exemplo onde este fato
é notavel €é no modelo de Ising antiferromagnético, tratado
através de renormalizagdo fenomenoldégica por Racz (1980), em que
para L pares o estado fundamental a campo pequeno corresponde a
fase de Neél, mas para L impares o sistema é& frustrado.

Efeitos de paridade foram observados também em caminhadas de
Hamilton (Schmalz et al (1984)). Como pode se esperar, ja que as
caminhadas de Hamilton sdo o estado fundamental numa regido dos
pardmetros para polimeros auto-interagentes e para polimeros com
dilucdo, estes sistemas também apresentam problemas de paridade,
sendo necessario tomar AL=2. No caso mais simples de uma
caminhada na rede (Derrida (1981)) a escolha AlL=1 da os melhores
resultados (segdo V.2), o0 que leva a dizer que é na
auto-interagdo e na diluigdo que introduzimos o problema de
paridade.

O problema de extrapolagcdo dos dados optidos para L-sw nao é
trivial e sera discutido na segdo (V.2) para o caso particular de

caminhadas auto-excludentes.
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V.2. Polimeros na Rede

Nesta secdo trataremos o caso mais simples de um polimero na
rede. Este problema apresenta uma transigdoc de fase de segunda
ordem cuja temperatura e expoentes criticos ja foram calculados
utilizando renormalizacdo fenomenoldgica (Derrida (1981)) e sera
usado como exemplo para mostrar as generalidades do método.

A grande fungdo de partigdo de um polimero definido sobre uma
rede de comprimento N e largura L (N » L) com condigdes

periédicas de contorno na diregdo x, € dada em (II.1)

Y;L)(x) =Y x"r " (n) (V.13)

n=0

onde todos os pardmetros tém o mesmo significado que em capitulos
anteriores, e o limite termodindmico significa tomar N-» com L

fixo. Os pontos extremos da cadeia estdo fixados no contorno.

V.2.a. A Matriz de Transferéncia

A grande funcdao de partigdao (V.13) pode ser reescrita em
termos da matriz de transferéncia da seguinte maneira

Sejam |i,L) i=1,...,1i vetores de estado que dao as I
possiveis configuracdes do sistema numa linha dada (Apéndice C),
onde chamaremos ]1,L) ao vetor que descreve o estado do sistema

no contorno.

YS') (i) que

corresponde a um sistema de comprimento Xk, cuja condigdo de

Definimos wuma fungdo de particdo parcial

contorno num extremo é dada pelo vetor |i,L). Assim, podemos

escrever

I
L
@ =7 T laay B e (V.14)

i*=1

Y(L)
k+1

Ad,s = . . A s
onde T "(i1,i’) €é o elemento da matriz de transferéncia que
relaciona o estado i’ numa linha com o estado i na seguinte, e a

condigdo inicial é dada por

65



Temos entdao para a fungdo de partigdo, aplicando (V.14)

recursivamente,
IL
(55 SN - B _ (L) P ¢ 5 L ) R
Yoo o=y U (i=1) = z T, g gl 8y L, 1)

i 50051
1; »

N
o que pode ser escrito como

w _

(w
¥ (.| ™" Ji.L) - (V.15)
Na base em que a matriz de transferéncia é diagonal teremos
?
4 2 (L)Y N
' -Z le,1® (2,7) (V.16)

onde os coeficientes c, ddo a expansdo do vetor |1,L) na nova
base.

Escrevemos (V.16) na forma

( I
o o= (A" [ le, | +iza le, 1 (A 7 ar )"] (V.17)

L) ; L ;
onde A: . é o maior autovalor de T'. Assim, teremos que

w w ) o
Ai/?tl < 4 ; £ = By ngL

A energia livre é calculada a partir de (V.17) no limite
termodindmico

£(x) = lim = In (¥{"(x) ) = 1n a® . (V.18)

N-2o 2

Da mesma maneira, seguindo procedimentos conhecidos (Domb

(1960)), o comprimento de correlacdo toma a forma
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(L)

1
in ( A:L)/ A;L) )

onde Al e 12 séo o maior e o segundo maior autovalores da matriz
de transferéncia.

Neste caso a fase nao polimerizada corresponde a rede vazia
(ou totalmente ocupada por monémeros ndo interagentes), sendo o
autovalor %m=1 para gqualquer L. A construcdo da matriz de
transferéncia e o calculo do maior autovalor sdo explicados no
apéndice C.

Descreveremos os dois métodos de calculo baseados na técnica

de matriz de transferéncia que usaremos neste capitulo.

V.2.b. Método da Transicdo de Primeira Ordem

) & obtido pela condigdo de

Neste caso o parametro critico x
igualdade das energias livres das fases polimerizada e nao

polimerizada. Da equagdo (V.18) temos

w ,(w
(x)

A X =1 (V.20)
de (II.5) e (II.6) a densidade de polimeros sera

(L)

e 0o X < X
p () = 5 ar® - (3. 2%)
(L) dx ==
L A
Como a transigao é de primeira ordem, temos uma

" L E Q. i
descontinuidade emn p[)(x()) para todo L finito, mas se espera

que, obedecendo as leis de escala, a descontinuidade tenda a zero
para valores de L grandes, ja que para d=2 a transigcdo & continua
e a densidade de polimeros no ponto critico deve se anular. Das
hipéteses de teoria de escala para sistemas finitos sobre a

densidade de polimeros, o expoente v é dado por (V.10)
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» )

gL e
4
In [ uJ(x(L) : ] + 2 33 [ g ]
p(x )

plt ) (V.22)

Para L pequenos (L=3) os calculos sdo feitos em forma

analitica. Usando a notacdo explicitada no apéndice C, temos:

I=1

Este caso se reduz a cadeia linear, o qual foi tratado em
detalhe por Pfeuty e Wheeler (1983), que resolveram O problema de
forma exata usando o método da matriz de transferéncia e o método
do grupo de renormalizagdo, estudando o modelo de forma direta e
através da analogia com o limite n»0 do modelo n-vetorial.

O unico vetor de estado é |1,1>=|1,1) , obtendo-se

(1) = @,1|T]1,1> = x = 2"’

A condigdo a=1 da xP=1 e pu)= 1 para x > 1, o expoente v(d=1l)
(ndo confundir com o expoente v de (V.22)) é dado pela relagao
entre o comprimento da cadeia e o numero de passos, <R2>~N2V,
obtendo-se v(d=1)=1. Notamos que a descontinuidade em p e o valor
de v=1/d sdo caracteristicos de uma transigdo de primeira ordem
(Nienhuis e Nauenberg (1975)).
1=2

O bloco a que pertence o maior autovalor também € de tamanho

1x1 neste caso

(2) (2)

|1,2>=‘/—1(|1,1)+|1,2)) > T=x (1+2x) =2
2

o paradmetro critico é dado por
x (1+2x) =1 - % =+ : p“”(x) _ i z i

assim, a densidade critica é
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2 2 3
@ @y _

).._

(

I=3
Neste caso, o bloco de interesse na matriz de transferéncia
é de tamanho 2x2, sendo os dois vetores de estado, na base que

bloco-diagonaliza TB), dados por

|1,3> = —;§~ (11,3) + [2,3) + [3,3) )
|2,3> = _d ( |14,3) + |5,3) + |6,3) )

V3

A matriz de transferéncia é

X+2x°+2x%x° x*
(3)
- B 2 3 >
2 X X
. 1/2
A3 = —%— { (1+x)% +2 % + [ (1+x)* + 8 x* } }
x® & raiz de um polinémio de grau 5, e deve ser calculada
numericamente. A densidade de polimeros é
2 2
i . ¢ 1+ (3 x +1) x 1+ 3 x+ 1
P 3 (3) 4 4.1/2
A [(1+x) " + 8 x7]

Para larguras maiores os calculos foram feitos numericamente.

Os resultados obtidos estdo na tabela V.1.
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p (L)
(7 x B ot L’= L+l L= L+2
1 1 1 .630930 .659039
2 D o .713370 .719807
3 .436746 .588468 .729079 .732560
4 ~415117 .491146 . 737097 .739014
5 .404749 .425467 . 741374 .742434
6 .398762 .377839 .743692 . 744323
7 .394890 .341533 .745053 .745455
8 .392194 .312813 .745911 .746189
9 .390218 .289439 .746501 .746718
10 .388712 .269984 .746958
11 .387532 .253495
Tabela V.1 - Dados obtidos pelo método da transicdo de primeira
ordem.
Na figura V.1 mostramos x® vs. 1/L , e na figura V.2 temos
p“) vs. 1/L com L~=2,..,11. Na figura V.3 vemos p“J vs. X para
I=1,..,11; incluimos para comparagdo a curva p Vs. X para

polimeros na rede de Bethe com g=4. Esta curva é qualitativamente
correta, mas a densidade se anula com o expoente classico 1,

p~(x-xc) ; XOX .
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foi calculada usando (V.25) com os

B 9 16; 13

=

(
X

)

.37945

r
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curva de extrapolagao

valores obtidos para

1.4305
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Figura V.2. p(L)vs. i/L. ; I=2,..,11. A curva de extrapolacgao

foi calculada usando (V.25) com os valores obtidos para

I=9, 10, 11 =» p'® = -.0049 ; a = .6490 ; ¥ = 1.225
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Figura V.3. p(L)vs. X ; I=1,..,11. A curva tracejada corresponde

a pp(x) calculada na rede de Bethe com g=4.

V.2.c. Grupo de Renormalizagdo Fenomenoldégico

Para aplicar a equagao (V.1l1) e obter o parédmetro
pseudocritico x(L,L’), usamos (V.19) para obter o comprimento de
correlacdao em fungao do segundo maior autovalor da matriz de
transferéncia (lembrando que o maior autovalor é igual a 1 neste
caso)

£.(x) = - L : (V.23)

1n(A"" (%)) ?

Assim, podemos escrever a equagido (V.11l) como
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[ A‘“(x(L,L'))JL = [ A‘L”(x(L,L'))]L' (V.24)

€ o expoente v(L,L’) é dado por (V.12).

Estes calculos foram feitos com L’=L+1 por Derrida (1981) ;
cujos resultados sio reproduzidos na tabela V.2, Jjunto com
nossos calculos para L’=IL+2.

Vemos que os resultados obtidos com L’=L+1 sdo satisfatérios,
observando que os dados calculados com L’=I+2 obedecem a

a(L,L+1) < a(L,L+2) < o (L+1,L+2)
onde « pode ser x ou vV, descartando-se qualquer problema de
paridade. Na figura V.4 mostramos os calculos de v(L,L’) feitos

com L’=L+2, observando que os valores obtidos pelos dois métodos
sdo sensivelmente distintos.
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%(L,L’) p (L)
L Lf= L+l L= 1+2 L’= L+1 L’= L+2
£ 3 .3478104 .357100 .668473 .687790
2 .3653048 .369540 .724477 .730617
3 « 3733995 .375077 .739124 .741719
4 .3766329 .377291 .745005 .746214
5 y23719085 .378186 .747680 .748254
6 .3784477 .378576 .748928 . 749207
7 .3786984 .378764 .749527 . 749669
8 .3788280 .378865 .749826 .749905
9 .3789013 .378924 .749983 .750031
10 .3789459 .750067
Tabela V.2 - Dados obtidos usando grupo de renormalizagao

fenomenolégico. Os

resultados

correspondentes a L/=L+1

extraidos do trabalho feito por Derrida (1981).
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Figura V.4. v vs. 2/(L+L’) calculado pelos dois métodos
descritos na segdo V.2. (tabelas V.1l e V.2) com L’=L+2. As curvas

de extrapolagao foram calculadas usando (V.25) com L = 7, 8, 9.
(w) _

(a) Método da transicdo de primeira ordem: v = .74901 ;
a = 1.9325 ; ¥ = -.2005.

(b) Renormalizacgdo fenomenoldgica: p = 70023 ;

a = 4.603 ; ¥ = —-8.086

V.2.d. Extrapolacgdo dos Resultados

Calculadas as diversas grandezas para varias larguras,
devemos extrapolar os resultados para L-», de maneira a obter os
valores correspondentes a d=2. Partindo de argumentos de teoria
de escala para sistemas finitos, propomos como forma assintética
para uma grandeza Q:
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Q(I.) Q(oct) + 7 L—a

-~

para L » « - (V.25)

A escolha da variavel independente ndo é unica, podendo usar-se
por exemplo: (1/L’) ; (1/L+1/L’) : (2/(L+L’)) :; etc.

Ndo existe uma forma unica de extrapolar os dados. Na
literatura sao utilizados diversos métodos, inclusive varios
trabalhos se limitam a expor os resultados sem explicitar o
método usado. Apresentamos trés formas de fazer a extrapolagao,
discutindo as vantagens de cada uma

a) Método dos minimos gquadrados. Dada a equagdo (V.25)
podemos usar o método usual dos minimos quadrados, isto ¢,

calcular os pardmetros que minimizam o desvio quadratico médio

i e _%_ Z ( Qi _ wa = »% )2
onde N é o numero total de pontos, i=1,...,N numera os pontos e x
é a variavel escolhida (/L ; 2/(L+L’) ; etc). Este método
apresenta a vantagem de que sempre teremos uma solugdao para as
equagdes resultantes, mas da o mesmo peso a todos os pontos,
motivo pelo qual nao é muito confidvel se a forma assintodtica
(V.25) nao foi ainda alcangada.

b) Método de minimos quadrados modificado. Um método que tem
sido muito usado para extrapolar resultados obtidos por grupo de
renormalizagdo fenomenoldégico (Nightingale (1976), Racz (1980),
Derrida e De Seze (1982)) consiste em uma modificagdo do método
dos minimos quadrados usual. Linearizando a equacdao (V.25) e

tomando o logaritmo tem-se
1n(|c,2i - Q(w)|) =Db + « X,

onde b=In(|7|) e x é In(1/L) ou 1In(2/(L+L’)) ; etc. , os médulos
sao tomados para ndo termos argumentos negativos no logaritmo.

(o)

Definindo uma variavel ¥ o= ln(IQs-Q 1) calculamos os

parametros a e b por minimos quadrados lineares e minimizando o

desvio quadratico médio

8=7 [ v,@) - p@™) - «@®) x, |
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em relacido a Q' obtemos uma equagdo para o™,

Assim como no método descrito em a) devemos assegurar que O
regime assintético tenha sido alcangado, razdo pela qual
geralmente se desprezam os primeiros pontos obtidos com L
pequenos. Outro problema deste método é que nem sempre a equagao
proposta para Q' tem solugdo.

c) Uma terceira forma de extrapolar os resultados (Stilck et
al (1984)) consiste em tomar ternos de dados e calcular os
coeficentes "exatos" de (V.25). Assim obtemos um conjunto de
valores Q(m’u. A desvantagem de fazer isto é que nao temos um
inico valor de an nem de seu erro, mas o método permite mais
claramente verificar se o regime assintético foi alcangado.

Estes metodos de extrapolacgao apresentam algumas
arbitrariedades, que para larguras pequenas podem ser
importantes, como a definigdo da variavel x. Uma exigéncia para
que o método b) seja usado é que a sucessdo de pontos obtidos
seja monoténica. No caso c¢) a restrigcdo é ainda mais forte, ja
que os ternos de pontos devem .estar sobre uma curva do tipo
(V.25). Quando isto ndo ocorre, uma possivel causa deste
comportamento é gque as corregbes de maior ordem a escala sejam
ainda importantes nas larguras em gque se esta trabalhando
(Derrida e De Seze (1982)).

Na tabela V.3 mostramos os valores de v ®talculados pelos
diversos métodos, extrapolando os dados da tabela V.1l com L’‘=L+1.
Ja na figura V.5 comparamos os trés métodos, mostrando no caso do
método c¢) duas curvas calculadas com os dois maiores valores de L
possivzais, observando-se que, o valor de p depende
sensivelmente do método usado para as larguras utilizadas.

Neste trabalho usamos, sempre que seja possivel, o método c)

para a extrapolagdoc dos resultados.
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gy L) " »
método a) .74909 2.109 -.2758
método b) .74871 2.205 -.3144

método c)

1;2;3 .73903 2.815 -.3385
2:3:4 .75815 1.284 -.1452
3;4:5 .75139 1.772 -.2054
4:;5;6 .74859 2.319° -.3762
5:6:;7 .74833 2.424 -.4338
6;7;8 .74832 2.432 -.4394
7:8:9 .74867 2.164 -.2831
8,9,10 .74996 1.417 -.083¢9

Tabela V.3. Extrapolacao dos resultados para p ') 33 tabela

V.1l. Para os calculos com os métodos a) e b) se usou Lz3.
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Figura V.5. Extrapolagdo dos dados obtidos pelo para gt

.
r

método da transigao de primeira ordem (tabela V.1l). —— minimos
quadrados. — — — minimos quadrados modificados. — — equacéao
(V.25) com 1=8,9,10. - - - equagado (V.25) com L=9,10,11.

V.3. Polimero com Diluigdo e Auto-Interacao

Neste ponto trataremos os problemas de um polimero
auto-interagente e em presenca de diluicdo, e a relacdo entre
eles em d=2, utilizando uma generalizacdo dos métodos descritos
no item V.1.

As 1idéias de Fischer sobre teoria de escala para sistemas
finitos (Fischer (1971)) foram estendidas ao caso de sistemas que
apresentam fendmenos de "crossover" por dos Santos e Stinchombe

(1981), que as aplicaram ao modelo x-y na presenca de um campo
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transverso a temperatura nula. A teoria de escala para sistemas
finitos foi wusada para calcular um ponto tricritico e seus
expoentes em diversos modelos em d=2: modelo de Ising
antiferromagnético com interagdes competitivas, Rikvold et al
(1983); diversos sistemas de polimeros que apresentam um ponto
tricritico : polimeros ramificados, Derrida e Herrmann (1983);
polimeros auto-interagentes, Derrida e Saleur (1985), Saleur
(1986) ; polimeros sobre aglomerados de percolagdo, Duplantier e
Saleur (1987, 1989).

Nesta segdo aplicaremos os métodos baseados na teoria de
escala para sistemas finitos ao problema de um polimero
auto-interagente (Derrida e Saleur (1985), Saleur (1986))
introduzindo uma anisotropia no paréametro de interagdo e ao
problema de polimeros em presenga de um solvente.

No caso do polimero interagente introduzimos, além da
atividade de polimerizacdo x, o pardmetro de interacgdo w, o qual
estd associado a temperatura pela relagao w=eB.

Perto do ponto tricritico (neste caso, o ponto @), a
densidade de polimeros obedece a lei de escala (Derrida e

Herrmann (1983))

1/v -2 ¢ /v
£ (TC) £ E
p (x (B),B) _ L Pl [(s®-3) I ] (V.26)
onde x;(B) é o valor de x em que ocorre a transigdo de primeira

ordem no sistema finito a temperatura 1/8 dado por

A, (x_(B),B)=1

e v, relaciona o tamanho do polimero com o numero de passos no
ponto tricritico, sendo ¢t € o expoente de "crossover".

Assim, definindo a grandeza

ln[ g']

X (B) = A
ln[ P (B) .OL(B)] +2 1”["%1]

esta deve ser, segundo (V.26), independente de L no ponto
trieritico Bg + sendo seu valor dado por
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X (Bg) =V, (V.28)

No uso do grupo de renormalizagdo fenomenoldgico, o problema
de polimerizagcdo apresenta algumas peculiaridades. Em principio
as duas equagdes necessadrias para obter os parametros tricriticos
sao

EL(x@'Ba) £, (Xg Bg) EL..(X@,'BQ)

- - (V.29)
L LI Lll

sendo o expoente v, dado por (V.12) avaliado nos valores
tricriticos.

As equagdes (V.29) foram usadas para calcular o ponto e
expoentes tricriticos de polimeros ramificados (Derrida e
Herrmann (1983)); e de polimeros sobre aglomerados de percolagdo
(Duplantier e Saleur (1987,1989)).

No caso do polimero auto-interagente, estas relagdes nao tém
solucdo, pelo menos num intervalo razoavel dos parametros x e (B,
mas nos trabalhos de Derrida e Saleur (1985) e Saleur (1986) o
método de renormalizacdo fenomenoldégica € usado calculando o
expoente v sobre a curva pseudo-critica segundo (V.1l1l) e (V.12).
Assim, para altas temperaturas o valor de Vv corresponde a
polimeros ndo interagentes e para baixas temperaturas temos o
valor correspondente a polimeros colapsados v=.5, encontrando
que, as curvas vL(B) se cortam aproximadamente no mesmo ponto
independentemente do valor de L. Este ponto & identificado com o
ponto @ e o valor de v nessa temperatura com v, .

Este mesmo comportamento foi encontrado no caso anisotrépico
e no tratamento de polimeros em presenga de um solvente, motivo
pelo qual utilizamos a maneira empregada por Derrida e Saleur
(1985) e Saleur (1986) para calcular parédmetros tricriticos por
renormalizacdo fenomenoldégica.

Observamos que para o estudo dos pontos tricriticos, tal como
acontece no caso do ponto ©® (Saleur (1986)), foi preciso tomar
L’=L+2 devido a problemas de paridade nos dois métodos
utilizados.

Vamos, agora, reproduzir alguns resultados importantes sobre

pontos tricriticos em modelos bidimensionais de polimerizacgao
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existentes na literatura.

Os polimeros auto-interagentes foram estudados em d=2 usando
o método da transicdo de primeira ordem e o grupo de
renormalizagdo fenomenolégico (Derrida e Saleur (1985); Saleur
(1986)) resultando nos seguintes valores para o expoente v, e a
temperatura tricritica Bg

v, = ( .55 & .01 ) B 3é = { J.42 ® ,04) - (V.30)

Posteriormente, Duplantier e Saleur (1987) calcularam os
expoentes tricriticos exatos para o problema de polimeros na rede
hexagonal com diluigao de hexagonos, o qual apresenta um ponto
tricritico, conhecido como ponto ®’, no limiar de percolagio.
Estes autores asseguram que o ponto ® e o ponto ®’ pertencem a
mesma classe de universalidade, embora isto é hoje uma pergunta
em aberto (Duplantier e Saleur (1989) e referéncias).

Calculos feitos com um modelo continuo de polimeros em
presenga de impurezas (Duplantier (1988)) mostram que, para 2<d<4
o ponto ©® e o ponto @’ pertencem & mesma classe de
universalidade, mas os resultados ndo podem ser estendidos para
d=2.

O valor encontrado para Vgr obtido no modelo de rede
(Duplantier e Saleur (1987)) e no modelo continuo (Duplantier
(1988)), &

vy, = —— = .,57143 - (V.31)

Os expoentes v, ev foram calculados em d=2 por diversos

@I
métodos. Além dos valores ja dados temos:

- Técnicas de matriz de transferéncia (Duplantier e Saleur
(1989))
v., = ( .57 * .003)

- Método de Monte Carlo (Poole et al (1989))

v. = ( .60 * .05) ;i vo, = ( .57 = .01)
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- Enumeragcao exata de polimeros de N passos (N=28) (Maes e
Vanderzande (1990))

v, = ( .58 t .01)

Vemos gque os métodos numéricos nao sao suficientemente
precisos para decidir se ambos os pontos tricriticos pertencem ou
ndo a mesma classe de universalidade. Notamos em particular que o

valor exato de v cal fora das barras de erro do valor de vt

’
(V.30), mas este %alor e seu erro foram avaliados graficamente a
partir de trés pontos. Nos calculamos um ponto a mais pelo método
da transicdo de primeira ordem, que compara larguras L=4, L’=6,
L"=8 . Os valores obtidos se encontram na tabela V.4. Este
ultimo valor de v, obtido mostra que o valor (V.30) estimado por
Saleur (1986) €& aparentemente demasiado baixo, o gque poderia
explicar a diferencga com o valor exato de v, no ponto @Y dado em
(73 %

Nao foi possivel fazer o ajuste de dados da tabela V.4 por
uma curva do tipo (V.25), o que pode ser devido a um ou VAarios
dos seguintes fatos
- A forma assintética ainda nado foi alcancada.
éL)e ViL) como o ponto de interseccéao
das curvas X (B) e X _(B) tem certa arbitrariedade. Assinm,

L+2
podemos pensar que (V.27) permite s uma estimagdo grafica destes

- A maneira de calcular B

valores.

- Os efeitos de paridade nos obrigam a usar uma expressdo do tipo
(V.25) para expoentes calculados comparando larguras pares, e
outra utilizando larguras impares, como acontece no caso de
caminhadas de Hamilton (Schmalz‘et al (1984)). Isto nos forgaria,
para conseguir sé um valor dos @pardmetros tricriticos
(desprezando como ¢é usual I1=1), chegar a fazer calculos com
largura IL=10, o que significa trabalhar com matrizes de tamanho
8524x8524, o que resulta impossivel nos computadores disponiveis.
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BéL) V:L)
.724848 .544424
.718547 .546711
.706250 .549030
.689752 .556274

Tabela V.4. B® e v para o polimero auto-interagente
calculados com L’ = L+2 ; L" = L+4.

V.3.a. Polimero Interagente : Caso Anisotrdpico

Estudaremos o caso anisotrodpico, em gque temos parametros de
interacdo distintos nas diregbes x e y.

O modelo é essencialmente o mesmo que foi apresentado no
capitulo dois e resolvido na rede de Husimi. Introduzimos uma

grandeza de interagdo em cada diregao WO e definindo o
parametro de anisotropia &£ tal que wy=wi , temos que o caso
isotrdpico corresponde a ¢e=1, dquando £<1 teremos interacgdes
atrativas mais fortes na direcédo x.

Na rede bi-dimensional as duas diregdes sdo equivalentes,
portanto a solugao do problema com € dado € igual & solugdo com
€’=1/e e o sistema girado em n/2. Para L finito isto ndo é

correto, e em principio os resultados para -0 podem ser
apreciavelmente distintos dos obtidos para e€»» nas larguras em
que trabalhamos (L<8).

Torna-se assim interessante comparar a convergéncia dos dados
para o caso anisotrdépico com os correspondentes ao caso
isotrépico. A priori diriamos que o valor de £ que otimiza os
resultados é o correspondente ao caso isotrépico e£=1, ja que a
introdugcdo de uma anisotropia tende a aumentar os efeitos de
sistema finito.

Devemos notar que o sistema totalmente anisotrdépico com €=0,
isto é wy=1, introduz um novo argumento a considerar. Ao ndo ter

interagdo entre sitios primeiros vizinhos pertencentes a distintas
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linhas, para construir a matriz de transferéncia nao precisamos
guardar informagdo de todos os sitios pelos quais a cadeia passou,
sendo suficiente para definir o estado do sistema numa 1linha
indicar o sitio unido & origem e os pares de sitios unidos entre
si por um caminho anterior a linha dada. Isto significa que o
tamanho da matriz de transferéncia é o mesmo que para o caso de
polimeros ndo interagentes tratado na segdo V.2 e no apéndice C, o
que permite chegar a larguras maiores e obter mais pontos para
extrapolar resultados do que no caso isotrdépico.

Esperamos também que o comportamento assintético seja
alcancado mais rapidamente no caso isotrdépico, motivo pelo qual
ndo podemos assegurar a priori gqual dos calculos € mais
conveniente. Temos ainda a desvantagem gque o estudo do caso
anisotrépico serve para obter quantidades universais como o
expoente v, mas a temperatura tricritica €é uma grandeza nao
universal e dependera do parametro e.

Na tabela V.5 mostramos os valores de v(g) e B{g), calculados
com I=3 ; L’=5 e L"=7 pelo método da transigao de primeira orden.

O grafico de VSJ(C) é mostrado na figura V.6. Na figura V.7
vemos XL vs. B para o caso totalmente anisotrépico u@=1.
Observamos que os resultados para larguras pequenas nao sé&o
confiaveis, sendo os valores de v, obtidos muito menores que o
esperado.

Finalmente, na figura V.8 comparamos a curva tricritica @
vVS. W obtida para I=3, com a calculada no capitulo III na rede
deHusimi. Notamos que a concorddncia das duas curvas € muito
pobre, indicando que os resultados obtidos na rede de Husimi séo
pouco confiaveis no gque «concerne a localizagdo do ponto

tricritico.
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K 1l/e
K
g g8 g i)
o 2.52622 .515389 1.76971 .578518
B | 1.74248 .526151 1.43737 .568575
.2 1.42308 .532081 1.24796 .563475
«3 1.22981 .536175 1.11758 .560144
.4 1.09516 .539249 1.01968 .557671
D .993870 .541673 .942314 .555681
w6 .913862 .543651 .879008 .554001
.7 .848475 .545307 .825886 « DO 2551
.8 .793679 .546721 .780442 .551258
«9 .746865 .547949 .740968 .550092
1 .706250 .549030

Tabela V.5 - Dados obtidos pelo método da transicdo de primeira
ordem para o polimero com anisotropia no pardmetro de interacéo.
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V.3.b. Polimero na Presengca de um Solvente.

Existem poucos e contraditérios resultados sobre o modelo
diluido em d=2. Em particular o modelo n-vetorial diluido tem
sido apresentado como modelo valido para reproduzir polimeros
auto-interagentes (ver capitulo II; Seno, Stella e Vanderzande
(1988), Vanderzande (1988);, Maes e Vanderzande (1990)), motivo
pelo qual o ponto tricritico neste modelo seria identificado com

o ponto ©.

A relagdo entre o modelo diluido e o modelo interagente foi
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apresentada no capitulo II e mostrada explicitamente no
tratamento do modelo na rede de Bethe no capitulo III. Esta
relagdao mostra que no limite 220 ; x+» ; x-z=cte. do modelo
diluido obtemos o modelo interagente, onde a atividade de
polimerizagcdo e o paradmetro de interacdo sdo dados por xXyz e y
respetivamente.

Assim, neste limite em que os dois modelos se reduzem ao
mesmo problema, os expoentes tricriticos devem coincidir, ficando
em aberto a pergunta se toda a linha tricritica do modelo diluido
pertence a mesma classe de universalidade.

Estas idéias sdo discutidas por Duplantier e Saleur (1989).
Estes autores argumentam que no modelo diluido, a termodindmica
sera sempre dominada pelo gas de rede, o qual ndo é& sensivel 3
existéncia do polimero, tal como ocorre no caso de uma cadeia
sobre aglomerados de percolagdo, em que as carateristicas do
ponto @/ sao dadas pelo problema de percolagao (Duplantier e
Saleur (1987)). Os autores argumentam gque, ainda num caso
generalizado em que o gas de rede de Ising é substituido por
qualquer modelo de spins M que apresente uma transigdo de segunda
ordem (por exemplo © mesmo gés de rede de Ising, o modelo de
Potts de trés estados, etc.) se encontrara o mesmo comportamento.
Também foram calculados nessa referéncia os expoentes tricriticos
do modelo n-vetorial diluido obtendo, usando técnicas de gas de
Coulomb

8

v | ——

t 1

4

JTEF (V.32a)
e usando métodos de matriz de transferéncia

v, = ( .728 = .003) - (V.32b)

Com base nestes resultados, que ddo um valor muito maior que
0 esperado para o ponto @: 113'57 , Duplantier e Saleur (1989)
asseguram que o modelo n-vetorial diluido, e, portanto, o modelo
de polimeros em presenga de diluicdo, estariam excluidos como
modelos validos para obter o ponto ©, em contradicido com a
equivaléncia exposta.

Usaremos a teoria de escala para sistemas finitos para
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;\\J;

&

calcular o expoente A do modelo diluido. Mostraremos que, no
limite z20 ; X»» ; x-z=cte., 0s resultados obtidos coincidem com
os reportados para o modelo interagente ndo diluido (Derrida e
Saleur (1985); Saleur (1986)), usando os mesmos métodos de
calculo. Concluimos que, nesse 1limite, o ponto tricritico de
diluicdo e o ponto @ pertencem a mesma classe de universalidade.
Veremos que, para z finito, temos uma mudanga na classe de
universalidade sobre a linha tricritica do modelo diluido, sendo
validos, fora do 1limite 220, os argumentos de Duplantier e
Saleur. Nossos calculos resultam em um valor de v, de acordo com

(V.32).

V.3.b.i. O Limite z-0

No caso particular de um polimero numa faixa infinita de
largura L, devido a exigéncia de que a cadeia atravesse a rede,
ainda no limite z-»0 o polimero estarad presente. Esta condigdo faz
com que a grandeza x tome o valor necessario para que existam
mondmeros na rede que sustentem o polimero; assim, encontramos

que xc(z) obedece a

lim x (B,z) - z = cte.
z»0

Portanto esta condigdo ndo precisa ser exigida independentemente,
como deveriamos fazer, por exemplo, se trabalharamos com o numero
de cadeias variavel (equivalente a trabalhar com campo ndc nulo
no equivalente magnético).

O estudo do bloco gas de rede neste limite é direto,

obtendo-se que o maior autovalor é dado por

lim A
z-0

I
=

gr

e todos os outros autovalores tendem a zero, reproduzindo o fato
conhecido de que no caso de polimeros ndo diluidos o maior
autovalor é igual a unidade.

Para usar os metodos expostos no inicio da segédo V.3, da a

identificagdo entre w e y dada neste limite, como em capitulos
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anteriores definimos :
B = 1n(y) ; 04 =XY 2z

Assim, perto do ponto tricritico a 1lei de escala (V.26)

continuard sendo valida

L1 - ¢ /v
' ’ % ] (V.33)

pa (8),8) L ° (8, -8) L

e de (V.27) obtemos as curvas que, no ponto de encontro, dardo a
temperatura e o expoente tricriticos.

As curvas Xi(B) vs. B obtidas para o modelo diluido, com a
fragcdao de atividade (=104, sdo dadas na figura V.9. Esta figqura
€ indistinguivel graficamente da figura (7.a) do trabalho de
Saleur (1986) para a obtengcdo do ponto @ e o expoente v, no
modelo interagente ndo diluido.

Com o mesmo valor de { calculamos também o expoente v usando

© grupo de renormalizagao fenomenoldgico

£ (x_(B),B ) £ ,,(a_(B),B)
= . (V.34)
L I+2

Os dados obtidos s&o mostrados na figura V.10, e novamente esta
figura é idéntica a apresentada por Saleur para polimeros
interagentes (figura (5.a) de Saleur (1986)).

Os resultados apresentados ddo uma forte sustentacdo numérica
a equivaléncia entre o limite 2z+0 do modelo de polimeros em
presenca de diluigdao e o modelo interagente ndo diluido dada no
capitulo II, a qual € posta em duvida na literatura (Duplantier e
Saleur (1989)).
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Figura V.9. X vs. B para o modelo diluido com ¢=10"° ; L=1,--,6

usando o método da transigdo de primeira ordem. (comparar com
a figura (7.a), Saleur (1986))
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Figura V.10. v vs. B para o modelo diluido com ¢=10"° ; L=1,--,5

usando o grupo de renormalizagdo fenomenoldgico. (comparar com
a figura (5.a), Saleur (1986))

V.3.b.ii. A Linha de Pontos Tricriticos de Diluigao

Vimos que, no limite 2z+0, o ponto tricritico obtido para o
problema de polimerizagdo na presenga de um solvente equivale ao
ponto ®, observado no modelo de polimeros interagentes.

Estudaremos agora as carateristicas da 1linha' de pontos

tricriticos de diluigéo .z (y), ou usando variaveis mais
adequadas ja definidas,

CTC(B) H B = 1In(y) : L = g

(1 + z)
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Se o0 comportamento do modelo na rede de Bethe for
qualitativamente correto, baseados na figura (III.7) que mostra a
curva Cn: vs. Yy, deveriamos esperar gque, para 0<C<cmax existam
dois pontos tricriticos quando estudamos o sistema a {=cte.. No
limite {20 um deles corresponderd ao ponto ® e o outro se situa
em B-x. Este comportamento foi testado na rede quadrada estudando
a densidade no ponto critico versus o inverso da temperatura a
{=cte.

Em particular vemos na figura V.1lla o grafico de p_(B) a
C=1d{. Os valores obtidos para pr em B=0 s&o os valores da
densidade critica na fase diluida correspondentes a uma transicédo
de segunda ordem (tabela V.1l). Para PB#0 a densidade critica
cresce rapidamente e alcanga valores perto da unidade em B=1.5, o
que corresponderia a uma fase colapsada. Isso equivale a dizer
gue a transicdo é de primeira ordem, indicando a existéncia de um
ponto tricritico nesse intervalo de temperaturas. A densidade
critica novamente cai a valores correspondentes & fase diluida no
intervalo 4.2=B=5.7 e mantém esse valor para B maiores, o gque
indica a presenca de um segundo ponto tricritico nesse intervalo.
A figura V.11lb de pSva. B com ({=.05, mostra o mesmo
comportamento qualitativo, mas com a regido de primeira ordem
menor. Finalmente comprovamos que, para { grandes, a densidade
critica é constante e igual ao valor correspondente a fase
diluida, o que estd de acordo com o quadro qualitativo obtido na
rede de Bethe.
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Figura V.11b. ;SL) vs. B ; L=2,..,7 ; para o modelo diluido
com {=.05 usando o método da transicdo de primeira orden.

Calculada a densidade, e supondo que a lei de escala, a

C=cte.=co, segue sendo da forma dada em (V.26)

I/v =2 ¢ /v

p (X (B),B,C) L ° F“,TC’[(BTC(CO)—B) A ] (V.35)

onde xc(B) é dado pela condigao:

AP x,8,0) =1 - ;

Podemos novamente calcular BTC(CO) como o ponto de corte das

e oeas L,L+2
curvas XL(XC,B,CO) vs. B, onde o expoente tricritico vi"”
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sera dado pelo valor de XL nesse ponto.

Destes dados vemos gque, tal como sugerem as curvas de
densidade critica vs. B, existem dois pontos tricriticos a (=cte
para 0<C<me, onde me corresponde ao maximo valor de { sobre a
curva CTC vs. B.

Construimos assim a curva tricritica ¢;c Vs. B comparando
larguras L: 1-325 ; 22426 e 32527 mostradas na figura V.12. A
curva tricritica correspondente & solugdo na rede de Bethe de
cordenagao quatro também é reproduzida para comparag¢do, mostrando
uma forma gqualitativamente similar, e um exelente acordo
quantitativo para B grandes (longe do limite de polimeros
interagentes).

O expoente v, foi calculado sobre a curva tricritica para as
mesmas larguras, resultando que o valor correspondente ao ponto ©
é rapidamente abandonado para R’s crecentes. Isto é, ao nos
afastarmos do limite j& tratado z-0, x-w, X-z=cte., estabiliza-se
num valor maior (=.725 para L=3) para valores grandes de 8
(Figura Vv.13).
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Figura V.12. C(TC)vs. B ; L=1, 2 e 3 ; para o modelo diluido

com o método da transig¢do de primeira ordem. A curva tricritica
calculada na rede de Bethe é mostrada para comparagao.
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Figura V.13. v, vs. B : 1=1, 2 e 3 ; para o modelo diluido

usando o método da transigdo de primeira ordem.

Os céalculos do expoente v usando o grupo de renormalizagao
fenomenoldégico precisam de uma andalise detalhada. Na figura V.14
mostramos o grafico de v vs. B para Co=1dﬁ, cujo resultado esta
de acordo com o calculado pelo método da transigdo de primeira

ordem.
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Figura V.14. # V8. B ; 1I=1,..,5 ! para o medelo diluido com

C = 10" ° usando o grupo de renormalizagado fenomenoloégico.

Um estudo do comportamento dos trés maiores autovalores da
matriz de transferéncia mostra que, na temperatura 8'51.6
(dependendo este valor das larguras consideradas), o segundo
autovalor corresponde a diferentes blocos nas duas larguras

J (L) (L) .
usadas. Isto €, chamando Agr H ?Lp aos maiores autovalores do

bloco gas de rede e do bloco polimero respectivamente, e A;L) ao
segundo autovalor do bloco gas de rede, para temperaturas do

. 3 . .
ordem de B observamos que sobre a "curva critica" se verifica
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A > A > A
gr P 2
?L(L) - A(L) > ?L(L)
gr 2 p

Esta situagdo nos leva a dizer que o método é confiavel so a
temperaturas maiores que 1/6', onde o segundo autovalor da matriz
de transferéncia € sempre o maior autovalor do bloco de polimero
para as duas larguras envolvidas no calculo. Pensamos gque este
fato é devido a proximidade do ponto critico do gas de rede
(Bm§1.76 na rede quadrada), no qual o maior autovalor do bloco
gés de rede é assintéticamente degenerado para L-w.

Para B maior que Bw' encontramos que, definindo

A (L)

= (L) -1
= In <L

as]
|

L
PL()

P

sobre a linha dada pela equacgéao

=(L) = (L+2)
& = &
L IL+2

o segundo autovalor do bloco de gas de rede é sempre maior que o
maior autovalor do bloco de polimero. Novamente isto pode ser
devido a proximidade da linha de transigcdo de fase do gas de rede
com a linha tricritica. Na figura V.15 reproduzimos um detalhe da
figura V.12 com a curva tricritica calculada pelo método da
transigdao de primeira ordem para largura L=3, na qual incluimos a

curva exata da transigao do gas de rede (Osanger (1944))

_28

IR

z = e 1.76

e

Bz=B =--—2-In(VZ-1)

gr
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Figura V.15. C(TC)VS. B : I=3 (pontos); para o modelo diluido

usando o método da transigdo de primeira ordem. A curva continua

corresponde a linha critica exata do modelo de gas de rede.

No caso do método da transicdo de primeira ordem nao existe
este problema j& que as curvas sdo construidas usando a condicéo
NUR IR

gr P

e o teorema de Perron-Fronebius (Domb (1960)) assegura gque o
maior autovalor do bloco gas de rede nao €& degenerado para L
finito. Este teorema ndo é aplicavel ao bloco de polimero, ja que
este bloco tem elementos de matriz nulos. Nas larguras usadas

(L=8) também naoc é& observada uma "degenerecéncia numérica" dos
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autovalores do bloco gas de rede.

Notamos entdao que para B<B' , ha regido em que o segundo
autovalor da matriz de transferéncia corresponde ao maior
autovalor do bloco de polimero, as curvas viu vs. B (figura
V.16) mostram claramente uma mudanca de classe de universalidade
na curva tricritica tal como achamos nos calculos feitos pelo

método da transigdao de primeira ordem.
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Figura V.16. v, Vs. B : L=1, 2 e 3 ; para o modelo diluido

usando © grupo de renormalizagcado fenomenolodgico.

Estes resultados indicam fortemente que, para z finito, o
argumento dado por Duplantier e Saleur (1989) é wvalido, e os

expoentes tricriticos do modelo de polimeros com diluicdo sao
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definidos pelo gas de rede que serve de substrato ao polimero, ja
que a termodinamica deste sistema nao é modificada pela presenga
da cadeia. Mas este argumento deixa de ser valido no limite z-0 ;
X»w ; X-z=cte., no qual as configuragdes possiveis de gas de rede
estdo dominadas pela atividade do polimero x, que diverge no
limite.

Assim, acreditamos que o ponto tricritico do modelo diluido
em d=2 possul a mesma classe de universalidade que o modelo de
Ising (modelo O(n) com n=1) para z#0. No limite z-»0; X»» , oOs
expoentes tricriticos tém uma descontinuidade, saltando ao valor
correspondente ao ponto ® (modelo O(n) com n=0). O grafico do
expoente v, sobre a curva tricritica que, conjecturamos,
corresponde exatamente ao expoente tricritico do sistema diluido

na rede quadrada € mostrado na figura V.17.

B [ 58 B s o o s e s e e e !
!
’ i
|
; r
55 |
;
B

Figura V.17. Grafico que supomos exato em d=2 para v, (B).
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CAPITULO VI

COMENTARIOS FINAIS E PERSPECTIVAS

Resumimos aqui os principais resultados obtidos neste

trabalho, assim como também discutimos algumas perspectivas.

No capitulo II, no qual descrevemos os modelos de polimeros
usados, destacamos a relagdo mostrada entre os sistemas de
polimeros interagentes e de polimeros em presengca de diluicgdo.
Este resultado, obtido independentemente por Maez e Vanderzande
(1990), permite assocliar uma versao Hamiltoniana, conhecida para

o modelo diluido, ao problema de polimeros interagentes.

No capitulo III tratamos o modelo de polimeros interagentes
na presenca de diluigdo na rede de Bethe. Nesta aproximacdo, que
fornece expoentes criticos classicos, resulta interessante
estudar os diagramas de fases e curvas tricriticas.

Obtivemos em particular, os distintos casos limites de forma
analitica:

- Recuperamos os resultados de Stilck e Wheeler (1987) para o
caso diluido (ndo interagente).

- Tratamos o caso de polimeros interagentes (sem diluicédo),
encontrando a expresdao exata para o ponto ©. Analizamos em
detalhe o diagrama de fases, e mostramos que o fato da linha de
segunda ordem nao depender de w é devido & ndo existencia de uma
cadeia auto-interagente nesta rede.

- Obtivemos, de forma analitica, as equagdes de recorréncia para
© modelo de polimeros interagentes partindo das equacdes
correspondentes ao modelo de polimeros nao interagentes na
presenga de diluigdo. Comprovamos neste caso a relacido mostrada
no capitulo II entre esses dois modelos.

No caso mais geral de polimeros interagentes em presenca de

diluigdo encontramos uma expressdo analitica para a superficie
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tricritica, e estudamos o comportamento de 1linhas tricriticas
calculadas deixando um parametro constante. Também sao
apresentados neste caso alguns diagramas de fases de interesse.
Finalmente, para comparagdo com resultados obtidos na rede de
Bethe e na rede quadrada, resolvemos o modelo de polimeros
interagentes na rede de Husimi, incluindo uma anisotropia no

parametro de interacéo.

No capitulo IV tratamos o problema de polimeros interagentes
em presenga de diluicdo em gaxetas de Sierpinski embebidas en
espagos de dimensdo euclidiana dois e trés.

Os resultados obtidos nos calculos feitos em c%=2, mostram
que, tal como ocorre no modelo ndo diluido (Rammal et al (1984))
a transicdo de fase é de segunda ordem e ndo existem pontos
tricriticos neste problema.

Em d£=3, em que a gaxeta de Sierpinski tem d£=2, encontramos
uma linha de pontos tricriticos em fungdo da diluigdo, os quais
pertencem a mesma classe de universalidade que o ponto ®, tratado
na rede 4-simplex por Dhar e Vannimenus (1987). Pensamos que este
comportamento, diferente ao encontrado na rede quadrada, seja
devido & ndo existencia da transicio de gas de rede a temperatura
finita. Neste caso nado foi possivel comprovar o limite de
polimeros interagentes no sistema diluido, devido a forma em que

tratamos a auto-interac¢do na cadeia.

Finalmente, no capitulo \' tratamos o problema de
polimerizacdo na rede quadrada, usando métodos baseados na teoria
de escala para sistemas finitos e na técnica da matriz de
transferéncia.

Primeiramente estudamos o caso mais simples de uma cadeia
auto-excludente na rede. Comparamos os resultados obtidos por
Derrida (1981), usando o grupo de renormalizagcao fenomenolégico,
com nossos resultados obtidos usando o método da transicdo de
primeira ordem. Estudamos a possivel existencia de efeitos de
paridade, comuns neste tipo de calculo, sem observar problemas
desta natureza nos dois métodos utilizados.

O modelo da cadeia auto-interagente foi estudado introduzindo

uma anisotropia no parédmetro de interagdo. Para o caso
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isotrépico, se obteve um dado a mais que em trabalhos anteriores
(Derrida e Saleur (1985), Saleur (1986)), o que explicaria porque
estes autores encontram um valor apreciavelmente menor para o
expoente tricritico v, que o considerado exato (Duplantier e
Saleur (1987)).

Para o modelo totalmente anisotrépico, com interacdo sé no
sentido em que o sistema é finito, é possivel obter mais dados
gue no caso isotrdpico, devido & diminuigdo no tamanho da matriz
de transferéncia, mas os efeitos de tamanho finito sdo maiores,
obtendo-se resultados piores que no caso isotrépico.

Ja para o tratamento do problema de um polimero em presenca
de diluigao obtivemos os seguintes resultados:

- Testamos numericamente a relagdo com o modelo interagente
proposta no capitulo II, recuperando, no limite descrito, os
resultados obtidos por Saleur (1986) para o caso interagente.

- Estudamos o comportamento tricritico do sistema em fungdo da
diluicgéo, encontrando que, fora do 1limite de polimero
interagente, o expoente trieriticeo muda de classe de
universalidade, tomando rapidamente o valor carateristico do
modelo n-vetorial com n=1 (modelo de Ising). Os dados obtidos
permitem conjecturar o comportamento exato do expoente v, em d=2,
como assim também explicar os resultados contraditérios da
literatura (Vanderzande (1988), Seno et al (1988), Duplantier e
Saleur (1988, 1989), Maez e Vanderzande (1990)) sobre a classe de
universalidade do ponto ® e o ponto tricritico do modelo
n-vetorial diluido.

Finalmente, discutimos alguns problemas que surgem ao aplicar
© grupo de renormalizagdo fenomenolégico a este modelo.

Perspectivas

Restam ainda muitas perguntas em aberto sobre a classificacio
dos pontos multicriticos em modelos de polimeros em dimensio
dois. Os métodos de matriz de transferéncia utilizados neste
trabalho, que demostraram ser poderosos no calculo de
propriedades termodindmicas de diversos modelos bidimensionais
(Barber (1983)), nao sao suficientemente precisos para
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distinguir, por exemplo, se o ponto ©® e o ponto @’ pertencem o
nao a mesma classe de universalidade (Duplantier e Saleur (1989)
e referéncias). A aplicacgcdo de outros métodos de grande utilidade
em d=2, como teoria de invarianga conforme (Cardy (1987)), e
técnicas de gas de Coulomb (Nienhuis (1987)), aplicados a
sistemas hamiltonianos que apresentem os pontos tricriticos @, @’
e de diluigdo, como o apresentado no capitulo II (II.14),
poderiam responder a esta pergunta.

Outros problemas, de interesse tanto teorico como
experimental, que podem ser tratados sdo, por exemplo, a incluséio
de uma parede que simule polimeros num recipiente (Izzo et al
(1991)):; ou a inclusédo de distintos tipos de polimeros, que pode
ser descrita por wuma teoria de campos baseada no modelo
n-vetorial com n=0 (Freed (1985)) ou pelo modelo n-vetorial com
n > 0 (Duplantier e Pfeuty (1982)).
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APENDICE A

CORRESPONDENCIA ENTRE O MODELO N-VETORIAL E POLIMEROS NA REDE

Neste apéndice seguimos maneira utilizada por Wheeler e
Pfeuty (198l.a) para mostrar que a expansao em serie de altas
temperaturas da funcdo de particdo do modelo n-vetorial cléassico
no limite n»0 corresponde &a grande fungdo de particao de
polimeros na rede.

Partindo do hamiltoniano (II.3)

=

-~

H=—B?€=JZSi-Sj+h-ZSi (A.1)
<i, j> i

-

onde S é um vetor de n componentes normalizado a vn

2

[ - @2 @2, o 4 8P e w (A.2)

5
| s
J € o parametro de interacdo ferromagnética primeiros vizinhos, e
h é o campo externo, que aponta em uma direcdo arbitraria que
chamaremos de diregdo 1. Escrevemos f como a inversa da
temperatura no modelo magnético ja& que esta ndo corresponde a
inversa da temperatura B do problema de polimeros.

A fungdo de particdo correspondente a (A.1l) sera

Z=Tr(eH)=<eH> (A.3)

onde

. I dQ“” g(QmH
cg@ ") == P (A.4)
J-dQ
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(n)

Q é o angulo sélido em dimensdo n
(n) n-2
dQ = sen 6, :--- sen 8 de. --- de
;| n-2 1 n-1
(n) ” - y . (n)
e g(Q ) & uma funcdo arbitraria de Q .

O cdlculo das integrais sobre o angulo sélido pode ser feito
de forma explicita para qualquer n (Wheeler e Pfeuty (1981.a)).
Nés seguiremos o método empregado por Sarma (1979). Definimos uma

funcao carateristica

d(k ) =< e'*® > (A.5)

= - . - 3 .
onde K €& um vetor arbitrario de n componentes. Qualquer media

sobre o angulo sdlido pode ser calculada conhecendo @(i)

() (@)

8k 178k

5
k=0

Derivando duas vezes (A.5) respecto de ki, vemos que ¢ satisfaz
[vi+n]®(i)=o- (A.6)

Por argumentos de simetria temos

d(k ) =8k ) ; < (8% s>=1. (A.7)

Assim, de (A.6) e (A.7) temos para n=0

¥(k) = 1 - K° (A.8)

0 que leva a

(), 1
> =8 45 - (3.9)

< (s
1,0 1,2

Retomando o problema do calculo de Z, escrevemos (A.3) como
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= T exp [ J Si- Sj ] T exp [ h S(l)]

e expandindo as exponenciais

- < J2 > d
Z = 1 [1+JS_-S + — ( S-S )2]
L3 2 i
<15 3>
(A.10)
(1) h (1),2
1I[1+hSi +T(Si ) ]

onde os termos de maior ordem em (A.10) se anulam devido a (A.9).

As médias que aparecem em (A.10) sdo da forma

S|
©
~
I
o
N

qualquer termo que nao seja desta forma se anulard ao se tomar a
média.
Fazendo uma expansao grafica associando uma ligag¢do na rede a

um termo de interacgdo entre sitios primeiros vizinhos vemos que:

- Graficos que se cruzam no sitio i contém termos de ordem

(1)

<(Si )4> e portanto sdao nulos.

- Caminhos fechados : analizamos em particular um caminho fechado

simples, tomamos um quadrado, e chamando seus vértices de 1, 2, 3

e 4, a contribuigdao deste termo sera
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e
D) Sermesnsansnae

- E P S(i) S(i) S(j) S(j) S(k) S(k) S(l) S(1) >
1 2 2 3 3 4 4 1

i,3,k,1=1

usando (A.9) esta soma se reduz a

=

8 é <) [ =n->20
i, j,»k k,1 1,1
i,J,k,1=1

e estes caminhos fechados também nado contribuem.

- Caminhos abertos sem campo. O termo mais simples deste tipo é

da forma

Os termos que ddo uma contribuigcdo ndo nula serdo caminhos
auto e mutuamente excludentes que comegcam e acabam em sitios

lineares no campo externo, denotados por x, por exemplo

L] %4 L]
i Fi5 > > 3 2 5> 2
H 1 1

. i3 « % £8 s.s s:s s8-8 s'i's =
: 1 12 23 T8 4 4

1 i

n
— z < S(l) S(i) S(i) S(j) S(j) S(k) S(k) S(l) s =
3 1 1 2 2 3 3 4 4
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=]

- S5 %i.5 %,k a4
1,7, k=1

g . . .
e a contribuicdo deste caminho sera h"J . Notamos que a cadeila
ndo pode continuar depois do sitio com campo, ja que isto levaria
1 3
) %=0.

s e . . 2
Por ultimo temos uma contribuig¢do nao nula dos termos em h'/2

a um termo do tipo <(S

na expansdo (A.10), os quais podem ser entendidos como "polimeros
de um sitio" ou momondémeros ativados (anéis de Sg abertos, no
caso do enxofre descrito no capitulo I), e justificam a incluséao
do fator 1/2 na grande fungdo de partigdo (II.2).

Assim a funcdo de particdo sera identica a grande fungao de
partigdo para polimeros (II.2) se identificarmos
J - x —%— h%s K - (A.11)

Da relacdo entre h e K vemos que ao anular o campo magnético
ndo podemos ter cadeias que comecem em pontos interiores da rede.
Devemos assim quebrar a simetria no contorno para possibilitar a
existencia de cadeias, correspondendo este caso a grande funcgéo
de particao (II.1).

Obtemos desta maneira wuma identificagdo entre qualquer
grandeza na linguagem de polimeros e na linguagem de sistemas
magnéticos.

Notamos por exemplo que a temperatura no modelo magnético néo

€ a temperatura do modelo de polimeros, mas que estdo ligadas por

dando uma relagdoc exponencial entre a temperatura no sistema
magnético B! e a temperatura do modelo de polimeros B .

Uma grandeza usada nos calculos feitos na rede de Bethe
(capitulo III) e na rede quadrada (capitulo V) é a densidade de
ligagdes ocupadas por polimeros
pp=lim§ Ziny"»limg Zjnz"=-(jf+s) (A.12)

N-2o N-2w

perto do ponto critico teremos
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5 B8 Rap (A.13)

onde T é a temperatura reduzida do modelo magnético e Af da o
comportamento singular de f (notamos que a relagdo exponencial
entre as temperaturas de os dois modelos ndo muda o comportamento
singular). Temos assim que Ap = Af—l . Usando a definigao de

calor especifico e do expoente «

c =728 : ¢ _T% T-so0
aT
temos
axa=1-A A.l4
o ( )

combinando (A.14) com a relagdao de hiper-escala que 1liga o

expoente a com o expoente v (Stanley (1971))

obtemos

Ap=dv -1 (A.15)
que é a relacao usada no capitulo V para obter o expoente v para
d=2 a partir de cdlculos da densidade em sistemas finitos.

0 modelo de polimeros em presenga de diluigdo correspondera
ao hamiltoniano (II.10) (Wheeler e Pfeuty (1981.b)). A obtengao
da grande funcgéao de particdao (II.9) neste caso €& uma

generalizagdo direta do problema no diluido ja descrito.
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APENDICE B

RELACOES DE RECORRENCIA NA GAXETA DE SIERPINSKI EM DIMENSAO TRES

Neste apéndice mostramos o algoritmo usado para obter no
computador as relagdes de recorréncia analiticas correspondentes
aos problemas tratados na gaxeta de Sierpinski embebida no espago
euclidiano tridimensional (capitulo IV). A notagdo a usada ¢é a

mesma do capitulo IV.

O Problema do Gas de Rede

Comecamos por numerar os pontos de uma gaxeta de Sierpinski

de geragdo dois da seguinte maneira

X
Al A

Os pontos 1,2,3 e 4 sdo fixados segundo a fungdo de partigao
parcial que se quer obter (g1 ; i=1,2,3,4,5 ). Sobre os pontos
interiores tracamos todas as configuragbes possiveis, as quais
sdo dadas pelos numeros 1 a 2° escritos na base binaria. Para
cada configuragdo somamos sobre os quatro vértices de cada
quadrado é, conforme o valor somado seja 4,3,2,1,0, contribuira

com um fator 9,09,09,09,,9; respetivamente.

O Problema das Caminhadas Auto-Excludentes
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No caso nédo diluido (lembramos que nesta rede isso significa
polimero interagente) devemos numerar as ligagdes de cada
quadrado. Novamente usamos a nomenclatura binaria, correspondendo

0 ; & F R ausente
ligagdo poliméric
1 gae P 1ca presente
levando em consideracéao que o vinculo de caminhada

auto-excludente naoc permite ter mais de trés 1ligagdes por
quadrado.

Para cada configuragdo vemos

a) Se existe um caminho auto-excludente que una os pontos 1 e

b) Se este caminho usa todas as ligacgdes, entdo verificamos
se passa ou nao pelos pontos 3 e 4 para saber se contribui a
P1'P2 ou P3.

C) Se nao passar por todas as ligacdes, observamos se todas
as restantes formam uma caminhada auto-excludente gque una os
pontos 3 e 4, e neste caso contribui a P, .

O tratamento do problema diluido mistura os dois algoritmos
explicados para obter todas as caminhadas possiveis sobre todas
as configuragdes do sistema mondémero-solvente.
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APENDICE C

A MATRIZ DE TRANSFERENCIA

Neste apéndice apresentamos detalhes sobre a construcido da
matriz de transferéncia e o calculo de seus autovalores.

Novamente desenvolveremos o caso mais simples de um polimero
na rede, e depois veremos como tratar o caso diluido.

O sistema a considerar consiste de uma cadeia que atravessa
uma rede de comprimento N (na diregdo que chamaremos y) e largura
L (na diregdo que chamaremos x), onde N»L. Definimos condicées de
contorno periédicas na direcdo x, e o limite termodinamico
significa tomar N+« com L fixo.

Para a construgdo da matriz de transferéncia, devemos definir
os possiveis estados do sistema numa linha dada. A matriz de
transferéncia resulta assim bloco-diagonalizada, ja& que existe um
estado do sistema que representa a fase ndo polimerizada, no qual
nao temos cadeia na rede. Evidentemente a matriz de transferéncia
é da forma

T = . (e

onde Tp € o bloco da matriz de transferéncia correspondente a
fase polimerizada.

Vemos aqui uma vantagem de trabalhar quebrando a simetria no
contorno. Se tivessemos um numero ndo definido de cadeias com
extremos em qualquer sitio da rede (o que equivale a ter um campo
ndo nulo na analogia magnética), além de ter um numero maior de
configuragdes, a matriz de transferéncia nao ficaria
bloco-diagonalizada.

Os estados correspondentes ao bloco de polimero serao
denotados por |[i,L) ; i=l,..,IL , onde I é o numero total de
estados para uma rede de largura L (no tratamento deste caso

suprimiremos o sub-indice p, ja que s6 devemos calcular os
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autovalores do bloco de polimero). Assim, um elemento da matriz
de transferéncia
T;L; = (m,L| T%|n,L) (C.2)
podera ser calculado somando, com o fator de Boltzmann adequado,
todas as possiveis formas em que podemos passar de um estado m
numa linha, ao estado n na linha seguinte. Notamos gque a matriz
de transferéncia assim definida ndo é simétrica.

Para a construgdo dos vetores de estado vemos dque, para
especificar uma configuragdo numa linha, é preciso dar
- 0 sitio da linha unido & origem pela cadeia.
- Os pares de sitios unidos entre si por um caminho anterior a
linha dada.

Mostramos uma configuragdo para L=4, e os vetores de estado

correspondentes de cada linha desenhada.

j . pecsaccen § & G ZBE%Eq
; > (0001)
, — > (0122)
.E.." ........... . ._h ....... . N (1000)

Denotamos 1 o sitio unido & origem, e por pares de numeros
inteiros maiores que um os pares de sitios unidos entre si por um
caminho anterior & linha dada, finalmente associamos um zero aos
pontos restantes da linha.

Os IL vetores de estado para I=4 sao

[1,1) = 1) (c.3a)

|1,2) = (10) ; |2,2) =(01) (C.3b)
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L .

-e
-e

|1,3) = (100)
[3,3) = (00 1)

|2,3) = (010)

(€. 2e)
|4,3) =(122) ; |5,3) =(212) ;
16,8 = o & 24 j

L =4
|1,4) = (1000) ; |2,4)=(0100) ;
13,4) = ¢ 0) : |4,4) = (0001)
|5,4) = (1022) ; |6,4) =(2102) ;
|3,4) = (2 2 0) ; |4,4) = ( )

(C.34)
|9 ,4) = (1202) ; |10,4) = ( 2 0) ;
[11,4) = (0212) ; |12,4) = ( & 3
|13,4) = (1220 ) ; |14,4) = (0O 2 2) &
15,4y = ( 202 2§ » |16:4) = { o1j

A forma de construir a matriz de transferéncia é a seguinte:
dados os estados |i,L) e |j,L), o elemento Tﬁj € calculado
somando as contribugdes de cada configuracdo possivel que ligue o
estado i numa 1linha com o estado j na 1linha seguinte,
contribuindo cada configuracdo com um fator x", onde n é o numero
de ligagdes que foram agregadas. Mostramos, a titulo de exemplo,
alguns elementos de matriz para L=4:

w (1000)

T = § = X
Y1 (1000)
(0100) (0100)
T:4;= + i =% + x°
g ( 1-0 0 0) (-1 0-0--0-)
{i1622)
> (10 0-0)
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(000 1) .

a
@ —_

T54 - :
’ ( 1~0-2 2)

onde | representam as ligagdes acrescentadas.
Em geral, o numero total de estados IL, gue corresponde ao

tamanho da matriz de transferéncia, é dado por:

L+1

=24

I = Y I(L) (C.4a)
k=0

onde IR(L) é o numero de estados com k pares de pontos unidos

entre si por um caminho anterior a linha dada

A
k! (K+1)! [L-(2 k+1)7]¢

I, (L) (C.4b)
Esta expressado foil proposta por inspegédo e testada numéricamente.

O numero de estados, e portanto o tamanho da matriz de
transferéncia, cresce muito rapidamente com L, torna-se assim
importante para o calculo computacional, usar as simetrias do
problema para bloco-diagonalizar a matriz de transferéncia e
achar o bloco em que se encontra o maior autovalor.

Evidentemente, devido as condigbes periddicas de contorno, o
problema possui simetria de rotagdo num angulo

2T n
¢ (n) = =—— ; n=0,1,..,L-1 - (C.5)

O sistema apresenta também simetria por inversdo. Isto significa

que, dados os estado i,j : i’,3’ tais que
A k . . s
|i’,1) = ¢ (n) o* |i,1) : |3’,L) = ¢ (n) ¢ |3,L)

onde CL(n) € o operador rotagdo num angulo q&L(n), o o operador
inversdo, e Kk toma os valores zero ou um. A matriz de
transferéncia obedece a

T(L) = T(L)
i,] i,y

Dizemos entdo que a simetria do problema corresponde ao grupo
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definido pelo produto direto do grupo das rotagdes em 2mn/L C., e

o grupo das inversdes S, (Hamermesh (1962))
c,=Ces, - (C.6)

Podemos agora aplicar técnicas usuais de teoria de grupos
finitos para bloco-diagonalizar a matriz de transferéncia. Nao
daremos detalhes das técnicas de teoria de grupos usadas, as
gquais podem ser encontradas em livros sobre o tema (ver por
exemplo Hamermesh (1962)). Entretanto, mostraremos a forma de
obter os vetores de estado correspondentes ao bloco em que se
encontra o maior autovalor na base em que a matriz de
transferéncia fica bloco-diagonalizada.

Dos IL vetores de estado podemos tomar I£=IU/L destes tais
que, aplicando o operador rotacdo obtemos todos os estados.
Destes Ii existem J, vetores nos quais a aplicacao do operador de
inversdo & equivalente & aplicagdo do operador CL(n) para algum
n, e outros IE-JL estados para os gquais isto nao ocorre,
exemplificamos para o caso L=4, cujos estados foram listados em
{C.3d}

c,(1) |1,4) = |2,4) i C,(2) |1,4) = [3,4) ; C,(3) |1,4) = |4,4)
assim, os estados |i,4) ; 1i=2,3,4 sdo gerados aplicando o
operador C4(n) ao estado |1,4). Como exemplo da aplicagdo do

operador inversado temos

o |1,4) = |4,4) =C,(3) |1,4)
o |5,4) |16,4) = C,(n) |5,4)

Vemos que a aplicagdo de o ao vetor |1,4) n&o gera um novo
estado, mas a aplicagdo dos operadores de simetria ao vetor |5,4)
gera os estados |i,4) ; i=6,7,8,13,14,15,16.

Nés concluimos que, o tamanho NL do bloco em que se encontra
o maior autovalor €& igual ao numero minimo de vetores
necessarios para construir os I estados a partir de operacdes

de simetria, que é dado por
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. L1 .
L 2 :

Encontramos também que os vetores que definem este bloco sao
construidos a partir dos NL vetores "base" (escolhidos
arbitrariamente tais que cumpram a condigdo de gerar todos os
estados por operagbes de simetria) tomando cada um deles e
construindo um vetor como a soma vetorial normalizada das
aplicacdes de todos os operadores de simetria sobre o vetor dado.

Isto é, denotando os vetores novos por |a,L>, temos

L-1

le,L> = N, (1 + 0) ZO c(n) |i,L) ; e«,di=1,...,N
n=

L

onde Na é uma constante de normalizacdo. Isto €& equivalente a
construir os novos vetores utilizando a tabela de caracteres do
& (Hamermesh (1962)).

Assim, para L=4, os vetores que definem o bloco da matriz de

grupo Ch

transferéncia ao qual pertence o maior autovalor sao

L=1
|1,1> = |1,1)
L=2
I
[1,2> = I [ |1,2) 4+ |2.2) ]
L=3
1 T a
|1:3> = V3 |1:3) * [2:3) g |3l3)
1T -
|112> = v3 |413) + 15'3) + l613)
L =4
1
1,45 = — [ |1,4) + |2,4) + |3,4) + |4,4) ]
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|2,4> = o [ |5,4) + |6,4) + |7,4) + |8,4) +

|13,4) + |14,4) + |15,4) + |16,4) ]
13,4> = _%— [ |9,4) + |10,4) + |11,4) + |12,4) ]

Os elementos de matriz sdo calculados da maneira ja explicada
com os vetores "antigos".

Para larguras maiores nos vemos obrigados a construir a
matriz de transferéncia no computador. Para isto desenvolvemos um
programa em linguagem FORTRAN em matematica inteira, que realiza
os seguintes passos para uma largura L dada

a) Construimos os I/ vetores de estado |i,L) escolhendo o

primeiro sitio como sitio unido & origem, e colocando nos L-1

sitios restantes todas as possiveis maneiras de agregar [ L;1 ]
pares de numeros tais que cumpram com a condigcdao de corresponder
a uma caminhada auto-excludente e ndo dém configuragdes
equivalentes. Como exemplo de "configuragdes" que nao obedecem a

estas condigbes, temos para L=5
(1 2 3 2 3) - nao corresponde a uma caminhada autoexcludente.
(1 2233)=(13322) . s6umadelas deve ser considerada.

b) De a), aplicando operagdes de simetria, obtemos os
coeficentes da expansdao da base nova na antiga.

c) Calculamos os elementos de matriz Ti,J na base antiga,
contando o numero de passos dos possiveis caminhos que unem o
estado i e o estado j como ja& foi explicitado, logo construimos o
bloco de interésse utilizando os coeficentes calculados em b).

Uma véz construida a matriz T, se utilizaram programas
convencionais de calculo numérico para achar o maior autovalor

(Press et al (1986)).
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Polimero na Presenca de Diluigéo

Estudamos agora como generalizar o problema para construir a
matriz de transferéncia no caso em que a diluicdo é introduzida
como um gas de rede tipo Ising.

A primeira modificagdo que notamos €& que (C.1) deixa de ser
valida, ja& que a fase ndo polimerizada corresponde ao sistema
mondémero-solvente, o qual interage como um gas de rede tipo
Ising. As condigbes de contorno sdao as mesmas que as usadas no
caso nao diluido, motivo pelo qual a matriz de transferéncia
ainda sera bloco-diagonal neste caso, devendo substituir-se (C.1)

por

T 0
T = or (C.8)
0 T

onde ﬂ;r é a matriz de transferéncia do modelo de gas de rede
tipo Ising. Este problema, na forma equivalente do modelo de
Ising, foi resolvido em forma exata a campo nulo em fungdo de L e
no caso bidimensional I-»o (Onsager (1944)). Também tem sido
amplamente estudado por métodos baseados em teoria de escala para
sistemas finitos (Nightingale (1975, 1976, 1979); Racz (1980)), e
a maneira de construir a matriz de transferéncia é dada nesses
trabalhos. Além disso, a matriz de transferéncia, ao contrario de
Tp, é simétrica, o que facilita os calculos numéricos.

Para o calculo da matriz T:J se procede da seguinte maneira

a) Se constroi os I£ vetores de estado do problema nao
diluido.

b) De cada vetor de estado dado em a) se criam os vetores
correspondentes a configuragdes com solvente, tendo em conta
todas as possiveis maneiras de agregar diluigdo no estado dado.

Assim, por exemplo, tomando o vetor |1,4) dado em (C.3d) temos

(1 0 0 0)

(1l x©0) 2 (L 0x9) 3 (1 00O x)
|1,4) = (L 000) -~ {
(L 0xx) ; (L x0x) ; (L xx 0)

(1 3% X X)
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onde x denota um sitio ocupado pelo solvente.
c) Uma vez calculados os I/ = vVetores de estado (o sub-indice

d significard que corresponde ao caso diluido), calculamos J .
da mesma maneira que calculamos JL, e, seguindo os argumentos
dados para o caso puro, temos que o tamanho do bloco de Tp ao

qual pertence o maior autovalor é dado por

N _ L,d L,d | (C.9)

d) O calculo dos elementos de matriz é feito da mesma maneira
que no caso ndo diluido, tendo em conta agora gque para cada
configuragdo possivel, além do numero de passos (igual a poténcia
de x), devemos armazenar o numero de mondmeros (igual a poténcia
de z), e o numero de mondmeros primeiros wvizinhos (que da a
potencia de y).

No caso diluido, como podemos apreciar do ponto b), o nimero
de estados é muito maior que no caso puro. Além disto, como se vé
no ponto d), devemos armazenar mais dados por cada elemento de
matriz. Isto faz com que no caso diluido podemos chegar a tratar
sistemas com valores maximos de L menores gue no caso puro. Na
tabela C.1 mostramos os tamanhos do bloco polimero e do bloco ao

qual pertence o maior autovalor para os dois casos.
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caso caso diluido
L IL NL IL NL
1 1 1 i 1
2 2 1 4 2
3 6 2 15 4
4 16 3 56 10
5 45 7 210 26
6 126 13 792 76
7 357 32 3003 232
8 1016 70 11440 750
9 2907 179 43758 2494
10 8350 435 167960 8524
11 24068 1142 646646 29624

Tabela C.1 - Tamanho do bloco polimero da matriz de transferéncia

IL e do bloco ao gque pertence o maior autovalor NL para os casos

I

puro e diluido.
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