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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo do fenémeno da ressondncia estocéstica
em sua forma geral e uma aplicacao na geragdo de segundo harmoénico. Uti-
lizamos o formalismo da equagao de Langevin e da equagao de Fokker-Planck
para descrever um sistema sujeito a um potencial de duplo pogo e a uma forga
periédica externa. Através de métodos analiticos e de simulagoes da equagao
de Langevin determinamos a razao sinal-ruido que caracteriza a ressonéncia
estocdstica. Estudamos, também, a ressonéncia estocastica na geragao de
segundo harménico constatando a possibilidade de sua ocorréncia.




Abstract

In this work we have studied stochastic resonance in its general form and
applied it to second harmonic generation. We used the formalism of the
Langevin and the Fokker-Planck equations to describe a system subject to
a double well potential and an external periodic force. Through analytical
methods and numerical simulations of the Langevin equation we have deter-
mined the signal to noise ratio that characterizes stochastic resonance. We
have also studied the stochastic resonance in second harmonic generation
finding the condition for its ocurrence.
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“ ... nossa aprozimagao indica a possiblidade de um novo tipo de

ressondncia chamada ressonincia estocastica entre uma forga
deterministica externa de nosso modelo climdtico e um mecanis-
mo estocdstico interno. O termo ressondncia € adequado pois se
o ruitdo € muito pequeno nao hd correlagdo entre o tempo de al-
terndncia e a mudanga periddica. O mesmo é verdade se o ruido
¢ muito grande.”

Robert Benzi e colaboradores [1]
em seu primeiro artigo sobre
Ressonancia Estocéstica onde
explicam a escolha deste

nome para o fenémeno.
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Capitulo 1

Introducao

Em nossas atividades experimentais, sejam elas de cardter tecnoldgico
ou académico, a existéncia de ruido nas medidas sempre nos desagrada pois
sabemos que este ruido ird degradar a confiabilidade da medida. Podemos ter
ruidos de vérios tipos. Podemos citar o ruido eletromagnético que é oriundo
de todo o campo em que nosso sistema estéd imerso, o ruido térmico que causa
flutuacoes em nossas medidas e um novo tipo de ruido: o ruido computacional
que advém de uma precisio finita em nossos célculos numéricos que leva a
variacoOes finais inesperadas.

Normalmente o ruido nao é objeto de estudo em si. O que existem sao
técnicas para minimizé-lo buscando, assim, uma melhoria da nossa medida.
Mas existe um tipo de sistema (conhecido deste 1981) que apresenta um
fenémeno diferente: o aumento do nivel de ruido melhora a qualidade do
sinal ao invés de piord-lo. Neste caso o ruido atua como um amplificador
do sinal. Este fenémeno recebe o nome de Ressonincia Estocastica e € o
objeto de estudo desta dissertacao.

1.1 Breve Introducao Histérica da Ressonan-
cia Estocastica

Em 1981 Robert Benzi e colaboradores estudavam o problema da period-
icidade das eras glaciais terrestres. Na época jé se sabia que a ocorréncia
destes periodos de glaciagao tinha um perfodo de 10° anos, mas nao se
conhecia o motivo desta periodicidade. Os pesquisadores da época procu-
ravam por uma grandeza astronémica que possuisse a mesma periodicidade
da glaciagio. Quando essa grandeza foi descoberta os pesquisadores tiveram
um problema a resolver. A tnica grandeza que poderia funcionar era a excen-
tricidade da Srbita terrestre causada pela influéncia gravitacional de outros
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planetas. O problema a ser resolvido era que, pelos modelos geodindmicos
existentes, essa excentricidade representaria uma flutuacdo muito pequena
(0,1%) na energia solar incidente o que, obviamente, ndo era capaz de causar
uma mudanca tao dréstica como as eras glaciais.

Benzi e colaboradores propuseram um modelo [1, 2, 3] em que a tem-
peratura era representada por um potencial bi-estdvel com um dos vales
representando a temperatura média encontrada nas eras glaciais e o outro
vale, a temperatura média do planeta nos periodos entre estas eras. A ex-
centricidade foi modelada como uma forga periédica fraca e todas as outras
influéncias como um ruido branco.

Na simulacfo deste sistema Benzi e seus colaboradores perceberam que a
resposta (representando a temperatura média do planeta) e a excentricidade
da érbita apresentaram uma periodicidade semelhante (conforme podemos
ver na figura 1.1) indicando que apesar da excentricidade ter um valor muito
pequeno ela influenciou a temperatura terrestre.
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Figura 1.1: Grafico apresentado por Benzi e colaboradores [1] em que pode-
mos ver que a temperatura apresenta uma periodicidade de 10° anos.

Benzi e colaboradores chamaram este fenémeno de ressonancia estocéstica
por ser uma ressonancia (amplificagio) causada por uma forga estocastica
(ruido), como podemos ver no trecho abaixo de seu artigo original [1]:

nossa aprozimagde indica a possiblidade de um movo tipo
de ressondncia chamada ressondncia estocdstica entre uma
for¢a deterministica externa de nosso modelo climdtico e um meca-
nismo estocdstico interno. O termo ressondncia € adequado pots




se o ruido for muito pequeno ndo haverd correlagdo entre o tempo
de alterndncia e a mudanga periddica. O mesmo € verdade se o
rutdo é muito grande.

A primeira observagio experimental da ressonincia estocdstica veio com o
trabalho de Fauve e Heslot [4] que, em 1983, observaram em um analisador de
espectro! a dependéncia do espectro de saida de um Schmitt Trigger (figura
1.2) em relagdo ao ruido.

v V.
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Figura 1.2: Esquema elétrico de um Schimitt Trigger, usado por Fauve e

Heslot [4]. Podemos notar o sinal periédico, V;, o ruido branco, V, e a saida
do sistema, V.

As pesquisas em ressondncia estocastica ficaram praticamente estagnadas
até o ano de 1988 quando McNamara e colaboradores apresentaram seus re-
sultados obtidos em um laser em anel[7], e em seu excelente artigo tedricol(8].

Com o passar do tempo o conceito de ressonancia estocastica foi sendo am-
pliado para explicar um grande ndmero de fenémenos. Em 1993, Longtin[9]
apresentou um sistema em que o potencial biestdvel é substituido por um
sistema com um limiar. Abaixo deste limiar é considerado um estado de
repouso e acima deste limiar como um estado excitado que ird decair apos
um tempo longo. O conceito da ressonéncia estocastica foi também utilizado
em situagdes multidisciplinares como a Neurofisiologia, onde foi observada
ressonincia estocdstica em neurdnios de peixes [10], ou em Ciéncias Hu-
manas com a observagéo no Modelo de Weidlich para a formagao de opinido
publica[11].

Para termos uma idéia do desenvolvimento das pesquisas podemos obser-
var a figura 1.3 onde mostramos o niimero de artigos publicados entre os anos

lequipamento de laboratério que permite medir o espectro de poténcias (médulo da
Transformada de Fourier) do sinal de entrada.




de 1981 e 1998. Neste grafico podemos perceber o, ja citado, renascimento
da produgao cientifica em 1989.
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Figura 1.3;: Namero de artigos publicados por ano sobre Ressonéncia Es-
tocéastica.

Mais recentemente (1995,1996) o conceito da ressonancia estocdstica foi
extendido para o dominio da fisica quantica com a descoberta de um anélogo
quéntico para a ressonincia estocastica [12, 13, 14, 15].

1.2 Introducao a Ressonéancia Estocastica

Para que a ressonancia estocéstica ocorra sao necessérias trés condigoes:

1. Um potencial que possua dois minimos com uma barreira entre eles,
chamado de potencial bi-estavel (Figura 1.4).

N

Uma forca periédica pequena, F(t) = Asin(wt), atuante no sistema
com fregiiéncia w bem definida. Entendemos por for¢a pequena uma
forca que por si sé néo seja suficiente para o sistema evoluir de um
estado estével para o outro (passar por sobre a barreira).

3. Uma forca aleatéria representada por um ruido branco cuja intensidade
podemos controlar.
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Figura 1.4: Representacdo de um potencial bi-estdvel. Podemos ver os dois
estado estdveis e a barreira de potencial.

Quando estudamos este sistema estamos interessados apenas na passagem
de um estado estével para outro (ou apenas no salto sobre a barreira). Como
definido pela condigdo 2 s6 com a forga periddica o sistema nao consegue
evoluir por sobre a barreira. Com o aumento no nivel do ruido o sistema
comegard a apresentar passagens entre os estados estaveis.

Quando o sistema inicia esta alternincia entre os estados podemos estu-
dar o comportamento temporal desta alternancia medindo um tempo carac-
teristico ou sua freqiiéncia. Estuda-se o comportamento desta freqiiéncia com
o aumento do nivel de ruido. Paradoxalmente existe um nivel de ruido em
que o sistema passa a oscilar com a freqliéncia da forga periédica w. Quando
isto ocorre temos a ressonancia estocdstica.

A primeira vista o fendmeno da ressonéncia estocéstica parece nao ter
explicacdo. Como é possivel o aumento do nivel do ruido amplificar um
sinal? Principalmente se lembrarmos que o nosso sinal tem um freqiiéncia
bem determinada w e o ruido, por ser um ruido branco, apresenta-se em
todas as freqiiéncias.

A chave para o entendimento deste fenémeno reside no estudo do tempo
de passagem. Se estudarmos o comportamento de um sistema sujeito a um
potencial com uma barreira e uma forga aleatdria iremos perceber que para
cada nivel de ruido existe um tempo caracteristico para que o sistema evolua
passando pelo potencial. Este tempo é chamado tempo de passagem ¢ foi
apresentado nesta dissertagdo no Apéndice B.

A ressonincia estocéstica ocorre quando hd um acoplamento entre a forga
periédica e o tempo de passagem. Para entendermos este acoplamento exis-
tem dois modelos mecinicos que podem ser usados:

i) A forga aleatéria sendo somada a forca periédica.

Para facilitar o entendimento devemos observar o nosso sistema através
de um anédlogo mecanico bem simples. Podemos imaginar uma bolinha
sujeita a um campo gravitacional e uma forga periédica. Essa pode
ser entendida como qualquer forga que faga a bolinha subir e descer
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pelo potencial, periodicamente. O rufdo pode ser entendido como uma
agitagao mecénica ou um banho térmico.

Com este modelo podemos imaginar as seguintes situacoes. A bolinha
fica presa a um vale: com a forga periédica ela fica subindo e descendo
pelo potencial mas sem conseguir escapar do vale em que estd. Com
a forga estocdstica ela consegue algumas vezes escapar e passar para o
outro vale. Lembrando que para cada nivel de ruido existe um tempo
| caracteristico (com sua freqiiéncia associada) podemos entender que
pode existir uma ressondncia entre a freqiiéncia da forga periddica w e
o inverso do tempo de passagem Tpass, dada por w = 2/T;as, onde o
fator 2 indica que a particula chega & barreira de potencial a cada duas
oscilagoes.

A ressonéncia estocdstica ocorre quando hé a ressonincia entre duas
forcas: a periddica e a estocdstica. As duas se acoplam para permitir
que a particula atravesse o potencial.

ii) A forga periédica alterando o potencial.

A outra abordagem possivel para o entendimento da ressonincia es-
tocéstica é estudando a influéncia que o potencial sofre da forga periédi-
ca. A forga periédica pode ser representada pelo potencial dependente
do tempo: Uper(z) = f(t)z. Podemos entender nosso potencial co-
mo sendo um potencial efetivo formado pela soma dos dois potenciais:

Ues(2) = U(3) + Uper(2)-

O potencial passa a ter uma dependécia temporal onde em cada ins-
tante uma fungao afim é somada ao potencial. Como iremos estudar no
Capitulo 4, a soma desta funco transforma o potencial de simétrico
em assimétrico, sendo assim temos um potencial cuja profundidade
dos vales alterna-se periodicamente. Neste modelo a ressonincia es-
tocastica pode ser entendida como um acoplamento entre o momento
em que o potencial onde estd a particula encontra-se na posi¢do mais
"rasa” e a forca periédica empurrando a particula por sobre a bar-
reira de potencial. Esta abordagem foi usada por Gammaitoni e co-
laboradores em seu excelente artigo de revisdo [16]. Neste artigo eles
apresentam uma divertida figura que mostra este processo (Figura 1.5).

' Quando se estuda ressonéncia estocistica gostariamos que este fenémeno
pudesse ser usado para amplificar sinais eletrénicos e assim revolucionar a
comunicacdo. Observando melhor podemos perceber que isso néo ¢ possivel,
pois cada nivel de ruido amplifica apenas uma e uma s6 freqiiéncia especifica.




Figura 1.5: Desenho que representa o fendmeno da ressonéncia estocéstica
através da alteragio do potencial. A seta mais forte representa a forca es-
tocdstica que se estiver em ressonincia com o momento em que o potencial
apresenta-se mais raso facilita a passagem da particula (face triste para face
feliz). Devemos entender que isto é apenas verdade numa média estatistica.
Baseada na figura do artigo [16].

Dessa forma um sinal que possui um ntimero grande de freqiiéncias associadas
jamais poderia ser melhorado através deste método.




Capitulo 2

Estudo da Ressonancia

Estocastica através da Razao
Sinal-Ruido

2.1 Introducao

Como vimos na Introdugao a ressonancia estocdstica é uma amplificacdo
de um sinal de entrada com uma freqiiéncia bem definida em um sistema com
ruido. Para o estudo deste fendémeno devemos langar mao de ferramentas que
nos fornecam esta amplificagéo: esta ferramenta chama-se Razao Sinal-Ruido
( Signal to Noise Ratio”, SNR).

Esta SNR conceitualmente é muito simples: trata-se da divisdo, na saida
do sistema, da componente correspondente & freqiiéncia w do sinal de entrada,
pelo nivel de ruido. Para o estudo da ressonancia estocéstica observa-se
o comportamento da SNR variando-se o nivel de ruido, procurando-se por
um pico. O nivel de ruido onde localiza-se o pico é o ruido onde ocorre a
ressonancia estocdstica e o valor da SNR indica a amplificacao do sinal de
entrada.

Os célculos necessérios para o célculo da SNR nao sao triviais e apresen-
tam a dificuldade para o estudo do ressondncia estocéstica. Inicialmente
a equagdo de movimento do sistema é aproximada por uma Equagéo de
Langevin (segdo 2.2) por ser um sistema com ruido. A integragao numerica
desta equagdo (segao 2.3) fornece uma série temporal que representa uma
possivel trajetéria para este sistema.

O préximo passo é calcular a Transformada de Fourier desta trajetoria
e observar o pico que surge na freqiiéncia w. Este pico é comparado com
o nivel de ruido. Esta comparagido é a SNR. Devemos lembrar que como o




nosso sistema apresenta ruido este processo deve ser todo integrado estocas-
ticamente.

Neste capitudo iniciaremos com uma apresentagdo da Equagdo de Lange-
vin e sua integracao. Depois aplicaremos estes conceitos para o célculo da

SNR.

2.2 A Equacgao de Langevin

Em 1827 um bidlogo chamado Robert Brown examinando através de um
microscépio pequenos graos de pélen em suspensao percebeu que esses tinham
um movimento irregular. Inicialmente pensou que este movimento era devi-
do ao cardter vital do pélen. Para testar essa hipdtese ele substituiu o pélem
por granulos de materias ndo-vivos (como bolinhas de vidro, minerais, etc).
Como este materias também apresentavam o mesmo tipo de movimento ele
concluiu que a causa do movimento era outra. Este problema nao foi satisfa-
toriamente resolvido até que em 1905 Einstein [5] e Smoluchowski chegaram
independentemente & mesma solugdo. Smulochowski foi o responsavel pelos
experimentos que testaram esta solugao.

Fisicamente este movimento advém do fato das particulas sofrerem cons-
tantamente impactos pelas moléculas do fluido. A caracteristica principal
destes impactos é que eles sdo totalmente aleatérios. A diferenga de impactos
que acontece em um lado da particula causa uma forga resultante que causa
o movimento das particulas (hoje sabemos que este fendmeno é o responsével
pela pressio exercida por um gés). A forga aleatdria é o que diferencia este
tipo de sistema dos determisticos. O termo que definird a for¢a periddica
na equacéo de movimento representard um papel fundamental neste tipo de
estudo.

Algum tempo depois, Langevin [6] apresentou uma nova formulagéo para
o Movimento Browniano e, segundo o préprio Langevin, bem mais simples
do que aquela apresentada por Einstein. Sua fomulagao inicia escrevendo a
equagdo de movimento para uma particula onde duas forgas séo adicionadas:

e uma forca viscosa, dada por —Bdz/dt onde B = 6mna, sendo 7 a
viscosidade e a a o didmetro médio da particula

e uma forca aleatéria X que representa os impactos das moléculas do
fluido na particula

Com estas forcas podemos escrever a equagdo de movimento para o sis-

tema:
d’z dz
. — _RB - 2.1
mdt2 Bdt + X (2.1)




Se além da forga viscosa a particula estiver sujeita a uma outra forca F(z,t),
entao a equagao do movimento seré:

d*z dz

m@— BE+F+X (2.2)
Iissas equacoes ao serem integradas numericamente fornecem uma possivel
trajetdria para a particula. Devemos notar aqui a diferenga fundamental
deste sistema (onde temos ruido) para os sistemas deterministicos. Nos
deterministicos a integragao da equagao de movimento fornece uma tUnica
trajetéria possivel para o sistema. Jé& nos sistemas onde temos ruido (que
sdo chamados sistemas estocdsticos) a integracao fornece apenas uma das
possiveis trajetérias para o sistema.

2.3 Integracao Numérica da Equacgao de Lan-
gevin

2.3.1 Introducao

Nesta segdo desenvolveremos os métodos para integrarmos uma equagao
de Langevin. Inicialmente devemos ter em mente que toda equagdo de
Langevin é derivada de uma equagdo mais geral denominada Equagao Es-
tocastica. Para integrarmos este tipo de Equagao existem dois métodos: o
método de Ité e o de Stratonovich. Ambos apresentam o mesmo resultado
para o caso da Ressonédncia Estocéstica pois trata-se de ruido aditivo.

2.3.2 Equagoes Estocasticas

A Equagdo do Movimento (2.2) pode ser simplificada se considerarmos
que a massa é muito pequena. Assim o termo do lado esquerdo da equagéo
(2.2) pode ser deprezado de modo que a equagao se torna

dx
ey (3 X. 2.3
B n F + (2.3)

Dividindo ambos os membros por B obtemos a equagao:

.‘;i; = a(z,t) + b(z, t)E(t), (2.4)

onde x é a varidvel de interesse que representa a posigao da particula, a(z,t)
e b(z,t) representam o termo de arrasto e difusdo respectivamente e &(t) é
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uma varidvel estocéstica. que obedece as condigdes de ruido branco:

EQEE) = b(t—1),
{ oy - ’ (2:3)

No caso especifico de sistemas que apresentam ressonéncia estocastica as
fungdes a(z,t) e b(z,t) que representam, respectivamente, as forcas deter-
ministicas e estocdsticas que agem sobre a particula, sdo dadas por:

a(z,t) = Asin(wt) — %U(&:) (2.6)
b(z,t) = =« (2.7)

onde v é uma constante que representa o nivel de ruido e U(z) é o potencial
de duplo pogo.
Portanto, nossa equagao diferencial toma a forma:

dz

= Asin(wt) — U'(z) + v£(2) (2:8)

Para estudarmos o comportamento temporal desse sistema devemos integra-
lo no tempo:

td ¢ © ’
/to d—i‘dt :/toAsin(wt)dt —A)U(m)dt +’Y/to £(t)dt (2.9)

Para resolugao desta integral devemos utilizar dos conceitos de integragao
Estocéstica em particular com o uso dos métodos de de Ité e Stratonovich
que neste caso apresentam o mesmo resultado. Discretizamos o tempo em
intervalos iguais a 7, into &, fazendo ¢ = nT, entdo esta equagao integral pode
ser transformada numa equacao de recorréncia:

Tn41 = Tn + TAsin(wnr) + 70U (z) + 47Ty (2.10)

onde I',, é tal que:
(Cal'n) = Gnns 2.11
(55 2% @)

A integracio numérica desta equagéo representa um papel fundamental
em nosso trabalho. Na préxima segéo iremos apresentar como efetuamos esta

integracao.
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2.3.3 Integragao de Equagoes Diferenciais

Introducgao

Na secao anterior terminamos apresentando a equagio de recorréncia que
seréd usada para o estudo da evolucdo do nosso sistema. Nesta segdo apre-
sentaremos as formas de se calcular numericamente esta equagido. Esta inte-
gragao apresenta como resultado uma série de nimeros
(%0, 21,...,i,...,Ts) que pode ser interpretada como as posigdes em que o
sistema se encontra em cada instante de tempo. Podemos interpretar esta
série como um filme de cinema. O filme néo apresenta uma situacdo continua
mas um conjunto de quadros que representam fotografias das cenas tiradas
em intervalos de tempos iguais. Inicialmente devemos nos ater ao ruido.
Para sua geracdo métodos numéricos foram estudados, e serao apresentados
no Apéndice A.

Integragao Numérica

A integragao da equagao (2.10) pode ser feita numericamente. Para este
cdlculo devemos ter em mente alguns tépicos:

e devemos saber a posi¢ao inicial da particula, i. e., a posicdo que a
particula apresentard no inicio do movimento (t = 0 oun = 0).

esta posicdo inicial serd considerada a primeira da nossa série de saida
z(t = 0) = z(n = 0) = zo.

e este primeiro ponto serd inserido no lado direito da (2.10) para calcu-
larmos 1

e este ponto serd, por sua vez, utilizado na mesma equagéo e com n =1,
obteremos s.

e o processo serd repetido (por esse motivo a equagdo é chamada de
recorrente) até o tempo desejado.

e para integrarmos o sistema até o tempo final de integragao ¢ ina deve-
mos integrar o sistema k vezes em que tjinq = k7.

Com este procedimento podemos simular o comportamento do sistema e
gerar uma série temporal que representa os diversos estados que o sistema
possa ter no decorrer do tempo.
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2.4 Construgao da Razao Sinal-Ruido

2.4.1 Introdugao

Como ja vimos, quando procuramos pela ocorréncia de ressondncia es-
tocdstica procuramos por uma amplifica¢do do sinal de entrada em relagao
ao ruido por nés inserido. O estudo é feito procurando-se, no sinal de saida,
pela amplificagdo do sinal de entrada. O nosso sinal de saida é a nossa série
temporal de resposta do nosso sistema. Podemos, entdo nos perguntar: como
separar da série de saida a componente do sinal de entrada das compontes
do ruido? Isso pode ser feito através da Transformagdo de Fourier.

2.4.2 Transformada de Fourier

Se em uma série temporal aplicarmos a Transformada de Fourier esta série
nao mais terd como variavel independente o tempo mas sim as freqiiéncias.
A série de saida apresenta a decomposi¢do do sinal em suas freqliéncias.
Como a transformada de fourier é um niimero complexo devemos calcular
seu médulo (que fornece a poténcia de cada freqiiéncia que em conjunto
forma o seu sinal). Este espectro de poténcias é muito util tecnologicamente
sendo inclusive apresentado em aparelhos de som (os indicadores luminosos
que demonstram a equalizagdo do som).

Matematicamente a Transformada de Fourier é definida pela integral:

Hw) = [ ‘: h(t)etdt. (2.12)

Mas, computacionalmente, utiliza-se de um algoritmo chamado FFT ( Fast
Fourier Transform) [19] que tem a vantagem de ser mais rdpido que a inte-
gracdo pura mas tem a desvantagem de s6 funcionar com séries de entrada
com 2" componentes.

2.4.3 Definicao da Razao Sinal-Ruido

Com o calculo da componente de Fourier do nosso sinal de entrada pode-
mos definir a Razdo Sinal-Ruido como a razéo entre o sinal e o nivel de
ruido. O sinal é calculado observando-se, no sinal de saida, a componente
na fregiiéncia do sinal de entrada. Como normalmente os valores da Razao
Sinal-Ruido sdo altos geralmente s&o representados em decibéis.

Para a determinacio do nivel de ruido aplicado utilizamos de um método
que observa a saida da Transformada de Fourier.
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Podemos perceber pela comparagao das figuras 2.1 que o efeito da injecao
do sinal periédico em nosso sistema é simplesmente o surgimento de um pico
na freqiiéncia do sinal de entrada.

Para determinarmos o nivel de ruido utilizamos um método de inspecao
do espectro de poténcia. Para a determinacao do nivel de ruido analisamos o
gréfico do espectro de poténcia (com sinal periédico) e, perto do pico do sinal
de entrada, fizemos uma média antes e depois do pico do valor da poténcia
do sinal de saida. Essa média pode ser identificada como o valor do ruido
para o sistema.

Este foi o método utilizado por nosso programa para o calculo da SNR.
Escolhemos um intervalo (foi escolhido 10 Hz) antes e depois da freqiiéncia
do nosso sinal de entrada. Foi computada a média de alguns pontos antes e
depois deste intervalo que nos fornece o valor do nivel de ruido.

2.4.4 Construgao do Grafico da Razao Sinal Ruido

Como ja vimos o grafico da razdo sinal-ruido nos mostra o comporta-
mento desta grandeza com a variagdo do nivel de ruido associado. Para
o estudo desta dependéncia é necessdrio calcular-se a SNR na freqiiéncia do
sinal periddico para diferentes ruidos. Procura-se entao por um valor de ruido
onde a SNR tenha um valor méximo. A existéncia de um valor maximo para
a SNR para valores de rufdos diferentes de zero, configura a existéncia desta.

2.5 Resultados para a Construgao da Razao
Sinal-Ruido

Um resultado interessante que surge com o estudo da Razéo Sinal-Ruido
é a comparacdo da SNR quando o nosso sistema ¢ descrito por um potencial
simétrico e por um assimétrico.

Para esta comparacio foram usados dois potenciais, um simétrico Ugim(z)
e outro assimétrico Uyesim(2) dados matematicamente por:

Usm(z) = z*— 227
Ussim(z) = a*—22% — 0.5z
Para a forca periédica utilizamos os valores usados por Ippen e colabora-

dores[23]: F(t) = 1.3039sin(0.7304¢).
Podemos observar nas figuras 2.2 e 2.3 os dois gréficos da SNR.
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Observando as duas figuras podemos perceber que os grificos diferem
apenas nos dois primeiros pontos (que correspondem aos mais baixos niveis
de ruido). A tnica diferenca entre os dois graficos é a assimetria do potencial
na segunda figura, como estas tornam-se iguais para ruidos altos poderia-
se supor neste ponto da dissertacao que o cardter assimétrico do potencial
sofre alguma influéncia pelo nivel de ruido. Quando estudarmos a Equacédo
de Fokker-Planck este aspecto tornar-se-4 mais claro e veremos que nossa
suposigao estava certa.
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Froquéncia [t} Frequénaa | He]

Figura 2.1: Espectros de Poténcia de Fourier com a alteragdo do nivel de
ruido, pode-se perceber a varigao da altura do pico.
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Capitulo 3

Estudo da Convergéncia e
Estabilidade do Calculo da
Relacao Sinal-Ruido

3.1 Motivacao para os testes

No capitulo anterior mostramos como se calcula o grifico de uma SNR.
O maijor problema para este célculo foi o tempo de computagao necessario
pois utilizamos séries temporais com mais de 100000 pontos, repetidas por
100 vezes. O fato destas simulagoes terem duragao de algumas horas nos mo-
tivou a estudar seu comportamento para uma variagao de dois parametros:
(ntimero de trajetérias e nlimero de pontos em cada trajetdria. Nosso tra-
balho neste capitulo pode ser dividido em duas etapas:

1. estudaremos o comportamento da relaggo sinal-ruido com a variagéo do
nimero de trajetdrias utilizadas para o calculo da médias das Irans-
formadas de Fourier de cada trajetoria,

2. variagdo do niimero de pontos da série temporal,

3.2 Estudo do comportamento do algoritmo
com a variacao do niimero de trajetdrias
Como vimos anteriormente para calcularmos a relagéo sinal-ruido nos uti-

lizamos de séries temporais longas (= 100.000 pontos) que tinham os Espec-
tros de Fourier calculados. Esse procedimento foi repetido 100 vezes (gerando
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100 trajetérias) calculando assim uma média aritmética simples das Trans-
formadas de Fourier.

O objetivo desta primeira parte do trabalho é estudar a variacio do com-
portamento da Relagdo Sinal- Ruido quando mudamos o nimero de tra-
jetdrias geradas que foram variadas de 10 até 100 de em intervalos de 10.

As vérias RelacBes Sinal-Rufdo foram geradas pelo potencial simétrico,
U(z) = az® + bz*.Todos os resultados foram colocados no mesmo gréfico

apresentados na figura (3.1).

Cuafico da mlagn $inakRomds { RS por n6s Gakinhada,
Fomm wados of parkmatos dn B lan
Fe)=21078x 1407 x —m— 10médins
e Repasatg 207 omiam
e : —A— S50médias
| —¥— 70médias
70 @ 100 m édias
[i11] : | :
E‘ ............ .\_.‘-.—".
Z, | e %
1 0 3 { S “-‘
= : ; l\l ‘
) I N TR I e e e L . e
40 F; ;
olfete sufue Burelgpe o ks sigis {ioin st wedie
¥
30
D 1 2 3 4 5 8 7 8 8 10 1
Ruido (y)

Figura 3.1: Estudo do comportamento da Razéo Sinal -Ruido para o poten-
cial simétrico com a variacdo do ndmero de trajetérias utilizadas.

Podemos perceber pelo grifico (figura 3.1) que o valor do nivel de ruido
onde ocorre o pico méximo permanece constante (eixo X) variando apenas o
valor da amplificagio (eixo Y). Para um melhor visualizagao deste fenomeno
podemos trabalhar com as amplificagoes méximas que séo obtidas do gréifico
por inspecgio. Estes valores sao apresentados na tabela 3.1
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Os resultados desta tabela foram apresentados, também, no gréfico 3.2
onde podemos ver que o valor do nivel de ruido onde ocorre a amplificacio
méxima da SNR apresenta um comportamento aproximadamente linear com

a variagao do numero de trajetdrias utilizadas para o clculo da Transformada
de Fourier.

Estudo do com portam erto da amplificagio maxim ano
calculo da Rehgio Sinal- Ruide variando-se o rdm ero de
séries temp orais tomados para o calcub dam édia das

2500
['ra:nsforpndnsd Fourier:. :
2000 i : : I S
? -'/
P T I S IR T TRTSSN TS
=) : -/:
[=} L] ;
B 1500 : /
: -V
E— -/«* e hen ooy wmvms Dhewe  me|n  SOCEISOE
1000 : F/¢
/ ?
500 ; i i i i
1] 20 40 60 8D 100

Nimero de séries temporais usadas no oilculo da média
das Transformadas de Fourier.

Figura 3.2: Estudo do comportamento da Amplificaggo médxima estudada
como fungao do ndmero de Trajetérias utilizadas para ao célculo da média
da Transforamada de Fourier. Os valores foram obtidos a partir da tabela

(3.1)

Este estudo da dependéncia do valor do nivel de ruido onde ocorre a
amplificagio méxima da SNR néo foi por nés localizada em nenhuma Pub:
licagdo cientifica, pois normalmente no estudo da Ressoné.nf:ia Estocéstica ¢é
estudado apenas o nivel de ruido onde ocorre & amplificacdo (que podemos

ver independe do niimero de trajetorias). )
Algumas hipéteses podem ser construidas a partir deste fenémeno:
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e O algoritmo normalmente utilizado para o célculo da SNR apresenta
uma instabilidade. Podemos classificar esta hipdtese como sendo a
mais vidvel em virtude da alta lineariade que a instabilidade apresenta
(mostrando néo ser instabilidade mas um problema conceitual).

e Uma instabilidade intrinseca ao sistema: ndo acreditamos ser uma

hipétese vidvel pois trabalhamos com outros sistemas além destes sis-
temas serem teoricamante simples.

e Podemos também pensar numa instabilidade numérica (que poderia
ocorrer em virtude de estarmos trabalhando com a integragao discreta
de sistemas estocésticos); ndo acreditamos nesta hipétese por dois mo-
tivos: inicialmente o programa foi repetido vérias vezes dando sempre
o mesmo resultado e por outro lado o préprio programa trabalha com
médias, o que levaria a uma minimizagao deste problema.




3.3 Estudo do Comportamento da SNR com

a Variacao do Nimero de Pontos das Sé-
ries Temporais

Nesta segunda parte de nosso trabalho estudaremos a convergéncia do
algoritmo que calcula a SNR como fungao do ntimero de pontos utilizado
na série temporal. A variagdo do niimero de ponto tem significado fisico
melhor definido do que a variagdo de trajetérias vista anteriormente. Esse
significado est4 ligado ao tempo de integragéo do sistema. Como j4 vimos o
sistema ¢ integrado em passos temporais fixos que diferem entre si de 7, i.e.,
o primeiro ponto é aquele onde t = 0, o segundo ¢ = 7, o terceiro t = 27 e
assim sucessivamente. Podemos entao perceber que a diminui¢do do nimero
de pontos das séries temporais representam um diminui¢ado no tempo total
que deixamos o sistema evoluir.

Logo este estudo poderia ser chamado de maneira mais prépria de: Estu-
do do Comportamento da Amplificagao Maxima de SNR Variando-
se o Tempo Total de Integragdo. Como este estudo tem um procedimento
totalmente similar ao utilizado no item anterior nos limitaremos a apresentar
os resultados obtidos.

Por motivo de escala, o grafico comparativo das Relagdes Sinal-Ruido foi
separado em dois: 3.3 e 3.4. B importante lembrar que os valores aparente-
mente estranhos para o niimero de pontos deve-se ao fato de utilizarmos para
o cdlculo da transformada de Fourier o famoso algoritmo FFT (Fast Fouri-
er Transform) que apenas converge se o nimero de pontos do vetor onde
se deseja calcular a TF tenha comprimento dado por 2° (i.e. a nossa série
temporal tem que ter 1024, 2048, etc pontos)

Novamente criamos uma tabela com os niveis de ruido onde ocorre a
amplificagio méxima por inspegéo dos gréficos.

Como no caso anterior os resultados da tabela (3.2) pode ser colocado
num gréfico (3.5)onde podemos perceber seu comportamento linear.

Estes testes também nao foram por nés achados em nenhuma publicagao
cientifica. Duas conclusbes importantes podem ser retiradas deste estudo.
A primeira é muito semelhante aquela conseguida na primeira parte destes
estudos, o valor de amplificagdo méxima que conseguimos depende do tem-
po de integracio de nosso sistema. Isto normalmente nao é detectado pois
normalmente estamos iteressados apenas na determinagéo do nivel de ruido
onde ocorre a amplificagdo méxima. i .

A segunda conclusdo diz respeito as duas curvas onde nao conseguimos
determinar um pico para a SNR (1024 e 2048 pontos), isto pode ser explicado
wsando-se o conceito definido anteriormente que ligava o nimero de pontos
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Figura 3.3: Estudo do comportamento da Razao Sinal -Ruido para o poten-
cial simétrico com a variacdo do nimero de pontos na série original. (trés
primeiros casos: 1024, 2048 e 4096 pontos)

da série temporal ao tempo total de integracdo, nestes dois casos o sistema
teve a sua evolucdo temporal paralisada antes que o sistema atingisse um
estado estével (iremos estudar este estado em detalhes na segunda parte desta
dissertacdo onde veremos tratar-se da Solucao Estacioniria da Equagao de
Fokker-Planck associada a este problema), nestes dois casos o sistema estd
ainda evoluindo segundo um estado transiente.
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Figura 3.4: Estudo do comportamento da relacao Sinal -Ruido para o poten-

cial simétrico com a variacdo do nimero de pontos na série original. ( casos
com: 8192, 16384, 32768, 65536 e 131072 pontos)
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Tabela 3.1: Valores com as amplificagdes méximas para o grafico 3.1. A ter-
ceira coluna é obtida a partir da primeira usando-se amp = exp(amp[dB]/10)

Numero de Médias | Amplificagao | Amplificagao
[dB]

10 65 665

20 69 992

30 71 1200
40 72 1300
50 74 1600
60 74 1600
70 75 1800
80 76 2000
90 76 2000
100 7 2200

Tabela 3.2: Valores com as amplificagoes méximas para os graficos 3.3 e
3.4. A terceira coluna é obtida a partir da primeira usando-se amp =

exp(amp|dB]/10)

Numero de Médias | Amplificagao | Amplificagao
[dB]
1024 nao converge | Dnao converge
2048 nao converge Nnao converge
4096 62 490
8192 68 900
16384 70 1100
32768 7 2200
65936 80 3000
131072 83 4024
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Comportamento da amplificagdo causada pela
Ressonéncia Estocastica em fungdo do nimero
de pontos da série gerada.
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Figura 3.5: Estudo do comportamento da amplificagio méxima estudada
como fungdo do nimero de pontos utilizados na série temporal. Os valores

foram obtidos a partir da tabela (3.2)
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Capitulo 4

Estudo da Equacao de
Fokker—Planck

4.1 Introducao

Em nosso trabalho até este ponto da dissertagdo nés utilizamos como fer-
ramente principal a Equacao de Langevin que descreve nosso sistema. Nosso
método de trabalho foi a andlise e integra¢ao numérica desta equagao. Neste
capitulo iremos nos utilizar de uma outra ferramenta teérica: A Equagao
de Fokker—Planck (EFP). Esta equacao desempenha um papel importante
na Fisica e se adequa de maneira precisa nesta situagao.

A EFP é uma equagao diferencial no espago e no tempo para a Fungéo
Densidade de Probabilidade. No nosso modelo mecinico (bolinhas simuladas
num potencial) a fungéo densidade de probabilidade pode ser entendida co-
mo uma fungéo que descreve como varia temporalmente a probabilidade de
encontrar a bolinha numa determinada posigéo z.

Para introduzirmos o assunto é conveniente discutirmos um pouco a
Equacao de Fokker-Planck utilizando apenas conceitos intuitivos. Inicial-
mente devemos observar que a diferenga principal entre o estudo da res-
sonéncia estocéstica através da Equagdio de Langevin e o estudo através da
EPF é que agora seré necessario simularmos um ndmero grande de particulas
simultaneamente, ao invés de uma como faziamos anteriormente. FEstas
particulas estdo sujeitas ao rufdo (£(t)) e a uma forga periédica (F(t) =
Asin(wt)). F importante frisar que, apesar de todas as particu}as serem simu-
ladas no mesmo potencial e a0 mesmo tempo, elas sao todas nao—inieragentes
(ndo interagem entre si). Quando falamos nao-interagentes, queremos definir
que as particulas sao “transparentes” umas as outras e que o ruido afeta a
todas de maneira independente. A tnica ligagdo que elas apresentam é o
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fato que a forga periédica est4 em fase, ou seja, todas estdo sujeitas & mesma
forga periédica:

F(t) = Asin(wt) (4.1)

Essa hipdtese tem um significado fisico claro: se pensarmos em nossa forca
periédica com uma forga que atua através de um campo todas as nossas
particulas estardo sujeitas & mesma forga.

Com estas condicdes torna-se facil simularmos todas as particulas sim-
uladas simultaneamente, devemos apenas repetir a simulagdo quantas vezes
forem o nimero de particulas a serem simuladas. Essas simula¢des podem
ser feitas por um intervalo de tempo determinado estudando-se as posigdes
finais das particulas.

Apés este tempo total de simulagdo podemos transformar estas virias
posicoes em um histograma que fornece a porcentagem de particulas que
encontrava-se em um determinado intervalo de posi¢gbes apés um tempo
fixo. Este histograma pode ser identificado como a distribuigéo espacial de
particulas em um tempo fixo.

Se ao simularmos as particulas, usarmos a mesma condigao inicial para to-
das (i. e., z;(t = 0) = zo para qualquer particula i) a distribuigdo de posigoes
U(z,t) pode ser identificada como a distribuicdo espacial de probabilidade
de se encontrar a particula num instante t.

Podemos discretizar o tempo em intervalos de tempo 7 repetindo-se a sim-
ulacio para cada intervalo de tempo. Teremos um conjuntos de distribuigoes
espaciais do tipo:

{U(z,t =0),U(z,t =7),U(z,t =27),...,U(z,t =n7),...}. (4.2)

Podemos perceber que o conjunto de todos os U (z,t) representa a variagao
espago-temporal de nossa distribuigao de probabilidades. Essa fungéo U(z,t)
nos d4 o comportamento de nosso sistema, pois com ela sabemos em qualquer
instante ¢ a probabilidade de se encontrar uma particula em uma determinada
posicao. _

A equagéo de Fokker-Planck é uma equagéo diferencial de 1% ordem no
tempo e 2% ordem no espago para a distribuicdo de probabilidades U(z) que
tem como forma geral:

2

oU(z,t) _ r-a%[A(a:, DU+ 22 (B, )U(,8)]  (43)

ot 28z?
Os termos A e B sio os chamados coeficientes de arrasto (drift) e difuséo, re-

spectivamente. Essa € a equagao fundamental de nosso trabalho pois com ela
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podemos prever o comportamento espago—temporal da fungédo de distribuicao
de probabilidades. Como iremos ver nas segdes seguintes o uso da EFP leva
a um formalismo muito elegante para o estudo da ressonancia estocéstica.

Neste capftulo iremos dividir o nosso estudo em duas partes. Inicialmente
iremos calcular a equagéo de Fokker-Planck para o nosso caso particular de
Ressonéncia Estocéstica onde o termo de arrasto esté relacionado com o
termo de forga periédica F'(z) = Asin(wt), enquanto que o termo de difusio
esté relacionado com o termo de ruido v£(t).

Na segunda etapa iremos estudar o comportamento estacionério da equa-
cao de Fokker—Planck. A solugdo estaciondria pode ser entendida como o
comportamento do sistema para tempos muito longos.

4.2 Calculo da Equacao de Fokker—Planck
para a Ressonancia Estocastica

Nesta segio partiremos da Equagdo de Fokker-Planck genérica para calcu-
larmos o caso particular da ressonéncia estocdstica. Esta equagao particular
serd usada em todos os célculos desta parte da dissertacao o que nos motivou
a colocar sua dedugao no corpo da tese.

A primeira parte deste desenvolvimento pode ser achado em vérios livros
textos[20, 21] mas como esta primeira parte € de fundamental importancia
para a compreensio da seguinte (que trata do cdlculo no caso da Ressonancia
estocéstica) é conveniente té-las juntas.

4.2.1 Tratamento Geral para a Transformagao entre
uma Equacgdo de Langevin e uma de Fokker—

Planck

Partiremos nesta dedugéo da Equagéo de Langevin mais genérica possivel:

%1& — h(z,t) + g(z, )E(2) (4.4)

onde h(z,t) e g(z,t) sdo funcdes quaisquer do espago e do tempo e a fungao
£(t) é uma Fungdo Estocastica que apresenta as caracteristicas de Ruido

Branco:

() =0 (4.5)

(ERER)) = bt — 1) (4.6)
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A Equ.agéo de Fokker-Planck para uma dimensdo pode ser escrita de uma
forma muito elegante usando-se o conceito de operador:

W(z,t) = LrpW (g, t) (4.7)

Onde W (z,1) ¢ a distribuicio de probabilidades espago-temporal e o Op-
erador de Fokker-Planck ¢ definido por:

0 o*
=_—— |p —~_[p®@
Lpp®(z) =~ (DD (=,8)8(z)] + o [D(z,t)0(z)]  (48)
Os termos de arrasto (primeiro termo) e difuséo (segundo termo) desem-
penham um papel importantissimo pois sao eles que fazem a ligagio entre as
equagoes de Langevin e Fokker—Planck através das relacoes abaixo:

DO,1) = hle,6) + 2 g0z (4.9)
DO(s,1) = lo(a,t) (4.10)

Esta primeira parte pode ser achada em livros que tratem de fenémenos
estocasticos; a seguir apresentamos a parte calculada por nés que utiliza dos
resultados acima para o estudo da Ressonéncia Estocastica.

4.2.2 Célculo da Equagao de Fokker—Planck para o Ca-
so da Ressonincia Estocastica
No capitulo anterior calculamos e trabalhamos com a Equagéo de Lange-
vin que descreve o fendmeno da Ressonéncia Estocéstica. Esta equacgdo pode,
por exemplo, ser vista em sua forma completa na equagéo (4.4). Pela inspecao
desta equagdo podemos perceber que as fungoes h(z,t) e g(z,t) da equagéo
de Langevin geral (4.4) sdo dadas por:

h(z,t) = Asin(w,t) — U'(z) (4.11)
g(z,t) = 7 (4.12)

onde  é o nivel de ruido. Podemos, entao, calcular os coeficientes de
arrasto e difusdo para a Equagéo de Fokker—Planck:

DY (z,t) = Asin(w,t) — U'(z) (4.13)
PO = 7 (1.14)
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Usando essas duas relagdes na nossa defini¢do de Operador de Fokker—
Planck (4.8) teremos que este operador tera forma:

Lep®(z) = —(—%{[A sin(w, ) — U'(z)] ®(z)} + 7258_;@(”’) (4.15)

Este operador pode ser aplicado na equagio geral de Fokker—Planck (4.7):

oW (z,t) 0 . a2

ot = _a_m'{[A sm(w, t) - U’(:L‘)] W(.’B,t)} i3 72W

Fazendo todas as derivagdes explicitamente, obtemos finalmente a Equa-
cao de Fokker-Planck para o caso especifico da Ressonéncia Estocéstica:

Wi(z,t) (4.16)

oW (z,t
—% = —Asin(wt)g—u-;i;c’—ﬂ+U"(m)W(m,t) (4.17)
. OW (z,t O?W (z,t
+0/(@) 20l WS

4.3 Estudo do Comportamento Estacionario
para a Equagao de Fokker—Planck

4.3.1 Introducao

Na segao anterior deduzimos a EFP para o caso onde temos uma forga
periédica atuando no sistema onde pode existir a Ressondncia Estocéstica.
A integracio desta equagdo tem como solugdo o comportamento espago—
temporal da fungdo densidade de probabilidades. Em termos fisicos es-
ta solugdo mostra como varia no tempo a probabilidade de encontrar-se a
particula em uma determinada posigdo z. Ou, se olharmos em todo o espago
de integracio (Tmin — Tmaes) @ densidade de probabilidades mostra como
varia temporalmente a probabilidade de se encontrar a particula. Neste tipo
de estudo geralmente procura-se um pico na Densidade de Probabilidades
pois este pico representa uma posicao onde é méxima a probabilidade de
encontrar-se a particula. O comportamento deste pico é estudado.

Para sistemas estocésticos temos dois tipos de solugbes bem determi-
nadas: uma estaciondria e uma transiente. A solugdo estaciondria reflete o
comportamento da fungao densidade de probabilidades para tempos longos,
onde esta funcgdo apresenta um comportamento constant(_e no tempo (com.o
iremos ver, no caso da Ressonancia Estocéstica este co-ncelto deve ser ampli-
ado) ou como iremos definir (4.3.2) de uma forma mais geral, a corrente de

probabilidades deve ser constante no tempo.
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A solugio transiente reflete (como o préprio nome indica) o comporta-
mento da fun¢do densidade de probabilidade enquanto o sistema ainda néo
atingiu o estado de solucéo estacionéria.

Podemos também notar uma diferenca fundamental entre estas duas so-
lugdes: para o célculo da solugio estaciondria temos métodos analiticos bem
estruturados e elegantes. J4 para a solugio transiente nosso tinico recurso é
a Integragao. Em vista destes motivos iremos nesta segéio estudar somente
solucao estaciondria.

Inicialmente iremos definir os conceitos utilizados para o calculo e as
ferramentas teéricas utilizadas. Numa segunda etapa iremos falar de nossos
resultados.

Nesta parte dividiremos o trabalho em duas partes: inicialmente iremos
calcular a solugdo estaciondria analitica para o caso em que o arrasto néo
depende do tempo. A seguir serd estudado o comportamento desta solugao
para um sistema bem conhecido: sem forga periédica. Finalmente, iremos
estudar a solucdo estaciondria para um sistema com forga periédica (sistema
onde pode ocorrer Ressondncia Estocéstica).

4.3.2 Cialculo Andlitico para a Solugao Estaciondaria

Nesta secao calcularemos a solugdo estaciondria da Equag@o de Fokker-
Planck para o caso em que DY) e D@ nao dependem do tempo. Para este
calculo é conveniente que pensemos em Nossa €quagdo como uma equagio de
continuidade onde possamos definir uma Corrente de Probabilidade S
como:

0
S(z,t) = DY (2)W (,t) — 5;1)(2) (z)W (z, ). (4.18)
A Equacdo de Fokker-Planck geral pode entao ser escrita na forma:

OW (z,t) _ a5(z,t) (4.19)
ot 0z

Podemos perceber que esta equagao pode ser identificada como uma
equagao de continuidade, pois retrata que a variagao temporal da densi-
dade de probabilidade é dada pela variagio de uma grandeza S que pode ser

identificada, entdo, como uma corrente de probabilidades.
A utilidade da corrente de probabilidades é para facilitar a definigao de
estado estaciondrio. Em um estado estacionério a corrente de probabilidades
S deve ser constante epacialmente, pois assim assegurarermos que nao haja

variagio temporal da densidade de probabilidades.
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E conveniente utilizarmos condigdes de contorno naturais (T, = —o0,
Tmaz = +00). Como j4 vimos a corrente de probabilidades no estado esta-

clonario € constante; para evitarmos divergéncias devemos nos assegurar que
ela seja nula nos extremos:

g mingme= ) (4.20)

Podemos entao concluir que a corrente de probabilidades dever4 ser nula para
os estados estaciondrios.

Utilizagao da Corrente de Probabilidades para o Célculo da Solugao
Estacionaria

Aqui utilizaremos os resultados da segao anterior para, finalmente, calcu-
larmos de modo analitico a Solugao Estaciondria Wgr(z). Como no estado
estaciondrio a corrente de probablidades é nula, podemos afirmar que:

DO(2)Wer(z) — EZ%D(Z) (Wl =0 (4.21)
ou seja:

DO(2)Wer(z) = %D(z)(m)WST(w) (4.22)

Podemos multiplicar e dividir o primeiro membro por D) ()

D(l)(m) (2) d (2)
ST TP%Y e W 4.23
DO(z) D (z)Wsr(z) de (z)Wsr(z) (4.23)
de onde concluimos que:
d DM(z)
—1n|[D® =— 4.24
- In [D (:c)Ws:r(:c)] D@ (z) (4.24)
Finalmente, apds integragao:
No D(l)(:z:') 5
WST(:B) — 5(—2-5(—3:—) exp( D(z—)(m,)-dic ) (4_,5)
onde Ny é uma constante de integracéo escolhida para que Wsr seja normal-
izada -
f Wsr(z)dz =1 (4.26)
—00

Se definirmos um potencial ¢(z):
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DM(z")

= (2) — — N ! | )
¢(z) = In D3 (x) 55 (wl)da: (4.27)
a Solugao Estaciondria para a Equacdo de Fokker-Planck geral pode ser
escrita de uma maneira muito elegante:

WST(QS) = N()e_d)(m) (4'28)

Solugao Aproximada para a Ressonéncia Estocastica

Podemos utilizar a solugdo acima como uma solugio aproximada para o
caso de Ressondncia Estocdstica. Ou seja, a solugdo estaciondria Wep(z,1t)

para o caso da Ressonéancia Estocéstica serd entdo dada de forma aproximada
por

No D(l)(mlnt) ’
Wsr(z,t) = m exp( D(T(a:’)dm ) (4.29)

onde:

DW(z,t) = Asin(w,t)— VU
D(2)($:t) = '72

Calculemos a integral que temos em (4.25):

DO,t) _ /(ASin(“’t)‘U'(“’))dm

Do) i

= %[ / Asin(wt)ds — / U’(:r)d:c]
, = ’—Ylg[fAsin(wt)da: - de}

= :Yl—z[A sin(wt)z — U(z))

Nosso potencial ¢ serd entao dependente do tempo e dado por:

1.
| #(z,t) =Iny’ — -'y—zlA sin(wt)z — U(z)] (4.30)
Finalmente, nosso estado estaciondrio serd:
2 1
Wsr(z,t) = il exp l? (A sin(wt)z — U(m))] (4.31)
v

onde valor de Np se obtém pela normalizagéo de Wer(z,t).
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4.3.3 Simulagoes Numéricas para o Estudo da Solugao
Estacionaria

Nesta parte do trabalho fizemos simulacdes computacionais para verificar-
mos o comportamento das solugdes estacionérias calculadas no item anterior.
Dividimos nosso estudo em dois. Primeiramente simulamos sistemas onde
nao atuam forgas periédicas por ser um tipo de sistema onde os resultados ja

estdo bem sedimentados. Numa segunda etapa estudamos os sistemas com
forga periddica.

Meétodos de Caculo Numeérico

Antes da apresentacio dos resultados devemos mostrar quais os métodos
numéricos utilizados para a simulagdo. Neste trabalho nédo fizemos a inte-
gracdo numérica da equagdo de Fokker—Planck mas a simulamos utilizando
apenas conceitos probabilisticos. O método que utilizamos ndo trabalha com
a equacao de Fokker—Planck, mas sim com repetidas simulagoes do sistema
através de Equacoes de Langevin.

Simultaneamente simulamos muitas particulas sujeitas & mesma condigao
inicial. A distribuicdo destas particulas em nosso potencial nos d4 uma indi-
cacio da distribuigio espacial da densidade de probabilidade. A simulagao
pode ser interrompida em um instante ¢ qualquer nos dando a distribuigao
espacial de probabilidade num instante ¢ fixo que € exatamente o resulta-
do da integragdo da Equagao de Langevin. A construgdo da distribuigao
de posigdes das particulas é feita através do histograma da posicéo destas
particulas em um determinado instante de tempo. Para a construgao destes
histogramas nés desenvolvemos um novo algoritomo que nos parece nao ter
sido usado antes e esté explicitado em detalhes no Apéndice C.

Nesta segao apresentaremos uma comparagao entre o nosso método de
célculo e a solugdo analitica. O célculo computacional desta parte foi um
ponto critico em nosso trabalho pois para o célculo dos histogramas foi desen-
volvido um programa em FORTRAN e executado remotamente em estagoes
de trabalho ALPHA pertencentes ao Instituto. J& o célculo das fungdes
analiticas foi efetuado em programas matemdticos de uso em PC (como Mat-
Lab, Mathcad) por j& possuirem ferramentas prontas e de fécil uso.

Vamos mostrar na secdo a seguir alguns resultado para a solugao esta-
cionaria sem a forga periédica (A sin(wt)) por ser o resultado que era estudado
antes da descoberta da Ressonancia HEstocastica.
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Estudo da Solugao Estacionaria para um Sistema Sujeito a um
Ruido Branco

Nesta parte do trabalho simulamos o comportamento do sistema quando
sujeito a um potencial bi-estdvel e a um ruido branco. Inicialmente estu-
damos o caso em que o potencial é simétrico. Escolhemos como potenciais
simétricos biestdveis potencial quarticos cuja forma geral é:

U(z) = ay5® + agz? (4.32)

A escolha dos pardmetros a, € a foi empirica. O nosso trabalho inicial foi
estudar a importancia de cada termo (a; e a2) na forma final do potencial.
Este estudo estd apresentado aqui de forma resumida utilizando-se apenas
de conceitos pictéricos.

10

-2
-3 0 3

Figura 4.1: Grafico do Potencial U(z) = * — &
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S | NS
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-3 0 3

Figura 4.2: Gréfico do Potencial U (z) = z* — 227
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Figura 4.3: Grafico do Potencial U(z) = 2z* — z*

Com estes trés gréaficos podemos perceber a fungdo que os pardmetros
a; e ap desempenham no potencial. O termo a; (que deve ter valor negati-
vo) controla a altura da barreira de potencial enquanto o termo ay controla
as condicoes de contorno para o sistema (pois é responsével pelo valor do
potencial para valores fora da regiao central.

O potencial que foi escolhido para este estudo foi: U(z) = z* — 222 por
apresentar um grafico que é o que mais se aproxima do que esperariamos de
um potencial bi-estavel .

Tabela 4.1: Parametros utilizados nas simulagdes de estado estaciondrio.

Posi¢éao Inicial 0
Passo de integragao 0.01
Inicio do Histograma -5
Final do Histograma 5
Passo do Histograma 0.05
Ntmero de Iteragoes 5000
(entre 1000 e 100000 ndo alterou o resultado)

Para o estudo da solugéo estaciondria foram feitas simulag¢bes onde usamos
os valores indicados pela tabela 4.1.

As figuras a seguir mostram alguns resultados de nossas simulagdes us-
ando o método exposto no Apéndice (C) para a construgao de histogra-
mas. BEstes histogramas retratam as posicoes de N particulas (no nosso
caso 100.000) descritas por uma equacdo de movimento do tipo Langevin

(histogramas vermelhos), também esta retratada a fungéo analitica por nés

calculada para este caso (Equagao 4.31).
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Inicialmente iremos apresentar alguns resultados para potenciais simétri-
COS.

~ = 3 4
Figura 4.4: Simulagio para Regime Estaciondrio Simétrico (Ruido 1.0), onde
a curva continua é o resultado tedrico e no histograma temos nossas simu-
lagoes.

0.5

3 4

Figura 4.5: Simulagao para Regime Estacionério Simétrico (Ruido 2.0).
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Figura 4.6: Simulagio para Regime Estacionério Simétrico (Ruido 3.0).

0

Figura 4.7: Simulagao para Regime Estaciondrio Simétrico (Ruido 4.0).
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Figura 4.8: Simulagdo para Regime Estaciondrio Simétrico (Ruido 5.0).
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Inicialmente podemos ver que, como esperdvamos, a probabilidade de se
fancontreur una particula é maior nos pogos de potencial do que na regido
intermedidria (barreira de potencial).

] Pode-se notar, também, que o resultado do aumento do ruido em nosso
sistema causa uma diminui¢do da probabilidade de encontrar-se as particulas
nos pogos de potencial acompanhado de um aumento da probabilidade de
encontrar-se a particula na barreira de potencial. Este fenémeno pode ser
mais facilmente entendido em um ponto de vista mecanico: o aumento do
ruido causa um aumento da forga que este ruido aplica na particula , assim,
nossa particula tem maior probabibildade de passar sobre a barreira (o que
aumenta a probabilidade de encontra-la nesta posigdo). Imaginando dois
casos limites, podemos pensar um caso em que o ruido é nulo e outro em
que este é infinito; no primeiro caso a particula nunca conseguiria passar
sobre a barreira e, assim, a probabilidade de a encontrarmos 14 seria nula,
no outro caso limite terfamos uma forga infinita atuando em uma barreira
finita causando uma distruibui¢do uniforme de posiges pelo espago, ou as
particulas nao iriam “ notar” a existéncia da barreira.

Em todas as simulacdes foram feitos testes de normalizagdo com as fun-
cdes analitica e simulada através de (respectivamente):

f > W(z)de

-5

S WalA

Estes resultados nio foram mostrados para cada simulagao pois sempre
eram iguais a 1 (no minimo em 1 parte em 10°%).

As fungdes simuladas aparentam ter sempre o mMesmo comportamento em
relacgdo & fungao analftica: os valores do pico sdo sempre maiores e 0s valores
dos extremos sio menores. (i.e. nossa fungdo simulada aparenta ser sempre

mais concentrada). _
Pode-se pensar que estamos simulando nosso sistema em um tempo de

simulagao excessivamente curto apesar de nio termos conseguido resultados

diferentes com tempos malores.

Podemos pensar nos instantes iniciais do movimento. A probabilidade

estaria concentrada em um sO pico (na forma de um fielta de Di-rac) e com
o passar do tempo este pico iria se “alargando”, refletindo o mc~>v1ment9 das
Quando o tempo & suficientemente longo a funco densidade
ata a posicdo das particulas no potencial atinge
a solucdo estaciondria para a Equagao de
se plausivel que, integrando o sistema por

particulas.
de probabilidade que retr ;
um estado estaciondrio (que €
Fokker—Planck ). Assim, torna-
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um tempo maior os picos simulados e teéricos iriam se ajustar melhor (pelo
“alargamento” dos picos simulados).

Um segundo passo em nosso estudo foi o clculo de solugoes estaciondrias
para um potencial com assimetria. Inicialmente devemos escolher este poten-
cial. Apds um estudo empirico pudemos perceber que um potencial que ap-
resentou um comportamento condizente com o esperado e matematicamente

facil pode ser construido somando-se ao potencial simétrico utilizado anteri-
ormente um termo linear em z.

U(z) = z* — 222 + ax (4.33)
O parémetro a pode ser utilizado para controlar a assimetria do potencial
(quanto maior este parimetro, mais assimétrico o potencial serd). O valor

de a utilizado foi escolhido como sendo 0.5 € o potencial foi colocado em um
grafico (Figura 4.9).

10 | T |

[ N L
]
|

Figura 4.9: Potencial assimétrico U (z) = z* — 22® — 0.5z utilizado no estudo
da solugdo transiente .

As conclusdes do item anterior podem ser aqui usad.as, mas deV(.amos
observar melhor alguns aspectos. Conforme predito teoricamente (e .mtu—
itivamente) no regime estaciondrio a particula apfesenta uma probabilidade
maior de estar no pogo mais profundo. Este fenomfano pode ser observado
pela diferenga na altura dos picos, onde 0 pogo mails fundo a;zresenta uma
probabilidade maior. Podemos notar que, com o aumento do nivel de ruido,
a diferenca de altura entre s dois picos diminul. Para um I‘uvel de ruido pe(Air-
to de 4.0 as diferengas entre 0S dois picos t.orna-se de§prez1vel. Comparando
os resultados destas simulagdes com as do. 1t:em .anizer?or nota—'se ’qu.e, quant.o
maior o nivel de ruido imposto aos pot-enmalsa (sn.netrlcg e assimétrico), mais
semelhantes sao as solugoes estacionarias (deduzida e simulada).
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Figura 4.10: Simulagao para Regime Estacionério Assimétrico (Rufdo 1.0),
onde a curva continua é o resultado tedrico e no histograma temos nossas
simulagoes.

Pode-se, entdo, concluir que o aumento do nivel de ruido mascara a as-
simetria do potencial (tornando um potencial assimétrico em um simétrico).
Isso pode ser entendido utilizando-se o mesmo raciocinio do item anterior:
quanto maior o ruido, maior a forga que este causa nas particulas e a assime-
tria do potencial torna-se desprezivel.
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Figura 4.11: Simulagio para Regime Estaciondrio Assimétrico (Ruido 2.0).
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0

Figura 4.12: Simulago para Regime Estaciondrio Assimétrico (Ruido 3.0).
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Figura 4.13: Simulagdo para Regime Estacionério Assimétrico (Ruido 4.0).
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Figura 4.14: Simulagao para Regime Estaciondrio Assimétrico (Ruido 5.0).
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ESt}]dO da Solugao Estaciondria para um Sistema Sujeito a um
Ruido e a uma Forga Periédica

Nesta Segao apresentaremos uma abordagem [16] que torna o entendi-
mento desta situagéo particular muito simples. A diferenga entre este caso
e o estudado na segéo anterior é que neste caso temos uma forga periédica
F(t) = Asin(wt) aplicada ao sistema. Como j4 vimos é o acoplamento entre
a forgfa, .estocéstica e a forga periédica que produz a Ressonéncia Estocastica.

.Inlclalmente estudaremos os efeitos resultantes da existéncia de uma forga
periédica no sistema. Para facilitar este estudo iremos definir potencial efe-

tivo Ugss(z,t), como sendo o potencial antigo U(z), somado ao potencial da
forga periédica:

Unss(z) = U(z) - ] F(t)dz = U(z) — F(2) ] dz = U(z) — F(t)e  (4.34)

No caso do potencial simétrico lembremos que este é dado por Uz) = a13 +
aszt. Com a insercdo da forga periédica teremos o potencial dado por:

Ues(z,t) = a12° + apz” — Asin(wt)z. (4.35)

Como a funcio seno assume valores entre -1 € 1, o potencial periédico ird
assumir valores entre —Az e Az.

O nosso potencial efetivo terd entao uma caracteristica temporal. Como
esemplo apresentamos o potencial efetivo em trés instantes:

t=0 — Ueff(.'B) =a1$2+a2$4
t=mjw — U s(z) = 22 + agz* — Az
t=38mjw — Ues() = a1z” + agz* + Az

Na segdo anterior criamos um potencial assimétrico somando a um po-
tencial simétrico um termo do tipo as@. Como podemos perceber nos casos
acima, a inclusdo de uma forca periddica faz com que o potencial tenha um
ternando-se entre um potencial assimétrico a

comportamento oscilatério, al : c imé
ico & direita. Estas alteragdes periddicas do

esquerda, simétrico € assimétr

potencial podem ser vistas na figura 4.15. o o
Estas subidas e descidas dos vales do potencial irfio fornecer o primeiro

indicio da Ressonancia Estocastica. Cada nivel 4 de ruido tem uma fre-
determinada. Esta freqiiéncia é o inverso de uma

ada Tempo de Primeira Passagem (Apendice B).
rre quando o perfodo da for¢a periddica é o
po de Primeira Passagem.

giiéncia caracteristica bem
grandeza classica denomin
A Ressonancia Estocética 0co
dobro do periodo dado pelo Tem
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Esta relagio descreve que torna-se mais f4cil para as particulas passarem
por sobre- a 'barreira quando tivermos o casamento entre as freqiiéncias da
forca periédica e da forga aleatéria. Em nosso modelo mecanico podemos
pensar que o potencial apresenta uma caracteristica oscilatéria (em que o
ponto mais baixo do potencial sobe e desce periodicamente). Neste modelo
torna-se facil entendermos que as bolinhas tém maior probabilidade de passar
quando héd o casamento do potencial estar em seu ponto mais alto e a forga
aleatdria ser méxima.

O dobro na relagéo pode-se ser entendido lembrando que cada vale do
potencial € simétrico em relagio ao ponto mais baixo, assim, as particulas
quando estao em movimento no vale s6 podem passar pela barreira uma vez

em duas que atingem a altura da barreira (pois da outra vez estdo no outro
lado do potencial).

tempo (1)

Posigéo (%)

Figura 4.15: Comportamento temporal do Potencial Efetivo
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Capitulo 5

Aplicacao na Geracao de
Segundo Harmonico

5.1 Introducao e Calculo da Solucao Esta-
ciondria para as Equacgoes de Movimento
da Geracao de Segundo Harmonico

O fen6émeno da biestabilidade Gtica foi predito teoricamente por Szoke e
colaboradores juntamente com Seidel [24, 25] e observado experimentalmente
inicialmente por Gibbs e colaboradores [26]. J4 a possibilidade da biestabil-
idade Gtica no processso da geragao de segundo harménico foi inicialmente
descrito por Drummond e colaboradores [17].

O processo da geragdo de segundo harménico dentro de uma cavidade
ocorre quando um meio nao-linear, com suscetibilidade ¥ néao desprezivel,
é colocado em uma cavidade Gtica que & bombeada com um campo na
nterago do campo de bombeio com o meio gera
que tem como freqiiéncia o dobro da freqiiéncia

freqiiéncia fundamental. Ai

luz no segundo harmédnico (
fundamental). Nés iremos apenas considerar o caso em que temos um acopla-
s entre os dois campos O cristal e trabalharemos com a

Na aproximagao semicldssica usada em (17], a
descrita por um par de equagdes nao-lineares

mento perfeito de fase
aproximagdo de onda girante.
geragdo de segundo harmoénico €
acopladas:

= —thiq— N +Kajoy +€ (5.1)
1 2
Gy = —iDp0p— M2~ Eﬁal (5.2)
No sistema acima, 01 € @2 representam, respectivamente, as amplitudes
) Az ®
dos campos nas freqiiéncias fundamental e dobrada (segundo harménico), os
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parametros A; e -y; sdo, respect
em cada freqiiéncia, & caracteriza a forca do meio nao-linear e, finalmente,
€ representa o campo de bombeio da cavidade.

Podemos através da equagso
Qig:

ivamente, a dessintonia e as taxas de perda

(5.2) calcularmos a solugdo estacionéria para

; 1
tAgy + 0 = —-éma% = g [y2 +149] = m%naf (5.3)

ou melhor:

S ! 1 K
Podemos definir &’ = 27T+ A%

Qg =

A equagdo para «; pode ser

1
2
%Kaz 1 Y2 — iAg

l inAza% 1 K.’YzOl%
295+ A% 242+ A}

Vg + 1A,

e obtemos finalmente para o :
i’ oo — K'yios (5.4)

escrita no estado estacionario como:

0 = +iA 09 + @y — Kajog — € - (5.5)

Podemos substituir (5.4) em

(5.5):

e = iAo + Mo — KA [i’i’AZO‘% - K'I’Yﬂﬂ (5.6)

Definindo k" = kk' e notando que oia? = ajoya; = Iy, podemos
calcular a equagao para € e seu complexo conjugado:

e = Moy +mon + K yehos — ik" Azl (5.7)
¢ = —ila] +mof + & lio] + ik Beio] (5.8)
A multiplicagdo destas duas equagoes nos fornece:
— A1A 1 x*
9 9 9 [ Y172 182 Iz 4= P& 59
e = (A3 +2) Bt s [ B+AF |1 A A (59)

Esta equagao foi calculada por Dru
artigo (equagdo 8.1 pagina 330), mas co

enca entre nossa equagao € a ca

mmond e colaboradores [17] em seu
mo podemos perceber hd uma difer-
lculada por ele (no termo em [ %). Podemos
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afirmar 3 ‘ : . i Sem
: que hd um er’ro no artigo citado o que invibializaria nosso trabalho
se simplesmente toméassemos esta equagio como certa.

Esta equagdo pode ser escrita na forma 23 + ag2® + ayz + ag = O:

3, 12 — Al 2 1 A2)(~2 4 A2 2 | A2
L+4————n 14l 2}1&”’1 FR 42 :4A2|612 =0 (5.10)

)i, 4

5.2 Estudo da Biestabilidade

5.2.1 Estudo das Condigoes para a Existéncia de Bi-
estabilidade

Para que exista biestabilidade devemos tem trés raizes reais distintas.
Podemos estudar a condigdo para termos trés raizes reais utilizando-nos da
derivada da equacgao 5.9:

dle |* a2, g g [ 1172 — A1y 1 »*

Com esta equagdo de 2° grau podemos estudar seu sinal colocando a
condi¢do que tenhamos duas raizes reais. A condigéo é bem conhecida: b? —
4ac > 0. A substituicdo dos valores do nosso polinémio (5.9) na condigdo
acima nos fornece a condigio de biestabilidade:

A1y — vy > V32 + Ay (5.12)

Se utilizarmo-nos da condicdo A; = A, podemos facilmente fazer um
estudo numérico para as condigdes de biestabilidade. Obmos as duas raizes
da figura 5.1: 0.374 e 3.016.

Com este valores obtidos podemos calcular a curva de Biestabilidade.
A construgao desta curva ndo é trivial como poderiamos pensar. Normal-
mente as curvas de biestabilidade sao apresentadas como gréficos de |y |2
versus |e;|? mas como podemos perceber pela equagdo (5.9) tfamos apenas
uma funcdo de 3° grau entre |€1|? versus oy |2, teriar_nohs (.ie inverter esta
equacio o que é impossivel analiticamente para o polinémio de 3° grau.

Na préxima segao iremos apresentar um método que desenvolvemos para
a construgao do grafico de biestabilidade, por ora apresentaremos a curva de

na forma |e1|? versus |ea|* (figura 5.2).

4

5.2.2 Algoritmo para o Célculo das Regioes de Biesta-
bilidade

Como pudemos perceber pel.a
quando calculamos a curva de bie

secdo anterior, um dos maiores problemas
stabilidade dispersiva foi a impossibilidade
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Figura 5.1: Estudo do determinante da equagdo (5.11) onde podemos ver
as regides onde o determinante apresenta valor positivo. Para este estudo
numérico utilizamo-nos das condigoes: A; = Ay =A, ' =2 =1,k =0.1.

de invertermos o polindmio de 3° grau que nos fornece |¢|* como uma fungéo

da intensidade 1.
Para resolvermos este problema devemos olhar incialmente para a equagao

(5.9) onde podemos fazer a simples alteragdo na ordem dos termos:

SaASTAY 1 &

—le P+ (Af +'7f) L+ l%} It + mef =0 (5.13)

Podemos perceber que a nossa equacao se transformou em um polindmio
completo de 30 grau. Nosso problema resume-se em calcula’r os valores de
|€1|2 que sdo iguais aos valores do resto da equagao. Isto é o mesmo que
calcular o valores de |e;|?* que fazem valer a equagao (5.13).

Neste método de calculo temos que atribuir valores para |e; |2 e calcular
as raizes da equagdo. Os valores devem ser atribuidos em uma faflxa ?nde
saibamos que esté contida a biestabilidade e cada_ uma das2 trés rafzes é um
ponto da curva de biestabilidade para um determinado leg]*.

Para este cilculo implementamos um programa eIfl FORTRAN onde us-
amos o método de Laguerre [19] para 0 célculo das raizes. Podemos ver pela

figura 5.3 que nosso método apresenta um resultado satisfatério.
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14 x10 B|estaE)iIidade na geragdo de segundo harménico.
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Figura 5.2: Biestabilidade Dispersiva para a Geragao de Segundo Harménico.
Bombeamento como funcao da intensidade do modo 1. Para uma visual-
iza¢do padrdo rotacione o grdfico 90° para a esquerda.

5.3 Integracao das Equagoes de Movimento
Cléssicas para a Geracao de Segundo Har-

monico

5.3.1 Introdugao

Nesta parte do trabalho iremos trabalhar com as equagoes de movimento

cléssicas que que jé foram por nds utilizadas anteriormente. Iremos agora

nos deter em sua integragao nUMErica. o
As equagdes de movimento para a Geragao de Segundo Harménico sao[17]:

& = —ilin—montkRGta (5.14)

1
Gy = —3Ag0ry — M1 — '2'1\70!? + € (5.15)
5o equagdes diferenciais acopladas o que repre-

Como podemos perceber 8 ’ x
’ (pois apenas tinhamos nos utilizado

senta uma novidade em nosso trabalho
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Figura 5.3: Gréafico da Biestabilidade Dispersiva calculado pelo método de
Laguerre para a solucado da Equagao 5.13.

de equagdes isoladas). Quando inserirmos o ruido no bombeio devemos tomar
cuidado na integragio pois devemos utilizar os conceitos de integral de Ito

[20].

5.3.2 Métodos de Integragdo e Resultados

Tremos nesta parte efetuar a integragao pumérica das nossas equagoes de
. -~ . 2
movimento. Inicialmente faremos a integragac com o valor de bombeio ||

constante. Numa outra etapa iremos variar este bombeio senoidalmente e

acresentar um ruido. _ .
Para integrarmos as equagdes de movimento (5.15) podemos simplesmente

transformé-las num sistema de equagoes de diferencas:

at+71) = aa(t) —ibiealt)r —men ()7 + Ko (t)* a2(t)T + €7

Koy (t)z’!' + €T

o] =

ax(t+7) = aaft) - iAgap(t)T — M1 (t) —

onde T é o passo de integragao.
Devemos também fornecer a
pudemos fazer as simulacdes. Inicia

s condigdes iniciais c1(0) e aa(0). Com isto
lmente mantivemos o bombeio constante
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e obtivemos uma cléssica série temporal de sajda (figura 5.4).

Droreroond et !, teprodugtio do tesultadog do artiga

=10
yl.-,y‘:].ﬂ
3,04 £=14 e =0
_____ @(0)=0.1+10.1 a(0)=0
o 20
§ Jec [*
+r | eassw=ss 2
2 s : o]
C
3] :
E v
- 1.0" :
os] |
0,0+ T T T T y T T 1
00 0Ss 10 15 20
Tempo

Figura 5.4: Comportamento temporal da intensidade fundamental |o4|? e
harménica |ag|?. Podemos perceber claramente o estado transiente e o esta-

cionério.

Um outro resultado interessante por nés obtido (figura 5.5) foi quando
fizemos o bombeio variar no tempo linearmente. Podemos perceber nesta
figura dois aspectos importantes, o primeiro é que houve um ponto a partir
do qual a intensidade do segundo harménico foi superior ao fundamental e
o segundo aspecto é que como podemos Ver o sistema apresenta uma insta-
bilidade a partir de um certo valor de bombeio. Este segundo aspecto serd

estudado por nés futuramente. .
Com estes etapas bem determinadas pudemos passar & nossa ultima eta-

2 Ressonancia Estocdstica devemos ter um sinal de entra-

pa: para o estudo d :
do. Nosso sinal de entrada é o bombeio

da que varie senoidalmente e um rul
que ficara entao definido como:

e1(t) = eo + Asin(wt) + 7T (%) (5.16)

az de fazer o sistema pular para o

de g sozinho nao pode ser cap
i ; de A e 7y o sistema pode ter esta

outro estado estével. J& com 0 acrescimo

flutuagao.
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Intensity

Figura 5.5: Comportamento temporal para o harménico fundamental (|ea|®)

e o segundo (|o|?) quando o bombeio teve um aumento temporal.
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Figura 5.6: Série Temporal com o resultado da integracdo das Equagbes de
Movimento podemos ver que o sistema alterna entre os dois estados.

Para este calculo devemos lembrar de usar a Teoria de Integracao de Ito
[20]. Em primeira ordem a integragao torna-se:

a(t+71) = ay(t) — iAo (t)r — mea(t)T + ko (t)* ()T + e (t)T + /TI(2)

as(t+7) = aot) —iheaa(t)T —nn (t) - %‘”al(t)z'r

&

Para evitarmos instabilidades oriundas do acoplamento entre estas duas
e um método de integragdo de segunda ordem [22]

duas passagens intermediérias.

Podemos perceber na figura 5.6 um comportamento interessante: a pas-
sagem do sistema de um estado de estabilidade para outro que aprese.nta sel’r
assimétrico entre a entrada e saida do sisteme’x (81'1b1da e descida do pico); ~ha
uma explicacao interessante para isto que sera deixada para a préxima segao.

equagdes nos utilizamos d
onde a integracéo é feita em

53.3 Estudo da Aparente Assimetria da Trajetéria

nterior aparentemente temos uma assimetria
da e a descida do pico de passagem de estados
lhor no gréfico 3.7 onde mostramos apenas

Conforme vimos na segao 2
no grafico temporal entre a subi
meta-estaveis. Podemos ver me

dois picos apenas.
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Figura 5.7: Detalhe do grafico de integragdo das equagoes de movimento
mostrando apenas dois picos. Podemos perceber a assimetria entre as metade
do pico de pulo entre as regides biestéveis.

Isto pode ser explicado olhando na figura 5.8 onde podemos perceber
fisicamente o que ocorre. Quando aumentamos o bombeio o sistema evolui
por um tempo no estado mais baixo e s6 depois pula para o mais alto. Apds
o pulo o sistema evolui por um tempo no estado mais alto antes de cair.

Isto pode ser também visto na série temporal de saida onde podemos
localizar estas regioes (figura 5.9).

Podemos assim perceber uma explicagao para a aparente assimetria, se ol-
harmos o potencial nao como tendo uma simetria especular mas uma simetria
onde as duas metades seriam simeétricas quando além de invertidas espacial-
mente fossem invertidas temporalmente podemos ver que o grafico apresenta

simetria (o que é esperado pelo problema fisico).

5.3.4 Meétodo para a Filtragem de Movimentos Inter-

nos
Como pudemos perceber pelos resultados da segdo anterior nossas séries
de saida apresentam além das transigbes entre os estados,movimentos Inter-

nos em cada estado (representado por picos menoEes)'. Estes ‘mt{)wme‘ntgs
além de nio contribuirem com O estudo da Ressonéncia Estocastica, ainda
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Figura 5.8: Curva de Biestabilidade Dispersiva mostrando as regies de
evolugao e Saltos.

atrapalham pois aumentam a poténcia do sinal de safida sistema mascarando
assim a Ressonincia Estocdstica.

Para evitarmos este problema nos utilizaremos de uma condigao que fil-
tra os movimentos dentro de cada estado e apenas permite a passagem de
movimentos inter-estados [23].

Neste tipo de filtro escolhemos duas faixas em nosso grafico (figura 5.10).
Abaixo da barreira consideramos como apenas um valor e acima desta como
outro valor.

Além deste método de filtro uma melhoria muito comum e j& usada an-

teriormente em nosso trabalho é calcularmos vérias trajetérias e obtermos

uma que é a média destas. Resultado tipicos podem ser vistos nas figuras

(5.11) a (5.15).

54 Procura da Regiao de Ressonancia Es-

tocastica

cientemente explorado nesta dissertagao; de

. 14 foi sufi : g
O céleulo da SNR ] breves comentarios sobre os calculos e

modo que iremos neste capitulo tecer
apresentar os resultados obtidos.

Como vimos no capitulo dedicado & Equagdo de Fokker-Planck, as solu
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Figura 5.9: Detalhe do grifico de integracdo das equacdes de movimento
mostrando apenas dois picos. Estéo indicados as regides de evolugio e pulo
entre estados.

-ccoes tornam-se muito elegantes se pudermos calcular um pseudo-potencial
que torna a solugio estaciondria trivial (4.25). No caso de Geragao de Segun-
do Harménico existem cilculos deste potencial [27]; infelizmente os valores
de desintonia e taxas de perda necessérias para obter a biestabilidade im-
possibilitam este célculo. E possivel apenas ter uma idéia da forma deste
potencial calculando numericamente a solugdo estaciondria de IV, (como foi
calculado na secdo 3.3). Podemos ver nas figuras 5.16 e 5.17 duas solugoes
estacionérias para dois valores distintos do nivel de ruido. O que podemos

deduzir destes resultados é:

e o potencial efetivo ndo € simétrico;
e o potencial efetivo depende do nivel de ruido.

o filtro interno, onde o valor 3000 foi as-

ss utilizamos nestes célculos : :
i tensidade abaixo deste valor era

sumido como um limite onde qualquer 1n

i o nula. .
COD;‘:E‘;%?&C;E. o SNR é obtido dividindo-se a altura do pico em w no es-

pectro de poténcias pela média dos valores proximos; na prética estes ‘\lifmlo?es
aproximavam-se de 12 Os célculos foram efetuados com duas freqiiéncias
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Figura 5.10: Evolugdo Temporal mostrando a faixa na qual escolhemos se a
intensidade pulou ou néo de estado.

w = 0.0215y; e w = 0.0307v;, onde estes valores “estranhos” foram escolhi-
dos pelo caréter discreto das freqiiéncias na Fast Fourier Transform (FFT).

A primeira etapa em nosso procedimento é o célculo das transformadas
de Fourier das trajetérias (valores de N;). Para o célculo foram geradas
5.000 trajetérias para que pudéssemos ter uma Transformada de Fourier mais
estavel. Um resultado desta Transformada de Fourier pode ser visto na
figura 5.18 onde o pico na freqiiéncia é ébvio. Neste grafico os valores w =
0.0217, I = 130 representam nossos melhores resultados.

Nas figuras 5.19 e 5.20 apresentamos o grafico das SNR calculados para

cada uma das freqiiéncias escolhidas.

Conclusao

Pudemos demonstrar analiticamente que O fenémeno da Ressonanc}a Es-
tocéstica é possivel na Geracgdo de Segundo Harrfmnlco dent;o de cswdgd.e.
Poderfamos observar experimentalmente este fendmeno usando um bombeio
modulado com um ruido aditivo e um detector sensivel & intensidade.
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Figura 5.11: Evolugdo Temporal mostrando a média filtrada de 1000 tra- {

jetérias. Neste graficoyn =2 =1, A1 =Ay =11+ 2\/Z3), k=01 O
valor para o segundo harménico é 4000.
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1000 lora de escala) f
500 —
‘ a 2ad 400 gaa aaa ‘

al mostrando a média filtrada de 1000 tra-
_ 1 Ay =By =11+2/@3), k=010
4000.

Figura 5.14: Evolugéo Tempor

jetérias. Neste grafico m =72 =
valor para o segundo harmonico €
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Figura 5.15: Evolugdo Temporal mostrando a média filtrada de 1000 tra-

jetérias. Neste grafico m = 72 = 1, A =

valor para o segundo harménico é 4000.
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Figura 5.16: A distri ulgi2 e A =114 23, cum bomboto

3 : = 0.1 =
parametros £ = 0.1, J/T(t), onde go = 124, A = 4.0, w = 0.03

oscilatério, e(t) = eo + Acoswt +
e ' =50.
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Figura 5.17: A distribui¢ao e 10 23, coom bombelo
VT(t), onde g0 = 124, A = 4.0, w = 0.03 e
que a distribuigao fosse

parametros kK = 0.1,m1 = 72 =
ocilatério, £(t) = €0+ Acoswt + VI :
I' = 50. Se o potencial fosse simétrico esperariamos

simétrica
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Figura 5.18: Transformada de Fourier da saida filirada do sistema Fourier
para I' = 130 e w = 0.0215. Podemos observar um forte pico na frequiiéncia

de modulacao
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Figura 5.19: SNR como fun

cao do nfvel de ruido com w = 0.0215.
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Figura 5.20: SNR com w = 0.0307. Observe que, para uma freqiiéncia de
bombeio maior a ressonincia é menos observada
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho fizemos um estudo da ressonancia estocastica em sua forma
mais geral e fizemos uma aplicagdo na geracio de segundo harménico.

O fenémeno da ressonéncia estocdstica teve sua origem em 1981 quan-
do o grupo liderado por Robert Benzi criou este conceito para explicar a
periodicidade das eras glaciais. Apesar de sua teoria explicar satisfatoria-
mente essa periodicidade, a ressonéncia estocédstica permaneceu quase que
totalmente esquecida até que, em 1988, o grupo de McNamara observou-a
experimentalmente em um laser em anel e escreveu um artigo que tratava
da teoria da ressonancia estocastica. A ressondncia estocdstica fol entao uti-
lizada em vérios sistemas diferentes, indo de sistemas quéanticos a assuntos
interdisciplinares, como psicologia comportamental.

Podemos entendé-la como a passagem periédica de um sistema sobre uma
barreira de um potencial de duplo pogo. Quando e:_sta passagem to.rna-se
periédica e este periodo é igual aquele da forga periédica e?tuan‘te no sistema
temos a ressondncia estocastica. Chamamos de ressonéncia pols temos uma
amplificacdo da forga periddica através de.un.1a fOf‘(}a estocdstica que é'multo
maior que a forga periddica. O objetivo prmmp?l é observar a frﬂeql%enéuafcom
que o sistema evolui entre oS estados e compall‘a-la com af frequznma. al 9;(}&
periédica. Para este estudo usamos alguns mAteUos (e Iram, CeSeIVOTICos

nessa dissertagao.
O primeiro método usad .
devemos simular numericamente O 818

o foi o da Razao Sinal-Ruido. Para este cdlculo
tema em estudo utilizando a Equagao de

Langevin, Essa equagdo nos fornece uma possivel t.ragetona~ para 0 sistema.

gevin. e imulacio, ou integragao numerica, iria
Se o sistema fosse deterministico sua s ) © ragio nunérics, i
fornecer a tinica saida para o sistema. Como © smte;na é eslocisico posen
Infini jetor ssiveis e sua simulagao apenas orn braj _
infinitas trajetorias po e s

Com 5 5 iiéncias

omo o objetivo ¢ & par)aQ?»C} ?f? tr: (?SCf)rmecll)osigéo da saida da simulagao
jédica), € lelta

os pogos e da forga periédica),
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em suas freqiiéncias fundamentais
Razao Sinal-Ruido consiste na raz
lagao na mesma freqiiéncia da for
ao sistema. E importante lembyr
Fourier mais pura, devemos sj

~através da Transformada de Fourier. A
a0 entre a componente da safda da simu-
Ga periddica pelo nivel de ruido aplicado
ar que, para termos uma Transformada de

formada de Fouri mular véria trajetérias, calcular sua Trans-
. ourier ¢ fomar a média ponto a ponto dessa transformagoes.

Essa razao € calculada Dara varios niveis de rufdo e a ressonancia estocistica
ocorre quando ess’a razao € méxima, i. e., ocorre uma amplificagdo do sinal
de e'ntrada atraves do aumento do nfvel de ruido. Com este método con-
seguimos calcular satisfatoriamente a SNR de alguns sistemas e tivemos um
resultado que depois seria revisto: calculamos a SNR para dois sistemas:
um com potencial simétrico e o outro com uma perturbagio que tornava o
potencial assimétrico. Os resultados da SNR diferiam somente nos niveis de
ruido baixos, tornando-se iguais com seu aumento. Com o aumento no nivel
de ruido a forca estocéstica tem um valor médio aumentado também, e assim
a diferenca entre os potenciais nao é mais sentida pelo sistema.

O tempo computacional exigido para os calculos da SNR apresentaram-se
elevados (algumas horas em computadores Alpha-Digital) o que nos motivou
a fazer testes de estabilidade do célculo para a variagao de alguns parametros.
O primeiro teste foi a variagdo do ndmero de trajetérias utilizado para calcu-
larmos a média das transformadas de Fourier. Variamos este ntimero entre
10 e 100 trajetforias e pudemos perceber que o nivel de ruido onde ocorre
a SNR méxima permenace 0 mesmo mas a amplificagdo que o sistema sofre
tem um comportamento aproximadamente linear com o aumerito do gﬁmero
de trajetérias. No segundo teste variamos o tempo.de integragao do sistema.
O resultado apresenta-se semelhante ao teste anterior, mas com Um novo re-
sultado: o sistema nédo convergiu para tempos de integragao muito pequenos,

e ao conceito de solugdo transiente e solugéio estaciondria

0 que nos remet .
1 abalho futuro seria um

que foi estudado posteriormente. Uma 31.1g6~sta.o de tr y 2
estudo mais qualitativo sobre estas variagbes procurando-sé por um va
assintético para a amplificagao. L ) ~

Em segfida estudZmos a ressoné,nci:.a estocéstica atr;vdes d; E;l;zsztsb Ellz
Fokker—Planck. Essa equagao, como vimos, pode er Z Tal 50 diferencial
equagio de Langevin do sistema. Apresenta-se como Uma equas

5 a i ob-

1o espago € no tempo cuja solugdo representa a fungao den::-ndzde de,;{f do
il ¢ % t) de encontrarmos O sistema numa~ det(?rnu~na a regl

abilidade W (=, «sa dissertagio nds nao resolvemos a

y nte fixo de tempo- Ne _ ] 5
espa§0~num st Planck analiticamente ou numericamente por’mtegragao
Equacao de Fokker—I'lan lhada nos capitulos ante-

e a angevin traba !
direta, nés utilizamos a equagao de s O célculo do histograma

7 de de vezes. :
riores e a simulamos um nUMeo g'rr?sltl;ante fixo de tempo nos fornece a dis-
. % um 1
de todas essas simulagoes €m
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que nao foi calculado e representa
um tempo de relaxacdo o sistema s
No caso particular da ressonancia

um trabalho futuro a ser efetuado. Apés
e estabiliza em uma solucio estacionaria.
estocéstica a solugio estacionaria depende
do temp.o. Em trabalho futuro iremos estudar a fundo este aspecto analitica
€ numericamente.

Na ultima parte de nossa dissertagao aplicamos a ressonincia estocistica
num caso da tica no linear: a geracio de segundo harménico onde pudemos
demonstrar que o fendmeno da ressonancia estocastica é possivel ocorrer na
Geracdo de Segundo Harmoénico dentro de uma cavidade. Poderfamos obser-
var experimentalmente este fenémeno usando um bombeio modulado com um
ruido aditivo e um detector sensivel & intensidade. A ressonancia estocéstica
observada neste processo é muito menor que nos sistemas estudados anteri-
ormente. Podemos perceber isso claramente ao observar que os graficos da
SNR n3o sdo indicados em decibeis mas diretamente em amplificacao.
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Apeéendice A

Estudo da Geracao do Ruido

A.1 Geragao de ruido

Um dos aspectos mais importantes quando estudamos processos estocas-
ticos é a geragdo de ruido. Normalmente utilizamos o ruido branco que tem
como caracterfstica principal possuir a média nula e ser totalmente descor-
relacionado. Quando este ruido tem sua Transformada de Fourier calculada
esta apresenta-se como uma linha continua em todas as frequéncias.

A geragao deste ruido branco é um dos aspectos mais importantes no
estudo numeérico dos processos estocasticos.

Nas linguagens de programagao (C, FORTRAN, Pascal) temos embutidas
funcdes para a geragdo de nimeros aleatérios segundo uma distribui.g??.o de
probabilidades uniforme (todos os elementos possuem a mesma probailidade
de sorteio, ou P(u) = cte, Vu). , N

Devemos estudar o comportamento do ruido, I (t), através de sua mefhé,
(T(t)), e de sua correlagao, (T(H)T'(t")), onde (-++) representa uma média

temporal.

A.1.1 Ruido Uniforme

Inicialmente estudamos ruidos com distribuigao uniforme gerados numeri-

camente.

O ruido uniforme é aquele que tem como probabilidade:
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Frequéncia

p(a:)dm:{dfc; O<z<1

I . . lm 07 VHI (A..].)

nicialmente fi

buicdo. Para calczflglos Ltlm e'zstu.do.do ruido gerado vendo-se a sua distri-
I esta distribuicio inicialmente geramos uma série de

s
ntimeros aleatérios .
! e.calculamos a sua distribuigio que nos d4
o histograma a seguir. # como resultado

0.04 DlStl"lblll(;ﬁO Uniforme
[ T ]
e inlim Iy T I __] sl . - M - - B
ooz ||| [ H nninnonnnonnin
0.02 It U
001 {1 1l
0 I I I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Intervalo de Distribuigdo

Figura A.l: Histograma de 500000 nimeros aleatérios gerados numerica-
mente segundo uma distribuigao uniforme.

Este tipo de ruido, apesar de apresentar as caracterist}'c.as dese.jadaS (em
relacdo a média e correlagdo) néo apresenta sig{liﬁcado fisico, pois normal-
mente os ruidos que acometem nosso sistema sdo centrados em zero € ap-
resentam uma probabilidade que diminui ao se afasta1: de§t? centro. O que
pode mudar é a fungéo matemdtica que retrata est_a dimuigao: poc}be ser um
gaussiana, uma lorentziana, etc. Podemos exemp}lﬁf?ar num caso bem Sim-
ples: a tensdo elétrica medida numa tomada d.omeistlca- Esperamos que seu
valor seja 110V em média, com pequenas oscalagocis ‘1‘5 poucos v:;lj;j;lfezlsz_
mente o evento de uma mudanga brusca nesta tensac © poneo Er%.laf de de d:
model4ssemos este sistema como tendo um rl%ld.O uniforme a probabill i} .

. ual a de sofrer um acrescimo
nossa tensio sofrer um acréscimo de 0.5V seria 1g

de 55V, o que sabemos nao reflete a realidade).

- i Telegrafico.
Utiliza-se, entéo, dois tipos de rufdo: o Gaussiano €0 gr
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A. 1.2 Ruido Telegréﬁc()

1, através da transformacio: tuido uniforme valo
: I ruido u com val
res entre 0
e

I'(t) = { —1, seT(t) <05
L, sel(t)>05 (A.2)

0.6

04

I igura A : i €
.2. H]stograma. da. geragao de 50000 nl’lmeI'OS g I'adOS Segundo um
a

distribuicao Telegrafica.

A.1.3 Ruido Gaussiano

P 3 i i
. ara a geragio do ruido gausslano 2
s utili A a
utilizamos do método de transformagao

través de uma distribui¢ao uniforme
[19] abaixo.

Métodos de transformagao

re dois tipos de
le fundamenta

: Para transformarmos ent distribuigio de probabilidades
 para y) nos utilizamos da ] de transformagdo de probabil-

idades, que é simplesmente:
ip(c)dal = [P/ (A3)
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mas como 0 < p(z) < 1 temos:

ply) = p(z)

dy
dz

(A.4)

Mas como a distribuica '
) poad ribuigio gaussiana € uma fungéo de duas varidveis temo
que generalizar A.4 para mais de uma dimens3o: i

(Y1, Y2, - )dyrdys . . . = p(zq,Ty,.. ) (
371,.’172,. . )

dydys . .. (A5)

onde [8( )/0( )| éo Jacobiano de z em relagio & y.

O método que utilizamo para a geragiio gaussiana é o Método de Boz
Muller(19]:

Considere a transformacéo entre duas vari4veis uniformes z; e z5 tais que
T1,Ty € [O, 1]

11 = y/2lnz; cos(2mzy) (A.6)
yo = y/2Inz;sin(27z,) (A7)

A transformagdo inversa pode ser calculada:

1
T; = eIp [—5 (y% +y§)] (A.8)
1
Ty = :82‘_?;'('_ arctan-zl—j (Ag)

Podemos calcular o Jacobiano para esta transformagao:

8(z1,72) 9z /0y 0z1/0y2 | _
8(y1,y2) 9zo/0y1 Om2/0%2

=~ [—E exp [—yf/2]] [# exp [—y§/2]]

Desde que este é o produto de fungdes de independentes y1 € Y2 podemos

. tribuicao gaussiana.

- ]%ute Ca1da 1'ltm d?;sfxll 1:111 e 5 se utilizar de fungdes senos € cos-
ste algoritmo te

iy 2 ; tempo de célculo computa-
senos que podem aumentar consideravelmente o temp
cional.
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erados num quadrado
Sen do. & Elesine. & o5 (mg T2 € [0,1)) podemos considerar v; e vy como
enadas de umg, circunferéncia de raio unitirio. Se

definirmos o médulo de um

0 P

ode: 567 HR6d6 com % ponto pﬁertencente a este circulo (R = v} + v3)
If 1 €nquanto o angulo entre (’UI:U2) pode servir como o
angulo 27z,.

onsiderarmos x; e

Esta substitui¢do aparentemente com
0s senos € cossenos da equagio A.6 por
trigonométricas.

plicada tem a vantagem de substuir
v1/R e v3/R que elimina as fungdes

Foram usada}s estas transformacdes para a geragio de nossa série de
nimeros aleatdrios com distribuigio gaussina.

Histograma da distribuigdo de 30.000 nimeros gerados scgundo uma
distribui3o gaussing com média nula (p=0)) e desvio unitario{ 5=1)

2500 e e e
A -B’W | Gaussnagustaa
r‘ wa O 0RTH
I ﬁ‘ \ o= 099957
2 o0 '4
©
g
§ BOG
SO0 ~
4
3 “& -2 0

Numeros gerados.

pontos gerados segundo uma distribuigao
drao unitario.

Figura A.3: Histograma de 500,000
gaussiana com média nula e desvio pa
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Apéndice B

Tempo de Passagem

B.1 Introducao

Estudaremos aqui uma aplicagio da Equacéio de Fokker-Planck: o célculo
do chamado “tempo de escape sobre uma barreira de potencial”’. Este tempo
de escape é o tempo que uma particula com posicéo inicial & esquerda de
uma barreira de potencial leva para chegar a um ponto final & direita desta
barreira.

Temos a nossa conhecida Equagéo de Fokker-Planck:

62
2 po,t) = 2 (VU0 + Dgplesd) (B
O potencial utilizado pode ser visualizado na figura (B.1) onde podemos

ver o ponto de maximo e o ponto de minimo b. ) e
Sendo assim, a solugdo estaciondria para a Equagéo de Fokker-Planck ja

foi por nés calculada:

~U(z)
psr(z) = Nexp ( D ) (B.2)
o tempo de passagem para uma

~ . 20
Como podemos ver na reforéncle (20 a absorvedora pode ser dado por:

particula entre uma barreira refletora € um

2 dy [ 203),, (B.3)
T("E)ZZ/E T(y) Jo B(z)d

eira absorvedora e X € O
onde em a temos a barreira refletora, em b a barr

valor da posigio inicial da particu}a. §.3) & definida por
A fungao ¥(z)usada na equagao (B.
g (B.4)

U(z) = exP M 2B
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Potencial UQX) b

poso

Figura B.1: Esbogo do potencial utilizado para o estudo do tempo de pas-
sagem. No potencial acima a é o ponto de minimo e b o ponto de méximo.

onde A(x) e B(x) sio os termos de arrasto e difusdo da Equagao de Fokker-
Planck utilizada para o cilculo do Tempo de Passagem.

Como queremos estudar o tempo necessério para que uma particula saia
de um minimo de potencial passe por sobre a barreira termine sua trajetéria
em um ponto perto do outro vale devemos fazer as substituigoes:

b — %o

a — o0

z — G

o tempo em qué uma particula saindo do

atravesse a barreira de potencial e pare
barreira absorvedora na posigao

Pois, como queremos calcular
minimo de potencial (posigao Z = a)

em ponto xg é conveniente colocarm’os a e uenda para 3
zo. Nés queremos simular uma particula que mov

ia] & articula ndo sdo
direita como as caracteristicas do potencm’l,l a esquerdardz Earreira 10 520
importantes podemos, para facilitar os calculos, move:
b}

icao T = —O%
oo sl T D . pos}lg?l(l)afldo-se em ¥(z) (B.4) podemos obter
Com as substituigdes acima € ¢

ticula saindo da
assagem de uma par ; :
a equagdo que retrata o teITlPO g:i;;o ’ i zo. O pardmetro D é o nivel de
ap

posiciio ¢ = @ e chegando ate & e
ruido a que o nosso sistema esté sujelo-
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T(a — zp) = %/:0 exp (:%yl) dy f_: exp (_[j)(”)) dz (B.5)

Esta equagao apresenta dificuldades de cleulo
tratar de uma integral dupla onde og limites néo sio
se fazer duas aproximacdes para faciltar os céleulo:

(principalmente por se
independentes). Pode-

1. primeira aproximacio: transforma

¥ . 20 de Fas
integrais simples. ¥ uma integral dupla em duas

Esta primeira aproximacio ¢ uma aproximagéo que transforma (B.5)
em um produto de duas integrais:

Lo (ZY0) b —U
T(a— zp) = = / ex Y\ 4 / ()
( ) D{ A p D Y . exp D dz
(B.6)
Podemos perceber que a integral em y manteve-se inalterada mas a
integral em z transformou-se num integral nao dependente de y. Esta
aproximacao transforma uma integral dupla em um produto de duas
integrais.
Os argumentos para esta aproximagao sao: para glé,ximo central de
U(x) largo e para D pequeno a exponencial, exp (-—[()ﬂ), tem um pico
. _U ’

suave em ¢ = b, enquanto a exponencial, exp (—D(—Zl), é pequena perto
de z — b. Isto nos leva ao resultado em que inte ral em z é constante

' i UW) ¢ diferente de zero.
para aqueles valores em y para os quais exp \ D : _
Assim podemos na integral em z substitulr y por b, e assim deixar a
equagéo como um produto de integrais.

= ' éri lor.
2. segunda aproximagao: expansao do potencial em uma scrie de Taylor

imacao: otencial é ex-
Na referéncia [20] existe uma outra aprovies®”. oztgs de maximo e
pandido em uma série de Taylor em torno e Bl P

minimo.

Neste caso trabalhar

emos com um potencial simétrico:
B.7
Ulz) = kya? + kot (B.7)

4ximo e
r serd feita em torno dos pontos de m

dU(g}) =

50 de Taylo
A Expansao de lay o lados por &

minimo do potencial ca
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Figura B.2: Potencial simétrico b
usados para aprox1ma—

Os pontos de mini
€ MINImo e méxim
) o C i g
o calculados para o potencial simétrico

Méximozr = 0
_kl

Minimo z = +.,/—2
2ks

Ou seja ixi {ni
o s J , 08 pontos de méximo e minimo de nosso potencial tem como

b =0
_kl

= 4,/
2%,

Podemos reescrever a Expansdo de Taylor de uma forma elegante onde
definimos dois pardmetros a e §:

U(z) =~ U(a)_*__;_(ﬂl—a,)

o

U) ~ UB) +§(”;b)

Podemos ver na figura abaixo o potencial simétrico biestdvel e as duas
expansoes de taylor que o aproximam em torno de um méximo e minimo.

duas Expansoes em Taylor

jestavel e as El
do pontos de mAximo (a) e minimo (b).

lo em torno

saebem (B6)e fazendo-se alguns célculos, o
de ser escrito na conhecida forma da Férmula

ada na Quimlca.

Usando estas constante
Tempo de Passagem PO
de Arrhenius que € us
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(B.8)

Tlo ) sty [ 2 V1)

T(a — ) &~ — L
0) klﬂexp [4162 5 (B.9)

E.stas- ap’ro?umagoes foram por nds aplicadas em nosso sistema (poten-
cial simétrico) como pode-se ver na secio a seguir.

B.2 Estudo das Aproximagoes para o Caculo
do Tempo de Passagem

Estudaremos nesta se¢io o comportamento do tempo de passagem € suas
aproximagdes calculadas na segao anterior. Para isso faremos dois estudos:

1. estudaremos o comportamento do tempo de passagem variando-se o
ponto final;

9. estudaremos o comportamento do tempo de passagem entre dois pontos
fixos variando-se o nivel de ruido.

Calculamos as integrais das solugoes analiticas (B.5) e aproximada (B.6)

numericamente. .
Os gréficos a seguir retratam o tempo de passagem para uma _p?,rtmula
saindo da posicio ¢ = —1 (minimo do potencial) até uma posigao final

qualquer: foi variada a posigao final num intervalo [1,1]eo comportamento

4ficos a seguir.
do tempo de passagem mostrado nos gra ’
Estela) grafico (B.3) retrata o tempo de passagem para uma particula que

tem como ponto inicial a posigao -1. ’
Olhemoi primeiro a fungao exata (linha cont{nua). Pode-se perceber que

. .y e, S:
alguns resultados intuitivos sio confirmado

passagem para uma particula

: o de
acima que o temp °
© 1 é nulo.

e Vé-se no grafi S
gue em & = ~

que saindo de ¢ = —1 che




i3

] j

Figura B.3: Gréfico por nés calculado mostrando o comportamento do Tempo
de passagem em fungdo da posi¢io final da particula.. A linha continua éo
resultado tedrico, a pontilhada a aproximagao. O nivel de ruido usado foi

0,5.

e Para valores da posigdo final menores que -1 o tempo de passagem §é
negativo, isto deve-se ao fato que em nossos calculos a particula move-se
para a direita ((B.3) é vélida apenas se a < b). Assim, este resultado
negativo nao tem significado fisico, é apenas frutolde ca}cularmos o
tempo de passagem €m uma regido onde ele néo esta definido.

mento do tempo de passagem para valores

e Olhemos agora 0 comporta ; alc
mbrando que z = 0 € o ponto de méximo

ao redor do ponto z = 0 (le
potencial).

o de passagem apresenta u
Se:::l go porio a:g: 0(a esquerda) isso deve-se ao fato de estarmos

erto do pico da barreira de potencial Podemos ver que quanto mais
iréximo do pico do potencial maior é o aumento (derivada) do tempo

m crescimento (derivada) acelerado

de passagem.
3 i urva do Tempo de pas-
¥ ra de potenczal ac
s a passagem da barrel puente 4 )
o S(I))fre ufna inflexdo que € devida & inflexéo do potencia . P(;)d(.a—se
wae de Passagem diminui o seu aumento }‘elathO (deriva-
ver que o Tempo ¢ r o potencial, ou melhor, 2

d 5 , ] ~ . .
f . . ~ .

a particula.
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Examinemos o ¢
omportamento 3 : :
Podemos perceber que & funca da f‘H}Q&O aproximada (linha tracejada):
d ~ @ luncao aproximada nao apresenta um bom resul-
tado para valores da posicio fina] a direit ) ,
A salfigia aprogimes Ireita da barreira de potencial (z > 0).
osicio © — 0 (barre & apresenta, assim como a exata, uma inflexdo na
P ¢ = ARl de potencial). Mas a forma da solugao aproximada
¢ a mesma da solugdo exata.

Outro ponto qu : o S
. o p q e deve ser levado em consideragao é a répida divergéncia

a solugao aproximada para pontos finais menores que o ponto inicial, o que
contrasta com a lenta divergéncia da solugio exata.

Em ambas as curvas (exata e aproximada) temos um outro ponto de
inflexdo na posigdo do outro méximo de potencial. E o tempo de passagem
tem uma rapida divergéncia para oo em z = 1.7 correspondendo a barreira
de potencial.

No gréafico B.4 variamos o valor do ruido, podemos notar como con-
seqiiéncia principal a diminui¢do do tempo de passagem. Isto pode ser ex-
plicado: com o aumento do nivel de ruido a fora necesséria para a particula
ultrapassar o potencial passa a ser pequena perto da forga aleatoria. Assim,
podemos falar de maneira mais simples que com o aumento do ruido & mais

facil a particula passar pelo potencial.
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agem em fungéo da posigao

de pass
do Tempo dé P do teérico, a pontilhada a

tinua é o resulta
do foi 1.

Figura B.4: Comportamento
final da particula. A lmha’ co
aproximagéo. O nivel de ruido usa
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Podemos perceb
er n ; .
& aproximada na Iegi;;st;a Eraﬁlco élr: ajJuste melhor entre a solugéo exata
—1. bsta situagio de nf {do i
apresen nivel d
p ta um excelente comportamento da solucgo aproxingl:ldo guale
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Figura B.5: Comportamento do Tempo de passagem em fungdo da posigéo

final da particula. A linha continua é o resultado tedrico, a pontilhada a
aproximacdo. O nivel de ruido usado foi 9.

B.2
No grafico pode-se perceber que a solugio aproximada ajusta-se bem a
solugao exata até uma posigao ¢ = 1.7, depois deste valor a solugao aproxi-
mada diverge e a exata continua aproximadamente linear.

Olhando-se a solugdo exata percebe-se que além do tempo de passagem
ter diminuido as inflextes tornam-se quase imperceptiveis (nesta’escala), 1§to
corrobora a afirmagio da andlise do grafico ante.rior: com um nivel de ruido
alto, as diferengas entre os valese picos do potencial (que Orlglm‘:{n forgas dev-
idas ao gradiente) tornam-se insignificantes perto da forga aleato

ria. Pode—se
i « ”
i a is “ v oten01a1 mas apenas sente” a
falar que a partlcula nao mais sente” 0 P i

linearidade do tempo de passagem

s os valores do tempo de passagem
Mas olhando-se o

forca periédica.
Poderia-se afirmar i
é devido apenas a escala do grafico, P

aproximado sdo muito superiores a0s
do grafico a solugao exata

grifico B.6: B
egiao

mesmo pesta I ; .

Podemos percebe” & inflexces relacionadas com a8 inflexdes do po-

quase nio apresenta mats as

que essa aparente
oi
da solugao exata.
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Figura B.6: Comportamento do Tempo de passagem em fungéo da posigao
final da particula. A linha continua é o resultado tedrico, a pontilhada a
aproximagdo. O nivel de rufdo usado foi 5. Este grafico é apenas um detal-

hamento de uma regido do grafico B.2.

nfirmacao das analises anteriores.

tencial.
proximada diverge da real para

No gréfico B.7 podemos notar uma co
A solucdo exata torna-se linear e a solugdo a

valores da posigao = > 1.7.
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Figura B.7: Comportamento do Tempo de passagem em fung a0 da posigéo
final da particula. A linha con o teérico, a pontilhada a

aproximacio. O nivel de rufdo usa

tinua é o resultad
do foi 10.

87




Apéndice C

Descrigao do Algoritmo para o
Calculo do Histograma

C.1 Motivagao

Como pode-se ver nesta dissertagao, a construgao de histogramas repre-
sentou um papel fundamental no estudo da EFP principalmente no estudo
da Solucdo Estaciondria. Este estudo consistiu, basicamente, da integragdo
da Equagédo de Langevin do sistema e a construgao de um histograma para
as posicoes finais das trajetorias integradas.

Um histograma consiste numa série de valores que nos fornece a dis-
tribuicdo de uma outra série original de dados. O Histograma é definido
sempre entre dois valores (Hmin € Hpmaz) € é composto de 1{1terv?los com
comprimento A da forma (Hmin + iA,i=1,2,...,n onde n é o nimero de

intervalos do histograma).

C.2 Métodos Classicos

Inicialmente iremos estudar oS métodos cléssicos para a construgao de

histogramas.

Os parametros de entrada para a constr’
extremos do intervalo onde ele sera construt
classes ou intervalos, n, onde 08 pontos serao

A saida deste algoritmo é d’ac-lo na forx:laque .
que indica quantos pontos da série tempc;r_Cionais ‘
Para construir este vetor 05 métodos tradl

busca:
os dois extremos

ugéo de um histograma sdo: 0S
do Homin € Hmax €0 niimero de
classificados. .

de um vetor com dimensao n,
rtencem a este intervalo.
tilizam um algoritmo de

um dOS N
= comparados coml cada
: o sao C p
do 1 interval
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ontos Syl i
2 rime?: Sefle experimental. Caso o ponto testado faga parte do intervalo
p i 0 e el:nento .do vetor de saida é acrescido de uma unidade. Este
procedimento € repetido para cada uma das n classes de nosso histograma.

Ape'sar da: funcionalidade deste algoritomo ele tem o problema de utilizar
n X N iteragoes para construir-se todo o histograma.

C.3 Nosso Método

A freqliente utilizagio de histogramas nos levou ao desenvolvimento de
um algoritmo otimizado. Como iremos ver desenvolvemos um algoritmo que
diminui o nimero de iteragdes em um fator de n.

O nosso algoritmo utiliza-se de um principio diferente do métodos tradi-
cionais: ao invés de procurarmos os pontos que pertencem a cada intervalo
calculamos o intervalo a que cada ponto pertence.

O nosso algoritmo utiliza de alguns resultados tedricos apresentados a
seguir.

Usando a mesma nomenclatura para o ntimero de classes e intervalos do
histograma usados na segéo anterior podemos escrever:

Hma:c = Hm'in + nA (Cl)

A relagio entre o elemento de nossa série e seu intervalo no histograma é
dado por uma fungéo de primeiro grau do tipo:

Intervalo = a X +b (G2

Para calcularmos os valores de a e b construimos duas equagoes linear-

mente independentes:

0 = aX Hnin+tb (C.3)
n = 0% Hpgo+ (C.4)

As duas equagdes podem ser entendidas facilmente se le.mbra.rmos que
um elemento de valor Hpmin deve se localizar no 1° intervalo I({mtervalo 0)eo
tiltimo intervalo (de nimero 7 — 1) deve conter 0 elemento Hmaz-

O sistema pode ser resolvido para obtermos o valor de a:
a= T (C.5)
Hmoz — H1min

Lembrando que o nimero de intervalos €:

g o= DD (C6)
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Podemos calcular este valor para g:

1
“=3 (C.7)

E substituindo em (C.3), calcula-se o valor para b:
Hm'in
A | (C.8)

C_:OIH estes dois resultados (C.7 e C.8) podemos definir uma relagio que a
partir de um elemento da série de entrada calcula diretamente a classe a que
pertence este elemento:

b=—

1
Intervalo = x [elemento — Hpmin) (C.9)

O nosso algoritmo, através de um loop que percorre o vetor de entrada,
calcula a classe em que o elemento de entrada pertence. No vetor de saida o
elemento que representa esta classe é acrescido de uma unidade.

Este algoritmo necessita apenas de N iteracGes para a construgéo do his-
tograma.
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