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RESUMO

Estudamos o comportamento termodinamico de um mo-
delo de Ising numa rede cibica simples com interacdes competiti-
vas entre primeiros e segundos viZzinhos ao longo de uma das dire
coes (modelo ANNNI). Para isto‘desenvolvemos uma nova aproxima
¢ao de campo medio, incluindo flutuacoes de spins nos planos nor
mais ao eixo de anisotropia do sistema. Construimos um diagrama
de fases exibindo uma serie de fases moduladas e um ponto de Lif
shitz. Concluimos que, em comparagdo com os resultados de campo
médio simples, o diagrama de fases obtido na nossa aproximacao

esta mais perto do previsto por amostragens de Monte Carlo e ana

lises de series de altas temperaturas.



We study the thermodynamic behavior of a layered
Ising model in a simple cubic Tattice with competing interactions
between first and second neighbours along a single direction
(ANNNI model). We develop a new;mean field approximation which
includes spin fluctuations in the-planes perpendicular to the
axis of anisotropy. We constructfa phase diagram which Hisp]éys
a succession of modulated phases and a Lifshitz point. We conclude
that, in comparison with the simple mean-field results, the phase
diagram obtained in the new approximation is closer to the pre-
dictions of the Monte Carlo simulations and the analysis of

high-temperature series expansions.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A. O PONTO DE LIFSHITZ

Em 1980, um novo ponto mu]tichtico(1’2) foi ob-
servado no laboratorio de baixas temperaturas do Instituto de F1
sica da Universidade de Sao Paulo. Este ponto, havia sido intro
duzido teoricamente(3) cinco anos antes, atraves da tecnica de
grupo de renorma]izagﬁo(4) e da analise do funcional de energia
livre de Landau(s) em termos do parametro de ordem escalar M(?)

que no caso de um sistema magnetico € a magnetizacao local,

F(M) = [ A+ 4 8m' v 1 oc(V/V)zw‘ip(V’M):f-..] A5
2 Y 2 9 :
(1.1)

Para descrever o comportamento critico de um sistema que apresen
te este ponto multicritico a partir da teoria de Landau e neces-

sario considerar em (I.1) os termos correspondentes a variacao es



pacial de M(?) » Pois-os dois primeiros termos descrevem apenas
o ponto critico usual. A grande novidade esta no fato de « po
der mudar de sinal, indo a zero sob certas condi¢Ges e impondo,
assim, a necessidade de considerar o termo de coeficiente B , o
qual deve ser maior que zero no ponto em que o=0 . A este novo

ponto, um ponto multicritico, deu-se o nome de ponto de Lifshitz .

Num diagrama de fases T-p de um sistema magneti
co, onde T & a temperatura e p um parametro externo, a anali
se de (I.7) mostra que o ponto de Lifshitz € o ponto de encontro
de duas linhas de transigao de segunda ordem, To(p) e Tl(p) o 28
uma linha de transigoes de primeira ordem T,(p) s conforme a fi
gura 1. A linha To(p) , dada pela condigcao A=0, B>0 e a>0 ,
separa a fase paramagnéetica (deiordenada) de uma fase wuniforme-
mente ordenada, caracterizada'p0ﬁuum vetor de onda fixo. A linha
Tx(p) , dada pela condicao A=0 , B>0 e a<0 , separa a fase pa-
ramagnetica da fase modulada, espacialmente n3ao homogenea, carac
terizada por um vetor de onda ac que varia com T e p ., A
linha T;(p) separa a fase uniformemente ordenada da fase modu-

lada. O ponto de Lifshitz se da sobre as linhas de segunda or-

dem quando A=a=0 e B,B>0 .

T
4
- P
T
£ M
— P
FIGURA 1 - Diagrama de fases T-p para um sistema magnetico com ordena-

mento modulado, onde T € a temperatura e p um parametro ex-

ternn



Caminhando sobre a linha Tk(p) o vetor de onda
critico diminui com p dindo a zero no ponto de Lifshitz. Esta
diminuicao, assintoticamente, pode ser caracterizada por um novo

expoente critico By > associado com o ponto de Lifshitz,

i
lg-3l~ u[ ,
' Lo (1.2)

onde E e o vetor de onda da fase modulada, ao e o vetor de on

da da fase uniforme e P € o valor da razao p no ponto de

Lifshitz.

Com a analise de grupo de renormalizacao, Hornreich

(3)

e colaboradores’ ', que introduziram-teoricamente o ponto de Lifshitz,

estimaram alem de By > todos os expoentes criticos usuais e as

relagoes de escala(®)

para o ponto de Lifshitz. Um tratamento de
talhado do diagrama T-p nas vizinhangas do ponto de ‘Lifshitz,
usando a tebria de Landau, foi feito posteriormente por Michel-
son(7).

A observacao experimental do ponto de Lifshitz, re
ferida no primeiro paragrafo desta tese, foi feita por Becerrd
e cohﬂmramnes(a atraves de medidas de susceptibilidade magnetica
transversal em cristais de fosfeto de manganes. Entretanto, nao
ha uma correspondencia direta entre o diagrama de fases obtido

nesta experiencia e o da figura 1, sendo preciso para isto wusar

eixos de escala genera]izados(g)i



B. 0 MODELO ANNNI

Um modelo de Ising com interagoes competitivas nu
ma dada direcao, em uma rede cubica simples, como mostra a figu-
"ra 2, talvez seja o modelo mais simples que exibe um ponto de

Lifshitz e fases moduladas.

W

IS

.. FIGURA-2

Explicitamente, a hamiltoniana deste modelo & da-

- .1
ﬂ( = - 9 Z {Jo G":‘J-i Gxti,gtirgw.f,a;l G;,'Joi G":}I:éﬂ k

(1.3)

Vamos supor que a rede tenha N3 spins, com um espagamento uni-
tario; Ox.y,2 denota a variavel de spin de Ising no sTtio (x,y,2)
da rede; J0 >0 e a interagao de troca(g) entre primeiros vizi-
.nhos nos planos xy ,J; >0 & a interacao entre primeiros -vizi-

nhos na direcao z e J, <0 @& a interacao entre segundos vizi-



nhos na diregao z. 0 ultimo termo em (I.3) diz respeito ao cam
po magnetico H aplicado sobre o sistema (neste trabalho vamos

fazer H =0 ).

Este modelo,que atualmente vem sendo chamado de mo

(]0), foi introduzido ha uns vinte anos atras por E]]iott(1]%

delo ANNNI
com o intuito de explicar o comportamento modulado da magnetiza-
cao em certos cristais de terras raras. Muitas vezes este orde-
namento se dava ao longo de um unico eixo do cristal, como & o
caso do e€rbio. No modelo ANNNI, o mecanismo para produzir o or
denamento modulado e a competigao entre J; e J, na diregao de
anisotropia; podemos assim, considerar varios arranjos estaveis
de spins, dentre os quais aquele que se realiza € o de menor e-
nergia livre. ElTiott analisou*o modelo ANNNI na aproximagao de
campo m§d10(12), calculando e Veffficando a competicao entre a en
tropia e a energia interna para os diversos arranjos de spins. As
sim, pode concluir que para uma certa faixa de valores do para-
metro p =1,/J; a fase modulada apresenta entropia bem “maior,

prevalecendo sobre a fase de ordenamento uniforme.

Desde 1975, tem-se manifestado um grande interes-
se sobre o modelo ANNNI, dada a descoberta teorica do ponto de
Lifshitz e a verificacao de que este modelo bastante simples con
segue prever um diagrama de fases T-p extremamente rico, exi-

bindo uma serie de fases moduladas.

C. O DIAGRAMA T-p DO MODELO ANNNI

‘A analise do diagrama T-p do modelo ANNNI a al

tas temperaturas preve o ponto de Lifshitz e as linhas paramag-



\
neticas e foi feita na aproximacao de campo médio

13)

(7,17) ¢ por sé

ries de altas temperaturas( 0 tratamento de campo medio u-
sando o hamiltoniano do modelo ANNNI & equivalente a analise do
funcional de energia livre de Landau discutida em I.A. Assim, a a
proximacao de campo medio fornece o diagrama T-p da figura 1 e

um vetor de onda critico sobre a linha Tx(p) caracterizando fa

ses moduladas praticamente senoidais, como pode ser visto na fi-

gura 3.
w, ‘T
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FIGURA 3 - Uma possivel fase modulada perto da linha Tx(p) 3 mz
e o valor meédio do spin nos planos perpendiculares ao
eixo de anisotropia z.

As previsoes de series de altas temperaturas para
esta regiao (regiao paramagnetica) do diagrama T-p do modelo
ANNNT so mostram diferencas quantitativas em relacao as previsoes
de campo medio, dando,& claro, resultados mais precisos das 1i-

nhas criticas, expoentes criticos e vetor de onda critico.

0 estudo do diagrama de fases a baixas temperatu-
ras revela-se bem mais complicado, pois a magnetizacao por spin
pode apresentar modulagoes bastante anarmanicas ao longo do eixo
z . Por exemplo, para T =0, o estado fundamental do modelo

ANNNI foi calculade exatamente no apendice A, onde se verifica



que para p >1/2 no diagrama T-p a fase que se realiza e a

anti-fase (2,2),6como mostra a figura 4.

MO
J_lj.}

FIGURA 4 - Estado fundamental do modelo ANNNI para p >1/2 .

Esta fase tem um vetor de onda q =(0,0,q) tal que |31/2ﬂ = 1/4

sendo praticamente uma onda quadrada e diferindo bastante da mo-
dulacao praticamente senoidal que apresentam as fases moduladas
perto da linha Tx(p) . Para estudar esta dependencia tao gran-
de do vetor de onda das fases moduladas com a temperatura e ana-
lisar a regiao modulada a baixas temperaturas,W.Selke e MJHshe#]4)
fizeram amostragens de Monte Carlo para o modelo ANNNI. Eles usa
ram condigcoes periodicas de contorno, baseando-se no fato da mag
netizacao apresentar uma estrutura periodica tanto a T =0 quan
to proximo de Tx(p) . Utilizam como condigao inicial o estado
fundamental averiguando serem estas condigGés aparentemente con-
venientes, ja que a configuracao de equilibrio € obtida com pou-
cos passos de Monte Carlo, para temperaturas baixas. O0s resulta
dos foram obtidos para varios tamanhos do sistema, verificando-
se que o vetor de onda das fases moduladas varia em degraus com
a temperatura, produzindo apenas fases comensuraveis. Mas, mes
mo que 0S resu1téaos nao dependam muito do tamanho do sistema,

ndo se pode afirmar com certeza que num sistema infinito a mudan

ca do vetor de onda com a temperatura ocorre como uma sequencia



de fases comensuraveis, comportamento este que esta sendo forca-
do nos calculos de Selke e Fisher, pelas condigoes perigdicas de

contorno.

Entretanto, calculos de campo médio(1°-17)

pare-
cem.confirmar qualitativamente o comportamento previsto pelas a-
mostragens de Monte Carlo. Nestas duas referencias foi calcula-
do numericamente o diagrama T-p a baixas temperaturas para o mo
delo ANNNI 1impondo que uma dada estrutura de spins se repita a
cada L planos perpendiculares a direcdo de anisotropia. Atra-
vés deste calculos foi verificado que o vetor de onda varia em de
graus com a temperatura e que refinando o calculo (fazendo L maior)
mais e mais fases aparecerao, sendo estas fases adicionais esti-
veis para intervalos de tempehatura bem pequenos. Bak e von

(15)

Boehm sugerem que a curva dO'yptor de onda versus a tempera-
tura exiba um numero infinito de degraus, isto €, exiba um com-
portamento chamado pelos matematicos de "escada docﬁabo““6). Mas
numericamente e experimentalmente € impossivel verificar este com
portamento, ja que muitas fases sdo estaveis em intervalos de tem
peratura bem pequenos e & claramente impossivel detetar infinitas
fases. Eles propoem entao uma teoria de 561it0n5(15) para mos-

trar a estabilidade das fases comensuraveis e a transicao entre

as varias fases.

Comparando os resultados quantitativos para o dia
grama T-p do modelo ANNNI, obtidos pelas duas tecnicas comen-
tadas acima (Campo Medio e Monte Carlo), observa-se,que para um
dado valor da razao p, ha uma certa discrepancia entre as fases
qQue se apresentam estaveis nas previsces de Monte Carlo e Campo
Meédio. Esta parte vai ser bastante explorada no decorrer deste

trabalho e principalmente no capitulo IV.



D. MOTIVACKO E METODO DO TRABALHO

A motivacao para este trabalho se baseia essencial
mente na boa descrigao qualitativa do diagrama de fases para o mo
delo ANNNI dada pela aproximacao de campo medio. A altas tem-
peraturas, esta descrigao foi dada, por exemplo, por Michelson,e
a baixas temperaturas por Bak e Von Boehm, como vimos na secdo I.C.
Mais recentemente, na presenca de um campo externo, uma analise

de campo medio foi feita por Yokoi, Coutinho e Sa]inas(]7).

Pretendemos, no presente trabalho, introduzir flu
tuacoes de spins na aproximacao de campo médio e observar como es
tas flutuacoes podem afetar o diagrama de fases T-p do modelo
ANNNI. Em principio, estas flutuacoes poderiam nao melhorar ne-
cessariamente os resultados dé.campo medio para o diagrama T-p,
ja que & conhecido que esta aprox%maggo apresenta uma serie de de
feitos (como, por exemplo, um valor superestimado para a tempera
tura de transigao,e expoentes criticos incorretos) que dizem res
peito a falta de controle desta aproximacao. Assim, a introducdo
de flutuacoes dentro de uma aproximac3ao que nao leva em conta ne
nhuma flutuacao, poderia até mesmo piorar seus resultados. Mas,
felizmente, nao € isto que acontece; nossos resultados est3ao bem
mais proximos dos resultados de Monte Carlo, a baixas temperatu-
ras,e o diagrama T-p perto do ponto de Lifshitz esta indo em di

recao aos valores calculados por series de altas temperaturas.

A introducao de flutuacoes sera feita atraves de
um metodo desenvolvido por Ferreira, Salinas e O1iveira(18), que
consiste num procedimento variacional para a energia livre, en-
‘volvendo a escolha de um hamiltoniano trivial que contem algumas

interacoes entre spins. Este método sera detalhadamente descri-

to no capitulo II.



CAPITULO 11

EQUACOES DE CAMPO MEDIO

A. INTRODUCAO

Para obter a expressao de campo médio para a ener
gia livre de Gibbs G(T,H,N) vusaremos a desigualdade de Bogo-

Tiubov(19),

6 s % =6 + CH-H> (11.1)
onde, : (I1.2)
G, = - T 4n {{%1 wxp (- f{o)}v i

4{ e dado por (I.3) com ‘]o =Jd; >0 e J, <0 e define um ensem

um hamiltoniano

(1}

ble de densidade p e energia livre G ; ﬂo

arbitrario definindo um ensemble de densidade P, © energia Ti-

Vre Go' A media < %{—ﬂo>o e tomada sobre o ensemble de ha-

miltoniano /{o. Chamaremos 4( de hamiltoniano de tentativa.
o



Jd2.

Para aplicar a desigualdade (II.1) temos que es-
colher um hamiltoniano A; de maneira a ser possivel o calculo
exato do lado direito de (II.1) o qual & ent3ao minimizado com res
peito aos parametros arbitrarios de .A; , encontrando assim um va
lor para G, que e um limite superior de seu valor real. 0 Timi
te inferior do valor de 6 poderia ser obtido se trocassemos f(
por ;Q) em (I1.1) de forma que a media < /7-,A;> ‘seria tomada
sobre o ensemble de hamiltoniano }( . Infelizmente este Timite,
muitas vezes, nao pode ser calculado pois a média sobre f( re-

ferida acjma e muito mais dificil de ser calculada exatamente do

que quando e tomada sobre fn)

Esta e uma forma alternativa de fazer a aproxima-
cao de campo medio. Por exemploy se tomarmos um hamiltoniano da

forma,

‘73 X,y 3 ! (I1.3)

onde n, e um parametro a ser determinado, obtemos a aproxima-
cao de campo medio usual, muitas vezes chamada de aproximacao de

campo molecular ou de Bragg-Willians.

A desigualdade de Bogoliubov e uma maneira bastan
te elegante de fazer a aproximagao de campo medio, advindo do fa
to da energia livre termodinamica ser convexa com relacao a para
metros intensivos. Além disto,permite fazer aproximagoes de cam-

Po médio mais aprimoradas, de uma maneira sistematica.
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B. APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO COM PARES

Vamos considerar um hamiltoniano de tentativa ﬂ(o
que leva em conta alguns pares de spins correlacionados nos pla-
nos ortogonais ao eixo de anisotropia. Na figura 5 desenhamos al

guns pares conforme descrito acima.

Q (-] o [-]

=T :

2
o o (-]
¢

o0 1 (-]
4 3
[ [ -] [ :

(a) )

FIGURA 5 - Pares de spins ligados+nos planos xy da rede cubica
simples.

Explicitamente o hamiltoniano de tentativa, neste

caso, e dado por:

S ' (3)
H =L H (11.4)
. 3 ©
Y
Onde ﬂ(o envolve termos do tipo
[#)] o N
- n} 0, 4.3 para spins livres
e
- T G _n® para pares como
1 "xy3 x4 Yl; (Jer'} + GI+4,‘L3 )

(1,2) na figura 5 , ou
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J, }) para pares como

¢ . . c2)
g s T NS (Oxyip T O
(3,4) na figura 5.
1 2 " . -
ni ) e n(z) sao dois parametros a serem determinados pe
la minimizagao da energia livre & quando &€ levado em <conta o
z

fato de que o valor medio do spin, m_ = <o > , & uniforme no
! X,¥,20

plano Xxy.

Sejam n; o numero de spins isolados, num plano

Xy € n, o numero de pares de spins correlacionados. Entao,

2

N= mt 2, %3]

%

A energia livre associada com ;Q pode ser escri

ta atraves de (I1I1.2), (I1.4) e (II1.5) da seguinte forma,

= - 4Lm n o5 “(
G (H) =-#T 'niéﬂ {2 £ py f

"% T%gfn {2 osh 2017+ 2 e””*;' (11.6)

sendo o primeiro termo em (II.6) a energia livre devida aos spins
livres e o segundo termo em (II.6) a energia livre associada com
os pares de spins ligados.
Como m_ = <g¢ > deve ser uniforme dentro de
z XY 2

cada camada podemos escrever a quantidade < }(- f{°>0 como,
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CLNE® 5 2 (0 )
¥ &) (11.7)
onde
i = Lo L 2 cosk ®] =
?ha’ <67¢:‘}:}> % g_y’;\ [ cosk B J
: I1.8.a
ek e
quando m_ € obtido a partir dos spins Tivres, e
B 7 ..
mos L) an [2 e wR2py” 42 ePE )
2p an;”
=_@WP\. 2!3,}2(2)
P} 2pd, !
cmkzpvq;’ + e 4 (11.8.b)

quando m, e obtido a partir dos spins pertencentes a pares;
(I1.8.a) deve ser digual a (II.8.b) obedecendo a condigao de uni-
formidade de m, no plano Xy .

- ) 2 -
Assim a expressao para@(T,N;n(z );n(z)) e dada a

partir de (II.1), (I1.6) e (I1.7) por
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@.—.—NZQT%_-?m[2wsﬂ. Ay -

~RT )2% «(’m[ 2 Pt 2!”3;" £ 25 o (antem ) T Lt
(2 cosli/;y);o )2 PR

- }I!}[m}('ma_‘d-'ms“) - J;%L l}: 'm)( ™y +'m3+2)+

+ Z“-)+ ‘n((z)- (£}
Ly v n (079 o,

(11.9)

A minimizacao de ¢ com respeito a m, s nos da
LY

+
et 32 'gee

2) - Tdne
2an ‘q; + :,':!?' YI;.«) - g (.ma-"*'*' ™) - J (m m )~

-2 (-

2F

) ™ = 0.
(I1.10)

Agora, o que precisamos encontrar & um numero de
pares n, que seja conveniente. Para isto, deve-se observar que
¢ dado pela equacao (II.9) decresce com o aumento do numero de
pares np, . Assim n, deve ser o maior possivel para obtermos
uma boa aproximacao para a energia livre. 0 numero maximo de pa
res isolados &, como vemos na figura 5-b, igual a N?/2 , mas co
mo ¢ nao tem singularidades em N2/2 , pode ser feita uma con-
tinuagao analitica de ¢ como funcdao de n, e consideramos va-
lores de n, maiores do que N2/2 para obter a menor energia 1i

vre possivel.
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A escolha do numero ideal de pares vai ser feita
pela comparacao dos primeiros termos da expansao em séries de al

tas temperaturas da energia livre exata por particula no plano

Xy »

)

, K
G = -kTé2 - RT(RI) - kT20 (pJ )+, ..
N? i !
(I1.11)

e os primeiros termos da expansdo para temperaturas altas de ¢/N3.
Lembrando que, quando BJ; & pequeno, estamos na fase paramagne

tica, m, =0 , temos

2
D = - kT2 - &Tm, () +. ..

N3 2N . (11.12)
Portanto,
2
qnz - 2 pd (I1.13)

Com esta escolha de n, , a equacdo de minimiza-

¢do (II.10) pode ser escrita como

€2) 1) _
LH)} -3m =4 ('Wié-!_*'méﬂ) +J2('m3_2+ m}u).(

¥ 11.14)

Substituindo (II.14), (I1.13) e (II.8) em (I1.9)

Obtemos a sequinte expressao para a energia livre

-3

N {G(T,Nim)}=£7"€m2+ T L tn (4L -m?) =~
¥ 2N ¥ &
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(11.1%)

onde m, ¢ dado pela solucao do sistema de N equagoes acopla-

das,

(z)

m, = sk (2p1)
c»s&(2rs*q‘;’)+ €

11.16
5 ( )

. .

onde, Zﬁ?'[m:j_,en {+m )
o F (“1+ i)t %[74(’“3‘”5*‘)"32(“}—1*“3&}.

¢
(11.17)



CAPTTULO 111

CALCULO DAS LINHAS DE TRANSICAO

L 3

A. AS LINHAS DE TRANSICAO TO('p)‘f,jTe T,(p)

A transicao entre a fase desordenada, com mz=0 i
e a fase ordenada, com m, #0 , e determinada fazendo uma aproxi
magao assintdtica para as equagoes (I11.16) e (II.17). Ent3o po-

demos escrever (II1.17) como

)

(I11.1)

+ 2P '
%( 1 £ )'m} H?f‘ ’W\} = Ji-(wa-u+"“3+4)+ Ja (’m}_l ma&-z

E conveniente escrever m, na sua -representacao

de Fourier,

(I11.2)
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com gq pertencente @ primeira zona de Brillouin, - < q & T

Substituindo (III.2) em (III.1) temos

(2 e 2P% _ 1) 1 (111.3)

onde J(‘ﬂ =20, g + 2, ws 2q. (111.4)

J(q) e limitado superiormente e, portanto,tem um
valor maximo. Verifica-se que para temperaturas altas a equacao
(IIT1.3) so tem a solugao q =0. Abaixando a temperatura, a pri-
meira solugao nao nula vai se dar quando J(q) tem um maximo,

dando um valor critico de q =g

Q- Portanto, a temperatura de

transicao & determinada por, - -

‘&7: (2 e-z:r./m; _ﬂ: m;_x { J(q)] (I11.5)

Assim, obtem-se os vetores de onda criticos. A fa

se modulada, assintoticamente perto da temperatura de transicao,

vai ser caracterizada por um vetor de onda qe > dado por,

q, = s’ i/"fs)

(111.6)

As outras solucoes de (III.5) sao q. =0 e w. A

solucao 9. =0 acontece na fase ferromagnetica, para temperatu-
ras abaixo da transicdo; acima da transicio a. =0" caracteriza
a fase paramagnetica. A solucgao 9. = caracteriza uma fase me
tamagnética.
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: Para p <1/4 o sistema e ferromagnético e a 1i-

nha de transicao ferromagnetica-paramagneética, To(p), e dada por,

£ (2 ¢ ™*% _1)=J(0-3 -24,
i VI

(111.7)

onde J(0)=27 +2J7, £ A,P=13-_1/4 (111.8)

Para p >1/4 o sistema esta na fase modulada e a

linha de transicao modulada-paramagnéetica, Tx(p) , € dada por,

27 (2 e?*% _ q) = Jwit(1r4y) -

g . s q{
2%, %% .2
ﬂ_'l; (22 = ) + 16Af+ &(A'Fa) (III.g)
Ji
con T (i (414p)) = - 2, - 5./47, (111.10)

0 encontro das duas linhas dadas em (III.7) e (III.9)
acontece quando Ap =0 , ou seja, p =1/4 . No ponto de Lifshitz

a temperatura & dada ent3o pela equacao,

7.\L (2 e-?-'J:‘./ﬁTL - i)= 3/9

lzéb

S

(I11.11)

Verificamos tambémque as linhas T (p) e T,(p)

Se encontram tangencialmente no ponto de Lifshitz.
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B. ANALISE DOS HARMONICOS SUPERIORES; CALCULO DA LINHA DE TRAN-
SICAO T,(p)

Investigaremos o comportamento da linha de transi
cao ferromagnetica-modulada, T,(p). Nossa analise se restringira
a vizinhanca do ponto de Lifshitz, encontrando assim uma expres-

sao assintotica para esta linha.

Perto da transicao m, e pequeno e podemos expan
dir (I1.16) e (II.17) em termos de potencias de m obtendo a
seguinte expressao para a equacao de minimizagao,

p{J('m +m )"'J;('ma_z*'mrz)}"'

1 3t 3+4

n

-m3 (2 6-2@3. —_L) +‘fmj ﬁ(.ﬁ e'mx)z(Z—e‘z’m)“3}+

+ 54 (111.12)

Vamos escrever m, numa seérie de Fourier,

m, = M, coo (arc} v d,) M m(31c3+ 4)3)+Msom(57:5+({)5)

+ e (I111.13)

onde so foi necessario considerar termos de harmonicos Tmpares.
My, M3,... sao coeficientes reais e ¢ =Nop Hum onde v e in

teiro. Neste caso vamos adotar v =0 .,

Substituindo (III.13) em (III1.12) e comparando os

termos de mesmos harmonicos temos
i/2

M 23 1-T(2 e"“""'-ﬁ}.{ (2 & T - 1)
T, (2 2%/4h ) (
(111.14)

1/2

(1v T (2 -6 77) '3]}'
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B. ANALISE DOS HARMONICOS SUPERIORES; CALCULO DA LINHA DE TRAN-

SICAO T,(p)

Investigaremos o comportamento da linha de transi
cao ferromagnetica-modulada, T,(p). Nossa analise se restringira
a vizinhangca do ponto de Lifshitz, encontrando assim uma expres-

sao assintotica para esta linha.

Perto da transicao m, e pequeno e podemos expan
dir (I1.16) e (II.17) em termos de potencias de m_ o obtendo a

seguinte expressao para a equacao de minimizacado,
. . )
[5 { J,; ( 'ma_1 + m&*‘ ) J; ( 'ma‘z + m%” )}

- m, (2 e 2% _ 1) +‘3n; ‘c1+e’””)2(2—e"“")-3}+
3,

+ gad (111.12)

Vamos escrever m, numa série de Fourier,

my = M, coo (q'c} + ) M 00’5(31‘:}"' ¢s )+Ms m(siﬁ“bs\
e (111.13)

onde so foi necessario considerar termos de harmonicos impares.
My, M3,... sao coeficientes reais e ¢n =n¢, +vm , onde v & in

teiro. Neste caso vamos adotar v =0 .

Substituindo (III.13) em (II1.12) e comparando oS

termos de mesmos harmonicos temos
if2

1

((1_'_ e—Z&fﬂT)z(z __e"?J;HET) -3
(111.14)

T, (2 e-ZJi/'i"l‘A - 1)

1/2

M2 ¢ 2] 1- T(ze'“’""-ni.{ {9 o BT _ 4
] !



M, ~ -1 { {- J(B‘ic\ } [,(j +G—ZJ}/%T5(Z.,J

? 12
RT (2 &7 2347 _g) (-4 427 B 8T
3
« M,
(111.15)
0s coeficientes Mg, My,,... nao sao necessarios, pois bem perto

da linha A, m_ € aproximadamente senoidal.

4

Expandindo a energia livre (II.15) em serie den&,

obtemos:
-3
N6 (TNim) = BT 4n2 - 28 Thn e (14673

BT (207 PR/RT -1)2;. m; - AT {4-(e'“i’“-1)Z(a+e’”’“)}x '-
2N 4N

4
; ™, + & é_ 'mé m?_. + 'mé“) +?;, 2}; (o + mgﬂ)-}

+... |
(I111.76)

Para a fase modulada com m, dado por (III.13) a
energia livre pode ser escrita como:

A

NG = R TAnz- 2ATAnc (1+ ¢ 2F) +
-263.

-2 A7, 2 5
A A ) G 4Rt

2 2pd;
i) + 3(311) } M3 ”;33_2{ 1 - { e‘zﬁ‘r'__f)thezﬁ ?}‘(

(111.17)



Como o calculo que esta sendo feito e bem perto da

.~ - 23, /&T ~2JET 4 e
transicao e M; & da ordem de { T(2 ™™ - 1) - T, (2 e A= J_)J

_ 3 = .

e M; e da ordem de M; , nao e preciso considerar M; numa a-

proximacao assintotica para a energia livre. Nesta aproximacao,

substituindo (III.14) em (III.17), temos a seguinte expressao as

sintdotica para a energia livre na fase modulada na vizinhanga do

ponto de Lifshitz:

N~ (,WM » N6 - AT (2 J2HAT . 1)1 -
2
2
Plo ) T [ )
.T;‘( 5 6’-2:&/&7"‘ _ 1) (38_2‘]:_/&7\’ e-GJ-/ﬁ:"I'_i)

(111.18)

com G_= ET4n2 -2%T—€nem(i+e'wy')

Para a fase ferromaénética, perto do ponto de
Lifshitz, podemos usar a expansao (III.16) da energia livre e le
var eﬁ-conta o fato de que m, =m e uniforme para dado T e p.
Assim a energia livre assintotica, na fase ferromagnética, pode

ser escrita como:

N'6 = N'e t 21 (3o - (2 SPEET )] -

AT

2
_E_T { - ( 6-23;'“' 1) (24 C—N'I&T)k m4+...
4

(I11.19)

Retornando 3 equacao de minimizagao expandida em

termos de m, dada na expressao (III1.12) e fazendo m_  =m acha



mosS que m na fase ferromagnetica e dada por:
12

mox % ]3 1-.T(26-2:T1/k7'_1)} )

T (2R - g)
1/2
{ (26-2%/&’[“ 1) i (111.20)

( 36—23"“"&?— e-GTsl'sz__ .1.\

Substituindo (III.20) em (III.19) obtemos a seguin

te expressao assintotica para a energia livre na fase ferromagne

t1ca:(§) Ly -2%JﬁT_

NG ~ N G - _34_ 2T (2e¢ 1)'{ 1 -

2

T (7 2%AT 1)} ﬂ(z e PR )

—ZJI'&’F - [] == [} T ’ \
T (ZQ £ o_i) (3€23/&T~Q‘J/k—i)§(III‘21)
[

Na linha de transicao ferromagnetica-modulada as
energias livres das duas fases devem se igualar. Fazendo isto,

obtemos a seguinte expressao agsintEtica para a linha T,(p) :

4r (2 ST ) T (2 &7 R 1) - (2400 ) 1C Ay
J o

1 4
(111.22)

Esta linha & de primeira ordem, com um salto da entropia dado tam

bem na aproximacao assintotica por,

2
=3 /() (%) . T A
N (s -S ¥{84¥¢ 4 P
( ) { 6 ,Ti(ze-zs./afr._l)

(2 e-z:r_,m?e'l‘1 i 1)( e.z:r,/&'r, -j+('LlJ;/fz7je'2J‘]m)

(3 EEETUEE S

(I11.23)
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c. CONCLUSDES

Desenhamos as linhas To(p) R Tx(p) é Tl(p) » B
partir das expressoes (III.7), (II1.9) e (I11.22) respectivamen-
te, como pode ser visto na figura 6, .onde também estao desenha-
dos os resultados de campo medio simp1e5(17) e séries de altas
temperaturas(]B).

b 1 I T I 1 ] I ! T

3 | l | I l | [ [
0.1 oz o5 0.4 o4 : (P)D 6

FIGURA 6 - Diagrama T-p construido (1) a partir de expressodes
de campo médio simples(17) | (2) a partir das expres
soes de campo médio com pares e (3) a partir de se-
ries de altas temperaturas :

A comparacao dos trés resultados mostra que 1)as
linhas To(p) s TA(p) e T,(p) , na aproximagao de campo médio

: : ' de
com pares, continuam se encontrando tangencialmente no ponto



Lifshitz, definido pela mesma razio p=1/4 35 2) a linha T,(p)
continua sendo de primeira ordem como era previsto pela aproxima
cao mais simples de campo médio; 3) a temperatura de Lifshitz,
Para esta aproximacao de pares, & reduzida aproximadamente de 13%
em relacao a obtida por campo medio simples, assim como as linhas
To(p) e Tl(p) estao deslocadas na mesma proporgao e se aproxi
mam dos resultados de series de altas temperaturas e 4) o vetor
de onda critico perto da linha TA(p) e determinado pela expres

sao (II1.6) que & a mesma de campo medio simples.

Portanto a introducao de pares nos planos normais
ao eixo z faz com que as linhas de transicao paramagnéticas se
desloquem em direcao aos resultados de séries de altas temperatu
ras, melhorando desta maneira os resultados quantitativos de cam
po medio, mas o diagrama de fases T-p a altas temperaturas con
tinua sendo topologicamente 1d§ntico ao calculado por campo me-

dio simples.



CAPITULO IV

CALCULOS NUMERICOS

A. INTRODUCAD

0 vetor de onda, das fases moduladas perto da linha
TA descrito pela equagao (II1.6) caracteriza fases moduladas on
de harmonicos superiores so influenciam como flutuacoes sobre um
arranjo praticamente senoidal. Entretanto, penetrando no inte

rior da regiao modulada podem surgir varias fases bastante anar-

monicas de modulacoes distintas.

Para prever estas fases moduladas no digrama T-p,
teremos que resolver as equacoes (I1.16-17) no caso de aproximagao
de campo médio com pares. Analiticamente as equagoes (II1.16) sao im
possiveis de serem resolvidas, pois apresenta-se ail um sistema in
finito de equacoes acopladas nao lineares. Assim sendo, desen-

volveremos um calculo numerico para resolver estas equacoes.

Nas referéncias (15) e (17) foram analisadas equa

coes de campo médio simples, similares as equagoes (11.16-17). Os



calculos computacionais serdo feitos como na referencia (7). Su
ponhamos gue a mesma estrutura de spins se repita a cada L ca-
madas, ou seja, vemos procurar solucoes periodicas de modo que o
sistema infinito de equacoes (IIJ6—17)§e1%duz a um sistema de L
equacoes acopaladas, que podem ser resolvidas numericamente atra
vés de um processo iterativo. Como configuracao inicial usamos
uma estrutura senoidal. Esta configuracgao permite gerar um va-
lTor para as expressoes (II.16-17),que por sua vez & usado para calcy
lar uma nova configuracao de spin. Para temperaturas baixas a
convergencia € obtida depois de poucas iteragoes, exceto para cer

tos valores de L. Ja para T/Tl(p) > 0.8 a convergencia em ge

ral e muito lenta.

Obtida a convergencia calcula-se a energia Tlivre
por spin de acordo com a e;presséo (I1.15), considerando que o
sistema agora tem N =L . .Egra um dado valor de p e a uma cer
ta temperatura o vetor de oﬁda'gstével e aquele que corresponde

>

a menor energia livre.

Neste trabalho consideramos valores de L ate 20,

de modo que os vetores de onda sao dados por,

L _ (IV.1)

onde 0 <K <L <20 . Desta maneira somente algumas estruturas co
mensuraveis sao consideradas e nenhuma estrutura incomensuravel
& levada em conta. Entretanto, de acordo com as referencias (15),
(17) e (20), acredita-se que para valores grandes de L - apare-
cam todas as possiveis fases comensuraveis, mas que nenhuma das
fases, alem das previstas com L ate 20, seja estavel dentro de

um intervalo grande de temperatura. .



B. RESULTADDS

A figura 7 mostra o vetor de onda versus a tempe-
ratura reduzida T/TC , onde TC & a temperatura de transicao en
tre a fase modulada e a fase paramagnetica para P =0.6 . As cur
vas s3o desenhadas a partir de (a) calculos numéricos com as €-
quagoes de campo médio com pares, (b) calculos numeéricos com as
equacoes de campo médio simples da referencia (17) e (c) amos-
tragens de Monte Carlo feitas na referéncia (14). Observamos que
em (a) o vetor de onda cresce, éem degraus, a medida que a tempe-
ratura & diminuida, indo de q/2m =2/11 ate 1/4 que e esta-
vel para um intervalo de temperatura grande, passando pela fase
q/2w =1/5 tambem estavel para um intervalo de temperatura gran-
de. Neste caso (figura 7-a) a curva do vetor de onda versus a tem
peratura e monotgnica. Em (b), primeiramente Qq decresce com a
diminuicao da temperatura, indo de q/2m=2/11 para q/2n=1/6 que e estavel
por um intervalo de temperafﬁfd_grande, depois o vetor de onda
cresce com a diminuicao da temperaﬁhra ate q/2n=1/4, com as mesmas caracte
risticas apresentadas em (a) so que as transicoes entre as fases
moduladas ocorrem a temperaturas mais altas do que em (a). Nes-
te caso o comportamento do vetor de onda com a temperatura € nao
monotonico. Em (c) as amogtragens de Monte Carlo mostram um com
portamento monotgnico do vetor de onda com a temperatura. A fa-
se q/2m =1/4 @ estavel ate T/T, ~0.8 . Para T/T, >0.8 apa-
rece uma sucessao de fases moduladas com vetores de onda que de-
crescem com o aumento da temperatura ate  T/T, 0.9 , quando & a
tingido o vetor de onda critico q/2m ~2/11 . A figura 8 mostra

q/2m versus T/TC , onde estao desenhadas juntas as curvas 7(a),

7(b) e 7(c).

Assim, a comparacao entre as curvas do vetor de on



da versus a temperatura mostra que os resultados de campo medio
com pares dao uma curva topologicamente mais proxima da obtida
por Monte Carlo. Nestes dois casos aparecem praticamente as mes
mas fases que, embora em intervalos de temperatura diferentes,dao
o mesmo decrescimento monotonico de q com o aumento de T , o

qual nao @ observado em campo medio simples.

Este € um resultado muito importante, pois mostra
que a introducao de flutuacoes na aproximagao de campo medio afe
ta a estabilidade de certas fases moduladas tornando os resulta-
dos mais proximos das previsoes de Monte Carlo, que costumam coin

cidir muito bem com os resultados exatos.
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FIGURA 7(a) - 0 vetor de onda versus a temperatura reduzida,para
p=0.6, obtido atraves de calculos de campo medio

-
com pares. Para este caso ”jf =49
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FIGURA g8 - Curva de gq/2mw xT/TC : oaag denota as amostragens
de Monte Carlo da figura 7(c); denota os re-
sultados de campo médio com pares e —.—.— os resul

tados de campo médio simples.

Desenhamos a partir de calculos para alguns valo-
res de p algumas fases moduladas no diagrama T-p da figura 9.
Este diagrama foi calculado na aproximagao de campo medio simples

na referencia (15) e esta esbocado na figura 10.

Comparando as figuras 9 e 10 vemos que, na nossa
aproximagao de campo médio com pares, alem das 1inhas paramagné-
ticas se deslocarem para baixo em relacao as linhas calculadas por
campo médio simples (veja figura 6),ras 1inhas de transicao den-
tro da regiao modulada tambem se deslocam para baixo em relacao
3s de campo médio simpies, implicando num deslocamento das fases
moduladas. Para ver este efeito mais claramente observe a figu-
ra 11, onde so foi desenhada a fase com vetor de onda q/2m =2/11

para os dois Casos.
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FIGURA 9 - Diagrama de fasgg éonstru?do com base nos calculos nu

méricos com pares.

FIGURA 10 - Diagrama de fases construido com base nos calculos nu
méricos de campo médio simples (referéncia (15)).



FIGURA 11 - A fase gq/2m =2/11 desenhada para o caso de campo me
dio com pares & assinalada por ... e para 0(Caso de
campo médio simples por xaouwwnx,



CAPTTULO V

EQUACOES DE CAMPO MEDIO COM PARES E QUADRADOS

Incluiremos agora)a]ém de pares, quadrados de spins
interagentes nos planos Xxy :homo mostra a figura 12 abaixo.

»

é E
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2 [

5 8
© o—0 [+}
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o o ° o

FIGURA 12 - Quadrados e pares de spins interagentes nos planos xy.

Seja n, o numero de pares como (1,2) ou (3,4), n, o numero de

quadrados como (5,6,7,8) e n; o.numero de spins livres. Desta

mesma maneira N2 = n; + 2n, + 4n, .



Como em (II) usaremos a desigualdade Bogoliubov da
da por {(11.1). O hamiltoniano de tentativa vai ser da forma (11.4)
s que agora inclui um novo termo devido aos quadrados, que € da

do por

) 0 + G . 0 y
S "f"? *;'g‘i;} x"%’} O‘-x'bi'g"? K C;:+1' 1,75'120‘ G;*i“é‘*i‘é' !

o A _ 4 .
Xyed, y Odz.+ﬁ,,3+1,% T}% O‘xl'};é"i. G X4 43,3 Gx«ti u'a—f i 1)

+ g;*"ir‘”', *il} }

P DI C (+) o .
sendo nz s M e 1 parametros a serem determinados como
. z z

no capitulo II.

A energia livre associada com 4{0 sera,

G(H):-‘)R?T'ﬂi ‘eﬂt(ZW‘e\.ﬁn‘n)"ﬁT'ﬂ F"f'n 28(5:{1@59\2 (2)+
o 2 7 {5'\']5

2 e_pJﬂ’} kT my I_ Ln { 2 e ws&‘{pr\(q) +

(V.2)

8@3412[5T](;)+ 2 e_qﬁ:ri+‘,i }’

onde os dois primeiros termos do lado direito desta equacao sao
jdenticos aqueles calculados em (I1.6) e o ultimo termo diz res-
peito a contribuicao dos quadrados. 0 valor médio do spin no pla

no Xy , m, devido aos quadrados vai ser dado por:

v 4pJ; ~upd,
’Tn} l.j]—ﬁ %ﬁ“‘) A 2 e cosh 4 [57} ' 8 wsh 2[57] Y42 L{z
¢

e "% lmn Yy AMMM

| (V.3)
Kq{sq“"+4@s&2pn RELAN




CAPTITULO V

Incluiremos agora)a]ém de pares, quadrados de spins

interagentes nos planos xy -.como mostra a figura 12 abaixo.
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FIGURA 12 - Quadrados e pares de spins interagentes nos planos xy.

Seja n, o numero de pares como (1,2) ou (3,4), n, o0 numero de

quadrados como (5,6,7,8) e n; o .numero de spins livres. Desta

mesma maneira N2 = n; + 2n, + 4n, .



Como em (Il) usaremos a desigualdade Bogoliubov da
da por {I11.1). O hamiltonianc de tentativa vai ser da forma (I1I.4)
so que sgora inclui um novo termo devido aos quadrados, que & da

do por

- J G G :
1 ,v:,,} ng;ilj, %43 Gx+1,g,,? L 0;:+1, U3 o;-ei,x‘;u,%.

| CT _ (4)
Xogtd, ¥y Txts, 444,y T\} GIIV,}+ 6;;‘}*1,} *G;m,g,.f (V.1)

+G:z¢1’u+g_'(),}

4o A1) (@) (4) =
sendo ﬁz s M e N parametros a serem determinados como
z yd

no capitulo II.

A energia livre associada com 4(0 sera,

G(K) = —wmz tn (26hp0") R T, ] n | Zeﬁ:&m&zp-rfz’
3.

2@433:1] ﬁh'nq 2_—_ o { 2 eqrsjicosﬂl{ﬁr\(;)‘*’

(v.2)

80034’12[5Y](;)+ 2 e_qm’"+4) }1

onde os dois primeiros termos do lado direito desta equacao S$ao
jdénticos aqueles calculados em (II.6) e o ultimo termo diz res-
peito a contribuicao dos quadrados. 0 valor médio do spin no pla

no Xxy , m, devido aos quadrados vai ser dado por:

oy 4P Jy (4) (4) ~4pd
fm} 21‘73 %ﬁm)ﬁm 2 e cosh 4 [37]} + 8005#12[571} +2e 44
8

qp%ﬂm& 4Bh + ?AmﬂZBﬂM) s
M,sn“*uq@s&zpn e P 42
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e deve obedecer @ condigao de uniformidade no plano xy, cu seja
(V.3) deve se igualar ao valor medio do spin calculado a partir
de spins livres dado por (II.8.a) e também a (II.8.b) que diz res

peito ao valor medio do spin calculado a partir de pares de spins,

mnn?-/{‘ompxﬁ}');i): /)!’wxptzﬁ'I - =
<

wsﬁl?_pn "2‘”1
. q'“/w\qm 4 2/3»7\9\2{511;“’ o
e P %L}pylun + qmﬁxzpn““’ 4RI 4 V-4

A media <j( —/’L{o >4 pode ser calculada facilmente

usando (V.4) e ¢(T,N;n(zl) ;n(zz) ;n(:)) vai ser dada por:

b= G, +<;(-7L(°>o=~£7‘/\/2[£n{2 wﬁpn;"}_
;

ﬁTmz Z "6&‘ c;ase\ 2{37]}f ’B:’:“..
& (2 c,osk /3“7]“7)

R Tm, ) A { 2P o, qfsn‘:’+ 8ws&z(sn;”

g
2P +‘{'}“\L(ZN2—W\2—"HH)%M; =
J NZ_-Z Z}_ 'YY\}( ms-x * mg—ti) i JQ'NZ' zé:,ms(’mg"z_l-

_ (1) 2 . (2)
W\é,{z\) %(7} -(N‘Q'r\z'Q'nq) 2'Y12 Yl} i

ey

Minimizando & com respeito a m, obtemos:

(V.5)



oS

(4)

+ [Lnu'n = N2;L (?ﬂ, 4
{ ﬁ. A gt

W’g-«) TN, (fmé'z t m%“)f J, <2N?~W‘12‘ '*'l'nq) 2 T\n%’.

12)

o (4) 2 .
N, (N 2n,-dm )+ 2, A

(v.6)

A escolha do numero ideal de pares e quadrados se
ra feita como no capitulo II. A expans3do de ¢/N3 para gdy -0,

agora, vai resultar na seguinte expressao:

4 - AT {n2 *(P3) (T2 * Z2a)

™
e

N3 2N

lemal i (V.7)
2 PJZ .
Comparando (V.7) com a serie de altas temperaturas da energia 1i

vre exata G/N2 dada em (II.11), temos:
2 »

M, = N

y

e (v.8)

Assim a equacao de minimizagdao (V.6) pode ser es-

crita como:

()] (2) (4) '
'T\3 L‘T\} +4T]% = Ji (I‘m%" mau)’rl(w&z 5*2\

(V.9)

Usando (V.4), (V.5), (V.8) e (V.9) podemos escrée-
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ver a energia livre de Gibbs como

w3 .\
c o, ) o= mdo Lo f L= b
N6 (TN ) = kT2 -3 AT] {1 171

ZfiTZ_ A { P 1 +4fe BT, 'm;(i~e'”$5i)")§“
é.

BT ] 4 { 2 MP% w&#fa'ﬂé”‘U feosh 20" 2740 4
3

4

+EJ§:L%(’W13“+'YY)3_‘) +J;‘Z_('m ‘a':;g))

(v.10)

con S Ll@‘jawq@n(‘!) 4 Zmﬁ,g\_ZﬁY]‘q)
o 4R WQ\L‘MU«) 4 cosl. zf”(“n -L:(sJAJ, >

. (V)

e Ma = .12_ -6»«{ ( e'zm"‘ma+«/Zm?(e'qm*iw/( {L—mQ)}

‘1713“) + J, ('W\a,z +'m6+2 ) j .

Na expressao (V.10), a equacao de consistencia (V.4)

. - 1 2 .
foi usada para escrever os parametros n( ) e ni ) em termos de
Z

(+)

m, enquanto n_° ‘dado em (V.12), esta simplesmente escrito co

- 1 2 _ - =
funcao de n(z) e n(z ) através da equacao de minimizacao (V.9),

i o 2 L} -~ . -
pois verificamos que n(z) ndo pode ser escrito explicitamente co-



mo fungdo de m, através de (V.3),.

0 valor meédio do spin no plano

1o sistema de equacgoes acopladas

por (V.12).

(V.11), tal que
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A. AS LINHAS To(p) e Tx(p)

A transicao entre a fase desordenada, m, =0 ,e as
fases ordenadas & determinada, como no capitulo III, fazendo uma
aproximagao assintotica para m, » perto da transicao de fase .

Assim, podemos escrever de (V.11) e (V.12),

p T
3 (o, #mgd 3 ) v omy - 2 (270 PE)
. T
+_L (fqﬁJ'--reqp +6) 'm}
P (4 +e4PT) (VI.1)

Escrevendo m_ na representacao de Fourier como
em (I11.2) e substituindo em (VI.1) obtemos,
4p 3,
.‘.
m o~ P L +e J(q) m

q Ty
e El5L"2(e-2laj" + e2f3.)1)+5

9 (VI.2)
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onde J(q) = 2J; cosq + 2J; cos2q . Procedendo como no capitulo
III devemos resolver a equacgao,

_d4TJRT “ 2T AT 25, 1&T,
A7 (SR Ly (P AR ) es)
(_’L 6‘431/'{26Tc)

]

5‘Y‘r‘lax(J(C(_)) (V1.3)
3
A condigao de maximizacao de J(q) da as solucoes . = O,n e

os™ ' (1/4p) .

Para p <1/4 o sistema esta na fase ferromagneti
ca (qC =0) e a linha To(p) € dada por:

. 43,8 T _2J,] 8T, 23,/ % T, |
kTg{e /T—Z(e : +«=3J )*5
J3

1+ o dN/RT,

_3_-2A/F‘

2 (VI.4)

Para p >1/4 temos a fase modulada. A linha de

transicao modulada-paramagnetica, Tk(p) , ¢ dada por,

-4 0 /8T - 20 /&, 2&/%’&
AT [ e 7 -2(e "4 ) +5
J:i i + qu'i/ﬂTA
“43, [®T, ST R, 29, 1% T
L -z(e” t_e ) +5 +
Ji 1 +e4J\/fxTo

16A1: + 0(!1?3).

(VI.5)
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0 encontro das linhas To(p) e TA(D) ’dadas por

(VI.4) e (VI.5) respectivamente, acontece para Ap =0, no ponto

de Lifshitz, com a temperatura de Lifshity TL dada por,

—-4\14 é, - 1 '52 T ) L
L7 - /T, _2(623/ 1 ezJ/ﬁT)+5 -
J; 1+ e'—#:)",/ff’zTL

= 3/2
(VI.6)

Verificamos também que as linhas T0 e TA se encontram tangen

cialmente no ponto de Lifshitz.

B. ANALISE DOS HARMONICOS SUPERIORES, CALCULO DA LINHA Ti1(p)

Procedendo da mesma maneira que no capitulo III-B
»
perto da transicao m, € pequeno & podemos expandir (V.11) e (v-12),

obtendo:

F{J;(m‘}-1+m3u) * ‘Tz(mg-z+’n}+z)} =

: -4Ad,
m, { 1= 2(1+e'2(3‘7') + (eqquhm) +
: (L+eqﬁ¢‘)

3 2 -2 T Iy -4pT ¥
" { (g &®R) (- TP - (MNP
30 2 ( 4+

| - 1 L 2
[(eqp:r+ 1/4)(eqﬁzﬁ+eqﬂ+é) 'S(ifemo‘i) J}-l—

(VI.7)



Considerando m_ numa série de Fourier como em

(I11.13) e substituindo em (VI.7) temos:
T

il2

CLABT 285 2pT 53
M xt? { LT (s e ) L

T, [ o Weay (g ) es]IC 4 e P |

_4{34 -2p3 z/as, N _soe B
L WL e )'5)‘})‘“'(“62“)&
+ e N

(2~€‘Zﬂ\h) - ( 54(33’+ e-qF\T1

2 (J.'f e‘{ﬁ‘\L)q

- -1/2
-4 1 T 2
e ﬁd+6)—3(i+64@d4);'};

(V1.8)

= A
cova ﬁz o

Na secao B do capitulo III verificou-se que no
c3lculo assintotico da energia Tivre nao e necessario o calculo
dos coeficientes M;3,Mg5,... da expansac em série de Fourier (III-3).

Assim, por analogia, estes coeficientes nao foram calculados pa-

ra este caso.

N
Expandindo a energia livre (V.10), com B“g) da-

do por (V.12), em serie de m, perto da linha X , obtemos:

+_6_), x[ (e 4Py ’I/‘J)(eq{@“T1

+
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-3 t . —2gd NN ‘iﬁu 2
(66 = AT {308 - (1 O It

Mot ?(e"‘*ﬁ““” i 9

- 237 Z . -2 4 T
zi_f{j"(e F -4} (2-¢ )-%'(e o
4N

-llﬂcT«é> [(eqf3< i) ( o 4P, el 6)-3(c 46T, ;j
ORI 4
{2(4%‘64@4) ] j‘ %/méﬁ"..."'.j‘;az_mx
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+ ¥l 3

3-&‘2*!

(VI.9)
il 3, -4p9
onde 6 = AT Am2 +Qm{@“‘(i+ezm)/2(ew+e SIS

Para a fase modulada, substituindo (VI.8) em (VI-9)

temos a expressao assintdotica para a energia livre dada por

N-S(G(m)_ &) - #_—I{e-‘iﬁl_z(e_zrsm_} 2[33')+5}

2 L+ eihh

[ *4(§J1_2 (6-2(5J1+ ez[sx)) \"5] L—M_el{/{ﬂj

{e'4ﬁ3.1._2(e-2(3.71+e2!3‘74)+5 { e‘GP'L'--3<?—2‘{33r'_
erP™ +4

{ T e 4(3’3’ 2(¢ "Zf”.a 'ZPSJ) t 5] [ifeq(sj] }2

7, 2 :
1 - (C +e i + (GQPJ’ 1 (e 4[3371 '4FJ1 _
2(4+e‘*f3“*)“ [ /4) +¢)

a1y 4
S3( e P 4)]} (V1-10)
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Para a fase ferromagnetica, m, =m e (VI.%) & es-

crito como,

.'N‘.B._(G: S 6. LT 6’-4(333:- 5§ {?—2@3—1-* ezfsa:)+5 (.
: (147

4Rz ,
T [( ( Zﬁj zpj )+5)/(j+84(331j_ ’Y\’IZ+
T I(e " z(e'zf"’su 323°J‘)+s)/ (4 +e9B)

4 ﬁ T { 3- (e~?ﬁ$ "1)2( 2'6‘2(33’) + ( eq(g;;r,+ e_%a} +6)zx
Z(eq§m+_ﬂq

q J! 1 - 4 2 3 '
BC £ +£M)(€qﬁJ'*equ-+G>“ E(eqpai+i) Jangﬁ ‘o
(vI.11)

Cormn =_»L_
! /%) %,E

Usando de novo a equagao de minimizacao (V.9) com
»

mZ =m temos

i/2

-4RJ4 AN A
Wﬂxtﬁ{i- T[CQﬁJ-Z(GZﬁ +e2ﬁ;)+5j/[_j+eqé‘-&] §
LR g (T, )15 41 )
_ s

{ (e 2(e %, 2F) 45) (.1+eqF3‘)} ’

{j -(1+e 2{53') (2- _ZPJ') --'(e_q{5 4 e 16 ) ((cq(ss'+4/4)(64{37'4
_t)”

2 (HPRT 4

2 7 ‘1/'
t e ) - 3( L ) jf i

(VI.12)

Substituindo (VI.12) em (VI.11), a energia Tivre

na fase ferromangética e dada assintoticamente por
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3 | -4 % =B85 z2BJy
g ST 5 )
4+ e 4P

{i - T Z(f-qﬂaﬂ 2(6_2ﬂ1+62ﬁ%)+5)/(4 re )] }:
| [(

P YO I P VI RED))

{ e-qﬁsf_2(€-2ﬁ$+€2,65q)f5 f { . éﬁJ,‘Se—Zﬁ\l_i )

(¢ 17 ee 1P () [ Ce AT gy e ™ T g) -
2(4+e9Fn)" ;2
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(VI.13)

Na transicao G(f) - g(m) , 1ogo a linha de tran-
sicao ferromagnética-modulada, Ti(p) ,perto do ponto de Lifshitz

e dada por

-4 3, —23 /AT, 23,/#T,
7;{6’ /&T‘-Z(e L e /‘)*5f:::
7 (1 + ¢ 431/%T1)

A

_ , _4J,/BT _23, /%T, 23,/ 2T,
—é_(g { e / _2 (e + e /%T)f‘j} _
v (_i ke 4‘“””")

-(2+V8) 1647

(VI.14)

Calculamos o salto da entropia na linha T;(p) e

verificamos que esta Tinha continua sendo de primeira ordem.
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C. CONCLUSDES

A partir das expressces (VI.4), (VI.5) e (V1.14)
desenhamos as linhas To(p), TA(p) e T,(p) respectivamente, e
fizemos uma comparacao destas curvas com as calculadas no capitu
lo III, na aproximacao de campo medio simples (ref. (17)) e por
expansao em series de altas temperaturas (ref. (13)), como esta
sendo esbogado na figura 13. Observa-se que as linhas de transi
cao TO s TA e T; calculadas na aproximacao de campo medio com
pares e quadrados estao deslocadas de aproximadamente 1% para bai
xo em relacao as linhas de campo médio com pares, aproximando-se
mais dos resultados de series de altas temperaturas. As mesmas
caracteristicas qualitativas do diagrama T-p a altas temperatu

ras citadas na secao C do capitulo III continuam valendo.

Assim, vemos que,a medida que mais flutuagdes sdo

incluidas no hamiltoniano da tentativa }(‘, 0s resultados de cam
N Y -

po medio para o diagrama T-p a altas temperaturas parecem convergir pa
ra os resultados de series de altas temperaturas. Porém, esta

convergencia € muito lenta e os calculos se tornam complicados.
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FIGURA 13 - As Tlinhas desenhadas para

, —--- pares e
quadrados e +++ séries de altas temperaturas.



CAPITULO VII

RESULTADOS NUMERICO

(na aproximagcao de campo médio com pares e quadrados)

A. 0 CALCULO

0 calculo feito nesta secao & identico ao conside
rado em IV sendo que agora o sistema de equagoes acopladas a se-
rem resolvidas e dado por (V.11) e a energia livre por spin & da

da por (V.10).

B. RESULTADOS

Na figura 14 mostramos a curva do vetor de onda
q/2m versus temperatura reduzida T/T. calculada atraves da a
proximacao de campo médio com pares e quadrados e atraves da a-

proximagao com pares, para a razao p =0,6 .
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FIGURA 14 - Curvas de 9 /2w X‘TYTC para p =0.6 . A curva

- ) ~ -

e calculada na aproximacao com pares do capitulo IV
e a curva ---- e calculada na aproximacao com pares
e quadrados.

A comparacao dos dois resultados mostra que as fa
ses estaveis sao as mesmas, verificando-se nos dois casos o mes-
mo comportamento do vetor de onda com a temperatura e as mesmas
comparacoes feitas em IV, com os resultados de campo médio sim-
ples e amostragens de Monte Carlo valem aqui. Nota-se que a tem
peratura de transicao entre as fases e ligeiramente menor, o que
nao chega a afetar de uma maneira significativa a estabilidade das

fases moduladas para um dado valor de p.



Neste trabalho foram feitos calculos de campo me
dio incluindo algumas f]utua&ées de spins, para prever o diagra-
ma de fases T-p de um modelos de Ising numa rede cubica simples,
com interagoes ferromagnéticag J; >0 entre primeiros vizinhos
na rede e interacoes competitivas antiferromagnéticas Jp <0, nu

ma so direcio (o chamado modelo ANNNI).

0 metodo para tratar estas flutuacoes de spins na
aproximacao de campo médio utiliza a desigualdade de Bogoliubov,
jmplicando na escolha de um hamiltoniano de tentativa, como esta

explicitado no capitulo II.

Em primeiro 1anr, fizemos a aproximagao de campo
médio com um hamiltoniano de tentativa que leva em conta alguns
pares de spins interagentes nos planos ortogonais ao eixo de ani
sotropia. Obtivemos as linhas do tipo A: ferromagnética -para-

magnetica (To(p)) e modulada-paramagnetica (TA(p)); a linha de
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transigao ferromagnetica-modulada (Ty(p)) foi obtida assintotica
mente nas vizinhancas do ponto de Lifshitz. O diagrama T-p a
altas temperaturas foi, entao, construido na aproximacac de cam-
po médio com pares, apresentando as mesmas caracteristicas quali
tativas do calculado por aproximacao de campo medio simp1es(]7).
Ou seja, as linhas T TA e T, continuam se encontrando tan
gencialmente no ponto de Lifshitz, para a mesma razao p = 0,25,
como na aproximagdo simples de campo medio,e a linha T,(p) con
tinua sendo de primeira ordem. Quantitativamente, gbservamos que
as linhas paramagnéticas, calculadas na aproximagao de campo me -
dio com pares, estio deslocadas 13% para baixo em relagao as cal-
culadas por campo médio simples, indo em direcao das previsoes de
séries de altas temperaturas(]3).

Para temperaturas baixas determinamos o diagrama
T-p através de calculos numéricos, usando as equagoes de campo
médio com pares, desenvolvidos no capitulo IV. Foi observada u-
ma sucessao de fases moduladas comensuraveis, que correspondem ao
conjunto de todos os valores possiveis de vetores de onda comen-
suraveis que podem ser obtidos para as condigoes de contorno pe-
riodicas adotadas, com periodo maximo L igual a 20 . Notamos
que algumas poucas fases preenchem quase toda a regiao modulada
do diagrama T-p e que existem muitas fases que sao estaveis em
intervalos bem estreitos de temperatura. Pode ser que para pe-
riodicidades maiores as fases estaveis em intervalos grandes de
temperatura nao difiram das fases aqui previstas, mas que apare-

cam todas as possiveis fases comensuraveis, dando lugar a um pos

sTvel comportamento de "escada do diabo".

Estas caracteristicas basicas do diagrama T-p a

baixas temperaturas ja haviam sido observadas na aproximagao de
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campo medio simp1es(
Mas, como dissemos na introdugao (capitulo I) a aproximagao de
campo meédio simples, embora descreva o mesmo comportamento em de
graus do vetor de onda das fases moduladas com a temperatura)nﬁo
preve exatamente as mesmas fases moduladas para um dado valor de
p que sao previstas pelas amostragens de Monte Carlo. Por exem
plo,para p =0,6 Monte Carlo preve um comportamento monotonico
da curva do vetor de onda versus temperatura, e a aproximacao de
campo medio simples preve comportamento nao monotonico. Na apro
ximacao de campo medio com pares, desenvolivida por nos, observa-

se para p =0,6 um comportamento monotonico de q/2m xT/TC se-

melhante ao previsto por Monte Carlo.

Concluimos, portanto, que a introducao de flutua-
coes de spins na aproximacao de campo medio tornou os resultados
desta aproximacao melhores e vqu.a afetar a estabilidade de cer
tas fases moduladas, previstas pqr campo medio simples, que dife
riam dos resultados de Monte Carlo. Estas flutuagoes, como foi
dito na introducdo, poderiam em principio piorar ou melhorar os
resultados da aproximacao de campo meédio, mostraram ser um passo
na direcao dos resultados de series de altas temperaturas e Mon-

te Carlo.

Observando esta melhora na aproximacao de campo
médio, com a introducado de pares de spins correlacionados, fize-
mos nos capitulos V, VI e VIT uma aproximacao de campo medio que
leva em conta mais flutuacoes de spins atraves de um hamiltonia-
no de tentativa que inclue, alem de pares, quadrados de spins in
teragentes nos planos ortogonais ao eixo de anisotropia. Verifi
camos, desta maneira, que os resultados de campo meédio convergem

mais para os resultados de series de altas temperaturas e Monte
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Carlo, mas esta convergencia e lenta. Por exemplo, as linhas Pa
ramagneticas calculadas pela aproximacao de campo medio com pa-
res e quadrados abaixam 1% apenas em relagao as calculadas na a-
proximac3ao de campo medio com pares. As fases moduladas estaveis
para um dado valor de p sao as mesmas que aparecem na aproxima

cao de campo medio com pares.

Acreditamos que o objetivo do nosso trabalho, de
introduzir flutuagoes de spins na aproximacao de campo médio pa-
ra o modelo ANNNI, foi cumprido de uma maneira bastante satisfa
toria, ja que os resultados se aproximam de valores presumivel-
mente exatos. Achamos que a introducao de mais flutuacoes, alem
das aqui tratadas, so iria complicar mais os calculos e nao tra-

zer nenhuma contribuicao significativa.



0 ESTADO FUNDAMENTAL

A determinagao do estado fdndamenta] do mocelo
ANNNI pode ser feita de uma maneira bastante simples, pois nos
planos xy as interacoes sao todas ferromagneticas (J; >0) e o
problema se reduz ao calculo da energia do estado fundamental de

um modelo de Ising em uma dimensao dado pela hamiltoniana

v .
H=- {J ¢, Gy t7, G ¢ } |

o U T Py T2 B2 (A.1)

onde o, corresponde a ox,y,z na expressao (I1.3). Para deter

minar qual o arranjo de spins que se verifica vamos calcular a e
nergia 1ivre por spin. Para isto, usaremos o método da matriz de
transferencia, considerando uma idealizacao do arranjo de spins

na direcao z, como pode ser visto abaixo.




Este arranjo possibilita a construgio de uma matriz de transfe-
rencia de pares de spins, tal que um elemento de matriz € dcdo

por,

= .0 7, (06, Gy, 16, G )+
L3 i
(6’3,6’3“)7( Ga+216;+3) 7 ﬁ[ _; At

, !
16,60 5 (60 GGl

Adotando condigoes de contorno periodicas, temos

a funcao de particdo canonica,

£ =) T
{ZG;E (6'1,63_),(6'5'6'4) (GE:GH)JCGS,G;) <¢N-I,G’~),(G;,G;)
N2

ou, Z = L. T (A.3)

Desta forma a energia livre sera,

N/2
F=-4 WTT

A (A.4)

Vamos, agora, construir a matriz T. De (A.2), te

mos a seguinte matriz 4x 4:

‘ _;2r5<1;+2;33'2 ep;,; B e.sz; K
T _ e-BJ‘ e-zp:g+2pJ2 e-z[s;rz eg;g
g B I, e-ng"z e—2|'3;:ri+2{a;)'2 e_pa'i
e-ZBJz e-ﬁJ‘._, : P emJ“l“p‘Tz

(A.5)
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Considerando que J; >0 e J, <0 e que a tempe-

ratura zero BJ, se torna infinito e -BJ, tambem, podemos es-

crever (A.5) da seguinte forma,

pode ser escrita de duas formas:

levante de modo que T, , , T,

elemento Tyn =T2,3 =...

2

1) o elemento

b

sao despreziveis e

ﬁﬁﬁﬁ&;&ﬁ% B 5 2B,
T 0 o 2B, e
e ’3‘71 e-2|3J;i 0] @)
¢ 2P O A P AL
- -
(A.6)
que pode ser escrita também como,
. ~BJ - 287
B, -20%
81| © 0 ¢ 1
T=e
i e-ﬁ%.-QPJZ O O
. RI+26%
e PA-PL 0 1 e -
(A.7)
Observe em (A.7) que os elementos Ty = Ty,u =
. | -1 - -1
=(H,u) = (T2,3) = (T3,2) = (Ta) Portanto, esta matriz

T1,1=T1+’1, € re

2) o

€ relevante de modo que Ty, 15Ty n sao
2
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despreziveis. Vamos desenvolver estas duas formas:

1) Para e_Bdl-ZBJZ > 1 , BJ1+28J, <0 ou seja p > 1/2 , te-
mos ,
- 2R3
0 1 o e Pa-2P%
-B1-2p7,
T ﬁ\T‘ O o) 1 2 1
=e
\ ~PI2PL O 0
e-@:{-Zp:g 0 1 O
(A.8)
0s autovalores. A, désta matriz sao dados pela e-
quacgao, o

Y 2 2 d
A - 2NY -4AY Y =0 |
~BJ. 2B,
; onde Y = ¢ (A.9)

que pode ser escrita como

vl - ooqa) 1-&&%
{ (y) (%) ' Y’ ° (h.10)

Assim, para calcular o autovalor maximo, o G1timo termo de (A.10)

pode ser desprezado ja que y -~ e temos que,

2R3 -RT
%rqu '.:". e
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ou e By A

ayTetd

(A.T1T)

Portanto, a energia livre no limite

dado por (A.4) e (A.11) como:

B »® vai ser

Lim F/(g_/_) = 2J,
B 2
, OUu seja
J _ A.12)
U o= 4, (
N

Concluindo, neste primeiro caso, p >1/2 , obser-

vamos que o estado que se verificae a anti-fase (2,2), pois esta fa
se apresenta a energia dada por (A.12).

2) e-BJI-ZBJZ <1, BJ1+2B8J2 > 0 , ou seja p < 1/2 e 'T po

de ser escrita como:

e ﬁJ_i-t?_BJz 1 o) ®)
1 0 O o)

B3, +2B 7T,
O O i e 3 2

(A.13)

Os autovalores X desta matriz sao determinados

pela seguinte express3o:

P+ 2RJ,

CYNE: A1) (N + P2 - e
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Assim, a T-=0 , temos

BT + 2P
Amax = € ° :
ou
BRI, 2p3 +2pJ,
')\‘YY\o.‘x ¢ = 5
(A.15)
A energia livre no Timite B + « @&:

i =‘2Ji"2 Jz ou seja _lL_ = “J-i "Jz (A.16)

(N/2) N
que & a energia livre da fase ferromagnetica. Portanto para

p<1/2 , o estado fundamental do modelo ANNNI & dado pela fase

ferromagnetica.
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