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ABSTRACT

In this work, a vardational parameten 45 introduced
in the conventional APW h&;hod in onden to Amprove (tA
convenrgence.

We ddiscuss some consequences of the vardiational
expressdon and also establish some critenda for the chodice of
the parameten which furnishes the best convengence. Aften
making a test with the one - dimensional Kronig-Penney model we
conclude that the best choice among the possible values of the

parameten cornesponds to the conventional APW method.




RES UMD

Neste trnabalho fazemos uma tentativa para melho-
rarn a convengencia do metodo"APW convencional por meio de um
parametro intrnoduzido atraves de um principio variacional ge
neralizado.

Discutimos algumas consequenciad da expressdo va-
niacional estabelecida e fazemos a aplicagao no modelo unidi
mensional de Kroning ~ Penney. Estabelecemos centos critenios
para a escolha do parametro que fornece a melLhor convergeéencia.
Concluimos que a melhon escolha do pardmetro ¢ aquele cornres-

pondente ao metodo APW convencional.




INTRODUCAO

Neste trabalho tratamos da determinagao dos niveis
de energia e das fungoes de onda de um Gnico elétron sujeito a
um potencial periddico, problema fundamental no calculo de ban

das eletronicas em solidos.

Fazemos uma modificagao no método APW convencional
com o objetivo de tentar melhorar sua convergéncia. Entre os
diversos métodos de calculo de bandas eletrdnicas, o método das
ondas planas aumentadas, proposto por Slater% é aquele que reid
ne as vantagens da expansao da fungao tentativa em ondas pla
nas fora das esferas que circunscrevem os atomos e em harmoni-
cas esféricas dentro delas:ihAlém disso deve-se impor a conti

nuidade da funcdo tentativa sobre a superficie esférica.

Mudangas nesse método foram propostas por Leigh2 e
por Schlosser e Marcus3 por meio da introdugao de principios
variacionais a partir dos quais obtém-se as equagoes seculares.
Mais recentemente, outras modificag6es introduzidas por Ferrei
ra e colaboradores resultaram no método APW Generalizado4’5.
Esse método elimina a imposigcdo da continuidade da fungao ten-
tativa na superficie e impoe a continuidade da seguinte combina
cao: ¢ + Anzanw . A escolha do parametro variacional X que
fornece a melhor convergéncia & determinada por certos crité-

rios estabelecidos.

Este trabalho possui algumas idéias introduzidas
no método APW Generalizado. Quando formulamos o principio va
riacional a partir do qual obtemos a equagao secular, fazemos
uma generalizagéo sobre uma expressao variacional que aparece
no primeiro4 dos dois artigos sobre esse método. Os criterios
que utilizamos sdao semelhantes aos introduzidos no segundo ar-
tigos.

Nosso trabalho esta dividido em duas partes; uma
que trata da obtengao da equacao secular e das consequéncias
do principio variacional estabelecido, e a outra que trata da
aplicag¢ao num modelo unidimensional de Kronig—Penney6 com a fi

nalidade de testar o método.




FUNDAMENTOS

O problema fundamental em teoria de bandas eletrd
nicas em s0lidos consiste em determinar as fungdes de onda e
as energias de um Gnico elétron sujeito a um potencial que pos
sui a periodicidade da rede cristalina em consideracdao. Mais
explicitamente, isto significa que devemos encontrar as solu-

¢coes da equagao de Schroedinger:
[— v v<?)] W(E) = E y(T) (1)

para um potencial que possui a propriedade V(; + I) = V{ ;),
+> -
sendo £ um vetor de translagcao da rede. Aqui estamos usan-

do o sistema atomico de unidades onde ‘62/2n1 =1

<

Devido 3 invariancia translacional do potencial e
portanto da hamiltoniana, as fungoes de onda obedecem o teore
ma de Bloch; para cada solugao da equagdo (1) existe um vetor
de onda k restrito 3 zona de Brillouin tal que
Jik.2

V(%) (2)

>
V. (r + I) =
k K

Desse teorema conclui-se que basta conhecer a fun
gcao de onda dentro dos limites de uma Gnica célula unitdria
para que ela fique determinada em todo o espago. O mesmo po
de-se dizer a respeito do gradiente da funcao de onda, pois
aplicando o gradiente em ambos os membros de (2) obtém-se

> ik.? >
W, + %) = ey, (F) (3)
k K

Assim, o problema fica reduzido a determinagao das
solugoes da equagdo de Schroedinger dentro de uma Gnica célu-
la unitaria. £ necessirio, no entanto, estabelecer as novas
condigoes de contorno que devem ser satisfeitas pelas funcoes

de onda.

As condigoOes de contorno sao estabelecidas para
pontos conjugados sobre a superficie que delimita a célula pri
mitiva, isto &, que diferem de um vetor primitivo de transla-
cao. Aplicando as relagdes (2) e (3) em dois pontos conjug

> > > B L~
dos r, e r, que diferem de a obtem-se as condigoes dese

jadas




v(E) = @y (T (4)
g 2 1

o 0, (T,) = -2y (F)) (5)
4

Aparece um sinal negativo na segunda condigao por

que as derivadas normais sdo para fora da célula unitaria.




FORMULACAO DO PRINCIPIO VARIACIONAL

Com a finalidade de chegar a equagao secular, é

necessario, de inicio, estabelecer uma expressao para o prin-

cipio variacional. Essa expressao deve ser tal que ao se fa

zer uma variagao na funcao de onda acarrete uma variagdo nula

na energia, em primeira ordem.

Para estabelecer tal expressao fizemos uma genera

lizagcao da seguinte expressao variacional4°
* * %* %
J [lel.vwl+¢lvw1] dv + f l:vwz.vq;2+¢2vw2] dv
&, 2
*
J Yy dv +

! S

*

wzwz dv

D

* *
f (y = ¥7) 3 %) dS +
S

+

(6)
*

J Vb, dv +

2y 2

Yob, dv

O | —

Aqui, como no método APW convencional, a célula

unitaria Q & dividida em duas regides separadas por uma su-

perficie fechada S , a interna Ql , € a externa 92 . As
derivadas normais sao para fora de S . As fungoes vy e ¥,
sao, respectivamente, as fungdes tentativas em 2, e Q,,sen
do que wz deve satisfazer as condigoes de contorno (4) e
(5).

A generalizagao & feita pela introducdo de duas
funcoes reais f(;) e g(;) de tal forma que todas as in-

tegrais se tornem integrais de volume sobre toda a célula uni

I:lez +¢;lez:l dv
+

taria. Assim

Jifﬁw;vwl+¢szﬂ dv +
0

5
£

E =
J fwiwl dv + | g 2w2
Q
* * * : ok
j VE . [@lvwl + wlvwlj dv + J Vg . [@szl-fwszl] dv
I 0 9] (7)

I fwzwl dv + Jggwng dv
Q Q




ff facil ver que a energia E € sempre real.

Utilizando a seguinte identidade

* %* 2 %* *
[g lez.lez + g U)z v lpz + Vg. (1])2 Vlbz):l dv = nganwz das
9]

S
(o]

e a analoga para wl ; e observando que a integral sobre a su-
perficie S_ que delimita a célula unitaria & nula devido as
condigdOes de contorno, podemos escrever a expressao (7) da se

guinte forma

de}Ile dv+fg¢;mp2 dv+J(lef+q;2Vg).VlbI dv

g = 8 y 0 N

* *
ffwlwl e fngwz dv
1Y) o S0

L

Vg . (V) - Vi) w; av

(8)
f\p;wldv + Igw;wz dv
Q

D | DO——

onde H=-\72+V

Impondo que a variacao de E em primeira ordem se
ja nula, obtém-se
* [ *
[ 61])1 f(H - E) wl dv + 6\1;2 l:g (H - E) wz + Vg. (Vd}l = Vd)z):' dv

Q

J

Q
r *

+ | Véy, (W,Vg + ¥ VE) dv + C.C. = 0

J

Q

Observando essa expressao conclui-se que devemos impor certas

condicdes sobre as fungdes f e g para que o principio varia

cional seja valido. A primeira condigao & que Vf = - Vg a
fim de que wl = wz . A segunda & a de que Vg seja quase
sempre nulo para que (H - E) wz = 0 .

Definindo f e g da sequinte forma

1l em n em &
1
T | - g = {
0 em 92 1+n em Qz

onde n @& uma constante, vé-se que elas satisfazem as condi-

coes impostas acima. Substituindo-as na expressao (8), obtemos




* %* * *
f [V"’r‘”’l*“’l"“’ﬂ dv + J l__\_wz.vwzhpszzj dav
Q 9]

1 2
E = +
* * *
I b9, dv + f Vo0, dv + n I Vob, dv
2, 2, Q
* *
n [ Ehpz.vwz + "’2"‘”2] dv
+ 2 +
* * *
J Yy, dv + I wzwz dv + n J wzwz dv
2, 92 Q

% * *
f (V= ¥y) 3,9y d5 + I Yy =¥y) 3,9, dS
s

+ 2 (9)

* * *
J wlwl dv + J wzwz dv + n I b0, dv
Q

2, 2, -

Note-se que essa expressao se reduz a (6) gquando
se faz n = 0 . Impondo que a variacao de E em primeira or-

dem seja nula obtemos

Jawzui-E)wldv+r1[awZui-E)qldv+ Us+n)ng;Ul-E)w2dv +

& & 2
* * _
+ Gwz(anwl - anz) ds + answl(wz - wl) ds + ¢c.Cc. = 0
3 (10)
donde se conclui que
(H - E) wl = 0 em Ql (anwl - anwz) = 0 em S
(H-E) ¢, = 0 em 2, e 9, by - y, = 0 em S

O que mostra que a expressao variacional (9) & realmente vali-
da.
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CONSEQUENCIAS DO PRINCIPIO VARIACIONAL

A primeira consequéncia proveniente do principio
variacional estabelecido por meio da expressao (9) &€ que a pro
babilidade de se encontrar o elétron numa determinada posigao
vai possuir uma forma bem peculiar. A probabilidade P(?O)
de encontrar o elétron no ponto ;o pode ser determinada por
meio da formula P(;O) = §E/a onde 6E & a variacgao da ener
gia consequente da sequinte variagao na energia potencial V =~

+V + a §(r - ro) . A partir de (9) obtem-se

* > > * > > * > >
le as (r-ro) wl dv + sz asé (r—ro) wz dv +n Iwz asé (r—ro) ll)z dv

9] Y] Q
§E = — 2
: * boo* S ¢*¢ d
Wby dv ¥, dv +n | VoY, dy
Ql 92 Q
Se ?o for um ponto em 2, entao
2 - 2
o, B )1 +n e, (2|
P(T ) = L0 2.0 (11)
o * * *
I w1¢1 dv + [ wzwz dv + n J wzwz dv
Ql 92 Q

Se ;o for um ponto em @, , a probabilidade sera dada por

2
(1 +1) |v, ()]
P(% ) = L (12)
* * *
j wlwl dv + J wzwz dv + n I wzwz dv

4 92 Q

Fazendo a seguinte normalizagao

* * *
l Vb, dv + [ Yob, dv + 1 I Yoo, dv. = 1

Ql 92 f

podemos escrever as seguintes formulas equivalentes para a e-

nergia média

* * * *
E = I l:Vllll.Vll)l""PlV‘Pl:I dV + J EN’Z-VU’Z*%V‘PZ:} dV +

2, 2,
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]

+ ’ Ew}vwzw;vwz] av + J(‘Pz"h) 3,07 dS + [(xv;—w{) 2,9y dS
2 S S

(13)

f

* * %*
E = , wlfiwl dv + wzliwz dv + n [ wzl{wz dv +
Ql 92 Q
[ * *
+ wz(anwl-anwz) ds + anl(wz'-wl) das
5 5 (14)

A segunda consequéncia & que o momento médio tam-
pém vai possuir uma forma bastante peculiar. Podemos obté-lo
a partir do valor médio da energia por meio da seguinte formu-
la

k=0

onde E' & a energia que se obtém ao se fazer a seguinte trans

> >
formagao na fungao de onda Y(T) =+ elik.r $(Tr) . A partir de

(13) encontra-se

E'

[ [(v-ii) w'{.(v+ii) vy + lp'l‘vq;l] av +

Q
— > * > *
v { (V- 1K) ¥, . (V+1ik) v, + w2vw2] dv +
Q

> * > *
+ l:(V-ik)wz.(V+ik)w2+ “’z""’z] av +

Q

-+

[(wz-wl)(v-iﬁ)xpi.ﬁ ds + l(w2 ¢1 (V-Flk) wl ds
S S

Donde chega-se a

S -
P = ?[ E;lvw‘{—w’{vwlj dv+%{ _wsz;-w;vwzj dv +

2 2,

[
] s * * i * - * >
+ n —é— [ Eliszz—wszzj dv + T | (ll)zdll lPlell) n ds
Q S
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> > . .
yé-se claramente que p & sempre real. A expressao acima po-

de ser escrita ainda na seguinte forma

e * o * *
p = wl(-l le) dv + wz(-l,vwz) dv + n wz(—l.sz) dv +

0, Q, Q
el
2
s

+ (W) * ) (W = ¥,) 7 ds

A terceira consequéncia & que a funcao de onda nao
fica bem definida, ou melhor, ela fica determinada em termos

de probabilidade como sera visto em seguida.

Para chegar a uma conclusao a esse respeito deve-
mos observar inicialmente que nem todos os valores do parame-
tro n sao aceitéweis. Os Unicos valores que n pode assumir
sao os positivos ou nulo, pois, em caso contrario o espectro de
energia nao sera limitado inferiormente. Realmente, supondo
que n seja negativo e escolhendo uma fungao wz suficiente-
mente grande na regiao Ql , a energia, dada pela expressao

(14) pode assumir valores arbitrariamente grandes em mddulo.

Fazendo a sequinte mudanca de parametro n =+ § on
de & & definido por £ = n/(l+n) podemos limitar o novo pa
rametro ao intervalo [0,1] . Introduzindo o novo parametro

nas expressoes (l11) e (12) a probabilidade pode ser escrita as

sim
> - 2 > 2
P(r) = (1-8) |vy(x)|” + € Jyg(r)]
onde
lpl se r pertencer a Ql
by = " Vg = ¥,
wz se r pertencer a 92
Pode-se concluir dai que nao existe uma fungao W (T)
que seja combinagao linear de wA e ‘DB tal que P(?) = hp(?)|2
a menos que & seja 0 ou 1 , casos em que a probabilidade

seria dada por ]wAlz ou IwBlz , respectivamente. Vé-se que,
de certa forma, o parametro & da a probabilidade de a descri
cao ser feita por meio da funcgao Vg r e (1-£) por ¢, . Ma
is adiante sera visto que wA se identifica com a expansao em
ondas planas aumentadas e wB em ondas planas, quando entao po
deremos dizer que o parametro £ indica a probabilidade de u-

ma descrigao em termos de ondas planas.
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DEDUCAO DA EQUACAO SECULAR

Analogamente ao método APW convencional, as fun-

gaes tentativas w1. e wz sao tomadas, respectivamente, na se

guinte forma

bp = 1 Con Yoo (E) mpp(r) em 0 |

m
T T S
] z C» el(k.’.g)’r em Q e
2 : 9 2

As fungoes Mo (T) sao as solugoes da equagao de Schroedinger

2
[:—d—z— + 9’”’—51) + V(r) [rqu] = E [rqu]

radial

dr r

> - ’ ~ T e
Aqui g sao os vetores de translacao da rede reciproca e k o

vetor de onda restrito & zona de Brillouin.

Como pretendemos que as fungoes tentativas sejam
continuas na superficie esférica S , de raio R , deve haver
uma relagao entre os coeficientes sz e Ca . A partir do
desenvolvimento de uma onda plana em harmdnicos esféricos pode

mos escrever

.Y
_ le) L. > > * - -~
vy = Z C§ AT e g; i 32(|k+g|R) Y, (k¥g) Y, (F)
g
em S
Comparando com o desenvolvimento de wl em S :
vy = ) Cop Yon(E) upp(R)
fm
conclui-se que
i(k+3).r
- * -
c,. = AT I ce ° 3t 5 (1¥+34IR) ¥, (kTq)
m g 2 2m
A funcao tentativa wl adquire assim a seguinte
forma
> > >
i(k+g).r . . Mep(r)
b, = ] Crdme ° § it 5, (IKedIR) Y, (kFg) ¥, (F) — g
: 9 2 N Wor (R)
g LE

Como as fungoes tentativas sdo feitas continuas em
S , a expressao variacional a ser utilizada pode ser escrita as

Sim




. e N

v '—ll_

f [VWI.V¢1+¢IVIJ)]:| dv + I I:VU);.V\[)2+U);VII)2] dv
2 2,

* * *
f Vv, dv + f Yo, dv + n f Vob, dv

+ L (15)
* * *
f biv, dv + J by¥, dv + n I byv, dv

Ql 92 Q

ja que as integrais de superficie da expressao (9) se anulam.
Ou ainda

Jw’l‘(H-E) vy av + J E“’;'W’z,,," w;(v-E) “’2] v +

f Q

1 2

+ fwzanlpl as + n J Ew;.vwz + w;(v-E) w2:| dv = 0
5 Q (16)

Ao substituir nessa expressao as fungoes tentati -
vas, a primeira integral se anula, enquanto a segunda, a tercei

ra e a quarta dao, respectivamente, os sequintes resultados

. -5
Sreh o | [dnid -7 [ 85020 o
576 9 9
Q

>

2 L >
+ [V(_f) el(g’g)'rdv}
Q

2
i(g-9').T
XZci Cs 4T e © 7 j,(|k+3|R) J, (|K+3"|R) (22 + 1) x |
alg g. g 21 2’ 9;
e (R 5
X P_{(cosy) —— R
& U, (R)
LE
* > >, > > 1(3—3'),?
+Z z C§' C_g> (k+g') . (k+g) - E e dv +
g9 g Q = _(+_+') -r>
+ Vi(r) 979 )T gy }
Q

4

3 = = > > >
O angulo Yy & o angulo entre k+g e k+g'




Definindo

-+ > > 2 j (|+_+'IR) l(+_+l) _;
- 1 i(g-g').r _ 47TR 141979 9-9 o}
05-3 % @ e dv = 5§§. - . rvre e
0 lg-g'|
o
f > > >
- 1 > i(g-g').
V6_3| = = J V(ir) e (9=g") .1 4y
2
1 > > >
" 1 i(g-g').
T AT 7
J
Q
[ -+ - e (R)
: - L}
Vo 5, = — | v(F) 19797 T 4y L. (E) = R? =tEe
g-g9 Q L
) Mg (R)
Q2
a equagao (16) fica
4 ¢ = 0 17
1 1cy c5ogy - ()
g g
onde o elemento de matriz D§'§ é dado por
> > >
D§'§ = Q [(K+g').(k+g) 03—_15" - E 06_6, + Va--é] +
i(g-g').r
+ 4rm e © 7 (22+1) 3, (k+3|R) j2(|K+3-|R) P, (cosy) Ly (E) +
L
> > > >
+ nQ |:(k+g').(k+g) 06'6' - E Oa_-é, + V§-§'] (18)
Note-se que o elemento de matriz D§'§ coincide

com o do método APW convencional quando n = 0 ; e que o coefi
ciente de n & o elemento de matriz do método de expansao em

ondas planas. Isso nos permite escrever

* APW PW
C D + D», = 0
L1 ch 5 [ ohg + n ok |
9 g
~ * -
Derivando essa equagao com relagao aos C§' , obtem

-se o0 sistema linear
APW
Ca[%-a*“"a-a] =0

que admite solugdo nao trivial quando




-] 3=

APW PW
d =
et( Dg,a + n Da,g ] 0 (19)

ysando O novo parametro, a equagao secular pode ser escrita as-

sim

APW
det[(l—i) D-g*.zs + & Dg,-&] = 0




APLICAQKO NO MODELO DE KRONIG-PENNEY

UNIDIMENSIONAL

A aplicagao foi feita no modelo de Kronig - Penney

unidimensional cujo potencial & mostrado na figura abaixo

AVix)

. _

o

nin
nije
Nje

Segundo Kronig e Penney6 os autovalores de ener-
gia para um potencial dessa forma podem ser calculados exata-
mente pois eles sdo raizes de uma equacdo transcendental. Para
energias entre O e V, ©O espectro de energia correspondente

2 um vetor de onda k sao raizes da equagao:

2 12

208

coskd = senaa senhfb + cosda coshfBb

onde b=d-a , a=vE , B=1VY Vo-E'. Para energias maio

res que Vo o espectro de energia sao ralzes de

_ g2 - 42

208

coskd senoca senfb + cosaa cosBb

Nessa equagao B @& definido por B =V E-—Vo'.

As fungoes tentativas VY, € Wy sao

¢1 = A cdsax + B senox em Ql (20)
- itk +9g) x
b, = ) Cg e em @, e @, (21)
g9
com _ 27 _
g = n n = 0,1 ,%2, ...
d

A regiao 2 & definida como sendo a regiao entre -a/2 e a/2;
enquanto que ., , como sendo a regido entre =-d/2 e -a/2 , e

2
entre a/2 e d4/2 . As fungOes cosox e Senax ., com o= VE
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s3o as solugoes da equagao de Schroedinger em Ql .
Os coeficientes A e B sao encontrados impondo

a igualdade de wl e wz nas fronteiras de Q, , isto e, em

1
-a/2 e a/2 . Procedendo assim encontram-se
_ 1 a
N s ) C_ cos(k+g) =
cosa —2- g g
B = __Hi_i; ] C_sen(k+g) {;
send — g 9

2

pDessa forma a fungao tentativa ¥, se escreve

¥, = )} (ol { cos(k +g) = ._EQEE%; + i sen(k+g) 2. senaxel }
g 7 cosa —- sena —-
(22)

A expressao var¥acional a ser utilizada & analoga

a expressao (15)

ap] v, . dw; av, .
J [FH‘* "’1"“’1] dx + f |:d—>i—d_x—+ "'2"“’2] dx
il 2,

* % *
f "N dx-rf Uov, dx + 1 f o0, dx
Q Q

+

29 2,

A Ultima integral, tanto do numerador quando do denominador, de
ve ser calculada entre -d4/2 e d/2 . Integrando por partes

a primeira integral do numerador, chegamos a

w2 dwz iy
by U
d d
[[_w__w_q, (V-E,@ LR

Substituindo as fungoes tentativas nessa expressao, a primeira
integral se anula, enquanto a segunda e a ultima dao, respecti

vamente, os seguintes resultados
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f
c;.Cg{ [(k+g') (k+g) - E oilg-g")x 4 4 v (%) oi(g-g")x dx}
2, X

= i '
71 c*,cg( [(k+g') (k+q) -E | |2 (9797 % gy 4
g ? =l

vix) elt(979")x dx}

D——— O

0 termo restante da o seguinte

a/2
*EW_]: = -2at ot—é—cos(k+')i cos (k+g) 2 +
V1 3% ga 5 9773 9) 3
-a/2 a a
+ 2a cota-i-sen(k+g')?r sen(k+g)%§
Fazendo as sequintes definigoes
s - 1 J ei(g'g')x ax = 8 __, - momn 2 e sen (g-g') %%
g-g d . “ g9 d(g-g')
2
: e |
Vg-g' = % f vix) el(979")% 4y
25
I | i(g-g')x = &
%9-¢' 7 g J © ax 99"
Q
: p |
Yg-gr * _%_ J Ve ot I ax
Q
- a = =
2,1 :-atgaT 2.2 = o:.cotoz2
chega-se a
PW
SCTAERET-A I
g'g
onde DAPW DPw , que sao os elementos de matriz do método

g'g g'g N
APW e das ondas planas, respectivamente, sao dados por

DAPW I:k+ ") (k o} E O + VvV ]
g'g = d (k+g') (k+qg) g-g' g-g' g-g'
+ 20. cos(k+g') & cos(k+g) = + 2%, sen(k+g') 3 sen(k+g) 5-
1 93 2 2 2 2
DPW = d | (k+g') (k+g) 0 - E 0 + U :]
gy ! (k+g 9 Yg-g° g-g' g-g'

n *
Derivando a equagao (23) com relagao aos Cg, , Ob

tém-se o sistema linear




APW PW
}c [ D g ] = 0

que admite solug@o n3o trivial quando
AP
det[ 5 'w i DPW ] i,
9’9 g'g

ysando O novo pardmetro, a equagao secular pode ser escrita as-

sim
APW PW
det| (1- ] = 0 24
‘:( £) Dg.g‘*EDggj (24)
Para o potencial de Kronig-Penneyocélculo de Vg-g'
Vg-g' fornecem, respectivamente
2V
o a
v =y 8 uy - ——— sen(g-9') &
g-g' o “98'  4(g-g") 2
2V
v , = V_§8__, - O sen(g- ‘2
9-9 o "99'  g(g-g") 9T

O coeficiente Cg pode ser calculado usando o fa-

to de que o complemento algébrico correspondente ao elemento de

APW PW
= D + nD_,
gg

g'qg g'g & proporcional  ao produto

matriz D

*
c.,C. &
g'’g




CALCULOS NUMBRICOS, CRITERIOS E DISCUSSAO

Se fosse possivel tratar com um determinante de di
mensao infinita, a energia seria independente do parametro va-
riacional. Para determinantes finitos, entretanto, a energia
depende fortemente de £ . Variando o parametro podemos estudar
a convergéncia da solugao.

No caso em que a equagao é um determinante de or-
dem n @& facil ver que ela & um polindmio de grau n, com rela

géo ao parametro £ , fixado o valor de E . Utilizando essa
40 r
-|4'0
E
304 - 80
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propriedade nio & dificil calcular o par (E, £) que anula o de
terminante (24). Procedendo assim encontra-se a dependéncia de
g com E . Um comportamento tipico @ mostrado na figura acima
para um potencial de Kronig-Penney com as seqguintes caracteris-

ticas: Vo =3 , 4 = 1.7 , a = 1.00.

As energias determinadas pela expansao emondas pla
nas aumentadas ( & = 0 ) e em ondas planas ( & =1 ) constituem
1imites superiores para OS valores exatos. Para um calculo me-
lhor foram estabelecidos certos critérios5 para a escolha do pa
rametro £ que fornecessem um valor de E mais proximo do va-

ljor exato que os determinados quando & =0 ou & =1.

Os critérios sao baseados na minimizagao de uma de
terminada grandeza. Para cada par (E, £), solugao da equagao se
cular, calculam-se Os coeffg*entes Cg e a partir dai, a gran-
deza em consideracao. O valor jdeal de energia seria aquele cor

respondente ao menox valor que essa grandeza pudesse atingir.

Dos trée critérios postos a prova, O primeiro de-
les possui um carater probabilistico enquanto os outros dois nao
tem essa caracteristica. Agquele seria, pois, ideal quando se
tratasse de matrizes seculares de grandes dimensoes ao passo que

esses serviriam para qualquer tamanho, inclusive um por um.

19 critério: entropia minima na distribuigao dos

Cg . A entropia, definida como
s 2ihs B [em)Zente | ®
g g |
g
com ) |Cg|2 = 1
g

deve ser minima quando a energia atingir o valor ideal, ja que
os coeficientes correspondentes a g grandes seriam despresi-

veis.

20 critério: salto na derivada da funcao tentativa

na superficie de separagao das regices §; e 2, -

Como ficou estabelecido, as funcdes tentativas ¥,
e ¥, sao feitas continuas na superficie de separagao das re-
yioces 2, e @, , mas o mesmo nio acontecendo com suas deriva-
das. Este critario & baseado na minimizagao da diferenga das

derivadas normais dessas fungSes, mais precisamente na seguinte
grandeza

»




* *
J (3 0] = 3,¥,) (3 ¥; = 3 ) ds
S

n f w;wz g e ) f wng av

2y i,

39 critério: obediéncia da equagao de Schroedinger.

ouando a grandeza B definida por

nJ(H-E) ll);(H—E) wzdv+ (1+n) (H-E) ( - E) dlzdv
Q

1

]
J w;wz dv + (1+n) [ wzwz
2,

O

for minima a energia correspondente deve ser ideal. Em primei-
ro lugar porque se (H-E) wz = 0 em Ql e 92 entao 6B =
= 0 . Em segundo porque se B for pequeno entao os dois ter-
mos (as integrais de volume e a integral de superficie) da se-

guinte expressao serao pequenos, com maior razao

i 5¢;(H—E) b, dv + (L+n) Glp;(H—E) by dv + a¢;(anwl—anw2)ds=o

€ 2y

Esse Gltimo argumento & valido também para o segundo critério.

Para chegar a expressao apresentada acima basta to-

mar a expressio (10) e lembrar que a fungao tentativa ¥, sa

tisfaz as condicoes (H-E) P, = 0 em e, e Yy, =¥, em S .

Substituindo as fungoes tentativas wl e wz da-
das por (21) e (22) obtemos as seguintes formulas para o segun-
do e terceiro critérios, validas para o modelo unidimensionalde
Kronig-Penney:

A = g

LQM

*
e ¢l 2 chos(k+g)-§— cos(k+g')jl +
= g 1 2 2

+ 22 sen(k+g) 5= sen(k+g') F + (kty) (k+g') cos(g=g') 5+
) a a
+ 22(k+g ) sen(k+g) 5 cos (k+g') &5 -
— +q') cos (k+q) -2 1y 2
ll(kHJ ) s (k+q) 3 sen (k+g"') 5

+ sen (kig') & a
+ o,k g) (ktg') 5 cos(k+g) 3
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’ a
R,l(k+g) cos (k+g') < Sen(k+q) % }

- ¥ 'y 2 2 -
P il S
99  (g'-q) 2

3 [(k+g')2-€][(k+g)2_gj 2 sen(g'-g) % }
(9'-9)

com a seguinte condicao de normalizagao

v

x

+

* _g) &
) Cq1Cq [ d 8 iy~ (1-¢8) sen(g'-9) 5 }

g'g (g'-q)

Resultados

Em sequida sdo apresentados os resultados mais sig
nificativos que obtivemos ao aplicar o método no modelo unidi-
mensional de Kronig-Penney para dois potenciaisckaprofundidades
diferentes.

A tabela 1 mostra os valores de emergia correspon-
dentes a segunda banda para um potencial com as seguintes carac
teristicas: V. = 30 , d4 = 1.7 , a = 1.00. Os calculos

(o)
foram feitos utilizando-se um determinante de terceira ordem.

Tabela 1
k- 0.45 0.90 1.35 1.80
exato 20.18 19. 48 18.87 18.63
S S
E APW (£ = 0) 21.22 20.44 19.78 19.50
Crit.entropia 20.68 19.56 18.90 #_;Eiffl_q
g Crit.entropia 0.19 0.18 0.16 0.11

S e e e ———— N e

Nessa tabela, incluimos além dos valores exatos de
energia Para efeito de comparagao, os valores de energia corres
pondentes a0 valor nulo do paradmetro (Mét. APW) € Os correspon~
dentes a0 Minimo da entropia acompanhados dos respectivOs valo~
res de & . As energias fornecidas pelos outros dois critérjos
nio foram inciyidas porque elas coincidem com as fornecidas pe-

lo métOdO APW |
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Note-se que a energia dada pelo critério da entro-

pia parece ser mais proxima do valor exato do que a fornecida pe

lo método APW. Com o intuito de verificar a validade dessa afir

magao e se havia uma convergéncia para o valor exato, os calcu-

los seguintes foram efetuados tomando - se diversos tamanhos

matriz.

A tabela 2 mostra os mesmos calculos da tabela 1.

Aqui utilizamos um potencial mais profundo e mais estreito com
as seguintes caracteristicas: Vo =60 , d =1.75, a = 0.50
Tabela 2

valor
k ordem da matriz 3x3 5x5 7 x7 9 x9 | exato de
E
0.45 APW (£ = 0) 61.6 | 58.0 | 56.4 | 56.0
E
Crit.entropia 60.2 57.5 56.1 55.9 55.7
£ Crit.entropia 0.54{ 0.49] o0.35 o.1q
0.90 APW 60.3 57.2 55.8 55.3
E
Crit.entropia 58.8 56.1 56.1 55.2 55.2
£ Crit.emtropia 0.56| 0.51| 0.36 o.1ﬁ
1.35 APW 59.4 56.6 55.2 54.8
E
Crit.entropia 58.0 55.2 54.4 54.6 54.7
£ Crit.entropia 0.57 0.51 0.36 0.1
1.80 APW 59.0 | 56.3 | 55.0 | 54.6
E
Crit.entropia 57.9 54.8 54.0 54.4 54.5
£ Crit.entropia 0.56 0.50 0.36 O.l%

tropia n3o

lhoreg que

Dessa tabela pode-se inferir que o critério da en-

apresenta resultados que sejam substancialmente me-

O0s que se obtém pelo método APW convencional.

Quanto aos outros dois critérios, as energias que

8@ obtém por meio deles coincidem exatamente com as alcancadas

Pelo método APW convencional.




CONCLUSZXO

Neste trabalho propusemos uma maneira de modificar

o método APW convencional por meio de um Parametro introduzido
através da generalizacao de uma expressao variacional. Obtive-
mos, como consequéncia, uma certa liberdade ha determinagao da
energia que possibilitou o estabelecimento de certos critérios

para a escolha do parametro correspondente 3 energia ideal.

Com a introducao desse parametro, esperavamos che-
gar a um método de cilculo de bandas eletrdnicas de

convergen-—
cia mais rapida que a do método APW convencional.

Entretanto,

nas a confirmar os que se obtém por aquele método.

o método proposto ndo traz ygsultados extraordinarios, vindo ape
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