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RESUMDQOQ

Neste trabalho sao apresentados alguns resulta
dos matematicos relevantes para a aplicagao do método de
espalhamento inverso a resolugao de uma classe de equa-
goes de evolugao nao-lineares. E demonstrada a proprie-
dade isoespectral para certas familias de operadores li-
neares nao auto-adjuntos. Esta propriedade tem um papel
central na aplicagao do metodo acima a equagoes de evolu
gao nao-lineares de interesse fisico, tais como a equa-
¢ac de sine-Gordon e a equagao de Schr8dinger ndo-linear.
E feito também, uma teoria de espalhamento inverso rigo-
rosa para sistemas do tipo Zakharov-Shabat, o que inclui
uma analise qualitativa do espectro de operadores deste

tipo.



ABSTRACT

This Thesis presents some mathematical results
relevant in applications of the inverse scattering
transform to the solution of a class of non-linear evolu-
tion equations. First, it is shown that certain families
of non-gelfadjoint linear operators have the isospectral
property, which is fundamental for the above applications.
These families include various operators related to non-
linear equations of great physical interest, such as the
sine-Gordon and the non-linear Schr8dinger equations. In
the sequel, a rigorous inverse scattering theory, in -
cluding a qualitative spectral analysis, is developed

for systems of Zakharov-Shabat type.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Desde 1967, quando a teoria de espalhamen
to inverso foi aplicada por Gardner, Greene, Kruskal e

(6)

Miura d resolugao da equagao de Kortweg-deVries, a re
solugao de equagoes de evolugao nao-lineares através des
te método, tem despertado grande interesse por parte de
fisicos e matematicos, tanto por sua grande gama de apli

(19)

cagoes quanto pela extensao do método a uma classe

mais geral de equagoes nao-lineares.

Nos Gltimos anos, um tratamento rigoroso
da teoria de espalhamento inverso aplicada a equagao de
Kortweg-deVries, foi feito(q)'(3)'(21). Neste caso, exis
te uma simplificacao importante, que & o fato de que o
operador linear associado & auto-adjunto, o gue ndo acon
tece para a maioria das outras equacgoes nao-lineares de
interesse fisico.

Em 1974, Ablowitz, Kaup, Newell e Se-
gur(l) desenvolveram um tratamento geral, que engloba-
ria as equagoes nao-lineares de interesse, que eram sold
veis pelo espalhamento inverso (inclusive a equacgao de
Kortweg-deVries, como um limite singular). Este trata-

(22)

mento foi baseado no trabalho de Zakharov-Shabat , em

1972, sobre a equagao de Schr&dinger nao-linear.

Embora o tratamento dado em(l) seja de

grande elegancia, e bastante abrangente, apresenta al-
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guns problemas matematicos. Destes, o mais sério, & o
fato dos autores nao demonstrarem a propriedade isoespec
tral dos operadores lineares associados. Esta proprieda
de & assumida, tendo por conseqgfiéncia um conjunto de
equacoes de consisténcia, gue se mostram equivalentes 3
validade de uma certa classe de equagdes nao-lineares. A

maior dificuldade & que,os operadores formando o "par de
ax"(16)

L depender, na maior parte dos casos, do proprio au

to-valor. Existem entretanto, alguns casos importan-
(2} 5 £12) i

tes , onde se obtem pares de Lax sem este proble-

ma, para os quais foi possivel demonstrar a propriedade

isoespectral.

Por outro lado, as hipdoteses feitas em(l),

com relagao ds propriedades espectrais do operador linear
associado, nao haviam sido demonstradas. Em particular,
a existéncia de apenas um nimero finito de auto-valores
discretos, se constitui num ponto importante para a apli
cagao do método de espalhamento inverso. Estas proprie-
dades puderam ser aqui demonstradas sob a hipotese de

"potenciais" exponencialmente decrescentes.

Quanto & teoria de espalhamento inverso

propriamente dita, muitos dos métodos utilizados
(4) ,(3) : . . s
em puderam ser aplicados. A maior diferenga resi
de no problema de existéncia e unicidade das  solugdes
das equagoes de Marchenko. Este problema sd pode ser re
solvido aqui em alguns casos especiais, como o da equa-

cao de Schrddinger ndo-linear. No caso geral os resulta

dos sao incompletos.



39

No capitulo II, serd feita uma descricao
do método de espalhamento inyerso, segundo as linhas de
(1). No capitulo III serd demonstrada a propriedade
isoespectral para uma certa classe de operadores, e de-
monstrado que os casos da equagao de Schrddinger nao-li-

(22) (5)

near e a equagao de sine-Gordon estao incluidos

nesta classe.

Nos capitulos IV e V .estara sendo -tratada
apenas a classe de equagoes para as quais valha a pro-
priedade isoespectral e sob a hipotese de "potenciais”
exponencialmente decrescentes. No capitulo IV serao de-
monstradas as propriedades espectrais assumidas em (1),
sendo a mais importante, a finitude do espectro discreto
do operador linear associado. No capitulo V, sera trata
do o espalhamento inverso propriamente dito, sendo o}
principal resultado, a existéncia e unicidade da solu-
gao da equagao de Marchenko, numa certa regido do espago
no caso geral, e globalmente em certos casos particula-
res importantes, como o da equagao de Schr8dinger nao-1li

near.

No capitulo VI serao apresentadas as con-
clusoes deste trabalho. Nos apéndices estdao enunciados
alguns resultados bem conhecidos utilizados no texto,
bem como demonstrados alguns resultados essencialmente

tecnicos.



CAPITULO 1II

0 METODO DE ESPALHAMENTO INVERSO

I1.1 -~ Introducao

O método de espalhamento inverso consiste
na resolugao de equagoes diferenciais parciais ndo linea
res através de etapas lineares, podendo ser encarado co-
mo um anadlogo nao linear da transformada de Fourier. E
claro que um tal método, mesmo se aplicando apenas a uma
classe bastante restrita de equagdes ndao lineares, con-
siste num grande avango, do ponto de vista ~matematico.
Tem sido observado, que este método, em geral, se aplica
ds equacgoes da fisica que apresentam solugdo tipo sdli-
ton (solugoes localizadas que assintoticamente n3o  mu-
dam sua forma e velocidade apds colisdes com outros so-
litons do mesmo tipo), o0 que acrescenta ao interesse ma-
tematico um grande interesse fisico e inlimeras aplica-

coes.

Esquematicamente, o método de espalhamen-
to inverso pode ser descrito da seguinte maneira: consi-
dere uma equagao de evolugao nado linear representada ge-

nericamente por:

fbv(u,v) = K(¢(u,v)) , (II-1)

onde K & um operador nao linear e u e v sdao as variaveis

do problema (geralmente tempo e uma dimensao espacial).



Suponha que associada a esta equagao nao linear esti da-
da uma familia L(¢(u,v)) de operadores lineares, que defi
na um problema de espalhamento L y = § Y, para todo v>0,

num espago conveniente.

Seja ¢(u,0) a condicao inicial de (II.1l).
A determinagao da solugao geral ¢ (u,v) serd feita atra-

vés das trés etapas descritas abaixo:
i) Problema Direto

Para v = 0, o operador L. & determinado,
pois a condigao inicial ¢ (u,0) & uma funcao dada. Pode-se
portanto resolver o problema de espalhamento e calcu
lar o comportamento assintotico (u+*w) das autofuncoes
U (designados por "dados de espalhamento"), bem como os
auto-valores £. Note-se que poderao ocorrer "estados L
gados", descritos pelo espectro discreto, e "estados de

espalhamento", descritos pelo espectro continuo. Os "es
P P p

-

tados ligados" estarao associados ao aparecimento de sd-
litons, e os "estados de espalhamento" & solugoes do ti-

jele} "radiagéo", gque tenderao assintoticamente (v+®) a zero.
ii) Evolugao em v dos "dados de espalhamento"

A partir dos "dados de espalhamento" para
v=0, e da equagao de evolugdo (II-1), deve ser possivel
a determinagao destes "dados de espalhamento" para todo
v>0. Para que isto seja possivel, & evidente que & cru-
cial a escolha da familia L de operadores lineares. Con-
forme serd visto na prdxima seccdo, a propriedade essen-

cial para a realizacao desta etapa & a propriedade iso-
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espectral da familia de operadores L(¢(u,.)), i.8, & ne-

cessario que o espectro seja o mesmo para todo v>0.
iii) Problema do espalhamento inverso

Conhecidos os "dados de espalhamento" pa-
ra todo v>0, deve ser possivel reconstruir o "potencial"
p(u,v), i.€., resolver o problema de espalhamento inver-
so. Novamente, a escolha do operador L & crucial, ja

que este problema sO tem chance de ser resolvido para

operadores L suficientemente simples.

Apresenta-se abaixo um diagrama represen-

tativo do método de espalhamento inverso:

"Dados de espa-

¢ (u,0) S lhamento" para

v =0

"Dados de espa-

¢ (u,v) lhamento" para

v > 0

Fig. II.1 - Diagrama do Método de Espalhamento

Inverso

Por esta descrigao esquematica fica claro
que a grande dificuldade do método & a escolha (e a exis

téncia) de operadores lineares associados que permitam
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a implementacao das etapas acima, De fato, ndo existe
nenhum processo sistemdtico para tal associagdo, poden-
do-se verificar apenas "a posteriori" se certa familia
de operadores lineares & conveniente ou ndo para a reso-

lugao de um certo problema ndo linear.

Seja L(v), v>0, uma familia de operadores
auto-adjuntos (agindo num espago dado) que satisfaca a
seguinte condicao:

L(0) = U ' (v) L(v) U(v), (TT~2)

onde U(v) & uma familia de operadores unitarios. Se es-
tes operadores dependem diferencialmente de v, entao a
U(v) estda associada uma familia de operadores antissimée-

tricos B(u) tal que:

U _(v) = B(v) U(v) {EI-3]

Nestas condigoes & imediato, que a condi-

gao (II-2) & equivalente a:

[B(v), L(v)] = L_(v) (II-4)
. {13)

Foi Lax ; quem colocou nesta forma estas

observagoes com relagdo & equagdo de Kortveg-de Vries, e

O operador de Schrédinger, que era o operador linear as-
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(6)

sociado, em ~ “. Com esta formalizacao e com o teorema
enunciado a seguir, Lax esclareceu a relagao entre a pro
priedade isospectral da familia L(v) e a possibilidade

do calculo dos "dados de espalhamento", para v>0

Teorema II.1 (Lax). Sob as hipboteses de

(II-2), vale:

i) Existe B(v) antissimétrico tal que [B,L]= L,
ii) Os autovalores de L(v) sdao independentes de v.

iii) A evolugao das autofungées de L(v) & dada por

v, = B(v) ¥ (Ti=5]

Como no caso do método de espalhamento in
verso, a familia de operadores lineares € dada por
L(d(u,v)); L, dependera da equagao nao linear dada e em
geral, a familia de operadores B(v), dependera também de
¢(u,v). Nos casos tratados concretamente, o comporta-
mento assintdtico das solugdes ¢ (u,v) da equacio nao
linear (u »+ * «») & dado, donde, usando a equagéo (IT-5)
& possivel determinar os "dados de espalhamento", (i.é&.

y(u,v), u > * =), Um par B,L satisfazendo (II-4) & de-

nominado na literatura como par de Lax.

III.3 - O método de Espalhamento Inverso para operado-

res lineares do tipo Zakharov-Shabat

Conforme j& foi citado, o problema linear
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associado, na resolucdo da equacao de Kortveg - deVries
era o operador de Schrddinger, para o qual era conhecido
que, com hipdteses suficientes sobre o "potencial", era
possivel resolver o problema inverso, ou seja, a etapa
III. Em (22), Zakharov e Shabat, trataram a equagéo de

Schr8dinger nao linear:

+ kK [ul?u=0  (II-6)

através do método de espalhamento inverso, utilizando co

mo operador linear associado:

l+p O 0 u
" (II-7)

0 1-p u 0

Rele)=g

*
onde u é o complexo conjugado de u e p é definido por:

S S | (11-8)

e puderam achar uma familia B(t) de operadores, que jun-
tamente com L(t) formam um par de Lax. Entretanto, como
L(t) nao & auto-adjunto, o teorema de Lax nao se aplica,
Zakharov e Shabat, assumiram que o espectro de L(t) era

independente de t, e conseguiram, para este operador li-

near realizar a etapa III.

Inspirados neste trabalho, Ablowitz, Kaup,
(1)

Newell e Segur 7', consideraram os operadores lineares
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da seguinte forma

3
ox

Tal,e) =4 ; | LI~9)
]
q_ (.Xrt) - aX

—qt(x,t)

denominados na literatura, operadores tipo Zakharov-Sha-
bat, e procuraram entao, equagdes n3o lineares que pode-
riam ser resolvidas utilizando este operador linear.

Descreveremos abaixo o procedimento 1a utilizado.

Para cada t > 0 fixado, considere o pro-

blema de auto-valores

Lilx,t) Pist) = £ ailx®) (II-10)

e suponha que o operador de evolucdo das autofuncoes

v(x,t) & dado por:

M(Xrtrg) = A(Xrtr‘c;) B(X,t,g)
(II-11)
Clxybet) BIEEE)
isto &,
wt(x,t,a) = M(x,t,E) (=, t, 2} (I1-12)

Suponha que o espectro de L(x,t) seja in-

dependente de t. Diferenciando-se (II-10) em relagao a
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t e (II-11) em relagao a x, obtém-se o seguinte sistema

de equagdes nao lineares:

D = -A + d(t) (II-12-a)
A =4q,C - qB (IT-12-b)
B, + 21&B = Qg ~ 2Agq (IT=12=¢])
C, ™ 2iEC = q_¢ * 2Ar (II-12-4)
onde, sem perda de generalidade, pode-se assumir
d(t) = 0.

Uma observacao importante &€ que o sistema

(ITI-12) & eguivalente a:

(RG] s M(XaE:2) ] U dZeteE) = Lt(x,t) v (x,t,&) (II-13)

O trabalho de Ablowitz, Kaup, Newell e
Segur se baseiam na seguinte suposigao: se q, e q_ sao
solugoes de um problema ndo linear dado, e as fungdes A,
B, C, D sao tais que as equagdes (II-12) (ou, equivalen-
temente, (II-13)) sao satisfeitas, entao o espectro de
L(x,t) & independente de t. E claro que a condigao (II-
13) & necessaria para que seja valida a propriedade iso
espectral de L(x,t), mas de forma alguma € claro que se-

ja suficiente.
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Aceita esta hipdtese, suponha que sao da-
das as condigles iniciais g, (x,0) e g_(x,0) e condigdes
de contorno g _(x,t) » 0 para |x| » ».. Sejam ¢,9,V e

i autofungaes de (II-10) (para & real) satisfazendo as

seguintes condigoes de contorno:

1
o > (, ja iEE X > o (II-14-a)
5~ (] et x - - (II-14-b)
o> é T X > oo (II-14-c)
T (e iEx X + 4o | (II-14-d)

e sejam a,t), blg,t), a(g,t), blE,t) definidas por

(£ real)s
| PR
¢ = al + by -~ 2 B para X - + o
b e
(IT-15-a)
B __ _ —5 ""lEX
¢ =by - ap - —  iEx para Xx -+ =
-a e
(II-15-Db)

Suponha que as condigoes iniciais e de con
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=y
torno sobre os potenciais q, © d_ impliquem que :

A(x,t,E) = A, (&) para |[x| » = (I1-16-a)
Bile, 8] = @ para |[x| =+ « (II-16-Db)
C(x,t,g) = 0 para |x| + o (II-16-c)

Neste caso, sob as hipoteses ja feitas, &

facil mostrar que:

gll; ) = a@(E;0) (II-17-a)
b(E,t) = b(g,0e 2R (E)E (II-17-b)
a(g,t) = a(g,0) (II-17-c)
b(£,t) = b(g,0)e?® (&)t (TI=17-d)

Sob estas hipdteses & possivel mostrar
que ¢,{y, a podem ser analiticamente estendidas para

Im£>0, enquanto que as fungées o,V e a, podem ser anali

ticamente estendidas para Im£<0. Suponha que o espectro

(*) Casos mats gerais podem ser incluidos, entretanto para que a
exposigao do metodo fique mais simples, nos restringivemos a
este caso, que é o que aparece na mator parte dos problemas, e
em particular, nos que podem ser tratados rigorosamente com o0s
metodos dos capitulos seguintes.
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discreto de L no semiplano superior (respectiyamente, in
ferior) corresponda aos zeros de a(f,t) (respectivamente
a(£,t)) e que estes sejam simples, e em nimero finito. As

(1)

sim, & possivel demonstrar que as solugOes procuradas
q+(x,t)}q_(x,t) sao obtidas através da resolugac de equa
¢oes de Marchenko, cujos nicleos dependem apenas dos "da
dos de espalhamento" a(f,t), b(g,t), a(g,t) e b(g,t), o

gque completaria a etapa III, do método de espalhamento

inverso.

Nao serao aqui apresentadas em detalhes estas
demonstragoes, pois estas serao feitas nos capitulos se
guintes, sendo que neste capitulo pretende-se apenas dar
uma idéia geral do funcionamento do método, e das hipdte

ses nao demonstradas em (1).
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CAPITULO IIX

PROPRIEDADES ISOESPECTRAIS DE UMA FAMILIA DE

OPERADORES NAO AUTO-ADJUNTOS

IIl.l- Introducac

Conforme foi visto no capitulo II, a apli
cabilidade do método de espalhamento inverso a uma dada
equagao nao-linear, depende crucialmente da existéncia de
um par de Lax associado, que & o que permite a determina
cao da evolugao temporal das autofuncdes do operador i

near.

Se a familia de operadores lineares L (t)

€ auto-adjunta, e se existe uma familia de operadores
_oL(t)
ot

entao o espectro do operador L(t) é independente de t

M(t) anti-auto-adjunto tal que = [MIE), EfE]T,

(13)

Entretanto, em muitos dos problemas tratados pelo método
(1), 5); (22)

de espalhamento inverso e suas generalizacgoes 7

a situagao que se apresenta & mais geral. No caso de

(d)

-

Ablowitz et al. ; & propriedade isoespectral de L(t) &
assumida, e a existéncia de um par de Lax & substituida
por equagoes de consisténcia. A familia de operadores M
depende em geral do espectro de L, o que torna impos-
sivel uma demonstracao da propriedade isoespectral de L,
segquindo a linha de Lax. Por outro lado, para algumas
equagoes importantes, como a equagdo de sine-Gordon, e a

= 1 ~ . -
equagac de Schrodinger nao-linear, & possivel encontrar-

se um par de Lax, onde a familia de operadores L(t) n3o
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& auto-adjunta.

Neste capitulo, sera demonstrado um teore
ma gque permite garantir a propriedade isoespectral de
L(t), gquando esta familia nao & auto-adjunta, que sera
aplicado aos casos da equacao de sine-Gordon e da equa-

cao de Schrédinger nao linear.

III.2- Um teorema Isoespectral

O objetivo desta secgao & apresentar con-
dicoes sob as guais o espectro discreto de uma familia
de operadores L(t) & invariante. Considerou-se apenas

o espectro discreto porque nas aplicacoes relevantes E

este o fato necessario (Ver Apéndice D).

Seja X um espaco de Banach, fixado, onde
agirao os operadores. Dado um operador A, D(A)CX denota

ra seu dominio e Ud(A) seu espectro discreto.

Sejam L(t) e M(t) duas familias de opera-

dores lineares satisfazendo,

LiE) = Ly, & Ly (ITI-1)

1

I

M(t) Ml + Mz(t} (ITI-2)

onde L; & auto-adjunto em D(L,), M, & anti-auto-adjunto

em D(M;) e L,(t) e M,(t) sao, para cada t € R, limita-

1

dos em X.
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Estas condigoes significam tomar "peque-
nas perturbacoes" de familias de operadores auto-adjun-

tos e anti-auto-adjuntos(que & o problema bem conhecido).

Para que se possa definir o© significado
preciso de L(t) e M(t) formarem um par de Lax, sao neces
sarias condigoes sob seus dominios:

D(M,L,) D D(M]) (| D(M,) (I11-3)

D(M,) C DL (III-4)

Define-se que {L(t), M(t)} formam um par

de Lax, se para todo Vv € D( M2 M DY , tem-se que:

d

dLit) & - [M(t), Lt)lv (III-5)
dt

onde [,] indica o comutador de dois operadores.

Serao enunciados a seguir algumas hipdte-
ses técnicas cuja necessidade serd tornada clara na de-

monstragao do teorema.

Seja B(X) o conjunto dos operadores limi-
tados em X. Uma familia de operadores {A(t) € B(X), t €

R} & dita lisa se & continuamente fortemente diferencia-

* A condigao III-4 & mais forte do que o necessario para que  se
prove o que segue. Bastaria impor que D(L.M,) > D(MQﬂWD(M /.
No entanto a condigao III-4 & satisfeita nas aplzcagoes e sera
adotada para simplificar as demonstragoes.
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vel para todo t € R e se a norma de A(t) & uniformemente

limitada em t, para t em compactos de R.

Sejam:

F(t) = [L , M, (t) 1(M +E) (III-6-a)
G(t) = [M;, Ly(t)] M+ &)+, (III-6-b)
H(t) = My, M,(£)] (M + g)"l (III-6-c)
onde £ € R-{0} & fixado.

E necessario que as seguintes condicoes
sejam impostas:
{L,(t)} & 1lisa, (TIT-7)
{iM,(£)} & 1lisa, (I11-8)
1B ()} é lisa, (III-9)
{c(t)} é lisa, (III-10)
{H(t)} é lisa, (III-11)
Teorema IITI-1 - Sejam L(t) e M(t) duas familias de ope-

radores satisfazendo as hipOteses (III-

1) a (ITI-5) e (III-7) a (III-11l). Suponha-se ainda que
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*
os auto-valores de L(t) sejam simples( ), Se para todo

auto-vetor u, de L(0), correspondente a um auto-valor 50

€ Ud(L(O)), tem~-se que

u, € DMI) N D), (I11-12)
entao

0q (L(t)) = 04(L(0)) , (EXT-T3)

para todo t € R.

Demonstracao:

Nesta demonstracao serd necessario usar
alguns resultados técnicos, parte dos quais enunciados
no apéndice A, e outros demonstrados no apéndice B. Estes
resultados consistem de um teorema de existéncia e unici
dade de solugao e de equacgdo diferenciais, e de um lema
e uma proposicao que tornam licitas as derivagoes no tem

PO que sejam necessarias.

Para que seja possivel a aplicacao do teo.
rema A-1 do apéndice A, t deve variar num intervalo 1li-
mitado. Seja, pois, dado t, € R, qualquer. Seja T > ty

fixado e I = (-T,T). Seja £€ R, tal que -M(t)+§ satisfa

(*) lNos exemplos de interesse foi provado (Cap. IV - Segao II) que
© espectro dos operadores L(t) emvolvidos,é simples.
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ca & hipbtese a) do teorema A-l, para todo t € I (isto
&, -M(t)+£ & o gerador infinitesimal de um subgrupo con-
trativo sobre X, ¥te I, com O € p(A(t)). Tal constante

existe ja que, por (II1I-8), a norma de Mz(t) € uniformemen

te limitada em t, para t em subconjuntos limitados de R.

Além disso, pela hipotese III-8, (-M(t)+E)
satisfaz as hipoteses b) e c¢) do teorema A-1, donde, o}
problema de valor inicial:

dgét} = M(t)g(t), g(0) = g, € D(M) = D(M,) (ITI-14)

1
tem solugao Unica para todo t € I, com g(t) € D(M), con-

tinuamente diferenciavel.

Dado u, € D(M,) N D(M%), autovetor de
L(0), correspondente ao autovalor go, seja uo(t), t eI,
a Gnica solucao de (III-14), com u,(0) = u,. E imediato
que u(t) € D(Ml)f\ D(M?), pois o teorema A-1 continua va-

lido, restringindo-se o dominio do operador a D(Ml)ﬂD(Mi)°

Seja £ definida por
£(t) = L(t) uy(t) - g, u,(t). (III-15)

f(t) € D(Ml}, por (III-3).
Pela proposicao B-1 do apéndice B, Liu, (t)
& continuamente diferenciavel em todo t € TI. Fazendo

B=1L, +ia, o € R - {0}, tem-se que B & definido em
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D(L,1), inversivel com inversa limitada e B U, CE) & con-
tinuamente diferenciavel. Por (III-4) e por (ITI-12)
B ul (t) esta definida e & continua, pela proposigao 1-B. Co
mo alem disso, L(t) & fortemente continuamente diferen-
ciavel por (III-7), tem-se, pelo lema A.l, do apéndice

A, que f(t) & continuamente diferenciivel e

s P e O du_(t)
0
g—i = dgt(t) u (t) + L(t) —ge— =&, —e—, (III-16)
donde, por (III-5) e pela definigdo de u,(t),
daf _ e
ge (B = M)f(t), (III-17~-a)
£(0) =0 (III-17-Db)

para todo t € I.

Pela unicidade da solucgao de (III-14),tem-

se que

f(t) =0 7 vtert [ITI=18)

5 d(L(t)), ¥t € I, donde

od(L(O))(f od(L(tD)) (ITI-19)

Repetindo o argumento, tomando agora como

condicao inicial t = t,, tem-se que 0q (Lt ))Co4(L(0)).

Of

Como t0 era arbitrario fica demonstrado o teorema.
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Cabe ressaltar que as hipbteses (III-3),

(III-4), (III-7) a (III-10Q) garantem que:
[ty L)y = [M, 0. ] v [H; 6] ,0,] v+ [8, L, E)]w +

(E1d % (III-20)

esta bem definido para todo v € D(M,) N D(M?)o

III.3- A propriedade isoespectral da equacao de

sine-Gordon.

Considere-se as solugoes u(x,t) da equa-

cao de sine-Gordon

) 5
ofu  _ 87w, . u=0, - © < x,t < o , (TT1=21)
32 3x2
globais, reais, infinitamente diferenciéveis(lG), com
condigcoes iniciais:
u(x,0) = £(x) ec”, |£()] <c e Cl¥l (ITI-22-a)
-%‘—é— (x,0) = g(x) ec’, |[gx)| <c o€ x| (III-22-b)

e com condigao adicional

ou
3t

sup (2€)| +

X € R

%ﬁ%x,t) < » , para cada t

(ITII-22-C)
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A existé@ncia de solucgOes com esta fltima
condicdao ndo esti demonstrada. Entretanto, para  condigoes
iniciais £, g € Cz , O espago de Schwartz de fungoes in-

finitamente diferenciaveis e de suporte compacto, & co-

nhecida(IG) a existéncia de solugoes de (III-21) que sa-
tisfazem (III-23-c) (de fato, u(x,t) € c” , para cada
£ & 4, Estas solugOes correspondem ao estudo do setor

de vacuo (zero sdlitons) da equagao de sine-Gordon. Acre
dita-se que a analise, feita em (16) possa ser estendida
para mostrar a existéncia de solugoes satisfazendo (III-
22), entretanto os detalhes técnicos nao foram feitos.

Foi mostrado(B) que este problema pode

ser tratado pelo método de espalhamento inverso, utili-

zando-se o par de Lax {L,M} dado por:

J 0 5
Ly = 5 (ITI-23-a)
0 0
AlE) Blit)
Lz(t) = ( ) , (IT1I-23-b)
B(t) 0
TAE) &= By, # Lz(t) (ITI-23-c)
e
(I 0 ) 3
M, = _— ’ (ITI-24-a)
' 0 -I ga
0 o =
M, (t) = ) 7 (III-24-Db)
D(t) O
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M(t) = M+ M2Lt1 (ITII-24-c)
onde
i -1 1 0
g = ( ) , I = ( \ , (II1I-25)
1 0 0 1
0 wi(x,t)
A(t) = = ( ) (ITI-26)
wi(x,t) 0
B(t) = 3 (exp(i ulx,t)/,) 0
0 exp(-i u(x,t)/z) (ITII-27)
C(t) = -2J B(t) (ITI-28)
D(t) = 2B(t)J (III-29)
wiz,t) = 2 (x,6) + 2 (5 g (ITI-30)
r ax [ 4 Bt F

sendo u(x,t) a solugao de (III-21) satisfazendo (III-22)

(quando esta existir).

A escolha natural para o espago de Banach

sobre o0s quais agem os operadores, & dada por:

X =1.% (R) @ Cc* (ITI-31)

Proposicao III.2- Com a formulacgdo acima, dd(L(t)) =

= 04(L(0))
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Demonstracag:

E imediato que os dominios dos operadores

envolvidos sao dados por:

D(L,) = D(M,) = D(L(t) = D(M(t)) =
ijzl .
=4l } € X tais que v, € L2 (R 5 v, absolutamente conti-

li 3)
\ |
|\v |
A avi
nua, e o= € L2 (R), para i = 1,2,3,4»~ ,

(ITITI-32)

As hipOteses (III-1) e (III-2) s&do verifi
cadas pela definigoesdos operadores L(t) e M(t). As hi-
pOoteses (III-3) e (III-4) sao verificadas por (III-32).
A hipdtese (III-5) & verificada trivialmente, aplicando
as definicoes dos operadores. O fato dos auto-valores
de L(t) serem simples, tem demonstracao andloga a do lema

iV.2, do capitulo IV,

Para mostrar a hipotese (III-12), basta

n o,
a3 Mol

notar que se L(0)u, = gouo, entao u! € ¢ (R) e e

0 0

1
9.xX
L? (R) para todo n € N, ja que u, € D(L(0)™), ¥n € N. Por

(I1I-24-a), & imediato que u, € D(M),

Para a demonstragao de (III-11), vé-se

que:
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b e 0 2C
ox 3
M, ,M,(t)]= | + e (III-33)
~ 22 g 2D 0
X
donde
|| DMy, M, (£)]0I< c(t) [[o [+ ate) || (M;+8)¢ || (ITI-34)

onde c(t) e d(t) sao constantes dependentes das normas
o - i 4

L das fungoes eilu(x't), %% (x,t)e‘lu(x’t) , ou se-
ja, M, ,M,(£)] & (M;+E)-1limitada (ver apéndice C)..No apén

dice C, é demonstrado que: esta propriedade, bem como as pro

au

priedades de diferenciabilidade e limitacao de = (%t}
e -%% (x,t) implicam que H(t) & liso. A verificacao das

hipoteses (III-7) a (III-10) & analoga.

III.4- A propriedade isoespectral da Equacao de

Schr8dinger nao linear

Seja u(x,t) uma solugao infinitamente di-

ferenciavel global da equagao de Schr8dinger nao-linear:

2
i éE(x,t)+ g—%(x,t)+K|u|2 u=0 , K > .2; (III-35)

ot Ix
com condigao inicial

u(x,0) = u,(x) e c (III-36-a)

e condicao adicional.
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sSup (QE(x,t)[+Ju(x,tl| < o, para cada t (III-36-Db)
x € R{|9x B

Como no caso da equagao de sine-Gordon, a

existéncia de solugdes de (III-35) satisfazendo (III-36)

& um problema aberto. Entretanto, foi sztrado(7)’(20),
que para u,(x) € sz a equagao (III-35) tem solucgao, e
esta satisfaz (III-36-b).

Foi mostrado por Zakharov-Shabat(zz) que

este problema pode ser tratado pelo método do espalhamen
to inverso, utilizando-se como par de Lax {L,M}, os ope-

radores definidos por:

1+p 0 3
L, =i = (III-37-a)
0 1=-p
*
0 u (x,t)
L, (t) =( ) (III-37-D)
KT 0
L(t) = L, + L, (t) (III-37-c)
e
;A 0 aZ
M, = ip ! e (IT1-38-a)
\ 0 1/ ax?
* .ou
[0 G thulx, £)/14p 122 (x,t)
M, (t) = —ik
-1i a—"1(,x,t) ~u® (x,t)u(x,t)/1-p

ot

(LIT=38+=h]
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Bty = M, # Mz(tl (ITT-38~C)

onde p & definido por:

K = p >0, (III-39)

*
u(x,t) & a solugao (III-36) e u (x,t) & seu complexo con

jugado.

O espac¢o de Banach natural para estes ope

radores agirem, & dado por:

X = L2 (R) & C?

E imediato que:
€ X tais que v, € absolutamente
continua e vi e L2 (R), i = 1,2} (III-40)

v
1 -
D(M(t))=D(M,;) ={(v ) € X tais que vi,vi sao absolutamen-

te continuas e v; € L2 (R), i = 1,2} (III-41)

Proposigcao III-2- Com a formulagao acima,oa(Lﬁj)= qiado))

Demonstracao:

As hipdteses (III-1), (III-2), (III-4) e

(III-5) sao trivialmente verificadas. Para a verifica-
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cdo da hipdtese (III-3) basta notar que:

v
i 4 2 ] n a3 =
D(MlLl) B i(vz) € X tais que v; e vi e v! sao absoluta

mente continuas e v'" € L2(R), i = 1,2 }. (ITI-42)
4

O fato dos auto-valores de L(t) serem simples, estd pro-
vado no Capitulo IV, lema IV-2. Se u, & um autovetor de
L(0), entao w, € D(Ln(O)), para todo n € N e portanto

.
u, € D(M)N D(M]) = D(M?).

As hipdoteses (III-7) a (III-11l) tem veri-

ficagcao anadloga a da demonstracdo da proposicao III-1.
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CAPITULO IV

PROPRIEDADES ESPECTRAIS DE UMA FAMILIA DE

OPERADORES DO TIPO ZAKHAROV-SHABAT

IV-=1 = Introducao

Neste capitulo serao demonstradas algumas
propriedades espectrais dos operadores do tipo Zakharov-
Shabat, as quais foram assumidas em(l) , € desempenham

um papel importante na analise do método de espalhamento

inverso, aplicado a operadores deste tipo.

Em particular, sera demonstrado, sob a hi
potese de decaimento exponencial dos "potenciais" qi’que
o espectro discreto do operador L & finito. O apareci-
mento de uma condigao deste tipo ndao & surpreendente, ja

gque foi demonstrado em (15)que a condigcao sup |p(x)|

OiX(w
exp(ev¥x) < » , ¢ > 0, & necessaria para que o nimero de
autovalores discretos do operador Ly = = gig + p(x)y em
L2(0,»), com condigdo inicial y(0) = 0 , se?a finito.

Nao foi, entretanto, possivel demonstrar
a auséncia de zeros miltiplos de a(.) (definido em II.15),
(3)

em contraste com o caso de operadores auto-adjuntos .

nem a auséncia de zeros reais.

A hipbOtese de potenciais exponencialmente
decrescentes para todo t > 0 parece natural, ja que os
sOlitons apresentam estas propriedades, e o mesmo se es-

pera para a parte da solucgao correspondente a "radiacao".
G P S



34,

Por outro lado, nos casos dos "kink" que aparecem na
equagao de sine-Gordon, o "potencial" correspondente & a
derivada deste "kink", que tem o comportamento exponen-

cialmente decrescente.

Sera suposto neste capitulo, que os opera
dores tratados tenham a propriedade isoespectral, ou se-
ja, que satisfagcam as hipdteses do teorema III-1 (note
que esta proposigao se refere apenas ao espectro discre-

to do operador).

IV.2 - Existéncia das "funcdes de Jost" e definicdo dos

"dados de espalhamento"

Consideraremos operadores do tipo Zakharov

-Shabat, dados por:

/é% -q, (x,t}

L(t) = 1 5 (Iv-1)
\ g (=, 0) - =

agindo em

o= L?(R,dx) ® L? (R,dx) (IV-2)

Os "potenciais" g, (x,t) s3o expressos, de
forma simples, como funcao da solugao de uma dada equa-

¢ao nao linear, e serao supostas dadas as condicOes iniciais:

q, (x,0) = g, (x) (IV-3-a)
- =0
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Além disto, estarao sendo consideradas
apenas solugoes diferenciaveis da equagao ndo  linear,
com condigoes de contorno tais que reflitam nos poten-

ciais g, (x,t) as propriedades:

la, (x,t) | < C exp (-e|x]) , (IV-3-b)

para cada t > 0 fixo, e para alguma constante C=C(t)>0 e

e = (k) >0, e

g(x,t) € c”(R,R") (IV-4)

O operador L(t) pode ser decomposto em:

L((t) = LO + A(t) (IV=-5)
onde
20
/ ax \
L,= i? . 7 (IV=6-a)
K 0 - X
0 —q+(x,t)\
L(t)=11 | (IV=-6-b)
\C_{__ (X:t} 0 /
O dominio de L, & dado por:
[,
D(L,) =Tf '\ E}ﬁ /- uy € absolutamente continua e

Wy
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ul € I?(Rr, dx), i =1,2 } (IV-6-C)

Pelo teorema III-1, que esta sendo supos-
to aplicavel neste caso, garante-se que o espectro dis-
creto de L(t) & invariante. No apéndice D, estad apresen
tada uma analise que garante a invariancia do espectro
essencial de L(t). Entretanto, nao foi possivel demons-
trar a invariancia do espectro total de L(t), ja que em
principio, poderia existir um espectro residual, embora
para operadores deste tipo isto nao seja esperado. Como
para a aplicagéo do metodo de espalhamento inverso, & ne
cessaria apenas a invarianga do espectro discreto, a pre
senca de espectro residual (nao necessariamente invarian

te) nao prejudica a anadlise aqui feita.

Seja OE a seguinte regiao aberta do plano

complexo:

o ={cec/ |Img| < e/4} (IV-7)
Considerando a equacao de autovalores

Lv = &v (IV-8)

e aplicando a transformacgao

e-igx 0

' (IV-9)
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obtém-se a seguinte expressdo equivalente & (IV-8):

2i&x
-e 2 a, u,
3

u /0
& =0 (IV-10)
Ix L m2iE% -
u, e a_ 5

Aplicando o teorema 2, do apéndice D a

(IV-10) , mostra-se a existéncia e unicidade das "fungoes

de Jost", para todo § € OE:

K>+co X>=—co
=3Ex
b / a(tre , ! e 18X (IV-11)
\ BlE]eb2 0
0 . SBilE) e
Yo / \ ghEsR . (IV-12)
( 1| ale) ae®
= igx
: . b(g) e | ’ 0 eigx (1v-13)
-a (&) elgx 1
B 1\ . BE) & 2
v oTHER _ (IV-14)
0 B(g) et

Pelo teorema 2, Apéndice D, estas fungoes
sao continuamente diferenciaveis, e pela equacado de auto-

valores (IV-8) sao de fato, il

As fungdes a, b, a e b sdo definidas pe-

los comportamentos assintdticos das fungoes de Jost.
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Usando a equagao (IV-8) & facil verificar que se v e w
sao duas de suas solugdes correspondentes ao mesmo £,
entao,

(IV-15)

W(v,w) = VW, = VoW,

& independente de x. Desta forma, as fungdes a,b, a e b

podem ser expressas COMO:

a(e) = wle,v) = ¢, (x,8) ¥,(x,8) - ¢,(x,8)¥,(x,8),
(IV-16-a)
b(g) = W(,s) , (IV=16-b)
a(g) = we,v) , (IV=-16~¢c)
b(g) = w(g,yv) , (IV-16-4)

sendo portanto independentes de x.

Pela parte da unicidade das solugdes do

teorema 2, apéndice D, tem-se que:

¢ (x,8) = a(g) Y(x,8) + b(E) ¥ (x,£) (IV-17-a)

Il

0 (x,8) = Db(E) V(x,E) - a(E) ¢ (x,£) L Iw-17-5)

Lema IV.l- Seja &, € Gd(L) . Entao se Im Eq 2 0,4

alf ) =0eseImg <0, a(g,) = o.



36,

Demonstragdo: Suponha Im £, > Q, e Lv = £,v, com

v € D(L). Se a(§;) # 0, tem-se que ¢ e Y
sao linearmente independentes. Entdo
v = ad + By (IV-18)

com o,B8 independentes de x (aplicando-se o teorema 2,
apéndice D, analogamente ao que foi feito na demonstra-

¢ao de IV-17).

Se o # 0, entao:

oa(g,)
el&oX v (x,E) . ’ (IV-19)
K>+ 0
O gque contradiz
lim sup |vi(x,£0)] =0, i=12, (IV-20)

X>+o

gue & uma condigao necessaria para que v € ¥,

Entao o = 0, e como ¢y € D(L), devemos ter
B =0, donde v = 0 e Es nao & autovalor. Isto prova que

a(éy) = 0. A demonstragao da outra afirmagdo & andloga.

Lema IV.2- Os autovalores £, de L sao simples.

Demonstracao: Seja £ € Oq © sejam v e w autovetores de
L correspondentes a £ . Conforme ja foi
visto, W(v,w) = V,W,- V,Ww, = c, constante. Como v e w €

DL)C X, , tem-se que:
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[V (%)

lim sup * =0 (Iv~21)
|x|>e Jw; ()]

donde segue que a constante c acima deve ser nula, ou se

ja, existe X € C tal que v = Aw.

IV-3 - Sobre a finitude do espectro discreto de L

Proposicao IV-1- 0q(L) M) O, & finito.

Demonstragao: A equagao (IV-8) satisfeita para ¢ e U

sao equivalentes respectivamente as equa-

coes integrais de Volterra:
1k . X 0 eig(x_y)q (y)
P (E£,x) = ( ) e e + [ dy ( _ * ¢(EIY)
0 b XYy (y) 0
(IV-22-a)
0\ iy ® 0 e"ig(x"y)q+(y)
v(g,x) = ( e - dy | Y (E,y)
1 - eli(x-y)q_(y) 0
(IV-22-b)

para todo & € Oe'
Sejam h(§,x) e g(§,x) definidas por:

h(g,x) = eigx o (E,x) (IV-23-a)

glg,x) = e 8% y(£,x) (IV-23-b)



Por (IV-16-a),

a(¢) = h (&,x) g,(&,x)-h, (£,x) g, (§,x) (IV-24)

De (IV-22) e (IV-23) obtém-se:

1 % 0 qa, (y)
hEx) = + dy ' h(g,y)
0 eZlE(x—y) g (y) 0
(IV-25-a)
0 ® 0 e_Zig(X“y)q+(y)
g (E.x)] = - dy g(E.»rY)
1 X q_(y) 0
(IV-25-b)

; n - ot .
Seja h o n-ésimo termo da série de ite-

ragao da equagao de Volterra. Entdo, por (IV-3a),

| h

X
n £ |X
™ )« S (5 ot 1z ) 131y,

i - n!
e

i=1,2 (IV-26)

e, de (IV-7),

sup |h£n)(£,n)—h(m)

i 'Cm H £|X
e 5 i (&.x)] S = exp| (4 C'/g) exp ‘lfLL

n >m (IV=27)
donde conclui-se que a série de iteracao para cada compo

nente de h converge uniformemente em £ (£ € OE) para cada

%, donde hi(g,x) e analitica em 08, para i=1,2, para to-
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do x € R. Analogamente, g, (g,x) & analitica em O_ para

i=1,2 e para todo x € R.

De (IV-25-a) & facil mostrar que a equa-
cao para h, & dada por

X f'yl
by (B mf=1 = J dy, | dy, aq,(y,)q_(y,)
- J

= 00

eZlg(yl_yz)hl(grYQ)

(IV-28)

Pelo lema de Riemann-Lebesque, pelo teore
ma da convergéncia dominada e por argumentos similares

aos apresentados acima, obtem-se:

lim h, (g,x) =1, (IV-29-a)
JRe£[+m

e analogamente,

lim gz(i,x) =1, (IV-29-b)
| Reg | >
lim hz(E,x) =0 , (IV-29-c)
|ReE | »o
lim gl(g,x) =0 . (IV-29-4)
[Re€|+w

Por (IV-24), tem-se:

lim a(g) =1 (IV-30-a)
| Reg |+

e analogamente,

lim al(g)
| Reg |+

Il
=

(IV-30-b)
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Finalmente, do Lema IV-3, da analiticida-
de de a e a em O_ , (de fato, em 6€) e de (IV-30), tem-

se a proposicao IV-1.

Lema IV-3 - h, (£,x) e gi(E,x), i=1,2, s3ao analiticas na

regiao Imf > 0. Além disto,

sup sup lh, (€,x)] < = (IV-31-a)
£:ImE>0 xE€R

sup sup  |g, (£,x)] < o (IV-31-b)
£:Img>0 xXE€R

lim a(g)=1 , ImE > - /4 (IV-31-c¢)
|£|—)-oo

liT a(g)=1 , ImE < ¢e/4 [I¥-31-a)
|E; —co

Demonstragao: Usando as equagoes (IV-25) & ficil mos-
(1)

brar gque a série iterada para hi e g

.
convergem uniformemente para x em compactos e Img > 0,
donde ¢ e Y sdo solugdes C de (IV-8), com as condigoes
(IV-11) e (IV-12), para todo ¢ com ImE>-g/4, e dependem
analiticamente de &. Além disto, as equagées (IV~29)CQE
tinuam satisfeitas.

Lema IV-4 - Se Im gg > 0 e al(g

) = 0 entdo B & g [T »

0 d(

Demonstracao: Seja alg,) = 0, com Img, > 0,

Entao ¢ (&,,%) = a Y(E,,x) para algum a#0,
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pois pelo Lema IV-3, estas fungdes estao bem definidas.

Entao:
Y (E,,x) . é (13 e 1Eo¥ (IV-32-a)
K> —c0 0
- IV-32-b
¢ (£ %) a(f))eliox ( !
X0 l

As equagoes (IV-11), (IV-12), (IV-32-a) e

(IV-32-b) implicam que:
¢, (Eg,%x) = o ¥, (&,,x) €L%((-»,0], dx) (IV-33-a)
Vo(Eg,x) = L/a ¢,(E,,x) € L2([0,=), dx) (IV-33-b)

Pelo lema IV-3, g, (§,,x) e h, (€,,%) sao

limitados, donde:

v, (E,,x) = eltoX g,(&g,x)=1/a ¢, (§,,x) € L2([0,=), dx),

(IV-34-a)

9, (Eqsx) = e ¥ h (£ ,x)=0 ¥, (E,,x) € L2((-=,0],dx),

(IV-34-b)

donde ¢ e Yy € D(L) e portanto £y € 04(L)

d

Analogamente ao lema IV-3 e ao lema IV - 4
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demonstram-se as seguintes proposigoes:

Lema IV-3' - As fungoes U(£,x) e ¢(£,x) sdo analiticas
em £ e £ para Imf < /4. Além disto

sao solug¢des de (IV-8) satisfazendo (IV-13) e (IV-14)

respectivamente.

Lema IV-4' - Se Im g, < 0 e E(go) =0 entao £, € o4(L)

Do Lema IV-3 e Lema IV-3'e da proposicao

IV-1, tem-se o seguinte corolario:

Proposicao IV-2- A fungdo a(g) é analitica para Img>0.

O conjunto dos zeros de a(f) em Img >0
& finito. A fungdo a(f) & analitica para Imf < 0. O con

junto dos zeros de a(f) em Imf < 0 & finito.

Finalmente, do Lema IV-l, da proposicao

IV-2, e dos lemas IV-4 e IV-4', tem-se:

Proposigcao IV-3- O espectro discreto de L(0) & finito.

Além disto, 04 (L(0)) N {& / Img>0} =
{& / ImE>0 e a(g)=0} e Ud(L(O))f\ {£ / Img < 0} =
={g / Imf < 0 e a(g) = 0}.

Lema IV-5 - Ud(L(O))/] R = ¢
Demonstracao: Seja £ ER e v solucao de Lv = gv, com
v € D(L). Entao, como § e y sdo linear-

mente independentes, tem-se que v = ay + By.
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Mas entao v - o e 18X r @ que, se v # Q, contradiz
K> -
8 e—lgx

v € D(L) . Logov=0e¢E¢ 0q(L(0)).

A proposigao IV-3 e o Lema IV-5 caracteri
zam completamente o espectro de L(0). Entretanto nao &
verdade que nao existam, em geral, zeros reais de a() e
a(f). Estes nao correspondem a autovalores de L, e po-
dem ser interpretados como "ressonancias" de L. O Lema

IV-6 abaixo exemplifica este fato:

Lema IV-6 - O conjunto {£ € R / a(§) = 0} & finito, mas

em geral, e nao vazio.

Demonstracao: O fato do conjunto acima ser finito segue

da demonstragao da proposicao IV-1.

Seja g_ = o q,- Para £ = 0 as séries pa-
ra h e g podem ser somadas(l), fornecendo:
a(0) = a(0) = cosh(vu p), (IV-35)
onde
oo
p = J q+(x)dx (IV-36)
Obtem-se portanto =zeros reais, sempre que:
~+coo
Vo [ q+(x)dx = i (2n+l1) %% (IV-37)

Do exemplo acima, vé-se que no caso ge-
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ral, os zeros de a nao sao invariantes com o tempo, ja
que p nao corresponde a nenhuma lei de conservacdo geral.
Entretanto, embora esta invariancia ndao seja necessaria
na aplicagao do espalhamento inverso, nos casos conheci-
dos ela & explicitamente verificada, j& que, nestes ca-
sos, a dependéncia temporal de a com o tempo ou & do ti-

PO exponencial, ou independente do tempo.
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CAPITULO V

A TEORIA DE ESPALHAMENTO INVERSO

V.l = Introducie

Neste capitulo serd tratado o problema in
verso para o operador do tipo Zakharov-Shabat, (Iv-1),
agindo no espago (IV-2), onde os potenciais qisatisfazem
(IV-3), para cada t fixado. Este problema consiste de,
conhecendo-se as fungoes a, a, b e b e suas proprieda-
des, demonstradas no capitulo IV, encontrar os "poten-
ciais" g,, através da solugao de equagdes do tipo  Mar-
chenko. Sera mostrado que tais equagdes tem solucdo ani
ca, paralix|> M para algum M € R. A existéncia e
unicidade das solugoes das equagoes de Marchenko para to
do x, sO pode ser obtida em exemplos concretos. A
existéncia de solugbes da equacdo nao-linear, de forma
que (IV-3) seja satisfeito também & um problema em aber-
to, tendo solugao parcial para o caso da equacao de sine

(16) e Schrodinger nio linear(7)’(20). Entretan-

Gordon
to, foi aqui mostrado de forma rigorosa que nos casos em
que tais solugoes existam, estas sdo determinadas pelas

solugoes das equagdes de Marchenko.

V.2 - Relacgoes integrais entre as funcoes de Jost

Sejam

. 1
mcp(ng) = ¢(€:X) elEX = (05 (V—l-a)
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. 9
m (L.x) = w(i,x}ehlgx - (1) (V.1-Db)
Y
0
mg(£,%) = F(g,x1e” 1% 4 (1) (V-1-c)
. 1
mI(E'X) = m{g;,X)elEX (0} {V_l_d)

Por (IV-28), e utilizando a analiticida-
de de h, para Img > 0, tem-se as seguintes estimativas:
1 X

T T 1 l
Iy Lol 1= 71 J_mq+(x I (=x*] dx' + 0 GEZ), Im¢ > 0,

| g |+ (V-2-a)
h,(E,X) »= »i= q_(x) + 0 (=), Img > 0, |g|+= (V-2-b)
2 r 2i - 2 7 7 r

2 £

e, analogamente,

9, (€)= v (e X L b g )k 0 500 [El>=, me20

. - I
9, (&%) =y, (E,x)e 1o, 1- oaE J q_(y) q, (y)dy +

X
+ 0( 22)' |E€]> =, Img > 0 (V-3-b)
~3 1
h)(g,x) = ¢e 1o, - 2iL q+(x)+0(—§z), Img <0, [g]>e (V-3-c)

= _ - sz 1
h, (€0 =, (€ 0e o 1 f‘ L, (y)dy + 0<—§—2-),m8;50,

-0

[g[+=  (V-3-d)

l [es]
> 1+ 535 J q_(y)q+(y)dy +
3

+ 0(—2) Img <0,[g[+e  (V-3-e)
e B
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1Ex

— : - i3 4
gz (g !X) = (.1"2 (g I-X)e el Z‘:‘E' q__ (x)+0 (;;—2') ! Imgio' |£|+°°

(V=3-f)
Destas estimativas vem que:

Lema V-1 - m, e m, estao no espago de Hardy,

+co
HEF = {F analitica em Img>0 / sup J |h(a+ib) |2 da<we }
b>0 I -

€ m- e mr estao no espaco de Hardy,

¢ v

—

g2+ =

y

<+co
h analitica em Im£<0 / sup J h(a—ib)lz(ia<w'}
b>0

AN

Entaoc, as seguintes representagGes integrais existem =

sao Unicas:

e -
m, (g,x) = } K(x,y)eZlgy dy, Img > 0 (V-4-a)
0
ma (£,x) = J ?(x,y)e_zlgy dy, ImE < 0 (V-4-b)
‘ 0
0 s
my (£,x) = - J L(x,y)e Ly dy, Im& > 0 (V=4-c)
me (£,%) = - J L(x,y)e’ %Y ay, me < 0 (V-4-d)

Além disto, X,K, L e L sio funcoes c” com relagao as va

riaveis x e y, e satisfazem:

|K(x,y)| < C exp(-¢' (x+y) ) ey = 0 (V-5-a)
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K (x,y)] < c exp(-e' (x+y)) X,y > 0 (V=5-b)
|L(x,y)| < ¢ exp (&' (x+y)) sy < 0 (V-5-c)
IT(x,y)]| < c exp(e* (x+y)) X,y < 0 (V-5-d)

para algum ¢ > 0 e €¢'> 0. Em particular, em (V-4), os
valores limites para o eixo real (que existem no sentido
L2) podenm ser tomados ponto a ponto. Sao satisfeitas

ainda, as seguintes condig¢oes de contorno:

K;(x,0) = -q, (x) =-1L (x,0) (V=b=a)
K, (x,0) = J q, (y)g_(y) dy = K; (x,0) (V-6-b)
X
X
L, (x,0) = -1L,(x,0) = J a, (y)a_(y) dy (V=6=~g)
Ly (2;0) = K, 2,0} g _(z) (V-6-4d)

Demonstracao: A demonstracdo & idéntica as utilizadas

para demonstrar resultados analogos em

(2] u

Por motivo de simplicidade, serd suposto
que a tem N zeros simples gj, com Imgj >0, 1 <J <N, e
um Gnico zero real, simples, Eo' e que a tem M zeros sim
ples E;, com Imzj <0 0 <3j<Me un Gnico zero real,

€, + O caso de um nimero finito de zeros reais & idénti

Co, e o0 caso de zeros miltiplos implica mudancgas O&bvias
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na andlise que segue.

Seja:

3
if'x ' - vy |
£(E,€",x) = - $LE 5X) = ale ’(O) , (V=7)

a(g*) (£' - &)

definida para Imf < 0, Img' > 0, e &' # &4 023 =N

Por (IVv-17-a) e (V-la), vem, para £'e OE,

me (€Y ozl 1
£, ,x) = —¥ - 2Dy ye
(£'-£) a(E')

ig'x

(v-8)

Por (IV-2) e (IV-3), para Im¢ > 0, |&|-w,

tem-se que:

1 [(* 1
a(g) - 1- 71t J a_(y) q+(y)dy + O(Eﬁr) (V-9-a)

- C0

, 1 [ a, (v (y)dy
e 4(g,x)- a(®) ( ) S )+ 0.
0 -g_ (x) g2
(V=9-D)
b(g) » 0 (-1 (=0=c)
(;__;2

Seja R > max |E.

j|, seja T_ O contorno:
0<j<N

R

FR=[~R, Ey=elu LE +e,RJLJYR, com YR={Rel6, 0 < 8 < 7} no

plano complexo. Entdo, pelo teorema de Cauchy, e por

(V=-8), wvem:

3 &30
e 6 (€5,%)

o J A4 (£4-6)

r

lim LiEyE ;RIAEY = 2wi
>0 j

[l 2
O

R (V=10)
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onde,
‘l se j > Q
84 = (V-11)
J Li2 se j =0
Por (V-9-a) e (V-9-b),

[ ElEzE ;%] He' = 0 ,; pPard B = & 4 =183
J

TR

donde, por (V-10) e (V-8),

£, —€ R m-(&",x) . oy
lim (J[ . + J )dg' v _ _b(g") w(g.,x)eli X|_
R0 (& "=E ) a(g')
c+0 -R €U+e
1.8 .50
N e HLE ;: 0)
= 2mi ] 8, : = (V-13)
1~4 a(gj)(Ej—E)
Seja agora R > |&|, e considere o contor-
no,
Fﬁ = [-R, EO—EJU[EO+€,R]UY§, com yg= {Reie, 2m<9<3m}
(v-14)
Pelo teorema de Cauchy, e por (V-3-e) e
(V_3—f);
[ ompEtx) ST R e )
lim J S - g’ =
R+ (£ -~ &) R0 J (E* = §)
ST 0 um £ +e

= 2Wima(g,x) (v-15)
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Por (V-14) e (vV-15),

: 1. N igjx
E(E,X)elgx - (O\ -l 53 bJ w(ijrx)e +
3=0 . ~
a(Ej) gj £
- pgr) PEX) ett'x
! K 7 dE" para Im £<0 ,
2Wi ] a(g") EE =

(V-lea)

onde b, & definido por ¢(gj,x) = bj Y(g.,x) , e Vp indi

3
ca o valor principal da integral

J
(bem definido, j& que

a(gy) # 0).
Analogamente,
. “iajx
_ 0 N ¢ £.,%x)e
LN U B T
] 32 Ej Ej 3
1 {+m B(gl) ¢(£'rx)e_ig‘x
~or - VP J dg' , Im £<0 ,
i aiet) EL = &
- (7=16=b]
_ /0 M b V(E,,x) -if.x
v(g,x)e 1E% - | w + ) 8, —3 J M
\1/ j=0 J A, T.,-¢
+oo ] ]
oy ' =T 1 —ig'X
tgovp | 2D BlEWe 7 ge 1 g,
;3 j afeE') g' - £
(V=16-c)
g e B iij
M ¢(E-:X)e
6 (,x)ett* = ( \ - 18— o -
0 = .3 -
| j=0 bja(gj) gj £
g, f+w b(gl) 6(£rx)ei€'x
T om VP l = dg', Im £>0,
- J a(g') ' = £

-—CO

(V-16-4d)
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onde, Bj & definido por $Igs,x) = Bj ﬁ(ﬁj,x)

Para x € R , sejam

M =29 F %
§(x)=§§53_3e T4
3=t a(e.)
g
1 "® B (g _-2if'x .
+ an Vp E— e dg ’ (V=17-a)
‘ . & (E"
N Zifjx +oo .
G(x) = —%— ] o8, =—— 4 L Vp %ié-l-e21£ *agr,
ji=0 I B.A(T.)  4n A"
a B %
(V-17-b)
2iE.x
4 ? bj e ]
Fkxl = =4 s - +
° 550 7 A
j
+co
2iE'x
L btz ac' , Caa
T Pl a3y e (V=17-¢)
. N -2iE.x
Gl)= - 5 ] sy —F2—e T
J=a bja(gj)
+cx>“
+ Ve RLED e gen (V-17-4)
J a{E")

que farao o papel de niicleo nas equacgoes integrais Mar-

chenko .
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V.3 - As equacoes de Marchenko: existéncia e unicidade

das solucoes

O lema V-2 abaixo & um lema técnico, ne-
cessario a demonstracgao do teorema principal desta se-
cag:

=y pra S = co .
Lema V-2- As fungoes F,F, G e G sao C e satisfazem as

estimativas:

|F(X)Ii C e-e'x , Ss&x 2 0 (Vv-18-a)
Fx)f<ce®* |, sexs 0 (V-18-D)
|G(x) < C o , se x <0 (V=18-c)
G(x)|< c & ¥ , sex <0 (V-18-4d)

para algum C > 0 e €' > 0

Demonstragao: Considere F(x) definido em (V-17-c). F(x)

pode ser decomposto em:

F(x) = Fl(x) + Fz(x) (v-19)
onde
2iE.x
, N b.e J
Fo(x) = - 5 ] 2 (V-20)
j;]— a(Ej)
1 /7™ by " b(E') 24iE"
Fo(x) = 4= ( : 180 | vp (') 2ig'x di')
alg,) a(g")
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seja Osrg<min{Imé,, |sj<N;e} e seja R>0,
tal que [&O[ < R. Considere a familia de caminhos fecha

do F5,0<air0, definida por:

ri‘ = {t+ie ; =R<tsR} U {ttiry ~RetzR} U {R+it; axter 1V
U{-R+it, agt< r }.
Como b(g) e2lgx & analitica no interior
a(g)
de FS a(£) nao tem zeros nesta regiao, vem que:
biE) _Z2iExX _ .
J A (%) e dx = 0, v0<a<r, , ¥R > 0. (Vv=22)
TR
o
Mas,
Lo
lim b . -2tx 2ixR -
e ! J —5—(R+1t) e e dt| =0 (V=23)

o

uniformente em o, por (V-9-c). De (V-22), e o resultado

andlogo para {-R+it, a<t<r,} vem que:
o oo
{ g(t+ia) g 21 (t+ia)x = g(t+ir ) o 2i(tHir )x dt
(V-24)

e como & bem conhecido da teoria de funcgoes analiticas

que

4 F,(x) = lim { ‘g- (t+ia) e 2E(t+iox g (V=-25)
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vem que

+® —21 (t+ir.)
4m F,(x) = [ 2 (thirg) e “TNTHEME g (v-26)
da

(2]
donde segue que F,(x) & c” e

—2 L%
JFZ(X)IE. C e 0 (Vv=27)
© que prova o Lema V-2 para F,. Para F, o lema é trivi-

almente satisfeito.

Analogamente, prova-se o resultado para F,

Pelo lema V-2, utilizando-se (V-5) e 0

teorema da convolucao, obtem-se a partir de (V-16):

K(x,y) = F, (x+y) + J F, (xty+z) K(x,y) dz, y > 0
0
(V-28-a)

Q
L(x,y) = Gl(x+y) + J Gz(x+y+z) Lix,y) dz, y <0

- 00

(V-28-Db)
onde
- | (K(X:y) (fﬂx,y))
X, Y - r ‘L(Xry) - _ _

R (x,v) L(x,y) (¥-23-a)

— 1

F oo (1) 0 F(x)I,
F(x) = . F,x) =

—F(x)12 0
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i 1
-G (x) . Q G(x)I
G1(X} = ’ GZ(X) = _ (V=29-a)
E(X) (13 “.G(‘X)IZO
1

As equagoes (V-28-a) e (V-28-b) serao ana

lisadas respectivamente nas equagoes de Banach:

[
L, (0,@) = {£:[0,»] > C* /|| £]||, = max | £, (x) |dx < «}
1<i<4 o
- 0
(V=-30-a)
0
L, (==,0) = {£:[-»,0] > c*/|[ £, = max | |£; (x)|dx< =}
1<i<4
(V-30-b)

Teorema V-1- Existe M > 0 tal que a equacao (V-29-a) tem

solucao Gnica em Ll(O,m), para todo x > M
e a equagao (V-28-b) tem solugdo dnica em L, (-=,0], para

todo x < -M.

Demonstragao. Considere a equagao (V-28-a). Serd utili

zada na demonstragao o teorema do ponto

(8)

fixo de Banach Para tal, mostrar-se-a que o opera-

dor UX:LI(O,m) - Ll(O,m) definido por:
D LE) () = P, (xet) + & F,(x + s+t) f(s) ds (Vv-31)
€ tal que, para cada x > M fixo, U, € uma contragao, pa-

ra algum M. O lema V-2 garante que a imagem de U, esta,

de fato contido em Ll(O,w). Ainda usando (V-3), vem:
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i - =g et © —g's _
[(Qgﬂ(ﬂ—QJm(ﬂ)ﬂ <Ce l e (g&)f&ﬁkdsly
JO
(V=32)
donde
. ce-e'x
Do teorema do ponto fixo de Banach, a

equagao U, f = f tem uma dnica solucao em L (0,x), para
-e'x

cada x com —E—ET——— <1 , i.é. x > M =—£T In(c/e'), donde
£ = €

segue o resultado para a equagao (V-28a). Analogamente,

prova-se o resultado correspondente para (V-28-b).

Lema V-3- As solugdes de (V-28) em L,(0,®) e L (-=,0)

satisfazem as estimativas (V-5). Além disto
0s operadores:

Fo: L,(0,®) > L,(0,=) (V-34-a)

G, : Ly {=o ;0 )5 L, (=«,0) (V=34-Db)
definidos por
Fx(f)(t) = J F, (x+y+t) f(y)dy t > 0 (V-35-a)

0

v

0
G, (E) (k) = J G, (x+y+t) £f£(y) dy L 0 (V=-35-Db)
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sao compactos

Demonstragao: Se K(x,Y) & uma solugao de (V-28-a), tem-

se que:
—E ' (ZFy) T -e'z ;
. ‘ _— ik, .dz,
Kx,9),] <Ce ' (x+y) + ¢ © JG e K (x z)lj z
(V-36)
donde,
Cc eﬁe'x
IR, < = <5 F , x>m,
. l-_.(.:._ e_E'X
= (V-37)
para M suficientemente grande, donde, por (V-36),
|K(x,y)| < c' & i X > M, y >0 (Vv-38)

Destas estimativas tem-se que as solugoes
estao em L2(0,w} e por (V-18), as imagens de Fo & Gx es-

tao de fato contidas em L,(0,«). A compacidade destes

(+) 0s espagos L,(0,») e L,(~=,0) sao definidos analogamente aos
espagos L, (0,=) e Ly~«=,0) de (V-30).
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operadores, vem da referéncia (8), p8gina 314.

Como corolario imediato, pelo teorema de

Riez-Schauder, da compacidade de F, tem-se que:

Proposigao V-1- No caso em que FX e GX sao anti-auto-
adjuntos, as equagoes (V-28) tem uma Uni

ca solugao, para todo x el

No caso da equagao de Schrddinger nao- 1i

near tem-se que:

q+ = q_ (V""39) 7
o gque implica(l),

- *

F(x) = F (x), (V-40-a)
—_ *

G(x) = G (x) (V=40-b)

Neste caso, tem-se que:

Proposicao V-2- No caso da equacgao de Schr®&dinger nao

linear, as equagoes (V-28) tem solucao

Gnica em Lz[O,w) e L,(-«»,0], respectivamente.

Demonstracgao: De (V-28-a), vem que:

K (x,7) = F(x,+y) + f“ F (x+y+2) K, (x,2)dz= F(x+y) +
0

+F Ki(x,y) (V-41-a)
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<
gi(x,y} = =F(x+y) - J F (x+y+2) Ki(x,z)dz =

‘0

= =F Gobg] = F_ Ki(x,y) (V-41-b)
donde,
K, (x,y) = F(x+y) - F,F(x+y) - F F K. (x,y), (V-42)
para i = 1,2.
Mas, por (V-40-a),

= + _ o+ =+ = B _
(FXFX) = FX FX = FXFX Fx Fx. (Vv=-43)

donde ?XFX € auto-adjunto, positivo e compacto, pelo le-
ma V-3, donde segue que -1 nao & autovalor de F%Fx’ e
pelo teorema de Riez-Shauder, (V-42) tem solugao dnica.

As demonstragées para K, L e L sao anélogas.

Nos casos concretos, onde for possivel de
monstrar a existéncia de solugdes exponencialmente  de-
crescentes da equagao nao-linear dado, e a existéncia e
unicidade das solugoes de (V-28) para tal x > 0, entdo a
solugao desta equagdo ndo-linear serd determinada pelas
equagoes (V-6), onde L e M sdo as {nicas solucdes de
(V-28). No estagio atual, mesmo nos casos acima, em que
a existéncia e unicidade das solugdes de (V-28) foi de-
monstrada, o método ndo demonstra a existéncia de solu-

¢coes da equagao ndo-linear.
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V-4 - A evolucao temporal dos "dados de espalhamento”

Nesta secao, contrariamente ao resto do
trabalho, nao serao demonstrados teoremas que valham em
casos gerais, mas apenas apresentadas hipoteses suficien
tes sobre o operador M do par de Lax, que tornem licitos
os calculos necessdrios para a determinacdo da evolucdo

temporal dos dados de espalhamento.

Pela segao (V-3), foi visto que, para se
achar os potenciais q, (x,t), para um certo tempo t fixo,
basta conhecer os "dados de espalhamento" a, b, a, b pa-

ra £ real, e E(ij), b. 1<j<N,

J g
para este tempo t fixado. Assim, a solugdo da eguagao

/1S3 <M, ealgy, b

de evolugao temporal nao-linear fica reduzida ao cilculo
a evolugao temporal destas fungdes. A ferramenta essen-
cial para este calculo, & o teorema III-1, bem como par-
te de sua demonstracao. Sera suposto, que os operadores
M(t),t fixo, do problema siao operadores locais, no senti
do que, se f(x) = g(x), x € I R, entao M(t)f(x) =
M(t) g(x) , x €1 R. Esta nao & uma suposicgao restri
tiva, ja que em todos os exemplos conhecidos o operador
M & formado por operadores de diferenciacao, em x, e por
multiplicacao por fungoes de q,- Sera suposto ainda que,
com as hipoteses (V-3) seja possivel calcular o limite
para [x| » = de M¢ ,M¢,M) e My e que estes limites existem
e sejam finitos para E£real e gj autovalores. Ainda
mais, serad suposto que estas funcoes sejam continuas em
t, uniformemente em x. Novamente, nos exemplos conheci-

dos estas hipoOteses s3o verificadas.
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Seja §j un autovalor, com Im £j> 0. Tem-
se neste caso que, ¢ & uma autofungEo, e, pelo teorema
ITT-1:

d

g ((L€5) ¢) = (L-8,) (6,-M¢) = O (V-44)

Como os autovalores de L sao simples, vem que:

¢, - M = a(t) ¢ (V-45)
Como o comportamento assintdotico (IV-11)

€ uniforme para t em compacto e x > M, e ¢t €& limitado,

temos:
1lim ¢t - lim M¢ = o(t) lim ¢ (t) (V-46-a)
HF=—c0 HX>=—c X>=co
ou seja,

; 1 e-lgjX
-1lim Mé = a(t) (V-46-b)
K= 0

e desta equagao, conhecid® o 1lim M¢, determina-se a(t).
KF—00

Tomando o limite para x + « vem, nas hipoteses acima,

f -lim (M¢) = o (t) (V=47)
\ bjt eiEx X> o b eigx

que fornece a evolugao temporal de a(gj, t) e b(Ej,t).

Para ¢ real fixo, a situacdo & mais deli-
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cada, ja que as funcgdes enyolvidas nao estar3o em

D(M,) N D(M?l, e nao & valida (III-16). Para contornar

i
este problema, considere ¢, € D (M,) M D(M,), n > 0, tal
que ¢ (x) = ¢(x) -n < x < n. Isto em geral & possivel,

ja que nos exemplos conhecidos,

o

C;, ¢DM)N\DM) e ¢ & C . Entdo,

(Lo, - €0p) = LMo, = ¢ ) - ML - &6 , (V-48-a),

n

Q.J|D.-
t

donde, para -n

I A

X < n

((L-&)¢) = (L-&) (Mo - ¢.) = 0, (V-48-b)

D.:IQJ
t

Como (V-48) vale para todo n, tem-se que

(V-39) vale (pontualmente) para todo x. Entao,
Mo - ¢ = a(t)o + B(t) ¢ (V-49)

ja de ¢ e ¢ sao linearmente independente. Note que oy é

limitada. Tomando o limite para x--«,

lim (M) = a(t) | | e 18X gy [ | (V-50)
— Lol L1

donde, pode-se encontrar o e 8.

Tomando-se o limite para t -»«, encontra-

se equagoes de evolucao para a,b, em funcao de a e b.
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-

Analogamente, para v, o e V.

Note que as hipSteses que foram aqui fei
tas, sao necessdrias para garantir a validade da troca

de limites:

{V-51)
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CAPITULO VI

CONCLUSAQO

Dada a complexidade do método de espalha-

mento inversd, desde a publicagéo do trabalho de Gardner,

(6)

Greene, Kruskal e Miura , a formulacao rigorosa deste mé-

todo aplicado a equagao de Kortweg-deVries foi demorada e

exigiu um grande esforco, sendo finalmente alcancada, em
sua totalidade, com os trabalhos de Deifte'Trubowitz(s), e
Tanaka(zl). Por outro lado, nas outras equag5es tratadas

por este método e por suas generalizagoes, a formulacao ma-
tematica €& extremamente insatisfatdoria. Os resultados des-
ta tese resolvem em parte este problema, para uma certa

classe de equagoes nao lineares.

Do ponto de vista da propriedade isoespec
tral dos operadores lineares envolvidos, o teorema III-1 &
uma generalizagéo importante do teorema de Lax, ja que, com
excecao da equacgao de Kortweg-deVries, nos outros exemplos
conhecidos, estes operadores lineares nao sao auto-adjuntos.
Embora nao se conheca método para se encontrar par de Lax,
no sentido do capitulo III, para uma dada equacgao nao-li-
near, acredita-se que o teorema isoespectral aqui apresenta
do se aplique a uma vasta classe de equagoes nao-lineares,
ja que nos exemplos conhecidos as hipOteses sao naturalmen-
te verificadas. Além do fato da propriedade isoespectral
ser essencial para o calculo da evolugao temporal, esta tem

(9)

um interesse intrinseco. Foi recentemente provado , gue
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para sistemas Hamiltonianos, as equagSes din3micas podem
ser escritas na forma (III-5), Além disto, para  sistemas
completamente integrais, as equag¢oes (III-5) permitem uma
derivacgao das leis de conservagéo(l4). Pode-se portanto,
com os resultados aqui apresentados, utilizando-se os méto-
dos desenvolvidosem(14), demonstrar rigorosamente as leis

de conservagao para as equagoes de Sine-Gordon e Schrd-

dinger nao-linear.

Do ponto de vista da teoria de espalhamen
to inverso propriamente dita, foi mostrado. que com a hipdo-
tese de decaimento exponencial de poténciais para todo t fi-
X0, & possivel a dedugao rigorosa das equacgdes de Marchenko,
para sistemas do tipo Zakharov-Shabat. Foi feita também
uma analise mais cuidadosa das hipdteses suficientes para o
calculo da evolucgao temporal dos dados de espalhamento. Pa-
ra os casos em que for possivel mostrar a existéncia de so-
lugoes da equacao nao-linear que impliquem decaimento expo-
nencial dos poténciats, a andlise aqui feita fornece um méto

do rigoroso para determinar estas solugoes.

Entretanto, a existéncia de solugdes de
uma equag¢ao nao-linear com comportamento assintdtico que
implique potenciais exponencialmente decrescentes, & um pro
blema extremamente dificil. Para contornd-lo, poder-se-ia
formular o problema inverso da seguinte forma: supostas as
propriedades de decaimento exponencial para F, F, Ge G, o
gque €& em principio diretamente verificavel através do cdlcu

lo da evolugao temporal dessas fungdes, & verdade que as
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equagoes de Marchenko tem solugdo @nica, e que os pontenci-
ais dados por (V-6) sao exponencialmente decrescentes e sa-
tisfazem as equagoes originais? Sobre este problema os re-
sultados sao incompletos. Existéncia e unicidade das solu-
¢oes das equagoes de Marchenko puderam ser obtidas, no caso
geral, apenas para |x| suficientemente grande. Em um caso
particular importante, em que F = F* e G = G* (que inclui a
equacdo de Schrodinger n3o-linear), foi possivel demonstrar
a existéncia e unicidade das solugdes e o comportamento as-
sintdtico (V-5) destas solugdes, o que constitui um primeiro
passo para a resolucao do problema inverso proposto acima.

Esta resolugcao completaria a formulagdo da aplicacdo do mé-
todo de espalhamento inverso 3 equagao de Schr8dinger ndo-1i
near, demonstrando a existéncia de solugdes com o comporta-
mento assintdtico suposto e se constituiria num segundo exem

plo rigorosamente concluido.
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APENDICE A

ALGUNS RESULTADOS SOBRE OPERADQRES

AGINDO NUM ESPACO DE BANACH

Neste apéndice serao reproduzidos alguns
resultados bem conhecidos, usados na demonstragao do teo

rema IIT.1.

Seja X um espaco de Banach, A um opera-
dor sobre X e p(A) o resolvente de A. O teorema seguin-

te & encontrado na referéncia 17, pagina 285.

Teorema A.l- Seja X um espagco de Banach, seja I um in-

tervalo aberto de R. Para cada t € I, se-

ja A(t) tal que:

a) A(t) & o gerador de um semigrupo contrativo sobre X,
tal que 0 € p(A(t)) e A(t) tem um um dominio D comum
para todo t € I (donde, pelo teorema do grafico fe-

chado, segue que, A(t) A(s) é limitado).

Seja C(t,s) definido por:

C(t,s) = A(t) A(s) - I (A-1)
b) Para cada ¢ € X, (t-s) C(t,s) ¢ & uniformemente for
temente continuo e uniformemente limitado em s,t, pa-

ra t # s variando em qualquer subintervalo compacto

de I.
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; ! :
c) Para cada ¢ € X, C{t)¢ = lim (t-s) "C(t,s) ¢ existe
s t
uniformemente para t em subintervalos compactos e

C(t) & limitado e fortemente continuo em t.

Sejam UR(t,s) definidos por:

U, (t,5) = exp. (-(t-s) alh)) se 12 < s < t<f (1cick)
(A.2.a)

e

Uk{t,s) = Uk{t,r). Uk(r,s) e = B=mE g Rl
(A.2.Db)

para todo k inteiro positivo e 0 <s< t < 1. A diferen
¢a & facilmente estendida para s < t num subintervalo

compacto de I.

Entao, para todo s < t em qualquer subin

tervalo compacto de I, e para todo ¢ € X,

U(t,s) ¢ = lim U

ko

k(t,s) [0 (A.3)

existe uniformemente em s e t. Além disso, se ¢y € D, en
tao ¢S(t) = U(s,t) ¢ esta em D para todo t € I e satis-

faz:

d

qc ¢S(t) = = A(t).¢s(t) ' ¢S(S) =y (A.4)
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=

o )|l < Il vl para todo t > s (A.5)

A desigualdade (A.5) implica a unicidade

da solugao do problema de valor inicial (A.4).

Além disto, se as hipoOteses do teorema fo
rem verificadas para A(t) + g, onde ¢ é uma genstante,

entdo o teorema continua verdadeiro.

O seguinte lema também foi usado na de-
monstragao do teorema III.l. Sua demonstracao pode ser
encontrada na referéncia (11), pagina 178. A palavra

funcao deve ser entendida como fungao a valores em X.

Lema A.l- Seja A(t) uma familia de operadores fechados

com dominio constante D(A) e fortemente conti
nuamente diferenciavel em seu dominio. Seja B um opera-
dor fechado definido em D(A) com inverso limitado e se
ja £(t) continuamente diferencidvel, «com as  fung¢des

Bf(t) e Bf'(t) definidas e continuas. Entao a fungdo

A(t) £(t) & continuamente diferenciavel e

T@aw ) = 2w £ +aw) Ly (3.6)

dt dt

joF
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APENDICE B

SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DE Lluo(t)

Na demonstragao do teorema III-1l, & neces
sario que L u,(t) seja diferencidvel. Serd demonstrado
aqui, com o auxilio do teorema A-1 uma proposicao que ga

rante este fato.

Proposigao B-1l- Seja u,€ D(M,)N D(Mf) e seja uglt) a
solugao de III.1l4, com ug(0) = u,. Se
as hipoteses (III-2), (III-3), (III-4), (III-8) e (III-

11) sao satisfeitas entao L,u,(t) & continuamente dife-

0

renciavel.
Demonstragao: Seja t, €R, seja T > ty; eI = (-T,T).
Seja £ € R-{0} fixado e x(t) = (M,+ &) u,(t). Formalmen

0

te x(t) deve satisfazer a equag¢ao diferencial

FE(E) = (M; + &) M(E) (M, + &) x(t) , (B.1-a)

x(0) = (M, + E) u, € D(M,) (B.1-b)

Serd mostrado que o operador

+€) M(t) (M, + £) " (B.2)

el

ot
Il
i

=
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satisfaz as hipbteses do teorema A.l, para t € I, a me-

nos de uma constante aditiva,

Para isto note que o operador R(t) pode

ser escrito como:

RIL) = ~(My + M, (E) + H{L))

Pelas hipOteses III-2, =M €& anti-auto-ad
junto e portanto gera um semigrupo contrativo. Pelas hi
poteses (III-8) e (III-11), -(M, (t) + H(t)) é limitado e
com norma uniformemente limitada em t € I. Logo existe
uma constante C tal que R(t) + C satisfaz a hipotese a)
do teorema A.l. Como além disso M, (t) + H(t) e liso,

tem-se que as hipOteses b) e ¢) do teorema A.l sao satis

feitas.

Do teorema A.l tem-se que o problema (B.l)
tem solugao Gnica. Seja x(t) esta solugao B H () =

-1 .
= il % E) RAE).
-1 _ ~

Como (Ml + &) e limitado, uo(t) satisfaz
95 b)) = M@ G = o) =
e Yo (t) = M(t) uy(t) , Ued0) = uy , {B:3)

donde, por unicidade u,(t) = u,(t) e X(t) = x(t)=(M,+g)

0
u,(t), ou seja, (Ml-kg) uO(t) € continuamente diferencia

vel para todo t € I.

-1
Mas, Lju,(t) = L; M+E) ~ (M+&)u,(t), onde por
-1 - . s ~ -
(III-4), L M; + &) € limitado. Entado Lju,(t) & conti
nuamente diferencidvel, e L,u/(t) estd definido e & con-

tinuo.
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APENDICE C

=

O OPERADOR H(t) RELATIVO A EQUAGEO DE

SINE-GORDON E LISO

Definicdo C.1l- Sejam A e B operadores lineares densamen

te definidos num espaco de Banach X. En
tao B € A- limitado se:
i) D(B) < D(A)

ii) Existem a,b € R tais que

B ol <allao |l + blifoll, (€.1)
para todo ¢ € D(A).

se A7t €B(X), e ||a '] =a, entio, de
fid. 1] ,
B2 <a+ba (C.2)

=1
e BA € B(X).

De (III-33) obtem-se:

aC

0 §§+-ZCE
[l [M.,M (t)]¢“ < ’ ~9B, H |I¢H+
| 0 -2C l ‘
N H . | 101+ 26l = aw) [l of] + b (O] 01+ &) 6]]

(C.3)
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Das propriedades de diferenciabilidade e
limitagdo de C(t) e D(t), tem-se que a(t) e b(t) sdo C°,
e uniformemente limitados para t variando em compactos

- . : :
de R. Como M, e anti-auto-adjunto, (M1 + £) € um ope-

]
rador limitado para £ € R-{0}. Seja a = || (M + &) "||.

De (C.2) vem que H(t) & um operador limi-

tado e

fmiedll= [lEm, B, €08 01, 4+ 8 J|£ &lei+e BilE)

(C.4)
e & portanto uniformemente limitado na norma para t em

compactos de R.

Além disso, por C.3

b(t+h)-b(t
o o Il < =R + o RAERIZBIE) 4|

5]

o que implica a diferenciabilidade forte de H(t).

Analogamente, a propriedade de a e b se-

rem C, implica a que H(t) & continuamente fortemente di

ferenciavel.
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APENDICE D

A INVARIANGCA DO ESPECTRO ESSENCIAL DE L(t) E UM

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Neste apéndice sera analisado o espectro
essencial de L(t) e também serd enunciado o teorema de
existéncia e unicidade que garante a existéncia das fun-

coes de Jost em O,-

O seguinte lema & de demonstracao imedia-

ta:

Lema D-1- L, & auto-adjunto sobre D(L,) definido em
(ve-C), e U(LO) = oaC(LO) = oe(LO) = R, onde
2 denota o espectro essencial e Tos, © espectro absoluta

mente continuo.

A definigao de espectro essencial encon-

tra-se em (10), pagina 243.

Teorema D.1- o _(L(t)) = ce(LO) =R , para todo t > 0

e(
Demonstragéo: Pelo teorema 5.35, pagina 244, de (10), o

resultado & verdadeiro se L(t) - L, for

L, - compacto. Mas L(t)—L0 = A(t), e, por (IV-3,b), Vem

que:

+ + o0
12 @)l gg < J dp | dp'lg, (e-p") | Ip'-g|7" <
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+oo
< e, | ap | (p-£)|"% < =, para £ ¢ R , (D.1)

onde, || indica a nona de Hilbert-Schmidt. De (D.1)

segue o resultado.

O teorema D-2 enunciado abaixo, pode ser

encontrado em (18), pagina 159:

Teorema D.2- Seja A(x) uma fungdo continua de [R,, =]
com valores em L(X) , X espago linear de

dimensao finita, e R, € R finito. Suponha que

lax) || € L' (Ry,») e seja uy€ X. Entdo, existe uma Gni-

ca fungdo continuamente diferenciavel u(x,u,) tal que:

g—i(x) = A(X) u(x) (D=-2)

lim u(x) =u
X"‘)‘w
Além disto, toda solugao nao trivial de B-2 tem limite

nao nulo para x—o.

No caso da equagado (IV-10), X = R?, e a
condicao || A(x)]|| € L' (-»,») segue de (IV-3b). A condi-
cao do teorema & valida para todo R, € R. Desta forma,
existem solugoes ¥ e Yy para todo x € R. E claro que o
teorema & valido, se for considerado o intervalo (fm,Roi

O que garantird a existéncia de ¢ e V.
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