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RESUMO

Estudamos algumas propriedades de uma quantisacao em termos de
observaveis de um modelo classicamente cadtico que exibe um atrator es-
tranho. Mostramos em particular que valores esperados convenientes de
alguns observdveis possuem o limite cldssico correto e que nesses casos os
limites 2 — 0 ¢ ¢ — oo (t=tempo) comutam rigorosamente. Este modelo
foi quantizado por R. Graham de forma alternativa em termos da funcao de
Wigner. Completamos em alguns pontos a anélise de Graham, em particu-
lar, encontramos uma surpreendente analogia com resultados gerais sobre o
limite semi-cldssico da fungdo de Wigner para sistemas integraveis, obtidos
por M.V. Berry. Finalmente, tentamos comparar valores esperados obtidos
pelos dois métodos de quantisagao.

ABSTRACT

We study some properties of a quantization in terms of observables of
a classically chaotic system, wich exhibits a strange attractor. We show
in particular that convenient expected values of some observables have the
correct classical limit and that in these cases the limits A — 0 and ¢t — oo
(t=time) rigorously comute. This model was alternatively quantized by
R.Graham in terms of Wigner function. We complete Graham'’s analysis in
a few points, in particular, we find out a remarkable analogy with general
results about the semi-classical limit of Wigner function, obtained by M.V.
Berry. Finally we have tried to compare expected values obtained by both
methods of quantization.
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INTRODUCAO E RESUMO

Este tl:a.ba.lh.o trata da quantizagio de sistemas dissipativos. Eese as-
sunto j& foi tratado na literatura sob diversos pontos de vista. Algumas
referéncias sao (1-6}.

o) mf,todo mais geral e mais difundido é o das equagdes mestras (mas-
ter equa.tnor;;). Entretanto a justificagio matematica dessas equagoes é um
problema d icil (veja referéncia [6]). No caso em que h4 apenas dissipagao
globa.} (VC:IB- capitulo 2) ¢, em certos casos, possivel um tratamento semi-
Hamiltoniano (Graham [7)) através de um Hamiltoniano que gera apenas
translagbes temporais em uma direcdo (futura). Esse fato simplifica sobre-
maneira a quantizagio através da funcio de Wigner. Eeses modelos tém
ainda a caracteristica adicional atraente de apresentar um afrator estranho
(veja capitulo 1) no seu limite cldssico. Impoe-se nesta conexao a questao
extremamente fundamental e fascinante: o que acontece com esses atratores
estranhoe apés a quantisagao?

Easa questdo foi em principio resolvida por Graham 7] e isso sera
revisto nas secoes 3 € 4 do capitulo 2. Esse problema diz respeito & teoria
geral do limite semicldssico desses sistemas, que foi analisado, em termos
da fungiio de Wigner, por Berry (8], especialmente para glstemas integrdveis
(veja também as conjeturas sobre o caso Hamiltoniano estocdstico (caético)
em Berry (8] e Ozorio de Almeida (9]). Nasegio 5 do capitulo 2 completamos
em alguns pontos a anélise de Graham, comparando-a com a de Berry.
Encontramos uma surpreendente analogia com 08 resultados desse hltimo
para sistemas integraveis unidimensionais, apesar de estarmos tratando de
um sistema dissipativo.

A teoria do limite semi-cldssico de sistemas Hamiltonianos (referéncias
matematicamente rigorosas sio Hepp [10] ¢ Ginibre e Velo [11]) mostra que
os limites & — 0 e t — oo (onde t designa o tempo, e % a constante de
Planck) jamais comutam. De fato, em uma das formas em que Hepp [10]
analisa o limite clissico - aquela em que ele obtém uma teoria de cam-
pos classica - & introdusido um tempo re-escalado, 1 = h*t, em termos do
qual se obtém as equagoes classicas de movimento para os campos (no li-
mite cléssico). Espera-se que um resultado anlogo seja valido no caso de
se obter uma teoria classica de particulas no limite, o que implicaria que
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no caso Ha.mﬂt.onia.no o8 limites 86 comutariam no caso trivial de que as
grandesas cldssicas correspondentes - as fungdes das coordenadas de posi¢ao
e momento analisadas fossem constantes no tempo. Esse reescalamento
também concorda com a analise heuristica nada trivial, mas convincente de
Ott et al [12]. Esses autores estudaram o oscilador quéntico periodicamente

perturbado de Casati et al [13] a0 qual se adiciona um termo de ruido. Se

for nulo o termo de rufdo, existe um tempo ¢* = 5% (onde C é uma cons-

tan-te dimensional ligada 3 for¢a dos chutes) (12| tal que para t > t* ©
comportamento do sistema é essencialmente nao-cldssico (quase periédico).
O que € novo e supreendente na heuristica de Ott et al & a conjetura baseada
na equivaléncia (Fishman et al [14]) entre o modelo do oscilador periodica-
mente perturbado e um modelo de tight-binding com desordem, da fisica
de sistemas desordenados - o modelo de Anderson - de que qualquer ruido,
por menor que seja restaura a comutagio entre os limites A = 0 et — o0
(ou seja, a estabilidade da dindmica cldssica). Cumpre notar neste contexto
que também outros fendmenos quinticos sutis sao extremamente sensiveis
3 dissipacdo, como o tunelamento (Caldeira e Leggett [5}).

E a equivaléncia entre o oscilador periodicamente perturbado e o mo-
delo de Anderson que explica o tempo t* = C: parat < 3, onde éw é 0
espagamento entre as frequencias dos modos do modelo de Anderson equi-
valente, o sistema ainda nao sabe que o espectro de energias é discreto e se
comporta como um sistema cadtico classico para constantes de acoplamento
suficientemente grandes. A estimativa de Ott et al (12} fornece dw =~ % na
auséncia de rufdo. H4 também, entretanto, um tempo t** tal que o sistema
s se comporta classicamente se ¢ > t**. Para sistemas quénticos lineares
h4, como é bem conhecido, estados especiais (coerentes) cujos centros de
massa seguemn as equagoes clssicas de movimento, mas que nao sofrem
alargamento. A existéncia de i** est4 ligada ao fato de que tais estados nao
existem para sistemas quanticos nao lineares.

Devido aos fatos mencionados acima, seria muito Util e instrutiva a
andlise do limite classico em um modelo soliivel. Infelizmente essa anlise
em Craham é matematicamente formal, conforme observado no capftulo 2.
Como veremos na secao 3 do capitulo 2 a quantizagao proposta por Graham
através da fungao de Wigner envolve um elemento novo, illtrinseca.mente
associado ao carater dissipativo, que resulta de uma extensdo do principio
de superposigao: uma fase aleatoria. Como alternativa a esse método de
quantizagao, € estimulados pelo trabalho de Hepp, fomos assim levados a
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uma qua;ntma,g:‘;o do model? em termos de observiveis, isto é, & la Ehrenfest.

Apés analisar a relagio entre as peculiaridades dessa quantizagao em
um espago cﬂfndmco e 0 noeso modelo, no capftulo 3, provamos rigorosa-
mente na segao 3 destg capitulo que alguns observiveis X, associados a
fungoes classicas X.; ndo constantes no tempo possuem valores esperados

(9| Xa(t)|)) em estados |¢h) convenientes tais que
lim lim ($|Xa(6)|$) = fim_ lim ($[Xa(8)|) = Xa

onde. Xot = limg oo Xoi(t) € Xoi(t) € a solugio das equagdes classicas de
movimento, com certos valores iniciais X,;(0) . Os estados |¢)) estao ligados
de forma natural a X.;(0). Esses resultados dependem de uma anélise mais
completa do modelo cléssico feita no capitulo 1, onde também discutimos
outros resultados interessantes, alguns dos quais nio se encontram na lite-
ratura.

Concluindo, tentamos comparar os resultados obtidos para os valores
esperados dos observdveis estudados através dos dois métodos. Na im-
possibilidade de calcular as integrais analiticamente na formulagao através
da funcio de Wigner, fizemos uma analise numérica que é, entretanto, in-
teiramente conclusiva e mostra resultados divergentes para aqueles mesmos
obeervéveis cujos valores esperados foram calculados de maneira simples
pela quantisagao & la Ehrenfest. Ease fato poderia ser devido ao cardter
matematicamente formal da quantizagio pela fungao de Wigner que aqui
se manifesta de forma ainda mais séria. Neste caso, isto significaria apenas
que nesse método hé uma classe de observéveis (cujos valores esperados
si0 calculdveis através da fungao de Wigner) muito mais restrita que no
outro. Fica portanto, aberta a questdo extremamente fundamental: ha
quantizagbes diferentes de sistemas dissipativos que conduzem ao mesmo
limite classico? A resposta que sugerimos, parece ser gim em um sentido
muito restrito: o de admitir diferentes classes de observiveis, mas nao pode

ser considerada conclusiva devido a ser uma das quantizagdes (3 la Wigner)
matematicamente formal. Se esse fato, entretanto, se confirmasse, apenas
a experiéncia poderia decidir qual seria a quantizsagao relevante, e para isso
necessitariamos de uma analise rigorosa de modelos mais realistas.
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CAPITULO 1 - Modelo de Kaplan-Yorke

Caos é considerado hoje uma propriedade bastante comum 3 dindmica
de sistemas descritos por equagdes nao-lineares. No entanto, muito pouco
se conhece sobrf: meétodos analiticos para resolver sistemas de equagbes nao
- lineares e a malor parte dos resultados que se tem conseguido nos tltimos

anos sobre sistemas cadticos derivam de métodos numéricos. Assim sendo,
hé um grande interesse em modelos que exibam caos e sejam suficientemente
gimples para permitirem solu¢ao analitica.

Uma familia de modelos introdusidos por Kaplan e Yorke [1] para estu-

dos numéricos acabaram sendo resolvidos analiticamente [2,3,4] e um estudo
detalhado destes modelos € o nosso objetivo neste capftulo.

1. O modelo de Kaplan-Yorke.

Trata-se de uma familia de sistemas dinimicos discretos descritos por
mapeamentos bidimensionais.

Tn+1 = 22n (mod1) (1.1.a)

Yn41 = AYn + f(zn) (1.1.)
37;6[0,1) ynER AER neN

f:(0,1) = R, serd extendida para todo R por f (:1:+ 1)=f(z).

A eq.(1.1) é uma generalizagio da bem conhecida transformagao de
Baker que é um exemplo de sistema dindmico conservativo que exibe mix-
ing [5]. Para obter a transformagdo de Baker basta tomarmos f(z) =
i [l —sgn(1 - z)] , A=} e restringirmos y, em 0,1). 1

O determinante jacobiano de (1.1) é 2A, de modo que para [A| < 7
temos um sistema dissipativo. Para A = } temos preservagao local de
4ireas. Para tornar o modelo mais interessante vamos cor.l'mdcfu.{ f(z) tal
que fz+1)=f (z). Com isto teremos uma trax}gformagao nao 1n'versfv.el
e o0 caso \ — L serd globalmente dissipativo. Utilizaremos a terminologia
disstpagdo loca’i e dissipagdo global para os casos em que 040 h4 preservagio
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local de areas, mas h4 inversibilidad g - s
inversibilida.de, respeCtiV&mente [6]. e ou entao hi preservacao, mas nao

Partindo de (z, yo) ¢ aplicando (1.1) n vezes obtemos

Zn =2"29 (mod 1) (1.2.a)

n—1
Yn = Ayo + fV_j Mf(an-1-1z) (1.2.5)
=0
De (1.2.a) obtemos a densidade de probabilidade condicional P, (z|zo)

Pn(-’tlﬂio) = 5(23 — 2"z (modl)) — 5m°d1(m - 2"’2:0) (1.3)

onde definimos §=°41(z) = " __ §(z — m), que usando a férmula de

soma de Poisson também se escreve, §m0d1(z) = ):;r:’__oo exp2rikz. B
facil mostrar que

-1
6m°d1(N$) i % z 61::10&1(m 4 %) (1.4)

m=0

Para uma distribuigao inicial arbitréria Py(zo) temos

1
Pa(z) = L dzPo(0) P ] 0) (L.5)
substituindo (1.3) em (1.5) e usando (1.4) chegamos em
12 Al
Po(2) = 55 ) Pol=2z—) (1.6)
m=0

Para a densidade de probalidade condicional conjunta temos

n—1
Pa(a,yla0,30) = 52 (2 - 220} (v ~20g0 = Y N @z
=0

1.7)




que pode ser escrito como Py

onde 2, l20,y0) = Pa(aleo) - Pa(ylz; yo)
Palylzisa) = L 3° = gt
wYZi%0) = = ¥ 6|y — Ay, — 1pttm
o ;;o (y 9o ?_;0” (‘gm—)) (1.8)

.
::ic onde concluimos que para cada n a distribuigao se concentra sobre as 2"

n—1
n — \n [T+ m
ym(z) = A yo+;)«f(?+—l) m=0,1,---,2" -1 (1.9)
Dada uma distribuigéo inicial Po(zg,yo) temos

1 +00
Palz,y) = L dzo / dyo Po(z0,¥o0) Pn(Z, ¥|Zo, o) =
00

{ il ke K ztm, [24+m
=§;‘- Z -/:_m dyofs(y—A"'yo—g)«f(—zm—)f’o(—-ﬁ-,yo):

m=0

2*-1 o n—1ylgre4m
-1y ;_npo(ﬂm,v Z:o:f(ﬁr)) 110)
m=0

an A

9. Atratores estranhos [T - 10].

Uma definigho matematica de atrator ¢ uma questao controvertida.
Milnor {7] inicia seu artigo On the concept of Attractor comparando varias
das definigoes propostas na vasta literatura existente sobre atratores e em
seguida propde mais uma. Nesta breve secdo sobre atratores vamos nos
limitar a apresentar a definigéo de Eckmann (8] de 1981 (em 1985 ele propde
outra![9]), que é essencialmente a mesma de Lichtenberg [10], e a definigdo

de Milnor. o :
Considere sistemas dindmicos descritos por

i(t) = fulzlt) z€R’ (2.1.0)
7




ou

Int1 = fu(zn) 2, € R (2.1.0)
onde = R € um parémetro mantido fixo e f : R% — R4 ¢ diferencidvel
jo 2(y, t) uma solugio de (2.1) com condigio inicial z(zo, ¢ = 0) = zo.

;&istama. que 3V C R talquezg e V = z(zo,t) ' Tt20 € V para todo

Um atrator para o sistema dindmico (2.1) serd um conjunto para o
qual o p?nﬁo 3(30a t) se aproximar4 a medida que ¢ cresce, para ¢ maioria
das condigoes iniciais zo em uma certa vizinhanca de X.

Def.1 (Eckmann 1981): Um airator para o fluxo Tt € um conjunto
compacto X C V que satisfas:

i)‘ T*X = X para todo ¢ > 0. (invarianga)

#) 3U D X, aberto,talque T*U C U paratodo t > 0eX =
t& T*U. (bacia de atragio)

#ss) Dado U CV, aberto, tal que UNX # @ entdo existem va-
lores arbitrariamente grandes de ¢ tais que Tz € XN U quando z € XNU.
(recorréncia ~ ndo h4 transientes no atrator)

tv) X nio pode ser decomposto em partes invariantes com medidas
positivas. (transitividadade métrica)

Def.2 (Milnor 1985): Um compacto X C V serd dito um airator quando:

#) O conjunto p(X) = {z € V : w(z) C X} tem medida estritamente
positiva, onde w(z) € o conjunto de todos os pontos de acumulagdo da
sequéncia {z, f(a:S, f3(z), -} (w—limite)

i) AX' C X tal que g(X') coincida com 2(X) a menos de um conjunto
de medida nula.

Note que Milnor nao faz nenhuma exigéncia topoldgica sobre Q(X).~

Seja X um atrator. Dizemos que X tem sensibilidade as condicoes
iniciais se Vz € X, Je > 0 tal que para toda vizinhanca USz,Jyclet>0
§aie i d(Tt z, T'y) > €. Ou seja, pontos arbitrariamente proxamos .sobre
o atrator se tornam macroscopicamente afastados apss um tempo finito de
evolugdo. Dizemos que um atrator ¢ esiranho se ele tem sensibilidade as

condigoes iniciais.




9. Ezpoentes de Lyapunov [9).

Considere um sistema como definido em (2.1.b). Vamos denotar por

T(z) a matriz Jacobiana (0F:)82:)  calénlad .
fr(z) = f(f--- f(z)), a regra d:a/ caélia no(;udé a no ponto z. Definindo

(8(s7)s/825) = T(f"~(z)) .- T(f(2)) T(z) & T2

Agor'a, e P_é uma medida para f, com suporte compacto, o teorema ergotico
multlphcaf.lvo de Oseledec [11] nos garante a existéncia para quase todo z
com respeito a p do seguinte limite:

Jim (T2 T3)/2m = A, (3.1

O logaritimo dos autovalores de A;, que denotaremos por Ay > Az >
- onde cada A; multiplicidade m; sio chamados de expoentes de Lya-

punov. Da ergodicidade de p segue ainda que estes expoentes sao constantes
para quase todo z.

Scja Bt o subespago de R? cormgondcntc aos autovalores menores ou
iguais a exp ();). Entdo R4 =EL D EZ... e vale o seguinte teorema:
Teo.: Para quase todo z com resgpeito a p,

lim Llogl[Tref=X e weEL\EL

n—on
em particular, para todos u ¢ EZ o limite dard A;, o maior expoente de
Lyapunov. : Tl
Voltando para o nosso sistema dindmico, se §z(0) é uma variacio m;
finitesimal da condigio inicial zo entdo éz(n) = T3 §2(0). Se 6z(0) ¢ E
entdo 6z(n) = z(0)em*t e dependéncia gensitiva 4s condigdes iniciais se
traduz em ter pelo menos o maior expoente de Lyapunov positivo.

4. Dimensies associadas a um atrator [12].

S&o vérias as dimensbes definidas na literatura, vamos apresentar aqui
duas delas: a dimensdo fractal ou capacidade e a dimensao de informagao.

9

o

S ———




’ n(u?l::’i: (‘l’;n ;‘gz‘l’gﬂvd(:i:;nﬁco com espago de fase d-dimensional, seje n{e)
Bt il oo O ¢ necessirias para cobrir o atrator, definimos

.o
Dy = lim 128™(¢)
F = lim i (4.1)

Suponha agora que cada uma das n

% ¢) bolas necessdrias para cobrir
o atrator tenham probabilidades difcrcnte(s )dc serem visitadas 111:): evolugao

do sistema sobre o atrator e seja F; a probabilidade associada a i-ésima
bola.“é) informacdo contida nesta particio do atrator é definida por I(¢) =

— Y i=1 Pilog F;. Definimos dimensio de informacio por

D = ll_% ]TI(E;_)G[ (4.2)

Se todos 08 elementos da partigio tém a mesma probabilidade, isto é
Pi = 1/n, entao DI = Dp. Em gera.l Dl S Dp.

HA duas conjeturas relacionando a dimensao com o espectro dos ex-
poentes de Lyapunov. Kaplan e Yorke [1| fazem a conjetura de que

Dy = J 1 Zz_’-‘:& (4'3)
|Aj+1]

onde § é o maior inteiro onde ocorre A; + -+ A; > 0. Mori [13] coloca a
conjetura de que

F=0a+ —I;_“:' 4.4
Y=t AT

onde d é o ntmero de expoentes nao negativos, k é o nimero de expoentes
positivos A", e /[ é o nimero de expoentes negativos A;. Para sistemas
continuos com espago de fase de dimensdo 3 ou sistemas discretos de di-
mensio 2 ou menos, as conjeturas, quando aplicdveis, dao 0 mesmo resul-
tado. Existem bons algor{timos para o cdlculo direto da dimensio fractal
e melhores ainda para o cilculo dos expoentes de Lyapunov. Em vérios

casos a conjetura de Kaplan- Yorke, que é um limite inferior para Dp, tem
mostrado boa concordéncia.

5. Estudo do atrator do modelo de Kaplan-Yorke.

10
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Retomando o mapa de Kaplan
fazendo n — 0o e supondo 1Al <1
do sistema como & aderéncia do ¢o

-Yorke descrito e resolvido na segao 1,

, & €4.(1.9) nos leva a definir o atrator
njunto de curvas

oo

y?no(z) 22;)\1_1“%12) m=0,1,2,:- (5.1)

Tomamos a aderéncia para garantir a compacticidade do atrator.

Vamoe definir a varidvel cont{
~ . ) lnll& = T _+. m. I t od L o
tagao bindria de z e m ¢ ntrodusindo a represen

< |
2= ;spﬁ = (818285 +)s
4 1
m= p:;m Spop = (- 8-38_28_150)s
¢ se escreve
+ 00 1
f = Z Spi—’; = (- . 'S_gs—lso-slsﬂ o ')2 (52)
p=—00

onde S, = 0,1 para todo inteiro p. Com esta varidvel £ e lembrando que
f(z + 1) = f(z) podemos reescrever (5.1) como

@ oo

1

Y (2) = ZA“‘I(ZIS,J-@-) m=0,1,2- (5.3)
=1 p=

Em base 2 os racionais em [0,1) sio aqueles cuja representagao contém
um nimero finito de bits 1 (a representagao termina) ou quando apés um
nimero finito de bits aparece uma sequéncia de 0 e 1 que se repete infini-
tamente. Vamos nos referir ao primeiro caso como racionais finttos e ao
segundo como racionais periddicos. Designaremos estes conjuntos por Qe
@y, respectivamente. Introduziremos os termos comprimento & periodo de

. » P .
um ndmero racional com 08 significados 6bvios.
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Ao ao 2 e
todos osptjlrt? da p::-(r?:(fir?ccm arttimética binaria corresponde a deslocar

5, iondria uma posicio para esquerda (shift left),

2% (- *5-180.8;8,83 ---)2(modl) = (8283584 ---)2 (54)

Note éIO“I: Z.r:dcaf;h lE'PH‘Z‘!K;‘E»O d'e (5.4) o digito logo apds o ponto é perdido.
T e mlgoes a.cxma.mtrodumdas e raciocinando sempre com base
em {9.4) 11ca Simples caracterizar o comportamento dindmico do modelo de

Kaplan-Yorke em fungdo do ponto injcial (o, yo) escolhido :

;’) Se zg € Q¢ entao z,, = 0 paran > m, onde m é o comprimento de
zg. Para lg{;,_, teremos uma sequencia convergente, independente de qual for
0 yo escolhido. Vamos definir 8,, ,, como a sequéncia dos pontos (zn, yn)

cor(xil zo € Q. E facil mostrar que 8;, ;, tem o valor de aderéncia (0, yoo(0))
onde

n— oo 1"'A

NoteA que 0 ponto Sa:n, yYn) 86 vai comecar a se aproximar do seu valor de
aderéncia (0,¥00(0)) quando n > m (a aproximagao se d4 sobre o eixo y),
antes disso o que se observa é um comportamento totalmente irregular.

Yoo(0) = lim nixl f2r—1=tzg) = £(0) —— (5.5)
=0

1) Se zg € @y, com periodo p, as solugoes do modelo convergem
para um ciclo de perfodo p que independe de yo, isto €, dado 2o € @
um p-ciclo fica univocamente definido. Por exemplo, suponha atingido um
ciclo abeabeabe - - em z (do mesmo modo que em 8y,,y, teremos de infcio
um comportamento irregular, mas apés um nimero suficiente de iteragoes
um ciclo em z sera atingido e a partir dai, y inicia um rdpido processo de

convergéncia), vamos determinar os valores de aderéncia para a varidvel y :

o=, Yo=Y = Tnt1 =b, Ynt1 =y + f{e)
= Znpa =, Yniz =AY+ 2Af(a) + 1 (B)
o Znps =@, ynis =Ny + 3 f(a) +Af(B) + fle) = -

(5.6)
de (5.6) obtemos os valores de aderéncia

o(&) = (76 + M(0) + ¥/ 0) 7= (5.7.0)
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¥(b) = (£(e) + M (b) + X2 (¢)) (5.7.)

Pk
— |
>

ﬂd=(ﬂM+AﬁQ+Av@n1_ (5.7.¢)

>

A extensao para ciclos maiores ¢ imediata

itt)  Se 2o € [0,1)/Q, UQ entio a evolugdo em z e y serd eterna-

mente irregular ( nao ha elemento repetid oL
230(mod1), ). petdo na sequéncia. 25, 220(modl)

Os tres c:'as?s.discutidos esgotam as possibilidades de escolha de zo.
Se f(z) € limitada, a varidvel y também o sers. De fato

n—1
i
[yn| < ;0 N max |f(z)] = gmax [f@){1+ A+ + 21

< max |f(2)l = (5:4)

<z<1

Note que Q, € @y sdo conjuntos de medida nula, portanto, embora os

comportamentos ¢) ¢ 1s) sejam previstos teoricamente, eles tém probabili-
dade nula de serem observados em um sistema fisico que fosse modelado
pelo mapa de Kaplan-Yorke. Isto estd associado & enorme instabilidade do
ponto fixo (0, oo (0)) € dos p-ciclos ( uma pertubagao em Zo, por menor que
seja, destréi a periodicidade descrita em i1)). Entretanto, uma simulagio
numérica da evolucdo do sistema, se feita pelo modo usual, revelaria a e-
xistancia de um tnico ponto fixo, (0, ¥co (0)), qualquer que fosee a condigao
inicial escolhida. :

A explicagio deste efeito numérico indesejdvel é evidente apés um e-
xame de 1): Um nimero € representado no computador sempre por uma
sequéncia finita de 0 e 1. Em cada aplicagao de (5.4) um zero é introduzido
no tltimo bit da palavra que representa o nfimero ¢ no maximo apés um
ntmero de interacdes igual ao ntmero de bits da palavra (ou palavras) que
representa a condigao inicial obtemos z, = 0.

13




Podemos simular um racional periédico introdusindo-o diretamente em

repl?e;tag&o blnﬂryiS usando tantas palavras quanto o necessirio (inde-
pealente O precisao) para guardar um periodo completo. A operagio
(5.4) seria implementada néo por um g4

e ift left usual, mas um shift left
com injecdo: No dltimo bit da primeira palayra 1njeta,.mos 0 primeilf'o b{t
da primeira palavra e assim sucessivamente, fechando o ciclo com injegéo

do primeiro bit da primeira palavra (que é perdid "

i s ; perdido na operagao 2z(modl
usual) na ﬁlt‘.m poeigao preenchida da fltima palavra. Com esso pgocesal
poder{amos simular qualquer p-ciclo e tomando um nfimero cada ves maior

de palavras com 0 e 1 distribuidos aleatoriamente terfamos uma boa apro-
ximagao de um irracional.

ezemplo: Considere f(z) dada por:

1-2A 1 122 ge0<z<l
- e — 2 - 3
flo) =25 sl -2 = { F; 29574

também podemos escrever f(z) como

=g 1y _1=2
f (2 8p55) = —5— (1-284) (5.9)
p=
e portanto (5.3) fica
w2 =5 - 150 ) A Spm (5.10)
p=1

De (5.10) vemos que o atrator esté contido no intervalo |y|°°$ 2 ey (z)
independe de z. Se A = i entio y2(z) = 3} —a,coma =) o7 S_pi1%5.

i trator € [0,1) X
Como & pode assumir qualquer valor em [0, 1) vemos que o 2 :
(-1 +1fose 0 < A < § aparecem lacunas em todas as escalas no dominio
vl 2135 atrator se torna fractal. Para ver isto, tome por exemplo A = g,
e n;teique o pord um nimero em base 8 onde o digito 2 nunca aparece na

o~

803 represantaao. %(z) dado em (5.1) com yn dado em (1.2.b). Para

lacionar y
n ul\,;:f;:,;enm sra.m’lr::, mas fixo, podemos desprezar o termo A"yo na

14




eq.(1.3.b), que seré reescrita como

n-1

- 2r
B = ; A‘f(ﬁ) n grande (6.11)

. Pira- identificar (8.11) com (8.1) devemos determinar z e m tais que
2™z n;dz +m. Como z € [0,1), vemos que dado zo, z ¢ m estio de-
terminados. Podemos interpretar m como uma pré-histéria para z: a

representagdo bindria de m nos permite decidir em cada a0
passado qual das duas possibilidades que levam ao presentep?xni’:: es-
colher de modo que no n-ésimo passo para tris obtemos z,. Isto se vé
comparando (5.1) e (5.11) e lembrando que f(z + 1) = f(z). Por exem-
plo, dado zo = 0.2 quero z e m tais que z retorne para zo em 8 passos:
28 % 0.2 6=em'21= 51+0.2 = m = b1 = (00110011); Hz_y = 42+ } = 0.8
23= 3 +3 =082 3=240=04;2(=%+0=02;
75 = 3 +3=08;26= B +1=08;2_7=%+0=04;
z_s=9% +0=02 =g,

Com esta equivaléncia entre (5.11) e (5.1) vemas que (0, yo0(0)) e todos
os p-ciclos estao no conjunto de curvas que definem o atrator

Aplicando (3.1) para o mapa de K.Y. vemos de imediato que 0s auto-
valores de A, 330 2 ¢ A e portanto os expoentes de Liyapunov sao A3 = log 2
e A = log A de onde concluimos que ha dependéncia nas condigoes iniciais,
isto €, o atrator € estranho.

As conjeturas de Kaplan-Yorke e Mori dadas em (4.3) e (4.4) ddo para
o nosso atrator

ekl

log 2
Dr=14 1]

excluido A = } onde néo se aplica (4.3). Para a conjetura de Mori, Dp =
1+ ‘3(’ mesmo para A = }, caso em que Dp = 2. Este resultado, se

correto, mostraria que A = 1 ¢ um caso bastante especial, jé que para
A< Loul)> § oatrator ¢ fractal, Terfamos um atrator estranho, néo

fractal.

8. Célculo de alguns valores esperados sobre o airator.

Vamos considerar uma distribuigao uniforme em zo ¢ tomar f(z) =

- sin 4xz.

15
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6.1 Valor esperado de Yn.

1 n—1
(yn) = j; dzo {A\"yo — go Maindr2n~1-lgg) = Ampy  (6.1)
(Woo) =0 0< A< 1 (6.2)

6.2 Valor esperado de y,?

1 n—1 2
(n®) = L dzo(l"yo -—Z_;A‘sinm"—l—‘zo) =

h s 1 n—1 n-1 1
=4 T ‘Z ‘2: Ai -+ / dzo cos [4x2" "1 (271 — 27M)z0) =
1=013=0 0 ;

n—1
— )\3n,,.12 1 A e Ll ke
A Yo +2EA = A y0+‘2'—1—_—xf (6.3)
de onde e
(yoo2> =31-)2 (6.4)

6.3 Valor esperado de y,? , p inteiro positivo.

1 n-1 p
<yﬂp) = L dﬁo (A“yo - Z: Alain 4%’2"_1_‘2'.0) =
=0

4 1 n—1 k
= f‘;{, (i) (Am)P—h L dzo [— é Al sin 41r2""".'c0] (6.5)

Para prosseguir precisamos de uma férmula para o produto de k senos.
Se k par este se redus a uma soma de cosenos, ae'k ‘mpar a uma soma de
senos que nio contribuem na integragao, assim 8O no8 interessa k par.De-

-~

dusimos por indugo que ( & par),

singy ---sinay = -2-51__—12611306(03—1 +a;tag---tap—zFxax) (6.6)
J
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onde ¢; = (~1)% sgn([[*_, ;) -
[} = enl que 8 . &~ []
propriamente de a;, mas sim o singl q ugen(ﬂ:) estd significando nao o sinal

St i Robeansodie i _precede a; na eq.(6.6) e a soma

e nagoes de sinal d verap-
em (6.6). Com isto podemos efetuar a integragi;‘em (S.E:Sl;a;l;:;los s
[»)

n—1 n-—1
=) (”) (Angoyr—_
k yo T— 100

ALl E c;6(2"l-1 g gn—h 4 ... 4 gnlies 4 gy
3

(6.7)

onde [p] é o maior par menor ou iguala pe e; = (- l)fsgn(l'[?_l 2%-17) va-
lendo a8 mesmas convengoes que fisemos em (6.6). Desta expressio vemos
que quando p é impar todos os termos vio conter A™ e portanto

1lim (yn?) = (¥e?) =0 s p impar. (6.8)

Quando p é par, para n — 00 86 sobra o termo k = p na primeira somatéria,

n—1

n—1
(Yoo?) = 7513 z;o. i tz=:o ; e;0(2% 0 k) (6.9)

Fazendo p = 2 evidentemente recuperamos (6.4) e para p = 4 temos

1. 31 o8N

3
4 — — e S e @
W) = g A= "BT=M 21— w0
Para n finito,
3 (1-2A1m\2
( ,,4) = Mryot + 32" yo? + . (_iT,\T) (6.11)

gi-A% 51 At
L L 1-— A4

em que hé rufdo externo obtendo (?,‘) e (g,ﬁg,
g:hbéaﬁ 51]1::3? ; :ca;ci em %ermos dos coeficientes de Fourier de f(z),
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. ul o
particularisando para o noeso exemplo e fagendo o limite quando o ruido

1 3 Zero v
vai €IMos que o0s nossos resultados concordam. Jensen e Oberman

[2] obtiveram por um processo indireto '

usando integrais de trajetéria,
valores esperados (") ¢ (y,4), também para n — co. Bles concideraram
/(z) = sin(2xz). Obeervando (6.

) vemos que se p é par entfo os valores
gsfefadf’ﬂ '::mo /(z) = :!:sinemrmz) para todo m inteiro coincidem.
OMP val"ﬂpm‘aP=28p=4coincidemcomosde1ensene
berman. Para valores esperados envolvendo também a variével z, temos

o) = [ dso{2sfmod) ) (g0 5 Ninrre-iz)
=0

221 p(kt1)amn n—1
- ?: /’:2_‘ dxo (2"zo —k)‘{A"yo— Ea\'sindmZ“_l"zg}
=0 =0

- (6.12)

p,q inteiros positivos. Estas integrais podem ser resolvidas usando a mesma
técnica dos casos anteriores.
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CAPiTULO 3. Quantizagiio A la Graham.

1.Fungdo de Wigner [1].

Para um sistema quéntico unidj i
! imensional representado pelo estad
puro |¢), suposto normalirado, definimos a fungao Se Wigner ;?:r:) g

W(g,p) = wih f dz e ¥7%(q + 2|y} (plq - 2) (1.1)

Seilpre que nao forem especificados os limites de integragio, considere
—00 € +00.

A funcao Qe Wigner tem a notdvel propriedade de sua projegio em p
fornecer a densidade de probabilidade em ¢ e reciprocamente:

[ dpW (g, p) = |{al9)? (1.2
[@wmﬂ=wwv (13)

Note que W(g,p) pode assumir valores negativos, nao sendo correto
considerd-la uma distribuicao de probabilidades no espago de fase. Entre-
tanto suas projegdes em g e p 530 sempre positivas e constituem distribuigoes
de probabilidade separadamente para p e ¢, respectivamente.

Outras propriedades importantes de W (g, p) edo:

[ [ ésWian) =) =1 (14
[ dq f W arr) = (1.5)
[W(g, )| £ 72; (1.6)
W(q,p) » hW3(q,p) para h-—0 (1.7)

Para uma prova de (1.6) e (1.7) veja [2].
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nk, —00<n < oo,
Nﬂ. ﬂitu&g&o‘ acl os . e
Ima, temos que modificar a defi
em (1.1). De acordo com Berry (1], basta wm;de:umgw de Wig,p] dada

1 [*% ;
W(g,pa) = o Lt dze™*™(g 4 7|¢)(d|g - z) (1.8)

As propriedades j4 mencionadas da fungao de Wigner continuam va-
lendo desde que efetuemos as integraces em g no intervalo (—x,+n] e
substituamos [ dp por hZ.

Pn

2. Quantizagdo de mapas Hamsltonsanos.

Mapas Hamiltonianos sao mapas que preservam a drea, sao inversiveis
e podem ser colocados na forma

JH

dnt1 =gn t m(qn, Pnt1) (2.1.a)
dH

Pnt+l = Pn— 3‘&:(%&1 Pn+l) (2.1.5)

Um calculo direto mostra que

a(qn+1s Pn+1) azﬂ(%;}’nﬂ)
=1 sempreque 1+ £0 (2.1¢
3(gn, Pn) p 00nOpn+1

Assim, (2.1.c) é uma condigao suficiente para a preservagdo de 4rcas.
A inversibilidade significa ser possivel colocar (2.1) na forma

gn = f(an+1,Pn+1) (2.1.a)
Pn = 9(9ﬂ+11?n+1) (2.1.6’)
21
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Definindo a agao cldssica

S st
(Qn+1, q") i H(qnv Pn+1) - Pn+l(¢1n+l = Qn) (2‘2)

podemos reescrever as equages de Hamilton (2.1) como

e aS
ntl = 84y, ¥ (’In+h9n) (2.3.0)
as
Pn = “a_%(‘In+139n) (2.3.0)

Definimos parénteses de Poisson neste contexto por

0 d d 0
{Pns1 det OPn-+1 9qn+1 _ OPn+1 9Gn+1
n+1sdn+1 } ap,‘ aq,. aqn apn

Partindo de (2.1.a) , i2.1.b) e supondo valida a condigao (2.1.c) um

célculo flircto mostra que Pnt1,9n+1} = 1 ¢ portanto temos conservagao
dos parénteses de Poisson, pois

(2.4)

{Pat118nt1} = 1= {Pn,tn} (2.5)
Um mapa quantico Hamiltoniano é descrito por
|¥n+1) = Ulén) (2.8)
onde
vut=utu=1 (2.7)

Para definir um mapa quintico precisamos especificar o operador uni-
tario U, o que em representagao-g significa conhecer o nicleo

K(ql¢') = {¢|Ul¢") (2.8)

Dado um mapa Hamiltoniano cléasico (2.1) queremos associar & cle
um mapa quintico (2.6). E bem sabido que sistemas quanticos distintos
podem ter o mesmo limite cléssico e portanto a associacdo que se pretende
estabelecer ndo é (nica, mas uma possivel.
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e pode ser eacrita em termos de K(qlq")
[ 4% @axin = ¢ - ¢) (29
[ G @K die) = s(e- ) (204
1 _’(S limite cldssico serd o correto se tivermos assintoticamente para
K(glg') ~ exp [%S(q, q’)} para A — 0 (2.10)
onde ( ¢)éa a.gno clissica definida em (2.2).
Graham [3] propoe o niicleo

' d 3*H(g', p)\ } ; |
Kile) = [ g (1+ gl o {3 le-0)- H(q',p))l
(2.11)

para uma classe de Hamiltonianos de forma geral

A
H(Qﬂ’ pn-H) = ‘2‘??;4—1 =t B(Qn)?n-{-l + C(qn) (2-12)
com g— (gn) # —1, para que a condicao (2.1.c) seja satisfeita. Usando

(2.11) e (2. 12) se mostra por um cilculo direto que a unitariedade é satis-
feita. Usando que

. ; 32
j dzexp (§ i(az? +bz)) = \/% exp (— ‘4—“)
—00

fazemos a integral em p em (2.11) obtendo
1+a8/8¢\}_[i(1_s_n@) -c@)
Kole) = (~grpa ) =P {% (7"
de onde vemos que (2.10) est4 satisfeita com

S(qle’) = 5!; lo-¢' -B(¢)" - Cld) (2.14)

23
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A equagio (2.14), deve, evidente ;
acio dada em (2.2). De fato, substituiade o R o Selinisio da

e pn+1 calculado por (2.3.a) no segundo

definem portanto um mapa

toniano quantizado cujo limite clissico & dado por (2.1.a), (2.1.b).

8. Eztensio para mapas globalmente dissipativos.

Como definido no cap 1
houver preservacao local de
local pel:;ite aplicar os res
um ingrediente a mais no processo de quantizaca i

! _ 0 acao que se relac
contrag::r glotl:a.l, fie\?do & nao inversibilidade, do 1p¢go de fa:)el.le{"oazo:
apresentar este principio novo, devido a Graham [4,5], para a tizaga

: ovo, d quantizagao
de sistemas globalmente dissipativos através de um,ca,ao concreto, que € o

mapa de K.Y. para A = 1.

y UM mapa ¢ dito globalmente dissipativo se
dreas mas nao inversibilidade. A conservagio
ultados da segio anterior, mas precisamos de

nt+1 =2 (mod 1) (3.1.0)
Pntl = %Pn - ¢'(gn) (3.1.8)
glgn + %) = g(qn) (3.1.¢)

0<gn<1l pn€ER =neN
O sistema (3.1) pode ser escrito na forma (2.1) com

qnPn+1 + 29(¢n), se qn € [0, %)

H(Qm Pu+1) - { (3.2)

(gn — 1)Pa+1 + 29(gn), s On €[5, 1)

Podemos condensar (3.2) em H(gn, Pnt1) = (an(mm.il) - qn)Pn+1 +
29(gn) mas, mesmo assim, note que nao temos um Hamiltoniano global-
mente definido. Vamos aplicar o método da secao 2 separadamente para

gn €[0,4) € gn € [§,1)¢
K(g,¢') = ﬂf_+°° E?ﬁ exp{% (plg-¢')-dp- Za(q'))}
_ i (-Xe)ola-2)  debg) @3
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"n_ p 1)
Klod)=VEep{-To)}oa-2¢+1) oeil) (4
Agora, se uma medida da coord

> rdenada g¢n41 no instante n
::::io:utﬁ:l deﬁn;d[g efl 0, 11 nao hi coxgo-;a.ber se a pré-imt;glef;)l1.1111:c :t;-l
n+1, |9 )l:e! valo [0, 1) ou [3:1). Assim, o estado do sistema no instante

y |¥n+1) na‘o.gode Ser um estado puro, mas uma mistura estatistica
entre as duas posmb}hdades para a pré-imagem ¢,.. Estas duas contribuicdes
para i)n-g-l(qi»-l-l) nao podem sofrer interferéncia o que se consegue fazendo
a BUPErposigao com um fator de fase exp (1'5,,) sendo §,, uma fase aleatoria.
Em cada aplicagio do mapa tudo de repete e novas fases 6n vao sendo in-

trodugidas, mas sem correlagio alguma com as fases anteriores Sm, m < n.

Assim, o nécleo K(gn1,4y) fica globalmente definido como
K{awtts0n) =VEexp {5 (s0)} 007 - 060011 ~ 200
+exp(if) (gn — 3)Blan1 ~2n+1)|  (35)
Temos portanto o mapa quéntico

bun) = | "W KEea(0)  gelo) (3.6)

associado ao mapa globalmente dissipativo (3.1).
Neste ponto é conveniente introduzir a matriz densidade p,

{glonle") = ¥ala)¥nle) (8.7)

onde a barra significa uma média sobre as fases aleatérias, 6, m < n. Com
a definigao (3.7) o mapa quantico (3.8) sc escreve

lpwile) = Soxp [ 2 (6(E) - o(5)

(Blonl 5)+ (L5 lonl ) 89
g€ [0,1) ¢ €10,1)
25




4. Solugao do models 4, K.Y. quantisado

Por iteragao a partir de (3 :
n chlonlo direto mastia q:e( .8) ¢ usando a propriedade (8.1.c) de g(qn)

2*—1 . n
(donssld) =2 ™ e [-Eg > (5™ - g(“'—;*,ﬁ))]

m=(

x (4 ;',.m lpalqJ ;',,m) (4.1)

q€[0,1) ¢ €0, 1)
Partindo do estado inicial k = 0 e fazendo q = ¢' em (4.1), obtemos

> W -— 2n POI on ) (')

Vemos assim que a evolugao dos termos diagonais da matris densidade
independe dos termos nao diagonais e obedece a equagao classica de movi-

mento (1.1.8). Fazendo n — oo em (4.2) e supondo que o estado inicial |¢g)
estava normalizado, obtemos

(glpoolq) = 1 (43)

Tomando o limite n — 0o e em seguida k — oo em (4.1) ¢ usando

(4.3), obtemos

2 -1 L

, 2 +m g+m

{glelg’) = lim 27" Eoexp {—7; 1 (g(%,—) -~ g(T))} (4.4)
m—= e

Podemos atribuir a m o mesmo significado dinamico do cap 1'(pg .14)

isto é, a representacio binria de m contém a pré-histéria das trajetérias,

Como em (4.4) ndo aparecem termos crusados em m, podemos dizer que

traietérias com diferentes valores de m néo se interferem.
" £ conveniente, neste ponto, {introdugirmos a fungdo de Wigner

+0 dp ipz z iz
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o que nos permite, formalmente,

reeacrever as equagoes (4.1)

) [ ((q— Lhz)

(¢ — $hz) mod 1 +m

e (4.4) como

ol

Wati(e,p) = 2“”2§1 f - ‘-i-c—cexp (~ip2)
m=0
: ((q+ %M)g?odl) sl %’“ﬂ)gr:lodl) +m,
Xex:){—%ii: [g ((q+ %ha:)zrtnodl-{—m
=1
Halar = 5 [ i
. “p{_%g [g ((q+ %nz)zr?od 1+m) g(

)

(4.6)

Vamos rescrever a eq. (4.6) numa forma mais adequada. Para isto fazemos a
mudanca de varidvel 1hz — z, substitufmos ffo‘: dz f(z) por 1%,
fol dzf(z+!) ¢ usamos a férmula de soma de Poisson, obtendo finalmente

2*-1 +o 1
Weo (g, 2) :nkgle““ Zo I;;mS(p xlh) j; da:exp{—%iml
_zg_' ;[g ((wx)(:;;dmm) i ((q—z)(x;:dmm)} l_.,)

Obtemos a distribuigao de probabilidades em p integrando (4.7) em ¢

1 r1
/ / dgdz exp { —2mszl
o Jo

2*—-1 4+

2—”2 Z (p — xik)

m=0 [=—0c0
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(gt (g

= 2% ok
Combinando as integrais em q ¢ X numa fGnica integracdo e notaﬁg
que 08 termos com ! (mpar se cancelam, obtemos o
+00
Woo(p) = Z 6(p — 27R)Py (4.9)
lm—o00
onde
-1, . . n 2
P = lim Z [ dqexp{ — 2xigl — ?,;;:g (ﬂkﬂ) } (4.10)
m=0 | J0 =1 2

O limite classico de (4.8) é obtido farendo limx—o Woo(p,q), isto é
devemos tomar o limite n — oo primeiro e 5 — 0 depois. Invertendo
formalmente estes limites em (4.6), expandindo g até o termo de primeira
ordem em A e fazendo a integral em z obtemos,

lim Weo(g,p) = lim 27 ig §(p — Fm(q)) (4.11)
Foa(g) = - iZ“'a’ (123{;12) (4.12)

Este resultado formal concorda com a densidade de prob?bi.lidade ob-
tida rigorosamente no cap 1. O formal estd na inversdo dos limites Ah—=0
e n — 00 e na introdugao do limite n — oo dentro da integral. :

O préximo termo na expansao de g é o de terceira ordem em A, pois 08

lam. Até esta ordem ainda é possivel faser a isn_tegra.l
g;s:?:ngﬁt?m‘:,n?oail:véa de fungdes delta como em (4.11), fung Bes de

Airy

I_l 2 =
Ws.0.0(9,7) = i, 27" 2)_'_:0 ania) A { s J b
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com Fm(q) dado em (4.12) e

(v o]
Am(Q) = h? 2;1 2—3k—2gm ('I ;' m) (4.14)

Do resultado semi-cldssico (4.13

3 ; ) vemos que cada ramo p = F,,(g) do
atrator classico esta sofrendo uma delocalizagao de largura moporzgn)al a

|Am(g)|} e portanto proporcional a A*/3, Esta delocalizacio vai fager com
que ramos muito préximos no atrator cldssico se confundam e portanto serd

p.erdida. uma caracterfstica tipica de atratores fractais que & a auto-simila-
ridade. No dominio totalmente quintico, eqgs. (4.9) e (4.10), ndo fas sentido
se falar em atrator.

5. Resultados adicionass

A fun¢ao de Wigner para um sistema onde o espectro de § é limitado
nao pode ser definida do modo usual, mas (como vimos na segao 1) por
(1.8) no caso de —w < ¢ < 7. Assim, a fungao de Wigner deveria ter sido
definida por

1
Walg.0) = [ gy 000 (2mila)la + T) ke~ 3)
= Ll %exp (—2milz) (g + -;-iﬂn!(Q‘ ;) (5.1)

p; = 2xhl
A ¢q.(4.6) seria substituida por

"1 1l ge
. —% -— .z
Welgspi) = Jim 27 3 [ g o2 (20
m=

can (-3 5] ((ﬁ*’(";ﬁd"*”‘)-g(‘“‘ﬂ‘“::"‘"“‘)(ll

— = e ———




+oo

) = 3" (aloi) 1 (p1) (pifion)

=—00

= +co
i ,;w’(””m= > 1) fo : dqW (g, 1) (5.3)

I=-c0

"
<

4
=
—
»

‘ Na dltima passagem usamos a propriedade (1.3 = ;
B oo (52) (58) chimmes. e e

*-1 4o

GO =Jim 2 Y S femn) L e A L (~2nile

m=0 1-—00

(e gy

5.4
Refazendo o cilculo, substituindo diretamente W, (p) dado em 4.8%

em | f;’ f(p)W(p)dp, obtemos o mesmo resultado. Assim, concluimos que

a fungao de Wigner de Graham pode ser usada para o cdlculo de valores
esperados de fungoes do momento. :

No caso geral, o valor esperado de um operador A é calculado por
(tf)nwtﬁn). Suponha que A tenha espectro discreto sendo Am 08 autovalores
e |m) as autofungdes correspondentes, entao

A=Y Im)An(m| (5.5)

(’l’nl*&wn) T ZAm{fpnlm)(ﬂw’n) (5.6)

mas

(Vlm) min) = [ day [ da3(m|gr) (g1 ¥} ($nlaz){galm)
- [ [ andainie+ 9y g+ Lign)itole - ) - 5im)
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“gwn | [ [ rdnsaWnimins G- Gimy e (B2
=f f dpdqW(g,p) (|m){ml) (3,5) (67)

onde

1 ‘
(im)m) (0,7) = 5 [ aQmla + (g - pmyexp (B2)  (5:)

gio elementos di i i . :
o ek iagonais da matris de Moyal, ou fungao de Wigner cruzada

(ulhln) = 507 [ [ dpdaWlanA 0 (59)

onde

Ag,p) = 278" Am (|m)(m]) (g,7) (5.10)

é a transformada de Weyl do operadot A. No caso particular em que |[m) séo
autofuncdes do momento angular e A é uma funcio do momento angular,
recuperamos (5.3) e (5.4). Entretanto, para fungoes gerais de § e p, f(4,P
nao hé nenhum motivo aparente para (5"9 com Woo(g,pi) dado em (5.2;
ser 0 mesmo que o resultado obtido com co(g, p) dado em (4.6).

Se transladarmos o mapa para um intervalo simétrico com relagao &
origem, isto é

1 1
(‘In—fl + i) = (2% + 5) (mod 1) (5.11.a)
1
Prtl = Pn = ¢'(gn) (5.11.5)
11

an[—E,?j pnER

obteremos com a fungdo de Wigner (5.1) o mesmo limite classico formal
obtido por Graham. Jsso é devido ao fato de que, fazendo a mudanca de

varidveis § = 2 em (5.1) ficamos com
+1/3% g/ . zh zh
= 0% oxp (—ip1z)(q + =Zlonle — 57 (5.12)
Wa(g,p1) i ( ) 2
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No limite & — 0 o intervalo de integraca
. 8Gao se torna (—oo, recaim
no c%t;ﬂﬁeltg el;:; mam para a obtengdo de /(4.1(1) fpi;lil ik (4.6).06
. e 188 0 comportamento semicldssico da fungio de
Wigner, especialmente para sistemas integraveis. No caso de sictermas
integréveis unidimensionais, ele chega & conclusio de que hé apenas trée

tipos diferentes de comportamento semicldssico, conforme se verifique a coa-

lescéncia de dois, trés ou quatro ionérios (i

3 iro pontos estaciondri to é
na ﬂnﬂ‘“ da fm da fungio através do princfpi?cg:: Ease: stj:i:):::iir)ﬂt
os relaciona & teoria das catdstrofes de Thom [7). No caso da coalescéncia de
dois pontos, a funcéo se comporta como uma funcio de Airy nas viginhan-
sas do toro, atingindo um valor méximo da ordem de =%/ (com franjas de
dimensdes da ordem de k*/*, e comportamento oscilatério ou exponencial,

dependendo do ponto ¢ da diregio segundo a qual nos afastamos do toro),
correspondendo & catdstrofe fold. No caso da coalescéncia de trés pontos

estacionarios o comportamento é da forma da fungio de Pearcey {8] com
valor méximo da ordem de A~3/*, correspondendo & catistrofe cusp. No
caso de quatro pontos (inflexdes da curva suposta convexa e lisa H(q,p) = E
que define o toro), temos a correspondéncia com a catéstrofe swallow-tad,
e a funcédo de Wigner assume o valor méximo da ordem de %~*4/5,

Podemos observar na fungio de Wigner (4.6) o comportamento se-
micldssico correspondente & catéstrofe fold conforme nos revela (4.13) e
(4.14). A eq.(4.13) é obtida de (4.6) expandindo g até a terceira ordem
em % e fazendo uma mudanga de varidvel na integragio em z que force o
aparecimento da fungdo de Airy. Esta mudanca de varidvel 36 funciona se
Am(q) # 0. No caso de Am(?) = 0 para algum g € [0, 1) e algum m fixo ,
a expressio semicléssica obtida por Graham parece néo se aplicar.

Uma expressio semicldssica é obtida neste caso fazendo a expansao de
g em (4.6) até o termo de quinta ordem em #, j& que os de qua.'rta ordem
se cancelam, e tomando formalmente o limite n — co dentro da integral,

i ;
Weoulon)= 2" 3 [ gree(-i

. oo e 2 [ hz\® . q+m
Xexp{-?h! ) [%?9 (q—gr’EHgy(gm) 4 (—zl—)]}
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(s o]
{ = ( 2 )27‘_1)+ﬁ2—ﬁlﬁ _lg(—zr_)}

Fasendo a mudanga de varidvel z! = E(r m(q))ll s onde L
5 h‘ 00
tml0) = gores Z—; (™) (5.14)
ficamos com .

— s EP- Fpn q 1
Tm(d)7* | 22 P~ (g (0 +§m‘] (5.15)

Assim, desde que a fungdo B(A) = [7%° drexp {—i[zA + §A°}| seja limi-
tada, vemos que (5.15) atinge um méximo da ordem de A~4/%, Entretanto
para que esse comportamento, deduzido acima para um m fixo ( a regido

correspondente sendo o andlogo doe toros nos sistemas integriveis tratados

por Berry) se manifestasse globalmente na fungio de Wigner (5.13), seria
necesgério que a fungao

h—i/ﬁ too 4. [

0

A(f) = 2 ; 2—3&-—20:"(55)
=1

tivesse zeros em um subconjunto de {£o,&0 + 1,é0 + 2,---, 60 + 2" 1},
cujo ntmero de pontos aumentasse proporcionalmente a 2", quando n —
oo onde £, é um zero de A(£). Esse fato se deve & existéncia da média
o, L ?;;01 na fungio de Wigner (5.13). Devido a forma da fungao
A(§) essa hip%teee nos parece extremamente improvével, mas pretendemos
testi-la numericamente. Antecipando esse teste, a conclusao seria de que
a catistrofe swallow-tadl, que é genérica para sistemas integrdveis em um
espaco cilfndrico, nao se manifestaria neste modelo. A catastrofe cusp nao
aparece devido ao fato dos termos de ordem par em % se cancelarem na

expansao.
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APITULO 3 Quantizacsio em termos de Observaveis

1.0peradores 1,

SeAeBsa :
e Schwmsl"’zuoeperadores autoadjuntos, prova-se a partir da desigualda-

A N s s .
2 €. Principio de incerteza generalizado

(A¥IAY)(BYIBY) > 1 |(y]14, Bl (1.1)
Se [A,B] = —skI entao, para todo |¢) temos
AAAB > I (12)
onde
AA=TA=TAT  (A) = (g]Alp) . ]

Como consequéncia imediata destas relagoes temos a relagao de in-
certesa Az Ap, > k. Uma aplicacio despreocupada de (1.2) para A =
B B —-ihy% = Ly poderia nos levar a relagio de incerteza para a
varidvel angular o, ApAL, > }h, que é evidentemente incorreta. De fato,
se ¢ € autofungdo de L,, por exemplo '"°, entio AL, = 0 e como nao faz
sentido uma incertesa maior que 2x na posigao de uma particula sobre o
circulo, teremos uma contradi¢gio. O motivo matematico para nio poder-
mos aplicar diretamente (1.2) para ¢ e L, esta no fato de L, = —ihf; ser
autoadjunto, em relagéo ao produto escalar (f|g) = [*_ f*(p)g(p)dsp, ape-
nas para uma classe restrita de fungoes: as fungoes absolutamente continuas
em |—x,%| com derivadas em Ly(—x,x) que satisfazem t(x) = ¢(-n). A
tltima condigao se obtém integrando [*_ dipt*(p)(—h £ )¢ (p) por partes
e exigindo que ($|L|¢)* = ($|Lal¢p). Se ¢(p) estd no domfnio de L,,
(i) ndo estd e portanto —ihz ndo pode representar L, quando atu-
MdoUﬁr;oﬂgl. resolver este problema de dominio foi proposta por Judge
e Lewis [1,2] e consiste em manter a definicao de L; mas definir o operador
@ ndo como multiplicacdo pelo &ngulo usual, —co < ¢ < 00, mas:

§ gDy i #(p — (2n + 1)m) + 27 f: b(—p— 2n+1)x)  (14)

e n=0
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onde 8 é a fungao degrau unijt4r; N -
considerar os limites de integra,gg(; _: feﬁnlgao de produto escalar vamos

com a definigio de 0(z) em z = 0, e xt para nio termos problemas
De (1.4) obtemos diretamente o comutador

. : +00
[6,La] = sh{1 - 2 _ZG((p - (2n + 1)x)} (1.5)

Pa..ra chegar numa relagao de incertesa para ¢ e L, precisamos ainda
redefinir (p) e Ap para uma distribuicao de probabilidades no circulo.
Na reta usualmente definimos (2) = [T zf(z)dz e ( Az)} = [+2(z -
(z))? f(x)dz. Considere a fungio V(a) = f: 2? f(z+a)dz. E facil mostrar
que V(a) assume um valor mfnimo V(a) para & = {z) e ainda V(a = (z)) =
(Ap)? [3]. Assim, temos duas formas equivalentes de definir (z) e (Az)? na
reta. Para uma distribuicio f(p) no circulo estas duas formas claramente
dao resultados diferentes, j& que pela definicao usual, (Ap)? = 7 (e -
{p))*dip, depende da origem , isto €, é afetada pela mudanca de varidvel

¢ — v + v, enquanto a segunda defini¢ao ndo depende da origem. Assim,
seguindo Judge [2] vamos definir:

1) (p) é o valor de ¢, —x < a < 7, que minimiza a fungio,

V(a) =/_' o' f(p+a)dp
i) (Ap)? é o minimo de V(a), —x < a < 7, isto ¢,

(Ap)? = V(e = {p)).

Esta definigdo de Ay tem as seguintes propriedades:
a)Ap independe da origem.

BAp =0rpara flp)=6(p).
c; Ag = x/,/3 para a distribui¢io uniforme.

Retomando o nosso problema de obter uma relagéo de incerteza para
w e L,, definimos

Via) / :¢~(¢+a)¢2¢(p+a)w (16)
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O minimo de V(a) em |- . .
AL, continuard sendo zieﬁni!lo’;e'{l serd o (Ap)? e ocorrers em 7 = {p)-

modo usual
ALY = [ v-nd - wapeee )
onde .
(Lis) = f_ 5 p° (P)('—ih%)w(p)d@ (1.8)
¥lp +27) = §(p)

I f4cil mostrar que (1.7) e (1.8) siio invariantes pela mudanga de coor-
denada ¢ — ¢ + 7, assim podemos reescrever (1.7) como

(AL;)? = ($4](Ls — (Ls))? (o) - (L9)

s ¥a(p) = d(p+1) (1.10)
do mesmo modo

(Ap)? = V(7) = (¢|0*|$n) (1.11)

Usando (1.9) , (1.10) e (1.11), a eq.(1.1) com A = ¢ ~ ($), B =
L, — (L) nos d&

(ALz)z(A‘P)z i
>

AL;)ZV('Y) = (’l’wl(Lz = (L,))2|¢,,) w"rl‘Pzw"r)
| (9 (@, L] [ )| (L12)

Substituindo (1.5) em (1.12) temos

¥

Wl =

(AL (Ag) > IW{ - 2my (r e e -2 (113

A partir de (1.13) chega-se em

Ap) _ 5 o.16k (1.14)
(AL')I—:(E(A)%E <,
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Esta iltima etapa da dedycs . : -
de propriedades da fungio V ( ‘i‘:"w da relagio de incertesa usa uma série

a) e pode ser vista no apéndice d artigo d
Judge [2]. Segundo Judge, deve ser { R S
T i (1.14) posaivel por métodos funcionais mais

trocando o 0,16 por 4. De (1.14) vemos
: - ; : que
AL. = 0 = Ap — 5 que corresponde a distribuigo uniforme em o ¢
nao temos mais a contradicio apontada no infcio da segdo.

£. Quantizagio do maps de Kaplan-Yorke.
Seja o mapa de K.Y.,

qn+1 = 2¢n (mod 1) (2.1.a)
pﬂ+1 - )an bR g'(qn) (2.1.6)
1
9(9n + 3) = glon) (2.1e)
gn€[0,1) -oo<pi<oo 0<A<1

Nosso objetivo € definir operadores §, e $, de modo que faga sentido
uma versao quantica de (2.1) diretamente em termos destes observaveis,

dn+1 = 2n (2.2.0)
Prtl = APn — 9’(@‘) (2.2.6)

com ¢ uma fungao real satisfazendo (2.1.c) e estendida para toda reta por
o(a+1) = g(a). |

A varidvel ¢ no modelo cléssico é definida médulo 1 podendo por-
tanto ser interpretada como uma varidvel angular. Interpret.@nsio p como o
momento angular associado a g estaremos nas mesmas condigdes d.a. segio
anterior e adaptando (1.4) para o intervalo de definigao de ¢, definimos

B SRR TR (23)
Gn = gn ";0(51 )+n2;0 (—q
d (2.4)

A =_‘h__
po L dgo

(2.4) e (2.2.b) definem py, para todo n.
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0 dormmide 1&0 c:»mo operador autoadjunto em relagao ao produto
escalar (flg) = ]Io+ ) (q_O)F(QO)dQO consiste das funcoes absolutamente
‘ continuas em [0,1] com derivadas em La(-=, ) que satisfazem (0) = %(1).
Se 4/(go) estd no dominio, Go¥(q0),e em geral f (do)%¥(g0), também estario.

Note que (2.3) corresponde a tomar qn(mod1). Aplicando (2.2) n veses ¢

usando as definides (2.3) e (2.4) temos como solucao do mapa de K.Y,

;
£
1}7
i
b
b
|

quantizado:
4n=2"go (mod 1) (2.5.a)
e . - n-—1
Pn= Ao — ) Ng'(2~1-lgo) (2.5.5)
[ =0
po = L (2.5.¢)
i dqo

8. Calculo de valores esperados. Lamste classico.

Vamos obter o valor esperado de fungoes de §n e pn, em relagio ao estado
(qo|} = 1 = (go|1) que corresponde & distribuicao uniforme Po(g0) =1

8.1 Valor esperado de pn
n—1
{Bn) = {1]A"Po — Y Nl sin(4r 2"~ o)1)
=0
1 n—1 l
- [ i 2 M sin(dr 271 g5) = 0 (3.1)
0 =

i i = ; 1|po|1}) = O devemos

Classicamente obtivemos (pn) = A" po.Como { = 0 devem

tomar po l:'O na expressio cldssica para comparar com o limite classico

de (). Vemos que (fin) tem 0 limite cléssico correto independente de faser
njs

k-0

1 9.2 Valor esperado de pa.
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n—1
(ﬁi) . (1|,\2n L A“ﬁo g A sin(h’ gn-1¢ 90)

n—1
. ' o n—1
_Z_ A’ sin(4x 271 lqo)A"ﬁo+(E M sin(4r 2711 g0))2 1)

) 1 n—-1
==-A"= g pn—1~1 Ao
: ’/c; Z;A 472 C08(47,l'2 1 Iqo) qu

1 n—-1 n-1
; <+ L JZO ‘zo Ah +i3 sin(41r‘2“"1'11 QO) 8in(4ﬂ.2n-—1—lg QO) qu
{' 1=0 3=

n—-1 n-1

1 1
e Al1+12 / cos[4x(2n—1-h _ on—1-l;
gl o [l )ao

— cos[4r(2n-1-h 4 2n—1-la)qo]} dgo

n—1 in ;
. a, - 1l A
;OA Py (3.2) |

Fazendo yo = 0 na expressio cldssica (1.6.3) vemos que (p23) tem o
limite classico correto independente de & — 0

9.8 Valorea caperados de p3 ¢ 3

Por um célculo direto, como em (3.2), obtemos
(p3) = (pR) =0 (8.3)

Da expressao clissica geral (1.6.7) vemos que s p for impar todos
os termos da somatéria em k vdo conter potencias de yo e portanto para
Yo = 0 teremos {yn?) = 0 ,p ‘Mpar. Assim (3.3) tém o Hmite cléssico

correto, independente de  — 0.

8.4 Valor esperado de Pa SERVICO DE

RIBLICTECA E

INFORMAGAO




(8% = (LI{A™o ~ 8(00)}* {~S(go)}| 1)

s 1 ASn* e 2na A
(1[{A%"p8 — A p%S(qo)—A"poS(qo)r\"ﬁoH"ﬁoS’(qo)

= 5(90)A™" 78 + 8(g0) A08(go) + 82(go) A" — 8%(g0) }{—8(g0)}| 1)
= X195 8%(0)11) + A (1|08 (g0)oS o)1) — A™(1|$0S%(qo)[1)
+ A*™(113(g0)83 S(g0) L) — A(1/8(g0)$0S? (a0)|1)

= 37118 ao)uS{ao)1) + (15*(ao)]1)
= AT j (4S(40)8" (g0) + 35 (g0} dao

+ihan L 632 (go)S'(go) dao + L " $4(g0) dao (3.4

onde
n—1
S(qo) — Z; A sin(41r gn—1-1 q0)

Precisamos calcular cada uma das integrais em (3.4). Vamos detalhar um
pouco o cilculo de duas delas para mostrar que tipos de dificuldades apare-
cem.

n-1 n—-1n-1

: / $%(g0)S' (go)dgo = ‘Z 'Z l}: )h-H.-Ha/ dgo 4x2~ !

| sin(41r2”“1"1qo)sm(41rZ"“1 b go) cos(4m 2™ 1" b o)

n-1 n—1 n-1

1
2_1!' ‘E Ah-Hz'f“a 2"“'8‘1[ dgo
0
s=0

1=01{3=0

.&

41

e
o




n—1-h _ on—1-| .
cosdr (2 : T2 g 4 cosdr(2n-1-h _on-1-1l, _ gn-1-h)

qo

n—1-1 n—1-{ LK
- 00547"(2 + 2 2 +2”’ 1 !S)qo L coa41r(2““1‘h o Zn—l—-b i zn—l—ls)qo

(3.5)

for sero vio contribuir, assim

e l1,13,l3 que satisfagem esta
ado. Por exemplo:

Apenas os termos onde o argumento do cogeno
basta determinar as possiveis combinagoes d
condigao e efetuar o triplo somatério vincul

Zn—l-—h 0 2n-1—lg 5 21’1—1—13 =0

admite como dnica familia de solucdes: s =1, ; = I; — 1. Estabelecidos
os vinculos, (3.5) se redur a efetuar

n-1 n-1 n-1
,\331-—1 Zﬂ-—h -1 4 Aﬁln—l 211--*-!3—1 = ASI:—I 2n—!n

que ¢ gero, o que era de se esperar, pois, caso contrario, (3.4) seria um
nimero complexo.

Na dltima integral em (3.4) podemos exprimir o fato de s6 cosenos
com argumentos nulos contribuirem (com o valor 1) através de deltas de
Kronecker. Chegamos em

1 n-1 n—-1 ‘ 1
5 IE: i z: A\t +ist 5(2"-1" 4 gn=h o gn=lz | gn- ‘)

1=0 4,-0
= 6(211—13 ' 21&—1; 4 zﬂ—lg - 211—‘4) e 6(2“-—13 . zﬂ—h - zn—ln 4 2n—l4)
+ 6(2!&—‘1 4 2%—11 i 2&—‘9 s 2“—“) iy 6(2?‘—‘: S 2n—h + 2n—lg -+ Zn—h)
L 6(271.-—1. G Zn—h i 211—1: = 21\—!4) + 6‘(21‘&—33 s 21!-—!1 i 211.—!9 + 2n—h)

= 6(21@-13 < Zn—h s 2“"12 S 2""‘1‘) (3.6)
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A discusao de todos os deltag que aparecem acima se resume em resolver

dois problemas: determinar as relacges s o
o S i ey entre os inteiros positivos a,b, ¢, d

1) 2°=2849c 4 od
i) 2% 428909l

Fixado um ordenamento g

 areiic: 2 b > ¢ > d as solugbes finicas para estas

i) ¢c=d b=d+1 a=d+2
ﬂ) a=¢ b=d

[ Com estes vinculos a somatéria em (3.6) fica

n—1 n— n-38

1 n—1
312 Mt _ Y yany 1 4{3 N )4lets
{ 1;-:0 3 =0 1=0 } 8 { (‘Zgo }

LBy g s L el
T4\ 1-)2 8 1-XA¢ 2 1- A4

Pelo mesmo método obtemos as duas integrais que faltam em (3.4) ¢
finalmente chegamos em

QO | b

‘ e e e
(p4) = 43\ x°29+1———x——+z(

1-(3)? 1-a%
31_,\4;; 3 51_)4(71—-2) 37
B 1—A4_§A 124 &
Temos o limite classico,
n o ”—)
§ /1-Am\? S1-x 8, 1M
%’.%mzz(ﬁ?) SR B R 4

que concorda com o resultado classico (1.6.11) fazendo yo =0

43




De (3.7) vemos que

s Tim (a4 L (4

A, Jim (Ph) = lim lim_(34)
3 1 31 s
- _3 1
A0-NE " gTn ~ V= (39)

ou seja, os limites n—00 e % comutam rigorosamente

8.5 Inmate cldasico de (BT, r inteiro positivo.
r
}‘%(pn) (ll (—171)«"'—— - x A sin(4x 2"t g )) 1)

: =(‘1)T‘L dﬂo IZ ‘2:«\’”' He gin4xan-1-h g

oo gin4g2n-1-k qo} (3.10)

Se r é impar cada um dos produtos de senos em (3.10) se redus a soma
de senos e portanto
Jim (87) =0 se 1 {mpar (3.8)

Se r par temos

ol sy
L o Lyt
}E%(pn) ;} 2;0 Or-1 (”;:h)

6.0, 620l 2 2nh 2o her 290 (3.11)

bate com o cléssico se fizermos pg = 0.

é onde ;
et,...t, = (=1)¥ x (sinal do produto de + no argumento do &) \
e a somatéria é sobre todas as combinagdes de + no argumento do delta de |
g Kronecker. 1

Vemos entao que limp—0{P7)
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9.6 Limste cldssico de (6!1 Ph) com i, r intesros positivos
; Como a quagﬁo para dn 6 idéntica & cléagica
ao nos permitem diser que liml_,o(é‘g i)

cléssica (1.6.12) desde que yo = 0. -

y 08 resultados da {ltima
concorda com a expressio

3.7 Caleulo de valores esperados pels fungdo de Wigner

Como vimos no capitulo 2 , valores es «
. ! perados de fun.
sao calculados usando a fungdo de Wigner por oes do momento

: +00 +o0 +00
(f(P))=12 f_m dpf(p)6(p—2xn)Pr= 3 flenhl)P;  (3.13)

pJp v e
onde
2"‘1 1 T 9
T 2 g+m
Pi= lim m:O/; dqexp[—qul—--h—;lg(—E—z )] (3.14)

Fizemos uma analise numérica de (3.13), (3.14) tomando f(p) como
poténcias de p e g'(g) = sin4mg. Observamos resultados divergentes (em n
e el(n !) em todos os casos analisados. Alguns dos resultados estao na tabela
L. (B=1)

Este fato deve estar ligado ao carater formal do método de quantizagao
pela fungao de Wigner, significando apenas que fungoes do tipo que usa-
mos nio estio no dominio de validade do método. Isto é, deve existir
uma classe de observiveis cujos valores esperados sao ca.lcgléveisﬂatra.vés
da fungio de Wigner, mas observaveis como p, 2,93, -+ nio estdo nesta
classe. Repetindo a anélise para fungdes do tipo exp —ap?) constatamos
uma répida convergéncia (tanto em n como /) de (3.13).
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1(p) i l {/(p))
3 20 3280.6
p? b 30 3626.0
10 10 5.97
10 20 5801.9
10 25 5016.8
P 5% 10 0.004
i 5 20 1648.9
5 30 -37225.8
g 5 10 12469.8
5 20 33194230.0
p? 10 b -0.19
10 10 -4115.3

Tabela 1- Valores esperados calculados com a fungao de Wigner.
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