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RESUMO

Este trabalho apresenta alguns conceitos de grupos e dlgebras de
Lie e a0 mesmo tempo mostra um método para estudar e trabalhar com
grupos de Lie semisimples, com base nos diagramas de Dynkin.

A forma de apresentagdo nao € completamenre formal, mas apre-
senta os pontos fundamentais da elaboragao do método, de modo que
sua base matematica seja delineada com o propédsito de tornar a leitura
nao muito cansativa para quem busca apenas uma visao geral do método
de sua utilizagao.

No final, é apresentado uma revisdao breve das teorias de calibre e

dois exemplos de unificagdo baseados nos grupos SO(13) e E;.



ABSTRACT

This work presents some concepts in group theory and Lic algebras
and, at same time, shows a method to study and work with semisimple
Lie groups, based on Dynkin diagrams.

The aproach taken is not completely formal, but it presents the
main points of the elaboration of the method, so its mathematical basis
is designed with the purpose of making the reading not so cumbersome
to those who are interested only in a general picture of the method and
its usefulness.

At the end it is shown a brief review of gauge theories and two

grand-unification models based on SO(13) and E; gauge groups.
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Apesar do cuidado na preparagio deste trabalho, persistiram alguns erros. Queira por

favor fazer as corregoes abaixo:

pagina 4
Na equagdo 1.5 acrescente-se ‘= 0’.

Na dltima linha do antepenultimo paragrafo, onde se 1&: ‘rotagdes em uma dimensao’

leia-se ‘translagoes em uma dimensao’.

pagina 5
No final do primeiro paragrafo, acrescente-se:

‘Uma algebra é chamada de simples se nao possuir nenhum ideal préprio. Se possuir

um ideal préprio, mas este nao for abeliano, entdo ela recebe a classificacao de sem:-

simples.’

pagina 7
Na equagio 2.9, substituir ‘n’ por ‘n;’. No pentltimo pardgrafo, substituir ‘n = I’ por
‘Tlo = l,. : o e

Na tltima linha, antes da eq. 2.12 acrescentar ‘Hew,

pagina 9
Na equacio 3.2, trocar ‘aEq’ por ‘o[Hi, Eq]'-

pagina 15
Na equagéo 3.41-c trocar ‘Nag’ por ‘NogEo+s

pagina 18

"Na figura 6, o grupo é SU(3) e néo SU(2)




| pagina 34
i Onde se 1é :

¢
—1 se |a;| < |aj] e se ; etiver unida a ;!
leia-se:

‘—1 se |a;| > || e se a; estiver unida a a;’

pagina 39
Na equagao 7.5, trocar

[ - m(ry)

k
por

[Ti@, A - M(k)))
k

pagina 49
Ligar as bolinhas do diagrama do SU(5).

pagina 63
No enunciado do segundo teorema de Michel, substituir s por ¢.

Nao existe a pagina 64.




INTRODUCAO

0. INTRODUCAO

O estudo da:s.81metr1as sempre teve uma grande ligagéo com a fisica. Uma boa parte das leis
e modelos fisicas sdo construidos com base em invariantes e portanto explorando as sime-
trias naturais dos sistemas estudados. Como exemplo, temos todas as leis de conservagéo,
além de vadrios argumentos utilizados para simplificacdo e/ou solugio de problemas.

Para descrevermos matematicamente uma simetria utilizamos o conceito de grupo.
Cada transformagédo de simetria que fazemos num certo objeto corresponde a um elemento
de um grupo, que é o grupo de simetria do objeto que esta sendo transformado. Desta
forma a teoria de grupos vem ganhando destaque no estudo de modelos fisicos tanto como
base na elaboragao de teorias e como ferramenta de trabalho. Este interesse é refor¢ado

pelo fato de que, sendo um objeto puramente matemético, sua aplicagio nao se restringe

a uma area da fisica.

Basicamente podemos classificar as simetrias em discretas e continuas. S3o sime-
trias discretas aquelas definidas por um conjunto finito de transformacoes, por exemplo
reflexdes e permutagoes, ou o conjunto de todas as transformacgdes que podem ser feitas
num quadrado, de modo que cle permanega com a mesma forma. Quando a transformagao

é continua, podemos parametrizd-la por um conjunto de parametros, digamos n, e neste

caso ela pode ser descrita por um grupo continuo de dimensdo n. Por exemplo, uma
rotagio no Rs pode ser caracterizada por 3 angulos e estd associada ao grupo SO(3). No
caso do grupo de simetria ser continuo e também ser uma variedade, ele é chamado de
grupo de Lie.

Os grupos de Lie sio de grande interesse as teorias de calibre [1],[4],{16],[32] por
serem o ponto de partida na construgdo destas. Estas teorias sdo conhecidas pela sua
elegancia justamente por enquadrarem dentro de si o conceito de simetria de um modo
fundamental, buscando construir as interagoes fundamentais entre as particulas a partir
de transformagoes geradas por agdes de um grupo de Lie. Tais teorias se mostraram exce-
lentes para descrever forgas fundamentais como interagdes eletro-fracas e a cromodinamica
quantica [31].

O sucesso deste tipo de teoria para estas interacoes logo sugeriu a idéia de se cons-

truir modelos mais gerais que levassem em conta todas as forgas e particulas da natureza,

obtendo-se assim uma teoria unificada e consequentemente satisfazer um dos maiores so-

nhos da fisica moderna [16]. As chamadas teorias de gra-unificagdo baseiam-se num sub-

conjunto dos grupos de Lie chamados semisimples, e que serao analisados ao longo do

1
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trabalho.

uito emb i s
Mui ora o interesse nestes modelos ter diminuido em favor de teorias mais

recentes (supersimetria e supercordas [35]), acredita-se que o enfoque e o trabalho desen-

volvido aqui seja de utilidade para o interessado no estudo de particulas elementares. Além

disto o estudo e o uso de gr S Th M ; : ;
grupos de Lie nio diminuiu, pois a idéia de simetria continua na
base dos novos modelos.

Com base nestes fatos, este trabalho pretende apresentar alguns conceitos de grupos e
algebras de Lie e a0 mesmo tempo mostrar um método para estudar e trabalhar com grupos
de Lie semisimples, com base nos diagramas de Dynkin [7],[32]. Pressupde-se que o leitor
tenha conhecimentos rudimentares de teoria de grupos e representagoes e procurou-se uma
apresentagao acessivel e ndo muito formal, mas que apresentasse os pontos fundamentais

da elaboragao do método, de modo que delineasse sua base matematica sem entrar em

detalhes que tornariam a leitura cansativa para quem busca apenas uma visdo destas fer-
ramentas e sua utilizagao , permitindo um desenvolvimento ripido e razoavelmente sélido
ao pesquisador ou estudante que procura uma complementagao nos seus conhecimentos

nesta area.

De um modo geral, o trabalho pode ser dividido em duas partes:

Da secgao 1 até a secio 8 sio apresentados a teoria matematica ¢ exemplos de utilizagao
geral. Busca-se um enfoque didatico, visando mais a estrutura global do que detalhes
mateméticos, detendo-se em aplicagdes e em pontos que possam mostrar a linha de racioci-
nio utilizada nesta area. A bibliografia bésica desta parte compée-se das referéncias [4],
[32] e [36]. Uma abordagem mais formal pode ser encontrada em [7] e [34].

Da seciao 9 em diante mostra-se como aplicar estas técnicas a teorias de calibre, da
seguinte forma:

9- Mostra o relacionamento entre o formalismo e a estrutura das teorias de calibre.

Supde-se um conhecimento basico da teorias de calibre, que pode ser adquirido através

das referéncias [1],[8] e [24].

10- Apresenta uma discussio da quebra espontinea de simetria do ponto de vista da teoria

de grupos, buscando complementar o que se encontra normalmente na literatura a
3

respeito [26].
11- Mostra como pode ser aplicado o formalismo de Dynkin para se obter o conteddo de

particulas de uma teoria gr'&-uniﬁcada, conforme apresentado por Slansky em (32].

12- Aqui sdo vistos dois exemplos simples, utilizando-se os grupos SO(13) e E7 para

2
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a construgao de modelos de gra-unificagdo, partindo-se do contetido de particulas

do modelo a ,
padréo ¢ buscando-se colocar as vérias familias de férmions numa dnica
representagao .
Apesar do tra . :
P balho estar voltado para teorias de calibre, acredita-se que a apresentacgio
das técnicas seja suficientemente geral para ser 1itil em outras dreas
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|  ALGEBRA DE LIE
1. ALGEBRA DE LIE

Um grupo de Lie de dimens3 : ; ;
g Pﬂ 11880 T € um grupo continuo cujos elementos sdo fungdes analiticas
de r parametros:

g:g(al)az)"'aar) (1'1)

- _-1 3 i Fy
de forma que os elementos de g~! sejam funcées analiticas dos argumentos de g. Em

outras palavras, podemos dizer que um grupo de Lie é um Erupo e a0 mesmo tempo uma

variedade. Em geral associa-se o elemento 9(0,0,...0) & identidade.

A algebra de Lie é definida como sendo o espago varrido pelos vetores abaixo:

g
X, =
g aa# (ay,0.,a,)=0 (12)
os quais devem satisfazer as duas condigdes que seguem :
1) relagdes de comutacéo
[Xp, X,) =C L Xo (1.3)
onde estd implicita a soma sobre indices repetidos. Os simbolos Cf, = —C7, s@o as
chamadas constantes de estrutura do grupo.
ii) identidade de Jacobi
[[X;n X,,],Xa] + [[XC’! Xﬂ]? XV] + [[XIH XU]’X#] = O (14)
que também pode ser escrita em termos das constantes de estrutura :
gL, 07, 08 00 1 CEC0, (1.5)

Os vetores X, sdo conhecidos como geradores da dlgebra. Da equagdo (1.2) vemos que
estes vetores varrem o espago tangente a identidade do grupo, assim dada uma &lgebra o
grupo esté definido a menos de um isomorfismo local, ou seja, dois grupos com a mesma
algebra diferem apenas em caracteristicas globais (conexidade, etc.). Como exemplo temos

o grupo de rotagoes em uma dimensao € 0 de rotagdes em duas.

Imaginemos agora um subgrupo H de um grupo de Lie G e seja L a dlgebra de G .

Se H também for um grupo de Lie, entao seus geradores formam uma subalgebra M de

L.

H ¢é um subgrupo invariante se para qualquer elemento heH ege G, tiver-

mos ghg™! € H . Neste caso a subdlgebra M também sera invariante, no sentido em

4
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que o comutador (definido em (1.3)) de qualquer elemento de M com qualquer elemento

de £ pertencer a M. Matematicamente escreveriamos Vrm € M,l €L;[m,l] € M. As
subalgebras invariantes sdo chamadas de ideais. Toda algebra tem pelo menos dois ideais:
a identidade e ela prépria. Como estes ideais estio presentes em toda algebra, eles sao
chamados de impréprios em contraposicio a classe dos ideais proprios, formada por todos

os outros.

Podemos definir uma métrica para a dlgebra, conhecida como forma de Killing dada
pela seguinte expressao:

—CP Q°
guv = C4,C7, (1.6)
Com o auxilio desta métrica é muito facil determinar se uma 4lgebra é semi-simples
ou ndo através do critério de Cartan: Uma dlgebra de Lie é semi-simples se e somente
se det(g,,) # 0. Para demonstrarmos esta afirmagio admitamos que £ tenha um ideal
abeliano e indiquemos os indices correspondentes a esse ideal por uma linha, assim:

g eig e (1.7)

Ho pa' Mvip

pois C7,, = 0 se o nao pertencer ao ideal, pela propria definicdo.

Usando o mesmo raciocinio para p temos:

guy’ = CZUICZIPI (18)

Mas C‘;:p, = 0 j4 que o ideal é abeliano. Consequentemente teremos uma coluna

completa de g,, nula e assim det(guy) = 0.

A seguir vamos analisar a estrutura das 4gebras semi-simples e ver como e identificar

suas propriedades mais interessantes para o nosso estudo.
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2. A DIVISAO DA ALGEBRA DE LIE

segdo vamos classi 4 . i
Nesta seg lassificar as 4lgebras de Lie semi-simples de acordo com suas pro-

priedades. Esta classificagio serd muito importante no futuro, tanto pelos métodos usados
como pela classificagdo em si.

O procedimento a ser utilizado serd o seguinte:

i) Construiremos uma equago de autovalores de modo a subdividir a algebra em sub-
espagos invariantes.

ii) Analizaremos as propriedades destes subespagos.

1i) Por fim apresentaremos um esquema que permitird trabalhar facilmente com as re-

presentagdes da éalgebra, além de fornecer detalhes sobre a sua estrutura.

Comegaremos escolhendo um elemento arbitririo da algebra £:
A=A,XE (2.1)
e, considerando um vetor genérico X da élgebra dado por
X-Bx (2.2)

montamos a equagao

[4,X] = pX (2.3)

que, usando a equagdo (1.3) pode ser reescrita como

AX = pX (2.4)

onde A é a matriz definida por

(4),; = a"Cl; (2.5)
A eq. (2.4) é a equagdo de autovalores que procurdvamos cuja forma secular é a seguinte:

det (4 — pI) =0 (2.6)
io em p e consequentemente podemos reescrever (2.6)

Este determinante é um polinom

como:

Plp) = Y (L Pei( ) =0 G0

=0
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onde r € a dimensao da dlgebra L e P; sio polindmios nos diversos X, definidos em (2.1).

De (2.7) podemos observar que, como p = & sempre solugio (

basta tomar, por exemplo,
X = A) e seu termo de mais alto grau é (

—p)" e assim identificamos P, e P;:

P,=0¢ P, =(-1y (2.8)

Claramente, para diferentes valores de A teremos diferentes valores para cada
Py, P2, ..., Pr_1; procuraremos dentre todas as escolhas possiveis de A, aquelas em que
a degenerescéncia da raiz nula seja minima, isto é, procuraremos o menor ! inteiro tal que
P, # 0. Neste caso I é chamado de posto da 4lgebra ('rank’, em inglés).

Isto define uma classe de elementos “A”s chamados elementos regulares. Em outras

palavras, A é regular se Pj(A) = 0 e Py (A) # 0. Doravante admitiremos A como sendo

regular.

Resolvendo a equagao (2.7) teremos :

P(p) = [[(p — a)" (2.9)
=0

onde os «a; sao as raizes e n as suas degenerescéncias.
Tendo os autovalores de 4, podemos diagonaliza-la e subdividir £ em subespagos Lq;

(formados pelos autovetores de autovalor a;).

L (2.10)

As varias subalgebras de £ sao invariantes por A.

De (2.8) vemos que a subdlgebra L, esta sempre presente. Esta subdlgebra é chamada
de subalgebra de Cartan e é composta pelos elementos comutativos de £, como veremos
a seguir. Os elementos de Lo serdo denominados H;s, (com indices latinos). Existem !
desses elementos linearmente independentes, j4 que em (2.9) n = [. Substituindo H; na

equagio (2.3) e usando o fato de seus autovalores serem nulos obtemos:

(4, Hi] =0 G

E consequentemente A pode ser escrito como uma combinacao linear dos

. (2.12)

if
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Para uma algebra semi-si = . s e =
; g mples os L, sdo unidimensionais paran # 0, a demonstragao

deste fato, alem de trabalhosa, nio fornece informagdes mais intcressantes e por isso serd

omitida aqui, os interessados poderdo encontra-la na referéncia [34]

Usando este fato podemos escrever a equagao (2.3) para os elementos nio pertencentes

by ’ .
4 subalgebra de Cartan, indexando-os pelos seus autovalores, uma vez que estes nio sao
degenerados:

[4,E,] = aE, (2.13)

para estes elementos usaremos indices gregos e, em geral, a letra ‘E’.

Um detalhe que vale a pena ser destacado é que o conjunto de vetores H; e E,, formam
uma base completa de £, chamada base de Cartan. O estudo da dlgebra se resume no
estudo das relagoes de comutagéo dos elementos desta base. Tal estudo pode ser feito

através das equagdes (2.11) e (2.13) e se baseard nas raizes da equagido (2.6), o que serd

feito na segdo 3.
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3. AS RAIZES E SUAS PROPRIEDADES

wsta Secao v O 2
Nesta segao vamos estudar as relagoes de comutagao entre os elementos da base de Cartan,

vés da definica : : I
g ¢do dos vetores raizes, os quais poderdo classificar as dlgebras e analizar
suas representacoes.

| Vamos determinar [H;, E,]. Para tanto calculamos primeiro (4, [H;, E4]]. Abrindo o
comutador e utilizando (2.11) obtemos

[Aa [H,', Eo]] = [A1 HiEa] e [AonHi]

= [A, Hi]Eq + Hi[A, E,) — (A, Eo)H; — Eq[A, Hi (3.1)
— A E - A E]H,

usando (2.13) segue que

LIFLE] = ab. (3.2)

E, uma vez que a é nao degenerada, [H;, E,] é proporcional a E,, ou seja
[His Eo) = aiEq  (Cl, = aibg) (3.3)

Desta forma, a cada E, podemnos associar um vetor l-dimensional de componentes «;,
uma vez que existem ! H;s. Note-se que, olhando para (3.12) e (2.12), vemos que a = Na;i,
assim embora « dependa da escolha de A em (2.1) os A; dependem apenas da escolha da
base da subalgebra de Cartan (os A; sio os mesmos de (2.12)). Outro ponto a ser notado
em (3.3) é que, uma vez que cada termo de (2.10) é invariante sob a agdo de £, qualquer
combinagéo linear de H;s fornece a mesma divisio de subalgebras. Deste fato e da equagao
(2.11) vemos que a subalgebra de Cartan é abeliana.

Assim a cada algebra associamos um conjunto de r vetores [-dimensionais, chamados
vetores raizes sendo que ! deles sdo nulos, correspondendo aos Hjs enquanto os 7 — l

restantes representam os Eqs. A relacdo (2.12) mostra que estes vetores sao distintos.

E importante ter sempre em mente que os vetores raizes nao estdo na algebra, eles
apenas representam os elementos da base da dlgebra num espago euclideano l-dimensional.
Resta o cilculo do comutador [Beo; E;g]. Para tanto escrevemos a identidade de Jacobi

(1.4) para [A, [Eq, Ep]] e aplicamos 2 relagdo (2.13):

[Av [EO: Eﬁ” i [Eﬂl [A, Ecx” + [Eo, (Eg, Al =0
(4, [Eo» Egll + B Egl ~ BlEs: Eq] =0

9
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(4, (Ea, Eg)] = (c + B)[Ea, Ey] (3.4)

Temos dois casos:

i) B = —q; neste caso [4,[Eq, Eg)l =0 e [E,, E

—a) ¢ uma combinagéo linear dos Hjs.

Hav B a| =0 .0 (3.5)

o—o
Os geradores da forma (3.5) sdo chamados ne nés e podem ser usados para formar
uma base na subalgebra de Cartan (base de Chevalley).

ii) o + f # 0. Entéo [E,, Eg] ¢ proporcional a Eoyp

(B Bl = G2 1P B, o (3.6)

De posse desta equagao fica facil provar que, para uma dlgebra semi-simples, se « for
raiz, entdo —a também é (a partir deste ponto usarei o nonie raiz tanto para os autovalores
de E, como para o vetor associado a cle, isto nao deve causar confuséo ja que a identificagdo
é direta).

Para podermos analisar as propricdades das raizes, vamos calcular as constantes de
estrutura da dlgebra, para esta nova base.

Usando a defini¢ao de métrica podemos escrever (3.7):

G B = CE T B o Fetngniig (3.7)

an TR an Tt

Mas, como a algebra ¢ semi-simples devemos ter que

T+p=n e atn=yp (3.8)

Ou seja
o= =T (39)

caso contrario gor = 0 numa coluna inteira contrariando o critério de Cartan.

A parte da métrica que relaciona os H;s pode ser usada como métrica no espago dos

vetores raizes, ou vice-versa, ja que a base {H;} élivre. Assim, partindo de (3.5) calculamos
G
@ =gl (3.10)

a—a

S b ' / . 4 totalmente antisimétrica segue que:
onde ¢g"” é a inversa de ¢ij- Como Coa-aj ¢ tOt

Ca-aj = C-aja 3e)

10
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¢ dai podemos calcular, com o auxilio de (3.3):
i ; on
C(}—ﬁ = gt] C—QJ’Q = gljgaralég (319)

deve-se notar que

Caj = ~Cfa = —(~a;)é5 (3.13)

Podemos impor = by o i e i
POT Jaa = 1, uma vez que a normalizagio dos E,s é livre, e consequente-
mente

1 Ly ]
Coca =¢7aj=a’ (3.14)
As relagoes (3.13) e (3.14) sdo bem interessantes pois mostram que numa normalizagao
conveniente, as componentes dos vetores raizes sio as constantes de estrutura da dlgebra.
Outras propriedades das raizes sio dadas pelos teoremas abaixo. Estas propriedades

sao fundamentais para os calculos que se seguirdo, principalmente aquela dada pelo teorema

(3.1).

Teorema 3.1. Se « e B sao raizes e a + B ndo é, entdo podemos escrever uma série de

raizes da forma:

B, —a,fB—2a,...,.B - ma (3.15)
onde
m = 2(ﬂ,a) (3.16)
(o, a)

e (o, ) representa o produto escalar entre a ¢ B.

Uma sequéncia do tipo (3.15) sera chamada de cordao-a (a-string).

A demonstragao deste tcorema é um pouco longa mas néo ¢ complicada. Nas hipdteses

do teorema, podemos escrever
[E_Q,Eﬂ] = N—aﬂEﬁ—a (317)

Calculando o comutador de E—q com o lado direito de (3.17), obtém-se

[E—a> N-apBp-o] = Ep-2a (3.18)

gnoramos a normalizacio e indicamos o fato

Com a finalidade de aliviar a notagao, 1

: i . mantido até o final desta demonstragao.
com a linha em Ej_jq- Este procedimento sera ma 2

11
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Podemos continuar o processo iniciado em (3.17) e (3.18) calculando comutadores

sucessivos. De um modo geral, temos:

[E-ar Bp_jal = Bp_ (54190 (3.19)
Mas, como existe um nidmero finito de E.’s, para algum j (que fixaremos em m) i
obteremos:
M By ] =0 (3.20)

Analogamente, comutando E4 com Eb_(j+1)a, conseguimos

(B8, Ep—ma) = pit1Ef_jqo (3.21)
Usando (3.19) segue que
[Es: [E-a) Ep_jall = #i+1Ep—ja (3.22)
e aplicando a identidade de Jacobi (1.4) ao primeiro membro, (3.22) se reescreve
~[E—6; [Ep_jos Ball = [Ep—jos [Bas B-ol] = pj+1Bp—ja (3.23)
Aplicando (3.21) no primeiro membro e (3.14) no segundo, obtemos
15[ Eca By_jo1ye) + @' [His Ep_jol = i1 E'B — ja (3.24)
Finalmente, usando as relagdes (3.3) e (3.6) em (3.24) segue que
uE'B—joa+a'(B—ja)iBy jo = B Ep (3.25)

3 3 ada < . 1
Esta equagio pode ser esrita de uma forma mais adequada se colocarmos Eg_;, em
evidéncia:
: i . ; o i
(4 + o' Bi —ja'ai — pj41)Ep_jo =0 (3.26)
E assim, como Ej_;, ¢ diferente de zero, conseguimos uma relecao de recorréncia

para Hj- .
i + (@, B) — i(a, @) = pit1 Gz1) (3:27)

Para j = 0 usamos (3.21) diretamente e obtemos

(e o) = B = (328

12
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uma vez que, por hipétese a + 8 nao é rajz. Impondo pg = 0 segue que
Hit1 = (2, 8) — j(a, @) + p;
= (@ 0) = j(e,a) + (@, 8) - (§ = 1)(a, @) + pj_y (3.29)
=0t el =i g e ion = & Y00
donde obtemos
1y = (e B) = 305 — 1)) (3.30) ‘

Porém sabemos que fim41 = 0, portanto quando j = m + 1 (3.30) toma a forma

0=(m+1)(e,B) —m(m +1) (“‘2“) (3.31)
¢ consequentemente
e (8, a)
= 2(0[, i (3.32)

Esta relagao demonstra que 2(«, 8)/(«, @) é inteiro. Este é um resultado bastante in-
teressante ¢ que sera largamente utilizado, principalmente quando tratarmos de representa-
cdes. De (3.19) nota-se facilmente que 3,8 — o, — 2c,...,3,...,0 - 2(8,0)/(a,a) sao

raizes, o que prova o teorema.

Para um cordao completo 8 + na, 8 + (n — e, ..., B,..., B + na temos
QM =m-n (3.33)
(o, @)

Para se verificar (3.33) basta substituir f + na por f' e m +n por m' com

2a, B)/(a, a) = m'.

Os préximos dois tecorcmas sao de demonstragao imediata.

Teorema 3.2. Se o € raiz, os unicos miltiplos de « sao a, 0 e —a.

Isto é claro pois Ezs = (B 2] =1, assim 2o nado é raiz e nenhum outro multiplo,

a partir dai, pode ser. Outra maneira de se verificar este fato e, partindo do teorema
; .
anterior, observar que m = 2 para p=a

Teorema 3.3. Um cordao-« contendo B possul no maximo 4 raizes, ou seja, os valores

possiveis de m em (3.16) sao:

(a,B)

S hg on iigho 3 (3.34)
(8,8

2

~—
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monstragao é i “
A demonstragdo ¢ obtida por reducio ao absurdo, desta forma suponhamos que o

cordao possua b raizes. Este cordao sempre pode ser reescrito como 8 + 2a, 8 + a, 3,8 —
«, ﬂ — 2&.

Por outro lado (8 + 2a) + 8 = 2(8 + ) que pelo teorema 3.2 nio & i e

ocorre com (B + 2a) — B = 2a. Isto significa que o corddo-fA que contém 8 + 2a sé contém ﬁ
B + 2a. O mesmo raciocinio pode ser aplicado a B — 2a. Consequentemente:
(B + 2a B)
‘) b
L — 0 i
(8, B) (B+20,8)=0 (3.35)
(B - 2a, )
(B, ) (B =2a,8)=0 (3.36)

Somando-se (3.35) ¢ (3.36) obteremos que (8,8) = 0 o que é incompativel com a
afirmagao de que B + 2a (ou B — 2a) ¢é raiz.

Este Gltimo teorema coloca sérias restrigdes sobre o tamanho relativo das raizes, como
veremos. De posse das restri¢des impostas pelos trés teoremas acima, poderemos encontrar
os conjuntos de raizes de todas as algebras de Lie semi-simples possiveis, analizando apenas
configuragdes de vetores raizes num espago euclideano. Veremos agora as relagoes entre
angulo e tamanho para os vetores raizes e a seguir apresentaremos um sumario do que foi
apresentado até aqui. Na segdo seguinte veremos a classificagao geral de todas as algebras
de Lie semi-simples.

O angulo entre duas raizes é dado por:

2 Al (aaﬁ)z ol (avﬁ)(aaﬁ) 37
% 8= o a)(08) - (a,a)(B.B) (340

Mas a equacao (3.34) restringe os valores de (a, 3)/(«, &) aos scguintes:

G .
(a,a)_o,i2,:i:1,:i:2 (3.38)

O mesmo ocorre com (a, 8)/(8, ). Desta forma cos? ¢ sé pode assumir os valores formados

pelos produtos daqueles apresentados em (3.38), ou seja

113
COS?d’:OaZag?Z oul (339)
que correspondem respectivamente a
90°
60° ou 120°
=< 45° ou 135° (3.40)
30° ou 150°
0° ou 180°
14
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Convém analizar cada um dos casos mais detalhadamente
= 0°(180°) Neste caso @ = f ou o = — 3,

: 30°(150°) Podemos ter 2 situagdes :

1 )
a) (a a) = s (Z g; % com (2@ _ 1
(8,8) 3
_gﬂl_g ()| _ 1 ()
(o, 4= (BB T R

dependendo de qual for a maior raiz a ou B.

45°(135°) Valendo-se de um raciocinio similar, temos (%)

(5.5 = 2 °u 2.
: 60°(120°) Analogamente faa] o1,
e (8.8)
¢ = 90° (—13,_6)2 € indeterminado, pois (a, 8) = 0.

Em resumo, nés vimos que:

Dada uma algebra semi-simples, de dimenséo r, podemos achar uma base H; e r —

elementos Eq, que satisfazem as seguintes relagdes de comutacio

{g::g;]} = 0 isj=1727"'7l (CL)
1y Lo = aiEa i:1,2,"',l (b)
(BBl = o s e -

Vimos também que a cada elemento desta base podemos associar um vetor de compo-
nentes a; (dadas por (3.40a) e (3.40b)) e que para os E4s estes vetores sdo ndo degenerados.
A seguir vimos algumas propriedades destes vetores, as quais estdo relacionadas abaixo

1. Se « é raiz, —a também é.

2. Se « e 3 sdo raizes, mas a + 3 nao é, podemos construir um cordao-a da forma

(@, 8) 4
(8, 5)

\_/

CE"—/B, a._'-)

(e,8)
comQ(ﬁﬁ) =0,1,2 ou 3.
3. Os tnicos muiltiplos da raiz « séo a, 0 e —o.

4. O angulo entre duas raizes e o tamanho relativo entre elas estdo restritos aos valores

abaixo, onde |a| > |Ble ¢ €0 angulo entre a e 3 :

0
Q
N
i
H
—

¢ = 0° ou 180° (3.5 a)
é = 30° ou 150° (2 =3 (b)
¢ = 45° ou 135° (g =2 (o) (3.42)
¢ = 60° ou 120° g =1 ()
jmsrouzi  BH=?

15
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Estamos agora em condigdes de classificar as algebras de Lie semi-simples, procurando
~ os conjuntos de vetores raizes que satisfacam estas propriedades. A cada conjunto destes,
a que chamaremos de diagrama de raizes, corresponde uma algebra ( como ja foi dito, as
componentes destes vetores sdo constantes de estrutura, que ligam H; a E,, como pode ser
observado em (3.40), além disto o teorema 3.1 impde restrigdes sobre as constantes Nug

em (3.40d)).

Vamos ver os diagramas de raizes possiveis em duas dimensoces (ll=2)!

Ja sabemos que os angulos permitidos entre duas raizes sio dados por (3.41), vamos
portanto iniciar com a algebra que possui dois vetores raizes com 30° entre si.

Assim, para ¢ = 30° temos:

i~

i

la| = v3|8]
fig. 1
Construimos agora um cordao-f que passa por a. Como, de (3.41b), 2

encontramos as novas raizes da figura 2 (veja teorema 3.1):

fig. 2

Pod :nda fazer um cordao-a — B passando por (a — 28) e um célculo simples
odemos ali

16
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nos mostra que

o(e=2Ba-p)
(a_ﬂaa_ﬁ)
e a nova raiz é 2a — 3.
28 - 343
a-38 a
g
fig. 3

Usando o tcorema 3.2, podemos refletir todas estas raizes obtendo o diagrama com-

pleto de 14 raizes (2 sdo nulas).

G
fig. 4

Sabemos que o diagrama ¢ completo pois nao existe nenhum outro vetor que satisfaca

as restri¢bes acima e que nao esteja representado na figura 4.

A 3lgebra representada por este diagrama é a dlgebra Gz e corresponde a um grupo

excepcional, isto é, um grupo que néo possul representagio geometrica simples. Mais tarde
b} )

voltaremos a falar sobre os grupos excepcionals com um

a destacar que gqualquer par de raizes da fi

pouco mais de detalhe.

g. 4 esta separado por um éngulo
Vale a pen
permitido por (3.41).

cedimento pode ser repetido partindo-se dos outros angulos possiveis,
o

Este mesmo pr

17
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obtendo-se:

: para ¢ = 45° ou 135°

algebra B, - grupo SO(5)
10 raizes
fig. 5

para ¢ = 60° ou 120°

4

dlgebra A, - grupo SU(2)
8 raizes
fig. 6

para ¢ = 90° }

A

Y

algebra D - grupo S0(4)

6 raizes

fig. 7
Em duas dimensdes foi realmente muito facil de se encontrar os diagramas, porém
a partir de trés dimensoes O problema fica cada vez mais complicado se mantivermos
possiveis em todas as raizes.

ois é necessario encontrar todos os cordoes
rminar o diagrama completo, uma

este método, p

Felizmente nem todas as raizes sio necessarias para dete

18
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g g existe uma simetria muito grande decorrente dos trés teoremas acima. O grupo

de simetria de um diagrama de raizes ¢ discreto e conhecido como diagrama de Weyl, com
veremos adiante,

A utilizag8o desta simetria permitird uma grande simplificagdo na representacio das
1 ’ o : {3
@lgebras. Na verdade podemos substituir os diagramas de raizes por outros bem mais
compactos, conhecidos como diagramas de Dynkin.

AR STl e e = nor g "
O A R P R P R e s

®
3
B
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4. 0S DIAGRAMAS DE DYNKIN

ara tanto

Neste item buscaremos a classificagio de todas as dlgebras de Lie semi-simples e p
»finiremos os diagram: 3 !
defini agramas de¢ Dynkin. Estes diagramas formam uma nota¢io compacta de

varias caracteristicas da dlgebra, fornecendo informagdes até mesmo sobre representagoes

e subalgebras.

Vamos nos ater apenas aquelas raizes que sdo suficientes para definir o diagrama. Mas
quais séo elas?

O ntimero delas deve ser igual ao posto da lgebra, pois devem gerar todo o diagrama
e ser independentes (queremos uma base, na verdade). Mas isto nio basta uma vez que as
raizes, mesmo linearmente independentes, podem nio gerar todos os corddes do diagrama,
como exemplo podemos observar que o diagrama de A, (fig. 6) estd contido no diagrama
de G (fig. 4) e que as raizes escolhidas para gerar A; nao conseguem gerar a raiz § — 3«,
por exemplo, da figura 4. O conjunto de raizes da figura 6 é completo no sentido que
nenhum cordao leva a uma raiz nao contida ali, ele forma um diagrama valido, mas nao

podemos nos esquecer que podem haver outros diagramas que contenham estas raizes,

como acontece com Gj.
Para evitarmos este problema devemos fazer duas coisas:

Primeiro devemos observar que apenas metade das raizes sdo necessarias para a andlise
do diagrama, uma vez que a outra metade pode ser obtida por reflexdo, veja as figuras 3
e 4 como exemplo. Um meio de se definir quais raizes devem ser tomadas é definir um
sistema de coordenadas ortogonal no espago das raizes e tomar aquelas que possuem a

primeira coordenada nio nula positiva, chamaremos estas raizes de positivas.

Segundo, dentre as raizes positivas, escolher aquelas que ndo estdo contidas no mezo
de nenhum cordéo (note que o fato de estar ou nio no meio do cordao é fundamental). Isto

é facilmente garantido tomando-se as raizes cuja diferenga nao pertence as raizes positivas,

no exemplo de G2 tomariamos as raizes a— 38 e o. Estas sdo chamadas de raizes simples.

E facil perceber que tais raizes formam uma base ¢ que a partir delas formamos cordoes

’ ) EELS sy J § e .l
completos. Desta forma sao exatamente as rafzes simples que procuramos:

Nosso problema inicial, que era achar todas os diagramas de ralzes possivels, agora

ficou reduzido a achar todos os conjuntos de raizes simples possivels €, embora nao parega a

primeira vista, isto é realmente uma simplificagdo, pois estes vetores possuem propriedades

adicionais, como veremos nos teoremas abaixo:

20




|

)
b

&
§
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ema 4.1. Se a e f sdo raizes sj 1
Teor B sao raizes simples, entao

onde p 6 um numero natural.

Este teorema segue imediatamente do teorema 3.1 ¢ da definigdo de raiz simples (como

a diferenca entre elas néo ¢ raiz, p tem que ser positivo).

Teorema 4.2. Os angulos entre as raizes simples ¢ a relacdo entre seus mdédulos estdo

restritos a:

6= 120° L e
B o
= 135 = (w'ﬁ) B (4.1)
g Lyl e
= 90° it (o.0) _ 9

—
—
et
-
)
~—]

sendo  a menor raiz.

Demonstra-se 4.2 valendo-se do mesmo raciocinio usado para se obter (3.41).

De posse das raizes simples ¢ suas propriedades podemos definir os diagramas de
Dynkin, que nada mais sao do que uma forma de representd-las de uma maneira bastante
cficaz.

Para se obter o diagrama de Dynkin segue-se a scguinte convengao :

Para cada raiz simples desenha-se uma bolinha. Desta forma, se I for o posto da

4lgebra, devemos ter [ bolinhas desenhadas.

. Desenham-se (a,a)/(88) linhas ligando a bolinha correspondente a raiz a aquela
correspondente & raiz B, supondo-se a > 3, repetindo-se o processo para cada par de
raizes.

. Se 8 for ortogonal a a, as bolinhas permanceem scparadas.

Como exemplo, construamos o diagrama de Dynkin correspondente ao diagrama da
fig. 4.

Neste diagramas temos duas raizes simples
s menor que a outra, e obtemos o diagrama

(portanto 2 bolinhas) formando um angulo
de 150°, de (4.1) vemos que uma é V3 vez
abaixo:

(0==x@

0 blema da classificagdo das algebras sofrc uma nova redugéo : devemos encontrar
proble

] . quais sio cles, precisamos saber quais as
i i 1ve Para saber quais sio cles, |
os diagramas de Dynkin possivels .
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jcoes impostas
restrig p pelos teoremas apresentados sobre a forma do diagrama. E isto que

analizaremos agora para finalmente obtermos a classificagio geral

Para simplificar o que segue, é importante fixar algumas convencdes :

@it =1,2,...,1 sdo as rafzes simples (ndo confundir com suas componentes).

u;, Vi ou w; = «;/|a;| sdo versores (vetores unitdrios) na direcdo de aj;.

Novamente cometerei um abuso de linguagem e chamarei a bolinha do diagrama asso-
ciada a uma raiz pelo nome desta raiz ou ainda pelo versor correspondente, conforme
a conveniéncia. Observadas as convengbes acima, este procedimento nao deve causar
confusao e por outro lado aliviarda bastante a eXposigao .

Inicialmente vamos reecrever as relagdes (4.1) para os versores:

Para cada angulo permitido, temos:

6= 90° —— (ui,u;)?= 0 (nenhuma linha ligada)

= 120 e (i ) = T (uma linha ligada)

= 135° —— (usu;)®°=2/4 (duas linhas ligadas) Go)
6= 150° —— (ui,u;)2=3/4 (tres linhas ligadas)

E podemos ver facilmente que o numero de linhas que liga u; a «; é dado por n na
equagao abaixo:

) = 4(u;,Uj)2 (4.3)

Isto nos basta para obter as propriedades que os diagramas de Dynkin obedecem e
finalmente eliminar diagramas cujas raizes violam os teoremas apresentados.

A independéncia linear das raizes simples implica em varias restrigdes quanto ao for-
mato dos diagramas:

: !
Definindo u = Y_,;_, ui, temos que

!
0 < (u,u) = Z(lt.‘,ui) -+ QZ(ui,uj) =1+ ZZ(U:‘,UJ') (4.4)

i=1 i>] 1>]

Mas, se u; for conectada a uj, entdo 2(ui,u;j) é menor ou igual a —1, como pode ser
visto de (4.2) (6 > 90°), desta forma =23 isj(ui u;) majora o numero de pares conectados.
Por outro lado, a equacio (4.4) implica que

> -2 (uiyuj) (4.5)
i>)

Se lembrarmos que [ é o nimero de bolinhas vemos que existem no maximo [ —1 pares

forma ndo podem haver ciclos,

ligados (exatamente ! — 1 se 0 diagrama for conexo), desta

ou seja, ndo existem diagramas do tipo:
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fig. 8

Neste ponto vale : = .
P uma discussio do caso dos diagramas desconexos. Imaginemos um

dlagraﬂja compo‘.sto de duas partes conexas, chamaremos estas partes de A e B. O fato
de A nao estar ligada a B quer dizer que todas as raizes simples de A séo ortogonais a
as raizes simples de B. Mas de (3.40) vemos que se duas raizes sio ortogonais entdo a
constante de estrutura associada a elas é nula, em outras palavras, estas raizes comutam.
No caso presente, isto implica que A comuta com B, ou seja, A e B sio ideais da 4lgebra
representada pelo diagrama. Percebemos assim que um diagrama desconexo corresponde
a uma algebra semi-simples que néo é simples. Daqui para frente trataremos apenas as
dlgebras simples, uma vez que cada parte de um diagrama desconexo pode ser tratada
separadamente.

Prosseguindo, se u for uma bola do diagrama de Dynkin e estiver ligada a vy, va,..., vk

entdo o numero de linhas que sai de u é dado por

k
n=4 Z(u, Vi) (4.6)
1=1

Como os v;s sio ortogonais entre si (do contrario haveriam ciclos) e as raizes sao
linearmente independentes, é impossivel escrever u numa base formada pelos vis, e podemos

dizer que:
k

Z:(u,v,»)2 el e omed (4.7)

1=1
Esta equagdo significa que saem no maximo 3 linhas de cada bolinha.

Desta forma excluem-se como os da figura 9.

fig. 9

=0 é o unico diagrama de seu tipo. Como ja dissemos este

Consequentemente
pcional (G2). Veremos que podemos agrupar

. diagrama est4 relacionado a uma algebra exce

23
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|

et

lagramas em Varios ti . it S : ;
os diag t1pos e que as dlgebras excepcionais estéo li gadas a conjuntos finitos
jagramas, m : = 1 : s ;
de diagr , mostrando que os grupos associados estio ligados as propriedades especificas
de algumas dimensbes e néo a uma forma genérica como por exemplo os SU(n).

Analizemos agora os diagramas como o da, figura abaixo:

___________

___________

fig. 10
onde os baloes representam outras partes do diagrama.

Se chamarmos de a a somatéria de todas as raizes pertencentes ao corddo central,

teremos |a|? = |a1|?, pois

k
|af? = Z o2 +2) (@i, a;)

i>]

kil (4.8)
= kIOHI? T Z 101125;',.‘+1
j=1
= (k= (k= 1) [* = Jou|*
e consequentemente quelquer outra raiz B fora da cadeia multiplicada por o fornece
(8, @) = (B, i) (4.9)

uma vez que nao existem ciclos.
As equagdes (4.8) e (4.9) dizem que, algebricamente, a cadeia representada na figura

10 pode ser substuida por uma Gnica bolinha significando que se existe um diagrama do

tipo

entio também existe o diagrama
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Assim os diagramas abaixo nio podem estar entre aqueles que procuramos

P e

fig. 11
pois trocando-se as cadeias assinaladas cairfamos nos diagramas da figura 9.

Pelo que vimos até aqui os diagramas possiveis sao:

1) o——0O—0——— -0
i G0 —— — ——0—0
1) G
W) o s g e e
v) oc—e
figura 12

Se olharmos para a eq. (4.1) ¢ para a figura 12 percebemos que existem no maximo
dois tamanhos de raizes em cada diagrama. As bolinhas correspondentes as raizes menores

foram preenchidas. Esta notagao sera mantida daqui para frente.

Conforme ja vimos, os diagramas dos tipos (i) e (iv) néo fornecem problemas, mas
algum cuidado adicional deve ser tomado com relagao aos tipos (ii) e (iii). De fato, como
imoe limitago 1mer ¥ 0s
veremos ,a desigualdade de Schwarz imoe limitagdes no nimero de raizes em cada um d
k)

ramos da cada um destes dois diagramas.

Comecemos pos (ii). A fim de obter uma relagao que dependa do numero de raizes

diagrama, numeraremos as bolinhas de acordo com a figura
€ )

dados por (4.10) e (4.11).

nos dois ramos deste tipo d

13 ¢ definiremos os vetores u € U

25




fig. 13

u = Zius (4.10)

q
v= Ziv.- (4.11)

Isto feito montaremos a desigualdade de Schwarz para v e v. Para tanto precisamos

calcular (u,u), (u,v) e (v,v).

Da definigao dos vetores u; temos

F 6541 (1 #7)
(uiyu; :{ R 4.12
J) 1 (l ) ]) ( )
pois u; estd ligada a u; por apenas uma linha.
Com (4.12) podemos calcular (u,u)
P
(o= dilten)
i,7=1
P
= Zi2 + ZZ(u;,uj)
i=1 i>j (4.13)
P p—1
- Zi? N G+l
=1 1=1
= p(p+1)
= 2P p
Analogamente, para v:
1
(v,v) = 5‘1(‘1 Sl (4.14)

O célculo de (u,v) é direto, pois a excegao de up, todas as bolinhas que compoe
b

u sdo perpendiculares a v € reciprocamente, 2 dnica bolinha que compoe v que nao €
b

perpendicular a u é vg, COMO pode ser observado da figura 13.
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B

Desta forma:

() = pg(up, vy) = pg (—\"715) (4.15)

Finalmente montamos a desigualdade de Schwarg:

(2, 0)* < (u,u)(v,v) (4.16)
ou seja:

i

p*q* 1
5 <§MP+U§ﬂT+U p,g>0 (4.17)

que, lembrando que g e p sao estritamente positivos, pode ser reescrita como:

(P-1)g-1) <1 (4.18)

Uma vez que p e ¢ sao naturais as unicas solugdes possivels sdao as seguintes:

p=1 e q qualuer (4.19)
g=1 e pqualuer (4.20)
p=gq= 2 (421)

Substituindo estes valores no diagrama da figura 13, conseguimos os trés tipos de

diagrama:

(q = 1,Vp)
fig. 15
27
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O\O:.\—.

(=g =2)
fig. 16
Tendo encontrado todos os diagramas : . |
s 0s diagramas do tipo (i1), passemos aos do tipo (iii).
Partiremos de um raciocinio anilog o ;
B mo analogo, ou seja, montaremos uma desigualdade depen-

dente do nimero de raizes em cada ramo do diagrama genérico da figura 12 (iii).

u i Up—
1 2 p—1 2 Uq—l vy v
o = el LR
—— -0 o)
Wr_y
!
|
W9
wq
fig. 17

Designando as raizes como na figura 17, escrevemos tres vetores:

p—1

1= Ziu; (4.22)
i=1
g—1

i— Ziv,- (4.23)
i=1
r—1

w= Y iw; (4.24)
=1

Estes vetores sdao perpendiculares entre si, pois cada componente de cada um deles €

perpendicular a qualquer componente de qualquer um dos outros dois.

A desigualdade é montada a partir do fato que 2 nao pode ser escrito como uma

combinacéo linear de u, v ¢ w, ¢as0 contrario z nao scria uma raiz simples como esta
2

representado na figura 17.

2 : . e s » sobr ix ido por
_entdo cos 8, é a projegao de z sobre o eixo definido |

Se 8, for o angulo entre u ¢ 2 -
eveentrezew respectivamente, a desigualdade

u, chamando de 8, e 8y 05 angulos entre 2
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ge escreve
2
cos” 0y + cos® 4, + cos? 6, < 1 (4.25)
Mas ¢é imediato da figura 17 que
(u,z) = -——1( 1
| . Sl ) (4.26)
e, de (4.13) sabemos que
(w,4) = 2p(p + 1)
SP(p (4.27)

e desta forma calculamos cos? 8, :

S?guz(u*z)z (p—1) kg
co T T (1~p—) (4.28)

Fazendo o mesmo calculo para v ¢ w e depois substituindo em (4.24) obtemos

1( 1 1 1
- 1——+1——+1—~)<1 2
ou, reescrevendo
T b
—+-+>->3-2=1 (4.30)
2 q i

Supondo-se p > ¢ > r > 2, temos que r = 3 ndo pode obedecer (4.29), pois a soma do
lado esquerdo seria no maximo igual a 1.

Desta forma r = 2, o que implica

i

- ke (4.31)
Do g
cujas solugdes sao
g = 2 e p qualquer (4.32)
g=3ep=4,50ub (4.33)

Substituindo estes valores na fig. 17, obtemos os diagramas da figura 18 (para solugoes

(4.31)) e figura 19 (para (4.32))
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e
s —

fig. 19

etam : : : L
0s o conjunto de diagramas de Dynkin possivels e conse-

quentemente determinamos todas as dlgebras simples existentes. Elas estio representadas

O
oo

e assim, finalmente, compl

na figura 20, juntamente com a nomenclatura dada por Cartan e com o nome do grupo
associado a elas.

O === — = -y Ay grupo SU(]+1)
T e o B, grupo SO(2I)
e e C\ grupo Sp(2[ + 1)

o—O0—0— — — < D; grupo SO(l +1)

s O Oo— 0
I ° B0
W £ (Y
17 ()

e - & 0

(*) grupos excepcionais

= Ga (*)
fig. 20
fismos entre as dlgebras simples:

A figura 20 deixa claro os 1somor

30




0S DIAGRAMAS DE DYNKIN

O O 0
,‘ AI Lo B] o C]
c—» &«

E B‘Z "VCQ |

OO -0
Az ~ Dy fig. 21

Nas proximas segoes veremos como recuperar o conjunto de raizes a partir do diagrama

de Dynkin e o calculo das representagdes irredutieis das 4lgebras de Lie simples.

31
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A MATRIZ DE CARTAN E A BASE DE DYNKIN

5. A MATRIZ DE CARTAN E A BASE DE DYNKIN

Dado um diagrama de Dynki
.g ynkin, tomos representadas as rafzes simples correspondentes. No
entanto precisamos de um método para recobrar todas as outras raizes

Faremos isto com a ai Y
a ajuda dos corddes-o do teorema 3.1. Para se construir um cordio-

recisamos do calc il
ap ulo dos produtos escalares entre as raizes, porém a base formada pelas

izes simples nao é
Ll B ¢, em geral, ortogonal, de modo que devemos encontrar a base dual se
quisermos usar o produto escalar.

A base dual ¢ definida pela condigéo de ortogonalidade e pela normalizagao seguinte:
(riy25) = 8 (5.1)
onde (g, az,...,a;) sdo as raizes simples e (ry,7,,... ,T1) sio os vetores da base dual.

Deste modo a matriz de mudanga de base é a prépria métrica, dada por

Bi; = (a4, o) (5.2)

e um vetor pode ser escrito em termos das duas bases, como segue

a;a; = byt (5.3)

onde os a;s sio as componentes da raiz na base das raizes simples e o s bys sdo as compo-
nentes da mesma raiz na base dual.

Multiplicando-se escalarmente por a; obtém-se

ai(ai, ;) = bi(rx, @;) (5.4)

Esta equagdo permite descobrir a base dual. Mas como usaremos corddes-a uma

mudanga de normalizagdo desta base ¢ bastante conveniente. Definimos entao a base de

Dynkin, composta pelos vetores d; abaixo:

2
(aiv CY!')
de mudanga de base da base das raizes simples para esta pode ser facilmente

5.4), obtendo-se

r; (sem soma sobre 7) (5.5)

d; =

A matriz

calculada substituindo-se (5.5) em (5.1) e em (

Aij = 2—_____(0(,‘,01]') (5.6)

(ai, i)
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A matriz A;; é ch i
_ A amada de matriz de Cartan e pode ser lida diretamente do diagrama
de Dynkin, como veremos em breve.,

Em geral damos a maior raj : .
~ & Ot ralz norma 2, o que é conveniente para todas as dlgebras com
excecao de G (

lembre- S .
e-se das relacdes de angulo e tamanho entre as raizes)
Para um vetor genérico:

V= ke (5.7)

suas componentes na base de Dynkin sio as seguintes

i) (5.8)

(aj,a;) |

Veja que se os k' forem inteiros, de (5.8) e do teorema 3.1 os v; também sao inteiros.

Isto mostra a conveniéncia da notagdo adotada em (5.5) pois desta forma as raizes na base
de Dynkin apresentam coordenadas inteiras.

Vamos deixar de lado a base de Dynkin por um momento e, a titulo de exemplo, vamos

escrever a matriz de Cartan para algumas algebras e ver como se pode lé-la dirctamente

do diagrama:

Tomemos Bjs, cujo diagrama de Dynkin é:

0 Qg O3

Usando as relagdes (4.1) conseguimos os seguintes produtos:

(ay,a2) = —1 (ay,03) =0 (a2,03)=——\§x\/§:—1

(a11a1)2(02,02)=2 (az,a3) =1

(lembre-se da normalizagéo da maior raiz).

Desta forma

2 -1 0
A= | -1 2 -1
@n=ll 2
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-

e

Existemn duas regras prati : :
. gras praticas facilmente dedutiveis que permitem escrever rapidamente
a matriz de Cartan.

1) Aii = 2 (sem soma sobre 7)

E ""1 Se |o; < ;i € se i etiver un.d [0

F 2) 4 l] — { . | 1 | — | 7 I T 1da a s

| — INUINEro (1@ li[l}las U.I]..ll.(l.() o; a o caso co lt.I a’Il.O
1 ] j)

Portanto, para

SU(S) o——0——0—801 0

Bl om0
L 2o

A=

(Aij) 5
B 8 -1 g

3 im0 D
el 2 —l1 0 0 0

e L G Ll 2 wmh o

E¢ ! Gl N
00 0 Y e

M

Uma tltima observagao antes de restaurar o sistema completo de raizes partindo do

diagrama de Dynkin. Uma vez na base das raizes simples estas se escrevem (1,0,:-0)

(0,1,---,0) (0,0,--+,1)equea matriz de Cartan é a matriz de mudanga de base, suas
3 b b} Gl 3 ki

colunas sio as raizes simples na base de Dynkin.
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6. A RESTAURACAO DO SISTEMA COMPLETO DE RAIZES

. v
o dissemos no inicio g :
o da segéo anterior, para recobrar as raizes usaremos os cordoes-a.

Portanto imaginemos um cordio-q; genérico:

ﬁ—Tai,...,ﬂ,...,ﬁ-}—qai (61)
de (8.3) podemos escrever
(B + qa; a;)
Shladusl L e
e 0 (62

ou, isolando-se ¢:

(8, ai)

=r—-2
: (CY{,CY;')

(6.3)

Deve-se notar que ¢ é o niimero de vezes que podemos somar a; a 3 e que 2 2% s50

(oi, o)
as componentes de 3 na base de Dynkin.
Se as componentes de 8 na base das raizes simples forem (k!,%?,...,k"), isto é, se 8
s¢ escrever
i ko, (6.4)
a equagdo (6.3) toma a forma
g=r— kA (6.5)

Mas da prépria definigdo de raiz simples, se 3 for simples teremos r = 0, ou seja, a
cada raiz simples a; somamos —A,;; vezes a raiz a;, conseguindo desta forma um conjunto
inicial de corddes completos (olhando para o cordao (6.1), se r = 0 entdo f pertence a uma,
das extremidades). A grande vantagem em S€ partir destes corddes reside no fato de que

qualquer novo cordao que contenha novas raizes também possuira 7 = 0.

A melhor maneira de entender o que foi exposto € através de um exemplo detalhado,

ST arte.
sendo conveniente acompanhar o raciocinio num papel a p

Vejamos novamente B3.

2 -1 0
Ai' — -1 2 0=l
(Aij) F
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As raizes simples sa e
P 0, Nna sua prépria base -

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

odemos somar —A
Pode 12 Vezes a : j n
1 & &2, ou seja 1 vez, obtendo-se (1,1,0)
ambeém podemos somar ur
[ I uma vez i nos 2
- @2 a o) e ay a ag, ¢ ainda somamos 2 vezes ag a
s, conseguindo desta forma:

Wl 00 (51 L) (0.159)

L

como pode ser visto na figura 6.1

Q g Qs
(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
ag N\, F @y o S Qg

las
(0,1,2)

Precisamos agora saber quais raizes podem ser somadas a (1,1,0). J& sabemos que nao
somaremos nem «; nem &, como pode ser visto da matriz de Cartan (2—-1=-14+2=1>
0) ou ainda lembrar que tanto o corddo-a; que contém @, como o cordao-az que contém
a1 ja estdo completos, assim sé nos resta oz que somamos —(0 X 1 —2 x 1) =2 mezes:
conseguindo as novas raizes (1,1,1) ¢ (L. 2Y

Aplicando um raciocinio similar a (0, 1, 1) percebemos que podemos somar a; obtendo-
se novamente (1,1,1). Deve-se notar que pela matriz de Cartan ndo poderiamos somar asg
mas no entanto a raiz (0, 1,2) existe e ja fol calculada no comego. Acontece que neste caso
r nao é zero, entretanto ndo devemos nos preocupar pois, como dissemos, o corddo ja estd
completo.

O conjunto de raizes obtido até agora esta na figura 6.2.

ay a2 o
(1,0,0) (0,1,0) (0304
az ™\ S oo a3\ s
(1,1,0) (0,1,1) fig. 6.2
| as D
(1,1,) 0
a3 N\ <0
(1,1,2)
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As novas raizes nao podem
OS somar
ar nenhuma outra, exceto a

3

; Para se obter as negativas
basta fazer a reflexdo com relagio & origem

Assim as raizes positivas sio

(e3] g s
(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
ag N\ o ag N\ / ay
(1,1,0) (0,1,1)
lﬂs 1 ag &
il (0,1,2) g. 6.3
az N\, /oy
[yl 2]
Lo
(1,2,2)

A estas somamos 3 raizes nulas (I = 3) e as raizes negativas, fazendo um total de 21
como era esperado (B3 = SO(7) = (7 x 7—17)/2 = 21).

Como ilustragdo final, vamos explicitar os corddes calculados:

ay, (ay + az)
g, (g + ay)
asz, (a3 + a2)
ag, (ag + a3), (a2 + 203)
(g + a3), (a2 + 203) + a3
(o) + az), (a1 + az) + a3, () + az) + 2a3
(a; + a2+ 2a3), (a1 + az + 2a3) + a2

Como vimos, conseguimos de uma forma simples e direta as raizes procuradas. Usa-
? e .
remos um processo parecido para calcular os pesos de qualquer representagéo finita e

qualquer algebra de Lie simples. Apesar deste processo se tornar cansativo para algebras

ici . acil de ado dentro de
= : s . «implicidade o torna facil de ser coloca
e representagdes muito gr andes, sua simp

um computador.
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7. AS REPRESENTAGOES

Podemos estudar as repres ’ ‘
presentagoes de umg, algebra de Lie através dos autovalores dos

tos da sub-al
elemento gebra de Cartan, Como a sub-algebra de Cartan é comutativa,

seus
clementos possuem auto-vetores comung

Desta forma, dada uma =
repr i -
presentagéo de dimensao n, temos um conjunto de autove-

A) dos oper : .
tores |A) peradores que representam os H;s, o que significa que podemos escrever
)

para cada H;,

Hi|A) = XilA) (7.1)

Consequentemente podemo i

. . :
q e p associar a cada |A) um vetor [-dimensional (A1, Az, ..., \;)
exatamente como foi feito com os Eas. Este vetor é chamado de vetor peso ou simplesmente
peso. Deve ser claro que os pesos se encontram no mesmo espago das raizes. Para sabermos

o efeito da acao de Ea sobre |A), basta olhar para as relagdes de comutagio (3.40)

HiEq|A) = ([Hi, Eo) + EoHi)|A)

= (@B + NEs)IA) (7.2)

= (ai + A;)|A)
e percebemos que E, leva o autovetor |A) no autovetor |A + &), de modo que podemos
passar de um peso a outro somando e subtraindo raizes. Na verdade existe um teorema
que diz ser possivel construir corddes-o de modo idéntico ao que fizemos com as raizes
(teorema 3.1), bastando substituir 8 por A na equacdo (3.16). A demonstragdo deste fato
segue de perto a do teorema 3.1 de modo que nao vale a pena repeti-la aqui. Em resumo

trata-se de trocar os comutadores por equagdes de autovalores repetindo-se a argumentagao

, € acaba-se por chegar as mesmas conclusdes. Chamaremos este teorema de teorema de

adigao de raizes.

Antes de continuarmos o estudo de representagdes através de pesos vamos antes

demonstrar dois teoremas que garantirao 0 que sera dito.

Teorema 7.1. Autovetores com pesos diferentes sao linearmente independentes.

A demonstracio é obtida por redugao ao absurdo.
gio linear de autovetores|M(k)), com

quer e cada M(k) diferente de A.

ina
Tentaremos escrever |A) como uma combin

| / 4 intei ual
k sendo um indice variando de 1 até um inteiro q

Expressando de outra forma:
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k

IA) = D7 axlna(k)) (7.3)

Para demontrar

est
ste teorema basta construir um operador que anula cada |M(k))
sem anular |A). Definindo T = (71,72, ...

i » 1) como sendo um vetor de | componentes nao
nulas quaisquer, construimos

W= T[[v'H: - (T, M(k))) (7.4)

k
Aplicando W a |A) obtemos

WIA) = JTIT, A) — (T, M(k)))
k

= [JIr(A — M(k))) e
k

que certamente nao ¢ nulo pois por hipdtese todos os M (k) séo diferentes de A.

Por outro lado, se aplicarmos W ao lado direito de (7.4) conseguiremos

> aW|M(i) = Za,[H(r M(i) — M(k))] = (7.6)

1 1
uma vez que os termos da série se anulam para cada : = k. Como as equagoes (7.5) e (7.6)
sdo imcompativeis , o teorema estd demonstrado.
Se A for um peso de uma representagao , mas A + &« nao for, para qualquer raiz o
simples, entdo A é chamado de peso mais alto desta representacao. Com esta definigao

podemos enunciar o segundo teorema.
Teorema 7.2. O peso mais alto de uma representagao irredutivel é nao degenerado.

Partindo-se de um autovetor IA), para CONSeguirmos uma representagao irredutivel

cons-truimos todos os produtos da forma

Il\/f) it ---Eo,E,BEa‘A) (7.7)

dos deste modo sdao autovetores

7.2) garante que todos os vetores obti
eis acabamos por conseguir uma r.i.

A equagio (

ssiv
dos H;s, e como varremos todos 05 produtos po
(representagéo irredutivel ).
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Supondo-se que A é o peso ma:
Pe€so mais alto, para provar o teorema basta mostrar que todo

tor de peso A é mult; ;
autoveto peso e xnultlplo de IA) Ass1m, tomando IM) com peso A e usando (7_2)

vemos que

Pelo menos uma das raiz : i
aizes «, 3, ... é positiva (elas ndo sio nulas), digamos que esta

raiz scja 7. Comutando E., com E, ¢ depois com Ej conseguimos

E EgE, = ([Eva Eg) + EBEv)Ea = EgyyEo + EgEyia+ EgEqE, (7.8)

O dltimo termo em (7.8) aplicado em |A) da 0, pois A é o peso mais alto. Podemos

repetir o processo até que nao sobre mais nenhuma raiz positiva a ser somada. Como a
soma das raizes deve se anular sé irdo sobrar operadores proporcionais aos H;s muliplicando

|A), mostrando que [M) é miltiplo de |A).

Como os pesos estao no espaco das raizes, podemos escrevé-los como uma combinagio

linear das raizes simples:

2,
i (o) 1)

O fator de normalizcdo é o mesmo de (5.5) e foi colocado por conveniéncia. Para
escrevermos A na base de Dynkin, basta seguir (5.8) obtendo-se
(A, a;) g

rnd - o)

Ai — 2 Qe (710)

Mas este valor é sempre inteiro gragas ao teorema de adigao de raizes.
Com a equagdo (7.10) podemos escrever uma métrica para os pesos, que nada mais

é do que a matriz que leva as componentes de um peso na base dada raizes simples nas

componentes na base de Dynkin. Como é claro de (7.10), escrevemos

2 ) 2
= Apmoe = slahaies s (7.11)
b (aroi) (ijaaj)( o oy, o)

Outra forma de se perceber que esta é realmente a metrica desejada é tomar B;; de

(5.2) e multiplicar pelo inverso da normalizagio usada em (7.9). Com a métrica podemos

i iz a; de A:
finalmente saber quantas vezes podemos sublraifs £838 O

(Aai) _ 5, (7.12)

(O’,‘,ai)

r=2
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Este ¢ um resultad
O extremam 3
ente inte
ressante,

pois indica que o numero de subtra-

¢ A na base de Dynkin. Isto significa

coes de cada raiz a; ¢ dado pela i-ésimg componente d
€nte

que O Peso mais alto de uma representagio nio pod
pode

as representagoes irredutiveis si et ter componentes negativas, portanto
“Htihcadas por [
. -uplas de ng Sy s
O procedimen Yo numeros inteiros positivos!
- to a seguir & tomar um peso A = (Ay, Ay, ..., Ar) e sub ;
. TS 1yA2y... {) esu trai
ay, Az VEZes g, € assim sucessivamente at’e ), repetind ’ el 4y eo
» repetindo-se o processo
para cada novo

cso encontrado. Porém agora é
P gora € fundamental tomar cuidado com degeneresciicia i
s, pois o

numero de pesos encon 4 i =
p trados é a dimensao da r.i. (teorema 7.1). Sabemos que as rai
-1 raizes

sio n ao degeneradas, ma. &
g » 1148 O MesSmo nao acontece necessariamente com os pesos. Mais

de um vetor no espago A
pago da representagao pode ter o mesmo conjunto de autovalores. No

entanto sabemos que par : ’
que para umar.i. o peso mais alto nao ¢ degenerado, o que ja é um ponto
de partida. ; I

Para conseguirm ] énci

g os analisar a degenerescéncia de outros pesos vamos imaginar o con-
junto completo G i i
j p de pesos de uma r.i., este diagrama de pesos possui uma simetria herdada
das raizes, uma vez que fol montado a partir delas. Na verdade o diagrama de peso possui

um grupo de reflexoes que é o grupo de Weyl para ele. Pela agao deste grupo, um peso A

tem sua norma mantida pela transformagio :

(Aaai)
AL gL (7.13)

(o, i)
esta propriedade pode ser verificada por um célculo direto.
A transformacao (7.13) é conhecida como reflexao de Weyl. Se pegarmos u peso junto
com todas as suas reflexdes, formamos o que se chama 6rbita deste peso. O conceito de
6rbita é mais geral e muito importante € sera novamente tratado mais tarde. No caso

presente sua aplicagdo € muito simples e util, pois todos os pesos de uma dada orbita

possuem a mesma degencrescencia.

A {deia basica por tras disto é a seguinte: o que chamamos de raizes positivas fol uma

convengao , na verdade poderiamos trocar todo o conjunto de raizes simples por um outro

simétrico em relagdo ao que escolhemos. Como consequéncia, a argumentagao quanto ao

peso mais alto pode ser repetida para qualquer peso que esteja na mesma érbita, como

por exemplo o peso mais baixo. Assim, pela simetria do diagrama de raizes, o diagrama

de pesos pode ser construido a partir de qualquer peso pertencente & orbita do mais alto,

provocando a mesma simetria nas 4rbitas internas.

los, mais uma definiga

o0 e uma convengao :

Antes de alguns exemp
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Chama-se nivel de um peso o nimero de raizes s;
m

mais alto para se atingi-lo. ples que devemos subtrair do peso

Vamos identificar a re 3
re
Presentagao pelo seu peso majs 1t '
. alto, escrevendo-o diretamente,
. . re uma bolinha do diagr
forma identificamos também a dlgebra

ou colocando cada componente so
ama de Dynkin, pois desta

Exemplos:
SU(3) - Az Gl

=1 9

Tomando-se a representagio de peso mais alto (1

matriz de Cartan = ( 2 _1)

1), a qual chamaremos, de acordo

E . 1 1
com a convengao acima de : -
G . o ou (1 1), temos o seguinte diagrama de pesos:

nivel 0
1 1

nivel 1 —a N, a2
= w2 P
nivel 2 L —thy L—my
0 0 B0
nivel 3 |~y L —as
1 =2 =9 1
nivel 4 —a N\ i i oz

Neste exemplo os tinicos pesos que ndo estao na mesma 4rbita do peso mais alto sao

osdois ( O 0). Um deles corresponde ao vetor

ECHEO!:I 1 1)

enquanto que o outro corresponde a

EazEall 1 1)

: 30 linearmente independentes, € por-
mas, como Eq4, e Eq, nao comutam, estes vetores sdo lines p ,ep

tanto ( 0 0) tem degcncrescéncia 2.
Pela contagem dos pesos vemos que esta é a representacao 8 do SU(3).

e-se demonstrar que o nu
té o nivel central, além disto
pela discussao sobre as drbitas).

mero de pesos a cada nivel é sempre

De um modo geral, pod . e
o diagrama é simctrico

maior ou igual que o do nivel anterior, &

= ; : sperar
em relagido ao nivel central (como €ra de se esp )
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Ainda no SU(3), Vejamos ( )

0):
nivel 0
2 0
nivel 1 I
0 1
i :201 /2 N —ag
Ll ==
nivel 3 =G N o
._]_ 0
rn'vel 4 l —Qy
0 -2

E VeInos que ( 2 0) tem d]menSéD 6. Note que a degenerescéncia do nllvel 3 é a

mesma do nivel 1.

As orbitas presentes aqui sao duas: a composta por ( 2 0),(-2 2)e( 0 -=2)
eacompostapor ( 0  1),( 1 —=1)e(—1  0). Em ambas nio existe degenerescéncia.

No caso de representagbes maiores, talvez seja mais ficil calcular os pesos érbita a
érbita, por exemplo a representagdo ( 3 0) (isto é, a representagio cujo peso mais alto
el 3 O))

Existe um finico corddo sainde de { 3 0) - (3 0} (1 "1}, (=1 2}
(=3 3), analisando os pesos deste corddo vemos que existem duas érbitas presentes:
a do proéprio peso ( 3 0) e a dopeso( 1 i

(& O 8 A0 dLL A

(1 el e el 0L e e

Os pesos (—1 2)e( 2 -—1),levam a 6rbita dopeso( 0 0).

Precisamos agora calcular a degenerescéncia de cada orbita:

. A érbitade ( 3 0) é ndo degenerada, pois este é o peso mais alto.
. A orbita de ( 1 1) também ¢ nao degenerada, pois este peso s6 pode ser obtido
da( g 0%

(10 =P8 0

0) é2,dadoo raciocinio do nosso

0) foi obtido de outras

. Poderiamos pensar que 2 degenerescéncia te ( 0

= ue ( 0
primeiro exemplo, mas nao poderemos esquecer q (

formas:

I 0 O)ZEG7E01E"1| 3 0>
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ou

| 0 0) = EOIEC"?EO’Il 3 0)

Vejamos a diferenca entre estes dois vetor
es:

E02E01E01| 3 0) = Eo E E | 3 0)
17 a2 ~ay =
= (EazEal = EOHEO’?)EGII 3 0)

= EGL-H),EQ”' 3 0)

= B Berall 8 00 oy 190, nes & raiz)
=En Bl B 0 B uiBol 3 0 0)
= Boy Balis, | 8. 0 (B, B 0) é nulo)
E, como a diferenca é proporcional a um deles, eles sdo proporcionais. Isto implica
que a degenerescénciade ( 0 0) é 1. E a dimensfio desta representagio é 34641 = 10
Porém este tipo de analise néo serd necessaria, pois existe uma férmula recursiva qu(;,
calcula a degenerescéncia de cada peso conhecendo a degenerescéncia dos pesos de nivel

superior (mais proximo do nivel 0), esta formula é devida a Freudenthal. Se A é o peso

. 4 - ’ 4
mais alto e A’ é o peso para o qual queremos saber a degenerecéncia, temos:

(A+6A+8)— (A +6A +8nw =2 > nupra(d +Eaa) (7.14)
at, k>0
onde 6§ = (1,1,...,1) na base de Dynkin, np- é a degenerescéncia procurada e a somatoria

se estende por todas as raizes positivas e todos os k inteiros positivos (conquanto que

! . = :
A' 4+ ka seja um peso da representagao , € claro).

Existe tamém uma férmula que fornece a dimensao de uma r.i. em termos de seu peso

mais alto (férmula de Weyl):

(A+6,2) -
ri el St e .15
V=il mn o
raizes positivas.

onde a produtéria se estende por todas as
ados importantes sobre as r.i.’s que podem

Além da lista de pesos, existem outros d

ser obtidos diretamente dos pesos efou do diagr
a representag

ama de Dynkin.

30 & auto-adjunta ou ndo, pois se conju-

Podemos saber facilmente se um
s, vemos tanto por (2.13) como por (2.3)

garmos as madtrizes que representam os His e 08 Eq
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que 0S 0§ sao levados em —qas (

lembr
€-se que .
que ao conjugar uma matriz nés a transpomos)

€ consequentemente os E_ s sip levados i
— LS.

Com esta mudanga de sinal, aquele
vice-versa. Em outras palavras, para

mos o sinal de todos o pesos de uma

significa a representacs
G o6 d
6, de acordo com o célculo da pagin S o SU(@3),( 0

ri. Desta formase ( 2 ()
2) significa
a anterior. Por outro lado fica claro que [l 1y

¢ auto-adjunta, uma vez que o peso mais bajxo € (~1 -1). De um modo geral
. ral para o

n), © peso mais alt s . _
sU(n), o1 o de uma representacio conjugada ¢ obtido escrevendo-se seu peso
de tras para frente.

Sera que existe uma relagdo bastante entre a existéncia de representagoes complexas
¢ a forma do diagrama de Dynkin? A relagio entre o peso mais alto e o peso mais baixo
de uma r.i. estd determinada pela matriz de Cartan e esta estd totalmente representada

no diagrama de Dynkin, o que sugere a relagio acima que existe e é a seguinte:

Olhando-se para um diagrama pode-se notar ou ndo uma simetria no seu desenho,
como por exemplo os diagramas da figura 7.1, para as algebras cujos diagramas nao pos-
suem uma simetria deste tipo, entdo o peso mais baixo é sempre o oposto do peso mais alto

e todas as representagoes sao auto-adjuntas, caso contrario podem existir representacoes

complexas. Na figura 7.2 encontram-se diagramas sem esta simetria.

figura 7.1
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G, L &

T

figura 7.2

Tendo-se em maos o conjunto dos pesos de duas (ou mais) representagdes de uma

certa algebra, podemos calcular o produto das mesmas de um modo muito simples. Basta
lembrarmos que os pesos do produto sio obtidos através da soma dos pesos dos fatores

Assim somamos os pesos de todas as maneiras possiveis e buscamos nos pesos resultantes

as r.i.s que aparecem. Vejamos com um exemplo.

Vamos calcular o produto 3 x 3 do SU(3). O peso maisaltode3é( 1  0). Assim

queremos calcular

Ospesosdedsio( 1 0),(-1 1)e( 0

nivel 1 0

1] 1)
(o 1)
Levando a

Produto
nfvel pGSOS

| 0+0=0 2

| 140,0+1=1 .

| 940,0+21+1=2 2

3 1ioal=d
919 —d QL =

2 Oeo 1 Ou seja

onde identificamos e =0
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3. SUBALGEBRAS

Os diagramas de Dynkin fornecem ainda inform

agoes sobre as chamadas subalgebras
ares e especiais.
ada d(, re

gular se sua subdlgebra de Cartan estiver contida

artan de L. E d
€ S¢ esperar que se tomarmos um subconjunto dos H;s
de L, possa exista um conjunto dos E

regulares. Existem dois tipos de sub-algebras: regul
Uma subalgebra de L é cham
na subalgebra de C

oS que completem uma nova algebra.

uanto as subalgebr sies] o3 ;
Q gebras especiais pode-se dizer que elas ocorrem como que de maneira

acidental, no sentido de que um subconjunto de operadores qualquer, favorecido por

um particular valor das constantes de estrutura, causam sua existéncia. Neste caso a

correspondeéncia entre as subalgebras de Cartan nio existe

Deve ser claro que achar as subdlgebras regulares é muito mais facil do que as especiais,
de fato, estas ultimas sé podem ser identificadas através de uma anélise de representagdes
da algebra e da candidata a subélgebra. Assim vamos apenas nos deter nas regulares,
e dentre estas nas maximais, isto é, aquelas subdlgebras de Lque nao estdo contidas em
nunhuma outra subalgebra que também seja subalgebra deL.

A primeira coisa que podemos fazer para identificar uma subdlgebar regular maxi-
mal, é considerar uma combinacao linear dos H;s como sendo um gerador de um fator
U,. Os outros H;s formario a subalgebra de Cartan de uma dlgebra semi-simples. Para
se identificar esta ultima retira-se uma bolinha do diagrama de Dynkin (na verdade qual-
quer pedago do diagrama de Dynkin é uma subalgebra regular, mas queremos apenas as
maximais). A subalgebra assim obtida nao é semi-simples devido ao fator U;.

Por exemplo, as subalgebras maximais regulares e ndo semi-simples de Es sao:

0-—0

EG I——O- - o}

0= — 0O = Hon . SO(10) ® Uy
1— ® U1
oo -2 X ° aU, — SUGB)®SUR)eU

i
(o]

5o e i Al il UG SU(3)®SU(2) @ U
[0}

4 DLl e llgro 2o —=0 ® U1 =y SU(G) ® Ul

X
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E bem facil perceber que as subdlgebras de § U(s) -
sU(3) ® SU(2) ® Uy, (0 o o o)sioSUM)QU, e

Para acharmos as subalgebr i-si
as semi- : .
g simples regulares, podemos procurar simetrias nos

diagramas de raizes, por exemplo, se olharmos o diagrama de G, (fig.3.4)

] . notamos que
as raizes maiores formam o hexdgono de SU,
)

isto sem divida quer dizer que a algebra de

SU(3) é uma subdlgebra de G,. 1

Na pratica devemos encontrar um outro subconjunto de raizes que correspondam a

’

gl

um diagrama valido. Substituimos uma das raizes simples por uma outra raiz que possa é
ol

preencher os requisitos necessérios para formar um segundo diagrama. No caso da figura
3.4, substituimos por exemplo a por —(2a — 33) e temos as raizes simples do SU(3), i

: : ; g
claramente os corddes gerados por estas raizes nao passarao pela drbita de B, mas isto €

esperado, pois queremos uma subalgebra.

: y ' d
As raizes que compoe estes subdiagramas podem ser representadas no diagrama de

das algebras fornecendo os 1

tiramos uma boli

i os diagramas da figura 8.1. Para
Dynkin para cada uma o5 &

obtermos as subalgebras maximais,

validos de subalgebras semi-simples.

nha por vez, obtendo diagramas
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% — — & & D

Cl\\ g

00— 0 — — =

4 o

fig. 8.1

O‘\O\T_O\O .
it

M
I_—O‘O_*O 'E::l

B
M‘I‘—O—O——O__O__O Ee

@
£y

1)’ ------

.

As subalgebras maximais regulares semi-simples de Es sao, portanto:

o —0

O——-0 —

a seguir:

o]

Existem alguns casos em que & subal

o-——f—--o--’—-crﬂ—--—- opulid e

I

oo

_, SU(3)®SU(3)® SU(3)

_ SU(6)® SU(2)

gebra obtida nao € maxima.
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Fy — D0 o g IR

C o0—o—a—e

SO(9)

O-——_0 BhUe Rl T
=

0—0—0 & o0—o0—0 ® o} 0-—0—o0—0=—"2

U, @ SUg o SU(Q)E so(z)

' o
E7-——)

. 0—0 —— I—w---- 0—0—— 00— 0

0—0—0—0-0-0-0 ® o C 0—-0—*—?% 0o—0
o

SU(8) ® SUE) ¢ E

0

® o]
® SU(2)

=

®

® SU2)

o—0 & o ® 0—o0—0—0—0—0 CC 2 i é

SU@) 8 SU2) ® SU(6) @ Es

o)

0——~o:;‘8 ® o—o—o0o (C Tepl i ele s 5iilg

o —

S0(8) w . SUM e 50(16)
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ALGEBRAS DE LIE B TEORIAS DE G4 1pns

0. ALGEBRAS DE LIE E TEORIAS ppg CALIBRE

Neste capitulo iremos fazer uma relagio entre o R
: ue tol descrito até
ate

i : T . . aqul e a >
calibre. Iremos supor que o leitor tenhg alguma famjl; id e e
: iliari

ade com estas teorias, m

g o stas S, Mas 1

assim faremos uma descrigdo breve delas. Um estud L
. om

[1],[8] . [_24]' ais completo pode ser obtido em

As teorias de calibre partem de uma lagrangeana compost,
3

1 ‘ . t a por certos campos ¢ que
ssuam alguma sumetria, estas si 3
possua ; simetrias sao explorads: n i
adas de modo a se obter "ago
& . as 1interacoes

entre 0s campos.

Por exemplo, a lagrangeana de um campo fermibnico ¢ dada a seguir
=

L=9( p-m)e (9.1)

Se fizermos a transformacao abaixo

U — O = et (9.2)

L permancce invariante, desde que 4 nao dependa da posigio .

Uma vez que ¢'? é um elemento do grupo U(1), dizemos que £ ¢é invariante por uma
transformacao do tipo U(1), e como f3 é o mesmo em todo o espago-tempo dizemos que
esta é uma transformacdo global.

No entanto se imaginarmos /3 dependente de z esta invaridncia ¢ perdida, como pode

ser visto substituindo-se (9.2) em (9.1):

L L+T HB(x)¥ (9.3)

em outras palavras, apesar de £ possuir invariancia global, ela ndo possul invariancia local
(isto é, com 8 = f(z)), devido a presenga do operador 9, em (9.1).
Entretanto podemos obter a invariancia local se conscguirmos de alguma forma can-

: : ador d,. que deve ser
celar o termo extra em (9.3). Para isto devemos mudar o operador d;: Ug

ito & < svids or a derivada covariante ¢ com o campo
feito é similar ao que se faz na relatividade geral com @ ¢

afim. .
rmagao tal que consiga cancelar

i de transfo
Devemos somar um campo a £, com uma lei d

! L ; erador
0 termo indesejado. Assim definimos o novo op

A4
D,u =0Up — 7‘.(]‘411(7‘) (9 )
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ALGEBRAS DE LIE E TEORIAS pp CALIBRE

onde G é uma constante arbitrarig
ana e A,(z)

€ 0 cam :
PO compensador ou de calibre. A lei

de transformagao deste operador deve ser dada
por

D;,L\Il e DL\I’ — e‘—iB(I)D‘ \I} (9 )
L .9

de modo a manter a invariancia de £

Para que (9.5) seja obedec; .
e edecida, devemos Mpor para A, a seguinte lei de transformagao:

A, o 1
bl o EA#(‘T) (9.6)

a qual pode ser obtida diretamente de (9.5).

Substituindo-se @, por D, ¢ 9
! s¢ Uy por cm (J. C L fica i i
g ( 1)* vemos que ca imnvariante por (9.?.) mesmo que

A dependa da posi¢do mas ganha um termo de interagido dado por g\ii,t;\lf

Com a introducao do c i TG s
. N campo 4, devemos colocar o termo cinético correspondente,

dado a seguir

o 1 L
Lein = 'ZF:WF’ (9.7)

onde F,, ¢ dado por

Fo =84, 0,4, (9.8)

Desta forma obtemos a lagrangeana dos campos interagentes:

1 = \f
e o)

O campo A, faz o papel do campo mediador. Deve-se notar a auséncia do termo de

massa de A,, pois este ndo ¢ invariante por (9.4).

Com isto montamos a lagrangeana de uma teoria de calibre baseada no grupo U(1).

(o S grupo comutativo, dizemos que esta é uma tcoria abeliana. Em particular,

esta teoria descreve a cletrodinamica dos férmions e o fato do campo A, nao ter massa

concorda com o fato do féton nao ser mMassIvo.
e 3 ryr LTS . .'."() .2

Vamos analisar mellior esta tcoria ¢m tCrios do grupo U(1). A transformagao (9.2)

as componentes real e imaginaria de

corresponde a uma rotagio no espago que contem

’ 3 U
¥. Na verdade U estd numa representagao doitl ; e
No entanto poderiamos pensar numa representagao

por exemplo um

1), mais rigorosamente existe neste

¢Spago uma representagao do U(1)

a teoria de interagdes fracas

Dum espago maior, contendo varios campos,
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’,
olva elétrons e ]
que envolve € Deutrinos, ou quarks. Para fazer isto col
' : azer 1sto colocamos os v
no espago de uma representacio de grupo G ¢
» que

Jagrangeana. Assim temos ¥ — (V1. %o,

arios campos
val ser o grupo de simetria da

r), onde L corresponde a uma representacgio

de G . A transformaco (9.2) ¢ substituida por:

WSS sl b
IT c )\IJ“ = U'l/)‘t (910)

Onde a ¢ um indice de G |, X*® sio wor ¢ ndi
; a0 geradores de G e 1 6 um indice da representagio

que contém os férmions. Analogamente ao caso abeliane L ¢ invariante por transformagoes
cHes

do tipo (9.9), se 3* nao depender da posicio:

L=000-m)¥=0U~'i §-n)UW (9.11)

Mas, se f = f(z) a invariancia ¢ novamente perdida e devemos definir a derivada
covariante e introduzir campos de calibre. A diferenca é que agora é necessario introduzir

um campo compensador para cada gerador de G , e assim D, assume a forma abaixo:

D, =8, —gd X, (9.12)
e Af transforma-se como scgue:
AT s e U e (| (9.13)
n " l g

onde I7 & o mnatriz definida em [0.10). Desta forma vemos que D, ¥ — UD,¥ e ainvarificia

de calibre é mantida. .
i Ao endo
Analogamente ao caso abeliano, o termo cinético dos A, deve ser colocado, se

dado por

v

= _-1-F(.':‘qu (9'14)
Ccl11 4

¢ F,, é dado por

Shiier, 9.15
Fa = aﬂAi — ayA:];_ +!]C b A;l-‘ly ( )
v

possuem a seguinte lei de transforma-
2

a
- adeGelF
Onde Cabc sSao as Constantes de estr utura d e

Ga0:
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.

Fl, - UFe y=
o (9.16)
a teoria é chamads nao
interagbes com Varios campos mediadores (ex

Como G ¢ nao abeliano,
abeliana, a qual conseguce descrever
Interagoes fortes e fracas).

a ser destacado &
" ! estacado é que alguns campos de ¢
mas nao existem os termos de m

O primeiro problema
alibre sao massivos,

assa corr

e e T | i respoendentes. Este problema foi resolvido pelo

anism > Higgs, base: J - .

e ol £88, bascado na quebra espontinea de simetria este processo serd visto
T O SCI'e STC

”l?lis a.di?ult(?. I or (}H(lll'(l,llt() VaInos I)I'C‘SL?LI' ate S
\ ponto. d@ contato entre o quc

foi apresentado aqui e o apresentado nas segoes anteriores

Primeiramente vamos observar que os campos formam uma base no espago da repre-

sentagao de G escolhida, como ¢ claro de (9.10). Desta forma podemos associar um peso a

cada ¥, peso este que fornecerad os nlimeros quanticos relativos a simetria G da particula
descrita por ¥, como por exemplo cor ou sabor.

Outro ponto a ser observado ¢ que os campos A% se encontram na representagio
adjunta, uma vez que (9.12) deve ser invariante por uma acéo de G , ou seja, o termo
A5 X" deve ser um escalar com relagio a G . Desta forma podemos associar a cada A* uma
raiz (lembre-se que as raizes sdo os pesos da representagao adjunta). Com esta associagao
conseguimos identificar todos os campos de calibre da teoria e consequentemente todas as
interacoes que respeitam a simetria da teoria.

Quando um férmion ¥ emite um boson de calibre A%, podemos dizer que ele se
transaforma num outro férmion ¥'. Olhando para as equagoes (7.1) e (7.2) e identificando
¥ com |A) ¢ ¥' com E,
associada a A%. Esta identificacao ¢ valida porque o termo de interagdo entre os A}s e os
Us é dado por g¥ 4 X W.

Para exemplificar cstas idéias, vamos descr
a cromodinamica quantica que trata das

: P -
A), vemos que a diferenga entre os pesos de ¥ e ¥’ fornece a raiz

ever o modelo padrao. Este modelo se

compde de duas teorias de calibre, a saber:

interacoes fortes ¢ o modclo de Weinberg-Salam tratando das intcragoes eletro-fracas.

romodinamica € 0 SU(3),
Convém notar que temos um produto

0 Je Sristria de e enquanto o modelo de Weinberg-
grupo de simetria

Salam utiliza o grupo SU(3) X sU(2) x U(1). |
dircto de grupos, portanto as interacoes sao independentes, pois 05 geradores do SU(3)
comutam com os geradores do SU(2) edo U(1).

as interagdes entre oS
de dimenséo 1) do SU(3)

A d quarks e consequentemente os leptons
A cromodinamica trata

3 : . oes
330 colocados em singletos (I epresentagoe

. Os quarks ficam na
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1.eprescnta(;éo 3( 1 0)e de acordo €om o que foi dito, cag
) a

€ d i
(;orrCSPOHdC a uma cor, por exemplo: Peso desta representacido
L0 —vermelho ()
e (@)
( 0 -1) —azul (b)

a mesma forma os anti-quarks sio cala. ar o 3
D: e sao colocados na representagio 3 ( 0 1).
s bosons de calibre da CD indmj anti a : ja
0 Q (CromoDinamica Quantica) sio em nimero de 8, ja
que esta 6 a quantidade de geradores do SU(3). Basta olhar para as raizes e vemos que
existem 2 correntes neutras (I = 2 para SU(3)): as raizes na base de Dynkin sio:

1 1
—1 2 2 -1
0 0 0 0 - correntes neutras
1 -2 -2 1
-1 —1

Desta forma, uma interagao em que transforma um quark r se transforma num quark

b, em termos do grupo, pode ser vista como na figura abaixo:

U, Uy,

% Eop i o Bl 0

Al
Grb
1 ado” . issao de um boson
donde se percebe a idéia de um fermion ser “rodado” em outro pela emissao

de calibre.

icionai -elacdo a cromodinamica,
As interagoes fracas apresentam problemas adicionais em relagao a

i 3 ivos. A violacdo de paridade
pois violam a paridade e, além disto, scus bosons sao massivos G

; -Bes diferentes para fermions
pode ser implementada facilmente escolhendo-se representagoes I

3 : 0S a Seguir.
de mio dircita e de mao esquerda, como Verem g

0 grupo do modelo de W.S. & SU(2) X U(1)

a fermion de mao direita é coloc

Todos os fermions se transformam n ao

ado num singleto de SU(2).
trivialmente por U(1), mas cad

as como no quadro abaixo:

imei {lia sao distribuid
Desta forma as particulas da priuneira familia s

dubletos  singletos

u ) Up dD
d E

V- ) ot

€ vip
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ALGEBRAS DE LIE E TEORIAS DE capippy

onde D e E representam mio direit

4 € mao esqu
erda res 4
3 irei ’ pectiva, .
itrino de mao dircita. mente. N

ote a auséncia do
nev

Como ilustragiio, vale a pen

a CSCI‘CVer a Ay .
inberg-Sals ara a primei ; Parte cinética fermisnica da lagrangeana de
Weinberg-oalam para a primeira familjg:

[
v

T — ('l_t cf) ,l (u) oo aE Yl Ve- S
cin il d 1_+(Ue e )pil) C+)H+UDU-7UD+

- (9.17)
+dpilJdp + eh ey
onde a derivada covariante ¢ dada por
Dy, =09, -ilg"A} —id'YB, (9.18)

com [ e Y sendo autovalores correspondentes ao peso mais alto da representacio escolhida,
s . Lo} : .
k sdo geradores do SU(2), A}, os campos de calibre associados ao mesmo SU(2) e B, o

campo ligado ao U(1).

Os valores de [ e Y para as representagdes escolhidas sao dados na tabela abaixo:

rep. I ¥ D pesos Q
u oo ik 1 2/3
(FY s pae-ign () 4
‘ 1 0
( li) 1 ] —i%”n‘ik +iLB i _1 Tabela 1. Valoresde I e Y
¢
u 0 4/3 —i%:B 0 -2/3
d s b —iLB 0 -2/3
et 0 2 —ig' B 0 -2/3

ovalores dos operadores diagonalizdveis do grupo em

Como j4 sabemos os pesos sao aut :
vemos que o peso do SU(2) é dado pelo dobro do

questdo. Olhando para a tabela acima, .
¢ dado pela hypercarga (V). Deve-se notar que

150spi anto que o peso do U(1) e T
e e 3 e Y inteiros, pois U(1) nao € semi-simples.

a izaca > cess
nio escolliemos uma normalizagao que forne

1 0 er
Os pesos contém todas as informagdes sab
a de coordenadas

os niimeros quénticos relativos ao grupo.
no espago dos pesos para s€ obter estes

De fato, basta escolher um sistem o ey

] : e i e forma ime
nimeros diretamente. O 1sospin € obtido d

Por 2) e a carga elétrica é dada por

(9.19)
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emi outras palavras, a matri

z que lev;
-V Os eso
S ; ;
o p para os nimeros quénticos usuais & .
,q(‘gumt(_. o

O modelo padrdo apr
Inicialmente t

emos cor e sabor sep
parados, levando a constantes de acoplamento diferentes

¢ sem relagao. A QCD € quiral (ndo apresenta quebra de paridade)

: L L ! ao passo que o modelo
de W.S. nao é. Ela nao explica a quantiz

a’ a a ~
¢ao da carga e nio apresenta nenhuma razio
clara para a escolha das representacoes dos fermions

Uma teoria gra-unificada nada mais é do que uma teoria de calibre n

bascada num grupo de simetria G tal que SU(3) x SURYx Ul e G

ao abeliana

G nao deve conter subgrupos invariantes ou, se os tiver, devem ser todos iguais de
modo que uma simetria de reflexao possa ser estabelecida entre os geradores dos subgrupos.
Desta forma garantimos a existéncia de uma tdnica constante de acoplamento. Tendo
definido G retorna-se ao modelo padrao através de uma quebra espontica de simetria.
Desta forma obtém-se relagoes entre as teorias do modelo padrao.

O caso mais simples de gra-unificagio é fornecido pelo grupo SU(5), onde os fermions
sio colocados numa representacio 5 + 10.

O grupo SU(5) quebra para os grupos do modclo padrao e as representagoes 5¢ 10

sio levadas nas seguintes representagoes de SU(3) x SU(2):

5 — (3. 1)+ (L. 2) antitripleto de cor + dubleto de sabor
B v
d+ ( _)
e
10~ (8,2 +(B1) L
" i+et

d
unificagao utiliza o grupo SO(10) que quebra para

Um outro exemplo simples de gra- ! ’
colocada na representagao 16 que ¢

SU(5)- Neste caso toda uma familia de fermions fica

i- trino.
levada para 5 + 10 + 1, onde o singleto (1) representa o anti-neu

ajores podem ser feitas
¢ao irredutivel e que quebre para o

incluindo possibilidade da
Unificagdes com grupos ainda m

a i a Uni bresenta
colocacio de todas as familias numna dnica rej

as familias (simetria horzon-

' o simetria entre
modelo padrao multiplicado por un grupo de

tal).
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' GE
LG

ral, ao se tomar um Procedimentq deste t;
Em gC b

PO, novag particulas sig previstas,
delas com numeros quanticos diferentes dog habityais (p
e
mas
alg!

articulas exdticas)
ode-se prever um nimero muito grande de novas fa
te p :
men
tuﬂl

, € even-

milias trazendo problemas
rupo de renormalizagio .
08
com
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A ESPONTANEA DE SIMETR14

yBD

i QuEBRA ESPONTANEA DE SIMET
RIA

Do
s 1D problcrna invariai : :
enoS ante por um grupo G (t nea de simetri
ilham esta simetria. E . €M simetri gy
corIlPart % Eotelsltid e 1ctria G Juando
uacao o y Ma
e cor o 5
jemas variacionais. T com freqiiéncia i
a0 trata;
I'mos co
m pro-

Cng a simetria : : .
O pxoblema € malor dO que a d
€ uma, so a
d 1ugao, obtém-

es. A sl 1 1
de solugdes simetria do conjunto é necessar o
Ssanamente dada por G € um conjunto

: ),(“1110 11111 \1 D) Yy (: g " - l L ]
O1( 1 ]]‘() (/ Y iy I S ) aco ocer l nQ o T
( e aA(
1 AT 11108 1 3 LA uas CO1Sas

a) Se a solugdo permanceer i
_ : ecer nvaris

- anccer mvarlante, entao g pert

L rtence
chamado de ittle group’ da 3 i

2 - solugdo i
0. H de G. H ¢
. ¢

b) caso contrari e
) io obtemos uma outra solugio equival
o o @ uiva i
Dada uma solugao ¢ podemos encont 4 ente a primeira.
' - ‘ontrar todas
~ as outras solucd :
da agio de G sobre ela. O conjunto de todas as solugs lugdes equivalentes através
; olugoes i
0 conceito de orbi ¢oes equivalentes é
rbita de pesos : es ¢ chamada de 6rbi
L I s, analisado nas representacoes é o e orbita.
a fizemos a aca < S Iheslle i, poi
o de todo o grupo de Weyl trtado aqul, pols
Matemati > Weyl sobre um peso
Mate :
atematicamente, escrevemos: se ¢ ¢ soluga .
. se ¢ ¢é solugdo, entdo sua orbita ¢ o conjunto definid
o definido

abaixo:

6rbita de ¢ = {z|z =g 4,Yg € G} |

Por ¢ 5
e L i
nstrucio as orbitas sdo invariantes sob G.

IT1I0S U v.q ] 7,

Imag i 1C N
INCITNOS uIna ‘ra a il ] ] a
< bﬂl ra de nlet( 1 Clllndrlca- preSSlonﬂ‘dcr eI Seus extl’CmOS. SC a pressao

nao for :
suficientem
; el 2z &) . . 4 3 2 < =
ente forte, a barra ¢ simetrica por rotagbes em torno de seu eixo € por

reﬂexées em <
relagao ao plano perpendicular a barra que passa pelo seu centro (fig. 1).

a barra se curva tomarnc
perde a simetria de rotagao,

Quando a =
& )rC 3S¢ ’ PRy - i
pressao aumentar o bastante, lo a forma aproximada

deum ¢
re . .
cho de senoide (fig. 2). Nesta nova situag

<io. Cada solugao do |
Ao, mais um angu

o o, a barra
as aind :

a mate - . n ; v .

natém a invariaincia por refle yroblema € caracterizada

lo azimutal

pela distan
lstan . . . 1
c1a entre o eixo ()1'lg1n?11 (la. barra e sua nova POS]C

Indj :

cando a diregdio em que a barra s¢ curvou.

urvada, vemos q
pelo centro ori
de escolher ‘esp

ue a orbita das solugdes ¢ caracte-

ginal da barra (o) (fig:
ont&neamente’

Apl'
leande. _
o ndo-se a rotagio na barra ¢
a
aio a que passd

a po :
) por uma circunferéncia de r
¢do, mas terd

Ab
ar :
5 ra pode entortar em qualquer dire
Ma delas_
|
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fig. 1 fig, 2

Neste exemplo o grupo de simetria ¢ G = R; X SO(2), onde R, significa a reflexao i

em relagao ao plano zy. Cada solucao apresenta apenas a simetria I1,, ouseja H=R; e
G/H = SO(2).

Podemos pensar que todas as solugde

simetria H, isto néo é verdade. Pode-se verificar facilmente que e
y=g-¢eH for o grupo de

< contidas na mesma orbita possuem a mesma

lementos da mesma orbita
0 . . : ‘ ‘
possuem grupos de simetria conjugados entre si, pois € ¢

Simetria de ¢,, entao:

@

(j;:h-q’),hEH

QSI :h1'¢],h1 EHI
o (10.1)

¢::g"1-h1'g'¢

B —————————————

H=g¢ 'Hyg
i a sroblema com
A partir desta obscrvagio vemos que os tipos de solugao para uml I - |
SimCtri os subgrupos de G. Em outras palavras,

a G sido dados pelas classes de conjugagéo d ;
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pps de quebra de simetria para ym g,
0s

. Problema <z
£aGAo do grupo de simetria degte ) S

o definidos pelas cl

conj! asses de

= ma de estrato. Veremos .
que € cha s em breve que as Propried

: = B ades topolde;
fornecem informagoes muito interessantes sobre g queb pologicas de um estrato
ra.

exemplo da barra, se . i
No exemp a, se mudarmos ligeiramente » Bt e 1
da’ SObre ela, terem
bl 0OS

Srbi olugoe : e
como drbita de s lugoes uma outra circunferéncia, concéntrica 3 prime; d
eira, mas ainda per-

g 3 g'

. [} 9 i ~
goiphin subs B fespegy: fotmatd por todis i solugoes . Ao passar de um estrato para

outro, naturalmente muda o grupo H. Este é o caso, por exemplo, das transicdes de fase.
0 ‘caminho’ percorrido pela solugao em geral bifurca-se produzindo ‘trilhas’ simétricas
com relacao a G/H. Nos sistemas fisicos, a natureza escolhe wmna destas trilhas ou entio
cria varios dominios, cada um dependente das condigoes locais no momento da quebra.
Cada dominio mantém correspondéncia com uma trilha. A simetria reinante no dominio

¢ o ‘little group’ do ponto da érbita contido nesta trilha.

E plausivel que érbitas menores correspondam a simetrias matores, pois quanto maior

a simetria de uma solucao, menos ela se deslocara com a acdo de G. No caso de grupos

continuos atuando em variedades de dimenséo finita (que em geral ¢ o caso nas teorias de

calibre), pode-se ir mais longe:

Imaginemos M como sendo o espago das solugoes .

de M, construimos sua orbita G - .

Dado um ponto z genérico -
riante por G (qualquer metrica

o s
chamos uma métrica m qualquer de M que seja Imve

serve, se tomarmos sua média com respeito a G )

Vde G ‘2 tal que para qualquer v € VY, existe
a

Com isto construimos uma vizinhang

UM Unico ponto r(v) € G -z mais préximo a ele.

nvariante por algur
inverso, porem,

1 subgrupo de G € neste caso v

Como r(v) pertence & 6rbita, ele é1
r todoo G ) 0
a distancia de r(v)-

pode nao ser verdade,

nd Hi i : . -
4 muda (a métrica é invariante po Neste caso a simetria
a mesm
5. Isto signific

a isola.da-

D01 . . ' : :
P05 nada impede que exista um v . ¢ é fronteira com uma

: a que G
Ieip

ante em V ¢ menor do que a de G

Tegia . o Srbit
*8ldo de simetria maior ou entao ¢ uma or
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Em outras palavras : Se G .z ¢} estdo
NO mesm
. : 1 0 :
metria, caso contrario G . z & frontei B e
Ira de um extrato fechado

a de um extrato fechad
tamos Tegioes com simetria maijor

mesma sl
Assim cruzando uma fronteir

e S :
em direcfio ao gey interior,

m a 1
a ordenagio das simetrias.

€orema de Michel-Radicatt;:
e H for o ‘Ut group’ de ¢, entdo

» O que nos leva 3 y
Agora estamos em condigdes de enunciar o primeiro t

se H é um subgrupo mazimal de G .

g um estrato fechado. e

V'{lIIIOS llrl( g- -1 o ! ( ) . I i . .

constante em cada orbita, isto ¢, as drbitas sio curvas de nivel de V
vV(qﬁ) 1o W g b (‘f’) C()“H('-(ll‘l(?llt(‘.lll(‘.llt.(?,
-adiente de V' no ponto ¢ ¢ perpendi 4 6rbi
0B perpendicular 4 érbita de ¢. Por outro lado VV
pcrtence ao espago tangente ao extrato.

Com base nestas afirmagoes, concluimos que se a érbita for isolada no estrato, entio
qualquer fungao V(¢) tem esta orbita como critica, uma vez que VV(QS) é forcosamente
nulo.

Como a inversa também é verdadeira, chegamos ao segundo teorema de Michel:

g

Se ¢ pertence a um cxtrato fechado, entdo s € ponto cstaciondrio de elguma fungdo
real, suave e invariante por G .

Assim um extrato fechado sempre possui uma érbita correspondente a uma solugéo

variacional de algum V(¢(r)).

dV(8(r))|s(r)=<s(v)> = 0
Com base nestes dols teoremas, Michel conjecturou que se tivermos algum V(@) in-
’ i s \% ertence

variante por G e com minimo invariante por H C G entdo o minimo de V(¢) p

3 um extrato fechado e H é um subgrupo maximnal. de minimizagao
: ! m processo de
Isto ¢ 0 mesmo que dizer que simetrias quebradas por uim |

orre nas teoiras de gra-

' caso
lo desta conjectura, pertindo do ponto que, 1O
! de Higgs e nao a da

metria do potencial .
(n), que ¢ maior

1 unificagao.

evam a subgrupos maximais, que ¢ 0 que 0¢
Encontrou-se um contra exemp

_ _ . s
de teorias de calibre, deve-se levar em conta a

| geral, apresent
a vale na maioria d

a a simetria O
Agrangeana em si. O potencial de Higgs, € os casos ¢ pode ser

: £ jectur
do que 4 simetria da teoria. No entanto @ con]

WL o
tllldd(la como um chute inicial.
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§ 08 MODELOS DE GRA-UNIRIg ez

Uma teoria gré—uniﬁcada ¢ obtida Partindo-ge de

de para conter o grupo do modelg padrio de

uﬁcientemente

graﬂ

ntro :
posto para que s¢ pos de si.

1 i -

Este tipo de construgio fo;

Para quc a tcoria contenha

Quando o grupo de simetria é simples qualquer particula do mog 1
elo

a ] pode ser transfor-
mada em outra, sem separacao de nimeros quanticos €Omo cor e sah
or.

Na verdade existe
upo ser c :

Jt Omposto por um produto direto de grupos simples iguais
Neste caso deve ser adicionad

a possibilidade do gr

a uma sinetria discreta de reflexio ligando os geradores de

cada subgrupo, e consequentemente os nimeros quanticos associados, Modelos usando

wta possibilidade foram construidos, partindo do grupo SU(4) x SU(4) [29].
Além desta restri¢ao, o grupo deve ter alguma representagio que comporte todos os

fermions conhecidos. Néao ¢ necessario que esta representagio seja irredutivel .
Finalmente o modelo deve ser livre de anomalias.

Estas restrigoes nao sao suficientes para definir um tnico modelo, e normalmente ¢é
necessario incluir outros preceitos para restringir o nimero de grupos candidatos. Em

geral proibe-se a existéncia de férmions exdticos (aqueles que ndo se encaixam dentro dos

padrdes observados) ou o nimero excessivo de familias. De qualquer forma o teste final é

i compara¢do com a experiéncia.

i A i do grupo ¢ necessario,
Para se construir um modelo de unificagdo a partir de um dado grup

v 1 a representaga

antes de mais nada a obtencao do contetido de particulas em uma rep
] i 508
mos saber a quais particulas correspondem 0s peso

na primeira parte deste trabalho, a

a da quebra de simetria

o deste

8lupo. Em outras palavras precisa

da lepresentagao escolhida. Com o que foi visto e

. _ : _ce da exastencl

‘dentlﬁcagéo se torna bastante simples pois plegcen bgrupos até atingirmos
s su

Bs0ciamos g pesos do grupo de partida com 05 pesos de seu

nhecida. Em 4ltima hipdtese, para qué

i i o
e Tepresentagdo na qual esta relagao seja ¢

dra 0s & identificacao
o padrao onde tem
ro model P

9 z 5 ' . .
Modelo seja realistico, precisamos ating!

COmplety | . .
| metria total seja
mitir que 0 gruP° de s

jmetria [maginemos O €spago
1 .

jaca os ad
Para ver como fazer esta assoclagao, vam o
atingido via quebra

G

C ’,
e H é um subgrupo a ser
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Jos PESOS da algebra de G . Como | S

; Ubgru od
mbinagdes lineares dos geradores ¢ G e
¢

sentido. Esta liberdade d

; . que se escolha arbitrariam
qual serd 0 peso mais alto da representac

; ente
a0, desde que este se |

ocalize sobre gz orbita mais
externa.

Como temos a simetria do grupo de Weyl no diagrama de pesos podemos dizer que

dada uma matriz de projegao, obtém-se outra equivalente multiplicando-se & esquerda or

um elemento do grupo de Weyl de G e & direita por um elemento do grupo de Weyl de H

A existéncia de duas matrizes de proje¢ao nido equivalentes implica a existéncia de

dois subgrupos de G isomorfos (a H ).

Para poder determinar uma matriz de projegdo , precisamos conhecer as representa-
¢oes de H correspondentes a algumas representagoes de G . Sabemos por exemplo que a
adjunta de G deve conter a adjunta de H , dada a corréspondencia entre os geradores.

Vamos ilustrar esta projecio usando o modelo SU(5) de gra-unificagio , (veja-se Slan-
sky). Inicialmente vamos descrever o contetido de cor e sabor para uma familia do modelo
padrao. A representacio de SU(3) x SU(2) usada é, como sabemos, 2 x(3,1)+(3,2) +
6 quarks, um dubleto de

(1,2) + (1,1), correspondente, respectivamente a 6 antiquarks,

leptons e um antilepton(e®). Em termos dos pesos, ecrevemos :

(0 1)(0) + (0 1)(0) + (1 0)(1) + (0 0)(1) + (0 0)(O)

50 5 + 10, que é a menor
¢ resentagao & + 1U,
B ili ' 5) é colocada numa rep
e re de anomalias. Reescrevendo com

*Presentagdio capaz de conter toda a familia e ser liv
08 \ : &
oo D0l o E is em 10, montamos & matriz de B
Para encontrarmos quais férmions estdo em O € qual |

Projecio p. o quebra para (10}

s alto de (3,1) + (1,2):

-se
. v mplo, sabe
Premsamos de alguns dados iniciais, por exempio, o
1,9 e 5 com 0 pes0

- Vamos identificar o peso mals alto
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(0001) & (01)(0) 4 (0 0)(1)

Um raciocinio similar pode ser apl; N (11.1)
I aplicado & re L
presentagéio 10 do SI7

3,2) + (3,1) + (1,1). Escrevendo esta relagio em leba (5) que quebra para
08 pesos:

(0.100) < (10)(1) + (0 1)(0) + (0 0)(0) (11.2)

im podemos >y
¢ assim p escrever as duas colunas centrais de P. No fin | obt
' al obtemos a segui
nte

matriz de projegao :

11 b
P fn g
s (11.3)

0

Uma vez obtida esta matriz podemos obter o correspondente no SU(3) x SU(2) a
qualquer peso do SU(5), em particular podemos descobrir imediatamente a quebra de
qualquer representacio do SU(5). Através da identificagao dos pesos podemos também
descobrir os eixos de carga, isospin e outros nimeros quanticos dentro do SU(5).
: No modelo SU(5) de unificagao, coloca-se uma familia de fermions na representagao
54 10. Vamos identificar o conteido e particulas da representagao 5. Iniciamos com a

entificacéio dos pesos:

(o 0 0 1) = L0 0) —antiquark
(0oqg 11 ( 0 0) 1) —lepton
(o 4100 = (11X 0) —antiquark
(110 0 = (10 0)(-1) lepim
(o1 000 (-1 0)( 0) _antiquark
m a representagz“\.o do

A identiﬁcagao com lepton ou antiquark foi feita de acordo €O

SU (3)
X SU(2) a ¢
jual o peso pertence e :
I eros quanticos como 150Spin; devemos lembrar

e que portanto sio combinagoes

ntados por

Pa ’
ra fazermos a identificagao dos num

(ue : :
0S ger; - etria
geradores destes pertencem a0 gt upo de sim

a rese
or do isospin € © da carga $a0 TeP

i“ear
es .
das raizes, desta forma o gerad
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1o espago das raizes. Uma vey idendific
a

dos
ou do grupo ep, estudo) b
L oo do isospin, pois o que procuramg

s

yetore® .

i certo peso do SU(5) (

¢

pCSO o
No exemplo apresentado é ficjl pe

¢
reeber qua)

o 2 2 ;
épropOICIOIlal ao pCSO (1() SU(—') c p()rtanto prOPOI‘ciOIlal ({ll(! (}St()

. | ; terce :
_ Como as linhas de P corres & tereeira linhg de p 3
q- 11.4) ¢spondem a vetgpeg Na base dual § bag d E)VGJ i
¢ de Dynkin

: licamos 0s pesos diretamente .
[tiplicamos OS iret nte pela matriz) as component
ntes encontradas tambe
mbém se

(mu

sncontratm nesta base. Desta forma podemog escrever

1
I=-(011 0) b 1
5 ase das raizes g; ,
2 1mples (11_4)
0 fator 1/2 € encontrado na identificagio dos leptons
Paraidentificarmos o cixo de carga precisamos saber a carga de alguns pesos do SU(5)

Como ponto de partida sabemos que a carga total de cada repr a
I
a representagao deve ser nula,

pois 0 gerador da carga pertence ao SU(5) (uma vez que cle representa a simetria total da
leoria) e portanto deve ter trago nulo. Olhando para a representagio 5 e sabendo que o
dubleto de leptons deve ter carga —1 consistentemente com o modelo padriio, o antiquark
contido nesta representagao deve ter carga 1/3.

Assim podemos montar um sistema de equagoes lineares que fornecem as componentes

do cixo de carga. Supondo que este cixo tenha a forma (a b ¢ d) escrevemos as equagoes

ahaixo de acordo com as identificacoes feitas:

d=1/3
c—d=0
Lo (11.5)
a—b=0
—a=1/3
“Ua solugio ¢ -
a=—1/3
H=2/3 (11.6)
c=1/3
d=1/3
m a forma :

De forma que o eixo de carga na base dual te
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SMODELOS DE GRA-UNIFICAC o
0

ge calcularmos

1
QD nkin = —(—
/ e e
¢ vemos que multiplicando-se este vetor pelas duas primeiras |

. inhas de P verificamor
Jxo de carga é perpendicular aos geradores do SU(3) mos que o

: como deveriamog esperar, uma vez,
e estes sio os eixos de cor.

q
Estudos deste tipo permitem descobrir de antemao se um £rupo contém representagoes
que possuaIm O contudo de particulas desejaveis. Além disto, como vimos, o conhecimento

da matriz de projegao permite conhecer o padréo de quebra de qualquer representagio.
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EXEMPLO DE UNIFICACA o

2. EXEMPLO DE UNIFICA(;AO_

Para jlustrarmos uma das aplicagdes do métq

do, Vam
4 i 0SS m
Je unificacao a partir do modelo padrio. ontar a estrutyry de um modelo

Procurar uma reépresentacao de

algum grupo de forma que consig
a todas as trag famil;

amos colocar dentro del

’ IR . as 1 3
com um nuimero minimo de fermions adcionais e Tay

As representacdes de SU(3) x SU(2) usadas no modelo padrao 3
Sao:

3(3,2) com cargas 2/3¢-1/3

6(3,1) 2 com carga —2/3 e 2 com carga 1/3
3(1,2) com cargas 0 e —1

3(1,1) com carga +1

Para ter exatamente este conteido precisarfamos ter uma representagio complexa
de dimensao 42 quebrando para 2(3,2) + (3, 1) +5(3,1) 4 3(2,1) + Bl1) Esia e
restrigao muito forte e consequentemente os modelos de unificagdo geralmente tem que
propor fermions adicionais.

Para se escolher um grupo de simetria nio basta fixar o contetido das representagoes,
¢em geral foram apresentados véarios modelos, cada um baseado em preceitos adicionais
¢ que levavam a cada particular escolha. O SU(5), por exemplo foi escolhido inicialmente
por ser o mais simples possivel enquanto que o SO(10) possui uma reprentagio capaz
de conter uma familia completa de fermions. Outros modelos foram criados coml k.)ase
10 niimero maximo de fermions ou evitando-se que fossem previstos fermions exoticos
[5],[9],[11]’[13],[15],[20]7[23],[27]‘ i ia total das particulas fo

Esta auséncia de critérios naturais para fixar a simetria tota

a- a0 conforme
ar o interesse em modelos de gra-unficagao c
( cordas

1 um

dos motivos que acabaram por apag

. p 1 p el

I '] - restrito a dois cand
“lustamente o fato do grupo de simetria total da teoria estar

APenas : Eg e S0(32) [6]v[35]' modelo baseado no grupo SO(13)
m

ra de u
No Nosso caso, apresentaremos a estrutu bons

ortanto nao sao

2 lexas € que P

Blong B quais néio possuem representagoes comh
k]

’ S a
upos € apena
as destes gr
v a a escolh
fandiq fotics o critério par
atos g, construgoes realisticas €
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- SR .

O\OXUIXO

fig 12.1

Esta quebra é particularmente interessante pois que SU(4) contém maximalmente |
SU(3) x U(1) enquanto SO(7) contém SU(2) x SU(2) x SU(2), também maximalmente. a
Em outras palavras, com duas quebras de simetria terfamos como grupo final SU(3) x "
U(1) x SU(2) x SU(2) x SU(2), o qual é bastante semelhante ao modelo padrio, em
Particular a quebra total do SO(7) nos forneceria a simetria observada na nossa escala de

thergia (cromodinamica + eletromagnetismo). SO(7) seria portanto um grupo de sabor.

i Soirtedutivel

O que faz 0 SO(13) duplamente curioso é a existéncia de uma representagao irredu nlze

ili ions comple- |

de dimensgo 64, portanto do tamanho exato para se colocar 4 familias de ferm H

a i 4 que duas destas familias
s Por outro lado, o que o invalida como um bom candidato € qu : o
‘ das 3 m 30 as duas prim . N

2 ‘ESpeIha ’, isto é, possuem chiralidade trocada co relag

it 50 esquerda.
Pratica, temos 3 familias observadas, todas de mao €sq

-var o conteu-
D & detalhe e obser |
: entacao com i

= qualq\ler forma vamos analisar esta repres G |

do g Particulas admitindo a quebra descrita acima.

= 1MOoS. ' “
Efetuando a quebra da representagao 64, obte
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13) —
50(13) —ni sU( SU(4) x so(7)
) x U(1) x sp 2) x SU(2) x SU(2)
64 ot
11 (3)]-,2)2) 5 (171’(2”2§)++(:(34,28)

52,1,2) + (1,2.1.9
: ,2,2)+(3,2,1,2)+(1,2,i,§

P(S0(13) - SU(4) x 50(7))

P(SU(4) = SU(3)) = ((1)

e )
o O
Nl A

0y o
P(SO(T)—»SU(Z)xSU(2)><SU(2)):(0 1 0)
2]

Identificando alguns fermions em representagées adequadas, podemos construir o cixo

de carga, que toma a forma abaixo:

1
Q=5023330

: : - 'mi 0 resen-
Com estas informagées podemos identificar os outros fermions que compoe a rep

tagio 64 do SO(13) e associar os grupos da fase quebrada da seguinte forma:

SU(8)cor % U(l) x SU(2)1 % SU(2)r % SU(2)hor

onde os {ndjces indicam, respectivamente:

cor - e i
grupo da cromodinamica.

L grupo de sabor, chiralidade esquerda.

}[: " grupo de sabor, chiralidade direita-

° - grupo de simetria entre as familias. )y S U(2)r € horizontal nos diferentes
L

VamOS estudar o efcito da agao dOS grupOS SU(2

foprm:
"Mions (g teoria.

=




pXEMPLO DE UNIFICAGA 0

Considerando as familias dos qQuatl,

u
P e chary, €omo sepy (]
€ mMao djpejt

uc colocar a familia do top comg sendo ¢

0 de m3
q INao esquerda temos

£ faigressalite notar que o SU(2)p atua nos f,

0s Ol"mions
. ok (
que © SU(2). atua nos fermions NOrmais (de 3

Cofrespondénmas de interagdes ¢ grupos

uf = dowm SU(Q),
o, Sk O R
c arm = strange SU(?);
:L — v, 5U(2)L
P = ooy SU(2)p
T e §
tC:Ii — down' SU(2)1(
T ca SU(2)p
up < charm SU(2))..
down o strange  SU(2),,,
e~ — /L SU(Q)Imr
Ve — Vy SU(Q)hor
top — top' SU(Q)’IOF
bottom —  bottom’ SU(2)1or
T — T’ SU(?:)hor
v, PN U’T SU(2)hor

Que torna clara a simetria horizontal. Se considerarmos os férmions espelhados

Ty

omo normais, veremos que ndo existem particulas exoticas, em outras palavras, sc e-
xistir um mecanismo externo que torne o comportamento de pelo menos uma das duas
iltimas familias como de ‘méao-csquerda’ este serin nm candidato bastante interessante
Para unificacao.

B enldades ernse ehotias b quark ‘top’ sugeriram a tentiva de construcdo de

‘M modelo que nio apresentasse esta particula (modelo topless).
vesse 0 modelo padrao como subgrupo,

O primeiro passo foi procurar um grupo que tl i |
‘ ngl 1 1116 "OCUroU-Se gru
Yerificando og padrdes de quebra. Para restringir a busca inicial, procurou-se gruj 1
a . o
ety representagao que pudesse ser viavel.

O grupo escolhido foi o FE7 que possui um

C
e Subgrupo. Infelizmente, este grupo apresent

além de de possuir SOjo

’

0 SO(13),1. é,s0 &

a 0 mesimo problema d |

0 =4
a representagao 50,

Possy; 1 :
Ssuj 'epresentagdes realis. | resentagio 56 em termos de
; .o da represe g
O que ¢ i nte é a quebra da T &
orna este grupo interessa e
50(19) [ |

» dada na sequéncia abaixo: H
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B s SO(12) x U(
1
S WA = s
e +2(10
acem 16, que é o cspelhio (
U(l) Je simetria horizontal. Porém o IMals intereg

padl'?wv da representagao 10 do 50(10)_

jada, estdo dados na tabela abajxo.

(2) x U(1)

A scgunda familia est +1+41)

A Primeiry o,
Primciry o 4Parece um gryp, SU(2) x
¢ o contey(]

Seus PCs0s, junt

Sante it
9, em termos do modelo o

amente com o isospin e g ¢

PESO I |
L A0 a0 e ‘|
@ 1/3
(U 0 -1 ] 1) 0 __1/3
L0 U
(00 g B2
G D e 1/3
(D=1 1 0"0r o i
L L =1 D ey e
(L. 0 0.0 0k, b T

Estes dados mostam a existéncia de dois quarks, singletos de SU(2) (I = 0), com
cargas 1/3 € —1/3, exatamente da forma do quark hottomn, acompanhados de um dubleto
de leptons (7 e v,). E notavel a auséncia do top e de fermions exdticos.

Desta forma o modelo apresenta duas familias completas (apesar de espelhadas) e
duas familias sem o quark top correspondente (também espelhadas) além disto ndo existem
lermions exéticos.

Como no SO(13), se existisse um mecanismo para tratar as familias espelhadas como &

‘ : : e 1tativa de unificagao
HOrmals’, este seria um modelo bastante intercssante para uma tente ’

~ . . it . e | |
Por ser econémico e, particularmente neste caso, ‘top-less’. |
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#
s, CONCLUSAO

0s diagramas de Dynkin conseguem 'CPresentar (o um g

) bd,stante
als car acteristie, o

: ificando suas princip
4o Lie, codi 8. Isto se (]

pleto as algebras
eve
ciadas as constantes de estrutyyy, desses
asso

jam-s¢ Uma excelente ferramenty, para cg]
tor

soprias constantes de estrutura dos BTUPOS semi-simp]og
pro

ado as teorias de calibre tem : :

Por outro I €Omo base sinyetpine np . ;

netrias mtcmas, em geral ditadas

amas de Dynkin uma,

Jor grupo de Lie semi-simples, o que torna a té

cnica dos diagr
ryramenta natural para trabalhar nesty
er

arca, sendo majg geral ¢ ao mey Ver, mais pratica
(que 05 tradicionais ‘Tableaux de Young’

50(n).

0 trabalho direto com os pesos d

» Wilizados Para SU(n) ¢ majg recentemente para

as representacoes permite umag construgao clara dos

modelos de calibre, com a identificacio Preticamente imediata dag particulas envolvidas

¢ das interagoes entre clas, conseguindo-se montar com relativa facilidade a estrutura, de

qualquer teoria de calibre, em particular aquelas de gra-unificacio.

Propricdades gerais dos modelos de unificagio podem consequentemente ser obtidos
diretamente do diagrama do grupo de simetria, permitindo wma andlise a priori ampla e |
{
scgura. | :
Generalizando, podemos dizer que sempre que uma teoria for baseada em s1mt3tr1a
de um modo fundamental, uma codificagao cficiente das propriedades do grupo c?e sllrne-
ria permite um acesso direto as propriedades fudamentais do modelo. Em particular a

.y At astante eficiente, dada a natu-
wdificagio descrita e utilizada aqui é elegante, pratica ¢ bastan .

ralidade da construgao obtida por Dynkin.

C ] ’ tura
b i ¢ M1aS a Nl el de eSt u -
I 1 Qa 0] chIGSCIIth.(lOS f( narlll k1 el.{'.d‘(l()h f]])( 11¢ V [.‘
£ i 3 de Sime ria pal'c
] 1 i cLICTIA (]C unbl as a
] ar l'(]S Ca .‘1((111(.“(.1(1
sen h apenas o con eudo ([C pdl tlcu n : ; 1
I SOeS mals Coml
) S C (’5 « 0Imn ])I‘ V1 yletas €
: CStC ﬁllr 1 Cmpl
I adr'lo ( ) t eV t

deste estudo,
subg tal. O objetivo
®quente confirmacéo experimen do tr

no entanto, é o de se obter

lar para

ho, em particu

e :\. )al

“ndidatog 5 partir das técnicas descritas na primeira part
rtir

1)()b%lV(,1
Mode]

icoes : ,
10 de restr ue |
0s top-less’, colocando-se um minin existisse um mecanismo q

. ¢ 8¢ CXE
= e curiosos
Ambos og modelos apresentados sao bastail

» ser
ag mions, estes
" Carasse o efeito de espclhamento dos fer

1 den
cos, alén
Cong s exotl _‘ o
e #o screenlan e seja exatamente este

a

mbor |
% Que S40 usadas reprcscnta(}OCS reais, € |
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ue sao .
jam interessantes dado q |
‘ :

lias, uma
irem anoma )
4o possulre

to que provoque 0




(ONOLUSAO

cspclha.mento. De qualquer forma a¢; edit
Ito qu
e cles fo
formey, um bom ex |
emplo did4t;
atico.
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